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Presentacion

El contenido de estos materiales estd estructurado alrededor de los temas que, en opinién de los autores,
permiten rescatar los puntos o metas terminales de la formacién matemédtica que es razonable esperar
de un estudiante egresado de nuestro Bachillerato (Aunque ain harfa falta introducir algunos temas
geométricos y de estadistica descriptiva).

Su desarrollo estd pensado, por lo tanto, para un estudiante que de una manera u otra ha estado expuesto
a dicho conocimiento y cuyo interés central sea el de reconstruir, afinar y unificar conceptualmente tales
conocimientos.

Este enfoque introduce modificaciones importantes en el tratamiento de los temas, los cuales no se
pueden apreciar en una simple descripciéon del programa o contenido. El contenido estd dividido en
cuatro grandes Capitulos, en los cuales se tratan los temas terminales mas relevantes de los programas
del Bachillerato. El tema de cada Capitulo se trata sistematicamente, pues, como se ha dicho, el propdsito
es reconstruir, afinar y organizar el conocimiento relacionado. Sin embargo, en su tratamiento se toma
la libertad de introducir referencias de apoyo a temas, técnicas y conceptos importantes en la formacion
matematica del estudiante, que no han sido desarrollados en unidades anteriores, pero que seran tratados
mas adelante. Creemos que esta estrategia resulta conveniente, desde el punto de vista pedagégico. Por
tanto no estamos comprometidos con una construccion axiomatica que sélo avanza en la medida que va
justificando y definiendo todos los elementos que necesita utilizar. Estamos interesados a este nivel en un
conocimiento matematico, que como tal debe estar bien fundamentado pero efectivo operacionalmente
hablando.

Por otro lado, contrario a la tendencia establecida en la mayoria de los libros a este nivel, hemos aplazado
hasta el Capitulo 4 la definicién formal de funcién, mas no la introduccién de la idea bésica que desde
un principio se hace presente implicitamente de diversas maneras.

En este desarrollo preferimos enfatizar al principio la nocién de ”operacién” entre nimeros, mirando desde
esta perspectiva la exponenciacion, la radicacion y la logaritmacion, lo cual podria ser calificado como un
retorno parcial al enfoque clasico. Creemos que este método (ya hemos tenido una primera experiencia)
da mejores resultados en la asimilacién del concepto de funcién; funcién inversa y del correspondiente
manejo operativo.

Por 1ltimo, el enfoque del contenido enfatiza también el cdlculo numérico y el uso de las calculadoras de
mano. Su utilizacién tiene obviamente un caracter practico de acuerdo con la influencia de las calculadoras
de bolsillo, pero con frecuencia, los calculos numéricos se utilizan con un caracter didéctico para volver
sobre definiciones y conceptos importantes.

Debemos comentar, por ultimo, que aunque estos materiales han tenido ya la oportunidad de alguna
experimentacion estan aun lejos de poderse considerar como un producto totalmente terminado. Agrade-
cemos a la Fundacién para la Educacién Superior (F.E.S.) su apoyo para el desarrollo de estos materiales
y del proyecto educativo en cuyo contexto se han venido gestando.

J. Alvarez G.
E. Acosta G.
M. Marmolejo L.
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Capitulo 1

Sistemas numeéricos

1.1. Tipos de nimeros, expresiones y argumentos matematicos

1.1.1. Los conjuntos de nimeros N, Z, Q, I, R, C

Empezamos repasando los diferentes tipos de niimeros y sus formas de representacion que han sido objeto
de estudio en el Bachillerato.

Los primeros nimeros que aprendemos son los naturales. El conjunto de los niimeros naturales se suele
representar por la sucesién de simbolos 1,2, 3,4, ... etc., donde el “etc” significa que todo nimero natural
n tiene un numero natural n 4+ 1 que le sigue. El conjunto de los naturales tiene, por tanto, infinitos
elementos y no se puede decir que haya un tltimo ntimero natural o un ntimero natural mayor que todos
los deméds. Utilizaremos el simbolo N para referirnos al conjunto de niimeros naturales.

Se estudian también en el bachillerato los niimeros enteros que se obtienen a partir de los niimeros
naturales (enteros positivos) adiciondndoles el cero (0) y los llamados enteros negativos —1, —2, —3, etc.
Los ntimeros enteros, que denotaremos con Z se suelen representar por la sucesién 0,1, —1,2, -2, 3, —3,
etc., donde el “etc”, como en el caso anterior, indica que hay una sola regla de formacién que permite
generar al conjunto de los nimeros enteros.

A partir de los niimeros enteros se construyen los nimeros fraccionarios o nimeros racionales.
Los nimeros racionales son aquellos que se pueden representar en la forma 57 donde p y ¢ son ntimeros
enteros y ¢ # 0. Los simbolos % se suelen llamar fracciones de enteros.

Un ntimero racional puede ser representado por infinitas fracciones de enteros. Asi por ejemplo la fraccién

2—:, siendo k cualquier niimero entero no-nulo, representa el mismo nimero racional que %. Sabemos que
dos fracciones 7 y % representan al mismo nimero racional, esto es ™+ = %, si y s6lo si mqg = np. (Sobre

la frase “si y sélo si”, ver Secci6én 1.1.5).
Se dice que 17;, con g > 0, es la fraccién mas simple que representa un determinado nimero racional si p
y ¢ no tienen factores comunes, y por lo tanto no admite simplificacién.

.3, %. Pero no lo es %, pues no se puede expresar como fraccién de

’ 5 . . .
enteros. Tampoco lo seran %, & que son expresiones indefinidas.

Ejemplos de niimeros racionales —

Puesto que cualquier niimero entero p se puede expresar en la forma % se concluye que todos los nimeros
enteros son numeros racionales. Utilizaremos el simbolo Q para referirnos al conjunto de los ntimeros
racionales. De acuerdo con las observaciones que hemos hecho se puede escribir

NCcZcQ.

Ademas de los niimeros racionales, el estudiante de Bachillerato se encuentra en sus estudios de matemaética
con otros nimeros que no son expresables como fracciones de enteros y que se llaman nimeros irra-



cionales. Utilizaremos el simbolo I para referirnos al conjunto de estos nimeros. Ejemplos conocidos
de nimeros irracionales son , e, /2, /3. Dijimos antes que % no era un numero racional, pues no se
puede expresar como fraccién entre enteros. “Fracciones” de este tipo, que no son racionales, también
aparecen con frecuencia en el calculo entre niimeros reales. Estas fracciones que se pueden acoger bajo
el nombre genérico de “fracciones reales”, agrupandolas con las racionales, se comportan formalmente
como las fracciones racionales y por lo tanto el criterio de igualdad entre ellas es el mismo que para los

racionales.

Debe ser claro que, segin la definicién de nimero irracional,
INQ =0,

es decir, I y Q no tienen elementos comunes.

El conjunto que resulta de la unién de los niimeros racionales y los niimeros irracionales constituye
el conjunto de los nimeros reales que denotaremos con el simbolo R. Consecuentemente:

R=QUL

Otro paso en la evolucién del concepto de ntimero llega a los llamados nimeros complejos que se suelen
representar en la forma a + bi, siendo a y b nimeros reales y por definicién i? = —1. La parte a se suele
llamar la parte real del nimero complejo y b su parte imaginaria. Cuando el nimero es de la forma 0+ bi
se considera igual a bi y se dice que es imaginario puro. Cuando es de la forma a + 0 - ¢ se considera
igual a a y se dice que el nimero complejo es un numero real. Utilizaremos la letra C para representar
al conjunto de los ntimeros complejos. Se puede escribir por lo tanto, con base en las consideraciones
anteriores, que R C C. Son ejemplos de nimeros complejos 1 + i, 1, 6i.

1.1.2. Numerales decimales

Los numeros son ideas o conceptos que requieren de simbolos o numerales para representarlos
y para operar con ellos. De acuerdo con esta definicién pueden existir, y de hecho existen, multiples
numerales para referirse a un mismo nimero.

La representacién y manejo usual de los niimeros reales se hace utilizando el sistema de numeracién
decimal que por utilizar la técnica del valor de posicién hace posible que la representacion de cualquier
numero real puede hacerse con un numeral construido a partir de los simbolos bésicos 0,1,2,...,9 lla-
mados digitos.

De acuerdo con esta técnica el valor numérico que representa un digito varia segiin su posicién en el
numeral, excepto el 0 que siempre representa el mismo valor (valor nulo). El valor de un digito en un
numeral se reconoce a partir de la forma como se definen estos numerales. Asi, el niimero real represen-
tado por el numeral 4832.51 estd definido por la siguiente expresién polinémica que permite reconocer el
valor numérico que representa cada digito en el numeral:

4832.51 = 4000 + 800 + 30 + 2 + 0.5 + 0.01

1 1
= 4x103 8 x 102 3x 10 2 5 X — 1x —
X + 8x + 3x + + 5x 10 + 1x e

O sea que el 4 representa cuatro mil unidades enteras; el 8, ochocientas unidades enteras; el 3, treinta
unidades enteras; el 2, dos unidades enteras. Los digitos que aparecen a la derecha del punto (llamado
punto decimal) representan unidades fraccionarias. Asi el 5 representa cinco décimas, el 1, una centésima.

El numeral 4382.15 se escribe, como en el caso anterior,

1 1
_ 3 2
438215 =4x10"4+3 x10° +8x10+2+1 x 10+5>< 0%



Obsérvese que en los ejemplos anteriores, el 8 aparece en ambos numerales y representa en ellos valores
numeéricos diferentes. En el primero ochocientas unidades enteras y en el segundo ochenta. Igual sucede
con el 5. En el primero representa cinco décimas y en el segundo cinco centésimas. El dos por su parte
representa en ambos numerales el mismo valor numérico por ocupar la misma posicién.

Es importante observar, que en el lenguaje ordinario, y por razones de comodidad, los numerales se
identifican con los nimeros que representan y asi se acostumbra decir “el nimero 7851” en lugar de
“el nimero representado por el numeral 7851”. Consecuentemente una expresiéon del tipo % = 0.75, que
suele leerse “tres cuartos igual a cero setenta y cinco”, debe entenderse en el sentido de que los numerales
“%” y “0.75” representan el mismo nimero.

Se puede generalizar las observaciones anteriores diciendo que todo numero real o admite una repre-
sentacion por un numeral decimal que es de la forma:

*anan_1---aiaog ; b1babs - - -
punto decimal

Donde los simbolos ag, a1, ...an, b1, b2, b3, etc., son digitos y los puntos suspensivos a la derecha del
numeral indican que la sucesion de digitos puede continuar indefinidamente.

El numero real que representa este numeral esta definido por la siguiente expresiéon polinémica que a su
vez permite reconocer el valor numérico que representa cada digito:

:I:anan_l e (llao.blbgbg s =

1
= i(anxlon—f—an_l><10”_1+~-a1><10+a0+-~-+b1><10+

102 103
= : (definici6n)

1 1
+b2><+b3><+-~->

Observe la correlacién entre el subindice que identifica la posicién del digito en el numeral y el exponente
de la potencia de 10 asignada con el digito.

Cuando a partir de un determinado digito en la parte decimal del numeral, todos los digitos son cero, se
omite su escritura y el numeral es finito. Este es el caso del ejemplo que hemos considerado anteriormente,
se escribe 4832.51 como una forma simplificada del numeral 4832.51000. .. y es por lo tanto un ejemplo
de numeral finito. Si identificamos los digitos en este numeral de acuerdo con la notaciéon generalizada
obtenemos la siguiente correspondencia:

4 8 3 2 . 5 1 0 0
rrrr Tt 1T 111

az a2 a3 ag - b1 b2 bg b4

endonden=3yb3=by=0bs=---=0.

Otros ejemplos de numerales decimales son los siguientes:(Damos a la derecha de cada uno de ellos la
expresion polindmica que lo define y que permite identificar al nimero real que representa).

1. —10923 = — (1 x 10* + 0 x 10 4+ 9 x 10% 4 2 x 10* + 3)
=—(1x10*+9x 10>+ 2 x 10! +3)

2.275=2+7TxX 5 +5X 52

3153232 = 145X 15 +3X 5z +2 X 15 +3 X 75z + -+

4.2101001 - =24+ L+ L+ L+ o+t s+
=24+ 4+t st



La representacién decimal permite caracterizar y distinguir los diferentes tipos de nuimeros reales exis-
tentes. Las afirmaciones siguientes recogen resultados que el estudiante ha debido estudiar en el Bachiller-
ato:

e El conjunto de los numerales decimales de la forma
:I:anan_l e (llao.blbgbg e

se pueden identificar con el conjunto de los ntimeros reales. Es decir, cada numeral de este tipo
representa un numero real y a su vez todo niimero real admite ser representado de esta manera.

e Cuando a partir de un digito by de la parte decimal de un numeral hay una repeticién indefinida
de grupo de digitos, el numeral se dice que es periédico y el nimero que representa es un ntmero
racional. Cuando este no es el caso el nimero representado es un nimero irracional.

e Debe ser claro que los numerales que hemos llamado anteriormente finitos representan niimeros
racionales, pues se trata de numerales peridédicos en los cuales el grupo de digitos que se repite esta
constituido por el 0. Debe ser igualmente claro que los numerales del tipo +a,a,—1---ajag son
casos especiales de este tipo de numerales y representan niimeros enteros.

Si en el caso de numerales periddicos identificamos c¢; ... ¢, con el grupo de digitos que se repite, el
numeral se escribe de la siguiente forma:

:I:anan_l e alao.blbz e bkclc2 cCmy-

La raya sobre el conjunto de digitos ¢i¢3 - - - &, indica que el numeral se obtiene por la repeticién indefinida
de dicho grupo de digitos. El nimero m de digitos en el grupo se llama periodo de la fraccién decimal.

Veamos los ejemplos de la pagina anterior. En el numeral
11.523232--- = 11.523

el par de digitos 23 se repite indefinidamente y por lo tanto es un decimal periédico con periodo 2. Asi,
11.532 representa un numero racional. En cambio 2.1010010001--- representa un nimero irracional,
pues es un numeral con infinitos digitos que no es periédico en el sentido de la definiciéon dada. 2.75, por
ser una fracciéon decimal finita, denota un nimero racional, mientras que —10923 denota obviamente un
nimero entero negativo.

En este contexto surge naturalmente el siguiente problema que el estudiante debe poder resolver.

&St un numero racional puede representarse por una fraccion entre enteros y
también por un numero decimal peridodico, como se puede pasar de una forma de
representacion a otra?

En el ejercicio 29 de esta unidad se recuerda la manera de resolver este problema y se proponen algunos
ejercicios especificos.

1.1.3. Numeros irracionales

El demostrar que un nuimero dado es irracional no es, por regla general, un problema facil. Las demostra-
ciones de la irracionalidad de m, v/2 y e, por ejemplo, fueron en su momento pasos importantes en el
desarrollo de las matematicas.

La demostracién clasica de la irracionalidad de es la siguiente: Supongamos que v/2 no es irracional.
Esto es, v/2 se puede expresar como una fraccién %, donde p y ¢ son enteros. Simplificando esta fraccion,
si fuese necesario, podemos suponer que p y ¢ no tienen factores comunes; o lo que es lo mismo, que la
fraccion ha sido reducida a su forma més simple. Se puede escribir:

LG (1.1)

q



Por lo tanto

ol

P’ =2¢° (1.2)

Se deduce de esta Wltima expresién que p? es par. Puesto que el cuadrado de un ntimero impar es un
ndmero impar, el que p? sea par significa que p también sea par. Por lo tanto p = 2r siendo r entero.
Sustituyendo p? por 472 en se tiene

472 = 2¢°.

por lo tanto,
2r? = ¢

Es decir, que ¢ también es par y, por la misma razén utilizada en el parrafo anterior, ¢ también lo sers.
Consecuentemente, ¢ es de la forma ¢ = 2k, siendo k entero. Este resultado permite concluir que 2 es un
factor comun de p y de g, contra el supuesto de que no tenia factores comunes. Esto es una contradiccién.
Se deduce, por lo tanto, que el supuesto en la igualdad no es valido y que v/2 no es racional.

Seguramente que no es dificil para el estudiante aceptar que hay numerosos (infinitos) nimeros racionales.
;Qué se puede afirmar de los irracionales? ;No habrd més irracionales que 7, e,v/2?. En realidad
el conjunto de los nimeros irracionales es infinito. Partiendo de la irracionalidad de v/2 no es dificil
demostrar, por ejemplo, que si £ es un niimero racional, £ 4+/2 es un nimero irracional. Para demostrarlo
procedamos de nuevo en forma indirecta. Afirmemos lo contrario de lo que queremos probar. Es decir,
supongamos que % + v/2 es racional y que por lo tanto se puede expresar como una fraccién de nimeros
enteros 7>. Podemos escribir:

D m

S+vV2=—.

q n
Por lo tanto,

Vo= _p_ma—np

n q ng

Pero mqﬂ% es un numero racional pues, tanto mq — np, como ng son nimeros enteros. Pero esto es una

contradiccién, pues esta fraccién de nimeros enteros es igual a v/2 y demostramos, anteriormente, que
V/2 es un ntmero irracional. Se concluye, por lo tanto, que nuestra hipétesis de trabajo es falsa y que
% + /2 no puede ser un numero racional.

La gran abundancia de niimeros irracionales se puede intuir también utilizando numerales decimales y
observando que serian inagotables las fracciones decimales infinitas no periddicas que podriamos constru-
ir. Ya vimos, por ejemplo, cémo el simbolo 2.101001000100001 - - - da claramente la ley de formacién
para una de tales fracciones y representa, por lo tanto, un nimero irracional. En realidad, se demues-
tra en matematicas que mientras es posible enumerar al conjunto de los nimeros racionales
poniéndolos en correspondencia uno a umﬂ con los numeros naturales, esto no es posible
con los numeros irractonales y no se pueden listar mediante enumeracion. Es decir, que en
la matematica, como en la vida real los “irracionales” abundan mas que los “racionales”.

1.1.4. Demostraciones directas e indirectas

Es importante que el estudiante comprenda bien el tipo de demostraciéon que hemos realizado, que es
bastante utilizado en la matematica y en general en la argumentacién logica. Esta demostracién se llama
indirecta y consiste en afirmar lo contrario de lo que se quiere demostrar para tratar de llegar,
mediante un razonamiento deductivo a una contradiccién. El alcanzar una contradiccién indica que es
falsa la premisa de trabajo que utilizamos y que, por lo tanto, tiene que ser valida la afirmacién o tesis
original.

1Sobre esta idea de enumerar y de correspondencia uno a uno ver Seccién 1.1.6.



Este tipo de demostracién, al cual el estudiante poco familiarizado con el estudio de la matemaética suele
presentar cierta resistencia, se llama indirecto por oposicién al método directo, mas comunmente
utilizado, y en el cual el resultado que se quiere demostrar se deduce directamente mediante razonamiento
légico a partir de sus supuestos y utilizando resultados ya demostrados y/o definiciones dadas.

La demostracién de la proposicién “el cuadrado de un niimero impar es un nimero impar”, utilizada en
la demostracion indirecta anterior puede servir como ejemplo sencillo de demostracion directa.

Partimos en este caso de la definicién de niimero impar: n es un nimero impar si se puede escribir en la
forma n = 2k + 1, donde k es un numero entero. 21 es impar y no es dificil ver que 21 =2 x 10+ 1. En
este caso k = 10. Utilizaremos también propiedades conocidas de los nimeros enteros.

Sea n un numero impar. Por definicién n = 2k + 1, donde k es un entero.
Elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad, se tiene:
n? = (2k+1)
4k* + 4k + 1
2 (2K + 2k) + 1.

Puesto que s = 2k? + 2k es un niimero entero, por serlo k2 y k, entonces n? se puede expresar en la forma
siguiente:
n?=2s+1.

2

Lo que prueba que n* es un ntimero impar.

En matematicas existen otros métodos de demostraciéon. Estd por ejemplo el método de contraejem-
plo. Este consiste en demostrar la falsedad de una proposicién exhibiendo, o demostrando la existencia,
de por lo menos un elemento que no cumple determinada propiedad, la cual afirma la proposicién que
es valida. Por ejemplo, para demostrar falsedad de la afirmacién, “todo nimero real admite una repre-
sentacion mediante un numeral decimal periédico”, se puede proceder por el método del contraejemplo
demostrando que v/2, siendo un nimero real, no admite una representacién decimal periédica.

Estd también el método de demostracién por induccién que estudiaremos en detalle en la Unidad 1.4.

Vale la pena mencionar, por dltimo, las demostraciones llamadas de existencia. En estas se demuestra
que un objeto que cumple determinada propiedad existe. Un ejemplo tipico podria ser la demostracién
de la afirmacién “existen niumeros reales que no se pueden representar como fraccion entre enteros”

1.1.5. Calculo proposicional

Las consideraciones anteriores llevan naturalmente al problema del lenguaje matematico y a sus formas
de argumentacion. En matematicas se requiere distinguir inequivocamente entre razonamientos correctos
y razonamientos incorrectos, y esto s6lo es posible en la medida en que dispongamos de un lenguaje
preciso. El estudio de las formas de argumentacién en matemaéticas es el tema de la l6gica matematica.

En las argumentaciones matemdticas intervienen frases que tienen el nombre de proposiciones. Una
proposicién es una frase bien formada en la cual se afirma algo cuya veracidad o falsedad
se puede determinar inequivocamente. Estas dos opciones se llaman valores de verdad de las
proposiciones. Una proposicién no es, por lo tanto, cualquier conjunto de palabras. Asi, la expresién “el
nimero v/2” no es una proposicién, pues no puede ser verdadera ni falsa. Pero la frase “el nimero /2
es un numero racional” si es una proposicién ya que podemos afirmar con absoluta certeza que es falsa.
Las proposiciones pueden ser simples como “y/2 es un ntimero irracional”. O compuestas como “v/3 es
un nimero irracional y es solucién de la ecuacién 22 — 3 = 0”.

Las proposiciones compuestas se obtienen a partir de proposiciones dadas mediante el uso de un
pequeno numero de palabras claves como “no”, “y”, “0”, “si...entonces”, “si y solo si”. Estas palabras
son llamadas conectivos proposicionales. El calculo proposicional no es otra cosa que la definicién
de las reglas para el correcto uso de estos conectivos, o sea, para la correcta construccién de proposiciones
compuestas a partir de proposiciones simples.



El uso correcto del calculo proposicional es un requisito muy importante para la buena utilizacién e
interpretacién de argumentos matemadticos y, aunque pueda parecer algo facil, el mal uso de éste suele
ser causa de muchos errores y dificultades.

1.1.5.1. El conectivo “no”

“

La negacion de proposiciones es una manera de generar nuevas proposiciones. El simbolo “~ p” significa
que la proposicién p ha sido negada. Asi, por ejemplo, si p es la proposicién “0.25 es un niimero racional”,
~ p serd “0.25 es un ndmero irracional”.

De acuerdo con el sentido comin si p es verdadera, ~ p debe ser falsa y si p es falsa, ~ p debe ser
verdadera. Estas afirmaciones, que constituyen en realidad una definicién légica del conectivo “no”, se
resumen en la siguiente tabla llamada “ Tabla de Verdad de la Negacion”. En ésta los valores de verdad
de ~ p se definen a partir de los valores de verdad de p, siendo p cualquier proposicion.

Tabla de verdad de la negacién (~)

\%
F

F
\Y

1.1.5.2. El conectivo “y”

Es un conectivo que actia sobre dos proposiciones p y g para generar una nueva proposicién p A ¢ que se
llama su “conjunciéon” y que también se escribe “p y ¢”.

Si tenemos las proposiciones
p = “dos es un numero primo”

q = “cuatro es un nimero par”,

su conjuncién sera
p A q = “dos es un nimero primo y cuatro es un nimero par”.

El significado de la conjuncién y el criterio para determinar cuando es verdadera o falsa se intuye
facilmente del uso ordinario de “y”. Debe ser claro que la conjuncién es verdadera sélo cuando sus
componentes lo son y que la falsedad de una de ellas determina su falsedad.

En la siguiente tabla se definen los valores de verdad de la proposicién p A g a partir de los valores
de verdad de p y de ¢, siendo éstas proposiciones arbitrarias. Esta tabla no hace méas que recoger el

[}

significado que en el lenguaje ordinario se le da al conectivo “y” en este tipo de construcciones.

Tabla de verdad de la conjuncién (A)

lplalpnd]

o o <<

q
\Y
F
\Y
F

| | | <

1.1.5.3. El conectivo “0”

- , - . ig
Es un conectivo que actta sobre dos proposiciones p, ¢ para generar una nueva proposiciéon p V g que se
llama “disyuncién” que también se escribe “p 6 ¢”. Por ejemplo, si p es la proposicién “5 es impar” y ¢



es la proposicién “5% es par”, su disyuncién serd “5 es impar 6 52 es par”. Los valores de verdad de la

[Pkl

disyuncién se obtienen también del uso que en el lenguaje comin se da al conectivo “o”.

En el lenguaje ordinario el conectivo “o” tiene dos sentidos diferentes:

En el sentido exclusivo “José esta en la escuela o estd en la casa”, es decir, José sélo puede estar en
uno y solo uno de los dos lugares.

En el sentido inclusivo: “Antonio no puede estudiar si estd cansado o con hambre”, es decir, se
afirma que si Antonio estd cansado no puede estudiar, que tampoco puede estudiar si tiene hambre
y con mayor razén no podra estudiar si estd cansado y con hambre.

[1PN2

El contexto o contenido de la proposicién permite decidir en qué sentido se utiliza el “0” pero no siempre
es facil identificar dicho sentido. Cuando el “0” se utiliza en sentido inclusivo se afirma que por lo menos
una de las dos proposiciones es verdadera (podrian serlo ambas), mientras que cuando se utiliza en el
sentido exclusivo se afirma que al menos una de las proposiciones es verdadera y al menos una es falsa.
Segun esta interpretaciéon la disyuncién de dos proposiciones, cuando se usa en el sentido inclusivo, sera
verdadera cuando al menos una de las proposiciones componentes es verdadera y serd por lo tanto falsa
sblo cuando ambas proposiciones sean falsas. En el sentido exclusivo serd verdadera cuando siendo una
falsa, la otra sea verdadera y serd falsa cuando ambas proposiciones sean falsas o ambas verdaderas.

En matematicas el sentido que le demos a la disyuncién siempre debe estar claro, bien porque sea evidente
en el contexto de la argumentacién o bien porque se diga explicitamente. Cuando la disyuncién “o” se
usa en el sentido exclusivo en lugar de escribir el simbolo V se suele escribir Y. Las siguientes tablas
recogen las consideraciones anteriores:

Tablas de verdad de la disyuncion

Sentido inclusivo (V) Sentido exclusivo (V)

[V FAREFET

| | <| <||s

q
\Y
F
\Y
F

| <| < <
o o <<
| <| | <
| <| <| =

La negacién de la forma pVq y pVYq suelen causar dificultades a los estudiantes y resulta conveniente hacer
algunas observaciones al respecto. Si nos remitimos al sentido formal que hemos dado a la disyuncién y
a la conjuncién, sentido que como hemos dicho proviene del uso que se les da en el lenguaje ordinario,
no es dificil ver cudl es el significado y forma que deben tener estas negaciones. Consideremos las tres
proposiciones siguientes que pueden darse en el contexto de una conversacion:

Pedro es més alto y més pesado que Juan. (p A q).
Pedro perdié el examen de mateméticas o el de fisica (p V q).
Pedro dijo mentira ¢ Juan dijo verdad. (p Y q).

. Cémo podria alguien desmentir tales afirmaciones, es decir, negar su veracidad?

En el primer caso la falsedad de la proposicién quedaria en evidencia si alguien nos afirma que Pedro
no es mas alto que Juan, o bien que Pedro no es méas pesado que Juan. Se puede extender
este significado diciendo que la negacién de una proposicién de la forma p A ¢ estd dado (se suele decir es
equivalente) por la proposicién ~ p V ~ ¢. Simbdlicamente se escribe:

N(pAq)$~pv~q

(es equivalente)



La expresién de la derecha da pues una regla que nos sirve de guia para obtener la negacién de proposi-
ciones de la forma p A q.

En el segundo caso la falsedad de la proposicién quedaria evidenciada si se comprueba que Pedro no
perdié el examen de matemaéticas ni tampoco perdié el examen de fisica. Extendiendo este significado,
como en el caso anterior, se puede decir que la negacién de una proposicion de la forma p V g estd dada
por la proposicién ~ p A ~ g. Simbdlicamente

~ Ve =~p A
(es equivalente)

La expresién de la derecha da la regla para obtener la negacién de proposiciones de la forma p V q.

Por tltimo, la falsedad de la tercera proposicién se pondria en evidencia, bien porque ambas afirmaciones
fueran falsas (~ p A ~ ¢ sea verdadera), o bien porque ambas afirmaciones fueran verdaderas (p A ¢ sea
verdadera). Es decir que su falsedad se comprueba bien porque Pedro mo dijo mentira y Juan no dijo la
verdad, o bien porque Pedro dijo mentira y Juan dijo verdad. Este significado se puede expresar en forma
general mediante la siguiente expresion simbdlica:

~ Yo =(~vpA~gVpAg
(es equivalente)

Remitimos al estudiante a los ejercicios 31 y 33 de esta seccién para practicar este y otros tipos de
negacion.

1.1.5.4. El conectivo “si ...entonces ...”. Implicaciones

A partir de dos proposiciones odemos generar su implicacién, que es una nueva proposiciéon que
y )

se escribe de cualquiera de las siguientes formas: “ si p entonces ¢”, “p = ¢” o “p implica ¢”. En la

implicacion a p se le llama antecedente y a ¢ consecuente.

La proposicién “si 120 es divisible por seis entonces 120 es divisible por dos” es un ejemplo de implicacién
en la cual p corresponde a “120 es divisible por seis” y ¢ a “120 es divisible por dos”. Esta implicacién
se puede expresar también en las formas:

“El que 120 sea divisible por seis implica que 120 sea divisible por dos”.

“120 es divisible por seis = 120 es divisible por dos”.

En el lenguaje ordinario es posible identificar diferentes tipos de implicacién. En las demostraciones
matematicas estaremos interesados principal mente en implicaciones en las cuales la conexién entre el
antecedente y el consecuente es de caracter 16gico, como en el ejemplo anterior. En este sentido la impli-
cacion no afirma que su antecedente sea verdadero, sino solamente que si su antecedente es verdadero
entonces su consecuente también es verdadero. Asi, la implicacién del ejemplo anterior no afirma
que “120 es divisible por seis”. Dice simplemente que “120 serd divisible por dos si lo es por seis”. Conse-
cuentemente, si alguien quiere negar esta implicacién y comprobar que es falsa, tendria que mostrar que
siendo 120 divisible por seis (es decir p es verdadera), no fuese divisible por dos (es decir ¢ fuese falsa),
es decir, tendria que mostrar que la conjuncién “120 es divisible por seis y no es divisible por dos” fuese
una proposiciéon verdadera.

Estas consideraciones nos llevan a definir el significado de la negacién de la implicacién p = ¢
mediante la proposicién p A ~ g. Por lo tanto tendremos que p = ¢ serd verdadera o falsa segun
lo sea la proposiciéon ~ (p A ~ ¢q). En otras palabras, ~ (p A ~ ¢) constituye una forma equivalente
de expresar p = ¢ y en realidad es utilizada para definir su significado 16gico. Por lo tanto se escribe



simbdlicamente:

p=qz~ A~

(definicién)

~p=a=pA~g
(equivalente)

En la siguiente tabla se definen los valores de verdad de la proposiciéon p = ¢, en términos de los valores
de verdad de p y q.

Tabla de verdad de la implicacién (=)

(pla]~alpA~q]~prA~q) [p=q]
V|V] F F vV vV
VIF| V % F F
F|V] F F v %
F|F| V F v V

El estudiante podra preguntarse como una implicacién puede ser verdadera siendo falso el antecedente.
Maés aun podra parecer razonable que falso implicara falso, pero como puede ocurrir que falso implique
verdadero? No se debe olvidar que la implicacién no afirma la veracidad de las proposiciones componentes,
si no, como se dijo, que el consecuente es verdadero si lo es el antecedente. Los siguientes ejemplos ilustran
cémo “falso” puede implicar “verdadero” o “falso”, o dicho de otra manera cémo “falso” puede implicar
cualquier cosa. Sean las proposiciones:

Si 3 es par entonces 9 es par.
Si 3 es par entonces 18 es par.

Tomando como verdadera la proposicién “si un nimero entero es par (impar) su cuadrado es par (impar)”
que hemos utilizado en las secciones 1.1.3 y 1.1.4, se puede concluir la veracidad de la primera proposicién
pues 9 es el cuadrado de 3. Este serd un ejemplo de como “falso” puede implicar “falso”

Para la segunda proposicién, utilicemos la veracidad de la primera. Podemos decir, por lo tanto que si
3 es par, entonces 9 serd par y, como 18 = 2 x 9, 18 sera también par. Es decir, que hemos concluido
que 18 es par sobre el supuesto de que 3 es par. Este seria un ejemplo de cémo “falso” puede implicar
“verdadero”.

Asociada con la implicacién hay una terminologia muy utilizada en matematicas. Cuando la proposicién
p = ¢ (p implica ¢) es verdadera se suele decir que “p es condicidn suficiente para ¢” 'y que “q es condicidn
necesaria para p”. Asi, en el ejemplo “si n es un nimero natural divisible por seis entonces n es divisible
por dos”, la cual es una proposiciéon verdadera, se puede expresar en esta terminologia diciendo

“el que un numero natural sea divisible por seis es suficiente para que sea divisible por dos”,
o bien

“el que un nimero natural sea divisible por dos es condicién necesaria para que sea divisible
por seis”.

El calificativo de “condiciéon necesaria” puede interpretarse en el sentido de que si ¢ no es verdadera

no puede serlo p. Asi, utilizando el ejemplo anterior, se puede decir que un nimero natural que no es
divisible por dos no puede serlo por seis.
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1.1.5.5. El conectivo “... si y solo si ...”. Equivalencias

Dada la proposicién p — ¢, podemos intercambiar las posiciones de antecedente y consecuente que ocupan
py q para formar la proposiciéon ¢ = p, que se llama la reciproca de p = ¢. De la validez de una de las
dos implicaciones no se sigue la validez de la otra. Asi, por ejemplo, “si n es divisible por 6 entonces n
es divisible por 2”7 es una proposicién verdadera pero no lo es la reciproca.

De gran importancia en el estudio de la matematica son los casos en que las implicaciones p = qy ¢ = p
son ambas verdaderas.

En el contexto anterior surge el conectivo “si y solo si” (se abrevia sii) o de equivalencia. Se habla también
de la doble implicacién o del conectivo bicondicional.

Si p y g son proposiciones, la proposicién p < ¢ se puede escribir también “p si y sélo ¢” 6 “p es
equivalente con ¢” 6 “p es condicién necesaria y suficiente para ¢”. El sentido de esta proposicion esta
dado por la conjuncién de p = ¢ con su reciproca ¢ = p. Es decir, por definicién p < ¢ es lo mismo que

(p = q) A\ (¢ = p), lo que permite determinar los valores de verdad de las proposiciones componentes.

Como ejemplos de doble implicacién tenemos:
“un numero natural es divisible por seis si y solo si es divisible por dos”
que es una proposicién falsa;
“un numeral decimal representa un ntimero racional si y solo si el numeral es periédico”

que es una proposicién verdadera. Esta ultima se puede expresar diciendo “una condicién necesaria y
suficiente para que un numeral decimal represente un nimero racional es que el numeral sea periddico”.

En ocasiones el conectivo “si y solo si” se utiliza como un mecanismo de definicién de conceptos o
expresiones matematicas, con un sentido algo diferente al que hemos definido anteriormente.

En la seccién 1.1.1. hemos hecho uso de este conectivo en este sentido. Hemos dicho, por ejemplo, para

las fracciones entre enteros 2 y £ que:
n Y oq

p . P .
— == siysélosi mq=np.
n q
En este caso, como en muchos otros, no se trata de que una proposicién pueda deducirse a partir de la
otra o viceversa. Se trata de una definicién que establece su equivalencia, dando sentido a la expresién
de la izquierda en términos del significado de la expresién de la derecha.

Otro ejemplo similar es el siguiente: un nimero entero n es par si y solo si es de la forma n = 2k, siendo
k un ndimero entero.

1.1.5.6. Tautologias

En las paginas anteriores hemos definido el significado de los conectivos ~, V, A, =, <, tal como
se usan en matemadticas para construir proposiciones compuestas a partir de proposiciones dadas. Es
importante observar que expresiones como ~ p, pV q, p/Aq, p = q, etc., mas que proposiciones concretas
son moldes o férmulas que podriamos llamar “expresiones proposicionales”ﬂ Estas indican maneras
generales de combinar proposiciones especificas para obtener nuevas proposiciones. Este procedimiento
puede reiterarse para crear expresiones proposicionales cada vez mas complejas. Los valores de verdad de
estas expresiones proposicionales se pueden deducir a partir de los valores de verdad de las proposiciones
componentes mediante tablas de verdad en las cuales intervienen las definiciones de los conectivos 16gicos.
Cuando los valores de verdad de una expresién proposicional son siempre verdaderos, independientemente
de los valores de verdad de las proposiciones componentes, se dice que ésta es una tautologia.

2En los textos de 16gica matemética se refieren a estas expresiones proposicionales como “férmulas”
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Si por el contrario los valores de verdad de la expresion proposicional son siempre falsos, se dice que es una
contradiccién. Ejemplos tipicos pueden ser los siguientes: pV ~ p (tautologia) y pA ~ p (contradiccién).
En el primer caso, independientemente de la veracidad o falsedad de p, pV ~ p siempre sera verdadera, lo
cual se puede comprobar facilmente construyendo su tabla de verdad. En el segundo, independientemente
de la veracidad o falsedad de p, pA ~ p solo admite “falso” como valor de verdad.

Un tipo de tautologia particularmente 1til en el razonamiento matematico es la que da origen al concepto
de “expresiones o formas proposicionales equivalentes”. Se dice que dos expresiones proposi-
cionales son equivalentes cuando ligadas por una doble implicacién definen una tautologia. Cuando este
es el caso, en lugar de “<” utilizaremos el simbolo “=”. En realidad ya hemos utilizado en péginas
anteriores este tipo de tautologia cuando definimos el significado de la negaciéon de pA g, pV gy p = q
utilizando las expresiones:

~(pPANg=~pV~gq
~(ppVg=~pA~gq
~p=q=pA~q

Estas definiciones son equivalencias logicas pues

~(pAg) e ~pV g
~ (Vg e ~pA~g
~(p=qepA~g
son en realidad tautologias, tal como se puede comprobar construyendo sus tablas de verdad (Ver ejercicio

35 de esta unidad). Otra tendencia muy utilizada estd dada por la tautologia ~ (~ p) < ¢, que permite
identificar a p con su doble negacién (~ (~ p)) = p.

Una equivalencia que vale la pena destacar separadamente y que se usa con mucha frecuencia en la
argumentacion matematica es la que se da entre la implicaciéon p = ¢ y la implicacién ~ ¢ = ~ p que se
llama su contrarreciproca. La siguiente tabla de verdad muestra que

(r=q = (~q=~p)

es una tautologia.

P ~q (»=q) (~g=~p) (r=19q)
plql|l~p|~gq = = = = &

q ~p (~qg= ~p) (r=q (~gqg= ~p)
VIV[ F | F Vv % % % Vv
VIF| F |V F F % % %
F|V]| V | F Vv \% % \ Vv
F|F| V |V Vv % % \% Vv

El concepto de expresiones proposicionales equivalentes es muy util en los procesos de demostracion,
pues permite sustituir una expresiéon por otra equivalente, lo cual puede facilitar la demostracién. La
equivalencia de una implicacién con su contrarreciproca es bastante utilizada en este sentido ya la hemos
utilizado (ver demostracién de la irracionalidad de v/2) Para demostrar que si n es par (p) entonces n?
también era par (¢). Aplicando implicitamente la equivalencia anterior supusimos que ello era equivalente
a demostrar que si n es impar (~ ¢) entonces n? es impar (~ p).

1.1.5.7. Proposiciones abiertas

En el lenguaje matemdtico se presentan con frecuencia frases que tienen la forma de una proposicién pero
que no son proposiciones. Por ejemplo, “z es un nimero primo” y “z? — 2 = 0” no son proposiciones

pues no esta claro qué nimero representa x en dichas expresiones. La misma situacién se presenta en
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expresiones del tipo “r+y = 2" y “c—1 > 2”. En muchos libros se le da a estas expresiones el nombre de
proposiciones abiertas. Los simbolos, como x e y, se denominan variables ya que sirven para representar
cualquier nimero de un conjunto numérico determinado que se llama dominio de la variable. En nuestros
ejemplos tanto a x como a y se les puede asignar R como dominio, pero también podria ser C u otros
conjuntos numeéricos segun las circunstancias.

Una propiedad importante de estas frases matemadticas es que al sustituir las variables por nimeros
arbitrarios en su dominio se obtienen proposiciones que pueden ser Verdaderas o falsas. Asi, por ejemplo,
si en la proposicion abierta x 4+ y = 2 se hace z = 2 y y = % se obtiene 1 + = = 1 que es una proposicién
falsa, pero si se hace x = 3y y = —1 se obtiene 3 — 1 = 2 que es una proposmlon verdadera. De Igual
manera se obtiene una proposicién falsa y una proposicién verdadera si en la expresion x — 1 > 2, se
reemplaza x primero por 2 y luego por 5.

Ecuaciones e inecuaciones, en una o varias variables, que tendremos oportunidad de estudiar sistematicamente
en la Unidad 2.3, no son otra cosa que proposiciones abiertas que por su importancia toman nombres
especiales. Segun esto resolver una ecuacién o una inecuacién es encontrar los conjuntos de valores de las
variables que hacen verdadera la proposiciéon abierta que las define.

1.1.5.8. Cuantificadores

Las proposiciones abiertas generan verdaderas proposiciones no sélo por reemplazamiento de variables
por valores numéricos en su dominio, sino combinadas con los llamados cuantificadores.

En el lenguaje matematico son comunes frases del siguiente tipo:

i) Para todo nimero real z, 22 > 0.

iii

)

ii) Existe un z real tal que #2 — 2 = 0.
) Para todo = complejo existe otro complejo y tal que = + y = 0.
)

iv) Existe un nimero entero N > 0 tal que para todo real z, si # > N entonces + 2 <0.L

Estas frases, en las cuales aparecen proposiciones abiertas, son proposiciones pues se puede determinar
si las afirmaciones son verdaderas o no y han sido obtenidas con el auxilio de frases como “para todo z”
“existe un z”, que se llaman cuantificadores.

El cuantificador “para todo” se llama universal y se denota con el simbolo V. El cuantificador “existe un”
se llama existencial y se denota con el simbolo 3.

Utilizando los simbolos para los cuantificadores y notacién conjuntista, que el estudiante debe conocer, las
proposiciones anteriores pueden escribirse de manera mas compacta para visualizar mejor su estructura.
Los paréntesis se usan para separar las frases e indicar también el alcance de los cuantificadores.

i) (Vz € R)(2? > 0).
ii) (3r € R)(z2 -2 =0).

iii

Ve € C)(Jy € C)(z+y =0).

iv

) (
) (
) (
) BN eN)(VzeR)(z > N =1 <01).

Un aspecto operativo importante en el manejo de argumentos matematicos es la negacién correcta de
proposiciones con cuantificadores. Como en casos anteriores, la forma de obtener estas negaciones se
puede hacer recurriendo al sentido comun de estas frases, preguntandose de qué manera podria alguien
desmentir o negar la veracidad de tales afirmaciones.

Asi por ejemplo, si alguien quiere negar la veracidad de la proposicién i) y comprobar su falsedad deberd
encontrar y exhibir un x real para el que 2 < 0. Es decir, la negacién de tal proposicién estd dada por:
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“ existe un z real tal que 22 < 07.

Simbdlicamente, podemos expresar este hecho escribiendo:
~ (Vo € R)(z% > 0) = (Jz € R)(2* < 0).

La proposicion ii) serfa falsa si ningtin € R cumple la condicién 2% — 2 = 0. Es decir que su negacién
estaria dada por la proposicién

“para todo z real, 2 — 2 # 07,

y se puede escribir simbdlicamente
~ 3z eR)(z? —2=0) = (Vz € R)(2? — 2 #0).

En cuanto a la proposicién iii), si alguien quiere comprobar que es falsa tendrd que comprobar que hay
un ndmero real x, no importa cual y real escoja, tal que = +y # 0. Es decir, que su negacién estaria
dada por la proposicién

“existe un nimero real = tal que para cualquier y real, x +y # 0”.

Simbélicamente se puede escribir que:
~WVreR)(FyeR)(z+y=0)=FxeR)(Vy € R)(x+y #0).

Por ultimo para comprobar la falsedad de la proposicién iv) habria que de mostrar que, no importa qué
numero natural N se escoja, siempre habrd un real mayor que N para el cual % > 0.1. Es decir, su
negacién estaria dada por la proposiciéon

“para todo N existe un z real tal que x > N y % >0.1".

Este planteamiento e puede recoger en forma simbdlica de la siguiente manera:

~(E|N€Z)(Vx€R)<x>N=>;<0.1>E
= (VNGZ)(EI:CGR)(:CZN/\iZO.l).

Observe que, como en los casos anteriores, la proposicién abierta “z > N A % > 0.1” que aparece al final
de la proposicion negativa, no es otra cosa que la negacién de la proposiciéon abierta “z > N = % <0.1”
al final de la proposicién negada.

En la tabla siguiente recogimos en forma general los esquemas de negacion de proposiciones con cuantifi-
cadores que fueron objeto de consideracion en los ejemplos anteriores. En este caso E y F son conjuntos
arbitrarios y p(z), p(z,y) denotan proposiciones abiertas arbitrarias en una y dos variables respectiva-
mente.

Tipo de proposicion Esquema de negacion
(Vz € E) (p(x)) (Jz € E)(~p(x))
(Fz e E)(p(x)) (Vo € E) (~p(z))
(Ve e E)(Fy e F)(p(z,y)  (FreE)(VyeF)(~p(zy))
GreE)(VyeF)(p(ry) (rxek)FyecF)(~p(zy)

Observe en el cuadro anterior la regla que liga la negacién del cuantificador universal con el cuantificador
existencial y viceversa.

Una observacién final resulta pertinente. En general los cuantificadores se omiten cuando se escriben
proposiciones matematicas, pero aparecen implicitas en el contexto en que se presentan las distintas
proposiciones. Asi, por ejemplo, se puede escribir “Sea a real, entonces a® > 07, en lugar de “para todo
a real, a®> > 07; “2? — 2 = 0 tiene solucién en R” en lugar de “existe x en R tal que 22 — 2 = 07;
“(z+ y)2 =224+ 2zy+9?, v,y € R” lugar de “para todo z en Ry todo y en R, (z + y)2 =224+ 2y +9%".
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1.1.6. Conjuntos

Un componente muy importante del lenguaje matematico es el lenguaje conjuntista, que viene asociado
naturalmente a conceptos y nociones bésicas de la mateméatica. Un buen manejo de este lenguaje y una
adecuada comprensién de los conceptos asociados con él resultan de mucha ayuda para interpretar y
expresar problemas matematicos de manera mas eficiente.

Suponemos que el estudiante estd familiarizado con el uso y significado de los simbolos “C”, “€”, “U”
, “N”, que de hecho hemos empezado a usar libremente en la presente Unidad. Queremos sin embargo,
a manera de repaso, reproducir sus definiciones y destacar un par de conceptos, especialmente el de
coordinabilidad de conjuntos.

1.1.6.1. Definicién de conjuntos

Partimos de la nocién intuitiva de conjunto, que lo define como una “coleccién de objetos”. Recordemos
que los conjuntos se definen por extensién mediante el listado de sus elementos y por comprension
mediante el enuncia do de una propiedad que se aplica a los elementos de un conjunto de referencia.
Asi, por ejemplo, si se escribe A = {1, -1}, el conjunto A se ha definido por extensién, al igual que un
listado de alumnos define por extensién un curso determinado. La expresion B = {z € R | 2? — 1 =0}
define por comprensién el mismo conjunto A, asi como, podemos definir por comprensiéon un conjunto
de estudiantes diciendo “los estudiantes de la Universidad del Valle que ingresaron en 1984 al primer
semestre”.

Es importante notar que en las definiciones por comprension el enunciado de la propiedad que especifica
el conjunto es una proposicién abierta.

La expresion a € A se lee “a es un elemento de A”. La expresion A C B se lee “A esté contenido en B” y
significa que todo elemento de A es también un elemento de B. Se dice también que A es un subconjunto
de B.

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales, y se escribe A = B, si estdn constituidos por los mismos
elementos, o, lo que es 1o mismo, si A C By B C A. y Simbdlicamente:

A=B& ACBABCA

1.1.6.2. Operaciones entre conjuntos
Las siguientes operaciones permiten generar nuevos conjuntos a partir de conjuntos dados. En lo que

sigue A y B denotaran dos subconjuntos de un conjunto de referencia X.

El complemento de A en X es el conjunto de los elementos de X que no estdn en A. Simbdlicamente:
CxA={zeX|x¢A}.
Si el conjunto de referencia se subentiende, se escribe también CA o simple mente A°.

El complemento de B con respecto a A, o diferencia entre A y B, es el conjunto de los elementos de A
que no estan en B. Simbdlicamente:

A-B={x€A|x ¢ B}.
La unién de A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a A o a B. Simbdlicamente:
AuB={ze X |z € AVz e B}.

Si Ay, Ao, ..., A, es una coleccion finita de subconjuntos de X, la operacion de unién se puede extender
naturalmente mediante la siguiente definicién:

UAi:{xGX|x€A1\/x€A2\/~-~\/x€An}.

i=1
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n
Un elemento estd en la unién | A; si este pertenece por lo menos a uno de los conjuntos 4;, i =1,2,...,n.
i=1

La interseccién de A y B es el conjunto de elementos que pertenecen a A y a B. Simbdlicamente
AnNB={ze X |z€ ANz € B}.

La operacién de interseccién se puede extender también naturalmente mediante la siguiente definicién.
Sean Ajp, As, ..., A, una coleccién finita de subconjuntos de X. Definimos su interseccién asi:

mAi:{meX|x€A1/\a:6A2/\~-~/\a:€An}.
i=1

n
Un elemento estd en la interseccién (] A; si éste pertenece a cada uno de los conjuntos A;, i =1,2,...,n.
i=1

La sucesién de elementos a,b en dicho orden, que representaremos en la forma (a,b), se llama par
ordenado. El elemento a se llama primera componente del par y el elemento b segunda componente del
par. Dos pares ordenados son iguales si y solo si sus componentes homologos son iguales.

El producto cartesiano de A y B es el conjunto de pares ordenados cuya primera componente a es un
elemento de A y la segunda componente b es un elemento de B. Simbdlicamente:

Ax B={(z,y) |z € ANy € B}.

Por ejemplo, R xR es el conjunto de pares ordenados de niimeros reales, con junto con el cual el estudiante
estd familiarizado en los sistemas de coordenadas cartesianas que habremos de encontrar con frecuencia
a lo largo de este curso.

La operacién de producto cartesiano se puede realizar también entre varios conjuntos a partir de la
nocién de n—upla ordenada. Asi, si Ay, As,..., A, es una coleccion finita de conjuntos se puede definir
su producto cartesiano de la siguiente manera:

A1XA2X"'XAn:{($1,$2,...,$n)‘1’1€A1,.’£2€A2,"',$n€An}.

(z1,22,...,2,) se llama n—upla ordenada.

1.1.6.3. Operaciones entre conjuntos y calculo proposicional

Las operaciones entre conjuntos estdn intimamente relacionadas con las operaciones entre proposiciones, lo
cual se puede ver si se observa con cuidado las definiciones de tales operaciones. Se puede precisar un poco
mas esta observacién considerando las siguientes equivalencias dadas por las definiciones mencionadas. Si
A 'y B son subconjuntos de X y x es un elemento arbitrario de X, se tienen las siguientes equivalencias:

r€CxA & zeXANx¢A,
r€EAUB & xe€AVaxeB,
reEANB & xe€e ANz € B,
r€A—-B & ze€AAx¢B.

Con base en esta conexién se pueden demostrar facilmente propiedades de las operaciones entre conjuntos
semejantes a las propiedades de las operaciones entre proposiciones (ejercicio 19).

En particular las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva dela intersecciéon en la unién se
reducen a propiedades iguales en el cdlculo proposicional. Se pueden comprobar igualmente las famosas
Reglas de DeMorgan, probablemente conocidas por el estudiante. Estas reglas se expresan asi:

(AUB)" = A°nBC
(ANB) = A°UBC,
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y son resultado directo del esquema logico de negacién de proposiciones del tipo pV ¢y p A q.

Comprobemos la primera regla. Por la definicién de la igualdad entre con juntos, debemos comprobar
que z € (AU B) si y solo si # € A° N B¢. Esto se deduce de las siguientes equivalencias:

re(AUB) & z¢ (AUB) (Definicién de complemento)
&~ (rxeAUB)
& ~(reAVae e B) (Definicién de unién)

&~ (xe AN~ (xeB) (Negacion de la disyuncién)
< (z¢ A)A(z ¢ B)

& rze ANz e B° (Definicién de complemento)
& ze A°NB° (Definicién de interseccion)

1.1.6.4. Correspondencia biunivoca y conjuntos numerables

Se dice que entre dos conjuntos A y B existe una correspondencia biunivoca cuando entre ellos se define
un “apareamiento” o “ley de correspondencia” entre los elementos de A y los elementos de B, de suerte
que a cada elemento = de A se le asocia exactamente un elemento z de B y cada elemento z en B tiene
en A exactamente un elemento x con el cual estd asociado.

La vida ordinaria esta llena de este tipo de correspondencia. En un salén de clase donde hay 30 sillas
y 30 alumnos y cada alumno estd sentado en una sola silla, se define naturalmente una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de sillas y el conjunto de estudiantes. Una lista de 30 estudiantes de un
curso establece una correspondencia biunivoca entre los nombres de los estudiantes y el subconjunto de
los nimeros naturales de 1 a 30.

En matemadticas el concepto de “correspondencia biunivoca” es bésico y de gran utilidad y permite
establecer comparaciones entre conjuntos no sélo finitos, sino también infinitos. El siguiente diagrama,
muy conocido, permite visualizar cémo es posible establecer una correspondencia biunivoca entre los
puntos de una circunferencia (excepto por un punto) y los puntos de una recta.

0
)

oP

(¢]

Pl

“Al punto P sobre la circunferencia se le asocia el punto P’ sobre la recta”. Excepto por el punto 0, a
todos los puntos de la circunferencia se le puede asignar un punto sobre la recta y cada punto sobre la
recta estd asociado con un punto sobre la circunferencia.

La correspondencia entre el conjunto de los ntimeros reales R y el conjunto de los nimeros reales no
negativos mediante la cual a cada ntimero real x se le asocia su cuadrado z? (z « 2?) no es una
correspondencia biunivoca pues cada nimero positivo estd asociado con dos nimeros, uno positivo y otro
negativo. En efecto el 9 est4 asociado con el 3 y el —3 pues 32 = (—3)° = 9.

Cuando entre dos conjuntos se puede establecer una correspondencia biunivoca se dice que son coor-
dinables y que poseen el mismo numero cardinal y se escribe A = B.
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La accién de contar, se puede interpretar como una manera de establecer una correspondencia biunivoca
entre los elementos de un conjunto y un subconjunto de los nimeros naturales. Asi, al afirmar que
un conjunto tiene n elementos significa que es posible definir una correspondencia biunivoca entre sus
elementos y el conjunto los n primeros nimeros naturales.

En matemadticas, esta nocién de contar que en la vida ordinaria estd restringida a numeros finitos,
se extiende a conjuntos que puedan tener un nimero infinito de elementos. Se dice entonces que un
conjunto se puede enumerar o contar cuando se puede poner en correspondencia biunivoca
con un subconjunto finito o infinito de los niimeros naturales. Nuestra afirmaciéon sobre la
enumerabilidad de los nimeros racionales tiene este sentido.

La enumerabilidad de los nimeros racionales es facil de ver mediante la observacién del siguiente diagrama
en el cual se describe una manera de generar todas las fracciones enteras posibles, varias de las cuales
pueden representar un mismo nuimero racional, por ejemplo % en la primera fila, representa el mismo

nimero que % en la segunda fila, que % en la tercera fila, etc.

0

|

+1 — +1 +: - *1
7 , / , / ) /

+2 +2 +2 +2

ilg / » / , / , /

1 2 +3 +1

Ek / Ek Va Ek / Ek Va

+7 — *3 +3 — 7

Aunque varias fracciones pueden representar al mismo nimero racional debe ser claro que si podemos
“contar” las fracciones enteras en el diagrama anterior ello implica automaticamente que también es
posible contar los niimeros racionales que ellas representan. Sirecorremos el diagrama siguiendo el camino
definido por las flechas podremos recorrer todo el diagrama, pasando por cada una de las fracciones enteras
que lo constituyen lo cual permite ir contandolas, es decir poniéndolas en correspondencia biunivoca con
el conjunto N.

Aunque con mucha menos facilidad es posible demostrar que una correspondencia semejante, no se puede
establecer entre los nimeros naturales y los niimeros irracionales.

1.1.7. Ejercicios

En los ejercicios 1 al 20 responda falso o verdadero 7. Existen numeros irracionales que son
justificando su respuesta. Si quiere de una de- racionales.
mostracion para las justificaciones, diga si esta es

directa, indirecta o por el método de contraejemp- 8. (a) ni+nyy ni—ny son nimeros naturales

si nq y ng los son.

lo.
(b) m1 - n2 es un numero natural si nq y na
1. Todo ndmero natural es un ntmero entero. los son.
e i tural si 1
2. Todo nimero entero es un nimero racional. (c) No €5 un humero nhatural st ny y nz 108
son.
3. Todo numero racional es un numero real. . ,
(d) ri4ra, r1—r9, T1:72 ¥ r1+7T2 SON NUMeEros

4. Todo ntimero real es un niimero complejo. racionales si ry y 7 los son.

(e) a+ o a-( son nimeros irracionales si

5. Todo numero irracional es un nuimero real. a'y (3 los son.

6. Existen numeros racionales que son irra- (f) @+ (3 es un numero irracional si a y 8
cionales. los son.
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10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. Siresracional y « es irracional entonces 7+«

es irracional.
Si r es racional entonces r - v/2 es irracional.

Existen ntimeros irracionales o y (3 tales que
a + B es racional.

Existen ntmeros irracionales a y 3 tales que
« - (3 es racional.

v/17 es racional.

R=NUZUQUI
NczZzcQcRcC
3 7 5
1_0.75_1704_1702
1 3 3
3_15

420

El cuadrado de todo niimero impar es un
nimero impar.

El cuadrado de todo ntimero par es un niimero
par.

Identifique como entero, natural, racional, ir-
racional o complejo cada uno de los siguientes
nimeros, justificando su respuesta.

T4, 141 (190 8, —05 + 1, 1.251,
(v2)?%, 3+2i, 14++/2, —3.12112111211112- - -,
1.213 — 0.33, V2 + 4i.

Diga cudles entre las siguientes fracciones
reales representa un mismo numero real o
complejo y clasifique el nimero que represen-
ta

1 . V2 1207 (v2)3

1 V2 50 V3 _11x0.25
2727 407 4 71007 2y/3’ 110’
ior 12
103 40 T

Describa por extension, los conjuntos de
nimeros que se definen a continuacién,
clasifiquelos como enteros, racionales o irra-
cionales.

{asazazarag | 1 < ay < 3,a3 = 3ag, az = 2ay,

a1 = Q4,00 = 0}

{132.b13¢1c2 [4 < by <5, 0 < ¢; <2,
i=1,2}

{0.0‘,1(12(13"'|1§CL1§2, CLQZO, a3 = a4

=ag, a5 =0, ag = a7 = ag = aq, etc.}
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

De la expresién polinémica de los numerales
decimales correspondientes a los nimeros que
se indican a continuacion.

125.314546, 0.0093, 3
12.121221 .-+, 1.404004 - - -

3.42 — 4513,

Dada la expresiéon polindémica, hallar los nu-
merales correspondientes.

) 3 4 4
(a) 5:10 +6X10+3+E+W+W+
1 2 3 4 5 1
(b)To+W+T()?’+W+T()5+Tm+

2 3 3
107 T 105 109 100
(c)3x102+2x10+5+i+l+i+
10 102 103
1 2
1 3 4 5 6
O TR T ER T AR T
(e) L+L+i+i+i+i+i
103 104 10> 106 107 ' 108 109

Utilice el método indirecto para demostrar
que si a es un numero irracional entonces:

p p , . .
(a) =+ ay = -« son nimeros irracionales.
q

Py ¢ son numeros enteros (g # 0).
(b) /P, ¢/p son niimeros irracionales cuando

p es un entero primo.

Aplique los resultados generales anteriores
para clasificar los siguientes nimeros: /3,

2 3
V7, ¥2,0.25+, g+\/§, (V/2)?, o 4.32-/3.

Diga para qué valores de x los siguientes nu-
merales no representan un nimero real.

5x + 2 r+3 i 0 6x
x+1" 2246 x' 224100 22+1’
Tx+ 2 T+ 4

0 ' x2-16

(a) Exprese los numerales decimales (frac-
cién decimal) y su definicién polinémica
correspondiente a los niimeros represen-
tados por los siguientes numerales: —%,
i, —1821, 4321 (En los casos de frac-
ciones realice la divisién entera para
obtener la fraccién decimal pedida).



(b) Encuentre fracciones enteras (del tipo %
con p y ¢ enteros) que representen a

los niimeros racionales —82.25, 13.2531,
121.2, 0.362, 0.412314.

Ayuda:
— En el caso de la fraccién finita —82.25,
obsérvese que si N = —82.25 entonces

N x 100 = —8225 lo que permite es-
cribir N como fraccién entera.

— En el caso de la fraccién periddica
13.2531, observe que si N = 13.2531

entonces
N x100 = 1325.31
N x 1000 132531.31

Por lo tanto,
N x 9900 = 132531 — 1325

Lo que permite escribir a N como frac-
cién entera.

(c) Con base en estos ejercicios de una regla
general para obtener una fraccién entera
que represente al niimero racional sim-
bolizado por el numeral

ApQp—1 - a1a9.01by - - - bcica -k,

30. De las siguientes frases diga cudles son
proposiciones y cudles no. Ademds diga cudles
son proposiciones abiertas.

El tridngulo es mas grande que el circulo.

1 + /2 es un ntmero irracional.

Si dos rectas son paralelas se intersecan.

Existen infinitos nimeros pares.

)
)
)
)
e) La suma de dos enteros impares es par.
) 5% es par y 5 es par.
) jVamos!
) 22 +2x+1=0.

)

Existe en R una solucién de la ecuacién
22 +1=0.

(j) Si 2% =4 entonces x = 2.

(k) Para todo z real, z2 > 0.

(1) Dado un nimero real z, positivo, nega-
tivo o nulo.
(m) Para todo z,y en R, (z+y)* = 22 +
2y + 2.

(n) Sean a,b ndimeros reales. Si ab = 0 en-
tonces a =06 b= 0.

(o) = ntmero real; 5z — 3 = z + 5 si y solo
sixz=2.
(p) n ndmero natural; n es divisible por 3 o
es divisible por 2.
(q) 328.5123 < 328.522.
(r) (z—1(x+1)>0.
31. En los casos que identificé como proposiciones
en el ejercicio anterior, dé su negacién y diga
cudl de las dos proposiciones es verdadera.

32. Dé la negacién de las siguientes proposiciones
cuantificadas:
(a) 3z eR
(b) 3z €Q
(c) (VaeR)(VbeR)(a+b=b+a)
(d) VzeC)(FyeC)(x-y=1)
(e) (FzeR)(VyeR)(x+y=y)

)(2? + 52 +4 =0)
)(0.3 <z < 0.33)

(
(
(
(

33. Traduzca al lenguaje simbdlico las siguientes
proposiciones y sus negaciones.

2

(a) La ecuacién x* —x+1 = 0 tiene solucién

en R.

(b) Todo ntmero racional a # 0 tiene otro
nimero racional b # 0 tal que a - b = 1.

(¢) Todo ntimero entero n tiene en Z otro
nimero m tal que m +n = 0.

(d) Algin nimero entero no es par.
(e) Todo numero entero se puede descom-
poner como producto de factores primos.

34. De la tabla de verdad de la doble implicacién.

35. Demuestre que las siguientes expresiones
proposicionales son tautologias y diga qué ex-
presa cada una de ellas.

(a) ~(pAg) & ~pV ~q

=
S5
b
Q\-/
— >
t s
=y
>>Q
I

=)

36. De la negacidn, la reciproca y la contrarrecip-
roca de las siguientes implicaciones y diga cudl
de las proposiciones es verdadera.



(a) Siun nimero entero es primo, no es di-
visible por 3.

(b) Dados a y b ntmeros reales, si a-b =0
entonces a =06 b=0.

(¢) Dado x ntimero real, si 0 < = < 1 en-
tonces 0 < 22 < z.

37. Escriba en forma simbdlica las siguientes
proposiciones, dé su negacién y diga cudles
son falsas y cuales son verdaderas.

(a) /3 es un niimero racional o irracional.
(b) 18 es divisible por tres y por seis.

(c) Una condicién necesaria para que 32 =

10 es que 8 — 3 = 6.
(d) Una condicién suficiente para que 2 < 3
es que 2 < 5.

(e) Una condicién necesaria y suficiente para
que 0.75 sea un nimero racional es que
se pueda escribir como fraccién entre en-
teros.

38. Defina una forma comprensiva y una forma
extensiva los siguientes conjuntos.

El conjunto de todos los nimeros

menores que 7.
El conjunto de todos los enteros pares.

El conjunto de todos los nimeros natu-
rales mayores que 13 y menores que 31.

El conjunto de todos los niimeros natu-
rales impares menores que 13

39. Defina en forma comprensiva los siguientes
conjuntos.

(a) El conjunto de todos los numeros
racionales.

(b) El conjunto de todos los nimeros com-
plejos.
(c¢) El conjunto de todos los nimeros reales

menores que —2 y mayores o iguales que
5.

(d) El conjunto de todos los ntmeros ir-
racionales mayores que 0 y menores o
iguales que —1.

40. Indique cuéles de los siguientes casos son ver-
daderos y cudles falsos, justificando su re-
spuesta.

(a) 2 €{2,3}
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(b) 3€{2,3}

(c) 2C{2,3}

(d) 3 {3,4}

e) {z,y} = {{y,=}}
f) 7={7}

)

)

g) {0} es el conjunto vacio.

(
(
(
(h) {1,3} vy {1,5, 15} no tienen elementos co-
munes.

41. Considere el siguiente conjunto:

|

Diga cuéles de las siguientes casos son ver-
daderos y cudles son falsos justificando su re-
spuesta.

111

3D etc.,R,Q,1,2,3,4,5, etc.}

QcA

NcA

42. Sean A = {1,5,7}, B = {1,3,4,7} y C
{5,6,7,8}. Encuentre cada uno de los sigu-
ientes conjuntos.

(a) AuC
(b) AnC
(c) An(BUCQ)

(d) BnC

(e) AU(BNQC)

() Cu(A)

(2) N(B uc)

(b) B

(i ¢

)

C
J CN(A B)



(k) AxB 46. Demuestre que los siguientes conjuntos son
1) AxC coordinables con Z, o con un subconjunto
) suyo, y por lo tanto que son enumerables.
)

(n) (Ax B)U(AxC) (a) Los nimeros pares positivos.
b) Los niimeros impares positivos.
p p

43. Sean A = {2 eN|2<z<8 y B = (¢) Todos los enteros multiplos de 5.

{z €R|2*—-9=0}. Encuentre los siguien- (d) El conjunto de los niimeros que se ob-

tes conjuntos: AUB, ANB, A— B, B— A. tienen al elevar el —3 sucesivamente a la

. primera potencia, a la segunda potencia,

44. Sean A, B y C tres conjuntos. Demuestre etc

que:
(@) ACBABCC= ACC 47. Indique .la manera de establece.r una corres-
pondencia biunivoca entre los siguientes con-
(b) ANB=BnNA juntos:
ANn(B =(ANB A
(c) AN(BUC) =(ANB)U(ANC) (a) El alfabeto espanol y un subconjunto de
(d) Au(BNC)=(AuB)N(AUC) los nimeros naturales.
() AUB=DBUA (b) Entre los nimeros reales positivos y los

nuimeros reales positivos mayores que 1.

45. Demuestre la segunda ley de De Morgan. (c) Entre R x R y los puntos del plano.
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1.2. Mediciones y numeros reales

1.2.1. Interpretacién geométrica de los niimeros reales

La descripcién que hemos hecho de los nimeros, clasificindolos en naturales, enteros, racionales e irra-
cionales, a pesar de lo breve y facil que hoy puede parecer, es el producto de un largo y dificil proceso de
desarrollo del concepto de nimero. Este proceso que se va realizando mediante sucesivas ampliaciones
del concepto de nimeros corre ligado al desarrollo de los procesos productivos en las distintas sociedades
humanas. Se inicia en los albores mismos de las sociedades primitivas, pasando por la antigua Grecia y
la Edad Media, para llegar hasta el siglo XIX cuando se alcanzan las primeras construcciones rigurosas y
completas del sistema de los ntimeros reales.

La nocion de nimero natural surge como abstraccion del proceso de contar. A partir de esta nocién, todo
el proceso del desarrollo del concepto de miumero puede mirarse como el perfeccionamiento paulatino
de un modelo conceptual y simbdlico, que debia permitir la descripcion, representacion y manipulacion
de las operaciones de medicion, cada vez méas complejas, asociadas a diferentes procesos comerciales,
técnicos y cientificos.

Desde este punto de vista aspiramos a hacer ver al estudiante que el sistema de los numeros reales puede
considerarse como un modelo de entes abstractos que representa y generaliza la nocién de medicion que
se da en el mundo fisico. Ademas, que en la dindmica de su desarrollo confluyen e interactian necesidades
externas a las matemdticas, provenientes del comercio, la tecnologia, etc., y de las necesidades intrinsecas
de las matemdticas, provenientes de las limitaciones operativas y conceptuales de sus propios modelos y
sistemas.

Los problemas de medicién que determinaron histéricamente el desarrollo del concepto de nimero re-
al tienen una interpretaciéon geométrica. Medir es, esencialmente, un proceso de comparacion de dos
“cantidades” homogéneas una de las cuales se toma arbitrariamente como patrén de comparacion. Con-
secuentemente, no es dificil ver que cualquier medicion fisica de cardcter escalar (especialmente de mag-
nitudes fundamentales) puede ser idealizada, en términos geométricos, mediante la comparacion de dos
segmentos de recta, uno de los cuales se toma arbitrariamente como patron de medida.

Esta idealizacién geométrica de cualquier mediciéon escalar puede describirse de la siguiente manera.
Sean AB y AC' dos segmentos de la recta L, tal como se indica en la Figura 1, de los cuales AB se toma
arbitrariamente como patrén de medida. (En la practica, y segin el tipo de medicién, este segmento
representa unidades con nombres diferentes: metros, pie, kilogramo, libra, hora, etc.)

A B C
o o o L
—_———

Patrén de medida

Figura 1.

Dos opciones se presentan al comparar las longitudes de los segmentos propuestos segin que el segmento
AB pueda o no acomodarse un numero entero de veces en el segmento AC.

En el primer caso la operacién de medir se reduce a la de contar las veces que AB se puede acomodar
en AC. La medida de AC, respecto de AB, que denotaremos como m(AC|AB), estard dada por el
nimero entero m de veces que AB cabe en AC. Es decir m(AC|AB) = m. Cuando el patrén de medida
se subentiende y no hay peligro de confusién escribiremos simplemente m(AC). En lo que sigue sélo
haremos referencia al patrén de medida cuando lo consideremos conveniente.

En particular, puesto que AB cabe exactamente una vez en AB se tendra que m(AB) = 1. Podemos
representar este hecho (Figura 2) en nuestra recta ideal tomando el punto A como referencia, asocidndole
él nimero 0 y asocidndole a los puntos B y m los nimeros enteros correspondientes a sus medidas m(AB)
y m(AC) respecto de AB.
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AB se acomoda en AC' m veces

A B C

o o o L
Figura 2. Medida de AB respecto de AB = m(AB) = 1, Medida de AC respecto de
AB = m(AC) = m.

En la segunda opcién (AB no puede acomodarse un ntmero entero de veces en AC), que en realidad
se presenta en la mayorfa de las veces, la comparacién se extiende introduciendo nuevas unidades (sub-
unidades o unidades fraccionarias) que se obtienen subdividiendo en partes iguales, digamos n, el patrén
originaﬂ En el modelo geométrico que estamos utilizando esta sub—unidad se puede identificar con
el segmento AD, cuya medida respecto de AB se conviene en representar con el simbolo % Es decir

0

m(AD|AB) = L (Ver Figura 3).
. " Q. QN
- | ) >0 7 DD N
1 2 n_q m

n unidades i
fraccionarias :
m unidades fraccionarias %I

Figura 3.

En la préctica estas subunidades y segin el tipo de medicién, toman también nombres especiales. Asi el
metro se subdivide en 100 centimetros, el pie en 12 pulgadas, el kilogramo en 1000 gramos, la libra en 16
onzas, la hora en 60 minutos, etc.

De nuevo la operacién de medicién se reduce a determinar él niimero de veces que esta subunidad puede
acomodarse en AC. Si éste es un nimero exacto e igual a m, el ntimero fraccionario 7* indicara este
hecho y servird para representar la medicién de AC respecto de AB. Simbélicamente m(AC|AB) = ™.
También se podria escribir m(AC|AD) = m. Es decir, que por definicién,

m(AC|AB) = m(AC|AD) - m(AD|AB).

El proceso de medicién no se agota, sin embargo, con la introducciéon de unidades fraccionarias. Por lo
menos, desde un punto de vista tedrico cabe la siguiente pregunta:

Dado el segmento AC y el patrén de medida AB serd siempre conmensurable respecto de AB, es
decir, ;serd siempre posible encontrar una unidad fraccionaria AD de AB, que pueda acomodarse en
AC un nidmero exacto de veces?

Obsérvese que dicha pregunta puede interpretarse también como una pregunta sobre la suficiencia del
conjunto de los nimeros racionales para representar la totalidad de resultados posibles en un proceso
de medicion. Una respuesta positiva significa que toda medicién puede representarse por un ntmero
fraccionario 7 mientras que una respuesta negativa indicarfa que existen mediciones que no pueden ser
representadas por simbolos numéricos de esta forma. Si suponemos de otro lado que a todo segmento
debe corresponder un “numero” como medida o representacién de su longitud respecto de un patrén de
medida determinada, una respuesta afirmativa implicaria que el sistema de los niimeros racionales seria
suficiente para describir los resultados de las mediciones escalares que se dan en el mundo fisico, mientras
que una respuesta negativa estaria indicando la necesidad de introducir un nuevo concepto de ntmero

que permita representar este tipo de mediciones.

3Dado un segmento se demuestra geométricamente, utilizando técnicas de regla y compds, que al menos teéricamente,
se puede dividir en n segmentos iguales, para n un nimero natural arbitrario.
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Otro aspecto fundamental en este problema, y que establece una diferencia cualitativa con el paso de los
nimeros enteros a los nimeros racionales es que empiricamente no es posible dar una respuesta afirmativa
a esta pregunta. En la préctica, el proceso de determinacién y uso de unidades fraccionarias, a partir
de un patrén dado, tiene una limitacién que viene dada por el nivel de precision de los instrumentos de
medicién de que se dispongan. A partir de un metro, puede ser facil determinar y utilizar decimetros,
centimetros y probablemente milimetros, pero a partir de esta subunidad el manejo de unidades menores
tiende a convertirse en una operacion de alta precisiéon. No es posible por medios empiricos dar una
respuesta afirmativa o negativa a la pregunta que hemos formulado, pues nuestros instrumentos, por
finos que sean, no pueden ir més alld del manejo de subunidades de determinada finura.

Una respuesta satisfactoria a la pregunta propuesta se puede obtener con el modelo geométrico que hemos
venido utilizando para senalar las conexiones entre los problemas de medicién y el desarrollo del concepto
de numero real. En realidad esta pregunta empez6 a resolverse histéricamente en la medida en que
dicho modelo geométrico habia alcanzado cierto desarrollo tedérico y préacticamente habia permitido ya
establecer una teoria geométrica de los niimeros.

Considere en la Figura 4, el segmento AB que se toma como patrén de medida y construya el cuadrado
ABA’B’ tal como se indica.

B’ A’
........................... N
HEN
\
\
\
\
\
\
\
|
I
A B C
Figura 4.

Construya la diagonal AA’ y determine el segmento AC sobre la recta de referencia, trazando un circulo
con radio AA’, con centro en A. El segmento as{ construido serd congruente con la diagonal AA’.

Aplicando el teorema de Pitdgoras se puede escribir la siguiente relacién entre las medidas de AA’, AB
y BA’ respecto de AB
m(AA")? = m(AB)? + m(BA")?

Puesto que ABA’B’ es un cuadrado y la longitud de su lado respecto de AB es 1, sé puede escribir
m(AA)? = 1+1=2
m(AA) = V2

En la Unidad 1.1. demostramos que v/2 no puede tener forma fraccionaria.

En conclusién, y contrario a lo que puede indicar la intuicién, hemos construido un segmento AC que
es inconmensurable respecto de un patrén de medida determinada, en el sentido de que no es posible
encontrar una unidad fraccionaria de AB que pueda acomodarse en AC' un nimero exacto de veces y
que, por lo tanto, su medicién, pueda expresarse como un nimero fraccionario 7*. La medicién de este

segmento AC respecto de la unidad de medida AB seréd expresada por el niimero irracional v/2.

El problema de las mediciones fisicas contribuyen originalmente al desarrollo del concepto de niimero real
positivo pero eventualmente y por razones tanto practicas como tedricas resulta necesario el concepto
de nimero negativo que puede considerarse asociado con la nocién de medida relativa. Este concepto se
puede incorporar en el modelo geométrico que hemos venido considerando, introduciendo un “sentido”
en nuestra recta ideal: “positivo” a la derecha y “negativo” a la izquierda. De acuerdo con este convenio
la medida (en este caso relativa) de un segmento dependerd de su orientacion en la recta y por lo
tanto dos puntos A y C definen los segmentos AC y C A cuyas medidas respecto del patrén de medida
que se adopte serdn de signos contrarios m(CA) = —m(AC). m(AC) serd positivo si C estd a la derecha
de A y negativo si estd a la izquierda de A.
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Se puede decir que, en términos intuitivos, y teniendo en cuenta su origen histérico, los nimeros reales
pueden interpretarse como longitudes de segmentos respecto de una unidad de medida determinada y que
su clasificacion en racionales e irracionales responde a la posibilidad tedrica de los resultados cualitativa-
mente diferentes en todo proceso de medicion. Los nimeros racionales, incluidos los enteros expresan
la longitud de segmentos conmensurables respecto de la unidad de medida adoptada, mientras que los

llamados numeros irracionales expresan la longitud de segmentos que son inconmensurables respecto
de dicha unidad.

1.2.2. La recta numérica

De acuerdo con lo anterior, si tomamos una recta ideal en la cual se ha tomado un punto A de referencia
y un segmento arbitrario AB como patrén de medida y un sentido de medicién, “positivo” a la derecha y
“negativo” a la izquierda, todo punto P sobre la recta determinard un segmento AP cuya medida relativa
respecto del patrén AB serd un nitmero real z. (Ver Figura 5). Reciprocamente todo ndmero real x
corresponderd, por definicién a la medida de un segmento AP sobre la recta (Ver figura 5).

A B ¢ P
negativo . . > . positivo
1 T

Este niimero representa la me-
dida del segmento AP respecto
del patrén de medida AB. Sim-
bélicamente m (AP | AB) = z.

Figura 5.

Si el punto P estd a la derecha de A el nimero real z asociado serd positivo y serd negativo si P estéd
a la izquierda de A. Los numeros racionales corresponden a los puntos R tales que los segmentos AR
son conmensurables respecto de la unidad de medida AB. Asi, por ejemplo, los niimeros enteros estaran
asociados con los puntos que se obtienen al desplazar el patréon de medida AB a izquierda y derecha
sucesivamente. El nimero % corresponderd al punto extremo de la unidad fraccionaria que se obtiene al
dividir en n partes iguales al patrén de medida (Ver Figura 6).

|
wloo
o
col= -
ol
[
no
w

Figura 6. Ubicacién de los nimeros racionales de la forma %, para n = 3.
Desplazando esta unidad de medida fraccionaria a izquierda y derecha sucesivamente se obtienen los
puntos correspondientes a los niimeros fraccionarios de la forma 7.

Los numeros irracionales corresponden a los puntos I tales que los segmentos Al son inconmensurables
respecto del patrén de medida ABﬁ Esta correspondencia biunfvoca (o identificacién) entre puntos de
una recta ideal y nimeros reales da origen al concepto de recta numérica que nos permite hablar indis-
tintamente de “numeros” o “puntos” y que nos permite entender e interpretar muchas de las propiedades
de los ntimeros reales en términos de su representacién como puntos de una recta.

El ntimero asociado a un punto P arbitrario se llama coordenada del punto. Si P; y P, son dos puntos
arbitrarios en la recta numérica con coordenadas x1 y x2 la medida relativa de P; P, se calcula mediante
la expresion m (P, Py) = x9 — 1. Consideremos el caso particular que se indica en la figura 7.

A P P
negativo . . . positivo
0 T T2

4La ubicacién de muchos de los nimeros irracionales es dificil de realizar, sin embargo es posible obtener ubicaciones
aproximadas recurriendo a su representacién decimal sobre lo cual se ha de comentar en la seccién siguiente.
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Figura 7.

Se puede escribir:

To = X1+ m(Png)
m(P1P2) = T2 — X1

Estudiando los otros casos posibles en lo que respecta a la ubicacién relativa de los puntos Pj, P> respecto
del origen A se puede comprobar que la férmula anterior sigue siendo vélida (Ver ejercicios).

La recta numérica permite visualizar igualmente el orden natural que se da entre los niimeros reales. Si
x e y son numeros reales asociados con los puntos P y @, x serd menor que y (z < y) si P estd a la
izquierda de @ y por lo tanto m(PQ) = y — x es positivo.

Se establece también de manera natural la nocién de distancia entre dos puntos o niimeros reales sobre
la recta numérica. Por definicién la distancia entre dos puntos sera la medida del segmento determinado
por ellos, en la direccion positiva de la recta y se llamard medida absoluta del segmento.

Si P es un punto sobre una recta numérica y x es el niimero real asociado con él, tal como se indica en
la figura 8, definimos valor absoluto de z, y lo denotaremos |z|, como la distancia de P al origen.

A P

0 T

La distancia al origen
estd dada por | z |= z.

P A
x 0
La distancia al origen
estd dada por | z |= —=.
Figura 8.

Utilizando la definicién de distancia dada anteriormente, se puede observar que si P estd a la derecha del
origen A, x es positivo y su distancia al origen estard dada por m(AP) = z — 0 = z, mientras que si P
estd a la izquierda de A, x serd negativo y su distancia al origen estara dada por m(PA) =0 —x = —z.
Se puede concluir por lo tanto que:
r, six>0,
|z = {

—z, sixz <O.

Si P; y P, son puntos arbitrarios sobre una recta numérica con coordenadas x1 y &2, respectivamente, la
distancia entre Py y P estard dada por m(Py Py) = x9 — 21, si Pj estd a la izquierda de Py (21 < 22) y
por m(PyP) = x1 — xa, si P estd a la izquierda de P (w2 < 7).

Asi, la distancia entre P; y P, esta dada por el valor absoluto de la diferencia de las coordenadas de los
dos puntos. Se puede escribir por lo tanto:

Distancia entre Py y Po = |z2 — 21|

De acuerdo con las definiciones anteriores |%f = |—%| = %, lo cual se desprende claramente del significado
intuitivo que le hemos dado al valor absoluto de un nimero y que en este caso dice que la distancia
al origen de los puntos marcados con % y —% es la misma. Por otra parte, si P; y P, son puntos con
coordenadas r1 = % y x2 = —1, respectivamente, se tiene que la distancia entre P; y P> viene dada por
la expresion

=1

o2 an| = |1 - §] = |-
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1.2.3. Observaciones complementarias

Concluimos esta seccién reiterando nuestra afirmacion inicial de qué el concepto de niimero real ha sido el
resultado de un largo proceso que esta lejos de haberse planteado en los términos lineales y esquematicos
que aquf hemos utilizado. En sus origenes, por ejemplo, el simbolo “* no represent6 mas que una manera
de representar una medicién especifica, utilizando unidades fraccionarias, pero no tenia el status de
nimero atribuido a los nimeros naturales. Tal como se dice en [1],

“solo después de varios siglos de tentativas el simbolo ™ quedd desposeido de referencias concretas

n
a procesos de medida y a las cantidades medidas, y fue considerado simplemente como un numero

(nimero racional), un ente en si mismo, en el mismo plano de los nimeros naturales”

Dos razones se utilizan para explicar este proceso de creacién de lo nuimeros racionales a partir de la
introduccién de los simbolos 7* para denotar diversos tipos de mediciones. De un lado, el descubrimiento
de propiedades de estos simbolos que permitieron definir entre ellos las operaciones de adicién y multi-
plicacién que hoy conocemos, con las mismas propiedades formales de estas operaciones entre naturales
(conmutativa, asociativa, distributiva) y que permitian calcular la medida de la “suma” de segmentos
mediante la suma de las medidas de los segmentos y el drea de rectangulos multiplicando las medidas
de los segmentos que los determinan. De otro lado la existencia de problemas matematicos propiamente
dichos que tenian que ver con las limitaciones operativas de los niimeros naturales. En la aritmética de
los ntiimeros naturales, mientras las operaciones de suma y multiplicacién son siempre posibles no ocurre
lo mismo con las operaciones de divisién entera y resta. La divisién b= a sdlo tiene sentido cuando b es un
miltiplo entero de a. La diferencia b — a sélo la tiene cuando b es mayor que a. La introduccién primero
de las fracciones y luego de los niumeros negativos permiten resolver estas limitaciones pasandose al sis-
tema de los niimeros racionales en los cuales las operaciones aritméticas basicas de suma, multiplicacién,
sustraccién y divisién (excepto por cero) son siempre posibles.

“Extender un dominio (numérico) por la introduccion de nuevos simbolos, de tal modo que las leyes
que valen en el primero contintan rigiendo en el segundo, es uno de los aspectos del proceso de
generalizacion caracteristico de la matemdtica. La generalizacion del concepto de miumero natural
al de numero racional satisface por una parte, la necesidad tedrica de suprimir las restricciones a la
sustraccion y a la division y, por otra, cumplen la necesidad prdctica de tener niumeros que representan
los resultados de mediciones, del hecho de que los niumeros racionales satisfacen esa doble necesidad
resulta verdaderamente su gran importancia” [1].

Consideraciones semejantes a las anteriores son aplicables al desarrollo del concepto general de ntiimero
real como una extension del concepto de niimero racional. La evolucién del concepto de raiz n—ésima y su
relacién con el problema de cantidades inconmensurables condujeron paulatinamente a la identificacion y
perfeccionamiento del concepto de niimero irracional y en general a la creacion de los sistemas de ntimeros
reales y niimeros complejos.

1.2.4. Mediciones y numerales decimales

En los procesos de medicién fisica siempre se definen “sistemas de medicion” respecto de los cuales se
realizan y se expresan tales mediciones. Un “sistema de medida” estd constituido bésicamente por un
“patron“ de comparaciéon y un conjunto de unidades que son “maltiplos” o “submultiplos” del patron de
medida. En la practica, y segun el tipo de magnitud que se considere, existen diferentes tipos de sistemas.
En magnitudes como longitud, peso, drea, volumen, el sistema que tiende a imponerse universalmente es
el decimal. Es decir, aquellos sistemas en los cuales las medidas de las diferentes unidades estan ligadas
entre si por potencias de 10. El siguiente sistema definido en la recta numérica puede considerarse como
una idealizacién de este tipo de sistemas y por lo tanto tiene sentido llamarlo sistema de medicién
decimal abstracto.

Sea la recta numérica en la cual se ha tomado el segmento AEy como patréon de medida. Tal como se
ilustra en las figuras 9 y 10, se pueden considerar unidades de medida que son “maltiplos” o “submiltiplos”
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de 10 del patrén de referencia y que llamaremos, respectivamente unidades enteras o fraccionarias. Estas
unidades se generan de la siguiente manera:

1.2.4.1. Unidades enteras

Unidades enteras de orden 0. Esta dada por el segmento de recta que se toma arbitrariamente como
patrén de comparacién y se denota AFy (Figura 9). Se tiene por definicién que:

Unidades enteras de orden 1. Estd dada por segmentos de recta que se obtienen yuxtaponiendo 10
unidades enteras de orden 0. Si se representa por el segmento. AFE; (Figura 9) se tiene por definicién
que:

m (AEy|AEy) = 10

Unidades enteras de orden 2. Esta dada por segmentos de recta que se obtienen yuxtaponiendo 10
unidades enteras de orden 1 o, lo que es lo mismo, 10? unidades enteras de orden 0. Si se representa por
el segmento AE, (Figura 9) se tiene, por definicién que:

102,
Reiterando este proceso se tiene, en general, que una unidad entera de orden k se obtiene yuxtaponiendo

10 unidades enteras de orden k — 1 o yuxtaponiendo 10¥ unidades enteras de orden 0. Si se representa
por el segmento AE}, se tiene por definicién que:

m (AEk|AEk,1) = 10

m(AEk-‘AEO) = m(AEk‘AEk_l)~m(AEk_1|AE0)
= 10-10%1
= 10*.

Unidad entera de orden 1

10 unidades enteras de orden 0

Unidad entera de orden 2 |
10 unidades enteras de orden 1

A Eo

4 4 l l l l l l l l

hd hd T T T T T T T T

0 1 10

A E1 E2

4 4 l l l l l l l l 4
YITTTTTTY T T T T T T T T hd

0 10 102 = 100

100 unidades enteras de orden 0 ‘
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Figura 9.

1.2.4.2. Unidades fraccionarias

Unidad fraccionaria de orden 1. Estd dada por segmentos de recta que se obtienen al subdividir en
10 partes iguales la unidad entera de orden 0. Si se representa por AF; (Figura 10) se tiene por definicién
que:

Unidad fraccionaria de orden 2. Estd dada por segmentos de recta que se obtienen al subdividir
en 10 partes iguales la unidad fraccionaria de orden 1, o lo que es lo mismo, de subdividir en 100 partes
iguales una unidad entera de orden 0. Si se representa por AF5 se tiene por definiciéon que:

Reiterando este proceso se tiene, en general, que una unidad fraccionaria de orden k se obtiene de
subdividir en 10 partes iguales una unidad fraccionaria de orden k£ —1, o lo que es lo mismo, de subdividir
en 10* partes iguales una unidad entera de orden 0. Si se representa por el segmento AF}, se tiene por
definicién que:

m (AFk|AFk_1) =1

10
y
m(AFk|AE0) = m(AFk\AFk_l) -m(AFk_1|AE0)

- 1. _1

— 10 10k-T

- _1

- 10k *
}_ 10 unidades fraccionarias de orden 1 H
A F1 FO
4 4 ] | | | | | | | n
\{ \d 1 T T T T T T T \{

1
0 Tl 1
A FQ Fl
It 4 | | | | | | | | 4
\{ \d T T T T T T T T \{
0 oz 1/10
I — 10 unidades fraccionarias de orden 2 H
Figura 10.

Una medicién respecto de un sistema dado, es un proceso de comparaciones sucesivas mediante el cual se
trata de obtener una cantidad “equivalente” a la que se mide, a partir de unidades conocidas del sistema.
Queremos mostrar cémo el numeral decimal de un nimero real no es otra cosa que el registro del proceso
de medicion de cierto segmento utilizando el sistema de mediciéon decimal abstracto.

Sea z un nuimero real y AP el segmento asociado con él en la recta numérica. Se trata de construir, con
unidades de nuestro sistema abstracto, un segmento congruente con AP. La escogencia de unidades se
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hace en forma ordenada y en orden de magnitud decreciente, a partir de la unidad de orden mayor que
puede acomodarse en AP por lo menos una vez. Una medicién particular puede conducir a un resultado
del siguiente tipo: AP mide “2 unidades enteras de orden 2, 1 unidad entera de orden 1, 6 unidades
enteras de orden 0, 1 unidad fraccionaria de orden 1, 7 unidades fraccionarias de orden 2 y 5 unidades
fraccionarias de orden 3”. (Si se tratara de una longitud fisica podriamos decir que la longitud medida
tiene 2 hectémetros, 1 decdmetro, 6 metros, 1 decimetro, 7 centimetros y 5 milimetros). Esto quiere decir
que al yuxtaponer, a partir del punto de referencia A, las unidades descritas anteriormente se obtiene un
segmento congruente con el segmento AP, tal como se visualiza en la figura 11.

| | | 1 | 7 5
|(—2X102 T 1x10 T 6 TS 1 T 10 T 1%

A P « h 4 Py @ @ P
' ' » ' ) A 1 t
0 200 210 216 216.1 216.17 216.175

2 u.e. de orden 2

1 u.e. de orden 1

6 u.e. de orden 0

1 u.e.f. de orden 1

7 u.e.f. de orden 2

5 u.e.f. de orden 3

Figura 11.

Si indicamos la posicién de las diferentes unidades utilizadas, tal como se indica en la figura, se puede
escribir,

x = m(AP)
= m(AR)+m(PoP)+m(P1FPy) +m(PoQ1) + m(Q1Q2) + m (Q2P)
2x10°+1x 1046 + 75 + 10z + 105
que no es otra cosa que la expresiéon polindmica del numeral 216.175 y por lo tanto podemos escribir
x =m (AP) = 216.175.

Como puede apreciarse, la sucesion de digitos que constituyen el numeral de x permite reconstruir el
proceso de medicién, pues permite identificar el orden y el nimero de unidades utilizadas, sean enteras o
fraccionarias, determinadas por la posicién y el valor del digito en el numeral. El punto decimal marca
la transicion en el uso de unidades enteras y unidades fraccionarias.

El caso que hemos considerado es muy particular pero las conclusiones que hemos extraido respecto del
significado geométrico de los digitos que constituyen el numeral decimal son perfectamente generalizables.
Un caso més general se presentaria si el proceso de medicién no pudiese terminar después de un ntimero
finito de pasos y hubiese que seguir utilizando indefinidamente unidades fraccionarias de orden mayor,
es decir cada vez mds pequenas. Asi por ejemplo, volviendo a nuestro ejemplo bien podria ocurrir que
al utilizar las 5 unidades fraccionarias de orden 3 no se tuviese atun la medida exacta del segmento AP
y hubiese que pasar a utilizar, por ejemplo, 3 unidades fraccionarias de orden 4, después 2 unidades
fraccionarias de orden 5 y asi sucesivamente. Esto equivaldria en nuestro modelo geométrico (Ver Figu-
ra 12) a determinar una sucesién de puntos Q, cada vez mds préximos a P, a medida que k crece.
Especificamente m (QrP) — 0 (se lee m (QrP) — 0 tiende a cero) cuando k — oo (se lee k tiende a 00).
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A Py Py Po Q1 Q2 Qs Quee P
1 T 1 1 1 1 1 1 >'7

!

2 u.e. de orden 2

1 u.e. de orden 1

6 u.e. de orden 0

1 u.f. de orden 1
7 u.f. de orden 2 —

5 u.f. de orden 3

3 u.f. de orden 4 J
2 u.f. de orden 5

Figura 12.

Analiticamente se puede escribir en este caso

m (AP)
m (AP) +m (PaPr) + m (PiPy) +m (PoQ1) + m (Q1Q2) + m (Q2Q3) + -+
2x10°+1x 1046+ 5 + 1oz + 195 + o1 + 705 + -

xT

O sea que x = 216.17532.. ..

Los puntos suspensivos indican que el proceso de medicién contintia indefinidamente de acuerdo con el
método de comparacién y que los resultados obtenidos se van agregando obteniendo valores cada vez mas
aproximados a la medida exacta.

Esta manera de interpretar numerales decimales como formas de representar una mediciéon de un segmento
en una recta numérica utilizando un sistema decimal abstracto de medicién, permite también ubicar
numeros reales en una recta numérica a partir de su representacién decimal. Por ejemplo, si se quiere
ubicar el punto P que le corresponde al nimero x = 31.52 en una recta numérica, después de adoptar un
patron de medida, se yuxtaponen a partir el origen tres unidades enteras de orden 1, una unidad entera
de orden 0, cinco unidades fraccionarias de orden 1 y dos unidades fraccionarias de orden 2. Se concluye,
igualmente, que la ubicacién de nimeros representados por numerales decimales infinitos tendra que ser
muy aproximada.

1.2.5. Aproximacion de niimeros reales por racionales

Consideremos el niimero real x representado por el numeral 527.165411 .. ., que puede ser finito o infinito.
A z le corresponde un punto P sobre la recta numeérica de origen A. De acuerdo con la interpretacién
geométrica que dimos a los numerales, el digito 5 con que empieza el numeral indica que la longitud del
segmento AP esté entre 5 y 6 unidades de orden 2. Es decir que z se puede acotar entre 5 x 102 = 500
y 6 x 102 = 600. Teniendo en cuenta que 5 unidades enteras de orden 2 son equivalentes a 50 unidades
enteras de orden 1, el digito 2 que sigue en el numeral indica que en el proceso de medicién la longitud
del segmento AP estda dada entre 52 y 53 unidades enteras de orden 1. Por lo tanto, x se puede acotar
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entre 52 x 10 = 520 y 53 x 10 = 530. Este proceso de razonamiento se puede continuar hasta incluir los
digitos que representan unidades fraccionarias. Por ejemplo, al llegar al digito 6 se puede argumentar
que la longitud del segmento AP esta entre 52716 y 52717 unidades fraccionarias de orden 2, por lo que
se puede acotar a x entre 52716 X 15z = 527.16 y 52717 X 14z = 527.17. Se puede por lo tanto escribir:

500 < 527.16541 ... < 600 (Usando unidades enteras de orden 2)
520 < 527.16541 ... < 530 (Usando unidades enteras de orden 1)
527 < 527.16451 ... < 528 (Usando unidades enteras de orden 0).
527.1 < 527.16541 ... < 527.2 (
(

527.16 < 527.16541 ... < 527.17

Usando unidades fraccionarias de orden 1).

Usando unidades fraccionarias de orden 2)

Las desigualdades anteriores permiten ver, que dado un nimero real cualquiera, es posible ir acotandolo
entre parejas de nimeros racionales cada vez mas préximos a él, utilizando la interpretacion geométrica
del numeral decimal que lo representa. Respecto de estas aproximaciones se pueden hacer las siguientes
observaciones: Cuando acotamos a x utilizando unidades enteras de orden 2, quiere decir que aproxi-
mamos a r tomando una unidad entera de este orden como medida del grado 6 nivel de aproximacion
que queremos tener. Al hacer este primer acotamiento encontramos que x estd entre 500 y 600, cuya
diferencia es 102, o sea la medida de una unidad entera de orden 2. Esto quiere decir, en particular, que
si utilizamos a 500 o a 600 como valor aproximado de z, el error que cometemos es menor que 102. Es
decir, en este caso:
|z — 500] < 102, |z — 600] < 102

Un analisis similar se puede realizar cuando acotamos a x utilizando unidades enteras de orden 1 En este
caso aproximamos a z tomando una unidad entera de orden 1 como medida del grado de aproximacion
que queremos tener. Al hacer este segundo acotamiento encontramos que x estd entre 520 y 530 cuya
diferencia es 10, o sea es la medida de una unidad entera de orden 1. Esto significa que si utilizamos a
520 o 530 cémo valor aproximando de z, el error que cometemos no es mayor que 10. Es decir, en este
caso:

|z —520| < 10, |z — 530] < 10.

El analisis anterior también es véalido cuando queremos acotar a x utilizando unidades fraccionarias. Si
tomamos, por ejemplo, como medida del grado de aproximaciéon una unidad fraccionaria de orden 2,
representadas en este caso por el digito 6, encontramos que x estd entre 527.16 y 527.17, cuya diferencia
es ﬁ, o sea la medida de una unidad fraccionaria de orden 2. Esto implica que si utilizamos 527.16 o
527.17 como valor aproximado de x, el error que cometemos es menor que 1102. Es decir, en este caso:

|z — 527.16] < 14z, |@ — 527.17| < 1.

En el ejemplo que hemos venido considerando, las aproximaciones 500, 520, 527.16 se llaman aprozima-
ciones por defecto pues son menores que x, y las aproximaciones 600, 300, 517.17, se llaman aproxima-
ciones por erceso, pues son mayores que .

Una pregunta surge naturalmente en este contexto. ;Cual de las dos aproximaciones es mejor? Es decir,
jcudl de los dos valores es mas cercano a x? Para saber si 500 estd mas cerca a x que 600 es necesario
conocer el valor del digito siguiente a 5 que da el nimero de unidades de orden inmediatamente inferior
utilizadas en el proceso de mediciéon. Como dicho digito es 2, = estaria entre 520 y 530, esto quiere decir
que x estd més cerca de 500 que de 600. Debe ser claro entonces, que si en lugar del digito 2 hubiera un
digito mayor que 5, x estaria mas cerca de 600 que de 500. Si el digito que siguiera a 5 fuese 5 se requiere
mirar los digitos siguientes y si todos los siguientes fueran 0, 500 y 600, serian equidistantes de x.

Es importante observar que si aproximamos a x por 500 entonces se tiene la seguridad que el error de
aproximacion es a lo sumo la mitad de una unidad entera de orden 2. Es decir:

102
|Z‘ — 500| < 5

En este caso se dice que 5 da el niimero de unidades enteras de orden 2 méas préximo a x. Por lo tanto,
cuando se toma x = 500 se dice que x se ha redondeado al nimero més préximo de unidades enteras
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de orden 2 (o a las centenas). Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores y extendiéndolas a los
digitos que siguen en el numeral de z, se puede escribir, si x = 527.16541:

530 redondea a x al nimero mds préximo de unidades enteras de orden 1 (se suele decir, a la décima
mas préxima). En este caso
|z — 530] < 42

527 redondea a x al ndimero mds préximo de unidades enteras de orden 0 (se suele decir, al nimero
entero mds proximo). En este caso
|z — 527 < 1.
527.2 redondea a x al nimero mds préximo de unidades fraccionarias de orden 1 (se suele decir a la
décima més préxima). En este caso
1,1
527.17 redondea a z al nimero mds préximo de unidades fraccionarias de orden 2 (se suele decir, a la
centésima més proxima). En este caso,

|z —527.17] < L. oL

Etc.

Podemos resumir de manera general las observaciones anteriores diciendo que, siempre que se redondea

un ndmero real a la unidad entera o fraccionaria de orden k maés préxima, el error que se comete no es

mayor que la mitad de la medida de dicha unidad. Asi, si la unidad es entera de orden k, el error no es
0

k . . . .
mayor que 17, o si es fraccionaria del mismo orden, el error no es mayor que % : 1.%.

1.2.6. Maediciones empiricas, cifras significativas y notacién cientifica

En el trabajo cientifico y técnico las mediciones se suelen expresar mediante numerales decimales. En
el proceso ideal de medicién que hemos venido discutiendo siempre es posible disponer de unidades de
medida tan pequenas como se quieran y los resultados de tales mediciones son exactas. En las mediciones
empiricas esto no es posible y los resultados son siempre aproximados, pues ain los instrumentos de
medicién més finos sélo disponen de un niimero finito de unidades y justamente la menor (que a veces
se le llama la unidad de medida del instrumento) define su nivel de precision. Como consecuencia de
lo anterior una medicién empirica se representa con un numeral decimal finito, que expresa un resultado
aproximado a partir del cual, dependiendo de la unidad de medida del instrumento y la forma de lectura,
permite dar un acotamiento el resultado exacto de la medicién que se realiza.

Cuando se realiza la lectura de una medicién solo deben transcribirse los digitos sobre los cuales se esta
razonablemente seguro. Con este criterio, los digitos requeridos para expresar el resultado de la medicion
en términos de las unidades mds finas utilizadas en su lectura se suelen llamar cifras significativas.

Los siguientes ejemplos ayudan a clarificar las ideas anteriores. Supongamos que se mide la longitud de
una varilla con un metro cuyas divisiones més finas son los centimetros, obteniéndose la situacién que se
presenta en la Figura 13.

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

Figura 13.
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La lectura podria ser 53.4 cm. Los dos primeros digitos serian seguros, y el tercero razonablemente seguro,
pues esta afectado de cierta incertidumbre. Para otro lector, por ejemplo, la lectura podria ser 53.3 o
53.5. Si el dato 53.4 cm se da escuetamente se asume que se puede cometer un error en la medicién no
mayor que 0.1 cm y que, por lo tanto. la medicién exacta esta entre 53.3 y 53.5. Si el que hace la lectura
juzga conveniente indicar un grado de incertidumbre diferente, debe hacerlo y bien podria expresar la
medicién como 53.4 + 0.2 cm para indicar que el resultado exacto esta entre 53.2 y 53.6. En cualquier
caso, el resultado tendria 3 cifras significativas pues la unidad de medida al fin utilizada en la lectura es
el milimetro y al expresar la medicién en esta unidad se expresaria como 534 mm. es decir, se utilizarian
los tres digitos.

Quien realiza la medicién anterior también podria, en lugar de “interpolar” su lectura, redondearla al
numero de unidades préximas dado por el instrumento. De acuerdo con este método la lectura anterior
seria 53 cm. En este caso el resultado tendria dos cifras significativas.

Cuando se utiliza este método, el error que se comete no es mayor que la mitad de la unidad de medida del
instrumento. Este nivel de aproximacion se subentiende cuando los datos empiricos se obtienen con dicho
convenio. En el ejemplo que nos ocupa la presentacién del numeral 53 como resultado de la medicién
lleva a asumir que el resultado exacto estd entre 52.5 y 53.5.

El concepto de cifras significativa tiene implicaciones que deben ser tenidas en cuenta en la presentacién
de datos experimentalesﬂ Asi, por ejemplo, aunque mateméaticamente 53.4 = 53.40, no es lo mismo
presentar un numeral que otro, el segundo resultado estar a indicando un nivel de precisién que no
tiene la medicién que hemos realizado. Se asumiria por los lectores que la medicién se realizé con una
incertidumbre de 0.01 ¢cm (0.1 mm) que estamos lejos de haber obtenido. De igual manera si se quisiera
expresar el resultado en milimetros habria que escribir 534 mm. y no 534.0 mm. Si se quisiera expresar
en metros, habria que escribir 0.534 m y no 0.5340 m. En cualquier caso el numeral debe poder permitir
reproducir con fidelidad el nivel de precision real con que se hizo la medicion.

Si para medir la misma varilla tuviéramos un metro cuyas divisiones mas finas son los mm se podria
tener una situacion como la que se indica en la Figura 14.

50 51 52 53 54 55 56

|IIII|IIII|
53 54

Figura 14.

La lectura podria ser 53.44 cm, numeral que tendria 4 cifras significativas. Si el resultado se da escueta-
mente se asume que el error que se comete en la mediciéon no es mayor que 0.01 cm y que el resultado
exacto estd entre 53.43 y 53.45.

Si la lectura anterior se hace redondeando al nimero de unidades mas proximas dado por el instrumento,
el resultado seria 53.4 cm y tendria 3 cifras significativas. El error que se cometeria en este caso no seria
mayor que 0.05 y por lo tanto se debe reportar como 53.4 £ 0.05.

En el contexto de las mediciones empiricas suele utilizarse la llamada notacién cientifica, que en las

5Este tema es abordado de manera més exhaustiva en los cursos introductorios de ciencia y en sus laboratorios respectivos.
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calculadoras electrénicas se utiliza para aumentar su capacidad de operaciéon. Un niimero esté escrito en
notacién cientifica cuando se expresa en la forma a x 10™ o a x 10~™, n un entero positivo y a un nimero
mayor o igual que 1 y menor que 10 (1 < a < 10). Cuando el nimero estd asociado con una medicién la
notacioén cientifica facilita con frecuencia la determinacién de su nivel de precisién. Asi, por ejemplo, si
la distancia entre dos ciudades se reporta como 451000 m, se entenderia que la medicién tiene un nivel
de incertidumbre menor que 1 m. La presentacion seria incorrecta si el nivel de incertidumbre es de 1000
m, es decir de un km. En este caso si el resultado se escribe en notacién cientifica, como 4.51 x 10 m y las
tres cifras de 4.51 se consideran significativas ello implicaria que el nivel de incertidumbre de la medicién
serfa 0.01 x 10° = 1000 que estd de acuerdo con el nivel de precisién real de la medicién. Por otra parte
si en realidad la medicién fue hecha con un nivel de incertidumbre menor que 1 m la expresién correcta
en notacién cientifica serfa 4.51000 x 10°> m. La incertidumbre segin esta forma de presentacién seria
0.00001 x 10° m = 1 m que concuerda con la precisién real de la medicién. La notacién cientifica se
utiliza comunmente para expresar cantidades fisicas muy grandes o muy pequenas respecto de una unidad
de medida determinada. Cuando se trata de resultados empiricos el coeficiente que aparece en la notacion
cientifica debe estar expresado en cifras significativas.

1.2.7. Calculo aproximado

Debido al cardcter aproximado de las mediciones fisicas y a las caracteristicas intrinsecas de las opera-
ciones con decimales en el cdlculo numérico, se presenta continuamente la necesidad de aproximar reales
por medio de nimeros racionales presentados por numerales decimales finitos. En el siguiente ejemplo se
presentan claramente ambos aspectos. Si se quiere calcular el area de un circulo real debemos utilizar
la formula A = 4772, En primer lugar es necesario medir r dentro de un determinado nivel de precisién
cuya medicion en términos decimales serd un numeral decimal con un nimero especifico de cifras signi-
ficativas. Pero para poder efectuar la multiplicacién tendremos que usar una aproximacién racional de 7.
Las calculadoras usan para todos sus calculos una aproximacion fija de 7, pero es claro que ésta puede
ajustarse segin el nimero de cifras significativas de r. Finalmente la multiplicacién que se realiza con
el valor aproximado de 7 conduce a un numeral decimal que tendrd maés digitos que r y que debe ser
ajustado para no dar la impresién falsa de que es un resultado con un nivel de precision mayor que el
que presenta r.

El problema que se plantea naturalmente en el cdlculo numérico y en la presentacion de datos empiricos
es el de estimar los errores que se cometen al efectuar operaciones con nimeros aproximados. Existen
diferentes técnicas para estimar tales errores y las guias de laboratorio suelen traer algunos criterios
que se presentan al estudiante de manera mecénica. En el caso de cilculos simples existe un método
directo y muy intuitivo que resulta facil de aplicar gracias a las calculadoras electrénicas. Este método
consiste en efectuar los cdlculos que se deben realizar combinando los errores, que pueden
ser positivos o negativos, para obtener un valor mdximo aproximado y un valor minimo
aproximado. El error cometido serd la diferencia entre ambos valores. Los siguientes ejemplos
se dan para precisar el uso de esta técnica.

1. Supongamos que se quiere calcular el perimetro de un rectangulo y se tienen las siguientes mediciones
de los lados: 21.2 cm y 15.3 cm. Por la forma de presentacion de los datos se subentiende que el
error que puede afectar las mediciones son a lo sumo de 0.1 cm. De acuerdo con esto, si denotamos
al perimetro del rectdngulo con P, se puede escribir:

Méximo valor que puede tener P =2 x 21.3 + 2 x 15.4 = 73.4 cm.
Minimo valor que puede tener P = 2 x 21.1. + 2 x 15.2 = 72.6 cm.
Valor de P de acuerdo con las mediciones obtenidas: 2 x 21.2 + 2 x 15.3 = 73.0.

Es claro entonces que al tomar P = 73.0 los errores mas grandes positivos o negativos que se pueden
cometer son respectivamente 73.4 —73.0 = 0.4 6 72.6 — 73.0 = —0.4. Tomando por lo tanto el error
de mayor valor absoluto, el calculo de perimetro se puede reportar como P = 73.0 & 0.4. En este
caso se considera que el resultado tiene 3 cifras significativas
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2. Supongamos ahora que se quiere calcular el drea del rectangulo, anterior. Utilizaremos la letra A
para referirnos a dicha drea. Siguiendo el procedimiento anterior para estimar el error se puede
escribir:

Valor méximo que puede tener A = 21.3 x 15.4 = 328.02
Valor minimo que puede tener A = 21.1 x 15.2 = 320.72
Valor de A de acuerdo con las mediciones obtenidas = 21.2 x 15.3 = 324.36

Al tomar A = 324.36 el error mas grande positivo que se puede cometer es 328.02 — 324.36 = 3.66
y el méximo error negativo que se puede cometer es 320.72 — 324.36 = —3.64. Por comodidad se
redondea el error a 4 lo que no afecta el resultado notablemente. Asi, se puede reportar A = 32444
cm?, resultado que tiene tres cifras significativas. Observe que no tiene mucho sentido escribir
A = 324.36 £ 4 cm? pues el error que se comete es mayor que una centésima y que una décima y

por lo tanto afecta solo unidades enteras

3. Supongamos que se sabe que A = 352 cm? y que uno de sus lados es igual a 21.2 cm. Se quiere
calcular, a partir de estos datos el otro lado L. Puesto que se subentiende que el error que afecta a
A es +1 cm, aplicando el procedimiento anterior se puede escribir:

Valor méximo que puede tener L = % =16.8

Valor minimo que puede tener L = 321 = 16.4

Valor de L de acuerdo con las mediciones obtenidas = % =16.6

El méximo error positivo que se puede cometer es 16.8 —16.6 = 0.2 y el maxima error negativo que
se puede cometer es 16.4 — 16.6 = —0.2. Tomando el error de mayor valor absoluto el célculo de L

se puede reportar como L = 16.6 £ 0.2 1 resultado tiene tres cifras significativas.

1.2.8. Otros sistemas de medicion

Como se dijo al comienzo de 1.2.4, existen muchos sistemas de medicién. El que sé impone es el sistema
decimal en donde los multiplos y submultiplos del patrén de medida estan ligados entre si por potencias
de 10, y es el sistema que se ha estudiado en 1.2.4.

Otros sistemas de medicion se pueden obtener estableciendo una relacién diferente entre los multiplos y
submuiltiplos del patréon de medida. En lugar de estar ligados entre si por potencias de 10 se pueden ligar
por potencias de 2, 3, 4, etc. obteniendo asf sistemas de medicién en base 2 (binario), base 3, base 4,
etc., respectivamente. Veamos un poco mas. de cerca el sistema de medicién en base 2 o binario.

El proceso de medicién con el sistema de base 2 es exactamente el mismo que con el sistema decimal, pero
las unidades, enteras y fraccionarias, estan ligadas por potencias de 2 en lugar de potencias de 10. En
el sistema de medicién binario una unidad entera de orden k se obtiene por yuxtaposicién de 2 unidades
enteras de orden k — 1 o al yuxtaponer 2* unidades enteras de orden 0. De manera aniloga una unidad
fraccionaria de orden k se obtiene al subdividir en dos partes iguales una unidad fraccionaria de orden
k—1, o lo que es lo mismo de subdividir en 2* partes iguales una unidad entera de orden 0.

Debido a que 2 unidades enteras de orden k conforman 1 unidad entera de orden k + 1 y 2 unidades
fraccionarias de orden k conforman una unidad fraccionaria de orden k—1, en cualquier medicién con este
sistema s6lo habra 0 6 1 unidad entera de orden k£ y 0 6 1 unidad fraccionaria de orden k, k =1,2,3,...
Puesto que en este caso los numerales binarios pueden interpretarse, como en el caso de los numerales
decimales, como registros de los procesos de medicién con un sistema de medicién binario abstracto, lo
dicho anteriormente significa que en los numerales binarios sélo pueden aparecer el 0 y el 1 como “digito”.
Es decir, son simbolos de la forma 10011.001, cuyo significado se define mediante la expresién polinémica

r=1x2"+0x22+0x2°+1x2+ 3+ 0 + 4.

Como en el caso de los numerales decimales, los numerales binarios pueden ser finitos o infinitos y estos
a su vez pueden ser periddicos (representan nimeros racionales) o no periédicos (representan nimeros
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irracionales). Podemos concluir diciendo que un numeral binario es un simbolo de la forma
Qg - - .alao.boblebg ey

en el cual los a; y los bj son 6 0 6 1 y el nimero real que representa estd definido mediante la siguiente
expresion

an...alao.boblbgbg... = an><2"—|—~-~+a1><2—|—a0
b1 by b3
R

Queda la pregunta de cémo pasar de un numeral binario a un numeral decimal y viceversa.

El primer problema es facil ya que, el caso del numeral binario finito se puede reconstruir la expresion
polinémica del nimero (en potencias de 2). As{ por ejemplo, si = 11011.011 en binario, se puede
escribir:

z=2"4+2"+241+ 5 + 55 = 27.375 (en decimal). (1.3)

En el caso de un numeral binario infinito periédico, se procede de la misma forma que cuando se busca
la expresién racional de un decimal infinito periédico (Ver Ejercicio 29, Unidad 1.1). Para hacer ésto con
numerales binarios, observe que el punto en cualquier numeral binario se debe correr multiplicando por
una potencia de 2. Por ejemplo, si £ = 111.01 en binario, entonces 272z = 1.1101 y 22z = 11101.01.

Escribamos ahora el numeral binario 111.01 en decimal. Por lo dicho antes se tiene:
224 — z = 10110,
pero 10110 representa en binario el mismo entero que representa 22 en decimal. Asi se tiene que:

2 _»2_y3

En el caso de un irracional, es decir, un binario infinito no periédico, se puede emplear el método usado en
(1.3) tomando aproximaciones mediante numerales binarios finitos, para obtener aproximaciones mediante
decimales finitos del niimero dado.

Para pasar de un numeral decimal a uno binario se debe reconstruir el proceso de medicién en forma
algebraica. Es decir, se debe escribir el numeral decimal como suma de potencias de 2. Por ejemplo, si
x = 33.375 en decimal, debemos encontrar la potencia mas alta de 2 que es menor o igual a 33.375. En
este caso es 2° y por lo tanto

x = 2° + 1.375.

Repetimos el procedimiento para el residuo
x=25+2°40.375,

y asl sucesivamente:

1
r = 25+2°+2—2+0.125
= 22+2°+ L+ %
= 1x224+0x2'+0x224+0x224+0x2+1x2°
+0X 2 +1X 55 +1X 5.
Es decir que el numeral binario correspondiente es

2z = 100001.011.

En este caso hemos obtenido un numeral binario finito, sin embargo es posible que aunque el numeral
decimal sea finito, el numeral binario sea infinito. Esta misma técnica se puede emplear para numerales
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decimales infinitos, aunque el proceso es muy lento. Si el numeral decimal es periédico, en general, al
pasarlo a binario el periodo se hace més grande.

En esta seccion, hemos visto de cerca el sistema de medicién binario. Este sistema es uno de los que
utilizan los computadores para realizar internamente sus operaciones. Los otros sistemas de medicion
(base 3, 4, 5, etc.) se comportan de la misma forma, pero rara vez nos encontramos éstos.

1.2.9.

Ejercicios

En los ejercicios 1 a 15 responda verdadero o falso
justificando su respuesta.

1.

10.

11.

12.

13.
14.

Si medida de un segmento es independiente
del patrén de medida que se escoja.

Siempre es posible encontrar un patrén de me-
dida que se acomode un nimero entero de ve-
ces en un segmento de recta dado.

Dado un patrén de medida y un segmento de
recta arbitrario, siempre es, posible encontrar
un numero entero de unidades fraccionarias
que se acomoden en el segmento dado.

. El conjunto de ntumeros racionales es sufi-

ciente para representar la totalidad de resul-
tados posibles en un proceso de medicion

La diagonal de un cuadrado es inconmensu-
rable con respecto al lado.

La longitud de una circunferencia es conmen-
surable con respecto a su radio.

El valor absoluto dé un nimero real distinto
de cero es un nuimero real negativo.

No existe ningtin niimero racional « tal que
lo — | < 1076,

El numeral decimal de un ntimero real es el
registro del proceso de medicién de un seg-
mento, utilizando un sistema de medicién ab-
stracto.

Una unidad fraccionaria de orden k — 2 equi-
vale a unidades fraccionarias de orden k.

Una unidad entera de orden k (k > 2) equiv-
ale a 100 unidades enteras de orden k — 2.

En las mediciones empiricas los resultados son
siempre aproximados.

El dato 53.4cm tiene dos cifras significativas.

El dato 152.2 Km indica qué el resultado ex-
acto de la medicién estd dado entre 152.19.
Km. y 152.21 Km.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Dado el nimero x = 3671.1834 se tiene que
3671.1 redondea a x, a la décima mas cercana
(unidad fraccionaria de orden 1).

Dados dos segmentos AB y AC tales que
m (AC | AB) = r calcule m (AB | AC).

Dados tres segmentos AB, AC'y AD tales que
m(AC | AB) =rym(AD | AB) = s, calcule
m(AC | AD) y m(AD | AC).

Sobre una recta ideal, con un punto de refer-
encia A y un segmento AB como patrén de
medida, construya puntos P tales que:

() m (AP | AB) :2
(b) m (AP | AB) = 2
2

(¢c) m (AP | AB)
(d) m (AP | AB) = _g

(Sugerencia: Aplique el Teorema de Thales
construyendo una recta auxiliar que pase por

A).

Sobre una recta ideal, con un punto de refer-
encia A y un segmento AB como patrén de
medida, construya puntos P tales que

(a) m (AP | AB) (b) m (AP | AB)
V3 VB

(Sugerencia: Utilice el procedimiento em-
pleado en el texto para v/2).

Efectie el siguiente célculo:

(a) |49 (d) 3—1-3|
(b) [=3] = [—4| (e) =5
(c) 4]+ -9 () |=3- 15l



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Calcule las distancias de A a B, de B a C, de
CaBydeAaC' si A By C son tres pun-
tos, en una recta numérica con coordenadas
respectivas

(a) —6,—2, —4

(b) 3,7, -5

Sobre una recta numérica represente el con-
junto de puntos cuyas coordenadas x satis-
facen:

(a) 32| =1
(b) le| = 6

(c) |z =2/ <3
@ o+ <3

Dados los nimeros reales %, %,ﬂ' v V5, en-
cuentre respectivamente numeros racionales
que disten de cada uno de ellos menos de
1073,107% y 107,

Dados los siguientes numerales decimales, re-
dondee a la unidad fraccionaria de orden 3
mas préxima:

(a) 2.18531853
(b) 103.215003

(c) 0.000239
(d) 35.3727542.. .

Estime el error cometido en cada caso

Los siguientes numerales se han obtenido al
redondear ciertos nimeros. Senale cudl ha si-
do la unidad mas préxima a la cual se ha re-
dondeado, diga entre que valores se encuen-
tran los valores originales y estime el error
cometido.

(a) 345.32 (d) 13.45209
(b) 840 (e) —0.002
(c) 5.3001 (f) —500.8

De la expresion decimal de los siguientes
racionales con un error menor de 1073:

@) 5 © 5
) 22 @ %

Si aproximamos % mediante 0.16 y 0.17, es-

time el error que se comete en cada caso.
( Cudl de estas aproximaciones es mejor?
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28.

29.

31.

32.

33.

34.

35.

Estime el error que se comete con una calcu-
ladora de 8 digitos en pantalla cuando da los
ndmeros T, \/i, V3 y e.

Calcule v/2 con un error menor que 1073 y
/7 con un error menor que 10~* (Use la cal-
culadora).

. Efectie los siguientes calculos sabiendo que

a=253+03,b=11.2+£0.2, c=15.8+0.1.

(a) a+b+c () Z:z
(b) a-b-c ©) a-(b+c)
(€) ‘

En cada caso dé la respuesta senalando el
maximo y el minimo error cometido.

Encuentre reglas para la multiplicacién y adi-
ciéon de numeros reales expresados mediante
numerales binarios. Efectie los siguientes
célculos con numerales binarios:

(a) 1011 + 11
(b) 1001 — 10

(c) 11 x 11
(d) 1010 x 111

Encuentre el numeral correspondiente a los
siguientes numerales decimales:

(a) 673 (b) 41.25 (c) 11

Encuentre el numeral decimal correspondiente
a los siguientes numerales binarios:

(a) 1101
(b) 110.01

(c) 111.11
(d) 1.01

Se sabe que un trozo de material de una bal-
anza con precisién de gramos tiene un peso
entre 400 y gramos. ;Con cuantas cifras sig-
nificativas se puede dar su peso?

Un corredor recorre cierta distancia en un
tiempo que oscila entre 12 y 15 minutos. Si el
tiempo que gasta se cronometra con un reloj
que tiene precisién de décimas de segundo,
jcon cuantas cifras significativas (en décimas
de segundo) se puede dar este tiempo?



36.

37.

Los siguientes numerales que representan
diferentes mediciones fisicas, estdn dados obe-
deciendo el concepto de cifras significativas:
250 Kg, 6.0 m, 25000 Km, 0.07 g, 7.75 cm,
0.4040 dm, 1300ton. Diga cudl es el nivel
de incertidumbre de cada uno de ellos y ex-
préselos en notacion cientifica.

Exprese en notacion cientifica los siguientes
numerales:  0.00023, 284000, 0.0648, 0.08,

41

38.

850 x 1029, 407000.

Los siguientes numerales que representan
mediciones fisicas estan dados en flotacién
cientifica: 3.200 x 1072 m, 1.002 x 10~2 Kg,
8.032 x 1072 m?3, 4.0000 x 10~2 dm, 1.0010 x
107! c¢m, 5.002 x 1072 cm?, 7.243 x 10~ ton,
2.840 x 1073 seg.

Diga cudl es el nivel de precision de cada uno
de estos datos.



1.3. Los numeros reales como sistema matematico: Su estruc-
tura algebraica

1.3.1. Introduccién

En las secciones anteriores hemos hecho una descripcién de los numeros reales apoyandonos en el
conocimiento intuitivo que el estudiante trae del bachillerato sobre los diferentes tipos de niimeros. Hemos
discutido, igualmente, los problemas inherentes a los procesos de medicién que han jugado un papel de-
terminante en el desarrollo del concepto de nimero real. En esta seccién nuestro interés es hacer ver al
estudiante, que algo mas que un conjunto de entes abstractos aislados, los niimeros reales constituyen un
sistema matematico que estd definido por un conjunto de operaciones que permite relacionarlos entre si
y en cuyo estudio se desarrolla la aritmética y el algebra.

Nuestro propésito es:

i) Presentar al estudiante una caracterizacién de este sistema, ésto es, identificar un conjunto de
propiedades basicas que lo definen, a partir de las cuales sea posible obtener las restantes propiedades
del sistema mediante un razonamiento deductivo.

ii) Repasar algunas propiedades bédsicas de las operaciones entre numeros de utilidad en su manejo
aritmético y algebraico.

iii) Ejemplificar en qué counsiste el llamado método deductivo de las matemadticas.

1.3.1.1. Componentes del sistema matematico de los niimeros reales

En el estudio de los niimeros reales, es importante distinguir dos aspectos fundamentales:

a. Los nimeros reales se combinan mediante operaciones de suma y multiplicacién y los resultados son
numeros reales bien definidos. Estas operaciones bésicas entre reales, con las propiedades formales
o axiomas que ellos satisface, constituyen la estructura algebraica de los ntimeros reales.

b. Los ntimeros reales se comparan entre si. Se habla de que un ntimero es mayor, menor o igual que
otro. En otras palabras existe un orden entre niimeros reales que permite su comparacién. Este
orden se visualiza claramente en la representacion geométrica de los ntimeros reales.

Estos dos aspectos, la estructura algebraica y el orden definen los aspectos fundamentales del sistema
matematico de los niimeros reales.

1.3.2. La estructura algebraica de los ntimeros reales

Estd definida por la adicién (+) y multiplicacién (x) y los siguientes axiomas o propiedades formales
que dichas operaciones satisfacen. En lo que sigue las letras a, b, ¢, d, etc, representan nimeros reales
arbitrarios. Cuando no hay lugar a confusién utilizaremos indistintamente “ x 7 o “-” para indicar
multiplicacién.

0) Propiedad uniforme
Sia=byc=dentoncesa+c=b+dya-c=0b-d.

Esta propiedad que se suele llamar propiedad uniforme e indica, simplemente, que el resultado
de una suma o de una multiplicaciéon es un niimero real tnico.

Se expresa también esta propiedad diciendo que si dos igualdades se suman o multiplican miembro
a miembro, se obtiene también una igualdad.
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Hemos visto que un nimero puede ser representado por simbolos o numerales diferentes y que la
igualdad a = b indica que ambos simbolos se refieren al mismo ente numérico. En esta perspectiva
se vé con mayor claridad la importancia de la propiedad uniforme, segin la cual, los resultados de
las operaciones entre reales son tnicos y son independientes de la forma de representacién de los
nimeros que intervienen en ellas. Asi, el resultado de sumar %Jr 2 seré el mismo de sumar 0, 25+ %.

3
Igual sucede con la multiplicacion.

Propiedad conmutativa

Para la suma :a+b=b+a

Para la multiplicacion : a-b=0b-a

Esta propiedad se expresa en el lenguaje ordinario diciendo que el “orden de los sumandos no altera
la suma” y que el “orden de los factores no altera el producto”. Puede pensar el estudiante que
esta propiedad, por la familiaridad que tiene con ella, es una propiedad comin a todo operacién

entre nimeros. No es éste el caso como se puede ver con la divisién, ya que no es lo mismo, por
ejemplo, dividir 10 por 2 (10 = 2) que dividir 2 por 10 (2 + 10).

Propiedad Asociativa

Los resultados de las operaciones se pueden combinar con otro ntimeros para obtener nuevos resul-
tados. Rigurosamente hablando, la prelacién en que se quieren efectuar las operaciones debe ser
indicada sin ambigiiedades. Usualmente esta prelaciéon en las operaciones se ejecutan de adentro
hacia afuera. Asi, para calcular el resultado representado por la expresién siguiente, es necesario
transformarla de la manera que se indica:

{{G+3) <3l +31+5 = [(Ex3)]+5
- (3+D+}
= 3+3

GG +2)+5 =

Teniendo la convencion anterior, la propiedad asociativa se puede expresar simbdlicamente de la
siguiente manera:

Para la suma : (a4+bd)+c=a+(b+0),

Para la multiplicacién : (a-b)-c=a-(b-c),

que en el lenguaje ordinario se puede expresar diciendo que el resultado de una suma o multiplicacién
de varios nimeros no depende de la manera como se asocian los sumandos o los factores.

Esta propiedad la que hace que expresiones como % + % +14+(—4)+36 % X % x 1 x (—4) x 3 no
sean ambiguas, a pesar de que se puede proceder a su calculo asociando los nimeros de diversas
maneras.

La importancia de esta propiedad, que en el calculo ordinario pasa desapercibida por nosotros, se
puede ver con la divisién (=) que no es asociativa. La expresién 16 +4 + 3 + 5, a diferencia de las
dos anteriores, si es ambigua pues el resultado depende de la manera como se asocian los niimeros.
Por ejemplo

(16 =4) - (3+5)#£16+ (4+3) + 5.

Una expresion como 845X 7 es en principio ambigua, pues no es claro cudl operacién procede a cudl,
es decir, si el 5 debe sumarse o multiplicarse primero. En la préactica, sinembargo, especialmente
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con el advenimiento de las maquinas de calculo electrénico se han impuesto ciertas propiedades en
la ejecuccion de operaciones. Asi, por ejemplo, se ha establecido la regla de que la multiplicacion es
precedente, lo cual elimina la ambigiiedad de la expresién anterior. Es decir, 8+5x 7 = 8 +35 = 43.
Este convenio hace que las expresiones del tipo —1 + 8 x 5 + % + 2+ % X 7 dejen de ser ambiguas.
Algo semejante ocurre con la expresion 10 + 4 + 3 + 5 que se ejecuta de izquierda a derecha. Es
decir,

16+4+3+5=4+3+5=3+5=

Gl

Propiedad de los elementos neutros

Para la suma: Existe un sélo niimero real que al sumarlo a cualquier niimero real no lo modifica
(elemento neutro de la suma). Este elemento es el cero (0). Simbdlicamente:

a+0=0+a=a, paracualquier real a.

Para la multiplicaciéon: Existe un sélo ntimero que al multiplicar a cualquier ntimero real no lo
modifica (elemento neutro de la multiplicacién). Este elemento neutro es el uno (1). Simbdlicamente:

a-1=1-a=a, para cualquier real a.

Propiedad de los inversos

Para la suma: Dado cualquier numero real a existe un sélo nimero que sumado con él es igual a
0. Este ntimero que se representa con —a, se suele llamar inverso aditivo u opuesto de a.

Para la multiplicaciéon: Dado cualquier niimero real a, diferente de cero, existe s6lo un nimero
que multiplicado con él es igual a 1. Este ntimero que se representa como a ! é %, se suele llamar
inverso multiplicativo o reciproco de a.

El opuesto de 2 es —2 (porque sumado con 2 d4 0), mientras que su reciproco es % (porque multi-
plicado por 2 d& 1)

El opuesto de —3 es 3 (=2 + 2 =0) y su reciproco —2 (=3 x (—=3) =1).

El opuesto de 0 es 0, puesto que 0 es el ntimero que sumado con 0 d4 0 (0+0 = 0). De esta manera
1

—0 = 0. El 0 no posee reciproco. 07! ¢ 5 Do estd definido.
1

El opuesto de 7 es —7 y su reciproco como —

Observe que al escribir —a para denotar al opuesto de a no quiere decir que —a sea un ntmero

negativo. Lo serd si a es positivo, pero si a es negativo, como en el caso de —2, —a = —(—2) = 2 es

positivo. De manera idéntica, el inverso multiplicativo no es necesariamente una fraccién. Si a = 1

2
debe ser claro que ¢~ ! = % = 9.

Resta y divisién entre reales: Utilizando la notacién de opuesto y reciproco es posible definir
resta y divisién entre nimeros reales, en términos de las operaciones de suma y multiplicacién.
Asi a — b se puede definir como la suma de a con el opuesto de b. Simbdlicamente

a—b=a+ (-b).
Se puede escribir, por lo tanto que:
L-vE2=1+(-v2) yaque 4-(-(})=4+1

Por su parte, si b # 0, a + b, se puede definir como el producto de a por el reciproco de b resultado
que también puede representarse como la fracciéon § entre nimeros reales. Simbdlicamente

(= significa definicién).

@M—*

axb=a-b"'=a
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Consecuentemente, se puede escribir que

—1
-1
V2-VB=vax (vV3) =% vy j+-=1ix —z
La definiciéon anterior generaliza el concepto de fraccién racional. No es dificil ver que las opera-
ciones de suma y multiplicacién entre fracciones reales se pueden efectuar como si fuesen fracciones
racionales. En particular se puede demostrar que

a c ad + cb

b + d b
cumpliendo ademds las mismas propiedades formales.

SallS]
aulo
o
QU

5) Propidedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma

Esta propiedad, que muestra que hay una coherencia operativa entre la multiplicaciéon y la suma
entre reales, se expresar de la siguiente manera:

a-(b+c)=a-c+a-c, paraa,b,cnimeros reales.

O sea, que el producto de una suma por un nimero, es igual a la suma de los productos de dicho
numero por los diferentes sumandos. La aplicacién de esta propiedad de derecha a izquierda de la
igualdad (sentido contrario de la distribucién) se suele denominar “extraer factor comin”. Asi, por
ejemplo, en la transformacién

15 x 110 = 15 x (100 4+ 10) = 15 x 100 + 15 x 10 = 1500 + 150 = 1650.

Se utiliza la propiedad distributiva en forma directa, mientras que en la simplificacién de la fraccién

real ) ( )
a‘ + 2a ala + 2

= = 1 2 0’

) p—— a, sia+2#

se aplica en sentido contrario, extrayendo a como factor comun.

1.3.3. Observaciones y ejemplos complementarios

Las propiedades que hemos enunciado anteriormente, expresan las caracteristicas algebraicas esenciales
de la suma y la multiplicacion entre reales y caracterizan, por lo tanto, su estructura algebraica. Es decir,
a partir de ellas, mediante razonamiento deductivo de carédcter 16gico, es posible construir demostrar
todos los conceptos y propiedades que utilizamos en el manejo aritmético de los nimeros reales y en
general en el dlgebra. Ellas estan, por lo tanto, en la base de todos los procesos aritméticos y algebraicos
que utilizamos, s6lo que, por su familiaridad, tienden a pasar desapercibidas.

El poder identificar el papel que ellas juegan en nuestros célculos aritméticos y algebraicos es importante,
no sélo desde un punto de vista formal, sino que también puede conducir a agilizar y simplificar nuestros
operaciones. Los ejemplos que se mencionan a continuacién muestran algunas situaciones de calculo,
familiares al estudiante, en las cuales alguna de las propiedades formales mencionadas juega un papel
importante.

i) Compruebe que si una persona en un primer perfodo pierde el 30% de su peso y en un segundo
periodo el 10%, el peso final de la persona sera el mismo si se invierte el orden de los puntajes de
reduccién.

Si w es el peso inicial de la persona al término de la primera reduccién su peso w x 0,70 y al
término de la segunda reduccién es (w x 0,70)0,90. Combinando la propiedad asociativa con la
conmutativa, se puede escribir

(w % 0.70)0.90 = w(0.70 x 0.90)
= w(0.90 x 0.70)
(w x 0.90)0.70.
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Pero la expresién (w x 0.90)0.70 d& el peso final de la persona cuando pierde en el primer periodo
el 10% de su peso y en el segundo el 30%.

ii) Es interesante observar que la propiedad distributiva, y en general las diferentes propiedades for-
males, pueden ser utilizadas para facilitar un célculo mental en algunos casos especificos. Asi la
multiplicacién 15 x 110 se puede expresar como 15 x 100 4 15 x 10 que permiten un célculo mental
rapido de la multiplicacién propuesta. Otro caso semejante puede ser 201 x 35, en el cual la expre-
sién de la derecha es facil de calcular mentalmente. en el caso 25 x 17 x 4 si se intenta en el orden
propuesto es una multiplicacién més o menos larga, pero si se conmuta el orden y se asocia 25 con
4 no es dificil ver, mentalmente que el resultado es 1700. Y asi muchos casos maés.

iii) Inversos y ecuaciones. Un uso importante de los inversos operativos de la suma y multiplicacién
entre reales se puede apreciar en la solucién de ecuaciones. Tomemos el caso de la ecuacion de
primer grado en una incégnita cuyo método de solucién debe conocer el estudiante. Por ejemplo,
queremos calcular los nimeros x, para los cuales se cumple

%x—kx/izl—%x.

Para resolver esta ecuacion el estudiante procede agrupando en un lado de la ecuacion los términos
afectados por z y en el otro los términos independientes o libres de x, para lo cual utiliza el principio
formal de que un término que estd sumando se puede pasar al otro lado de la igualdad cambiando
su signo. Se tiene asi la expresion

)
%x—i—%x:gx:l—\/i.

Despeja luego x, liberdndolo de coeficientes numeéricos, para lo cual utiliza el principio formal de que
un coeficiente que esté multiplicando pasa al otro lado de la igualdad a dividir y si esta dividiendo
pasa a multiplicar. Obtiene, asi, la expresién siguiente que da la solucién de la ecuacién

x:g(l—\/i).

Estas reglas utilizadas para “trasladar” términos de un lado a otro de la ecuacién son, en realidad,
aplicaciones directas de la propiedad uniforme y de la existencia de inversos operativos, tal como
se indica a continuacion

%x +v2=1- %ac

Sumando a ambos lados de la igualdad %x, o sea el opuesto de f%x, por la propiedad uniforme, se
obtiene la igualdad
(ot o) +VE= 1+ (o + o).

Reiterando esta operacién con —v/2, o sea con el opuesto de v/2, se obtiene la igualdad

%le—\/i.

Finalmente, multiplicando ambos lados de la ecuacién por g, es decir por el reciproco de %, se

obtiene la solucion
T = g (1 — \/Q) .

Este ejemplo se podria expresar en forma més general diciendo que gracias a la existencia de los
inversos operativos, la ecuacion de primer grado de la forma

ar+b=cr+d, cona#c,

tiene siempre solucién tnica en los reales, solucién que estd dada por

b—d

T .
c—a

En el capitulo sobre Algebra haremos un tratamiento mas sistematico sobre la solucién de ecuaciones.
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1.3.4. Resumen

La siguiente tabla resume las propiedades que definen la estructura algebraica de los ntimeros reales.

| Para la suma [ Para la multiplicacion | Propiedad ‘
a=b a+c=b+d a=b a-c=b-d Uniforme
c=d c=d
a+b=b+a a-b=b-a Conmutativa
(a+b)+c=a+(b+c) | (a-b)-c=a-(b-c) Asociativa
a+0=0+a=a a-1=1-a=a Neutros operativos
1 I .
a+(—a)=—-a+a=0 6 -—=_-a= 1 Inversos operativos
a-(b+c)=a-b+a-c Distributiva de la multi-
plicacién respecto de la
suma

1.3.5. Algunos teoremas sobre los nimeros reales

Un propésito muy importante en esta seccién es el de ilustrar el método deductivo, con base en el
cual se organiza (aunque no necesariamente se produce) el conocimiento matemédtico. Se aspira a que el
estudiante aprenda a distinguir cudndo un determinado resultado o teorema ha sido demostrado y cuando
no lo ha sido y a que amplie su experiencia con diferentes tipos de demostracién, especialmente el tipo
directo, el método de contraejemplo, y el indirecto sobre los cuales se trato en la unidad 1.1.

Por otra parte, los resultados que se demuestran son importantes en si mismos y han de servir para
fundamentar mejor nuestro razonamiento algebraico.

Teorema 1.3.1. Para cualquier nimero real a, a-0=0-a = 0.

Demostraciéon. En efecto, se puede escribir:

a-0+a-0=a(0+0) Propiedad distributiva
=a-0 Propiedad del cero

Restando a - 0 a ambos lados de la ecuacién y utilizando la propiedad uniforme, se obtiene
a-0=0.
La igualdad a -0 = 0 - a se sigue directamente de la propiedad conmutativa. i

Observacién 1.3.1. El teorema [1.3.1] es familiar al estudiante, y por ello mismo puede sorprenderle,
o parecerle innecesario, que desde el punto de vista matemdtico requiera de una demostracion. Cu-
riosamente, frente a expresiones del tipo %, por ejemplo, el estudiante no siempre presenta la misma
sequridad. Solo hay que observar que % se puede escribir como una expresion del tipo 0 - a tomando a
como % Por lo tanto,

% =0 x % = 0.

(Esta conclusion se puede obtener también aplicando directamente la definicion de 0).

Teorema 1.3.2. Sean a y b nimeros reales arbitrarios.

i) —(—a)=a
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De acuerdo con nuestras observaciones sobre el axioma de los inversos (pag. [44) este teorema no es el
que el estudiante conoce como ley de los signos, aunque lo incluye como caso particular. En este sentido
vale la pena subrayar que a y b son nimeros reales arbitrarios positivos é negativos.

Demostracion.

i) Basta interpretar la propiedad del opuesto:

a+(—a)=-a+a=0.

En este caso la igualdad dirfa que el nimero que hay que sumarle a “—a” (y que por lo tanto es
su opuesto —(—a)) para obtener 0 es “a”. Es decir a es el opuesto de —a y por lo tanto se puede

escribir —(—a) = a.
ii) Se necesita demostrar que (—a)b es el opuesto de ab, es decir que (—a)b + ab = 0. En efecto

(—a)-b+a-b=(—a-+a)-b Propiedad distributiva

=0-b Propiedad del opuesto
=0 Teorema [[.3.1]
La parte a(—b) = —ab se demuestra de la misma forma. (Hégalo).

iif)
(-1)a=—(1-a) Teoremall.3.2](ii)
iv)

(—a)(—=b) = a(—(-b)) Teorema [1.3.2] (ii)
=ab Teorema (i)

(-1)(-1)=1x1=1 Teorema[l.3.2] (iv). N

En la demostracién del teorema[I.3.1] se utilizan exclusivamente las propiedades distributiva, propiedad
del cero y propiedad uniforme para alcanzar el resultado a - 0 = 0. En la demostracion del teorema
partes i) y ii), se utiliza ademé&s de algunas propiedades formales dadas para los nimeros reales, el
teorema ya demostrado. En las partes iii), iv), v) las demostraciones se apoyan en los resultados
parciales demostrados previamente.

En la demostracion del resultado siguiente, se procede también por demostracién directa.
Teorema 1.3.3. a-b=0 si y solo sia=006b=0.

Demostracién. Sia =06 b= 0, entonces a-b = 0 segin lo afirma el teorema[I.3.1] ya demostrado. Se
requiere demostrar, solamente, que si a - b = 0 es porque debe ser a =06 b = 0.
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Se puede suponer que a # 0, pues si no lo fuese estariamos en el caso anterior. Ahora bien, si a # 0,
entonces existe su inverso multiplicativo a~! y, por lo tanto, multiplicando ambos miembros de la igualdad
a-b =0 por él se puede escribir

ala-b)=at-0=0 Teorema [[3.11]

(ata)b =0 Propiedad asociativa

1-6=0 Propiedad del inverso multiplicativo
b=0 Propiedad del uno i

El teorema tiene una aplicaciéon importante en la solucién de ciertas ecuaciones. Asi, por ejemplo,
cuando se plantea una ecuacion de la forma

(z—1)(z+3) (x—\/i):Q

se pregunta por los valores de z que hacen vélida la igualdad. El resultado que acabamos de demostrar,
dice que tales valores se encuentran igualando a cero los diferentes factores. Es decir, que

(z—1)(z+1) (x—ﬂ)zo

siysélosiz—1=06z+ % =06z —+2=0, lo cual nos permite concluir que las soluciones de la
ecuacién propuesta vienen dadas por x =1, x = f%, x =2
Se puede expresar esta observacion en forma més general diciendo que para resolver una ecuacién de la
forma,

p1(x) X pa(x) X p3(x) X -+ X py(x) =0,

sus soluciones se obtiene resolviendo separadamente las ecuaciones p;(z) =0, p2(x) =0,..., p,(z) =0.

1.3.6. Potencias enteras

En el proceso de desarrollar deductivamente la aritmética, y el dlgebra, a partir de las propiedades formales
que caracterizan su estructura algebraica, se da también un proceso constructivo con la definicién de
nuevos conceptos cuyas propiedades también son objeto de demostracion. El simbolo siguiente introduce
una operacion muy importante en la matemaética, la cual hemos de generalizar mas adelante.

Sea a un numero real arbitrario y n un entero no—negativo. Se define el significado de los simbolos a™ y
a~ ™ de la siguiente manera:

a® = 1, cuando a # 0 (el simbolo 0" no se define).
n
—_—
a” = axax---Xa, paran > 0.
_ _ 1 Lo .
a”" = (a™)t = —, es decir, a” " es el reciproco de a”.
a

Asi, por ejemplo:

(8)' =4 b

1 1 1
3/ 73 :

3x3x3x3 _ 81

1 1 _
3 X 3=

1

Puesto que 3 x 3 x 3 x 3 = 3%, también se puede escribir que (§)4 =

1
37.
1

—4 . . . . .
(g) se puede calcular de inmediato, conocido el resultado anterior pues se sabe que el reciproco de

(%)4, es decir de g7. Por lo tanto (%)_4 = 81.

Aplicando la definicién de a="

, se llega al mismo resultado de la siguiente manera:

(%)74 = 1

(5)

—
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Como (%)4 = X 3= 8%7

1
3

W=
Wl
W=

se tiene
— 1
)= < =38l
(

( T

&)
Resulta 1til observar los siguientes hechos que se desprenden directamente de las definiciones dadas. Los
simbolos a, b denotan niimeros reales y n es un entero positivo.

W=

Puesto que por definicién:

Puesto que por definicion:

Puesto que

O g~ w) - (=)

Observe, finalmente, que como todo niimero entero negativo es de la forma —n, con n entero positivo, las
expresiones anteriores definen el simbolo a™, para cualquier entero n y cualquier real a, excepto el caso
0% que no tiene definicién.

Teorema 1.3.4. Sean a y b nimeros reales y m y n enteros. Se tiene que:

iii) (ab)" = a™b™.

Es fundamental que el estudiante tenga una correcta interpretacién de lo que afirman estas igualdades,
pues sobre ellas se fundamenta todo el cdlculo con potencias y su validez sigue igual para las potencias
con exponentes racionales e irracionales.

Demostracion.
i) ama™ = g™t

Esta primera propiedad se puede expresar en lenguaje ordinario diciendo que el producto de dos
potencias de igual base es igual a la potencia que tiene igual base y cuyo exponente es la suma de

los dos exponentes de los factores. Asi (%)3 . (%)4 = (%)7, 727757 = 72 =70 —

Para demostrar esta propiedad se consideran diferentes casos:
Casol: m =0 6 n = 0. Suponiendo que m =0

ama" =a’a" =1-a"=da"=a mn



El caso n = 0 es exactamente igual.
Caso 2: m y n positivos.

m n

ama" = (axa---xa)(axa---x a)Definicién del simbolo a™

m—+n
—N—

=(axa-xa)=am"

Propiedad Asociativa y
Definicién del simbolo a™

Caso 3: m y n negativos.

En este caso m y n son de la forma m = —r y n = —s, siendo r y s enteros positivos. Se puede
escribir
m n —r _—s 1 1 . eg ’ n
a™a" =a""a = — Definicién del simbolo a
a” a®
1 1 Producto entre fracciones y
T ara’ T arts caso 2
_ g (rts) _ (=) Definicién del simbolo a™™ y
representacién de m y n
— am+n

Caso 4: m y n signos diferentes.

Suponiendo que m es positivo y n es negativo de la forma n = —r y que m+n = m —r es positivo.
(m mayor que 7). Se puede escribir

- a . .
a™a" =a"a"" = — Definiciones
a
T .
_(a m—r _ m—r Caso 2. Propie-
=(—=)-a =1xa o
a” dad asociativa
_ m+(—r) m-+n

m m . .
a"a" = ama-" = & _a 1 Caso 2. Propiedad
a’ am qr—m Asociativa
1 —) N .
= — —a Definicién simbolo a
pr=
_ am-i-(—?") —gmtn

El caso m negativo, n positivo se resuelve de manera idéntica.

(am)n — amn

Esta propiedad dice, en el lenguaje ordinario, que el resultado de elevar una potencia entera a™ a
un exponente entero n es una potencia que tiene la misma base y cuyo exponente entero n es una
potencia que tiene la misma base y cuyo exponente es el producto de los exponentes m y n. Asi

(34)3 — g4x3 _ 312’
(31)7% = 31X(-3) Z 3712 Z 3(-x3 _ (371)3

Dejamos la demostracién de esta propiedad como ejercicio.
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iii)
(ab)" = a"b™.
En el lenguaje ordinario esta propiedad expresa que el resultado de elevar una potencia entera un
producto de ntimero reales es igual al producto de las potencias que se obtienen de elevar cada
factor a la misma potencia entera. Asi:

(5) =5

(3%72)_5 _ (375) . (7?72)_5 — 37 5,(=2)x(=5) _ 3=5_10 _ 7r3150'
Para la demostracién de esta propiedad se consideran diferentes caso como en i).
Caso 1: n = 0. Ambos lados de la igualdad son iguales a 1.
Caso2: n positivo
(ab)" = (ab) x (ab) x --- x (ab)

n n

Definicién del
simbolo a™

Propiedad asociativa

= (axax---xa)(bxbx---xb) y conmutativa

Caso 3: n negativo. En este caso, n serd de la forma n = —r, con r entero positivo Se puede
escribir:
_ 1 ,
(ab)" = (ab)™" = @by Definicién del simbolo a™
a
1
= Caso 1
a” - b"
1 1 iy Producto entre fracciones y
= —— = a’'b s . z
am br definicién del simbolo a™"
= a"-b" 1

Presentamos a continuacion, algunos ejemplos en los cuales se combinan varias de las propiedades ante-
riores. En cada caso, la expresiéon dada debe simplificarse lo méximo posible y en la expresion final sélo
deben aparecer exponentes positivos.

i)
(orara(s7?) - (2%) "2x312%42% (232

4-2%6-% (22)=2x(2x3)~1

276.2x342242%2.272.372
2-4x2-1x3-14

275x342%420.372
2-8x3—4

= (27°x3+2°+377)2%.3¢
= 2°.3°429.3142%.3°
= 2°.3°(3°+27-32+2°).

ii)

(324)2 n 924 _ 324><2 n (32>24 _ 325 n 325 9. 325.
iif)

SUTELSLTE = (574744 45°77%) 5% 7
5x T 4+4x5° -7 4+58%x7
= 5ExT 44x5°x7+58xT.
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1.3.7.

Ejercicios

En los ejercicios 1 al 23 responda verdadero o falso
y justifique su respuesta.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

. Para todo a,b,c € R, b # 0, f—f—g az—c.
a c
Paratodoa,b,ceRb;&O;Ad54_&:

a—+c
b-d’

Para todo a,b,c € R, (a—b) —c=a— (b—c).

La ecuacién ax + b = cx + d siempre tiene
solucién en R.

. 0 . .
La fraccién real — no tiene sentido

V3

Para todo a,b,c € R, (a +b) +c=(a+c¢)+
(b+c),c#0.

Para todo a,b,c € R, a+ (b+¢) = (a+c) +
(a+c).

Para todo a € R existe x € R tal que 0-z = a.

El reciproco de 2 — a, si existe, es % - —.
a

El numero

tiene reciproco para todo

z € R.

El reciproco de todo nimero entero es un
nimero entero.

El reciproco de todo nimero racional es un
nimero racional.

El reciproco de todo niimero irracional es un
nimero irracional.
-1

Al efectuar el calculo se obtiene 372.

1
3—1

La cuarta parte de la quinta parte de 20 es

igual a la quinta parte de la cuarta parte de
20.

27 . 2M = 4™™ para todo n,m € Z.
3™
3-(2)" = 3-2" para todo n,m € Z.

= 3"*™ para todo n,m € Z.

2" 4 2m = 27+ para todo n € Z.

3" + 3" = 3"*! para todo n € Z.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

Si n es un entero par, (—a)”
a€R.

= a” para todo

Si n es un entero entonces (—a)”

todo a € R.

(B =%

= —a" para

Calcule mentalmente los resultados de las
siguientes operaciones y luego explicite, por
escrito, el proceso seguido, indicando las
propiedades formales utilizadas.

22 % 125, 33 x 12, 12 x 17 x 5, 22 x 15+ 3 x 15,
17 x 18 + 3 x 36.

Si la suma fuese distribuida respecto de la
multiplicacion cudl seria el resultado de la
siguiente operacion:

3+ (3% 7).

Determine si las siguientes igualdades son
vélidas. Si una igualdad es vélida, establezca
qué propiedades de los ntimeros reales la jus-
tifican, si no lo es diga qué propiedad ha sido
mal utilizada.

)
)
(c) 3(a+b)=12a+b
(d) B+é+2=2+12+2
(e) 12— (8—1)=(12-8)—1
O (=5 2= gy

En cada caso, dé los inversos multiplicativos
(reciproco) y aditivo (opuesto), si existen, de
los nimeros que se indican a continuacion.
Las letras a y b denotan nimeros reales ar-

bitrarios.
0,1, %, —3, —0.25, (0.25)%, V3, V1+ 2
(4)° (1 + )", 2“‘ ;_1

.

De las siguientes fracciones cuéles representan
un numero real.
6 0 6 671 0 0

00676 610 (2) (2) 1 3
Diga cuéles de las siguientes propiedades son
validas para la resta en tres reales: la aso-
ciativa, la conmutativa, la distributiva de la
multiplicacién respecto de la resta. Justifique
su respuesta.



30.

31.

32.

Efectie las operaciones indicadas (justifique
cada paso).
i) (—=2)3(4—2)+6]+5[-2(-3+8)+9].
ii) 2 [16(—2+4) —30(% — 2)]+2[(4 - 8)67
—(97 — 4m)3]
iii) (16 = 8) + 2.
iv) —6[3(28+24) —12(3 - 3)] — 4((7

—-3)9 — 16].
11
1+1
V)1+§
1+(1+2))
vi) — [ Z\37"a
) ( 3+1+1%

Suponga que debe efectuar los céalculos que
se indican utilizando una calculadora que
no tiene incorporado el sistema de prelaciéon
usual entre operaciones. Introduciendo
paréntesis indique la manera como deberia or-
denar estos calculos y efectiie las operaciones
utilizando “paréntesis” en la calculadora. Re-
alice luego los mismos célculos “de sequido”
con la calculadora y compare los resultados.
Deben ser iguales. Para facilitar la escritura
transforme las “barras” de las fracciones por
el simbolo +

() 3+ x3+%
(b) —1+8x5+1+2+3x7
(¢c) 120+4+6+5
3 _248x5
(d) %+§5><4><1,5—4
1
(e) 7523% +1.25 x 0.68

1,17

En los siguientes ejercicios simplifique las ex-
presiones dadas utilizadando al méaximo las
propiedades de potencias. Dé las expresiones
finales en términos de potencias enteras con
exponentes positivos.

()
(b)
(c)
(d)
)
)

23.9-4

.39

b2 . b_2, b#0
.45 .46
.54 .56

(=2)*+(=4)*
(-1)°
(=2)°+(=1*
(=1)
4724274
8—1

o

e

(
(f
(2)
(h)

54

Ix 77437774
4x52+3x5P%+2x573

6 x 52 + 500 x 51
[ Cudl es la respuesta en los caso 1. y m.
si 3 se sustituye por a y 7 se sustituye
por b?
(—2a2bc’4) (5a
3z2y®  2xy?
4732 625
(790 y+ 37! 2)

(27"3 vp_1)3
(5r—3sv2p)_2

71b365)

33. Encuentre la solucién de las siguientes ecua-
ciones justificando los pasos:

(a) bz + 4 = 23
(b) 4z — 13 =5z + 8
() (x+3)(z+2)=0
(d) Bz —8)(6x+7)=0

34. En un zooldgico hay 500 animales y el 20% de
éstos son aves. Se sabe que el 30 % de las aves

son pericos.

a. ;Cudantos pericos hay en el zooldgico?

b. ;Qué porcentaje de los animales del zo-
olégico no son pericos?

c. ;Qué porcentaje de las aves del zooldgico
no son pericos?

Veinte litros de una solucién contienen 20%
de cierta sustancia quimica. ;Qué cantidad
de agua debe agregarse para que la solu-
cién restante contenga 15% de la sustancia
quimica?

35.

36. Haga los siguientes célculos utilizando la no-

tacién cientifica:
a. 2100000000 x 0,0000000033.

b. 840000000 x 0,00000021.
81000000

C. 3.
(0,0000002)



37.

38.

39.

(300000)*
" (8000000)°
. (160000)° x (12100000)
(0,00000011)*

Demuestre utilizando la  definicién de
reciproco que 17! = 1 (el reciproco de 1
_1\—1!

es 1) y que (a ) =a.

Utilizando la definicién de la resta a — b, las
propiedades formales de la suma y la multipli-
cacion y los resultados sobre nimeros reales
estudiados en esta unidad, demuestre que:

i) (a=b)+(b—c)=a-c.
i) —(a+b)=
iii) —(a—b) = —a+b.

iv) a(b—c) = ab—ac.

Siguiendo un procedimiento semejante al uti-
lizado en esta unidad para demostrar a™-a” =
a™ ™ demuestre que (a™)" = a™" con a real,
m, n enteros.

Los ejercicios siguientes pueden ser utiliza-
dos para demostrar que las fracciones reales
tienen las mismas propiedades que las frac-
ciones racionales.

Utilizando la definicién que se da la fraccién
real 7 demuestre las siguientes proposiciones:

. a — a
V=5 70

55

ii)% i S b#0,c40
iii)%+§—ad+bc b#0,d#0.
V) 2 x5 = b0, dAQ.
a c ad
0 () () thaeneraaso

b
=—,a#0,b#0.
a

40. En cada uno de los ejercicios siguientes efectiie

las operaciones que se indican hasta obtener
una fraccién real simplificada. Identifique las
fracciones racionales.

) Z2(3+

ii) f—(

iii)

Wit
—
o
[\v]
[SJ[eY
S—

St
<waa

)

+ff>

ot

S

I

S

+
%

Sl
+
olw
[e]]e]
g3

iv)

v)

a@ww

—
[,

><3‘[

\
><

vi) 51

5 14 (057"

© w

t

vii)

viii) (0.16 — 1) ( L

—/0.16 1+\/0 16 )



1.4. Los numeros reales como sistema matematico: El orden

1.4.1. Los axiomas de orden

El orden, que es el otro elemento constitutivo del sistema matematico de los niimeros reales, es inherente
al concepto mismo de ntimero real.

Cuando se dice que hay un orden en R se quiere decir que existe un criterio que permite comparar niimeros
reales y decidir, de dos niimeros arbitrarios diferentes, cudl es “el menor” (o “el mayor”).

Desde un punto de vista practico, la comparacién de las expresiones decimales de dos numeros reales
permite concluir rdpidamente cual de los dos es mayor. Lo mismo sucede con la representacién en forma
de fraccién (ver ejercicios).

En la seccién hemos visto cémo, mediante la representaciéon geométrica, se introduce un orden
natural en el conjunto de ntimeros reales. Recordemos que el cero en la recta numérica divide al conjunto
de nimeros reales en tres conjuntos disjuntos: los reales positivos (a la derecha del cero), los reales
negativos (a la izquierda del cero) y el conjunto cuyo inico elemento es el cero. Si un nimero real z es
positivo escribimos x > 0 y si es negativo, < 0. (Figura 15).

Reales negativos Reales positivos
| | |
b 0 a
b<0 a>0
Figura 15.

Hemos definido el simbolo < de la siguiente manera:

si x e y son dos numeros reales, x es menor que y (6 y es mayor que x), y escribimos z < y
(oy > x), siysolosiy— x es positivo. Simbdlicamente:

r<y<=y—z>0.

En esta unidad veremos que con un pequeno ntimero de propiedades se puede caracterizar la relacién de
orden entre niimeros reales, como en el caso de las operaciones de suma y multiplicaciéon. Es decir, a
partir de ellas, mediante razonamiento deductivo utilizando las propiedades y teoremas ya
establecidas de las operaciones entre reales, se pueden deducir las propiedades del orden.

Las propiedades formales son tres: la ley de tricotomia, la propiedad clausurativa de los nimeros
positivos y la propiedad del extremo superior (o supremo).

Presentamos inicialmente las dos primeras dejando para més adelante la presentacién de la dltima.

La primera propiedad se refiere al hecho de que los nimeros reales se clasifican en positivos, negativos y
cero. Este hecho, usualmente conocido como la ley de tricotomia, se enuncia de la siguiente manera:

P1) Propiedad de la tricotomia. Dado un ndmero real a arbitrario, a es positivo, a es negativo o a
es cero.

Simbdlicamente se escribe:
MaeR)(a>0Ya<0Ya=0)

o equivalentemente
MaeR)(a>0Y —a>0Ya=0),

que se deduce de la anterior usando la definicién del simbolo <.
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La segunda propiedad, con la que estamos familiarizados se expresa de la siguiente manera:

P2) Propiedad clausurativa de los reales positivos respecto de la suma y la multiplicacién.
Cuando sumamos o multiplicamos dos niimeros positivos obtenemos un nimero positivo.

Simbdlicamente se escribe asf:

a>0ANb>0=—=a+b>0Aa-b>0

En lo que sigue escribiremos a < b para indicar que a < b 6 a = b. También usaremos la abreviacién
a < ¢ < b para indicar que a < ¢y que ¢ < b.

1.4.2. Intervalos

Utilizaremos la siguiente terminologia para referirnos a los siguientes conjuntos de nimeros reales que se
agrupan bajo el nombre genérico de intervalo.

Intervalos finitos cerrados.
[a,0] ={z e R |a <z < b}

Intervalos finitos abiertos.
(a,b) ={x eR|a <z <b}

Intervalos finitos semiabierto o semicerrado.
(a,)) ={x €R|a <z <b}

[a,0) ={z €eRJa <z < b}

Intervalos infinitos cerrados.
(—o0,a]l ={zreR|x<a}

[a,00) ={z €R |z >a}

Intervalos infinitos abiertos.
(a,00)={xeR|z>a}

(—o00,a)={zeR |z <a}

(—o0,00) =R

1.4.3. Algunos teoremas importantes relacionados con el orden

Antecedemos la presentacion de algunos teoremas sobre el orden con una observacién que consideramos
importante. En matematicas las palabras “relacion de orden” tienen un significado muy preciso. El
simbolo “<” cuyo significado hemos definido anteriormente, es, matematicamente, una “relacion de
orden” en cuanto que permite establecer una conexién especifica entre pares de niimeros reales que tiene
las siguientes caracteristicas o propiedadesﬂ

i. Propiedad reflexiva:

ii. Propiedad antisimétrica:
a<bAb<a=—a=0Db

6En este sentido es posible establecer muchos tipos de relaciones de orden entre diversos objetos matematicos. Compruebe
por ejemplo que “inclusion” (C) define una relacién de orden entre conjuntos (ver ejercicios).
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iii. Propiedad transitiva:
a<bAb<c=—a<e¢

Estas propiedades son intuitivamente obvias para el estudiante y pueden parecerle triviales, pero son muy
importantes desde el punto de vista logico y estan presentes en muchas demostraciones matematicas.
Estas propiedades, en realidad, pueden demostrarse como un primer teorema del orden entre ntimeros
reales que se deduce a partir de las dos propiedades formales que hemos enunciado. Omitiremos, sin
embargo, esta demostracién (Ver ejercicios).

Teorema 1.4.5. Sean a, b, ¢ y d nimeros reales.

i. Sia<byc<dentoncesa+c<b+d.

(Dos desigualdades se pueden sumar término a término sin que cambie el sentido de la desigualdad).

ii. Sia<byc>0 entonces ac < be.
(Los dos miembros de una desigualdad pueden ser multiplicados por un nidmero no negativo sin que
cambie el sentido de la desigualdad).

iii. Sia<byc<0 entonces ac > be.

(Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican por un nidmero no positivo el sentido de la
desigualdad se invierte).

iv. Si0<a<by0<c<d entonces 0 <ac<bd

v. S1a<b<0yc<d<0 entonces ac>bd >0
Demostracion.

i. Por hipétesis se tiene que b —a > 0y d —c > 0 y por la propiedad clausurativa de los nimeros
reales se concluye que (b—a)+(d—c) = (b+d)— (a+c¢) > 0 o, lo que es lo mismo, que a+¢ < b+d.

ii. Por hipoétesis se tiene que ¢ > 0y b—a > 0 y por la propiedad clausurativa de los reales positivos
se concluye que ¢(b—a) = cb— ca > 0 o, lo que es lo mismo, que ac < be.

iii. Por hipétesis se tiene que —c > 0y b—a > 0 y por la propiedad clausurativa de los reales positivos
se concluye que —c¢(b — a) = ac — be > 0 o, lo que es lo mismo, que ac > be.

Las proposiciones iv. y v. que son consecuencias de la ii. y iii., las dejamos como ejercicio (Ver ejerci-
cios). 11
Conviene ilustrar aqui como el teorema tiene aplicaciones a la solucion de inecuacionesﬂ Supong-
amos que se quieren determinar los valores que puede tomar x que hacen valida la siguiente desigualdad
x x
—+8< = +4.
2 -3
En términos conjuntistas se quiere determinar el conjunto
x T
zeR 7+8<—+4}.
{remigrs<g

La estrategia para resolver este tipo de ecuacion lineal es igual a la que se sigue para resolver una ecuacién
lineal y que consiste en primera instancia en trasladar todos los términos afectados por x a un lado de
la desigualdad y los términos independientes de x en el otro lado. Luego se despeja x liberandola de su
coeficiente para obtener la solucién final.

7Como en el caso de las ecuaciones un tratamiento sistemético sobre la solucién de inecuaciones se hard en el capitulo
sobre algebra

58



Las transformaciones anteriores se fundamentan en el teorema que acabamos de demostrar y se
pueden realizar de la siguiente forma: Por la parte i) del teorema y la propiedad reflexiva del orden
se puede primero agregar a ambos lados de la desigualdad —% y luego —8 sin que se modifique el sentido
de la desigualdad para obtener los siguientes resultados:

z +8 < d +4 Sumando término a término
2 3
T T
R Gt
3~ 3
573 +8<4 Sumando término a término
-8 < -8
r
Z 2 <4-8
2 3~
Se obtiene la desigualdad
T« 4
6 S

Utilizando la parte ii. del teorema se puede multiplicar ambos lados de la tltima desigualdad por
6 sin modificar el sentido de la misma, para obtener el siguiente resultado:

r < —24.

Esto quiere decir que todo numero real x no mayor que —24, satisface la desigualdad propuesta. En
terminos conjuntistas la respuesta se puede escribir en la forma

{r eR|x < -24} = (—o0, —24].

Vale la pena observar que en la primera transformacién se ha podido trasladar e término 5 al lado derecho
de la desigualdad y 4 al lado izquierdo para obtener:

8743%337%33,

1< -2
=75

En este caso, si en lugar de multiplicar por 6, multiplicamos por —6, el sentido de la desigualdad se
invierte, de acuerdo con la parte iii) del teorema para obtener

—-24 > x
Que es, naturalmente, el mismo resultado anterior.

Teorema 1.4.6. Sean a, b nimeros reales

a-b>0<= (a>0Ab>0)d(a<0Ab<O).

El resultado consignado en este teorema es el que el estudiante conoce como la ley de los signos. Este
dice que el producto a - b de los niimeros a y b es positivo en el caso que a y b posean el mismo signo.

Demostracion. Procedemos primero en la direccién <. Se puede escribir

Segunda propiedad formal de .
orden
Sia<0yb<0entonces —a >0y —b>0. Ley de tricotomia.

) _ Teorema y segunda propie-
(=a)(=b)=a-b>0 dad formal de orden.

Sia>0yb>0entoncesa-b>0

Hemos demostrado que si a y b son del mismo signo entonces a-b > 0. i
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Demostramos ahora la proposicién reciproca (=>). Sea a -b > 0, y asumamos que a > 0. Se debe
demostrar que b > 0.

Si fuese b < 0, se tendria —b > 0 Ley de tricotomia,

a(—b) = —a-b>0 Esogféléi y segunda propiedad formal

sa-b<0 Teorema
Lo cual contradice la hipétesis sobre a - b. Se concluye entonces que b > 0.

Asumamos ahora que a < 0. Procediendo como antes, demuestre como ejercicio que tiene que ser b < 0.
No es dificil ver que la situacién a = 0 no puede darse (;porqué?). En conclusion, si a - b > 0 entonces
una de las dos situaciones se cumple a >0y b > 06 a <0y b <0, que es justamente lo que se queria
demostrar. i

Corolario 1.4.1. Si a es nimero real diferente de 0, entonces a®> > 0, en particular se tiene que 1 > 0.
(El cuadrado de todo nimero diferente de 0 es positivo).

Demostracién. Reemplazando b por a en el teorema es obvio que ambos factores poseen el
mismo signo. Por otro lado, como 1 = 12 entonces 1 > 0. I

1

Corolario 1.4.2. a y a= son simultdneamente positivos o negativos.

Demostracién. El corolario es inmediato del teorema pues aa" ' =1>0. I

Este corolario se puede expresar también escribiendo
. P |
a>0 siysélosi — >0
a

El teorema [[.4.6] y sus corolarios tienen también implicaciones muy importantes en la solucién de in-
ecuaciones que ilustramos con dos casos sencillos.

Supongamos que se quieren determinar los valores de x que hacen valida la siguiente desigualdad

1
-] >0.
T <x + 2) >
Es decir, se quiere determinar el conjunto
1
zeR|z|z+ 3 >0;.
Lo primero que se puede observar es que la igualdad
+ ! 0
zlx+ =)=
2
es vélida para los casos z =0 6 © = —3.

Consideremos ahora x (m + %) > 0. Aplicando el teorema se puede escribir

1

z(x4+3) >0 (2>0yxz+4>0) 6 (x<0yz+35<0)
Transformando cada uno de los términos a la derecha de la doble implicacion se tiene
>0y (m+%)>0<:>x>0yx>—%<:T>x>0

Puesto que si x es mayor
que 0 ciertamente es ma-
yor que —1 (Figura 16)
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z>0

Figura 16.

<0y (m+%)<0<:>x<0yx<—%<?x<—%

Puesto que si z es menor
que —% ciertamente es
menor que 0 (Figura 17)

1
r < 2

Figura 17.

Se puede concluir entonces, incluyendo los valores t =0y x = —%, quesiz >06z < —%, la desigualdad

propuesta es valida. En términos conjuntistas esto quiere decir que
{zeR|z(z+3)>0} = {zeR|z>0U{zeR|as< -3}
= [0,00) U (o0, —3].
Graficamente esta solucién se puede visualizar en la recta numérica asi

/

|
/] N

1
2

[SIE

Figura 18.

Es importante observar que todo el proceso de transformaciones puede seguirse manteniendo un lenguaje
conjuntista, que aunque mas tedioso, en lo que a escritura se refiere, ayuda a dar claridad a todo el

proceso.
{zeR|z(z+1)>0}=
= {zeR|z>0yz+3>0}U{zeR|[z<0yz+4i<0}
U{zeR|z(z+3) =0}
= {zeR[z>0yz>-1}U{zeR|z<0yz< -1}
U{zeR|z=06z+1=0}
Transformando separadamente cada conjunto se tiene:
{zeR|z>0yz>-1}=
= {zeR|z>0n{zeR|z>-1}
= {zeR|z>0}
= (0700)
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{reR|z<0yr<-3i}=
= {zeR|z<0}n{zeR|z< -3}
= {zeR|z<-1

~ (-o0,-4]

{x€R|x:06m+%:0}:{07_%}

S {zeR|z(z+1) >0} =
= {zeR|z>0U{reR|z<—-3}uU{0,—3}
= (—oo,—%] U [0, 00).

Otro ejemplo puede ser la determinacion de los valores de  que hacen valida la siguiente desigualdad

1
x+\/§

Puesto que x + /2 debe ser distinto de 0 para que la expresién este bien definida, utilizando el corolario

se puede escribir

< 0.

1
— <0<z +V2<0.
T +v2
Lo cual permite concluir de inmediato que los z < —+/2 hacen vélida la desigualdad propuesta.

Presentamos un tltimo resultado relacionado con el orden de bastante utilidad en el manejo de ntimeros
reales.

Teorema 1.4.7. Sean a y ¢ numeros reales.

i) Si0<c<1ya>0 entonces ac < a.

(Si un ndmero positivo a se multiplica por un ndmero ¢ positivo pero menor que 1, el producto ac
es menor que a).

i) Sic>1ya>0 entonces ac > a.

(Si un ndmero positivo a se multiplica por un nimero ¢ positivo mayor que 1 el producto ac es
menor que a).

Corolario 1.4.3.

- Si0<ec<1 entoncesc>c2>c>---

~ Sic>1entoncesc <2 <3 <---

La demostracion de este teorema con sus corolarios los dejamos como ejercicio al estudiante interesado.

1.4.4. Valor absoluto

En la seccién de la unidad 2 introdujimos el concepto de valor absoluto de un ntimero basandonos en
la nocién de distancia en la recta numérica. En esta seccién presentamos las propiedades més importantes
del valor absoluto.

Teorema 1.4.8. Sean a y b numeros reales y § un nimero real positivo.

i) |a| > 0.
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ii) |a| =0 si y solo sia=0.

iii) |a| = |—q].

iv) —la| <a<lal.

v) la| <6 siy solo si—§ <a<§ siysdlosiac|[-9,0].

vi) la| > 6 siy solo sia<—0Va>§ siysdlosiac (—oo,—0U[d,00).

vii) |ab| = |a||b].

viii

)
)
)
)
i)
)
) la=£ 0] <lal +[b].
)

ix) |l — |b]| < |a£b|.

Demostramos a continuacién un par de las proposiciones anteriores dejando algunas de las restantes como
ejercicio para el estudiante.

Demostracién. Los casos i), ii), iii), y iv) son inmediatos a partir de la definicién del valor absoluto.

En términos intuitivos la proposicién v) es clara, pues si |a| da la distancia al origen y |a| < § esto puede
ocurrir si y sélo si a pertenece al intervalo [—4, 0] centrado en el origen, lo cual a su vez es equivalente a
decir que —d < a < ¢ (Ver figura 19).

-6 P q 5
[ ]
L I I ]
a b
Figura 19.
Primer criterio: El punto P pertenece al intervalo si y sélo si su distancia [m(P,0)| = |a| al origen es

menor o igual que §. Es decir |a| < 4.
Segundo criterio: El punto P pertenece al intervalo [—6,d] si y sélo si —§ < a < 6.
Una demostracién analitica de esta proposicién puede ser la siguiente:

=) Sea |a] <.

Si a > 0 entonces |a| = a Por definicién de valor absoluto
s 0<a<$ Por hipétesis

Puesto que — < 0 se tiene que —§ < a < 4.

Si a < 0 entonces |a] = —a Por definicién de valor absoluto
L 0<—a<d Por hipétesis

Y se puede escribir como en el caso anterior que

-0 < —a<é.
S0 >a> 6. Multiplicando por —1.

Es decir, que en cualquier caso, sea positivo o negativo, se tiene que
la| <6 = -6 <a <.

<) Supongamos ahora que —§ < a < 4.
Si a > 0 entonces |a| = a y por lo tanto |a| < 6.

Si a < 0 entonces |a] = —a. Pero de la hipétesis, multiplicando por —1, se concluye que § > —a y por lo
tanto 0 > |al.
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En conclusién, en cualquier caso, sea a positivo o negativo se tiene que
—6<a<d=|a| <6.

La validez de la proposicién vi) se puede deducir de la siguiente manera.

Si |a| > 4, quiere decir que la distancia de a al origen es mayor o igual a . Se concluye de inmediato que
esto ocurre si y solo si a estd en alguno de los intervalos (—oo, —d] 6 [4,00). Es decir que a > 6§ 6 a < —4.

Las proposiciones vi) , vii), ix), se dejan como ejercicio (ver ejercicio de esta unidad). I

Observamos finalmente que las proposiciones v) y vi) son de mucha utilidad en la solucién de las inecua-
ciones del tipo |z —a| < b 6 |x —a|] > b que se presentan con relativa frecuencia. Supongamos que se
quieren determinar el conjunto {z € R | |z — 1] < %} . Transformando la condicién se puede escribir por
la proposicién v) en el teorema i

|x71\§% <— fégxflgé
— It<az<i
Se puede escribir por lo tanto que
{zeR|jlz-1<3} = {zeR|;<z<3}
- B4
272

Si el problema que se plantea es la solucién |z — 1| > %, aplicando la proposicién vi), se puede escribir
que:

N|—

lz—1>1 < 2-
=

0 que es lo mismo:
{reR[le—1]= 3} = (=00,5] U [5,0)

1.4.5. Propiedad del extremo superior

En lo que sigue presentaremos la propiedad del superior que viene a complementar la caracterizacion
matematica del “orden” en el sistema matematico de los niimeros reales.

1.4.5.1. Cotas superiores e inferiores

Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales y ¢ un nimero real, que puede ser o no elemento de A. Se
dice que:

i) ¢ es una cota superior de A si ¢ es mayor o igual que cualquier elemento de A.
Simbdlicamente:
c es cota superior de A, si y sélosi Ve € A, z <ec.
ii) ¢ es una cota inferior de A si ¢ es menor o igual que cualquier elemento de A.

Simbolicamente:
¢ es cota inferior de A, si y sélosi Ve € A, ¢ < z.

Si A posee una cota superior se dice que A es acotado superiormente.
Si A posee una cota inferior se dice que A es acotado inferiormente.
Se dice que A es acotado cuando lo es superiormente e inferiormente.

El siguiente dibujo ayuda a visualizar las definiciones anteriores (Ver Figuras 20,21,22).
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A es acotado superiormente.
Todo elemento de A estd a la
izquierda de C'.

A

Cota superior de A

Todo elemento C a la
derecha de todos los
elementos de A es una
cota superior de A.

Figura 20.

A es acotado inferiormente.
Todo elemento de A estd a
la derecha de C.

Cota inf. de A

Todo elemento de C'

a la izquierda de :

todos los elementos :
de A es una cota
inferior de A.

Figura 21.

A es acotado.
Todo elemento de A estd
entre C'y C'.

A

Q

C/
Si C' es cota inferior de
Ay C' es cota superior de
A esté incluido en el intervalo
c,c'.
AcC[Cc,C
Figura 22.

— N no es acotado superiormente, pero lo es inferiormente. Los nuimeros 0, —1, —%, y en general
cualquier nimero negativo es cota inferior de N.

— Z no es acotado superior, ni inferiormente.
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— Si a y b son ndmeros reales [a,b) es un conjunto acotado. Observe que b es cota superior del
conjunto, al igual que cualquier niimero mayor que b, pero que ningin nimero menor que b es
cota superior para este conjunto. De manera similar se puede ver que a es cota inferior al igual
que cualquier nimero menor que a, pero ningin ndmero mayor que a es cota inferior para este
conjunto.

— El conjunto [a,c0) es acotado inferiormente, pero no superiormente (—oo, a] es el conjunto de sus
cotas inferiores.

— El conjunto {% |ne N} es acotado. Puesto que 2 > %, para cualquier n, 2 es cota superior del
conjunto; también lo serd 1. Como todos los elementos del conjunto son positivos, cualquier niimero
negativo es cota inferior, también lo sera O.

La nocién de cota superior e inferior, estan presentes en el lenguaje ordinario. Es comun oir frases tales
como: cuando fuimos a Bogotd viajamos entre 60 y 80 km/h; el délar no subird este ano més arriba
de 200 pesos dollar; el pH de la solucién esté entre 3.5 y 4.0; en las cuales no es dificil identificar tales
nociones.

1.4.5.2. Cotas superiores minima (extremo superior) y cota inferior maxima (extremo
inferior).

Sea A un conjunto no vacio de R y M un elemento de R, que puede ser o no elemento A. Se dice que M
es la cota superior minima o extremo superior de A si y sélo si:

i) M es cota superior de A.

ii) M es es la menor de las superiores de A esto es, si dada una cota superior ¢ de A entonces M < c.

Si M pertenece a A (M € A) se dice que M es su elemento maximo.

Similarmente, si m es un elemento de R, se dice que es la cota inferior méxima o extremo inferior de A
si y solo si:

i) m es cota inferior de A.

ii) m es la mayor de las cotas inferiores. Esto es, si ¢ es cota inferior de A entonces m > c.

Si M pertenece a A (M € A) se dice que M es su elemento minimo.

Al extremo superior y al extremo inferior de un conjunto A también los llamaremos supremo e infimo
de A y los notaremos por sup A e inf A, respectivamente.

Volviendo sobre los ejemplos anteriores podemos decir que:

— Puesto que N no es acotado superiormente no tiene sentido hablar de su supremo. En cuanto al
infimo, es claro que es el 1 (inf N = 1), pues es la mayor de sus cotas inferiores. En este caso el 1
es también el minimo del conjunto.

— Z no tiene supremo ni infimo.

— En el caso del intervalo [a,b), a es su mayor cota inferior y es consecuentemente el infimo del
conjunto (inf [a,b) = a). Puesto que a € [a,b) es también el minimo. b es por su parte, la menor
de las cotas superiores del conjunto y es por lo tanto el supremo del conjunto (sup [a,b) = b), sin
embargo b ¢ [a,b) y consecuentemente [a,b) no tiene maximo.

En general, para cualquier intervalo I del tipo (a,b), [a,b], (a,b] 6 [a,b) se puede escribir que
supl =b e inf I = a y serdn méaximos o minimos del intervalo segiin que pertenezcan o no a él.
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— Para el intervalo [a, 00), a es su infimo y elemento minimo, mientras que no tiene elemento supremo.
En general para un intervalo I de la forma (a,00) 6 [a,00) se puede escribir que inf I = a.

— El conjunto A = {% |neN } es acotado inferiormente y no es dificil ver que 0 es la mayor de sus
cotas inferiores pero 0 no es elemento del conjunto. Es decir 0 es el infimo (inf A = 0) pero no es
elemento minimo del conjunto. Por lo tanto A no tiene elemento minimo. En cuanto al 1, siguiendo
las definiciones dadas, se puede concluir que es tanto el supremo como el elemento maximo del
conjunto (sup A = 1). La siguiente figura ayuda a visualizar esta afirmacién.

A:{i|neN}:{1,;,§,1,;,...}

A estd entre 0 y 1.

A= =
T
Wl -
N=

0 1
0ZA 1e A
El 0 es infimo pero no 1 es supremo y elemento
elemento minimo maximo
Figura 23.

Es importante observar que en nuestra definicién hemos hablado de los supremos e infimos, maximos y
minimos en un sentido tnico (el supremo de un conjunto, el infimo de un conjunto). Este cardcter dnico
se desprende de las propiedades que los definen.

La otra observacién, fundamental para entender en todo su sentido la propiedad que presentaremos més
adelante, es que en nuestra definicién de supremo o infimo no hemos dicho en qué condiciones existen
estos nuimeros, sélo hemos establecido los requisitos que debe llenar un nimero para ser el supremo o el
infimo de un conjunto determinado.

Esta afirmacién se hace més clara si observamos que las definiciones anteriores se pueden hacer relativas a
un conjunto de niimeros en particular. por ejemplo, podriamos hablar de conjuntos de naturales acotados
en N, de conjuntos de racionales acotados en Q, etc. Asi, por ejemplo, tiene sentido considerar el siguiente

conjunto
A= {% eQ|™ < V2} = (=00,v2) NQ.

Este conjunto, bien que se considere en Q o en R es acotado superiormente. En R no es dificil ver que
v/2 es la menor de sus cotas superiores; pero, puesto que v2 ¢ Q, podemos concluir que, aunque A es
acotado en QQ, no posee en Q un extremo superior. Es decir que aunque lo parezca no es ni inmediato,
ni obvio que un conjunto de nimeros acotados tengan que tener un extremo superior. La proposicién
que enunciamos a continuacién afirma, a manera de axioma, que ésta es la situacién en R para todo
conjunto acotado superiormente de ntmeros reales, lo cual, como ilustra el ejemplo, no es valido cuando
nos restringimos a los niimeros racionales.

1.4.5.3. Propiedad del extremo superior

Todo conjunto de numeros reales acotado superiormente posee en R extremo su-
perior (propiedad del supremo),

o lo que es equivalente.
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Todo conjunto de numeros reales acotado inferiormente posee en R extremo in-
ferior (propiedad del infimo).

Tal como mencionamos anteriormente, esta propiedad, conjuntamente con las propiedades formales 1
y 2 caracterizan matematicamente la relacion de orden entre los nimeros reales. Es decir todas las
propiedades relativas al orden entre niimeros reales se pueden deducir a partir de estas 3 propiedades
formales o axiomas del orden.

Demostramos a continuacién que la propiedad del supremo implica la propiedad del infimo dejando la
implicacion reciproca al estudiante interesado como un ejercicio.

1.4.5.4. Propiedad del supremo —> Propiedad del infimo

Sea A un conjunto de nimeros acotados inferiormente. Demostremos que inf(A4) existe.
Sea B el conjunto de las cotas inferiores de A. Por hipétesis B # ().

Observemos que por la definicién de B los elementos del conjunto A estaran en la recta numérica a la
derecha de los elementos de B y reciprocamente, los elementos de B estaran a la izquierda de los elementos
de A. La clave para entender el proceso de demostracién es visualizar que el supremo de B tiene que ser
el infimo de A.

Demostremos pues que el inf A = sup B. Puesto que suponemos que la propiedad del supremo se cumple,
sup B existe y es, por definicién, la menor de las cotas superiores de B. Como todo elemento de A es
cota superior de B, entonces para cualquier elemento a de A, sup B < a. Es decir sup B es cota inferior
de A. Demostremos que es la mayor. Si no lo fuese existiria ¢ cota inferior de A, es decir elemento de
B tal que sup B < c. Pero ésto contradice el hecho de que sup B es cota superior de B y por lo tanto
sup B > b, para cualquier b € B.

1.4.5.5. Algunas consecuencias matematicas de la propiedad del supremo

La propiedad del supremo tiene una influencia fundamental en la caracterizacion matemética de los
numeros reales y, como habremos de ver, en ella radica realmente la diferencia matematica entre el
sistema de los niimeros racionales y el sistema maés general de los niimeros reales.

El estudiante conoce sin duda, implicitamente, algunas de las propiedades matematicas de los reales
determinadas por esta propiedad. En lo que sigue enunciaremos algunas de ellas pero sin entrar a
demostrar como se pueden deducir a partir de la propiedad del supremo.

Propiedad arquimediana de los niimeros reales. Esta propiedad es intuitivamente obvia y va
implicita en el modelo geométrico de los nimero reales. Se enuncia diciendo: Si a y b son dos nimeros
reales positivos existe un ntimero entero n positivo tal que na > b.

Puesto que
n

na=a+a+a+---+a,

en términos analiticos la propiedad arquimediana se puede interpretar diciendo que al sumar consecutiva-
mente un nimero real positivo arbitrario a consigo mismo su suma llega a superar cualquier otro ntimero
real b positivo por grande que él sea.

En términos geométricos, ya la hemos utilizado, y se puede interpretar de la siguiente manera. Si conven-
imos en tomar b > a e identificamos b y a en la longitud de los segmentos AP, y AP, respectivamente,
tal como se indica en la figura, la propiedad arquimediana diria, que yuxtaponiendo segmentos de igual
medida a APj, a lo largo del segmento, eventualmente se tiene un segmento de mayor longitud que AP;.
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A Py Py P} - P, P,

Il Il Il Il Il Il
T T T T T T

0 a 2a 3a b na

Figura 24.
Es interesante observar que a partir de esta propiedad es posible deducir la siguiente proposicién:

Dado cualquier nimero real positivo a es posible encontrar un nimero entero n,
y por tanto infinitos, tal que

1
0<—<a.
n

Densidad de los nimeros racionales en los reales. Los conjuntos numéricos estan llenos de sor-
presas y en especial en relacién con el orden, que desafian nuestra intuiciéon. Ya hemos presentado algunas
de ellas como por ejemplo la enumerabilidad de los racionales y la no enumerabilidad de los irracionales.

Una caracteristica de mucha utilidad es la que se refiere a la “densidad” de los niimeros racionales y reales
en general. mientras que los niimeros naturales y enteros son “separados”, y se puede hablar de enteros
consecutivos entre los cuales no hay otro entero ésto no es posible cuando hablamos de los racionales
y de los reales. En efecto si a y 3 son ntimeros reales tales que o < ( siempre serd posible encontrar

otro numero real entre ellos y por lo tanto jinfinitos! Basta observar que 248 o5 un nimero real y que

2
a < azﬂ < (. Este mismo argumento es vélido si a y § son racionales. En este caso # serd también
racional. Por esta razon se dice que los niimeros reales y los niimeros racionales son densos en si mismos.
Pero lo que es ain més sorprendente y 1til es que el conjunto de los niimeros racionales es denso en el

conjunto de los nimeros reales en el siguiente sentido:

entre dos numeros reales cualesquiera sean ellos racionales o irracionales stempre
se podrd encontrar un niumero racional.

Esta propiedad se puede comprender facilmente, si observamos como ya lo hicimos al describir las bases
del sistema de numeracién decimal, que si se conoce el numeral decimal de un ntmero real cualquiera es
posible encontrar niimeros racionales menores o mayores que ¢l tan proximos a él como se quiera, por
ejemplo, si

(€79 alagao.blbgbg .

es la exprecién decimal de a, los nimeros

A =y ... alag.blbgbg . bk

1
IBk =0ap ... alag.blebg e bk + 170]‘7

son numeros racionales tales que
Qay S a S ﬁkw

1 1 1
‘ﬂk_ak|gﬁ7 |a—ak|§ﬁ, |ﬂk_a|gﬁ'

Pero esta observacién, de gran utilidad practica, provee una demostracién que depende de la forma
de representacién decimal de los reales pero la propiedad de densidad de los racionales en los reales
es inherente al sistema matematico de los reales y no depende de su forma de representacién. Dicha
propiedad es en efecto una consecuencia directa de la propiedad arquimediana y por la tanto de la
propiedad formal del supremo. Damos la demostracién para el estudiante interesado.

Sean = e y dos numeros reales diferentes. Se puede asumir que ambos son positivos y que = < y. De-
mostremos que existe un nimero racional entre ellos. Puesto que y—x > 0, por la propiedad arquimediana

69



sabemos que se puede encontrar n € N tal que 0 < % <y — x. Aplicando de nuevo la propiedad arqui-
mediana, al sumar % consigo mismo un ndmero suficiente de veces se tiene que la suma eventualmente

es mayor que x. Existe, por lo tanto, un niimero m € N tal que
1 1
mx—<z<(m+1)x—.
n n
Se puede escribir por lo tanto que:

1 m 1
$<(m+1)gzg+ﬁ<$+(y—$)=y-

Es decir que el nimero racional mT'H estd entre x e y.

El hecho de que el conjunto de los niimeros racionales sea denso en el conjunto de los reales permite
concluir que en general cualquier nimero real se puede considerar como el supremo (o infimo) de un
conjunto de nuimeros racionales. En particular se puede escribir que, si a es cualquier niimero real,
entonces:

a = sup{me(@|m<a}
n n

a = inf{@€@|a<m}
n n

Esto significa que el supremo (o infimo) de ciertos conjuntos de ndmeros reales se puede calcular con-
siderando solamente nimeros racionales.

La existencia de raices n—ésimas. FEl estudiante estd acostumbrado a hablar de rafz cuadrada, v/a,
raiz ctbica, /a, de un nimero positivo @ como el nimero que elevado al cuadrado 6 al cubo, segiin el
caso, reproduce el nimero inicial a. Es decir, por definicién (\/5)2 =a, (\3/5)3 = a. De igual manera se
puede extender esta definicién para cualquier nimero natural n. Se puede definir, por ejemplo, una raiz
n—ésima de un niimero real a (y es denotada como {/a) como el niimero que elevado a la potencia n—ésima
da a. Es decir, ( Q/&)n = a. ;Pero quién garantiza que tal nimero existe? Esta situacién es semejante a la
que observamos al dar la definicién de supremo e infimo. Una cosa es decir que un tigre es un leon de dos
cabezas y otra cosa es comprobar que en realidad existen leones de dos cabezas. Asi, por ejemplo, si nos
restringimos a considerar solamente niimeros racionales es claro que % tiene raiz ciibica en los racionales

y que \/g = %, pero puesto que /3 es irracional, 3 no tiene raiz cibica en Q. La propiedad del supremo

en los reales garantiza que un nimero positivo real cualquiera tenga por lo menos una raiz n-ésima en
R y justamente porque el conjunto de los nimeros racionales no cumple dicha propiedad se explica que
no siempre la raiz n—ésima de un ndmero racional positivo sea un niimero racional. El siguiente teorema
establece la consecuencia algebraica fundamental de los nimeros reales que depende directamente de la
propiedad del supremo. Lo damos sin demostracién.

Teorema 1.4.9. Sea a un nimero real no negativo y n un entero positivo. Eziste una raiz n—ésima
positiva tnica de a, que denotaremos {/a. FEs decir, existe un nimero real positivo /a tunico tal que
(/a)" = a. Mds ain:

Va = sup{x€R+|m"§a}:sup{x€Q+ |x"§a}
= inf{z eR" |2" >a} =inf{z € QT |2" >a}.

(R : reales positivos, QT : racionales positivos).

Los términos de la derecha permiten calcular la expresion de /a.

Obsérvese que la primera parte del teorema podria expresarse diciendo que en R, la ecuacién " —a = 0,
donde a es real positivo siempre tiene solucion en los niimeros reales.
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Es conveniente también puntualizar que el teorema habla de raices positivas de niimeros positivos. No
es dificil ver que — {/a, cuando n es par, es también una raiz n—ésima de a, pues por ser n de la forma
n = 2k, k natural, se puede escribir

(v = (90)°) = (va)) = (v@)" =«

Por lo anterior se suele hablar de raiz negativa y raiz positiva, cuando n es par, pero el simbolo {/a se
reserva exclusivamente para la raiz positiva o raiz principal. Como veremos en la unidad 1.5, {/a puede
representar un nimero negativo cuando a es negativo y n es impar, por ejemplo /—27 = —3.

Tlustramos, para terminar esta seccién, la afirmacién al final del teorema sobre la forma de calcular
la expresién decimal de {/a. Consideremos el caso de v/2. Por el teorema se puede escribir:

= (Zewi(2) <)
(2 <0 ()" 22}

De acuerdo con estas desigualdades se puede escribir que 1 < v/2 < 2 puesto que 12 < 2 < 22,

Se consideran los niimeros racionales 1.1,1.2,1.3,1.4, etc., hasta que el cuadrado de uno de ellos supere
a 2. Se tiene
1.4<V2<15 puesto que 1.4 =1.96 < 2 < 2.25 = 1.5,

Se repite el procedimiento anteriores con 1.41,1.42, etc. y se observa que
1417 = 1.988 < 2 < 2.0164 = 1.42%.

Se concluye por tanto que v/2 debe estar entre 1.41 y 1.42. Asf sucesivamente para obtener los siguientes
resultados:
1.41 < V2 < 1.42,
1.414 < /2 < 1.415, puesto que (1.414)% < 2 < (1.415)%,
1.4142 < /2 < 1.4143,  puesto que (1.4142)% < 2 < (1.4143)2.

La expresién decimal con cuatro cifras significativas decimales es 1.4142.

1.4.6. Sistemas matematicos y sub—sistemas de los reales

En esta y la unidad anterior hemos venido estudiando los ntimeros reales como sistema mateméticcﬁ
Cuando se quiere destacar que nos referimos a los reales como sistema se suele escribir (R, +, x,<). Un
aspecto fundamental que hemos querido destacar es que las propiedades de este sistema se pueden deducir
mediante razonamiento légico a partir de un conjunto pequeno de propiedades béasicas que se dan sin
demostracién y que hemos llamado propiedades formales o axiomas (asociativa, conmutativa, neutros,
inversos, distributiva, tricotomia, clausurativa en los nimeros positivos, propiedad del supremo). En este
sentido se dice que las propiedades anteriores caracterizan matemdticamente el sistema de los numeros
reales, lo que significa que cualquier sistema de objetos mateméticos que posea las mismas propiedades,
se comportara para efectos mateméticos de manera idéntica a los nimeros reales y no se podria, por lo
tanto, distinguir mateméticamente uno de otro sistema.

El sistema de los niimeros reales no es el tinico sistema matematico que se puede mencionar y en particular
es util observar que tanto los niimeros naturales, como los enteros, como los racionales se pueden considerar
en si mismos como sistemas matematicos dotados de los mismos elementos basicos: una estructura

8Un sistema matematico es un conjunto de elementos dotado de una o varias operaciones binarias. Se dice que en un
conjunto no vacio ha sido definida una operacién binaria cuando existe una regla o ley de correspondencia que permite
asignar a cada par de elementos a, b del conjunto un elemento ¢ bien definido, y sélo uno del mismo conjunto. Si la operacién
binaria se denota con el simbolo * se puede escribir, para simbolizar la correspondencia anterior: a x b = ¢ (Ver Ejercicios
49 y 50).
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algebraica constituida en cada caso por operaciones de suma y multiplicacién y una relacién de orden,
sblo que en este caso las propiedades formales o axiomas varian.

En lo que sigue trataremos de identificar a grandes rasgos las principales diferencias que existen entre
estos sistemas destacando a la vez algunas propiedades de importancia.

1.4.6.1. Subsistema de los Ntuimeros Racionales (Q, +, x, <)

{Cuales son las diferencias fundamentales entre el sistema de los nimeros racionales y los niimeros reales
y, por lo tanto, cuales son las propiedades béasicas del sistema de los reales que no son véalidas en el caso
de los racionales?

Si se repasa la estructura algebraica no es dificil comprobar que las operaciones de suma y multiplicacién
cumplen entre racionales las mismas pro piedades formales que entre reales, y por lo tanto todos los
Teoremas que se puedan demostrar con base en estas propiedades son validos en ambos sistemas.

La diferencia fundamental estd en el orden, y particularmente en la propiedad del supremo que no se
cumple en el sistema de los niimeros racionales como ya tuvimos oportunidad de ilustrar cuando les
presentamos esta propiedad entre reales. La consecuencia fundamental de esta diferencia se refleja en la
imposibilidad de encontrar siempre una solucién en QQ para el siguiente problema:

Dado un nimero a positivo encontrar un nimero o racional tal que o™ = a.

Es decir la obtencién de la raiz n-ésima de un ntimero no siempre tiene sentido en el sistema de los
numeros racionales.

Vale la pena destacar aqui la propiedad de densidad de los racionales no sélo en Q (entre dos racionales
existe siempre un racional y por lo tanto infinitos) sino también en R (entre dos reales existe siempre
un racional y por lo tanto infinitos) y que se traduce en la importante propiedad que hemos expresado
anteriormente de la siguiente manera:

Cualquier nimero real puede considerarse como el supremo o el infimo de numeros
ractonales.

1.4.6.2. El Subsistema de los Numeros Enteros (Z, +, x, <)

El sistema de los enteros presenta diferencias fundamentales con el sistema de los racionales y los reales.

En la parte algebraica, relativas a las operaciones de suma y multiplicacion se pueden hacer las siguientes
observaciones:

En lo que respecta a la operacion de suma, la suma entre enteros cumple las mismas propiedades formales
que la suma entre racionales y reales y consecuentemente todos los Teoremas que involucren sélo
sumas y que se demuestren en tales sistemas seran también validos en el sistema de los enteros.

En lo que respecta a la multiplicacién no se cumple la propiedad del inverso (reciproco) pues dado un
entero n, n=! = % no es en general un entero. Esto quiere decir en particular que en el sistema
de los enteros la divisién no siempre conduce a un entero y que consecuentemente no siempre es

posible resolver una ecuacién tan simple como la lineal (axz + b =0, con a # 0).

Al considerar las propiedades del orden en Z sorprendentemente se cumplen las tres propiedades formales
que hemos asociado con el orden en los reales. Pero es obvio que el ordenamiento en los reales es bien
distinto en los enteros pues se trata de un conjunto de puntos aislados. En realidad el orden en los
enteros posee una propiedad formal distinta a la que hemos expresado respecto de los nimeros reales,
que establece la diferencia anotada, y a partir de la cual se puede deducir la propiedad del supremo para
el sistema de los enteros.

Esta propiedad se llama “del buen ordenamiento de los enteros”.
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Propiedad del buen ordenamiento de los Enteros

Todo conjunto de enteros nmo vacio acotado inferiormente posee un primer ele-
mento.

Es bien fécil comprobar que el orden en los racionales o en los reales no poseen esta propiedad. Basta
considerar el “conjunto de los niimeros racionales mayores que 17, que simbdlicamente se puede expresar
como (1,00) N Q. Es claro que este conjunto es acotado inferiormente y no posee un primer elemento.
Si «a a fuese ese primer elemento entonces HT"‘ es también un nimero racional y 1 < 1+7a < «, lo cual

contradice el supuesto de que « era el primer racional mayor que 1.

No debe ser dificil para el estudiante repetir la argumentacién en el sistema de los niimeros reales para
demostrar que (1, 00) no tiene tampoco un primer elemento en este sistema.

La fuerza e importancia del Principio del buen ordenamiento de los enteros se pone en evidencia en la
siguiente demostracion del Principio de inducciéon que provee uno de los métodos de demostracién
constructiva mas importantes de la matemaética.

Teorema 1.4.10. (Principio de la Induccién Matemadtica) Sea una sucesion de proposiciones
P,P,P;,...,P,,..., neN.
Si se cumple que:

1. P, es verdadera

2. Pyi1 es verdadera siempre que Py lo es.

Entonces la proposicion P, es verdadera para cualquier n.

Demostracion. Suponga que existe un m € N, tal que P,, es falsa. Esto es, el conjunto S =
{j | Pj es falsa} es un subconjunto de Z no vacio, acotado inferiormente. Posee por lo tanto un primer
elemento p. Puesto que P; es verdadera p > 1. Puesto que p es el primer elemento de S, P, es falsa y
consecuentemente P,_; tiene que ser verdadera.

Utilizando la condicién 2 tendriamos que si P,_; es verdadera entonces FP,_1)41, 0 sea la proposicién
P,, tiene que ser verdadera lo cual constituye una contradiccién. Ello nos lleva a concluir que no puede
existir m € N, tal que la proposicién P, es falsa. I

Demostremos por induccién a manera de ejemplo, que

1
1+2+3+~~+n:@ﬂ%il
(La suma de los n primeros ntimeros naturales es igual a %)

Empecemos por interpretar el ejercicio en términos del Teorema anterior denotando la proposicion: 1+
243+ -+n = w como P,. El ejercicio se reduce ahora a probar que para cualquier n la proposicién
P,, es verdadera.

Comprobemos que P; es verdadera.

1(1+1)
2

Demostremos ahora que si P es verdadera entonces Pj1 también lo serd. Si

Puesto que P; se expresa como 1 = , es obvio que P; es verdadera.

k(k+1)

L4243+ k="
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entonces agregando en ambos lados de la igualdad k£ + 1 se deduce que:

k(k+1
14243+ +h+(k+1) = %—F(lﬁ—l)

(k+1) <§+1>

(k+1)(k+2)
2
(k+1)((k+1)+1)
2

lo cual termina la demostracion.

1.4.7. Sumas y Sucesiones de niimeros
1.4.7.1. El simbolo ) (El simbolo sumatoria)

Con mucha frecuencia se hace necesario manejar expresiones donde una operacién dada se reitera un
nimero considerable de veces. Puede ocurrir que exista una ley de formacién para los términos que
aparecen en tales expresiones o que simplemente se dé como conocida una enumeraciéon de los términos.
En estos casos es posible introducir abreviaciones en la notacién que hacen mas facil el manejo algebraico
de tales expresiones.

El stmbolo ) es usado universalmente para abreviar expresiones donde se reitera la operacién “+7.

Asi, por ejemplo, una suma de n nimeros
ci+ctce3+--+cep

puede escribirse en forma compacta, usando el simbolo >, asi:

n

ch.

i=1
En la anterior expresién, la letra i se le llama indice de la sumatoria. Otros ejemplos que ilustran el
manejo del simbolo Y, son:

18
1+2+3+4+---+18:Zz‘
=1

12_’_224_32_’_42_’_“__’_”2:21-2
i=1

n

11 1 1 1
It gttt T=a= 3

3
n i=1
12 )
1-243-445-6+7-8+9-10+11—-12=) (-1)'"!i
i=1
100 _
5—6+T—8+9—10+11—124---4+99-100= 3 (—1)""1
=5
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Emplearemos las siguientes propiedades de la notacién 3 :

ZCZ' = ZCj (14)
i=1 j=1

Z(ai+bi) ZZG1+Zbi (1.5)
i=1 i=1

i=1

irai riai (1.6)
7,;1 n+zs_1

Zai = Z ;g (17)
i=1 i=14s

La propiedad (1.4) establece que el indice de una sumatoria puede ser cambiado. La propiedad (|L.5])
es una consecuencia de las propiedades asociativa y conmutativa de la suma de nimeros y la propiedad
(1.6) es una extension de la propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la suma. La propiedad (1.7))

establece que el indice de la sumatoria se puede trasladar. Asi por ejemplo,

5 n
doit=142t 43t 44t 5t =) g
j=1

i=1

Otras alternativas para escribir la anterior suma, usando el simbolo } y las propiedades (1.5 y (1.7) son

4
1428430 44t 450 =D (b +1)*

k=0

7
4284344t 450 => (t-2)*

t=3

Ejemplos que ilustran las propiedades (1.5)) y (1.6]) son

3
> (ai+b;) = (a1 +b1) + (a2 + b2) + (az + bs)

i=1

= (a1 + ag + az) + (b1 + ba + b3)

3 3
=> ai+> b
i=1 i=1
6

Zrai =ra; +raz +raz—+raqg+ras+ rag
i=1
=7r (a1 + a2+ a3z + ag + a5 + ag)

6
=T E a;
i=1

1.4.7.2. Sucesiones numéricas

Una sucesién numérica es una “lista” de nimeros ordenada mediante una numeracion especifica de sus

elementos.

Escribiremos:
ai,a2,a3,0a4,. ..
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para referirnos en general a una sucesiéon numérica. El nimero simbolizado por ai se llama término
k—ésimo de la sucesion.

Una sucesién se llama finita si el niimero de términos es finito e infinita si el nimero de términos es infinito.
Cuando no haya peligro de confusién, o el cardcter de la sucesiéon no importe, hablaremos simplemente
de “sucesiones”

Los siguientes son ejemplos de sucesiones numéricas:

i) 1,3,5,7,9.

ii) 1,0,1,0,1,0,.

iv) 1,103,106, 10°

v

1)
i)
iii) 3.01,3.01011,3.010110111, .
)
) 2

2 113
(14+3)7 (1+3)
En las sucesiones ii), iii) y iv) los puntos suspensivos indican que los términos contintian indefinidamente.
Es decir, estas son infinitas. Las sucesiones i) y iv) son finitas.
No sobra observar que la sucesién i) tiene una ley de formacién dada por la expresién 2k — 1, pues al
reemplazar k por 1, 2, 3, 4 y 5 sucesivamente, se obtienen sus términos. Observe que k estd indicando
la posicién del término dentro de la sucesién. La expresion 2k + 1 también permite generar todos los

términos de la sucesién dada, pero en este caso se debe tomar los valores 0, 1, 2, 3 y 4 y por lo tanto la
posicién de cada término en la sucesién estard dada por k + 1.

La sucesidn ii) tiene una ley de formacién evidente y por ejemplo podemos ver rapidamente que su décimo
término es 0.

La ley de formacién de la sucesién iv) estd dada por la expresién 103", donde n = 0,1,2,3,.... La ley de
formacién de la sucesién v) estd dada por la expresién (1 + %)n donde n=1,2,3,...

Independientemente del gran uso tedrico que tiene el concepto de sucesiéon en matematicas, las sucesiones
de ntimeros se utilizan en la practica para registrar los cambios de cantidades cuyos estados numéricos
varian discretamente o describir las tendencias de cambio en cantidades que varian en forma continua.
Por ejemplo, los valores en pesos de las exportaciones mensuales del pais durante varios anos, constituyen
una sucesion que permite estudiar el comportamiento de sus exportaciones; para analizar las condiciones
fisico-quimicas de una bahia, los bidlogos marinos determinan en el tiempo, sucesiones de registros
sobre temperatura, salinidad, oxigeno disuelto, etc, en puntos estratégicos de la bahia; las variaciones de
poblacién de un pais se representan mediante sucesiones de nimeros que dan los estimativos de poblacién
por ano. En general una sucesion puede considerarse como un modelo mateméatico que permite representar
y estudiar de manera general las variaciones de tales cantidades.

1.4.7.3. Progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesién numérica cuyos términos consecutivos difieren siempre en
la misma cantidad d que llamaremos diferencia comun. Si aq,as,as,... es una progresién aritmética, por
definicién debe cumplirse que

Qy — Q1 = A3 — Ay = Qg — A3 = +++ = a — Ap_1 = d.

Consecuentemente cualquier término de una progresién aritmética se puede expresar utilizando iinicamente
el primer término de la progresion, ai, la diferencia comtn d y la posiciéon del término en la sucesién:

ay =ai,as =ay+d,a3 =a; +2d,...
O sea que también se puede definir progresién aritmética como una sucesion de la forma

ai, ay +d7a1+2d,...,
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cuya ley de formacion estd dada por la expresién
ap =ax—1+d=a; +(k’—1)d (1.8)

Una propiedad util en el manejo de progresiones aritméticas es que, con excepcién del primero y tltimo
(cuando existe dltimo), cualquier término resulta ser la semisuma del término que le antecede con el
término que le sigue. En efecto:

k41 +ap—1 ar+d+ap—d

9 = 9 = ak.

Un célculo que se presenta con frecuencia es el de la suma de los n primeros términos de una progresién
aritmética. Deducimos a continuacion la formula que permite efectuar dicho célculo.

Teorema 1.4.11. Sea aq,as,as, ... una progresion aritmética con diferencia comun d, entonces la suma
Sy de sus primeros n términos estd dada por la expresion

(a1 + an)

S, = %(Zal t(n—1)d) =" . (1.9)

Demostracion. Se reduce a demostrar la primera igualdad. La segunda se concluye de inmediato a
partir de la primera puesto que a,, = a1 + (n — 1)d.

Para demostrar la primera igualdad realizamos las transformaciones siguientes expresando al frente su
justificacién.

. . Por definicién de S, y por
Sp=Y ar=> (a1+ (k—1)d) { i "

. : 1.8
Pt — ormula

) Aplicando propiedades de

- — la sumatoria, la ultima de

= nai + d’;(k — 1) =na + dkz—o K las cuales es el cambio de

- B indice.

El primer término en la

) sumatoria anterior es 0 y
n—

din—1)n se aplica la férmula para
=na1+d ; k=mnai+ 2 calcular la suma de los
B n primeros nimeros natu-
rales,
n Sacando 5 como factor
= 5(2a1 +(n—1)d) { comun. J

Ejemplo 1.4.1. Los términos sexto y séptimo de una progresion aritmética son 2.7 y 5.2. Encuentre el
primer término de la sucesion y la suma de sus primeros 10 términos.

Por definicion de progresion aritmética sabemos que la diferencia de dos términos consecutivos da la
diferencia comun d. Se tiene, por lo tanto, que d = 5.2 — 2.7 = 2.5.

De otro lado, aplicando la férmula (1.8), se puede escribir:

27=a; +5x25
a1 =27-5x25=-98

La suma de los 10 primeros términos estd dada por la expresion (1.9) con n = 10, asi

S1o =1 [2x (=9.8) + 9 x (2.5)]
=5[-19.6 + 22.5]
=14.5
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Ejemplo 1.4.2. Una Universidad cuando alcanza una poblacion de 5.000 estudiantes decide controlar
su crecimiento admitiendo un numero de estudiantes tal que el incremento neto en la matricula total sea
de 500 estudiantes. Si se sigue este modelo de crecimiento

i) Cudl serd la poblacion estudiantil en quinto ano de aplicar la politica,

)
il) Cudl es el nimero promedio de estudiantes por ano durante este lapso,
iii) En qué ano de aplicar la politica la Universidad duplicard su poblacidn,

)

iv) Si se establece que por cada 100 alumnos debe haber un profesor de tiempo completo, cudl es la

sucesion que permite describir el crecimiento de la poblacion profesoral.

En el primer ano de aplicada la politica la poblacion estudiantil serd 5.500. En el seqgundo ano serd
5.500 + 500. En el tercero serd 6.000 4+ 500. Es decir, el crecimiento de ’la poblacion estudiantil se puede
describir por una progresion aritmética cuyo primer término a; es 5.500, la diferencia comun d = 500 y,
por lo tanto, su término genérico ay estard dado por la expresion

ax = 5.500 + (k — 1)500.

El término ay, dard la poblacion estudiantil en el ano k de aplicada la politica.

De acuerdo con lo anterior en el ano quinto de aplicada la politica la poblacion estudiantil estard dada
por as . Se tiene, por tanto, que:

as = 5.500 4 4 x 500 = 7.500.

Para calcular el numero promedio de estudiantes por ano, durante este periodo se debe sumar el nimero
de estudiantes en cada uno de los cinco anos y dividir por 5. Consecuentemente, aplicando la formula

(1.9), se puede escribir

Promedio de estudiantes en S

S5 5 (5.500 + 7.500)
= =

5

el periodo de cinco anos 5 = 6.500

Para calcular el ano en el cual la poblacion estudiantil se duplica basta resolver para k la siguiente
ecuacion:

10.000 = 5.500 + (k — 1) x 500
10.000 — 5.500
k -]l =
500 )

k=10
Para calcular la sucesion que describe el crecimiento de la poblacion profesoral, basta observar que si

ar = 5.500 + (k — 1)500 es la poblacidn estudiantil en el periodo k entonces el numero de profesores by,
en dicho periodo estard dado por la expresion

ag
[ A — _1
bk— 100 —55+(k )5

Ezxpresion que permite generar la sucesion pedida que resulta ser una progresion aritmética con primer
término by = 55 y diferencia comun 5. La sucesion queda:

55,60, 65,70, . .. etc.
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1.4.7.4. Progresiones Geométricas

Una progresiéon geométrica es una sucesién numérica aq,as,as, ... tal que la razén ¢ = entre

ak—1
dos términos consecutivos, que llamaremos razén, de la progresion es siempre igual.

De acuerdo con la definicién anterior son validas las siguientes igualdades
az as a4

= = :"'ZQ7

ai az as

lo cual permite calcular cualquier término de la progresion en términos de la razén y del primer término
de la progresién. Se tiene, por lo tanto que:

ay =ai,a = aiq,a3 = alqz7 A = alqk_l, ..
O sea que también se puede definir progresiéon geométrica como una sucesiéon de la forma
ar,a1q,a14°, - -,
cuya ley de formacion estd dada por la expresiéon
ap = ax_1q = a1¢" 1. (1.10)

Otra propiedad ttil en el manejo de las progresiones geométricas de términos positivos es que con la
excepcion del primero y el ultimo (cuando existe Ultimo), cualquier término resulta ser el promedio
geométrico del término que le antecede y del término que le sigue. Es decir ay = /ax_1ax+1. En efecto

_ - _ 2 2(k—1) — . k=1 _
Var—1ai1 = Va1¢*2a1¢* = a3+ = a1¢"7 = ay,
Observe que si la progresién no es de términos positivos la expresién anterior quedara

Vi = |a1g" | = Jax|

Si todos los términos son negativos, g debe ser positivo y se tiene que

A = —/Qk—10k41-

Deducimos a continuacién la férmula que permite calcular la suma de los n primeros términos de una
progresién geométrica.

Teorema 1.4.12. Sea aq1,a9,as,... una progresion geométrica con razén comun q # 1. Entonces la
suma S, de sus primeros n términos estd dada por la expresion
ai(l—g")
S = 17 1.11
= (111)

Demostracion. Realizamos las transformaciones siguientes que llevan directamente al resultado que se
quiere obtener justificando al frente cada transformacién:

" " _ Por definicién de S, y por
Sn=) ar=) ag"" { "

férmula (|
n Multiplicando ambos
Snq = Zalqk miembros de la igualdad
k=1 anterior por q.

n n Restando  término  a

Sp(l—q) = Z a gt — Z a1¢® = ay — a1 " término los dos anteriores
k=1 k=1 y simplificando términos.

ai(l—g")

S, =
1—g¢q

{ Despejando S,,.
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Ejemplo 1.4.3. Encuentre el primero y séptimo términos de la progresion geométrica cuyos sequndo y
tercer términos son 2 y /2. Calcule la suma de los 10 primeros términos.

De la definicion de progresion geométrica se tiene que la razén comin q estd dada por la razén de dos
términos consecutivos. Fs decir,
as —\/i

ag 2

az . .
Consecuentemente, — = q, lo que permite despejar a1 para obtener
ai

as 2% 2 4
(]/1:—:—7—

q V2 2

Utilizando la féormula (1.10) se puede calcular el séptimo término a7. Se tiene

s 4 (VA e Ve
a7 =a1q° = — x ==

2

7 51 T
Finalmente, utilizando la férmula (L.11)) se puede calcular Sig. Se tiene

s (207 L (09

N S N S Ui
22.v/2(2+v2)
Ejemplo 1.4.4. Un grupo humano crece al 2% anual. Si en un momento dado la poblacidn es de 100.000,

dé la sucesion que describe el crecimiento anual de este grupo. Cudl serd la poblacion del grupo al cabo
de los 5 anos y cudnto tiempo le tomard al grupo duplicar su poblacion.

V2(2+v2) 2 V2(2+v2)

Si denotamos con a1 la poblacion inicial, as serd la poblacion al cabo de un primer ano, as la poblacion
al cabo del sequndo ano, etc., por lo cual se puede escribir que

a; = 10°,
as = ap - 1.02 = 10° - 1.02,
as = ap - 1.02 = 10° - 1.022,

Es decir, que la sucesion que describe la poblacion del grupo por anos, es una progresion geométrica con
razén comin q = 1.02 y un primer término a; = 10°. Consecuentemente, el término genérico ay de la
progresion estd definido por la expresion

ap = 10° x 1.02F1
y representa la poblacion del grupo al cabo del ano k — 1.
De acuerdo con lo anterior la poblacion del grupo al cabo de los 5 anos es la siguiente
ag = 10° x 1.02°) = 110408.

Puesto que la poblacion al cabo del ano k estd dada por el término a1, para calcular el ano k en el cual
se duplica la poblacion habrd que resol ver k de la siguiente ecuacion:

ap+1 = 200.000 = 10° x 1.02%
1.02% =2
log 2
" logl.02
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1.4.7.5. Sumas de un nimero infinito de términos: Series Numéricas

Una situacién que se presenta con relacion a una sucesion numérica infinita a1, as, as, ... es el calculo de
la suma que se obtiene por adicién sucesiva de sus términos. De hecho en este capitulo, en la Unidad 1.1.
introdujimos expresiones tales como

1 — 1 6 6
Z—-016= — i
0.16 + +103

6 10 ' 102 T

donde los puntos suspensivos se interpretaban diciendo que la suma de términos continuaba indefinida-
mente.

Esta es sin duda una manera muy vaga de definir el significado de esta “operacién de suma” de infinitos
términos. Es importante entender que la suma entre ntimeros, a que estamos acostumbrados en la vida
ordinaria, y a la cual hicimos referencia al definir la estructura algebraica de los nimeros reales, es una
operacién que sélo permite realizar sumas finitas. Por lo tanto, cuando se habla de sumas con infinitos
términos es necesario darle un sentido matemaético preciso.

En matematicas una expresion de la forma
o0
>
k=1

(o suma de infinitos términos) se llama serie infinita o simplemente serie. El significado de estas sumas
esta referido al comportamiento de las sumas parciales

n
5h== E Qg
k=1
de los n primeros términos. Se tiene asi,

Sl = ai,
Sa = a1 + ag,
S3 =a1 +az +as,

Sp=a1+ax+ -+ ay.

Para facilitar nuestras explicaciones introducimos la siguiente terminologia.

Diremos que las sumas parciales S, tienden a un nimero o convergen a S, y escribiremos
Sp — S, cuando n — oo, si S,, toma valores cada vez més préximos a S (pudiendo ser iguales a S)
cuando el nimero de términos n crece sin limite. Esto es equivalente a decir también que |S,, — S| toma
valores cada vez mds préximos a 0 cuando n crece (]S, — S| — 0 cuando n — oo.

oo o0
Se dice que la suma de )’ aj existe y es igual a S, o bien que la serie Y a; converge al nimero
k=1 k=1

S, si las sumas parciales S, tienden a S cuando n crece indefinidamente. Simbdlicamente

oo

Zak:S@)Sn—mS', cuando n — oo
k=1
< |Sp, — S| — 0, cuando n — co.

Las series numéricas no siempre son convergentes. En otras palabras, la operacion de sumar infinitos
términos no siempre conduce a un nimero real.

Ejemplo 1.4.5.

81



(oo} o0
i) La serie Y ¢;, cuando ¢; = 1 no es convergente, puesto que Sy, = Y. ¢; = n y cuando n — oo,
i=1 i=1
S, =n — 00. Es decir, S, no tiende a ningin nimero real.

o0
ii) La serie > (—1)* no es convergente. En efecto, Sy =1, S5 =1-1=0,83=1-1+1=1,
k=0
Sy =0, S5 =1, etc.
Es decir S, es 0 ¢ 1, dependiendo de n, y por lo tanto Sy, no se aprorima en el sentido de nuestra

definicion, ni a 0 ni a 1. Es claro que |S,, — 0| 4 0 cuando n — oo, y tampoco |S,, — 1| /4 0 cuando
n — 00.

oo

ili) La serie Y ¢y tal que ¢, = k hasta k =10 y ¢, = 0 para k > 11 es convergente pues se reduce a
k=1

una suma finita, en este caso, a partir de n = 10, todas las sumas parciales son iguales a S1g, cuyo

valor es
10 x 11

2
Consecuentemente se puede decir que S, — 55 cuando n — oo.

S0 = 55.

iv) Consideremos el caso general de una progresion geométrica con razén comin q # 1 y primer término
a. La progresion tendrd la forma a,aq,aq?, ...

o0

Determinemos en qué casos la serie Y. aq® es convergente. Miremos el comportamiento de las
k=0

sumas parciales. Por la férmula (1.11) se puede escribir:

a(l—gq") a aq"
Sp = = - :
1—g¢q 1—-q 1-—¢

Si gl < 1, por ser un nimero en valor absoluto menor que 1, ¢" — 0 cuando n — oo y por lo tanto

n
todo el término 24— — 0 cuando n — oo. FEs decir
1—q )

I—gq
cuando n — oco. Esto se comprueba observando también que

aq™

Sn
1—¢

- ’

-1 p
tiende a 0 cuando n — 00.

En conclusion:
a

1—gq

oo
Silgl <1, Zaqk = (1.12)
k=0

De otro lado, si |q| > 1 no es dificil ver que ‘11%2 crece en valor absoluto sin limites y por lo tanto

las sumas parciales no pueden converger a ningun numero.

Un resultado que vale la pena destacar como un teorema y que garantiza que los nimeros decimales
considerados en la Unidad 1.1. definan verdaderamente nimeros reales es el siguiente.

[e.e]

Teorema 1.4.13. Sea > a una serie de términos positivos tal que sus sumas parciales son acotadas.
k=1

Entonces la serie es convergente.
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No daremos la demostracién de este Teorema. Indicaremos simplemente que por ser aj positivo las sumas
parciales van creciendo, o por lo menos no disminuyen cuando n crece, pero por ser acotadas siempre
permanecen menor que un determinado nimero M. Se tiene por lo tanto

S <85 <853 <5, < M.

Por el Principio del Extremo Superior, existe un nimero S que es el extremo superior del conjunto

o0
{S1,82,...}. Se puede demostrar que . ar = S. Es decir que el extremo superior S de las sumas
k=1

parciales es el valor al cual converge la serie.

Hemos visto, que en general la parte decimal de un ntmero real es de la forma 0.b1,bs,b3,... vy que el
numero real que este numeral define estd dado por la siguiente igualdad:

b by | b

by ba b3 < 9 9 9

I T ER TR TR TEAUE TR

Pero el término de la derecha de esta desigualdad se puede considerar como una progresién geométrica

con primer término 1% y razén 1—10, por lo cual es convergente. En efecto:
9
9 9 9 10
10
—+ —+ + .= = ]_.
10 102 108 1- %
10
Por lo tanto, la serie % + 1(% + % + -+ es convergente y define un nimero real tnico.

Ejemplo 1.4.6. El numeral 1.32 define el nimero real asociado con la serie

145y 243
103

10 " 102 A

Se pueden hacer las siguientes transformaciones para calcular el numero al cual converge la serie.
1+3+2+3+ —1+13+2+1 3—1—2+1 3+2+
10 102 103 10 10/ 103 10 104 10

En este caso, si omitimos el 1, podemos considerar la parte restante como una progresion geométrica con
b b
primer término 1—10 (3 + %) y Tazén q = %. Aplicando la férmula (1.12)), se tendrd:

1 2 1 2 1 2 & (B+5) 32

— 34+ = — |3+ = — 3+ = Loo= 1037 10/ _ 2

10(+10>+1O3(+10)+104(+10>+ 1—# 9
Se puede escribir finalmente que

1372_14_3_1_&_*_14'_14'_ _g
e 10 102 103 104 99

1.4.8. Ejercicios

En los ejercicios 1 a 21 responda verdadero o falso 2. Paraz,y e R, 2< 2 <3AN0<y<b=0<
justificando su respuesta. zy < 15.

1. ParaxER,2<x<3:>%<x’l<%. 3. Paraz,y e R, 4 <z <2N1<y<bhH=
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© »®» N>

10.

11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

—4 < zy < 10.

Paraz,y e R, 4 <2 <2A1<y<bh=>

—d<r+y<T.

Paraz,y e R, d <z <2AN1<y<bH=>
—SH<zr—y< -3

Paraz e R, 22 <1 =2 < 1.
Paraz e R, 22> 1= 2 > 1.
Paraa,be R, ab>0=0a>0Ab>0.
Paraz € R, |z — 2| = |2 — z|.

Para todo z € R, —x es un ntimero real neg-
ativo.

Para todo z € R, |2?| = lz|* = 22.
I8+ 7| = 8] +17].

Para todo a,b € R, |a + b| = |a| + |b].
Paraz € R, [z| <122 <1

—24 es una cota superior del conjunto A
[—300, —25).

Una cota inferior del conjunto A =
{reR:-5/3<x<1}es —T/8.
Si A = {1,%,%,&,...,%,...} entonces

supA=0einfA=1.
El méximo del conjunto A = [—3,15) es 15.

La sucesion 1,1.2,1.22,1.222, ...
gresién geométrica.

es una pro-

S (VE- Vi) =3
-3

j=1
En cada caso, ordene de menor a mayor, el
conjunto de niimeros que se dan. Explique
los criterios que utiliza para efectuar la com-
paracién.

(a) 1,414, V21, 2, 1,414.
5,8

(b) ga %a 6:1

(c) 2,3 x 1074, 230 x 1075, (2,3 x 1074)?,
0,001.

(d -1, -4, -1

84

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

Efectie los siguientes cdlculos entre intervalos
teniendo en cuenta que a < ¢ < b < d:

Repase las demostraciones que se realizan en
esta unidad y diga cudndo son directas y cuan-
do indirectas. ;Hay alguna demostracién por
el método de contraejemplo?

Complete la demostracién del Teorema

Complete la demostracion que se sugiere en el
Teorema Siab > 07y a < 0 entonces
b<0.

Demuestre el Teorema [[.4.7]

Exprese en lenguaje ordinario las proposi-
ciones del Teorema [[.4.8]

Termine la demostracién del Teorema [[.4.8]

Demuestre los siguientes hechos referentes al
orden entre los niimeros reales:

La suma de dos niimeros negativos es un
nimero negativo.
Sia<byb<centonces a < c.
Sia<b,b<cya=centonces a =>b.

Si ay b son nimeros reales cualesquiera,
se tiene a2 4+ b% > 0.

No existe ningin nimero real a tal que
r < a, para todo real z.

Si z tiene la propiedad de que 0 < x < h,
para cualquier h positivo, entonces x =
0.

Demuestre que no existe ningtin niimero real
x tal que 22 +1 = 0.

Determine los valores que puede tomar x para
que las siguientes desigualdades sean validas.
En los casos (a), (c), (e) siga las instrucciones
de las inecuaciones utilizando el lenguaje con-
juntista.

5447 < 2x — 1.

6z —5>3x—1.

(22 4+ 3) (5bz —1) > 0.
(x+5)(z—-3)<0.

(a)
(b)
()
(d)



33.

34.

35.

36.

37.

(©) (z+7) (z—V3) =0
a)z:2>a

Escriba en término de intervalos los conjuntos
que se definen a continuacién y represéntelos
en la recta numérica.

(a) {zeR:|z| <a}

(b) {zx eR:|z| > a}

c) {xeR:|z—al<b}

(d) {zxeR:|z—al >b}

Probar las siguientes propiedades de valor ab-
soluto:

(a) ‘xQ‘ =2
(b) |z = Va?

© |2 =1 sy 20

|yl

T

Y

Encuentre los valores que puede toma x para
que las siguientes desigualdades e igualdades
sea validas:

(a ‘x—%|§3

1

(b) |z —3>1

(c) |z +10/>5
|z —0,3] <0,1

e ‘235—}-\/5’ =4

f) [3z(z—1)|=0
i
3
2z (x — 1) =1

(
(
g

(
(h

)
)
)

(d)
)
)
) +1‘ -1
)

Diga cuales de las siguientes afirmaciones son
verdaderas y cudles son falsas justificando
su respuesta:

(a) = < 5 implica |z| <5

(b) |z —5| <2implica3 <z <7

(c) |1+ 3z <1 implica z > —2

(d) No existe ningun nimero real x tal que
|z —1] = |z — 2|

Sea el conjunto A = (1,50) U [100,00) en R

(a) (Es 70 cota inferior de A?, ;Es cota su-
perior?
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(b) Describa el conjunto de las cotas inferi-
ores de A.

(¢) Describa el conjunto de las cotas superi-
ores de A.

(d) Encuentre c en R, tal que para cualquier
xen A, |z| <ec.

38. Dé un ejemplo de un conjunto A de nimeros
acotados tal que uno de sus elementos sea co-
ta superior pero que ninguno de ellos sea cota

inferior.

39. Diga si el conjunto (—oo, 0]U[1, 00) es acotado

en R.

40. Dé un ejemplo de un conjunto A tal que para

- 1
cualquier z en A, |z| < 3.

41. * Demuestre que un conjunto A es acotado si
y sélo si existe M real tal que para cualquier

xen A, |z| < M.

42. (a) Determine en R, si existen, el supremo,
finfimo, méximo y minimo de cada uno

de los siguientes conjuntos:

i Q
ii. 0

iii. (0,1]

iv. [0,1]

v. (0,1]NnQ
vi. [0,1]NQ

viit. {32
Determine en Q, si existen, el supremo,
infimo, maximo y minimo de los sigu-
ientes conjuntos:

i (0,1]NQ

ii. [0,1]NQ

iii. {745 0 €N}
iv. [O,\/ﬂ nQ

43. De ejemplo de conjuntos en R tales que

:nEN}

(a) Poseen supremo pero no poseen maximo.

(b) Poseen {nfimo pero no poseen minimo.

44. Demuestre que la propiedad del extremo in-
ferior implica la propiedad del extremo su-
perior. (Imite la demostraciéon dada en esta
unidad de la implicacién reciproca).

45. (a) Demuestre que si o y [ son numeros
reales arbitrarios tales que a < [ en-

tonces o < azﬂ < B.



46.

47.

48.

49.

*(b) Si « es un nimero real arbitrario probar
que existe un entero n tal que n < a <
n+ 1.

Si a y B son numeros reales arbitrarios
tales que a < 3, demuestre que existe un
nuimero racional r tal que a < r < .

Si a y B son numeros reales arbitrarios
tales que a < 3, demuestre que existe un
nudmero irracional z tal que a < z < 3.

Calcular la expresiéon decimal de los siguientes
numeros con tres cifras decimales, usando el
procedimiento planteado en la unidad:

Compare sus resultados con la calculadora.

Con el mismo procedimiento del ejercicio

calcule v/1 y concluya que 1 = 0,9

Explique la verdad o falsedad de las siguientes
proposiciones:

(a) Laresta define una operacién binaria en-
tre naturales.

(b) Laresta define una operacién binaria en-
tre enteros.

(¢) La divisién define una operacién binaria
entre enteros.

(d) La divisién define una operacién binaria
entre ndmeros reales no nulos.

(e) La expresiéon n * m = n"™ define una op-
eracion binaria entre naturales.

Operaciones binarias pueden definirse sobre
los mas variados objetos.  Considere un
cuadrado como se indica en la figura y con-
sidere los siguientes objetos abstractos llama-
dos simetrias y rotaciones del cuadrado, asi:
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50.

R1, Ro, R3, Ro Rotaciones de 90°,
180°, 270°, 360° en el
sentido de las agujas
del reloj.  Asi, por
ejemplo R convierte 1
en 2,2en 3,4en 1.

H Simetria respecto del
eje  horizontal (re-
flexién) convierte 1 en
4,4en 1, 2en 3, 3 en
2.

\%4 Simetria respecto del
eje vertical.

D Simetria respecto del
eje diagonal D.

D’ Simetria respecto del

eje diagonal D’.
Sea S el conjunto de las simetrias del cuadra-
do y defina de la manera que juzgue mas natu-
ral una operacion binaria T entre ellas. ;Qué
propiedades tendria esta operacién? Con-
struya una tabla de operacién de T.

4 D

Considere el conjunto Z, = {0,1,2,3} y de-
fina las siguientes operaciones binarias de la
manera que se indica:
Suma (+)
Multiplicacién (x)

a+b=r,

donde r, s son los restos que resultan de dividir
por cuatro a a + b y ab, respectivamente. Por
ejemplo, sia =2 y b= 3 entonces 2+3 =1
puesto que

243=5|4
1 27

r=1.

2 x 3 = 2 puesto que

2x3

=6
2 )

L4
1

axb=s,a,b,r, s € Ly,



s = 2. Llene la siguientes tablas efectuando
todas las operaciones posibles, dos a dos, de
elementos de Zy4.

+ 101213
0
1
2
3
x|0[1]2]3
0
1
2
3

(a) Diga cudles de las propiedades formales
estudiadas para la adiciéon y multipli-
cacién de nimeros reales se satisfacen y
cuales no en esta estructura algebraica.
Justifique su respuesta.

Repase los resultados que hemos de-
mostrado en la seccién 1.3.6. Observe
que el resultado 3 no se tiene en esta es-
tructura algebraica. Explique porqué.

(¢) iSe podria definir un orden entre los el-
ementos de Z4 compatible con la op-

eracion de +y x7?

51. Dé ejemplos de:

(a) Conjuntos de numeros racionales que
tengan un primer elemento.

(b) Conjuntos de nimeros reales que no ten-
gan un primer o ultimo elemento.

52. Demuestre que la propiedad del buen orde-
namiento de los enteros implica que los en-

teros cumplen la propiedad del sup.

53. Demuestre por induccién las siguientes

proposiciones.

(a) 1+3+5+ -+ (2n—1)=n?
(suma de los m primeros nimeros im-
pares).
6
(suma de los cuadrados de los n primeros
numeros naturales).

2 12
(c) 13+23+...+n3:%

(suma de los cubos de los n primeros
numeros naturales).

o4

95.

56.

o7
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. Calcule cada una de las siguientes sumas.

5

(a) > (2k—7)

k=1

(b)
()

(d)

Exprese las siguientes sumas mediante el
simbolo de sumatoria.

(@) +3+ 3+ 1
(b) 1+5+9+13+17

2 3
(c)

4o+ 4+ 442
1 1 1 1 1 1
() 1-5+5-3+5-5+7

2 '3 e

Al igual que se defini6 el simbolo »  para
simplificar la escritura de sumas, se define el
sfmbolo [] para simplificar productos:

n
Ha”i:al'GQ'(LB"'an
i=1

Compruebe las siguientes propiedades para el
producto [].

1=1 j=1
(b) ﬁazbi = ﬁai . ﬁbz
i=1 =1 i=1

n a .
c Hi _ =1
“ i=1 ﬁ b;
= %
=1
n n+s
(d) a; = H [0 7
1=k i=k+s

. Efecttie los siguientes productos.

—
E
—
~.

~.
—

(3i —2)

G
||::w

~.
—



58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Encuentre el término general de las siguientes
sucesiones.

(a) 4,7,10,13,16
(b) 0,3,8,15,24,35,48, .
(c)741 ~5,-8,...
6
(d) 7377;9;117 ..
)

(e) a,a+b,a+2b,a+3b,.

En las siguientes sucesiones se da el término
n—ésimo. Escriba los cinco primeros términos
de cada una de ellas.

3
omn —2
1+(-1"
a, es el cuadrado del n—ésimo ndmero
primo.

Qp

an, es el nimero de enteros positivos
menores que 1.

1

J— n
El ntimero de bacterias que hay en cierto cul-
tivo se duplica cada dia. Si el niimero inicial
de bacterias es 50, jcuantas hay al cabo de un
dia?, ;de dos dias?, ;de tres dias? Encuentre
una férmula para el nimero de bacterias de-
spués de n dias.

Encuentre los términos quinto, décimo y
enésimo de las siguientes progresiones ar-
itméticas:

(a) 2,6,10,14, ...
(b) —7,-3.9,-0.8,2.3, ...
(c) 16,13,10,7,...
(d) —8,-3,2,7,...

Encuentre el décimo segundo término de
la progresion aritmética cuyos dos primeros
términos son 9.1 y 7.5.

Los términos sexto y séptimo de una progre-
sién aritmética son 2.7 y 5.2. Encuentre el
primer término.

;Cuantos enteros entre 32 y 395 son divisibles
por 67 Encuentre la suma de ellos.
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

Un hombre desea construir una escalera con
nueve peldanos que disminuyen uniforme-
mente desde 24 pulgadas en la base hasta 18
pulgadas en la parte superior. Determine la
longitud de los siete peldanos intermedios.

Un cultivo de bacterias se incrementan 20%
cada hora. Si el cultivo original tenfa 10.000
bacterias, encuentre una férmula para deter-
minar el nimero de bacterias después de t ho-
ras. jCudntas bacterias habra después de 10
horas?

Encuentre el quinto, octavo y mn—ésimo
términos de las siguientes progresiones ge-
ométricas.

(a
(b

4,1.2,0.36,0.108, .
4,-6,9,—13,5,...

(c) 162,-54,18, —6,.

(d) 1,v/3,3,V/27,..
Encuentre el séptimo término de la progresion

geométrica cuyos segundo y tercer términos
son 2y —\/5, respectivamente.

\/\/\/\/

En condiciones especiales, una sociedad que
crece sin control de su poblaciéon duplicara el
nuimero de sus habitantes cada 25 anos.

(a) Si se denota con Ny el nimero de habi-
tantes en un momento dado, ;jcudl serd
el niimero de habitantes Nj después de
k cuartos de siglo?

(b) Si Ny = 10° habitantes, ;cuantos habi-
tantes habrd a los 150 anos?

(c) Calcule el nimero promedio de habi-
tantes durante estos 150 anos.

Se deja caer una pelota de hule desde una al-
tura de 10 metros. Si la pelota rebota la mitad
de la distancia cada caida, calcule la distancia
total que recorre la pelota antes de detenerse.

Encuentre cada una de las siguientes sumas.

1

o

(a) 3 (5+3)
k=1

(b) > (7 4k)
k=1
10

(c) 3F
k=1

/\
=
Me
—
|
e
ES

e
I
-



72.

73.

Encuentre las sumas de las series geométricas
siguientes.
(a) 1—3+4 3
(b) 1.5 —|— 0.015 + 0.00015 + - - -
(¢) 1+0.1+0.01+0.001+ ---
(d) V2-2+V8—4+---

Encuentre la fraccion de enteros que corre-
sponde a cada uno de los la fracciéon entre

8+
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enteros que siguientes niimeros racionales.

(a
(b

[\DO
\\1\

C

(0
(d§

e

)
)
)
)
) 0
f)

(
(f) 123.6183



1.5. Exponenciacion y logaritmacion

1.5.1. Radicales

En la seccién 1.4.5. de la Unidad anterior hemos establecido que dado cualquier niimero no—negativo a
y un nimero real arbitrario n, existe un nimero positivo . y s6lo uno tal que

o = Q.

Este ntimero lo denotamos con el simbolo /a. No es difil ver que el nimero — {/a, cuando n es par, es
también una rafz n—ésima de a. Esto es (—{/a)™ = a. Este hecho lleva a que usualmente hablemos de
la “rafz negativa” y de la “rafz positiva”, cuando n es par, pero el simbolo {/a se reserva exclusivamente
para la raiz positiva o principal.

Debe ser claro que si n es impar y a es positivo, sélo podra existir una raiz n—€sima que en este caso
tiene que ser positiva.

Cuando a es negativo cabe preguntarse por la existencia de raices n—ésimas. Si n es par, es decir n = 2k
(k natural), no debe existir ningin « real tal que a™ = a, puesto que a™ = (ak) es positivo. Es decir,
la raiz no existe como numero real.

Si n es impar y a es negativo, es posible hablar de raiz n—ésima de a. En este caso existe s6lo una raiz
n—ésima real y es negativa. Este hecho es familiar para el alumno, pues es bien conocido, por ejemplo,
que /=8 = —2. Puesto que —2 = —/—(=8) = — /8, la existencia de la rafz n—ésima de un ntimero
negativo y la forma de obtenerla cuando n es impar se puede reducir a la existencia y obtencion de la
raiz de un ntmero arbitrario.

En efecto, cuando a es un nimero real negativo y n es impar se define, generalizando el ejemplo anterior,
Va=—1/—a.

Observe que —a es positivo y por lo tanto {/—a existe y es positivo. Consecuentemente, —{/—a es un

nimero real negativo bien definido. Se puede demostrar también, en forma general, que en este caso
. ey , o . n . . .

— {/—a cumple la definicién de raiz n—ésima de a. Es decir, (— \"/—a) = a (Ver ejercicios).

Las observaciones anteriores se pueden resumir de la siguiente manera:

1. El simbolo {/a, no necesariamente representa un nuimero real, pero cuando lo hace estd definido
por la siguiente relacién bésica
n
(Va)" =a.

2. El simbolo {/a define un nimero real solamente en los siguientes casos:

(a) Cuandoa >0y neN.

En este caso {/a denota la raiz positiva (Teorema Unidad 1.4). Cuando n es par, — {/a
es también raiz n—ésima de a. Se le llama la raiz negativa.

(b) Cuando a < 0 y n impar.

En este caso {/a denota la tnica raiz n—ésima que existe, que es negativa, y se define {/a =
— i/ —a.

Asi por ejemplo:
V16 =2, pues 2> 0y 2* = 16.
Por ser 4 un nimero par, 16 posee también raiz cuarta negativa. Se escribe —v/16 = —2.
V125 =5, pues 5 > 0y 5° = 125,
V=125 = —/— (—125) = —V/125 = —5,

4 3
v/ —16 no representa un ntimero real.
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Un hecho importante que puede prevenir errores es el siguiente. Si bien ({/a)” = a, cuando la rafz
n—ésima existe, no necesariamente se tiene que v/a® = a. Por ejemplo, si a = —3 y n = 2 entonces

M:\Q/g:?); esto es, W?é_g_

En general se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.5.14.
i) Sin es par, entonces {/a™ = |a|, a € R.
il) Sin es impar, entonces ¥a" = a.

Demostracion.

i) Como n es par, a’ > 0 para todo a € R. Por definicién:

(I) Sia >0, ¥Ya™ =a = |a|] jpor qué?
(II) Sia <0, ¥a™ = —a = |a| {por qué?

ii) Como n es impar, a™ > 0sia >0y a™ < 0si a < 0. Por lo tanto,

(I) Sia >0, Va™ = a.
(II) Sia <0, Var = —/—a™ = — /(- —a) = a {por qué? I

Las siguientes constituyen propiedades basicas de los radicales que pueden obtenerse de manera mas o
menos directa de su definicién, y son validas en los casos en que se pueda garantizar la existencia de las
raices involucradas.

Teorema 1.5.15.

i) Vab= y/a-
a_ 3a
b

Demostracién. Para demostrar la relacién i) basta observar que:

( a %)" _ ( \/a)n ( %>" Propiedad de las potencias con expo-

nentes enteros.

ii) n

Por definicién de raiz n—ésima, cuando
éstas existen.

=ab

Es decir, que {/a /b cumple la definicién de raiz n—ésima, y por la unicidad de la rafz se desprende que
debe ser igual a V/ab, que es la manera usual de denotar a la raiz n—ésima de ab.

De manera semejante se demuestra la relacién ii). Se tiene

Ya\"  (%/a)"  Propiedad de las potencias con expo-
Vo) ( %>" nente entero.

@

b

Propiedad de la raiz n—ésima.

Dejamos la relacién iii) como un ejercicio al estudiante (Ver ejercicios). i
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Ejemplo 1.5.7. Ilustramos la simplificacion de algunas expresiones utilizando propiedades de los radi-
cales.

1. 5v/20 — /45 + 2v/80 5V4-5—49-5+2V16-5
5V4V5 — V9V5 + 2v/16V5
= 10v5-3V5+8V5

= 15V

2. , (3a*2b)4 _ Y (3a*26)4
(2ab—2)3 3 (2@()72)3

B (3@‘21)) v/3a—2b
- 2ab—2

— 30 V3a
3. V943 +V25a5 —a = 3ava+5d*Va—a
= (3a+5a*-1)a
4. Aunque m = /64 =8, no se puede escribir
V(=4) (-16) = V-4V/~-16

ya que \/—4 y /—16 no representan nimeros reales.

1.5.2. Exponentes racionales

En la seccién anterior hemos definido las condiciones en las cuales el simbolo /a tiene sentido como
nimero real. A partir de esta seccién utilizaremos también el simbolo a'/™ para referirnos a la raiz Ya
cuando existe. Aunque el significado de la expresién a'/™ esta definido por {/a, tiene sentido referirnos a
ella como potencia con exponente fraccionario de la forma 1/n pues satisface las propiedades bésicas de
las potencias con exponente entero. En efecto, se desprende directamente de su definicion y del Teorema

las siguientes propiedades:
1. (a"/")" =a

9 (a")l/" _ la|, sin es par,
a si n es impar,

3. (ab)l/” =al/mpt/m

5. al/mn _ (al/m)l/n

La definicién anterior permite extender la definicién de potencias con exponente entero a potencias con
exponente fraccionario de la siguiente manera.
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Definicién 1.5.1. Sean m y n enteros con n > 0. Sea a un nimero real tal que Y/a esté bien definido.
Se tiene

m . e
am/m = (V/a) Definicién
_ (al/n>m
a/" xooxa'’m sim >0
m veces .., .
= 1 1 . Definicién de potencia entera
7 X X == stm < 0.
al/m al/m
m veces
Ya que — (m) = -2 por definicién a= "/ = q=m/",
n n
Esta definicién tiene una implicacién inconveniente pues cuando a es negativo la buena definicién de a™/™
va a depender de la fraccién “*, n debe ser impar y no necesariamente se cumple que am/m = gkm/kn

para k entero, (como deberfa ser), a pesar de que 7y ’Z—’s representan un al mismo nimero racional. En

efecto, (—27)'/3 est4 bien definido pues
(—27)'/3 = /=27 = -3,
pero es claro que (—27)%/% no existe como nimero real y por lo tanto no cumple que
(—27)1/3 = (—27)/8.

Se puede demostrar, sin embargo, que a™/" = a*™/*" cuando ambos lados de la igualdad tienen sentido.
Algunos autores obvian esta ’incomodidad” hablando de potencias de la forma a™/™ sélo para valores
positivos de a.

Es importante entender, por ultimo, respecto de esta definicién, y aunque no lo demostremos, que cuando
o =k € Z entonces la definicién que hemos dado de potencia con exponente fraccionario coincide con
la definicién de potencia con exponente entero y por lo tanto a”/™ = a¥. Es decir, la definicién que
hemos dado no es mas que una extensién de la definicién de potencia con exponente entero, aunque con

restricciones en el caso de bases negativas.

Las potencias con exponente racional obedecen las mismas propiedades formales que las potencias con
exponente entero.

Teorema 1.5.16.

i) (am/”)n =am

111) CLm/n . CLT/S _ am/n+7‘/s
iV) (am/n)r/s — gmr/ns

V) am/n . bm/n _ (ab)m/”

Las propiedades se cumplen siempre que ambos lados de la igualdad representen un nimero real.

Demostracion. Damos la demostracion de algunas de las propiedades anteriores dejando las restantes
como ejercicio.
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i) ( m/”) [( 1/") } Definicién de la potencia a™/™.

- (al /n> Prop. potencias con exponente
o entero
= (al/ ) Prop. conmutativa.
. [ (al /n) } Prop. potencias con exponente
B entero.
=a™ Definicién de a'/".

ii) a=(m/n) = g=m/n Por definicién.

—m
= (al/ ") Definicién de la potencia a™/™.
B 1 Definiciéon potencia con expo-
o (al/n)m nente entero negativo.
1
= ( m/n) Definicién de la potencia a™/™.
a
i) G TS — gms/ns | grn/ns Ver observacién [[L5.2] al final de

la demostracion.

= (al/”s) : (al/”s) Definicién de la potencia a™/™.

_ (al/ns)ms‘*‘m Prop. potencias con exponente
entero.
= qm/ntr/s Prop. de las fracciones. i

Observacion 1.5.2. Es importante entender que debido a la observacion que hicimos sobre la definicion del
stmbolo a™'™, al hacen la transformacion

m/n r/s

ms/ns r™m/ns
Ins _ grn/ns

a - a =a

ms/ns rn/ns

debemos estar seguros que tanto a como a representen numeros reales. Este es en efecto el caso. Si

a > 0 no hay ningin problema. Si a < 0, la buena definicion de a™/™ y a'/* implica que tanto n como s son
impares y por lo tanto ns también lo serd, lo que garantiza la buena definicion de a™/™ y a™/™°.

Ejemplo 1.5.8. Simplifiguemos las siguientes expresiones.

2(V3)*  2x3%4
2-1x 32 2-1x 32

1/2
i) VEVET= (32 (3)"7) T = (1) ()" =3 x5 =32

(a=*p)~1/2 ) )
TR = (a=4b)"V/2(a2b3)V/3 = a2b=1/202/3p = q2T2/3p1-1/2 = ¢8/3p1/2
a

i) =2x2x3%3 x372 =22 x 34372 =22372/3

iii)

=3 8 .3~ 9 1110 1142 3—17 1152

' 3-2/3 . 115/6\ 12 B 3-8.1110
v 33/4.117/2 39,1142
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1.5.3. Exponentes reales

En la definicién del simbolo a” hemos seguido un proceso de extensiones sucesivas que han permitido
pasar de potencias con exponente entero (Unidad 1.3) a potencias con exponente racional (seccién 1.5.2
de esta Unidad) pero simultdneamente a medida que se ampliaba el conjunto de niimeros que podian
servir de exponente, se restringia el conjunto de nimeros que podian servir de base. Asi, para el caso
de exponentes enteros cualquier nimero real puede servir de base, excepto por el caso 0° que no estd
definido, pero para el caso de exponentes racionales los niimeros reales negativos no pueden servir de base
para cualquier exponente racional.

En esta seccién se plantea, sin demostracién, que es posible dar una definicién de potencia con exponente
real y base positiva que conserva las mismas propiedades formales de las potencias con exponente racional
y que a su vez, viene a constituir una extensién de la definicién de potencia con exponente racional.

Teorema 1.5.17. Sea a un numero real positivo y x un niumero real arbitrario. Eziste un numero real
positivo a®, que llamaremos potencia de base a y exponente x, que cumple las siguientes propiedades:

a® - a¥ = a®tY
(a®)¥ = a™ (1.13)
(ab)* = a”b"*

Cuando z es un racional, a* coincide con el valor dado por la definicién que aparece en la seccién 1.5.2.

Por definicion

Es importante mantener presente que las propiedades , que satisfacen las potencias con exponente
real, son las mismas que satisfacen las potencias con exponente racional o entero. Asi, quien esté famil-
iarizado con el manejo de estas ultimas, lo estard también con el manejo de las potencias con exponente
real. Ilustramos esta afirmacion con la siguiente simplificacion:

aV2/2  p—7/3

vy = 0T 0

_ a\/§/272\/§/3 . b727r77r/3
— o V2/6 p=Tm/3

., Coémo se puede interpretar el simbolo a”, cuando x es un numero real arbitrario y a > 07. Puesto que
a® viene a ser una extension de la definicién de potencia con exponente racional , si z = 7%, a® puede
interpretarse en el sentido de la definicién dada en la seccién anterior. Cuando x es irracional, analizare-
mos dos ejemplos particulares, que esperamos ayuden al estudiante a formarse una vision operativa del
significado de a”.

Consideremos el caso 3V2. El significado de esta potencia, es decir la manera como se llega a calcular e
identificar el niimero real representado por 3v2 ge puede entender a partir de las sucesiones de potencias

31,31.4731.41,31.4147“. 6 32731.5’31.427“.,

que son potencias bien definidas y de significado conocido pues sus exponentes son racionales. La ley de
formacion de estas sucesiones estd determinada por la ley de formacién de sus exponentes, la cual esta
definida a su vez por la expresién decimal de /2. (Es facil comprobar con una calculadora de mano de
10 digitos en pantalla que v/2 = 1.41421356...).

El ntimero 3V2 se puede definir de las dos maneras siguientes:

3v2 _ sup {31’31.4,31.41’31.4147 - }
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3\/5 — inf {327 31.5’ 31.427 31.4157 - } )

Si calculamos 3\/5, con el auxilio de una calculadora de mano, algunas de las potencias anteriores se
observa rdpidamente que la sucesién 3!, 314, 3141 31414 g creciente y que la sucesion 32, 315, 3142
es decreciente. Se puede observar también, aunque éste ya no es un hecho tan inmediato, que cualquier
potencia en la primera sucesiéon es menor que cualquier potencia en la segunda sucesiéon. De esta manera,
la definicién propuesta se puede reinterpretar en términos muy intuitivos diciendo el ntmero real que
representado por 3V2 es el niimero al cual se van aproximando las sucesiones anteriores, a medida que los
exponentes de las potencias se aproximan a /2. La primera sucesién se aproxima en forma ascendente
y la segunda se aproxima en forma descendente. 3V2 viene a ser el tinico nimero o punto de separacién
entre las potencias de ambas sucesiones Se puede escribir, por lo tanto, que

3l <3l <3l L < 3V2 oL 3LAI5 g1l 315 32,

Si obtenemos las expresiones decimales de algunas de las potencias que conforman las sucesiones anteri-
ores, empezando por 34 y 3% e incrementando de a dos digitos en el exponente para acelerar el proceso
de aproximacion, podemos visualizar mejor la manera como las dos sucesiones de potencias aproximan a
3v2 y la manera como va surgiendo la expresion decimal de 3VZ en este proceso. Se puede escribir:

1) 4.6 < 4.6555367 = 3141 < 3V2 < 315 ~ 51961521 < 5.2

)
) 4.7 < 4.7276950 = 31414 < 3V2 < 31415 & 4 7398918 < 4.8

(1.14)
)
)

11

111

4.728 < 4.7287850 = 3141421 - 3V2 - 31.41422 o~ 4 7988378 < 4,729
4.728804 < 4.72880406 == 314142135 _ 3V2 - 314142136 ~ 4 7988458 < 4.728805

v

Estas desigualdades permiten ver que tan préoximas estan las potencias que constituyen las dos sucesiones
a 3v2 y qué tan répida es su aproximacién cuando los exponentes se aproximan a v/2. Se puede escribir,
en efecto que:

315 _3v2 <315 _3L4 .59 46=0.6

3VZ _3L4ld  3L415 _ 31414 48 47 =0.1 }

3VZ _ 314 2315 _3l4 259 46=0.6 }

LIS _ 3v2 < gldls _gldld 48 47 =0.1

3V2 - ghAl2l o 3141422 gLAI2L <y 799 — 4,728 = 0.001
3LAI22 _ gVZ o 3141422 gLAI2L < 799 — 4728 = 0.001

3V — 314142135 £ glAl42136 _ 31412135 < 4 798805 — 4.728804 = 0.000001
3LAM2IE6 _ 3V2 o glLAL21s6 314142135 < 4 798805 — 4.728804 = 0.000001

Lo anterior quiere decir, en particular que si se aproxima a 3v2 por 31414 (por defecto} o por 31415 (por
exceso), el error que se comete es menor que 0.1; pero si se aproxima por 341421 (por defecto) o por
3141422 (por exceso) el error que se comete es menor que 0.001 y asi sucesivamente.

Las desigualdades ([1.14) dan informacién sobre la manera de obtener la expresién decimal de 3\/5, de la
siguiente manera:

— La desigualdad i) permite concluir que 4 es posiblemente el primer digito de la expresién decimal 3v2,

— La desigualdad ii) permite concluir que 4.7 son necesariamente los dos primeros digitos de la expresién
decimal de 3V2.
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— La desigualdad iii) indica que los cuatro primeros digitos de la expresién decimal de 3V2 estén dados
por 4.728.

— La desigualdad iv) indica, por ultimo, que los siete primeros digitos de la expresién decimal de 3v2
estan dados por 4.728804.

Se puede comprobar estos resultados comparindolos con la expresion decimal 4.728804388 de 3v2 que da
una calculadora de mano de 10 digitos en pantalla.

Consideremos un segundo ejemplo: 0.5V2. Procediendo de manera similar al caso anterior podemos
considerar las sucesiones

0.5,05"%,05", ...y 05%05"°,0.5"%, ..

En este caso, debido a que 0.5 < 1, la primera sucesién es decreciente y la segunda creciente, pero como
en el ejemplo anterior 0.5V2 se puede interpretar como el niimero real al cual se van aproximando las
potencias de ambas sucesiones a medida que sus exponentes se aproximan a /2. La primera se aproxima
en forma descendente y la segunda en forma ascendente. Se puede escribir:

05> 055 > 0514 > 050414 > .. 5 05V > > 050415 5 05042 > 0510 > 0.52,
En este caso la definicién matematica de 0.5V2 se podria dar de las dos maneras siguientes:

0.5¥2 = inf{0.5,0.5"4,05M4, ...}
0.5v2 sup {0.5%,0.5"5,0.5'42 .}

De manera similar al ejemplo anterior se pueden establecer las siguientes desigualdades:

i) 0.4>0.3789291 2 0.5"* > 0.5V2 > 0.5'5 = 0.3585533 > 0.3

) 0.376 > 0.3752697 = 0.5"414 > 0.5V2 > 051415 = 0.3750097 > 0.375

iii) 0.37522 > 0.3752151 = 0.5"41421 > 0.5V2 > 5141422 = (3752125 > 0.37521
)

iv) 0.375215 > 0.3752142 = 0.51-4142135 - () 5V2 5 () 51.4142136 ~ () 3759141 > 0.375214

11

(1.15)

Desigualdades que en este caso permiten estimar también el grado de aproximacion de las diferentes
potencias a 0.5V2. Se puede afirmar, por ejemplo, que si se aproxima a 0.5v2 por 0.51-414 (por exceso) o
por 0.541% (por defecto) el error que se comete es menor que 0376 — 0.375 = 0.001.

También se puede observar la formacién paulatina de la expresién decimal de 0.5V2, Asi, por ejemplo, al
mirar la desigualdad iv) se puede concluir que los 6 primeros digitos de su expresién decimal estdn dados
por 0.375214.

Esta definicién operativa por aproximacién se puede generalizar en realidad a cualquier potencia a® con
exponente real. El entender estos procesos aproximativos es importante para saber como seleccionar el
numero de digitos en el exponente, y a veces en la base de acuerdo con el nivel de precisiéon que deseamos
tener en nuestros calculos (ver Ejercicio 9).

El siguiente Teorema que damos sin demostracion describe una propiedad muy importante de las potencias
reales y en cierta medida puede considerarse una extension del Teorema de la Unidad 1.4.

Teorema 1.5.18. Sean a,b, x,y niumeros reales.

i)a>1,z<y siysdlo sia® <a¥.
i) 0<a<l1,x<y siysdlo sia® > aV.

i) 0<a<b,a® <a¥ siysdlosiz>0,a” >b" siysdlosix<0.
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Lo anterior se puede interpretar en lenguaje ordinario diciendo, que cuando a > 1, el valor de la potencia
crece a medida que los valores del exponente x crecen, pero si 0 < a < 1 los valores de la potencia
decrecen cuando los valores del exponente x crecen.

De otro lado, si el exponente x es positivo y fijo y varian los valores de la base, los valores de la potencia
crecen cuando crecen los valores de la base. Pero si x es negativo, los valores de la potencia decrecen al
crecer los valores de la base.

Los siguientes casos particulares, que el estudiante puede comprobar con su calculadora ilustran las
variaciones mencionadas.

— Parael caso i) a > 1; a = 3.5.
3.573/4 3.5-1/2 3.51/4 3.51/2 3,52 3.5% 3.5,
Calculando en su orden las potencias anteriores, y redondeando se tiene
0.39 < 0.53 < 1.9 < 1.36 < 12.5 < 42.9 < 275854.7,

lo cual permite observar que las potencias anteriores aumentan de izquierda a derecha al aumentar el
exponente manteniendo fija la base mayor que 1.

— Para el caso ii) a < 1; a = 0.4.
0.473,0.471/2,0.41/2 0.43/%,0.4V2,0.43,0.41,
Calculando en su orden las potencias anteriores y redondeando se tiene
15.62 > 1.58 > 0.6325 > 0.5030 > 0.2737 > 0.0640 > 0.0001,

lo cual permite observar que las potencias anteriores decrecen de izquierda a derecha al aumentar el
exponente manteniendo fija la base positiva pero menor que 1.

— Para el caso iii) 0 < a < b; a = 0.1, b=0.2.

0.1Y/2 22 (0.3162 < 0.4472 =2 (0.21/2
0.13 22 0.001 < 0.008 = 0.23

0.1Y/2 2 0.3162 < 0.4472 =2 (0.21/2
0.13 22 0.001 < 0.008 2 0.23

0.15 22 0.0058 < 0.0273 = 0.2°
0.17321.000 > 1.25 > 0.273
0.171/2 2 3.1623 > 2.2361 =~ 0.2 1/2

Las tres primeras desigualdades dejan ver que cuando x > 0, las potencias a” y b® conservan el sentido
de la desigualdad entre a y b (a® < b si a < b). Las tres dltimas permiten ver que este sentido se invierte
cuando z < 0 (a® > b” si a < b).

Podria preguntarse el estudiante cudl puede ser el interés e importancia de extender el concepto de po-
tencia con exponente entero, cuyo significado intuitivo es mas o menos claro y que en términos generales
puede interpretarse como una flotaciéon abreviada de la multiplicacién, al concepto de potencia con ex-
ponente real cuyo significado aparece bastante abstracto y elusivo. En términos generales podria decirse
que las razones son las mismas que llevaron a los matematicos a construir sucesivamente modelos de
sistemas numéricos mas amplios a partir del concepto primitivo de niimero natural. De un lado necesi-
dades inherentes al desarrollo formal del cdlculo matemético y de otro e intimamente unidas con aquellas
necesidades del mundo fisico. El siguiente ejemplo ayuda a ilustrar este punto de vista.
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Supongamos que la poblacién de un pais crece al 2% anual. En una fecha determinada la poblacién es de
Py habitantes. Se quiere calcular la poblaciéon de dicho pais al cabo de un nimero de anos determinado.
Si llamamos P la poblacién del pais al cabo del ano k, se puede escribir

Pr=FPy+ Py-0.02=PF,-1.02 Poblacién al cabo del 1€ ano
Po=P + P -002=P, -1.02= Py-1.022 Poblacién al cabo del 22 ano
Ps=Py+P,-0.02=P,-1.02= P, -1.02> Poblacién al cabo del 3¢ ano

Siguiendo esta ley de formacién se tiene que la poblacién del pais al cabo del ano k se puede calcular de
la siguiente manera:
Py =Py 1+ Py_1-002=P;-1.02=F,-1.02",

formula que en realidad se puede demostrar formalmente por Induccién Matemaética.

Aunque de gran utilidad la férmula que hemos deducido sélo puede aplicarse para un nimero entero de
anos. Si el crecimiento de la poblacion se considera un proceso continuo tiene sentido preguntarse por la
poblacion del pais al cabo de cualquier periodo de tiempo que vendria a expresarse por un ntmero real ¢.
La definicién de potencias con exponente real viene a dar la salida a este problema de calculo. Si el modelo
de crecimiento se considera el mismo en todos los periodos la férmula anterior puede transformarse en
P, = Py-1.02" , donde t es cualquier niimero real positivo que se interpreta como tiempo, medido en
anos, transcurrido desde la fecha en que la poblacién del pais era Py y P; representa la poblacién del pais
al término de dicho periodo.

1.5.4. Logaritmos

El Teorema [1.5.18.|y los ejemplos con que hemos tratado de ilustrar su significado permite sacar conclu-
siones sobre el comportamiento de a* cuando x varia.

— Cuando a > 1y z crece a® también crece, llegando a tomar valores tan grandes como se quiera si los
x se toman suficientemente grandes. Se suele decir “a® tiende a infinito cuando x tiende a infinito”.
Cuando x decrece tomando valores negativos, a® decrece y sus valores se aproximan al valor 0. Se
dice entonces que “a” tiende a 0 cuando x tiende a infinito negativo”.

— Algo similar ocurre cuando 0 < a < 1, pero el sentido de la variaciéon de a® es diferente. En este caso,
cuando x toma valores cada vez mas grandes y positivos, a” decrece tomando valores positivos que
se van aproximando a 0 y cuando x decrece, tomando valores negativos cada vez menores y sin limite
inferior, a crece tomando valores positivos arbitrariamente grandes. Se dice entonces que “a” tiende
a 0 cuando z tiende a infinito” y que “a” tiende a infinito cuando z tiende a infinito negativo”.

— El hecho fundamental, que se puede demostrar mateméaticamente, es que al variar x en R, a” recorre
todos los ntimeros reales positivos, de suerte que dado un nimero positivo mayor o menor que 1, la ley
de correspondencia que a cada nimero real = asigna el nimero positivo a® define una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de los nimeros reales R y el conjunto de los reales positivos R*. Se puede
afirmar, por lo tanto, reciprocamente que todo nimero real positivo b se puede expresar en la forma
b = a¥ siendo y un nimero real tinico.

Las observaciones anteriores permiten dar la siguiente definicién.

Definicién 1.5.2. (de logaritmo) Sean a y b nimeros reales positivo con a # 1. De acuerdo con las
observaciones anteriores, existe un nimero real y (y sélo uno) tal que a¥ = b. FEste nimero se llama
”logaritmo en base a de b”, y se denota con el simbolo log, b. Se puede reescribir, por lo tanto, la igualdad

antertor como
aloga b —b.
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Es decir que el “logaritmo de un niimero en una base dada, es el exponente al cual hay que elevar la base
para reproducir el nimero”.

Cuando a = 10 se habla de logaritmos vulgares o decimales. Cuando a = e los logaritmos se llaman
naturales y se escribe Inb en lugar de log, b.

Ejemplo 1.5.9.

log, 1 =0, pues obviamente a® =1 para cualquier base a, a # 1.

log, 5 0.25 = 2, pues 0.5* = 0.25.

log, % = —3,pues 373 = %

logy, 102 = 2, pues 10% = 102,

log,, a® =k, pues obviamente a* = a¥, para cualquier base a, a # 1.
Expresamos en forma de Teorema las propiedades bésicas de los logaritmos.
Teorema 1.5.19. Sean a, x, y numeros reales no negativos, con a # 1.

i) log, ry = log, = +log, y

. 1

ii) log, i log, x
iii) log, — =log, x — log, y

Yy

iv) log, 2¥ = ylog, x. En este caso y puede ser cualquier nimero real.

Demostracion. Las demostraciones de las propiedades anteriores se reducen a una aplicacién directa
de la definicién de logaritmo.

i) alo8a zHlosay — glogazglosa v Propiedades de las potencias.
=y Definicién de logaritmo.

Puesto que el logaritmo de xy es tinico y por definicién es el namero al cual hay que elevar la base
a para obtener xy. Se ha demostrado que este nimero es log, « + log, y. Por lo tanto,

log, zy = log, x + log, y.

ii) log, 1 _ 1 1 Aplicacién sucesiva de la defini-
a%ar = — = —— ! .
r a9t cion de logaritmo.
=q 18 ® Propiedad de los exponentes.

Unicidad del logaritmo de % o

. log, o= log,x  correspondencia biunivoca entre
potencias y logaritmos.
alogu T

iii) Aplicacién sucesiva de la defini-

z T
alOga y = — = —- .y .
y  alog.y cién de logaritmo.

_ aloga z—log, y

Propiedad de las potencias reales.

.. log, g =log,x —log,y  Unicidad del logaritmo de y.
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iv) log, 2V _ y _ (.log, z\¥ Aplicacién sucesiva de la defini-
% =g¥ = (a a ) - .
cion de logaritmo.
= qVlos. T Propiedad de las potencias reales.

.log, x¥ = ylog, x Unicidad del logaritmo de z¥.

Los siguientes ejemplos permiten ilustrar el uso de las reglas anteriores.

1. Calcule log;, 212—6" expresandolo inicialmente en términos de los factores primos de los nimeros in-

volucrados y utilizando finalmente una calculadora dando el resultado final redondeado a milésimas.

log; 21—25 =log;g g = log,, 5%3% — log,(, 2* Propiedad iii)
= log, 5% + log; 3% — log;, 2* Propiedad i)
= 2log;( 5 + 2log,( 3 — 4log;, 2 Propiedad iv)
= 1.1480625 Leyendo de la calculadora
=1.148 Redondeando a milésimas

2. Calcular In v/52v/56 con un error no mayor de 10~ empezando por expresar el logaritmo pedido
en términos de los logaritmos de los factores primos de los nimeros involucrados.

Expresando radicales en

. 1/3
In \3/ 52v/56 = In (52 (56)1/2) forma de potencias y fac-

torizando.
=1iln (52 (7- 23)1/2) Propiedad iv)
=1ln5*++In(7- 23)1/2 Propiedad i)
=15+ 1+In7+ 2In2 Propiedades iy iv)
= 1.7438505 Leyendo de la calculadora

= 1.7439 Redondeando a la diezmilésimas

3
3. Escriba la expresion 2log, vy 3log, y + %loga z*y? como un sélo logaritmo.
x

3
2log,, % —3log, y + 3 log, z'y* =

8\ ? 1/2
= log, (y) —log,, y + log,, (:c4y2) / Propiedad iv)
x

(%)2 (a1y?) 1/2

= log 7 Propiedades i) y ii)

1.5.4.1. Logaritmacién como operacion inversa de la exponenciacién

Al hablar de la suma y la resta o de la multiplicacién y la division entre reales se..dice que son operaciones
inversas. El significado de operacién inversa se puede explicar de la siguiente manera.

e Para la suma y la resta.

Si a es un nimero real y le sumo otro ntimero real b obtengo a +b. Si a este ntimero le resto b obtengo
(a+b) — b = a, es decir vuelvo a obtener el nimero inicial a. Este proceso se puede repetir empezando
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por restar b de a, para obtener a — b y sumar luego b para obtener (a — b) + b = a. Es decir, la resta
es operacion inversa de la suma y recfprocamente, la suma es operacién inversa de la resta, en el
sentido de que la una “deshace” lo que hace la otra. Esta interpretacién se hace precisamente mediante
la siguiente expresién analitica:

S

(a+b)—-b =
(a=b)+b =

8

Anilisis semejante es valido para las operaciones de multipliacién y divisién cuando se realiza entre
reales diferentes de 0. Se puede escribir:

(axb)=b =

e

a+-byxb =

8

e Este concepto de operacién inversa se puede aplicar también a la radicacién respecto de la potencia-
ciacion de numeros positivos a un exponente entero entero positivo dado. Si a > 0, y lo elevamos
a la potencia n para extraer luego raiz n—ésima, obtenemos el ntimero a inicial. Lo mismo ocurre
si empezamos extrayendo raiz n—ésimay luego elevando a la potencia n—ésima. Estas definiciones se
pueden sintetizar simbdlicamnente de la siguiente manera:

WZOH
(Ya)" = a,

a>0

e Si consideramos la exponenciacién (elevar a un exponente arbitrario 2 una base dada a, en este caso
no—negativa) y la logaritmacién (calcular el logaritmo de un nitimero = en una base a), como opera-
ciones sobre un niimero x, se puede observar que se trata de operaciones inversas, en el sentido dado
anteriormente, de que una operaciéon “deshace” lo que hace la otra. Se puede escribir:

log, a” = x Propiedad iv). Teorema m

a'°8a® = 1 Definicién de logaritmo

1.5.4.2. Cambio de base

El siguiente teorema expresa la manera de como el logaritmo de un niimero se puede transformar de una
base a otra.

Teorema 1.5.20. Sean a y b dos numeros reales positivos y x un numero real arbitrario. Entonces

Demostracion. Por la defincién de logaritmo se puede escribir

x = blo%s T,
Tomando logaritmos en base a a ambos lados de la igualdad anterior, se tiene

log, z = log, ('8 ") = log, x - log, b
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Ejemplo 1.5.10.

1. log; V/4 se puede expresar en términos de logaritmos en base 10 de la siguiente manera:

I V4
10g7 \?/ZI = OglO \/>
log,o 7

La expresion de la derecha se puede evaluar con calculadora.

Calculando dicho resultado con aproximacion a las milésimas tendremos:

1 /4 Llogyy4
log; ¥/4 = —510 VA 5losid o onr
logyo 7 logyo 7

2. Calculemos el logaritmo anterior utilizando logaritmos naturales, que también aparecen incorporados
en las calculadoras cientificas, y comparemos resultados.
In /4 Llng
log, V4 = =3 ~ 0.237.
087 va In7 In7

1.5.4.3. Forma de variacion de los logaritmos

Utilizando la definicién de logaritmo y las propiedades que hemos establecido daremos un teorema para
logaritmos semejante al Teorema [1.5.18.] En éste aparecen logaritmos con base mayor que 1 que son los
maés utilizados.

Teorema 1.5.21. Sia,x,y son numeros reales positivos y a > 1, entonces
log, x < log,y siy solo si x <y.

Demostracion. Por definicién de logaritmo se tiene

T = aloga T log, v

Utilizando el Teorema se puede escribir

y y=a

al%8® < g8 ¥ iy sélo si log, = < log, v,
s.x <ysiysolosi log, x <log,y. 11

Se puede observar que la demostracién anterior se apoya en el Teorema y si el asunto se analiza
mas de cerca se llega a concluir que ambos Teoremas son equivalentes y que la clave de su conexién esta
en el hecho de que “exponenciacién” y “logaritmacion” son operaciones inversas. Para efectos practicos
esto quiere decir que el comportamiento de log, = al variar = se puede deducir del comportamiento de a¥
al variar y.

Consideremos el caso a > 1. Cuando z crece también log, x crece, y no es dificil convencerse (ver ejemplo
numérico) con la ayuda de una calculadora de mano que log, x puede alcanzar valores tan grandes como
se quiera incrementando adecuadamente los valores de x.

;Qué se puede decir de log, * cuando z se aproxima a 0? Puesto que a!°%«* = z, para que z tienda a 0
es necesario que el exponente de a tome valores negativos cada vez menores y sin limite. Se dice en este
caso que cuando z se aproxima ¢ tiende a 0, log, « tiende a infinito negativo.

Los siguientes valores numéricos para logaritmos de base 10 ayudan a visualizar el significado de este
Teorema.
log4-10710 log4 - 1073, log 4, log 4000, log 4 - 10°.

Calculando en su orden con ayuda de calculadora y redondeando a la unidad fraccionaria més cercana
de orden 4 se tienen los siguientes resultados:

—9.3979 < —2.3979 < 0.6021 < 3.6021 < 10.6021.

Que permite concluir que los logaritmos anteriores se ordenan de menor a. mayor de izquierda a derecha
a medida que el nimero z, al cual se calcula su logaritmo, crece.
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1.5.4.4. Aplicaciones a la solucién de ecuaciones

En los siguientes ejemplos ilustramos la aplicacion de las propiedades de logaritmos y potencias a la
solucién de ecuaciones.

1. Calcular los valores de z, para los cuales 27% = 8.

Utilizando logaritmos decimales se puede escribir

log2™* =log 8
. —xlog2 =log8
_ log8
- log2
Este tdltimo célculo se puede efectuar con la calculadora, o también mediante el siguiente razon-
amiento. )
log 8 log 23 3log?2
= - = —Tr = — =r = — — —
log 2 log 2 log 2

Utilizando logaritmos en base 2 se puede escribir también:

log, 277 =log, 8
S =3

Sr=-—3

2. Resolver para x
421}+3 — 51}72'

Utilizando logaritmos decimales, se tiene

(22 4+ 3)log4d = (x — 2)log5
2z log4 + 3log4 = xlogh — 2log b
z (log4® —log5) = log5~% 4 log4™*
16
rlog 5 log 572473
log 52473
rT=—

log 15—6

3. Resolver la siguiente ecuacion:

log (52 +1) = 2+ log (22 — 3)

log (5x + 1) — 2 = log (22 — 3)
ox+1

1 =2
08 2 —3
S5z + 1 9
=10 =100
20— 3
5x + 1 = 200z — 300
1952 = 301
301
Tr=—
195
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1.5.4.5. Calculo numérico con potencias y logaritmos

Hacemos, por iltimo, algunas observaciones sobre el cdlculo numérico con logaritmos y potencias.

Al tratar en la practica con mediciones fisicas o nimeros aproximados involucrando cédlculos con potencias
Q

y logaritmos, los resultados obtenidos estardn también sujetos a errores. Aplicando los Teoremas [1.5.18.
y [[.5:2T] es posible estimar tales errores.

Supongamos que queremos calcular N = logz, donde = = 3.51 4+ 0.01. Puesto que el logaritmo en base
10 crece, al crecer x se tiene que el verdadero valor de N puede oscilar entre log 3.50 y log 3.52. Haciendo

calculos se tiene:
0.544068 = log 3.50 < N < log 3.52 =2 0.546543

Se puede observar que log 3.52 — log 3.50 = 0.002475 = 0.0025. Esto implica que la Incertidumbre, o
posible error a que esta sujeto este calculo, s6lo empieza a afectar en las milésimas. Se puede observar
también que log3.51 2 0.545307 es practicamente el punto medio del intervalo [log 3.50,log 3.52]. Tiene
sentido practico por lo tanto tomar como valor de N este valor medio y como incertidumbre del calculo
la diferencia positiva con los extremos del intervalo, que puede aproximarse por exceso a 0.0013. Este
posible error a que esta sujeto el calculo implica que el valor numérico de N no debe tener mas de 3 o en
el mejor de los casos 4 cifras decimales. Se podria escribir, por lo tanto, que

N =1log(3.51 £0.01) = 0.5453 4+ 0.0013
O también perdiendo un poco de precision, que:
N =log(3.51 £ 0.01) = 0.545 4 0.002

Es interesante observar que en términos absolutos el posible error a que esta sujeto el calculo de N es
menor que el posible error de x y que en términos relativos ambos errores son practicamente iguales. Es
decir que la operacién “logaritmo” no incrementa o propaga el error.

Consideremos ahora el caso de la expresién y = a*, donde tanto x como a estan sujetos a errores o
aproximaciones. Supongamos, por ejemplo, que ¢ = 3.40 £ 0.01 y x = 2.2 +0.1.

Por las propiedades de las potencias con exponente real, consignadas en el Teorema [I.5.18] se puede
afirmar que el valor exacto de y estd entre 3.392'! y 3.412:3, Haciendo célculos se tiene:

12.9843 = 3.39%! <y < 3.41%3 = 16.8001

Se puede proceder como en el ejemplo anterior, para calcular tanto el valor asignado y (promedio de
valores extremos) como el error posible a que estd sujeto el célculo (diferencia con valores extremos).
Para determinar el nimero de cifras que debe tener N debe observarse que 3.412-3 —3.39%-1 = 3.8158 =2 4.
O sea que el posible error de calculo afecta las unidades enteras y, por lo tanto, no tiene sentido expresar
a N con fraccién decimal. Se puede escribir, consecuentemente

y = (3.40 £ 0.01)>* =15 £ 2

Como se puede ver el error que afecta el cdlculo de y es bastante grande, Incluso en términos relativos,
si se compara con los errores que afectan la base a y al exponente x. Es decir errores pequenos en éstos
tienen un impacto fuerte en el error que afecta a y.

1.5.5. Ejercicios

1. Responda Verdadero o Falso, justificando su re- b) Si 2® = —8 entonces v = -2, z € R
spuesta.
c) Siz"™ = a entonces x = a, v € R

a) Si 2% =4 entonces r =2, z € R d) Var=lal,a €R
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) (@)™ =a,a R

f) Va2 +b>=a+0b,a,b€R
g) Val+b?=a+b abeR
h)

e

Para cualquier par de ntiimeros reales a y b se

tiene que Vab = /av/b

i) Para cualquier par de ntimeros reales a y b se

tiene que (ozb)l/2 a'/?pt/?
i) (16 = (16"
k) (—64)"% = (—64)%/°

m) 2V3 =sup {2',217, 2173 21732}

n) log, V/8 =

1
0) —>1=2"<1l,zeR
21}

i)
)
D) (@*+a )’ =a2*+a2* a>0,z€R
)
)

—log, 2 +logg 4 = 2 %

p) >0=logyz <1, zeRT
logy

q) logy(z+1)>0=2>0
r) logyp(z+1)>0=2>0

logs 5
log, 5

=log, 3

t) logy 3 -logs 5 =log, 5
u) log(a —b)
V) loga

logb
w) (22)° =22’

=loga —logb,a>0,b>0

=loga —logb,a>0,b>0

. Simplificar utilizando al maximo propiedades de
los radicales y determinar, cuando se aplique,
los signos que puede asumir a y b conjunta-
mente para que las expresiones involucradas ten-
gan sentido.

V/—27v/250

a

b) v/625:/(0.5)°

)
)

¢) V3ab3cv/2a2bct6a3bic
)

d) v/11664 (Empiece descomponiendo en fac-
tores primos).

) \/ v/ (a*4p10)?

N

1241803

3. Demuestre

i) La proposicién iii) del Teorema |1.5.15.

106

ii) Las proposiciones iv) y v) del Teorema
iii) Que para a negativo, —{/—a es raiz n—
ésima de a.

4. Compruebe con una calculadora en forma direc-

ta las propiedades:

V0.5 x 0.2 = v0.5v/0.2,
s .5 c/o

. Simplifique las expresiones utilizando al maximo

las propiedades de los exponentes
2/3

i) (-274%)

(a=360c0)~ 2/3

(0.000016)/?

ii

iii

i)
i)
i)
iv) (( 0.54/602/3() 34/6 4/3)1/2)
sbz 1/4
a4b6 1/6>

. al/? p—1/6\ 6
vi) b2 42/6

. Utilice notacién cientifica para realizar las ope-

raciones que se indican.

/81000000
(0.000002)*

(300000)*

i) X
(8000000)%/*

£/(0.00243)" (20000)°
(8000002)%/2

ii

. En el siguiente ejercicio simplifique la expresién

utilizando al maximo las propiedades de las po-
tencias y efectie finalmente la operacién con una
calculadora. Separadamente realice las opera-
ciones con la calculadora sin efectuar simplifi-
cacion preliminar. Hay diferencias en los resul-
tados? Si las hay como se explica las diferencias
en los resultados?

0.51/2\* 1 3
<o.32/3> <0.31/3o.52/3>

. Repase el contenido del Teorema toman-

doa:ﬁ,bzé,x:\/g,y:\?/zexprese
las propiedades de las potencias con exponente
real. Utilizando calculadora compruebe que las
propiedades se cumplen.



9. Simplificar utilizando al maximo las propiedades
las potencias

()
) (09" (9) ™)

44V'2

N

3
aVvi

S

)ﬂ

52w
8(7r+1

3

47r+2

10. Determine el menor nimero de digitos que es
necesario utilizar en los numerales decimales de
la base y del exponente de las siguientes poten-
cias, que permiten calcular su valor con un er-
ror menor de 1073, Explique el método que se
sigue para llegar a la respuesta y en cada caso
compruebe que el error esté dentro de los limites

esperados

N e (1)
373 77(-7 73

(Sugerencia: Repase el método que aparece en
esta Unidad para calcular 3V2 y 0.5V2)

11. Compruebe haciendo uso de calculadora que
eld o 15 L6
el S 15 16

1 Qué teorema de los estudiados en esta Unidad
permite prever esta situacién? Explique por qué.

a) Compruebe la validez del Teorema
para los logaritmos en base natural observan-
do como crece el logaritmo natural de x a
medida que x crece, en los siguientes casos:

12.

In4 x 1071% In4 x 1073,
In4,1n4000,1n4 x 10*°

(Utilice la calculadora redondeando a las
milésimas).
b) (Qué logaritmos crecen més rédpidamente, los
naturales o los decimales?

13. Haciendo uso de la calculadora calcule los sigu-

ientes logaritmos.

logy 54 x 1071% log, 54 x 1073,
log 5 4, log 5 4000, log, 5 4 x 10*°
Redondee los resultados anteriores a centésimas

y ordénelos de menor a mayor. Compare con el
ejercicio y saque conclusiones.

14.

15.

16.

17.
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Si0<a<1lyzx <y, quésimbolo de desigualdad
hay que poner en el cajon de la expresion sigu-
iente para convertirla en una proposicién ver-
dadera. (jExplique!)

log,, x I:] log, y

Calcule las expresiones dadas en las condiciones
que se indican:

i) logs 5=, log 1000, log; v/7,1og, e, sin cal-
culadora.

ii) log %, log %, logg 63, log, 0.08, con aproxi-

macién a las milésimas.

4logag 7 1@loss 2 4log2 16 gin calculadora.

log, v/5, con calculadora.

iii)
iv)
Antes del advenimiento de las calculadoras los

logaritmos eran bastante utilizados para agilizar
el calculo de expresiones del siguiente tipo

0.004810
V029

Si llamamos N a este nimero se tiene que
log N = 101log 0.0048 — 3 log 0.29,

utilizando tablas se calculaba los logaritmos y
luego tomando antilogaritmos se obtenia el valor
aproximado de N. En los casos que siguen realice
el calculo de la expresién que se indica siguiendo
el método esbozado anteriormente pero utilizan-
do calculadora en lugar de tablas. Realice luego,
sin uso de logaritmos el mismo calculo con ayuda
de su calculadora y compare respuestas.

D 0.00481°
v0.29

0.02

ot

iii)

Antes de que se popularizaran las calculadoras el
uso de logaritmos suponia utilizacién de tablas,
que se referian a los logaritmos decimales o a
los logaritmos naturales. En el caso de los log-
aritmos decimales una tabla de logaritmos de 1
al 10 permite calcular el logaritmo decimal de
cualquier nimero. En este contexto se intro-
ducen los conceptos de caracteristicas y mantisa.
(Podria explicar por qué esto es posible?

Sugerencia: Observe que todo numero por
pequeno o grande que sea se puede expresar en
notacién cientifica.



18.

19.

20.

21.

22.

Resuelva las siguientes ecuaciones.

logy (z —5) =4
logg (22 — 3) = logg 12 — logg 3

1
=2

log x + log a:

log (logz) = 2
3r =5
42;c+3 _ 5;8—2
x\/logoc — 108
log (22 +4) — log (z + 2) = 3+ log (z — 2)
Resuelva las siguientes inecuaciones.

3:r+4 < 31 3z

(i )x+4 (5)1 3@

3 > 5

log (z + 3) <log (1 — 2z)

v) logz +log(x—3) >0

vi log( :c—f) > 2
4

logy 5 (22 + 3)

1
ii
iii

i)
i)
i)
iv)
)
1)
i)

> 2

vii

Exprese en términos de loga, logb y logc el log-
aritmo dado.

iii) log {/a?by/c
Escriba la expresion dada como un solo logarit-
mo.

i) 2log, =z +
3
i) 2 loga = —3log, y + 1 log, zy?

+log, (z —2) — 5log, (2z + 3)

3

iii) 1og2 — —3log,y+ 3 log8 xhy?

Los quimicos usan un ntimero denotado pH para
describir cuantitativamente la acidez o la basici-
dad de ciertas soluciones. Por definicién

pH = —log [H+] ,
donde HY es la concentracién de iones hidrégeno
en moles por litro.

Aproxime el pH de las siguientes soluciones da-
dos sus correspondientes HT.

(a) Vinagre: [H'] =6.3 x 1073

23.

24.

25.

26.

27.

28.
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(b) Zanahorias: [H'] =1.0 x 1075
(c) Agua de mar: [HY] =5.0 x 107°

Estime el error a que estd sujeto el calculo del
pH y dar el resultado en cifras significativas.

En cada una de las sustancias que se indican, cal-
cule, con ayuda de calculadora, la concentracion
de iones hidrégeno HY. Dé su respuesta en no-
tacién cientifica estimando el error a que esta
sujeto el cdlculo de la concentraciéon de iones
hidrégeno.

Sustancia A: —pH = 3.50,
Sustancia B: pH = 7.21.

Una solucién es considerada dcida si [HT] > 1077
o bésica si [HT] < 1077 ;Cuéles son las desigual-
dades correspondientes en relacion al pH?

La intensidad del sonido que percibe el oido hu-
mano tiene diferentes niveles. Una férmula para
hallar el nivel de intensidad a que corresponde a
intensidad de sonido I es

1
a = 10log (I > decibeles,
0

donde Iy es un valor especial de I que corres-
ponde al sonido mas débil que puede ser de-
tectado por el oido bajo ciertas condiciones. Si
I = 285.000 veces més grande que Iy, jqué valor
tiene a?

Dada la expresion N = Nya”, en la cual, Ny =
50+ 1, a=1.024+0.005 y x = 2.5 £ 0.1, estime
el error a que puede estar sujeto el calculo de V.

Si la poblacién P de un pais crece al 1.5% anual
siguiendo el modelo P = Pya!, donde Py es la
poblacion al inicio de un periodo determinado y
t es el tiempo medido en anos en dicho periodo.
Calcule:

(a)
(b)

(c)

la constante a;

el tiempo que le toma a la sociedad duplicar
su poblacién;

si Py = 500.000, ;cuél es la poblacién de la
sociedad al cabo de 2.5 anos?

Si $1.000 se invierten al 12% anual y se acumu-
lan los intereses mensualmente, jcual es el capi-
tal después de 1 mes?, jcudl después de 6 meses?,
jcual después de 1 ano?

. ;Cuéntos anos tardara una inversién de $1.000

en triplicarse si el interés se acumula anualmente
al 5%7?



1.6. Numeros complejos

1.6.1. Introduccién

En las unidades anteriores se ha estudiado el sistema matemédtico de los niimeros reales. Se ha visto que
los nimeros reales resultan adecuados para muchos problemas matematicos y practicos, pero existe una
limitacién en el sistema cuando se trata de dar solucién a algunas ecuaciones. Por ejemplo, sabemos que
la ecuacién 22 +5 = 0 no tiene solucién real debido a que el cuadrado de todo niimero real es no negativo.
En muchos problemas necesitamos de un sistema en el cual las ecuaciones de este tipo tengan soluciones.
En esta unidad presentaremos el sistema de los niimeros complejos, del cual el sistema de los ntimeros
reales es un subsistema, y no tiene la limitacién mencionada.

Es importante observar que limitaciones semejantes son las que conducen desde el punto de vista matematico
a la construccion de los racionales y negativos a partir de los naturales.

Debido a que el nuevo sistema servird para resolver ecuaciones, en éste deberemos definir operaciones
como la adicién y multiplicacién entre reales, que seguiremos notando + y -, con las mismas propiedades
formales.

Veamos cudl es la esencia en la construccion del sistema de los nimeros complejos, que denotaremos con
el simbolo C. Queremos que las ecuaciones de la forma z2 = a, con a < 0 tengan solucién en C, en

particular cuando a = —1. Es decir que debe haber algin elemento en C que denotaremos i, tal que

i? = —1. Como queremos ademas que R esté contenido en C y que C sea cerrado bajo la multiplicacién

entonces, para todo b en R, bi debe estar en C. Ademads deberd ser cerrado bajo la adicién, luego para
todo a € R, a + bi deberd estar en C. De esta manera C debera contener todos los elementos de la forma
a-+bi,conaybenR.

Por ultimo, si deseamos que la multiplicacién y adicién en C tengan las mismas propiedades formales
que en R (conmutatividad, asociatividad, distributividad, etc.) los elementos de C deberdn sumarse y
multiplicarse de la siguiente forma:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (bi+ di)
=(a+c)+ (b+d)i
(a+17)(c+di) = (a+bi)c+ (a+ bi)di
= ac + bic + adi + bidi
= ac + bci + adi + bdi®
= (ac — bd) + (be + ad)i

Resumiendo, las siguientes reglas para la adicion y multiplicacién se deben tener en C:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+bi)(c + di) = (ac - bd) + (ad + be)i (1.16)

La discusién anterior nos da la clave para definir la estructura de los niimeros complejos, como lo haremos
en la siguiente seccién.
1.6.2. El Sistema de los niimeros complejos

Comenzamos definiendo los elementos de C como simbolos de la forma a + bi donde a y b son nimeros
reales. En terminologia conjuntista C se escribe asi:

C={a+bi:abeR,i*=-1}.

A los elementos de C los llamaremos niimeros complejos. Al nimero a, en el simbolo a+ bi, lo llamaremos
parte real del complejo y al niimero b parte imaginaria del complejo.
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Para simplificar la escritura de algunos nimeros complejos utilizamos la convencién a + (—b)i = a — bi.

Diremos que dos nimeros complejos son iguales si sus partes reales e imaginarias respectivas son iguales.
Simbdlicamente

a+bi=c+di siysblosi a=cyb=d
Para conformar el sistema de los nimeros complejos, dotamos al conjunto C de las operaciones de adicién
(+) y multiplicacién (-) definidos por (L.16)).
El conjunto de niimeros reales se puede ver como un subconjunto de los niimeros complejos utilizando la

siguiente identificacién

a4+ 0i =a.
Estas identificaciones hacen compatible las operaciones entre los sistemas (R, +,-), y (C,+, ) en el sigu-
iente sentido:

Sia+0i=ayb+ 0i = b, entonces
(a4+0)+(b+0)=a+b y (a+0i)(b+ 0i) = ab.
En efecto

(a+0-i)+(b+0-i)=(a+b)+0-i Definicién suma de complejos

=a+b Por la identificacion

(a4+0-4)-(b+0-4) = (ab) +0-i  Definicién producto de complejos.

=a.b Por la identificacién.

la estructura algebraica de los niimeros complejos es la misma que la de los niimeros reales. Es decir, que la
adicién y multiplicacion de los niimeros complejos son conmutativas y asociativas, que la multiplicacion
distribuye a la adiciéon, que hay elementos neutros para ambas operaciones y que todos los ntimeros
complejos tienen reciproco y opuesto.

Sin embargo, el sistema de nimeros complejos no tiene un orden que sea compatible con las dos opera-
ciones, como lo tiene el sistema de niimeros reales. Si lo fuera, se tendrfa que i2 > 0 (el cuadrado de todo
nimero real es positivo, hecho que se deduce de las propiedades de orden), es decir —1 > 0, lo que es una
contradiccién.

Veamos ahora algunas de las propiedades de la multiplicacion y la adicién de complejos. Dejamos el resto
de ellas como ejercicio.

El elemento neutro para la adicién es 0 y para la multiplicacién es 1. En efecto:

(a4+bi)+0=(a+bi)+ (0+0i) Por la identificaciéon

=a+bi Por la definicién de la adicién
y
(a+bi)-1=(a+bi)-(14+0-17) Por la identificacién.
=(a-1-b-0)4+(b-1+a-0)i Por definicibn de la multiplicacién.

=a+ bi.

El estudiante también puede comprobar que el inverso aditivo —(a + bi), del complejo a + bi, es —a — bi,
Por lo tanto la resta de niimeros complejos se puede definir asi:

(a+bi) — (c+di) = (a+bi) + (— (c+ di))
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Por ejemplo

(443i))—(5+2i) = (4+30)+(—(5+2))
(4+3i)+ (=54 (-2)1)
= (4-5)+(B-2)

= —1+i.

Por tltimo, con las definiciones que hemos dado, veamos que i = —1:

2 = (0+1-i)?

= (0+1-9)(0+1-4)
(0-0—(1-1)4(0-1+1-0)i
1403
= -1

Para ejemplificar los célculos en el sistema (C, +, ) de los nimeros complejos, efectuemos las siguientes
operaciones:

1. (5+ 2i) 4 (3 — 4i), 3. 6(5+2i),

2. (241-4)% 4. (44 3i) - 5i

1. 5+20))+(3—-4i)=05B+3)+(2—-4)i=8-2i

N

2+41-0)°=2242-2-i+ (i)’ =4+4i—1=3+4i
3.6(54+2i)=6-54+6-2{=30+12:
4. (44 3i)-5i =450+ 3i-5i = 20i + 15i%2 = —15 + 20i
Para comprobar la existencia del inverso multiplicativo introduciremos en la siguiente seccion el concepto

de conjugado de un niimero complejo. Aunque este concepto no es estrictamente necesario para tal efecto,
facilitard los cédlculos de inversos y cocientes.

1.6.3. Conjugados y reciprocos

Dado un ntimero complejo a + bi, definimos su conjugado a + bi como el nimero complejo a — bi.
Simbdlicamente:
a+ bi =a — bi.

El conjugado de un niimero complejo nos servird para calcular inversos, ya que el producto de un ntimero
complejo por su conjugado es un numero real. En efecto:

(a+bi)(a+0bi) = (a—bi).(a+ bi)
(a®>+b*)+0-i
= a?+b°

De aqui que, si a + bi # 0 (es decir a # 0 6 b # 0) entonces
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Por consiguiente el reciproco de a + bi, si a + bi # 0, que denotamos (a + bi)~! 6 vendra dado

!
! ( = )(a—bz’) (1.17)

a+bi - a? + b2

por

Conociendo el inverso de un nimero complejo distinto de cero, podemos definir el cociente de niimeros
complejos:

bi _
Zidzz(a—i-bi)(c—i-di) L crdi#o. (1.18)
Explicitamente
a+bi . N1
i (a+ bi) (c+ di)
. 1 )
= (a+bz)m(c—dl)

. c d .
= (a+bi) <02+d2 - c2+d22)

ac+bd+bc—adi
Crd2  2t+a2”

Veamos los siguientes ejemplos.

1
Si queremos calcular yn basta aplicar la férmula general para inversos (|1.17]) asf:
i

1 1
= 4 —Ti
4+7i pyp T
— La-m)
_ 4 7.
= 85 %Z.
Por otro lado, también podemos efectuar el célculo asi:
11 4-7 Multiplicamos numerador y de-
447 4+Ti 4-Ti nominador por el conjugado.
B 4—17i
(44 Ti) (4 —Ti)
il Propiedad del conjugad
= ropiedad del conjugado.
42 + 72 P 8
_ 4 7
= %5 gl.

7T—1
Calculemos ahora 515 Por definicién de cociente entre complejos ([1.18)) se tiene que
i

7T—1 . N—1
= -2
315 (7—24) (34 51)

. 1 .
= (7-2i) O (3 — 5i)
= (7-20) (& — &)

11 41,
= 31 34!

El estudiante puede hacer el mismo calculo multiplicando numerador y denominador por el conjugado de
3 + 5i.

Por ultimo senalamos algunas propiedades del conjugado que consignamos en el siguiente teorema. Para
simplificar la notacién de los nimeros complejos escribiremos z en lugar de a + bi.
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Teorema 1.6.22. Si z y w son numeros complejos entonces

d) Z=z si y solo si z es un nimero real.

Demostracién. Vamos a demostrar la parte d). El resto lo dejamos como ejercicio.

Sea z = a + bi y supongamos que z = Z, es decir, a + bi = a — bi. Sumando a ambos lados de la igualdad
el opuesto de a — bi obtenemos 2bi = 0. Por lo tanto b =0 y z = a que es un nimero real.

La otra implicacién es evidente ya que si z es real,
z=a+0=a—0t=72. [ |

Hemos construido un sistema (C,+,-) con las mismas propiedades formales que el sistema (R,+,-) pero
que no tiene la limitacién del dltimo. Es decir que en (C,+,-) podemos encontrar soluciones a todas las
ecuaciones de la forma x" = a como lo veremos en la Unidad 3.2.

1.6.4. Representacion geométrica de los niimeros complejos

Ya hemos visto que los ntimeros reales se pueden representar por medio de puntos en la recta. También
es posible tener una representacién andloga para los niimeros complejos sélo que en lugar de una recta
utilizaremos un plano con un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares.

Observemos ante todo que todo nimero complejo a + bi determina un par ordenado de nimeros reales
(a,b) y reciprocamente, recordemos también, que a todo punto P del plano coordenado le corresponde un
par ordenado de nuimeros reales y viceversa. En consecuencia, a todo niimero complejo a + bi le podemos
asignar el punto P(a,b) con coordenadas (a,b) del plano coordenado y viceversa. Para subrayar esta
asignacion llamamos plano complejo al plano coordenado, en lugar de plano xy, el eje x lo llamaremos
eje real y al eje y eje imaginario (Ver Figura 24).

Eje imaginario

4+ 3i

|
vl
+
wlon
<

541
Eje real

—2 -3 2—3

Figura 24.

En esta representacién geométrica de los niimeros complejos, las operaciones de adicién y sustraccion
tienen una interpretacion sencilla. Si dos niimeros complejos z1 y 22 los representamos mediante flechas
que unen el origen con el punto z; y 29, respectivamente, entonces la suma z; 4 29 estd determinada por la
ley del paralelogramo. Es decir, la flecha que une el origen con z; + 29 es una diagonal del paralelogramo
determinado por 0, z; y z2. De la misma manera la flecha de z; a 2 es paralela y de igual longitud que
la flecha que une a 0 con 25 — 2z7. La flecha en el sentido opuesto se relaciona de la misma forma con
Z9 — Z1.
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z1 + 22

z2

Z2 — 21

Z1

Z1 — 22

Figura 25.

Recordemos que en la Unidad 1.4 definimos el concepto de valor absoluto |a| de un nimero real a y
observamos que geométricamente, la longitud del segmento AP, donde A es el punto de referencia y P
el punto con coordenada a en la recta numérica. Generalizamos este concepto a los ntimeros complejos
definiendo el médulo |z| de un ndmero complejo z.

De acuerdo con la interpretacion que le dimos a los complejos para ver geométricamente la adicién y la
sustraccion, esto lo podemos hacer asf:

Moédulo de z = longitud de la flecha de 0 a z

Si z = a + bi, la longitud de la flecha de 0 a z la podemos calcular usando el Teorema de Pitdgoras (Ver

Figura 26). Asf se tiene que
|z] = Va2 + b2

z=a+ bi

a

Figura 26.

Veamos ahora que si calculamos el médulo |a| de un ndmero real a (visto como nimero complejo) éste
coincide con el valor absoluto. En efecto, por la identificacién que hemos hecho, a = a + 0 - ¢, entonces

|z| = Va? +b%>  Definicién de médulo
V&
= |a Teorema 13, Unidad 1.5

Ahora veamos algunos ejemplos. Calculemos los médulos de 6 4 2, 3i y 5.

64+ 2i] = /62422 =40 =2V10,

13i] = V0+32=+9=3,
5] = [5+0-i =+25=5.

Al igual que el valor absoluto, el médulo tiene propiedades importantes que consignamos en el siguiente
Teorema.
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Teorema 1.6.23. Si z y w son numeros complejos, entonces

Demostraciéon. Vamos a demostrar la parte f). El resto lo dejamos como ejercicio.

Sea z = a + bi, entonces

z-Z = (a+bi)(a—0bi)
= (a2+ )
= (a®+b%) + (ab — ab)i

- (Varw)

2

= |4 |

Para terminar, veamos los siguientes ejemplos de representacién geométrica. Representemos geométricamente
el conjunto de los z que hacen vélida la igualdad |z — 2i| = |z — 2|. La solucién la podemos interpretar
como todos los puntos en el plano complejo que equidistan de 2i y de 2, seran todos los puntos que estan
sobre la mediatriz del segmento que une a 2i con 2 (Figura 27).

Figura 27.
Representemos ahora el conjunto de los z que hacen vélida la desigualdad |z| < 3. Es decir, debemos

representar todos los puntos del plano complejo cuya distancia al origen es menor que 3. Asi, obtenemos
un circulo con centro en 0 y radio 3, sin incluir los puntos del borde (Figura 28).
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Figura 28.

En la Unidad 3.2 veremos otra forma de escribir los nimeros complejos, que nos permitird interpretar
geométricamente la multiplicacién de los nimeros complejos.

1.6.5.

Ejercicios

En los ejercicios 1 a 10 responda verdadero o falso
justificando su respuesta.

1.

10.

11.

La suma de dos nimeros complejos no siem-
pre es un nimero complejo.

La multiplicacién de dos nimeros complejos
no siempre es un ntmero complejo.

El conjugado de un nimero complejo es el op-
uesto de éste.

. El conjugado de un niimero complejo es el

reciproco de éste.

Para todo nimero complejo z y todo niimero
real a, @z = az.

Para todo niimero complejo z y todo entero
positivo n, 2™ = (2)".

Para todo nimero complejo z, Z = z.

Para todo nimero complejo z, |2"| = |z|".

El reciproco de un nimero complejo z = a+bi
1
es — + —i.
a b
El médulo del reciproco de un nimero com-

plejo es el reciproco de su médulo.

Efectiie las siguientes entre

nimeros complejos.

(a) (5+2i) + (7 —1)

operaciones
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12

13.

14.

15.

(b) (7+2¢) + (—8 — 5i)
() —(3+3i) — (=5 —Ti)
(d) (a+bi)+ (a— bi)

)

(a
(e) (a
Efectie las siguientes
numeros complejos.

+ bi) — (a — bi)

operaciones entre

)
(b) (3 —6i) (24 1)
(¢) 6i (13 + 59)
(d) (3+2i)°
(&) (-3 -3’
(f) i23

Encuentre los valores de x e y para que las
siguientes igualdades sean validas.

i(2x — 4y) = dx + 2+ 3yi
2(x+vy) + Bz —4dy)i =
(2y — 5)

Demuestre que la adicién y multiplicacion de
numeros complejos son conmutativas y aso-
ciativas, que la multiplicacién distribuye la
adicién.

—~

)

(b) 7—4yi =92+ 3i
)
)

(x—2) +

Efectie los siguientes cédlculos entre ntimeros
complejos.



o ()

16. Efectte los siguientes cdlculos entre ntimeros
complejos.

i

(b) —41++3;
(0 10+
(d)

(e)

-3
2—-3i T+44

17. Calcule el médulo de los siguientes niimeros

complejos.

1414 Jr3—|—5i
1

.
10— >

18. Represente geométricamente los siguientes
complejos.
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19.

20.

21.

22.

23.

(e) =2+ 6i
(f) (=3i)(2—1)
(g) 4(1+2i)
(h) 44 2¢
(i) 1+4
Encontrar todos los niimeros complejos que
satisfacen cada una de las siguientes igual-
dades.
(a) Bz +3i=2iz+4
(b) 2iz—6=9i+2
(c) (z—2i)% = (2 +3i)°
(d) z(z4+4i) = (2+1) (2 — 37)

Compruebe las siguientes afirmaciones:

(a) g + %z es una raiz cuadrada de i.

(b) ? + (3) i es una raiz sexta de —1.
(c) 1,—%, (@) i,—% — (?)z son raices
ctbicas de 1.

Demuestre los teoremas 16 Y 18 de esta
Unidad.

Represente geométricamente el conjunto de
los z que hacen vélidas las siguientes igual-
dades:

(a) |z[ =3

(b) |z—3|=]z+2]
(€) 12z + 4] =

(d) z=z

(e) z= -z

Represente geométricamente el conjunto de
los z que hacen valida las siguientes desigual-
dades:

(a) |2] <5
(b) [z >2
() =1l <1
(d) |z —6i| >4
() |22+ 3| <2
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