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Matematicas y su didactica-I

INTRODUCCION.

El presente trabajo trata de proporcionar, a los alumnos del Titulo de Grado de Maestro
de Educacién Primaria, un instrumento con el que poder completar los contenidos que se
exigen en la asignatura de “Matematicas y su Didactica-I".

Es ésta una asignatura cuatrimestral, de 6 créditos ECTS, situada en el primer afio de
los estudios de Grado, que tendra su continuidad en la asignatura de “Matematicas y su
Didactica-11", del tercer afio y asignada al Area de Conocimiento de Did4ctica de la Matematica.

Comprende tres grandes apartados. En el primero, “aspectos generales de las
matematicas”, se hara un recorrido historico por algunos de los tdpicos mas usuales de las
matematicas escolares, asi como una introduccion al razonamiento matematico y a la teoria de
conjuntos, que aunque ha perdido la importancia que tuvo en el tercer cuarto del siglo XX en la
ensefanza de las matematicas en los niveles elementales, sigue siendo un poderoso y util
instrumento pedagoégico de representacion de problemas. Se hace, ademas, un recorrido
histérico por lo que ha sido la ensefianza de las Matematicas y se termina con una recopilacion
de la legislacién educativa en vigor.

El segundo apartado lleva el titulo general de “resolucién de problemas”, algo que,
aunque desde su nacimiento ha sido inherente al hacer matematico, s6lo en los ultimos
tiempos ha aparecido explicitamente, en las disposiciones oficiales para la ensefanza
elemental, siendo incluso uno de los bloques de contenido, para la educacion primaria, en la
Comunidad Auténoma Vasca.

El dltimo y tercer bloque trata de dar una vision general de lo que hay, actualmente, en
ese mundo de las nuevas tecnologias en lo que toca a la ensefianza de las Matematicas.

Esperamos que este texto, experimentado, modificado y mejorado durante los cursos
2010-2011 y 2011-2012, sirva de ayuda a los alumnos de Magisterio y despierten en ellos el
interés por esta ciencia tan antigua y, al mismo tiempo, tan actual y necesaria.

Los Autores

Jesus Garcia lturrioz
Josu Ruiz de Gauna Gorostiza
Joxemari Sarasua Fernandez

Leioa, Junio de 2012.

ISBN: 978-84-9860-711-6
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TEMA 1. Aspectos generales de las Matematicas.

1.a. Valor practico, instrumental y formal de las Matematicas.

“Es un tépico comun poner de relieve la contribucién fundamental de las mateméticas griegas al desarrollo de la
filosofia y la ciencia en occidente. La denominacion misma de matematicas y matematicos en la mayoria de las lenguas
europeas es de origen griego, derivada del verbo conocer o aprender. “Mathema” significaba en griego lo que se ha aprendido

o entendido, o conocimiento adquirido”. (1)
“Por diversas fuentes, sabemos que fue Pitégoras quién utilizé, por primera vez, los términos de filosofia y
mateméticas. (...) Pitégoras se llamé a si mismo filésofo o amante de la sabiduria”. (1)

Antes de adentrarnos en la presentacion de una serie de ejemplos y problemas que nos
hagan ver el valor que tienen las Matematicas en nuestra sociedad, en sus aspectos practico
(situaciones de la vida cotidiana), instrumental (en otras ciencias) y formal (como lenguaje), vamos,
en primer lugar, a realizar una amable introduccién al problema de su ensefianza, mediante dos
chistes: el primero es un relato sacado de Internet, aunque ya circulaba en ambientes estudiantiles a
mediados de los afios 70 del siglo XX; el segundo, sacado de la prensa escrita, es un chiste grafico
de 1988; ambos, en forma de parodia, no dejan de tener una relacion con la realidad, aunque sea
ésta la de un pasado reciente.

EL PROBLEMA

La reforma de la ensefianza esta lejos de alcanzar unanimidad. Un grupo de docentes de muy
alto nivel se ha inclinado por indagar una cuestion que preocupa a la mayoria de los futuros
profesores: la evolucién de un problema matematico. La siguiente comparacion puede ayudar a
centrar la cuestion:

Ensefanza 1960:

Un campesino vende un saco de patatas por 1.000 pts . Sus gastos de produccién se elevan
a los 4/5 del precio de venta. ¢ Cual es su beneficio?

Ensenanza tradicional 1970:

Un campesino vende un saco de patatas por 1.000 pts . Sus gastos de produccién se elevan
a los 4/5 del precio de venta, esto es, a 800 pts ¢ Cual es su beneficio?

Ensefanza moderna 1970:

Un campesino cambia un conjunto P de patatas por un conjunto M de monedas. El cardinal
del conjunto M es igual a 1.000. y cada elemento peM vale 1 peseta. Dibuja 1.000 puntos gordos que
representen los elementos del conjunto M.

El conjunto F de los gastos de produccién comprende 200 puntos gordos menos que los del
conjunto M.

Representa el conjunto F como subconjunto del conjunto M, estudia cual sera su unién y su
interseccion, y da respuesta a la cuestion siguiente: ¢ Cual es el cardinal del conjunto B de los
beneficios? Dibuja B en color rojo.

Ensefanza renovada 1980:

Un agricultor vende un saco de patatas por 1.000 pts . Los gastos de produccién se elevan a
800 pts. y el beneficio es de 200 pts.
Actividad: Subraya la palabra “patata” y discute sobre ella con tu compafiero.

Ensefianza reformada 1990:

El tio Ebaristo, lavriego burgues latifundista i intermediario es un kapitalista insolidario y que
senriquecio con 200 pelas al bender espokulando un costal de patata. Analiza el testo y vusca las
falta de sintasi dortografia de puntuacion, y deseguido di lo que tu digieres de estos avuso
antidemocreticos.

Un groupe de normalions de
Grenoble.

(1) GONZALEZ URBANEJA, P.M.- “Platén y la academia de Atenas”. Nivola. Madrid, 2006.
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{t ® Resumimos:
=-Una aplicacion es una correspondencia, que cumple:

-su conjunto original coincide con el inicial,
~cada elemento del conjunto inicial tiene una sola imagen.

~Una aplicacion es invectiva si cada elemento del conjunto imagen procede,
2 lo mas, de un elemento del conjunto inicial. —

~Una aplicacion es suprayectiva si el conjunto final coincide con el conjunto imagen.
-Una aplicacion es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva. B (’-ii)
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Y hecha esta jocosa introduccion al problema de la ensefianza de las matematicas, volvamos
al titulo que encabeza este epigrafe con algunas situaciones de la vida cotidiana en las que es
necesario hacer uso de las matematicas:

Son frecuentes, en los supermercados, ofertas del tipo de la que aparece a la
izquierda de estas lineas.

¢, Cual es el descuento aplicado por el supermercado?
Expresa ese descuento con diferentes notaciones numéricas: tanto por
ciento, tanto por uno, en forma de fraccion y en forma de niumero decimal.

Siguiendo con los porcentajes, son frecuentes las situaciones en las que nos enfrentamos a la
aplicacién del IVA (Impuesto sobre el Valor

ERaEas BT i 136,59 Anadido).

v 21,85 Supongamos que hemos comprado un producto,
como el de la imagen, cuyo precio ha sido de

Gztira | T EERERRR]TH, 44% 158,44 €. ;Cual es el porcentaje aplicado de
IVA?

Y si hemos comprado un producto cuyo precio es de 84,00 € pero al que no han afiadido el
IVA, si éste es del 18%, ¢como hallariamos el precio con IVA, con una calculadora y haciendo una
sola operaciéon?

Y si el precio es de 112,10 € con un IVA del 18%, ¢cémo hallariamos, con una calculadora y
una sola operacion, el precio sin IVA?

Cuando en los medios de comunicacién se presentan noticias sobre estadisticas de una
poblacién determinada, suelen ser frecuentes términos como los siguientes:
Tasa de natalidad. Es el numero de nacimientos que se producen en un afo por cada 1000
habitantes.
Natalidad. Total de nacidos vivos en un afo.
Indice de fecundidad.- Es el numero medio de hijos por mujer. Para que se asegure el reemplazo
generacional y la poblacion de un pais se mantenga, debe ser del orden de 2,1. Se afiade el 0,1 para
contrarrestar la mortalidad infantil.
Tasa de fecundidad. Es el numero de nacimientos por cada 1000 mujeres en edad fértil (15-45 afios).
Tasa de mortalidad. Mide los fallecimientos por cada mil habitantes en el afio de que se trate.
Piramides de poblacién. Son representaciones graficas de la poblacion repartida por edades.

Buscar todos los valores anteriores referidos a la poblacion del Pais Vasco.
Aspectos generales de las matematicas 6
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Otro asunto de frecuente aparicion en los medios de comunicacion es el de las tasas de paro
de un pais.

1. Un ayuntamiento tiene 18.000 habitantes, de los que 5.000 tienen menos de 16 afos. De los que
estan en edad de trabajar, 7.000 son estudiantes, amas de casa o jubilados, y 1.500 estan en el paro.
Calcula:

¢, Cuantas personas hay empleadas?

El total de la poblacion activa.

El total de la poblacion inactiva.

Tasa de actividad.

Tasa de paro.

2. Si en un municipio la tasa de paro es del 7%, ¢ qué significado le podemos dar a este dato? 4 Cual
seria la poblacién activa si el total de parados es de 4557?.

3. En otro municipio la poblacion activa es de 8.000 personas. Cuantos parados hay y cual es la
tasa de paro si la tasa de actividad es del 64%?

La poblacion activa de un pais es la cantidad de personas que se han incorporado al “mercado de trabajo”, es decir,
que tienen un empleo o que lo buscan. No se considera poblacion activa la que realiza un trabajo sin remunerar, por ejemplo,
el cuidado del propio hogar o el estudio, pero no busca un empleo remunerado.

La poblacion activa se divide en dos grupos: quienes desempefian un trabajo remunerado (poblacion ocupada) y los
que no (poblacion en paro). La fraccion de poblacion activa que busca empleo pero no es capaz de encontrarlo determina la

tasa de paro.
La tasa de actividad de una poblacion resulta del cociente entre la poblacion activa y la poblacion en edad activa

(habitualmente expresado en porcentaje).

Se cierra este primer apartado con los dos problemas siguientes para su discusion en clase:
(Ambos problemas tomados de PAULOS, John Allen.- “El hombre anumeérico. El analfabetismo matematico y sus
consecuencias”. Tusquets editores. Barcelona, 2000. Pags. 43y 1 93).

1.- “Un hombre que viajaba mucho estaba preocupado por la posibilidad de que hubiera una bomba
en su avion. Calcul6 la probabilidad de que fuera asi y, aunque ésta era baja, no lo era lo
suficiente para dejarlo tranquilo. Desde entonces, lleva siempre una bomba en la maleta. Segun
él, la probabilidad de que haya dos bombas a bordo es infinitesimal’.

2.- “Aunque sea lo mas facil y agradable, sumar no es siempre lo mas apropiado. Hay una
demostracion curiosa, segun la cual, a los nifios no les quedarian dias para ir a la escuela:

En un afio, 1/3 del tiempo duermen (8 horas diarias) = 122 dias.
1/8 del tiempo estdn comiendo (3 horas diarias) = 45 dias.

1/4 del tiempo estan de vacaciones = 91 dias.

2/7 del tiempo son fin de semana = 104 dias.

TOTAL i 362 dias

OTROS PROBLEMAS.

1.- “Comprender la cuestion”.
El monstruo del lago Ness:
“La longitud del monstruo del lago Ness es de 20 m. de largo y la mitad de su propia longitud,
pero no mide 30 m. de largo. ¢, Cudntos metros mide de largo?
(STACE Y,K./GROVES,S.- “Resolver problemas: estrategias”. Narcea. Madrid, 1999. Pag. 57).

2.- Tres amigos van a cenar; para ello, ponen 10 € cada uno en un fondo comun. La cena cuesta 25
€; sobran 5, por lo que cada uno coge 1 € y quedan 2 € en el fondo. Lo gastado seria, por tanto,
(10 = 1) x 3 =27. Sialos 27 € gastados les sumamos los 2 que han quedado en el fondo,
tenemos 29 €. ; Qué ha sido del otro euro que falta para completar los 30 iniciales?

Aspectos generales de las matematicas 7
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3.- Timo aritmético.

A la una de la tarde, entraron en una sucursal bancaria dos personas, que solicitaron que se
les cambiase 7 billetes de 50 euros por 3 de 100. El empleado les advirtié de que sobraba un billete
de 50, que les devolvio. Dejando sobre el mostrador los 6 billetes de 50 euros que querian cambiar
las dos personas, el empleado deposité también los 3 billetes de 100. Lo clasico hubiera sido que
escamotearan algun billete, pero no fue asi.

Los timadores fueron mas originales: Tras pensarselo un momento, dijeron que, en vez de los
3 billetes de 100, les venia mejor un billete de 500, aportando ellos 200 euros mas. No hubo
inconveniente. Entonces, cogieron 2 de los 3 billetes de 100, que todavia estaban sobre el mostrador,
se los dieron al empleado y éste les entreg6 el de 500. Y se fueron tan contentos. El empleado de
caja cayo entonces en la cuenta de que se habian llevado 600 euros — un billete de 500 y otro de 100

— a cambio de 6 billetes de 50.
(“El Correo”. 09/04/2008).

Aspectos generales de las matematicas 8
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1.b. Historia de las Matematicas: sistemas de numeracion, geometria
euclidea, estadistica y probabilidad.

1.b.1. Sistemas de numeracion.

Antes de entrar en la historia de los sistemas de numeracion, conviene hacer un repaso
de los diferentes tipos de numeros que han ido apareciendo a lo largo de la historia y cuyos
nombres son, a veces, evocadores.

Estan, en primer lugar, los llamados numeros naturales, cuyo conjunto se representa
con una N y esta formado por los numeros 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... Su nombre hace referencia a que
fueron considerados “naturales”, es decir, obvios, dados por la Naturaleza.

Los llamados numeros enteros, cuyo conjunto es representado con una Z, son los
naturales, aunque pudiendo tomar tanto el signo positivo como el negativo, es decir, ... -4, -3, -
2,-1,0,1, 2, 3,4, ... Sunombre hace referencia a que no tienen “partes” de la unidad.

Los numeros racionales, quebrados o fraccionarios, cuyo conjunto se representa con
una Q, son los que comprenden a todos los cocientes de numeros enteros con divisor (0
denominador) distinto de 0. Por ejemplo, 1/3, -6/4, 5, 2.34, ... El nombre “racional” fue puesto
en contraposicion a los numeros irracionales, de los que se habla a continuacién; lo de
“quebrados” (es decir, “rotos”) o fraccionarios, hace referencia a que tienen “partes”, no son
enteros.

Los numeros irracionales. En la Grecia clasica, donde aun no existia el instrumento
algebraico, los razonamientos matematicos se hacian, exclusivamente, sobre figuras
geomeétricas, figuras en cuya construccién se empleaban la regla y el compas. Al construir un
cuadrado de lado 1, sabemos, por el Teorema de Pitagoras, que su diagonal mide la raiz
cuadrada de 2. Esta diagonal, que puede construirse faciimente y, por tanto, verse, no puede,
sin embargo, ser medida con una regla (raiz de 2 tiene infinitos decimales que no siguen una
pauta periédica). Por ello, estos niumeros recibieron el nombre de irracionales. Entre ellos estan
el nimero 1 y el nimero e de los logaritmos neperianos; pero también muchas raices de
numeros enteros positivos.

Por ultimo, se llama numeros reales a todos los anteriores.

Entrando ya en la historia de los sistemas de numeracion, se puede comenzar por la
definicion de lo que se entiende por tal cosa: “Un sistema de numeracién se puede definir como
el conjunto de normas y convenios empleados para poder nombrar y representar cualquier
numero (natural) mediante un conjunto reducido de simbolos y palabras”.

Pero, ¢es necesario un sistema de numeracion para poder “contar’?. Imaginemos a un
pastor primitivo, que no sabe nada de numeros ni de contar y que, al terminar el dia, quiere
saber si le falta alguna oveja. ; Como podria resolver este problema?

Los intentos para conseguir sistemas que representaran los numeros se remontan a los
origenes mismos de la invencion de la escritura. Naturalmente, se podian haber inventado,
facilmente, simbolos escritos para las palabras que representaran a los numeros; seria tan
sencillo como escribir cualquier otra palabra. Asi, en espafiol, se podria escribir el numero de
dedos de una mano como "cinco". Pero desde un principio fue obvio que los nimeros tenian
una particularidad: estaban ordenados, se podian contar de una forma determinada, a
cualquier numero se llegaba "contando" hasta él.

Asi, si indicaramos "uno" por “I”, "dos" por “II”, "tres" por “llI”, etc., cualquier numero
podia ser indicado por un simbolo dado. Por ejemplo, el simbolo [ querria decir
"veintidés". Ademas, este simbolo seria universal, independiente del sonido particular que cada
idioma utilizara para nombrarlo y representarlo.

Aspectos generales de las matematicas 9
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Tendria la pega de que su lectura es dificil al aumentar el numero. ;Coémo distinguir
"veintidés" de "veintitrés"?. Resulta bastante natural separar ese conjunto de palotes en grupos
mas pequefos (es lo que se hace, frecuentemente, al contar, por ejemplo, los votos de una
eleccion a delegado de clase). Si se esta acostumbrado a contar con los dedos de la mano,
parece logico hacer grupos de cinco palotes: "veintidés" seria entonces I I L
Si se utilizaran las dos manos, se podrian hacer grupos de diez palotes: [ I I

O si se utilizaran las falanges de los cuatro dedos de una mano y el dedo pulgar,
oponible a los demas, para contar, se podian hacer grupos de doce; o de veinte, si se utilizaran
los dedos de ambas manos vy pies, etc., etc.

Una vez iniciado tal proceso, como cada uno de estos grupos de cinco, diez o veinte
palotes era igual a los demas, resultaria mas sencillo representarlo por un solo simbolo que
tener que escribir los cinco o diez componentes de cada grupo. Asi, en vez de I, puede
escribirse, por ejemplo, +.

Entonces, "veintidds" seria ++Il, mucho mas facil de escribir y de reconocer. El proceso
continuaria y un grupo de diez "+" (o sea, cien "I"), podia ser substituido por otro simbolo, como
por ejemplo, "x". A su vez, un grupo de diez "X" podia ser substituido por "0", etc., etc.

Como ejemplo, en este sistema, un numero como el "mil ochocientos treinta y cuatro”
seria escrito de esta manera: OXXXXXXXX+++I]

Para poder ser visualizado mas rapidamente, aprovechando las capacidades del ojo
humano, también podia ser escrito asi:
OXXXX++II
xxxx+ |l

Sistema de numeracion egipcio.

Y ,éste era, justamente, el sistema empleado por los antiguos egipcios, aunque con su
escritura jeroglifica.

Palote Herradura Espiral Flor de loto Dedo Renacuajo Hombre
(cuerda enrollada) (o rana) arrodillado

Debe observarse que el orden en que se colocan los signos es indiferente en cuanto
que el numero representado sigue siendo el mismo; también serian "mil ochocientos treinta y
cuatro" los siguientes:
xxxllo++
xxxIl + y IIxxx0+[++xxxXX

Es, por tanto, un sistema “no posicional”. Es, ademas, “aditivo”, en el sentido de que el

valor del numero representado aparece al sumar los valores de cada uno de los simbolos
utilizados.

Aspectos generales de las matematicas 10
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El sistema de numeracién babildnico.

Entre la muchas civilizaciones que florecieron en la antigua Mesopotamia se
desarrollaron distintos sistemas de numeracion. Entre ellos, un sistema sexagesimal (de base
60) que ha perdurado hasta nuestros dias en la medicion de angulos y del tiempo.

A partir de ahi, cada grupo de unidades representaba la cantidad existente de las
diferentes potencias de 60 (60, 60x60, 60x60x60, ...). Por ejemplo:

Su sistema de numeracién es posicional y aditivo-multiplicativo.

Los babilonios estaban interesados en el calculo, conocian el calculo del interés
compuesto y eran buenos astronomos y constructores. Algunos de sus conocimientos fueron:
célculo de raices cuadradas, mediante aproximaciones; férmulas para el cuadrado de un
binomio y el producto de una suma por una diferencia; conocian los teoremas de Pitagoras y
de Thales; conocian algunas tablas de trigonometria. Sin embargo utilizaban el 3 como
aproximacion de 7.

Aspectos generales de las matematicas 11
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Un sistema de numeracion griego.

Otra forma de representar los nimeros es una que utilizaron los griegos. Estos
recurrieron al empleo de otro sistema ordenado: el alfabeto.

oo - - W ¥ W g
z B 20 % 20049
3 ¥ a0 A 300 T
4 3 aop 400 L
s ¢ sov 500§
6 G @@k o0 X
1t mmo 04
B M B0 T 800 @
g 8 904 9w

En principio, el método podia ser similar al anterior: utilizando nuestro alfabeto, "uno”
seria "A", "dos" seria "AB", "tres" seria "ABC", etc. Pero al ser todos los simbolos diferentes, en
realidad, con poner sélo el ultimo, bastaria para representar el numero.

Asi, "uno" seria "A", "dos" "B", "tres" "C", ... , "diez" seria "J". Al llegar aqui se puede
continuar y hacer "once" = "K", "doce" = "L", etc. Pero, entonces, al llegar a veintiséis, se
acabarian los signos. Los griegos hicieron algo mejor: como "once" = "diez" + "uno", hicieron
"once" = "JA", "doce" = "JB", etc., reservando los signos K,L,M, ... para las decenas: "k" =
"veinte", "L" = "treinta", ... , "R" = "cien", para luego continuar "S" = "doscientos", ... , "Z" =

"novecientos".

Como el alfabeto griego tenia soélo veinticuatro letras, para poder contar hasta
novecientos, utilizaron simbolos especiales. Aun asi, al llegar a "novecientos noventa y nueve",
se acababan los simbolos y para poder pasar a unidades de mil tuvieron que utilizar signos
auxiliares tales como comillas. Asi, "mil" era A' y "dos mil", B'. Otra dificultad era la necesidad
que habia de aprender de memoria el valor de veintisiete letras.

Obsérvese que el orden de colocacién de los simbolos empleados no altera su
significado numérico. Asi "doscientos treinta y cinco" = SLE = ELS = LES.
Es, como en el caso del sistema egipcio visto anteriormente, no posicional y aditivo.

La numerologia.

Una consecuencia tangencial que tuvo la utilizacion de las letras del alfabeto para
representar los numeros fue la aparicion de una pseudociencia llamada “gematria”
(probablemente, por deformacién de la palabra “geometria”) o numerologia.

Por ejemplo, los judios. En su afan por estudiar cada palabra de la Biblia, veian
numeros por todas partes. El sistema es tan sencillo como asignar un valor numérico a cada
letra, con lo que cada palabra se convierte en un numero y de ahi, segun la palabra o nombre
obtenido, dar a ese numero buen o mal caracter, buena o mala suerte, decidir si una persona
debe casarse con otra, etc.

El ejemplo mas famoso tal vez sea el del nimero 666, el llamado “numero de la Bestia”,
identificada ésta con el Anticristo. En la Biblia, en el Libro de las Revelaciones (13-18), se dice:
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“Aqui esta la sabiduria. Deja a aquél que posea entendimiento calcular el numero de la Bestia,
pues éste es el numero del hombre: su numero es 666” (1).

Ha habido muchos intentos para identificar a personajes histéricos cuyos nombres, en
Gematria, dieran el valor 666. Estas investigaciones llevaron a personajes como “Nerén César”
o “Diocleciano”, ambos perseguidores de los cristianos, pero se pueden encontrar mas.

Sin relacion con lo anterior, es curioso el hecho mencionado por Ifrah (2) sobre el
numero 17 en ltalia: “ ... Napoledn Bonaparte aplazé hasta el 18 su famoso golpe de estado de
Brumario, que inicialmente estaba previsto para el viernes 17 (“no me gustan los incrédulos,
habia explicado; sélo los tontos desafian a lo desconocido”). Es también sabido que en los
hoteles italianos no hay habitaciéon 17, ni piso 17 y que, en ningun asiento, los aviones de
Alitalia llevan el numero 17, asi como que el coche Renault 17 ha sido comercializado entre
nuestros vecinos con el apelativo de Renault 117”.

Y prosigue, explicando la razén: “En cifras romanas, el niumero 17 se escribe XVII; es,

pues, el anagrama y el valor numérico de la expresion latina VIXI, que quiere decir “he vivido”
y, por extension, “estoy muerto”.

El sistema de humeracion romano.

El posterior sistema de numeracion romano, universalmente conocido aun en nuestros
dias, conjugaba, de alguna manera los dos, anteriores: empleaba letras como los griegos pero
para representar grupos de unidades como los babilonios. Los romanos, en vez de hacer
grupos regulares, todos con igual numero de componentes, alternaron grupos de cinco con
grupos de diez.

1=1 9=1IX 80 = LXXX 700 =DCC
2=l 10=X 90 = XC 800 =DCCC
3=1l 20 = XX 100=C 900 = CM
4=1V 30 = XXX 200=CC 1000 = M
5=V 40 = XL 300 =CCC _

6=Vl 50 =L 400 =CD V =5.000
7=Vl 60 = LX 500=D _

8 = VIl 70 = LXX 600 =DC X =10.000

Los simbolos romanos se pueden dividir en dos clases, segun su uso: por una parte, |,
X, C, M. Por otra, V, L, D. Como regla general, los simbolos se escriben de mayor a menor. Las
letras del segundo grupo no pueden repetirse y siempre suman; las del primero, sin embargo,
pueden repetirse hasta tres veces para sumar y se puede colocar una letra a la izquierda de un
simbolo mayor para restar.

Es un sistema de numeracion extrafio pues combina la base 10 con la base 5; es no
posicional (el valor de las cifras no cambia) y es aditivo.

Como curiosidad, sobre el origen de las letras empleadas, parece que la V haria
referencia a una mano abierta, la X a dos manos cruzadas, la C y la M a las iniciales de cien y
mil. También hay que hacer notar que, en casi todos los relojes, 4 aparece como llll; existe la
teoria de que se abandoné la expresion IV por ser las iniciales del dios Jupiter.

(1) LIVIO, M.- “La proporcion aurea”. Pag. 30.
(2) IFRAH, G.- “Las cifras. Historia de una gran invencion”. Pag. 214.
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El sistema de numeracion posicional.

Como hemos visto, los griegos (y también los romanos), para representar nimeros
grandes (unidades de mil, de millén, etc.) utilizaban signos auxiliares:

A' era "mil" entre los griegos, V = "cinco mil" entre los romanos.

Supongamos, por un momento, que en vez de utilizar signos auxiliares para indicar
ordenes grandes de unidades, se utilizaran para todos los érdenes. Por ejemplo, usando los
simbolos utilizados al principio (I = unidades, + = decenas, x = centenas, o = unidades de mil),
con so6lo nueve letras, podriamos indicar todos los nimeros hasta el "nueve mil novecientos
noventa y nueve". Por ejemplo,

ox+ |

"Dos mil trescientos cuarenta y cinco"= BCDE
ox + |
"Cuatro mil cuatrocientos cuarenta y cuatro"=D D D D

Y no habria ninguna confusion al utilizar cuatro "D" pues el simbolo colocado sobre
cada una indica que la primera vale "cuatro mil", la segunda cuatrocientos", etc. Incluso, con
otros simbolos auxiliares, podria aumentarse la cantidad de niumeros representables por este
sistema.

Obsérvese que el orden en que se coloquen las letras continda sin alterar el valor del
numero:
ox+l|l x1lo+
"Dos mil trescientos cuarenta y cinco"=BCDE =CEBD.

Pues ahora, supongamos que se conviene en que el orden no pueda ser alterado, que
las unidades vayan siempre al final, precedidas de las unidades de segundo orden, éstas de
las de tercero y asi sucesivamente. Es evidente que, entonces, los signos auxiliares colocados
encima de las letras no serian necesarios pues el orden en que éstas aparecen dentro del
numero determinaria el orden de unidades al que pertenecen.

Asi, por ejemplo, “ADB” sélo podria ser "ciento cuarenta y dos". Se diria, entonces, que
el sistema es posicional, ya que el valor de los simbolos empleados depende de su posicion
en el numero.

Pero surge entonces una nueva dificultad: ;Qué ocurre cuando no hay unidades de un
determinado orden?. Por ejemplo, scdmo representar el numero "ciento dos"?. Se podria
escribir "A B" con un espacio en blanco en medio del numero, pero a la hora de escribirlo
llevaria a numerosos errores dependiendo de la mayor o menor amplitud dada a tal espacio. La
otra soluciéon es emplear un nuevo simbolo para representar la "nada". Casi cinco mil afios le
llevé a la humanidad encontrar tal solucion, siendo los hindues los primeros en utilizarlo hacia
los siglos VIII - IX. A ese simbolo lo denominaron "sunya" (vacio); recogido por los arabes,
éstos lo denominaron cifer (vacio), palabra que dio origen a los vocablos internacionales cero y
cifra.

Con lentitud, el nuevo sistema llegd a Europa, reemplazando al romano. Como
provenia de paises no romanizados, las formas de los numeros no se parecian en nada a las
letras del alfabeto latino lo que fue una nueva ventaja, pues acab6 con la confusion entre letras
y numeros.

Asi apareci6 el actual sistema decimal de numeracion, cuyas caracteristicas principales
son:

e Es posicional.

e Emplea nueve simbolos (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), mas otro especial (0) para representar
la "nada", la falta de unidades de un cierto orden.

e Es decimal: Diez unidades de cada orden equivalen a una unidad de orden superior.
(Se dice que diez es la base del sistema).

e Es aditivo-multiplicativo.
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La primera propiedad es la mas importante. Los sistemas posicionales tienen la ventaja
de permitir escribir grandes numeros con una cantidad relativamente pequefia de simbolos y
permiten realizar facilmente las operaciones aritméticas.

Sobre nuestro sistema de numeracion decimal:

Aunque al ser el fruto ultimo de una larga evolucién, nuestro sistema de numeracion,
decimal y posicional, puede ser considerado como el mas perfecto de los existentes hasta
ahora, no por ello deja de tener ciertos “defectos”, entre los que pueden citarse:

e Contradicciéon entre la expresion escrita y oral de los numeros que, muchas veces es
multiplicativa (dos-cientos, dos-mil, ...) y el hecho de ser un sistema posicional. ¢ Por
qué no leer el numero “1268” como “uno-dos-seis-ocho”, tal y como hacemos, aunque
agrupando las cifras por parejas, con los nimeros de teléfono?.

e Aun mas: teniendo en cuenta la manera en que se generan las cifras de cada numero,
¢ por qué no leer “1268” como “ocho-seis-dos-uno”, empezando por las unidades?.

" ” o« ” oo«

e ;Por qué “once”, “doce”, “trece”, ... y no “diez y uno”, “diez y dos”, ...?

e Contradiccién, al nombrar los numeros, entre la expresion multiplicativa de unos (dos-
cientos, tres-cientos, ...) y la sumativa de otros (diez y seis, diez y siete, ...).

e Al ser la base 10 un numero compuesto, existen fracciones equivalentes. Para resolver
este “problema”, seria suficiente con haber tomado como base un nimero primo, como
el 11.

e Por ultimo, aunque sea un problema sin posible soluciéon, se puede sefialar el hecho de
que, al ser los numeros un sistema ordenado, cualquier error en la escritura de un
numero puede hacer a éste irreconocible, al contrario de lo que ocurre con las palabras
(p-e., “Univrsidad”).

e En el lenguaje oral, a la hora de nombrar los numeros ordinales, las irregularidades son
la norma. Veamos sus nhombres:

NUMEROS ORDINALES:
9° = noveno, nono 100° = centésimo
11° = undécimo, onceno 200° = ducentésimo
12° = duodécimo 300° = tricentésimo
13° = decimotercero, decimotercio 400° = cuadrigentésimo
16° = decimosexto, dieciseiseno 500° = quingentésimo
18° = decimoctavo, dieciocheno 600° = sexcentésimo
19° = decimonono, decimonoveno 700° = septigentésimo
20° = vigésimo 800° = Octingentésimo
30° = trigésimo 900° = noningentésimo
40° = cuadragésimo 1000° = milésimo
50° = quincuagésimo 1.000.000 = millonésimo

60° = sexagésimo
70° = septuagésimo
80° = octogésimo
90° = nonagésimo
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Representacion de los numeros.

Nuestros simbolos numéricos, al igual que el sistema de numeracion, proceden de la
India, traidos a Europa por los arabes. Aqui, los nuevos numeros recibieron el nombre de
“cifrae”, derivado del arabe “al-cifr’, que era la traduccion de “sunya” (vacio, “cero”); en latin
culto aparecio6 la palabra “zephirae” o “zephirum”, que dio lugar a las palabras “cero” y “cifra”.
(Sobre la evolucion que ha seguido la escritura de las cifras, puede verse IFRAH (1987), pag.
293 y sig.)

Por otra parte, la mano humana, gracias al considerable numero de huesos y

articulaciones que posee y a la disposicion de sus dedos, con el pulgar oponible a los demas,
es un instrumento sorprendente que, en el caso de los numeros, ha sido el mas antiguo y
generalizado medio auxiliar de cuenta y calculo, empleado por todos los pueblos a lo largo de
la historia.
El procedimiento mas elemental es aquél con el que aprenden a contar los nifios y que consiste
en atribuir un valor entero a cada dedo en el orden de los numeros naturales, empezando por
el uno. Hay multiples variantes por todo el mundo: levantar los dedos uno a uno, encogerlos,
empezar a contar por uno u otro, sefialar los dedos de una mano empleando la otra, utilizar los
pulgares, ...). A este respecto, pueden verse, en IFRAH (1987):

Procedimiento empleado por algunos pueblos drabes para el regateo (pag. 80-81).
Contar con las falanges de los dedos (pag. 82-83).

Alfabeto de los sordomudos (pag. 86).

Juegos de palabras obtenidos de representaciones digitales de los numeros (pag. 91)
Calculadores chinos: contaban hasta 100.000 (una mano) o 10.000 millones (2 manos).

En este ultimo caso, cada articulacion de las falanges se subdividia en 3 partes: izda.,
central y dcha., de modo que cada dedo correspondia a las 9 unidades consecutivas de un
mismo orden decimal:

Menique dcho.: unidades simples pulgar izdo.: centenas de mil
Anular “ :decenas indice “ :millones

Medio “ :centenas medio “ :decenas de millén
indice “ millares anular “ :centenas de millén
Pulgar “ :decenas de mil meidique” : millares de millén

Por ultimo, también han existido, a lo largo de la historia, los objetos mas diversos:

e Los incas empleaban un sistema de cordeles con nudos, llamados “quipu”. (pag. 97-
98).

e Las muescas prehistéricas.

e Guijarros (los “calculi” latinos).

e Abacos de diferentes tipos.

Diferentes tipos de abacos

T
;

00000— 00

Py [T
TSI

Abacos decimales Suan Pan (chino) Soroban (japonés)
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1.b.2. Sobre las operaciones numéricas.

Hay que hacer la distincion entre lo que es una operacion y el algoritmo con el que se
hace. Es decir, una cosa es la suma o la multiplicacién y otra es la manera como realizamos
esa suma o esa multiplicacion que, como vamos a ver, no se reduce a lo que se ensefia
actualmente en la escuela, sino que ha conocido diferentes manifestaciones a lo largo de la
historia.

Vamos a comenzar con el sistema de numeracion egipcio, visto anteriormente y que,
recordemos, se diferenciaba del nuestro, esencialmente, en ser no posicional, es decir, que
cada simbolo empleado tiene un mismo valor numérico independientemente del lugar en que lo
escribamos.

SUMA y RESTA: No presentan dificultad; se yuxtaponen un nimero y otro, y se opera como se
haria con el abaco.

2.643 + 868
00oxXxXx++I| + xxxx+++|11 = ooxxxxxxx+++++|| = O0OXXXXX+|
XXX++ | xxxx+++|11 XXXXXXX+++++ [[]]]

MULTIPLICACION:

- Por 10: Basta sustituir cada cifra por el simbolo que corresponde al orden superior.
(Queda, como ejercicio, explicar el porqué).

- En el caso general, para multiplicar dos numeros, proceden a hacer duplicaciones
sucesivas:

Por ejemplo, 12 x 128:

Se hacen 2 columnas: 1
2 24
4 48
8 96
16 192
32 384
64 768

[128 [1536
(1536 seria el resultado)

Si uno de los numeros no es una potencia de 2: Por ejemplo, 369 x 19

* 1

2 38

4 76

8 152
* 16 304
* 32 608
* 64 1216

128 2432
* 256 4864

(El siguiente seria > 369)

Se busca, en la columna de la izquierda una suma igual a [369:
1+16 + 32 +64 + 256

La suma correspondiente, en la columna de la derecha, nos da
el resultado: 19 + 304 + 608 + 1.216 + 4.864 =[7.011]|.
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Noétese que no era necesario aprender las tablas de multiplicar, salvo la del 2.

Queda, como ejercicio, la justificacion de que este método es siempre aplicable.
Problema: ;Cual sera el ultimo numero, en las tablas de multiplicar, en un sistema de
numeraciéon de base n?

DIVISION:

- Por 10: Basta sustituir cada cifra por el simbolo que corresponde al orden
inferior. ¢ Por qué?.

- Para una division, en general, se hacian duplicaciones, igual que antes, en dos
columnas: una, encabezada por el numero 1y, la otra, por el divisor

Sea, por ejemplo, 1.476:12 (numeros divisibles entre si)

1 <«

2 24 &

4 48

8 96 <

16 192 «

32 384 ¢«

64 768 <« (Se detiene en 768 porque el n°

siguiente seria > 1.476).

En la columna de la derecha (no en la izquierda), se buscan los numeros los
ndmeros cuya suma sea 1.476:
12 +24 + 96 + 192 + 384 + 768 = [1.476

Al sumar los numeros corespondientes en la fila de la izquierda, se tiene el
resultado:
1 +2+8+16+32+64 = 123

- Cuando los numeros no eran divisibles entre si, recurrian a fracciones de
numero.

Calculo corporal: (Puede verse GOMEZ ALFONSO,B.- “Numeracién y célculo”. Pég. 82).

Vamos a ver, como ejemplo, la multiplicacion con los dedos, mediante una técnica que,

segun parece, fue muy popular durante el Renacimiento, y que evita tener que aprender las
tablas de multiplicar de las cifras mayores que 5 (habria que tener presente, asi mismo, lo
frecuente que es recurrir a los dedos, para la adicién, en los nifios, durante el aprendizaje, asi
como en algunos adultos).

6
6
9 T
" 8
9
¥ 10
10

Reglas a seguir:

Se colocan las dos manos una frente a otra y cada dedo se asocia a un numero
(pulgar-6, indice-7, ..., mefique-10).

Para multiplicar dos de esos numeros, se juntan los dedos correspondientes hasta
tocarse.

Los dedos que se tocan y los que quedan por encima, valen 10 cada uno.

Los que quedan por debajo, se multiplican: la cantidad de los de una mano por los de
la otra.

Se suman los resultados obtenidos.
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Otra forma de célculo con las manos es la llamada “reqla del perezoso” (regula pigri)” (1)

=2 6

5 doigts de pied 5 doigts de pied nombre produit
gauche et 2 de droit et 3 de de doigts des doigts
la main gauche la main droite levés (2 + 3) baissés (3 X 2)

Para multiplicar, por ejemplo, 8x7:

Se toman los complementarios de los dos numeros respeco a 10, es decir, 2y 3.
e Seresta, a uno de los numeros, el complementario del otro:

8-3=5 6 7-2=5 (explicar por qué es lo mismo). Esa es la cifra de las
decenas.

Se hace el producto de los complementarios (2 x 3 = 6) para obtener la cifra de las
unidades.

Y, por ultimo, vamos a ver como obtener la tabla del 9 con las manos:

Supongamos que queremos multiplicar 9x3. Ponemos una mano junto a la otra, como
en el dibujo, y numeramos los dedos de 1 a 9. Doblamos el dedo correspondiente a 3. A la
izquierda, tenemos las decenas (2) y, a la derecha, las unidades (7). Asi, 9x3 serian 27.

Como anécdota, y aunque no tenga una relacion directa con las operaciones,

recordemos el siguiente método para, empleando los nudillos y los valles entre ellos, saber si
un mes tiene, o no, 31 dias:

(1) HOCQUENGHEM,M.L. et AL.- «Histoire des Mathématiques pour les colleges» (Pag. 30)
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Multiplicacién hindu (“método de la rejilla”). Vamos a multiplicar 434 x 36:

4 3 4 x
1 1
2 9 2 3
2 1 2
4 8 4 6
1 3 6 2 4

Prueba de los 9. (division y multiplicacion).

Para comprobar si una division (multiplicacién) esta bien hecha, se recurre a comprobar
que, si al resultado de multiplicar el divisor (d) por el cociente (c), se le suma el resto (r),
tenemos como resultado el dividendo (D), es decir, la conocida férmula D = (d.c) +r.

La prueba de los 9 consiste en hacer esa misma comprobacion, pero con cada numero
se hace la operacion de sustituirlo por la suma de sus cifras, y ésta también por la suma de sus
cifras y, asi sucesivamente, hasta obtener un nimero de una sola cifra y haciendo que, cada
vez que se llega a 9, se empieza el recuento desde 0. Sea, por ejemplo, la siguiente division:

23456 : 845
641 27

Se hace:
23456=2+3+4+5+6=20=2+0=2
845=8+4+5=17=1+7=8
27=2+7=9=0
641=6+4+1=11=2

Entonces, (d.c)+r=8.0+ 2 =2 =D, con que la division estaria bien hecha.

Se proponen, como ejercicios, las siguientes cuestiones:

e Haganse practicas de sumas y restas en el sistema sexagesimal aun empleado en la
medicién de angulos y del tiempo.

e De las cuatro operaciones aritméticas, tan solo la division se hace de izquierda a
derecha. Inténtese hacer una division de derecha a izquierda para comprobar las
dificultades que presenta.

e Los numeros decimales periédicos, a pesar de tener infinitos decimales, se
diferencian de los irracionales en que esos decimales siguen una pauta de formacion,
lo que permite transformarlos en niumeros racionales o fracciones. Veamos un ejemplo:

Sea el numero 5,34343434 ...

Llamemos a=15,343434...
Multipliquémoslo por 100: 100 a =534,3434...

Restando ambos nimeros: 99 a = 529, es decir, a =529/ 99

Haganse ejercicios con otros niumeros decimales periédicos.
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1.b.2. Geometria euclidea.

Antes de hablar de Geometria, veamos dos puntos de vista diferentes sobre esta ciencia. En
primer lugar, el famoso cuadro de Leonardo en el que postula un canon de belleza basado en acoplar
el cuerpo humano a una serie de figuras geométricas.

Leonardo da Vinci. El hombre de Vitruvio. Canon del cuerpo humano.

En segundo lugar, en tono mas jocoso, el punto de vista dado por un periédico gratuito en su
seccién de horéscopos:

“LA GEOMETRIA. La Geometria tiene como base la Matematica y la Fisica. Sirve para
estudiar los poligonos: el cuadrado, el cono, el trapecio, el cubo, etc. Otra utilidad menos conocida
por el gran publico es su uso para aumentar e influir en la magia. Leonardo, cuando dibuj6é el Hombre
de Vitruvio dentro de un circulo que, a su vez, estaba dentro de un cuadrado, sabia perfectamente
que estaba estableciendo el eje de un triangulo que representaba las 4 estaciones, los 4 puntos
cardinales, los 4 elementos y los 4 puntos del hombre.

Dibujar un circulo es crear un campo gravitacional, hacer un escudo protector. Dibujar un
triangulo es establecer un campo de fuerza. Un cuadrado es crear un campo que ejerce un espiritu
llano y normalizado, es decir, un campo que regla nuestra seguridad.

Los prismas los trapecios y los conos, al dibujarlos, nos trasmiten seguridad y espiritu de libertad,
deseo y pasion de evasion.

Cuando se entra en una iglesia hay que fijarse en las formas geométricas. Siempre el altar
mayor sera un semicirculo, el area del altar sera un cuadrado o un rectangulo. Como nuestra tumba o
fosa, los 4 puntos, los 4 elementos y, en el medio, el alma y la esencia. Por ese motivo se sospecha
que la piedra filosofal era cubica como el gran Durero nos pint6 en el grabado “Melancolia”. El cubo
donde solo la manzana cabe.”

(“Qué facil”. 10 de Julio de 2002. Pag. 14)
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Etimolégicamente, “Geometria” proviene del griego "geo" (tierra) y de "metron" (medida) (1),
pudiendo ser definida como la parte de las Matematicas que se ocupa de las propiedades de las
figuras del plano o del espacio.

Se acepta, de forma general, que su origen parece encontrarse en el Antiguo Egipto (*) vy,
mas concretamente, en la resolucion de problemas de la vida cotidiana, como la medicion de tierras,
cuyos limites cambiaban con frecuencia debido a las periddica inundaciones del Nilo, o determinacion
de capacidades de contenedores y almacenes. Sabian determinar las areas y volumenes més
sencillos, conocian con bastante exactitud la proporcidbn que existe entre la longitud de una
circunferencia y su diametro, y parece que sabian calcular el area de una esfera. Se puede encontrar,
en la cultura egipcia, una culminacion de la Geometria aplicada, tanto ligada a la resolucion
cotidiana de problemas como a la creacién artistica. No obstante, no parece que los egipcios
estuvieran en posesion de una geometria como ciencia tedrica, provista de teoremas vy
demostraciones. Al igual que la Aritmética, en aquel tiempo, la Geometria era, fundamentalmente,
una coleccion de reglas deducidas de la experiencia.

Unos afos mas tarde y contemporanea, en parte, de la civilizacion egipcia (desde 3.300 a
539 a.C.), esta la cultura Babilonica (para los griegos, Mesopotamia, o regién entre rios; lo que seria
el actual Irak). Destacaron, sobre todo en la medicién de &ngulos (relacionada con su interés por la
astronomia). De ellos hemos heredado el actual sistema de numeracién sexagesimal que empleamos
en la medicién de angulos y del tiempo.

Es entre los siglos IV y Ill a.C., al pasar de Egipto a Grecia y ser desarrollada por filésofos
como Tales, Demécrito, Pitagoras, ... cuando la Geometria fue convirtiéndose, gradualmente, en una
teoria matematica, consiguiendo dos resultados fundamentales: el concepto de teorema geométrico y
su demostracion, por una parte; la clasificacion de aquellas proposiciones fundamentales a partir de
las cuales se pueden deducir las restantes, es decir, los axiomas, por otra. Una institucion importante
de la época es la Academia, fundada por Platén, en el frontispicio de cuya entrada figuraba la
leyenda: “No entre aqui nadie ignorante en Geometria”. (2)

Es aqui cuando aparece la figura de Euclides de Alejandria (ciudad egipcia, a orillas del
Mediterraneo, fundada por Alejandro Magno el 331 a.C.), quien hacia el afio 300 a.C.
escribe un tratado en 13 libros al que pone por nombre "Elementos" y en el que va a
sistematizar los conocimientos existentes hasta su época en los campos de Teoria de
Numeros y Geometria. Son varias las anécdotas curiosas que se cuentan de Euclides,
como las dos que relata H.S.M. Coxeter (3). La 1%, muy conocida, se refiere a la
pregunta que una vez le hizo su contemporaneo, el primer Ptolomeo, sobre la
existencia, en el aprendizaje de la Geometria, de un camino mas corto que el de los
"Elementos”, a lo que Euclides respondié que no habia un camino regio a la Geometria.
La 22 se refiere a alguien que, habiendo comenzado a estudiar Geometria, preguntd a
Euclides: ";Qué obtendré al aprender estas cosas?". Euclides llamé a su esclavo y le dijo: "Dale una
moneda, pues éste tiene que sacar ganancia de lo que aprende".

En su famoso libro, a partir de cinco postulados basicos o axiomas, Euclides hace el desarrollo de
todas las propiedades geométricas, usando argumentos puramente légicos. Estos postulados son:

Se puede trazar una linea recta que pase por dos puntos.

Se puede prolongar una linea recta indefinidamente.

Se puede trazar una circunferencia con centro y radio dados.

Todos los angulos rectos son iguales.

Si una linea recta, que corta a otras dos rectas, forma, de un mismo lado, con ellas, angulos
interiores cuya suma es menor que dos rectos, las dos ultimas rectas, prolongadas
indefinidamente, se cortan del lado en que la suma de los angulos es menor que dos
rectos.

gl

(1) Diccionario de la Lengua Espafiola, de la Real Academia. 21-a Edicién. Madrid, 1.992.
(*) Periodo que va, aproximadamente, del 5.000 a.C. (primeros poblamientos del Nilo) hasta el 30 a.C. (muerte de Cleopatra,
ultima reina de Egipto, e invasién romana).

(2) Gonzélez Urbaneja,P.M.- “Platén y la academia de Atenas”. Nivola. Madrid, 2006.
“La Academia platdnica estaba situada extramuros de Atenas, a unos 1.500 m. de la ciudad. Su nombre deriva de su
ubicacion en los jardines del santuario dedicado al héroe Akademos. (...) Aristocles fue el auténtico nombre de Platén,

sobrenombre que se le adjudicd por sus anchas espaldas”.
(3) COXETER, H.S.M.- "Fundamentos de Geometria". Limusa-Wiley. México,1971. (pag. 26).
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Aunque como sefalan Courant/Robbins (1), de ningun modo es cierto que la Matematica
griega estuviera desarrollada o presentada, exclusivamente, en la forma rigida de postulados de los
"Elementos”, la impresién que tal obra produjo en las generaciones posteriores fue tan grande que se
transformé en un modelo para toda demostracion rigurosa en Matematicas; tal situacion no se vio rota
hasta principios del siglo XIX en que el aleman Gauss (1777-1855), el hungaro Bolyai (1802-1860) y
el ruso Lobachevsky (1.793-1.856), dan a luz, simultaneamente, respectivas Geometrias no-
euclidianas. De hecho, el libro de Euclides fue tomado como libro de texto durante generaciones y
generaciones.

Entre los cinco postulados, el 5° tuvo, desde un principio, un caracter en cierto modo
especial. Ya su formulacion es bastante mas complicada que la de los demas, dificultad que va
inherente en la misma definicién de rectas paralelas, con el concepto de "infinito" que encierra esta
nocion.

En vista de su dificultad, ya desde la antigliedad, se sucedieron los intentos por prescindir de
él, deduciéndolo, como teorema, a partir del resto de los axiomas y de los conceptos basicos de la
Geometria. Sin embargo, todos los intentos fueron vanos. Cada vez que parecia haberse llegado a la
solucién, se demostraba que el autor se habia apoyado en alguna proposicion tomada como obvia
que no se deducia necesariamente de las demas premisas de la Geometria, o bien en alguna
equivalente al 5° postulado, tales como que:

La suma de los angulos interiores de un triangulo plano es, exactamente, dos rectos.

El axioma de Playfair: "A través de un punto dado, P, existe una Unica recta paralela a una
recta dada L, que no contenga a P" ( Por este axioma, el 5° postulado se conoce también como el
"postulado de las paralelas").

Asi, a comienzos del siglo XIX, el problema se encontraba en la misma situacién que en la
época de Euclides, 2.000 afios antes. Fue en esa época cuando el punto de vista cambi6: en vez de
tratar de deducir el 5° postulado a partir de los otros axiomas, se tomé como hipétesis de partida la
asercion contraria, a saber: "por un punto exterior a una recta se pueden trazar, al menos, dos rectas
paralelas a la recta dada". Si a esta hipétesis se le afiadieran las demas propiedades de la Geometria
y se llegara a una contradiccion, se probaria el 5° postulado. Pero lo que ocurri6 fue que tal
contradiccion no aparecié y, por tanto,

El 5° postulado no se puede probar a partir de los cuatro anteriores.

Suponiendo la proposicidbn opuesta al 5° postulado, se puede desarrollar una teoria no
contradictoria, légicamente posible, que puede considerarse como una nueva geometria (no
euclidiana), a pesar de que sus resultados estén en desacuerdo con nuestra imagen intuitiva del
espacio.

En una geometria asi, como la de Lobachevski, obtenida de suponer que por un punto
exterior a una recta se puede trazar mas de una paralela a ella, se dan resultados ciertamente
sorprendentes, tales como que:

Una recta siempre diverge de otra dada. Asi pues, una linea que guarde una distancia
constante respecto a otra dada, no puede ser recta; es una curva, llamada curva equidistante.

La suma de los angulos de un triangulo es siempre menor que dos rectos.

No existen triangulos de area arbitrariamente grande.

Sin embargo, una propiedad muy importante de la geometria de Lovachevski es que para
dominios pequefios difiere poco de la de Euclides. EI mismo Lovachevski ya supuso que las
diferencias respecto a la geometria euclidea podrian ser detectadas mediante observaciones
astrondmicas, suposicion que ha sido corroborada. Asi, la geometria de Euclides seria un caso
particular de la de Lovachevski, conteniendo ésta a aquélla.

(1) COURANT,R./ROBBINS,H.- "Qué es la Matematica?. Una exposicion elemental de sus ideas y métodos". Aguilar.
Madrid, 1955. (Pag. 226).
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No obstante, caminos en la busqueda de Geometrias nuevas ya habian sido abiertos. Por
ejemplo, el dar solucién a los problemas de "perspectiva" estudiados por artistas como Leonardo de
Vinci (1.452-1.519) y Alberto Durero (1.471-1.528), hizo que algunos matematicos se interesaran por
el estudio de las propiedades geométricas que mas tarde (su estudio sistematico comenzaria a
finales del siglo XVIIl) se agruparian bajo el nombre de geometria proyectiva: La imagen trazada por
un pintor puede considerarse como la proyeccion del original sobre la tela, con el centro de
proyeccién en el ojo del pintor. En este proceso, las longitudes y los dngulos se alteran dependiendo
de las posiciones relativas de los objetos pintados. Sin embargo, el original puede reconocerse sobre
la tela. Ello es posible porque existen propiedades geométricas "invariantes en la proyecciéon" y que
hacen posible la identificacion. El andlisis y deduccion de tales propiedades es el objeto de la
Geometria proyectiva.

Duccio (1255-1318). “La ultima cena”. Véase la perspectiva utilizada.
Parece que las cosas de la mesa se caen hacia el espectador.

Leonardo da Vinci (1452-1519). La ultima cena. Ejemplo de uso de la perspectiva.
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Rafael Sanzio (1483-1520). “La Escuela de Atenas”. Excelente ejemplo de perspectiva. En el cuadro
aparecen, ademas, diferentes personajes de la Antigua Grecia y, entre ellos, muchos matematicos.

1: Zendn de Citio o Zendn de Elea — 2: Epicuro — 3: Federico Il Gonzaga — 4: Boecio o Anaximandro o
Empédocles — 5: Averroes — 6: Pitagoras — 7: Alcibiades o Alejandro Magno — 8: Antistenes o
Jenofonte — 9: Hipatia o el joven Francesco Maria della Rovere — 10: Esquines o Jenofonte — 11:
Parménides — 12: Sécrates — 13: Heraclito (pintado como Miguel Angel) — 14: Platén sosteniendo el
Timeo (pintado como Leonardo da Vinci) — 15: Aristételes sosteniendo la Etica — 16: Didgenes de
Sinope — 17: Plotino? — 18: Euclides o Arquimedes junto a un grupo de estudiantes (pintado como
Bramante)? — 19: Estrabon o Zoroastro? — 20: Claudio Ptolomeo — R: Rafael como Apeles — 21: El
Sodoma como Protégenes

En la primera mitad del siglo XVII, de la mano de Pierre Fermat (1.601-1.665) y, sobre todo,
René Descartes (1.596-1.650), aparece la llamada geometria_analitica, fundamentada sobre dos
conceptos: el de las coordenadas y el de representar en forma de curva plana cualquier ecuacion
algebraica con 2 incognitas, valiéndose para ello del método de las coordenadas. Con ello, Descartes
consigue trasladar a la Geometria el método algebraico de trabajo, consiguiendo la unidad de toda la
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Matematica y la generalizacién en la resolucion de problemas: del estudio "del" problema se pasa a
un método susceptible de ser aplicado a todos los problemas.

Con la ayuda del calculo diferencial, se facilita el estudio de las curvas pues se hace posible
la determinacion de la tangente a la curva en cualquier punto asi como la curvatura. El término
geometria diferencial designé la nueva rama de la Geometria que hacia uso de tal calculo.

Por ultimo, a mediados del siglo XIX, aunque el matemético suizo Euler (1707-1783) es
considerado su precursor, comenzé un desarrollo enteramente nuevo de la Geometria. La nueva
disciplina se llamoé analisis situs o topologia y su campo de accion era el estudio de las propiedades
de las figuras geométricas que subsisten aun si esas figuras se someten a deformaciones tan
radicales que las hagan perder todas sus propiedades métricas y proyectivas. Los ejemplos mas
intuitivos de transformaciones topologicas generales son las "deformaciones”, siendo sus conceptos
fundamentales los de adyacencia, vecindad, lo infinitamente préximo y la diseccién de un cuerpo.

Hay que hacer notar que, en los llamados “programas renovados” de EGB, de los afios 1981-
2, aparecia un bloque tematico con el nombre de “Topologia” ya que como observaron diferentes
autores (Piaget Dienes), puesto que en topologia se puede hacer, con los cuerpos y figuras
geométricos, “casi de todo”, “salvo cortar o pegar’ las propiedades a estudiar son muy generales y
los conceptos topolégicos, por esta generalidad, serian los primeros en poder ser comprendidos por
la mente del nifio, siendo los ultimos los de la Geometria métrica. Esta situacion pondria de
manifiesto una contradiccioén entre la evolucion histérica de la Geometria y la conveniencia de su
seguimiento en la formacion del nifio.

A continuacién, aparecen algunos objetos de estudio de la topologia:

———=

Banda de Mébius

El simbolo internacional de reciclaje
es una banda de Mébius.

.y

L/QF“

'\\

Botella de Klein
El problema de los puentes de
Konisberg(Es considerado el hito que marca
el nacimiento de la Topologia)
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—»C}}—»

Figuras topol6gicamente equivalentes
(Notese el paso de una figura a otra mediante “deformaciones”, en las que
“solo esta prohibido cortar o pegar”)
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Es un plano del metro de Madrid. Aqui estan representadas las estaciones y las lineas de metro que
las unen. Pero no es geométricamente exacto. La curvatura de las lineas de metro no coincide, ni su
longitud a escala, ni la posicion relativa de las estaciones... Pero aun asi es un plano perfectamente
util (de hecho, si fuera exacto seria bastante mas dificil de utilizar). Sin embargo este plano es exacto
en cierto sentido; representa fielmente cierto tipo de informacion, la Unica que necesitamos para
decidir nuestro camino por la red de metro: informacién topoldgica.
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Ejercicios.

Utilizando so6lo regla y compas, sin poder utilizar la regla para medir distancias,

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Hallar una recta paralela a otra dada.

Idem, pasando por un punto exterior a la recta dada.

Trasladar un angulo en el plano.

Obtener el &ngulo suma de dos angulos dados.

Hallar la proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta.

Hallar la mediatriz de un segmento dado.

Hallar la bisectriz de un angulo dado.

Construir un hexagono regular.

Construir todos los poligonos regulares que se pueda a partir de una circunferencia.
Construir la circunferencia que pasa por tres puntos dados

Construir un triangulo equilatero

Construir la perpendicular a un segmento en uno de sus puntos

Trazar las mediatrices de un triangulo, el circuncentro y la circunferencia circunscrita
Trazar las bisectrices de los angulos de un triangulo, el incentro y la circunferencia inscrita

Construir alguna figura simétrica respecto de uno o dos ejes de simetria
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1.b.3. Estadistica y probabilidad.

La Academia Espafiola de la Lengua hace proceder la palabra "estadistica" del término
"estadista" que, a su vez, procede de "estado" y, éste, de la palabra latina "status", "situacién en que
esta una persona o cosa y, en especial, cada uno de los sucesivos modos de ser de una persona o

cosa sujeta a cambios que influyen en su condiciéon".
Las tres acepciones de la palabra "estadistica" son: (1)

1. Censo o recuento de la poblacién, de los recursos naturales e industriales, del trafico o de
cualquier otra manifestacion de un Estado, provincia, pueblo, clase, etc.

2. Estudio de los hechos morales o fisicos que se prestan a numeracién o recuento y a
comparacion de las cifras a ellos referentes.

3. (Mat.) Ciencia que utiliza conjuntos de datos numéricos para obtener inferencias basadas en
el calculo de probabilidades.

La 12 acepcion responde al objeto mas tradicional de la Estadistica: la recoleccion,
presentacion y descripcion de datos numéricos. Es la llamada estadistica descriptiva.Ya en el
Antiguo Egipto se efectuaban anualmente trabajos censales para repartir los bienes y propiedades
tras las periddicas inundaciones del Nilo. El Imperio Romano hizo censos para recaudacion de
impuestos; segun la Biblia, el mismo Jesucristo habria nacido durante un viaje de sus padres para
censarse.

Sin embargo, la tercera acepcion anterior habla de algo méas que recuentos: "obtener
inferencias basadas en el calculo de probabilidades"; frase en la que se intuye la posibilidad de hacer
predicciones. Seria la otra gran area en que se divide la Estadistica, la llamada estadistica de
inferencias: Técnicas de interpretar los valores que se obtienen a partir de las técnicas descriptivas
y a la técnica de tomar decisiones sobre la base de sus resultados. (2)

El precursor de la Estadistica, en este sentido, fue John Graunt (1620/1674), vendedor de
pafos londinense que, a partir de datos demograficos de las parroquias de Londres, descubri6 leyes
demograficas de validez permanente, llegando a estimar la poblacion de Londres y otras ciudades
inglesas. También not6 que los porcentajes de muertes por accidentes, suicidios y varias
enfermedades eran similares en las diferentes localidades estudiadas y que apenas variaban de un
afio a otro. Asi, sucesos que parecian depender del azar tenian unas sorprendentes regularidades. A
la naciente ciencia se le dio el nombre de “Aritmética politica” y Petty, sucesor en los trabajos de
Graunt la definié como “el arte de razonar por medio de cifras sobre cosas que se relacionan con el
gobierno”. (3)

La originalidad de Graunt estribé en medir, por primera vez, fendbmenos que se suponia que
dependian de Dios: la muerte, los nacimientos, la enfermedad, ...; al mismo tiempo, acabé con ideas
falsas, que eran tdépicos comunes como, por ejemplo, que la peste no coincidia con la coronacién de
los reyes; que la poblaciéon no disminuia sino que aumentaba, a pesar de guerras y peste; la ligera
desigualdad, entre el nUumero de hombres y mujeres, a favor de éstas, etc.; también hizo un primer
intento de tablas de vida. (4)

Los primeros censos modernos de poblacion datan del siglo XIX, siendo pioneros los
realizados en Gran Bretafia y Noruega (1801). En Espafia, en 1713, se dictaron disposiciones sobre
el Registro Civil; en 1829, se publicéd el censo de la poblacion del siglo XVI. Los realizados en 1846
(para el cumplimiento de la ley electoral) y 1850 (para averiguar los mozos de reemplazo del ejército)
merecieron muy poca confianza, incluso del propio Gobierno. El primer censo moderno de poblaciéon
de Espafia se considera que es el de 1857.

El 31-12-1945 se crea el Instituto Nacional de Estadistica, organismo encargado de las
estadisticas oficiales. Posteriormente, en las diferentes autonomias aparecen instituciones analogas.
En el Pais Vasco, tenemos el Eustat.

(1) R.A.E. "Diccionario de la Lengua Espafiola”. Madrid, 1992. P4g. 905.

(2) JOHNSON,R. "Estadistica Elemental”. Trillas. México, 1976. Pag. 18.

(3) KLINE, M.- “Mateméticas para los estudiantes de humanidades”. Fondo de Cultura Econémica. México, 2000. P4g. 497.
(4) MORA CHARLES,M.- “Los inicios de la teoria de la probabilidad. Siglos XVI y XVII. UPV. Bilbao, 1989. Pgs.185 y sig..

Aspectos generales de las matematicas 29



Matematicas y su didactica-I

Para terminar esta breve introduccion historica a la Estadistica, mencionemos la diferencia
que hace M. Kline entre el método estadistico y el deductivo: “El enfoque estadistico de un problema
es, ante todo, una confesién de ignorancia. Cuando ni los experimentos, ni la observacién ni la
intuicion nos conducen a los principios fundamentales que pudieran utilizarse como premisas para
desarrollar cadenas de razonamiento, nos volvemos a los “datos”, y tratamos de recoger cuanta
informacion sea posible sobre lo que ha ocurrido. Si carecemos del conocimiento que nos permita
“deducir’ lo que debe resultar de un nuevo tratamiento médico, aplicamos el tratamiento, anotamos
los resultados, y tratamos de sacar algunas conclusiones. Aun cuando lleguemos a la conclusion de
que el tratamiento es notablemente eficaz y debe aplicarse en forma profusa, todavia no sabemos
qué factores fisicos o quimicos estan en la operaciéon. Quiza la diferencia mas importante entre el
meétodo deductivo y el estadistico se halle en que este ultimo nos dice lo que ocurre con grandes
grupos, pero no permite hacer predicciones definidas sobre lo que ocurrira en un caso dado, mientras
que el primero predice, precisamente, lo que debe ocurrir en cada caso”. (1)

En cuanto a la teoria de probabilidades, sus origenes se remontan a la sociedad francesa de
1650, en la que el juego era un entretenimiento corriente, sin demasiadas restricciones legales. Y
cada vez se fueron introduciendo juegos mas complicados, que hicieron sentir la necesidad de un
método para calcular la probabilidad de ganar en cada juego.

La probabilidad se obtiene dividiendo el nimero de casos favorables entre el nimero de los
casos posibles; por tanto, la probabilidad de obtener oros al extraer al azar una carta de una baraja es
10/40 = 1/4 y se admite que, al repetir la extraccion de una carta 400 veces, devolviendo la carta a la
baraja tras cada extraccion, seria muy poco usual que la frecuencia relativa de los oros obtenidos
estuviese alejada de 1/4. La probabilidad es, por tanto, una medida: la de la posibilidad de que ocurra
un suceso determinado.

Un jugador apasionado, el caballero De Méré, encontré un desacuerdo entre las frecuencias
relativas de las veces que ganaba (valores observados realmente) y el valor de la correspondiente
probabilidad de ganar que él mismo habia calculado.

Consulté esta discrepancia, en Paris, con el famoso matematico y filésofo Blaise Pascal,
quien se interesd por los problemas que le proponia De Méré, comenzando una correspondencia
epistolar sobre cuestiones probabilisticas con otros matematicos amigos, sobre todo con Pierre
Fermat. Esta correspondencia puede considerarse el origen de la teoria de probabilidades.

Pronto, Pascal y Fermat probaron que el desacuerdo de De Méré se debia a que era erroneo
el calculo de probabilidad que habia hecho, ya que De Méré se habia equivocado al considerar como
equiprobables casos que no lo eran, y s6lo cuando los casos posibles son equiprobables tiene
sentido aplicar la definicion dada de probabilidad.

El desarrollo de la teoria de probabilidades tiene otro punto de referencia en 1713, afio en que
se publica la obra "Ars conjectandi” (El arte de la Conjetura) de J. Bernoulli, donde hace un estudio de
la distribucién binominal y su célebre teoria que da para esta distribucion la expresion matematica de
la propiedad de estabilidad de las frecuencias relativas.

Otro hito es la segunda edicién de la obra “La doctrina de las probabilidades” ("The Doctrine
of Chances"), aparecida en 1738 y debida al hugonote francés De Moivre, que por motivos religiosos
huyo6 de Francia refugiandose en Inglaterra, donde vivié de la resolucion de problemas de juegos de
azar. En la obra sefalada aparecen las primeras indicaciones sobre las distribucidn normal de
probabilidades.

En 1812, Laplace publica su famosa “Teoria analitica de las probabilidades” ("Theorie
Analytique des probabilités”), que contiene una exposicion completa y sistematica de la teoria

matematica de los juegos de azar, ademas de una gran cantidad de aplicaciones de la teoria de la
probabilidad a muchas cuestiones cientificas y practicas.

(1) KLINE, M.- “Mateméticas para los estudiantes de humanidades”. Fondo de Cultura Econémica. México, 2000. P4g. 498.
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Tras la obra de Laplace se extienden las aplicaciones de su obra a otras ramas de la Ciencia
durante el siglo XIX, y asi, Gauss y Laplace, independientemente, aplicaron la teoria de la
probabilidad al analisis de los errores de medida en las observaciones fisicas y astronémicas;
Maxwell, Boltzmann y Gibbs aplicaron la probabilidad en su obra "Mecanica Estadistica”, que ha sido
fundamental en distintas partes de la Fisica moderna. Ya durante el siglo XX las aplicaciones de la
teoria de la probabilidad se extienden por los mas variados campos, como genética, economia,
psicologia...

MIRO

Pese al éxito de estas aplicaciones, también se oyen voces criticas a la definicion clasica de
probabilidad, que exigia, a priori, saber, o suponer, que todos los casos posibles eran igualmente
favorables. Ademas, en ciertos casos, es imposible aplicar la definicion clasica de probabilidad, como
puede suceder al intentar calcular la probabilidad de que una chincheta caiga con la punta hacia
arriba, o de que un hombre de 30 afios muera el proximo afio.

Si bien la matematica cambi6é profundamente de forma entre las dos guerras mundiales,
también es cierto que buena parte de la matematica que siguié a la Segunda Guerra Mundial
consistia en el comienzo de algo radicalmente nuevo que anunciaba una nueva era. La teoria de
conjuntos y la teoria de la medida invadieron, a lo largo del siglo XX, una parte cada vez mas extensa
de la matematica, aunque pocas de sus ramas se han visto afectadas tan profundamente por esta
tendencia como la teoria de probabilidades, a la que Borel habia dedicado ya en 1909 sus
“Elementos de la teoria de las probabilidades” ("Eléments de la théorie des probabilités”).

El primer afo del siglo XX se anunciaba ya propicio para las aplicaciones de la teoria de
probabilidades tanto en Fisica como en Genética, pues en 1901 Gibbs publica su obra Elementary
Principles in Statistical Mechanics, y el mismo afo se funda la revista Biometrika por Karl Pearson
(1857-1936). Francis Galton (1822-1911), precoz estadistico, estudia los fendmenos de regresién; en
1900, Pearson, en la universidad de Londres populariza el criterio de la «chi-cuadrado». Uno de los
titulos de Poincaré fue el de "profesor de calculo de probabilidades”, lo que indica un interés creciente
por el tema.

Mientras, en Rusia, se inicia el estudio de las cadenas de sucesos eslabonados,
especialmente en 1906-1907, por obra de Andrei Andreyevich Markov (o Markoff, 1856-1922),
discipulo de Tchebycheff y coeditor de las Oeuvres (2 vols., 1899-1904) de su maestro. En la teoria
cinética de los gases y en muchos fendmenos sociales y biolégicos, la probabilidad de un suceso
depende frecuentemente de los resultados anteriores, y especialmente desde mediados de este siglo
las cadenas de Markov de probabilidades eslabonadas se han estudiado muy detalladamente. En su
busqueda de una fundamentacién matematica para la teoria de probabilidades en expansion, los
estadisticos encontraron a mano las herramientas necesarias, y hoy no es posible ya dar una
exposicion rigurosa de la teoria de probabilidades sin utilizar los conceptos de funcion medible y de
las teorias de integracion modernas.

En Rusia mismo, por ejemplo, Andrel Nicolaevich Kolmogoroff hizo importantes progresos en
la teoria de procesos de Markov (1931) y dio solucion a una parte del sexto problema de Hilbert, en el
que se pedia una fundamentacion axiomatico de la teoria de probabilidades, utilizando la medida de
Lebesgue.

El analisis clasico se habia ocupado principalmente de funciones continuas, mientras que los
problemas de probabilidades generalmente se refieren a casos discretos. La teoria de la medida y las
sucesivas extensiones del concepto de integral se adaptaban perfectamente a conseguir una
asociacion mas estrecha entre el analisis y la teoria de probabilidades, especialmente a partir de
mediados del siglo, cuando Laurent Schwartz (1915-2002), de la universidad de Paris, generaliz6 el
concepto de diferenciacion mediante su teoria de distribuciones (1950-1951).
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Ejercicios.

1. Un fabricante de pantalones desearia saber cuantos ha de fabricar de cada talla de un modelo
para hombres. Cometer un error en la decision puede hacer que tenga una gran demanda de tallas
de las que tiene poca disponibilidad o, viceversa, tener poca demanda de tallas de las que tiene una
gran cantidad en stock, con la consecuencia de no poder venderlos. Para resolver el problema elige
una muestra del conjunto de posibles compradores de su modelo de pantal6n, obteniendo los
siguientes datos:

Talla | NUumero de personas
42 10
44 17
46 30
48 27
50 20
52 8
54 3

Estos datos plantearian algunas cuestiones:
a. ¢Cbmo podriamos resumir la informacién que nos da esta muestra?.

b. ¢Cuanta informacion nos proporciona la muestra sobre la poblacion? Si en
vez de una muestra tomaramos varias, ¢hasta qué punto podemos esperar
que las diferencias observadas entre las muestras no han sido producto de la
casualidad o el azar?; o, por el contrario, ¢ representan algo que caracteriza a
la poblacién?

c. ¢Qué se entiende por muestra representativa? ;Hasta qué punto se puede

asegurar que una muestra lo es?
(MARTIN, G.- “Introduccién a la Estadistica”. Pég. 8)

2. Hace miles de afios, bajo el reinado de un principe cruel, los ladrones detenidos eran lanzados al
interior de un negro calabozo, que tenia tres salidas. Los ladrones erraban por el calabozo,
donde no habia ninguna luz. Cuando encontraban una de las salidas, la seguian sin saber cual

era ni a déonde les conducia.

- La primera de las salidas les llevaba a la libertad en una hora.

- La segunda daba a un tunel que les conducia, de nuevo, al calabozo, después de
una marcha de dos dias.

- Latercera llevaba igualmente al calabozo, pero después de tres dias.

Si no lograban escapar antes, al cabo de 5 dias y una hora, morian de hambre, sed y
desesperacion.

a) Simula, con un dibujo, lo que podia ocurrir a un ladrén en este calabozo.
b) Si un afio se detuvo a 27 ladrones, ¢ cuantos lograron escapar?.

3. Disefia una situacion de ensefianza-aprendizaje que admita una representacion a través de una
tabla de doble entrada. Pasa de la tabla de doble entrada a una representacion mediante un
diagrama de éarbol y a otra mediante un diagrama de Venn (ayuda: puede ser una situacion con
fumadores, no fumadores, hombres y mujeres). Al disefiar la situacion proporciona el minimo
numero de datos necesarios.
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1.c. Razonamiento matematico: cuantificadores légicos, conjuntos y
representaciones graficas.

1.c.1. Razonamiento matematico. La demostracion en Matematicas:
Teoremas.

Un teorema es un enunciado que hay que demostrar. Asi, por ejemplo, cuando en el
lenguaje cotidiano decimos “si tienes sed, hay agua fresca en el frigorifico”, no se trataria de un
teorema. En cambio, la frase “si tomas una aspirina, no te dolera la cabeza” si seria un
teorema.

También se emplean palabras como lema, que es una proposicion que prepara el
establecimiento de un teorema; corolario, que es una proposiciéon consecuencia de un teorema;
y axioma, que es una proposicion cuya validez se admite sin demostracion. La palabra teorema
se suele reservar para una proposicion que se considera importante.

La demostracion de un teorema consiste en deducir la validez de ciertas conclusiones,
partiendo de unas premisas, mediante una sucesion de implicaciones légicas. Cada
implicacién, de la forma H = T, es un teorema. H se llama hipotesis y T tesis.

Ejemplo: “La suma de los angulos interiores de un triangulo es 180°".
Hipotesis: “una figura es un triangulo”;
tesis: “la suma de sus angulos interiores es 180".

Dada la implicacion, o teorema, H = T, que llamaremos directo, a partir de él se tienen:
Teorema reciproco: T = H

Teorema contrario: NoH = No T

Teorema contrarreciproco: No T = No H

Entre ellos hay las siguientes relaciones: *H =» T equivalea NoT = NoH
*T=>H equivalea NoH= No T

Asi, por ejemplo, si tomamos el texto de una famosa cancién y afirmamos que “si una
persona tiene salud, dinero y amor, entonces, es feliz’ (Teo. directo), tal afirmacion seria
equivalente a esta otra: “Si una persona no es feliz, entonces, no tiene salud, dinero y amor”
(Teo. contrarreciproco).

Anédlogamente, la afirmacion “Si una persona es feliz, entonces, tiene salud, dinero y
amor” (Teo. reciproco), equivaldria a “Si una persona no tiene salud, dinero y amor, entonces,
no es feliz” (Teo. contrario).

No se debe confundir H = T (T. directo) con T =» H (T. reciproco): “Si la dopamina

produce una disminucion de los temblores de la enfermedad de Parkinson, entonces, la falta de
dopamina produce temblores”. (PAULOS,J.A.- “El hombre anumérico”. Tusquets. Barcelona,1990).

Condicién necesaria y suficiente.

Dado un teorema H = T, podemos decir que
el cumplimiento de H es condicién suficiente para asegurar el de T
el cumplimiento de T es condicién necesaria para el de H.

Ejemplo: Sea la afirmacién “si un nUmero es multiplo de 6, entonces es par”.
Ser multiplo de 6 es suficiente para ser par, pero no necesario.
Ser par es necesario para ser multiplo de 6, pero no suficiente.

Ademas, en este caso, podriamos decir también que:

La afirmacion reciproca T = H no es cierta.

La afirmaciéon contraria No H=» NO T no es cierta.

La afirmacion contrarreciproca No T = No H si es cierta.
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Cuando en un teorema H = T se cumple también el reciproco, T = H, se dice que H es
condicién necesaria y suficiente para que se cumpla T.

Ejemplo: “Si en un poligono la suma de sus angulos interiores es 180°, ese poligono es
un triangulo, y reciprocamente”.

Demostracion de un teorema.

Después de todo lo escrito anteriormente, hay diferentes maneras de demostrar un
teorema de laformaH = T:

* Demostracion directa: Suponiendo la verdad de H, se llega a la verdad de T.

* Demostracion indirecta, por reduccion al absurdo (No T = No H): Se supone que “No T” es
verdadera (es decir, T falsa) y con esa hipoétesis se razona hasta encontrar la
falsedad de H (o sea, que “No H” es verdadera).

Ejemplo: Veamos, como ejemplo, esta bella demostraciéon atribuida a Euclides, hace
unos 2.400 afos: Queremos demostrar que la raiz cuadrada de 2 es un
numero irracional (que no se puede escribir como una fraccion).

Para ello, suponemos que no lo es, es decir, que se puede escribir
como una fraccion irreducible a/b (a no divisible por b). Entonces, tendriamos:

V2 =ab D 2= a*/b> >2b>=a>> a’espar > aespar & a =20
> a’=40" D> 2b° =40 > b® =2d° > b® par D bes par, lo que
esta en contradiccion con que a/b era irreducible.

" El contraejemplo: Ocurre con frecuencia que el enunciado de un teorema toma la forma de
una proposicion referida a los elementos de un conjunto C (lo que se llama
una “funcién logica”, p(x). Asi, para cada valor de x, p(x) se convierte en
un enunciado, que puede ser verdadero o falso). En este caso, al igual que
ocurria cuando hablabamos de conjuntos, se utilizan cuantificadores:

Ix e C/p(x). “Hay algun numero natural menor que 100 que es primo"

V x € C/ p(x). “Para todo numero natural n, la suma de todos los numeros
naturales anteriores a n, se puede hallar por la férmula
(n+1)n/2".

Y lo mismo que en el caso de los conjuntos, también existen las leyes
de Morgan para las proposiciones que contienen cuantificadores:

No (V x, p(x) <==> (3 x, No p(x))
No (3 x, p(x) <==> (V x, No p(x))

Asi, por la primera de las dos leyes de Morgan, para demostrar que un
enunciado de la forma Vx, p(x) es falso, da lo mismo demostrar que 3 x, No
p(x) es verdadero, esto es, que existe un elemento x, > p(x,) es falso. Ese
elemento x, se dice que es un contraejemplo del enunciado VX, p(x).

Por ejemplo, para demostrar la falsedad de la afirmacién “todos los
suecos son rubios”, bastaria con encontrar uno que no lo fuera. Seria el
“contraejemplo” que probaria la falsedad de la afirmacion.

Otros Ejemplos: Demostrar que son falsos los siguientes enunciados:

a) “Todo numero impar es la suma de los cuadrados de dos niUmeros naturales”.
(Contraejemplo: el niumero 3).
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b) ¥x, |x| %0 (Contraejemplo: el numero 0).

C)VX, x> X (Contraejemplo: el numero 1).

Demostracién por induccién: Hay proposiciones, en Matematicas, que hacen referencia a la
totalidad del conjunto de los numeros naturales. Por ejemplo, la
conocida propiedad de que, cualquiera que sea el numero
natural n, la suma de todos los numeros naturales anteriores a n
es n(n+1)/2.

La demostracién se hace en tres pasos:
1. Se comprueba la validez de la proposicion para el primer valor de n:

En este caso, si s6lo tenemos un namero natural, el 1: 1. (1+1)/2 = 1.
La féormula es cierta.

2. Se supone que la formula es cierta para un valor n =k, es decir, que
1+2+3+ ...+ k = k(k+1)/2

3. Supuesto lo anterior, se trata de demostrar que la férmula es cierta para el valor
siguiente, n = k+1.

En efecto, 1+2+3+ .... + k +(k+1) = k (k+1)/2 + (k +1) = (k+1) (k/2 +1) =
= (k+1) (k+2) /2 , como se queria demostrar.

En todo lo anterior, funciona un “efecto dominé”: al ser la férmula cierta para n
=1, por los pasos 2 y 3 de la demostracion, seria cierta para n=2; al serlo para este
valor, lo seria para n=3; y, entonces, para n=4, etc., hasta el infinito.

Ejercicio: Demostrar que la suma de los n primeros nimeros impares es n?.

a) Inténtese, primero, representando cada numero por puntos, dispuestos de
tal manera que formen cuadrados. Se empieza por 1 y se van afiadiendo
los demas.

b) Después de lo anterior, inténtese hacer la demostracion utilizando el
método de induccion.

Ejemplos de razonamientos:

1. 100 m. = 1 Hm.
25m. = Y4 Hm.
5m. = %2 Hm. Absurdo. ¢Por qué?.

(PAULOS, J.A. - “El hombre anumérico”. Tusquets. Barcelona, 2000. Péag. 111)

2. INDECOROSO. Hemos sido advertidos por la Ararteko, Mertxe Agundez, de que los
ayuntamientos carecen de competencias para sancionar las conductas supuestamente
indecorosas que se registran en las calles: nudismo, botellén, mendicidad. Solicito a la Ararteko
que defienda mi derecho de verla publicamente desnuda y a sus hijos (si los tiene) con el
botellon, puesto que dichas conductas serian supuestamente decorosas.

(Carta al Director. “El Correo”. Bilbao. D-05/05/2002)
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3. UNA HISTORIA. El gobierno de Espafia ha manifestado su intenciéon de que en los libros de
historia lo que se relate sea lo que nos atafie a todos, dando a cada acontecimiento la
importancia que realmente tuvo. (...) la polémica la han seguido, por ejemplo, J.M. Carrascal,
en ABC, recordandonos con este motivo la manida frase: “los pueblos que olvidan su pasado
estan condenados a repetirlo”. Esta frase es brillante pero falsa. Si fuera cierta, los pueblos que
tienen, o tenemos, un pasado glorioso, para repetirlo, tendriamos que olvidarlo ...”.

(Carta al Director. “El Correo”. Bilbao. V-07/11/1997)

¢ Qué te parecen estas formas de razonar que aparecen en estas dos “cartas al director”?

4. El dilema del prisionero.

En una carcel hay dos prisioneros, ambos sospechosos de haber cometido un mismo
delito grave, pero ambos detenidos por cometer un delito menor.
En los interrogatorios, por separado, se les da la posibilidad de confesar el delito grave,
implicando con ello a su compinche, o permanecer en silencio.
1. Si ambos se mantienen callados, cada uno tendra una pena de un afio de carcel.
2. Si uno confiesa y el otro no, el que confiesa queda libre y el otro es encarcelado
durante 5 afios.
3. Siambos confiesan, cada uno permanecera 3 afios en prision.

¢, Cual seria la mejor opcién para los dos? ;Y la mejor para cada uno de ellos
individualmente? ; Cual te parece la que tiene mas probabilidades de producirse?
¢ Ves paralelismos con situaciones de vida corriente?

Las paradojas.

“Quiza la mayor de todas las paradojas es que haya paradojas en matematicas”. (1)

Las matematicas, paradigma de ciencia “légica” y bien fundamentada, no han estado
exentas, a lo largo de su historia, de resultados curiosos, que iban en contra de toda intuicion e,
incluso, contradictorios. Tales resultados provocaron, en algunos casos, una revision de los
propios fundamentos de las matematicas.

Se pueden diferenciar tres tipos de paradojas:

1) Proposiciones absurdas que surgen de razonamientos falaces.

“Supongamos que A+B=C, donde A=3 y B=2, y multipliquemos los dos
miembros de la ecuacion por A+B. Resulta que A? + 2AB + B?= C (A+B)
Reordenando los términos, ~ A*> + AB—AC =- AB - B* +BC
Sacando factor comun (A + B—-C), setiene: A(A+B-C) = -B(A+B-C),

De donde A =-B, es decir, A+ B =0, lo que es absurdo.
(El razonamiento no seria valido pues se ha dividido por A+B-C, que es 0)
2) Proposiciones que son légicamente aceptables pero que chocan con la intuicion.
Por ejemplo, algunos resultados de las geometrias no euclideas que se vieron en un
epigrafe anterior: “Por un punto exterior a una recta se pueden trazar dos paralelas a ella”.

3) Paradojas légicas, relacionadas con la teoria de conjuntos.

Son las mas interesantes pues han dado lugar a problemas relacionados con la misma
naturaleza de las matematicas. Vamos a ver algunos ejemplos de ellas:

(1) KASNER,E./NEWMAN,J.- “Mateméticas e imaginacién”. Salvat. Barcelona, 1987.
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Aquiles y la tortuga (Zendn de Elea).

Aquiles y una tortuga deciden echar una carrera. La tortuga parte con una
distancia de ventaja. Para alcanzarla, Aquiles debe llegar primero al lugar del que partio
la tortuga; pero, para cuando llegue, la tortuga habra avanzado un poco; cuando llegue
al nuevo punto, la tortuga habra vuelto a avanzar otro poco; asi, a medida que Aquiles
llega a cada nuevo punto de su carrera, la tortuga, que ya habia estado alli, lo ha
abandonado; a Aquiles le resulta imposible alcanzar a la tortuga.

Paradoja del mentiroso.

El poeta cretense Epiménides (siglo VII a.C.) paso a la posteridad por la frase
“todos los cretenses son mentirosos”.

Paradoja del ahorcado.

En un pais se decreta que todo extranjero detenido en su territorio sera llevado
ante un tribunal que le ordenara pronunciar una frase provista de sentido y verificable
antes de 24 horas. Si la frase es exacta, el extranjero sera fusilado; si es inexacta, sera
ahorcado.

Un dia, aparece un extranjero que declara: “vosotros me ahorcaréis”.

Desde ese momento, fue tan ilegal ahorcarlo como fusilarlo.

Paradoja del bibliotecario.

Un bibliotecario se da cuenta de que su biblioteca contiene dos clases de
catalogos: unos, que se mencionan a si mismos vy, otros, que no. Tuvo la idea de
clasificarlos y distribuirlos en dos listas diferentes. El trabajo progresaba sin obstaculos
hasta que tuvo que decidir si la lista de la que estaba ocupando, que era la de los
catalogos que no se mencionaban a si mismos, debia mencionarse a si misma, o no.

Groucho Marx.
Es, por ultimo, muy famosa la afirmacioén que hizo Groucho Marx en una de sus

peliculas: “Yo nunca perteneceria a un club que estuviese dispuesto a aceptarme como
uno de sus miembros”.
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1.c.2. Conjuntos y representaciones graficas.

A finales del siglo XIX, el matematico aleman Georg Cantor (1845-1918)
revoluciona las matematicas con su trabajo sobre la teoria de conjuntos,
fundamental para una concepcion unificada de éstas.

La de conjunto es una nocion base que tiene un significado intuitivo
conocido (coleccion, agrupamiento, reuniéon, monton, ...), que, en el fondo,
es similar al que dio el propio Cantor: "Se entiende por conjunto a la
agrupacion, en un todo, de objetos bien diferenciados, de nuestra intuicién o
de nuestra mente, a los que llamamos elementos del conjunto”.

Georg Cantor

Notacion. Los conjuntos se nombraran, aunque no siempre, con letras mayusculas: A, B, C, ...;
y los elementos que los constituyen, con letras mindsculas: a, b, c, ...; para indicar
que un objeto "a" es un elemento del conjunto A, se escribird “ae A” y se dira que
"a pertenece a A"

Determinacién de un conjunto:

* Por comprensién: indicando cada uno de los elementos que pertenecen a un
conjunto. A={a,e,i,o0,u}

* Por extensién: Dando un criterio de pertenencia al conjunto.
A = conjunto de las letras vocales.

Es muy usual, en este ultimo caso, el empleo de los
cuantificadores l6gicos V' y 3.

Por ejemplo, si queremos indicar el conjunto P de los nUmeros
no primos: P={p e N/dde Nyddivideap, d#1yd#p}

(Se leeria como “el conjunto P cuyos elementos pertenecen a N
(son numeros naturales) y tales que (/") existe algun (3) numero
natural d (d € N) que divide a p y es distinto (#) de 1 y de p”)

O el conjunto de los numeros pares:  P={2.n, Vp ¢ N}

Representacion:

- Diagramas de Venn.

Aves

Avestruz
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- Diagramas de Carroll. (1)

Xy xy’
m’ m’
xy | xy’

m m
xyix'y
mn m
x’y xly.r‘
m’ m’

(La region xym’ representa le interseccion (véase, més abajo, operaciones con conjuntos) de los
conjuntos x, y, complementario (idem) de m; xym la de los conjuntos x, y, m; X’y’'m’, la de los
complementarios de x, y, m; etc., etc.)

Tipos de conjuntos:

Conjunto vacio: J . Es aquél que no contiene ningln elemento.

Conjunto universal: U. Es aquél que hace referencia a todo el universo (a todos los
conjuntos posibles) a que se refiere una situacion determinada.

Conjunto unitario. Es el formado por un solo elemento. Hay que diferenciar el conjunto
con un solo elemento de ese elemento (Ejemplo: una cerilla y una caja de cerillas con
una cerilla).

Conjunto de conjuntos. Los elementos de un conjunto pueden ser, a su vez, conjuntos.
(Una caja con cajas de cerillas. Cada cerilla no seria un elemento de ese conjunto).

Inclusion e igualdad de conjuntos:

Subconjuntos. Se dird que un conjunto A es un subconjunto de otro conjunto B, o que
esta contenido en B, si todo elemento de A esta también en B. Se escribira A C B.

Propiedades (J C A; A C A; transitiva: si A C By B C C, entonces, A C C).

Es importante comprender que hablar de contenido, en matematicas, es
expresar, de forma comoda, que unos elementos tienen una cierta propiedad. Por
ejemplo, "Todo hombre es mortal", “Cualquier tridngulo es un poligono”, etc.

Conjunto de las partes de un conjunto. Dado un conjunto A, se llama conjunto de las
partes de A al conjunto P(A) cuyos elementos son todos los subconjuntos de A. Si A
tiene n elementos, P(A) tendra 2" elementos. (Compruébese como ejercicio).

Igualdad de conjuntos. Dos conjuntos A y B se diran iguales si A esta contenido en B y
B esta contenido en A.

El concepto de igualdad de conjuntos nos da pie a hablar de la igualdad en
Matematicas:

En matematicas, cuando decimos que dos cosas son iguales, no nos referimos
a la igualdad absoluta pues, evidentemente, si dos cosas fueran completamente
iguales, no serian dos, sino una sola. Estamos hablando de igualdad en lo que se
refiere a un aspecto o propiedad de esas cosas, es decir, cuando hablamos de que “A
es igual a B”, nos estamos refiriendo siempre a algun aspecto parcial de A y de B (el
numero de elementos, la forma, su posicion, etc.).

(1) CARROLL,L.- “El juego de la légica”. Alianza. Madrid, 1984.
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Operaciones con conjuntos:

- Interseccién. Dados dos conjuntos A y B, se llamara conjunto interseccion de ambos y
se representara por A N B, al conjunto formado por todos los elementos que estan en A
yen B, o sea,

ANB={x/xe AyxeB}

SiANB =, los conjuntos A y B se dicen disjuntos.

- Unién. Dados dos conjuntos A y B, se llamara conjunto union de ambos y se
representara por A U B, al conjunto formado por todos los elementos que estan en A, o
en B, o en ambos a la vez, o sea,

AUB={x/xe A6xeB}

- Propiedades de unién e interseccién: La unién y la interseccién de conjuntos poseen
propiedades semejantes a la suma (la union) y el producto (la intersecciéon) de numeros
naturales. Como ejercicio, puede establecerse el paralelismo entre las propiedades de
unas y otras operaciones.

- Producto cartesiano. Dados dos conjuntos A y B, se llamara producto cartesiano de
ambos y se representara por A x B, al conjunto formado por todos los pares que
pueden formarse tomando un elemento de A y otro de B, o sea,

AxB={(ab)/as AybeB}

Ejemplo: Al ir a comer a un bar y pedir el menu del dia, me presentan 5 primeros platos
y cuatro segundos. ¢De cuantas maneras diferentes podria comer?

Primeros platos: P = {sopa, alubias, acelgas, pasta, ensalada}
Segundos platos: S = {pollo, pescado, cordero, tortilla, escalope}
PxS = {(sopa, pollo), (sopa, pescado), ..., (ensalada, escalope)}

- Diferencia de dos conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, se llamara conjunto diferencia
de ambos y se representara por A - B, al conjunto formado por todos los elementos de
A que no estan en B, o sea,
A-B={x/xe AyxnoeB}

- Complementario de un conjunto. Dado un conjunto A, se llamara conjunto
complementario de A, y se representara por A, al conjunto formado por todos los
elementos que no pertenecen a A, o sea,

A= {x/xnoe A}

Leyes de Morgan. Existen dos igualdades, conocidas como Leyes de Morgan, que hacen
referencia a los complementarios de la unién y de la interseccién de dos conjuntos:

AUB = ANB

ANB = AUB

Cardinal de un conjunto: Es el numero de elementos de ese conjunto y se representa por card
(A). En referencia a la unién de conjuntos, se tiene que

card (AUB) = card (A) + card (B) — card (ANB)

card (AUBUC) = card (A) + card (B) + card (C) — card (ANB) — card (ANC) — card (BNC) + card
(ANBNC)

(Se veran diferentes ejemplos en el apartado de problemas).
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Cardinales infinitos.

La palabra “infinito” hace referencia a aquello que no tiene fin. Es conocido que hay
conjuntos infinitos, como, por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales 1, 2, 3, 4, 5, ....

Existe un simbolo, «~ , que indica la idea de infinitud y que, por tanto, podria escribirse
al final de la serie anterior; no se trata de un nimero, sino de una indicacién que nos dice que,
escrito un numero, siempre existe otro mayor, en una carrera sin fin.

Entre conjuntos infinitos ocurren cosas curiosas:

Por ejemplo, en el conjunto anterior de numeros naturales, consideremos solo los
numeros pares 2, 4, 6, 8, .... , que también es infinito. Es facil emparejar los elementos de
ambos conjuntos, de manera que a cada numero natural le corresponda uno y s6lo un niumero
par, y reciprocamente:

1 2 3 4 5 6
2 4 6 8 10 12

Esto querria decir que hay tantos elementos en el primer conjunto como en el segundo,
es decir, “una parte seria tan grande como el todo del que procede”, lo que contradice nuestra
intuicion.

Y lo mismo pasaria si consideraramos los nimeros impares, o los multiplos de 3, o los
de 4, o los de 100, o los de 567.

Asi mismo, el conjunto de todas las fracciones también se puede numerar, es decir, a
cada fraccion le corresponde un numero natural y reciprocamente.

Sin embargo, los puntos de una recta no pueden ser numerados; entre cada dos de
ellos, vuelve a haber una infinitud de puntos. O sea, se trata de un infinito “mayor” que el
anterior.

Fue Georg Cantor quien estableci6 diferentes categorias de infinitud, a las que llamo
“numeros transfinitos” , a los que represent6 con la letra “alef (x), primera letra del alfabeto
hebreo.

Asi, el infinito correspondiente a los numeros naturales seria el xq.

El correspondiente a los puntos de una recta (la recta de los nimeros reales), .
Y el correspondiente a todas las funciones que se pueden representar en el plano, ..

Para terminar este epigrafe, diremos que el estudio de los conjuntos contribuye al logro
de los siguientes objetivos didacticos:
- Por medio de la representacion se contribuye a la solucion intuitiva de los problemas.
- El lenguaje de los conjuntos refuerza el pensamiento légico.

- Supone la convergencia de distintos métodos: diagramas (Venn, Carroll), féormulas, tablas de
doble entrada, diagramas de arbol.

- Aparecen en el curriculo

- Resuelven ejercicios de aritmética de forma indirecta
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Ejercicios.

1.

Define por extension los siguientes conjuntos:

- 4=1{1,3,5,7,9}

-B=1{1,2,3,5,7,11,13,17}

- C ={lunes, martes}

Define por comprensién los siguientes conjuntos:

- Los multiplos impares de 5 que estan comprendidos entre 3 y 21
- Los meses del afio que llevan en su nombre la letra r

3. Di cuéles de los siguientes son conjuntos y expresa para cada caso un elemento del

conjunto:

- una caja de cerillas

- Un paquete que contiene cajas de cerillas
- Los libros de una biblioteca

- Las chicas guapas de Bergara

- Los numeros naturales multiplos de 5

- Los rios de Euskal Herria

- Las personas inteligentes de Zeanuri

4. Una compaiiia de seguros tiene un conjunto V de clientes y trata de estudiar algunas

caracteristicas de los mismos. Sea A el conjunto de los adultos, B el de las mujeres y C el
de clientes casados.

a) Describir, verbalmente, los conjuntos siguientes:
A, B, C, A-B, AUB, ANB

b) Dar expresion formal a los conjuntos siguientes:

”. o« »,

“Adultos casados”; “varones menores no casados”; “menores, o bien varones casados”.
(RIOS, S.- “Matematica aplicada”. Paraninfo. Z-1975. Pag. 42)

5. Representa, mediante un diagrama de Venn, las relaciones de contenido que se dan entre

los diferentes conjuntos de numeros.
Determina U y sus 3 subconjuntos A,B.C sabiendo que AUBUC =1{1,8,St; ANC=145¢;
AUC=423456mr:BNC=4{0;AUB=1234,579} B=1{1,256,8m,rS}

¢ Puede creerse a un investigador que informa que de cada 1000 habitantes de una gran

ciudad 815 son trabajadores; 723 hombres; 145 universitarios; 520 hombres y trabajadores;
100 hombres y universitarios; 75 trabajadores y universitarios; y 10 hombres, trabajadores y
universitarios?. (Solucién: No, pues card (AUBUC) = 998).

Si en una clase de 30 nifios hay 11 que llevan gafas, 9 jersey rojo y 15 no llevan ni gafas ni
jersey rojo, ¢ Cuantos llevan las dos cosas? Haz un diagrama de Venn y expresa los datos
también mediante una tabla de doble entrada. (Tomado de un libro de Primaria).

En un bar se ofrecen 5 clases de bocadillos y 3 de bebidas. ;De cuantas maneras
diferentes puedo merendar tomando un bocadillo y una bebida?. (Tomado de un libro de Primaria).

10. En una encuesta realizada en una escuela se ha obtenido que el 31% de los alumnos

practica atletismo, el 41% futbol, el 39% natacién, el 14% atletismo y futbol, el 12% futbol y
natacién, el 10% atletismo y natacion, y el 8% los 3 deportes. ;Qué % practica un solo
deporte? ;Y ninguno?.
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En un campo de concentracién de la 22 Guerra Mundial habia 10.000 presos; 5.600
hablaban francés, 4.400 ruso, 2.200 polaco, 100 Fy P, 2600 F y R, 900 Ry P, 100 los
tres idiomas. Si llega un intérprete que habla los 3 idiomas, ¢,con cuantos podria hablar?.

Si A tiene 23 elementos, (A U B) 41 y (A N B) 8, s cuantos tendran B, A-B y B-A?.

La empresa “Propaganda S.A.” dispone de los soportes publicitarios S1, S2 y S3 para
dirigirse a una poblacion objetivo de 100.000 personas. Las audiencias brutas de tales
soportes son de 20.000, 30.000 y 40.000 personas. Hay 5.000 expuestas al 1 al 2, 10.000
al2yal3,y8.000al1yal3; alos 3 soportes estan expuestas 1.000.
¢ Cuadl es la audiencia neta de los tres soportes?. (Solucion: 20+30+40-5-8-10 + 1 =
68.000).
(PEREZ GOROSTEGUI,E. “Economia de la empresa aplicada’. (P4g. 522).

Los obreros de una fabrica estan clasificados por:
a) estado civil (S/C); b) lugar de nacimiento (portugalujos/no portugalujos); c) estudios
(universidad/no universidad).

Un investigador averigua que un obrero “X” que estd buscando es “o soltero, o
universitario no portugalujo”.

Un segundo investigador, sobre el mismo individuo, averigua que es “o soltero,

0 no portugalujo, o no universitario”. Quién de los dos investigadores da mas informacion
sobre “X"?.

Los individuos de una cierta poblacion V son examinados para ver si su sangre presenta
uno, o mas, de los antigenos A, B y Rh. Llamamos

A ={x eV /xtiene el antigeno A}
B = {x € V/ x tiene el antigeno B}
Rh = {x € V/ x tiene el antigeno Rh}

Tenemos asi los siguientes 8 subconjuntos posibles (con la nomenclatura biomédica
usual al lado):

XNYNZ-=tipo (AB, Rh+)
X NY N Z-=tpo (AB, Rh-)

XNYNZ=tpo (A, Rh+)

Describir, mediante un diagrama de Venn, los diferentes tipos de grupos sanguineos y
establecer las relaciones que se dan entre ellos en cuanto a posibles donaciones.

Hallar el m.c.d. de dos numeros utilizando conjuntos.

De una persona se sabe que es “hombre y esta casado, pero no vive en Madrid”. De otra,
que “esta casada o que vive en Madrid, pero no las dos cosas a la vez”. ;De quién
tenemos mas informacion?.

Empleando un diagrama de Carroll, di cuantas personas juegan al futbol en un grupo de
50, sabiendo que 20 juegan al tenis, 10 al futbol y al tenis y 5 no juegan ni al futbol ni al
tenis.

En un grupo de personas se sabe que 20 practican el tenis, 10 el futbol y el tenis y 5 de
ellos no practican ni el futbol ni el tenis. ; Cuantos de ellos practican futbol?

De una persona se sabe que “juega al futbol o nada, pero no ambas cosas a la vez,

aunque es seguro que anda en bici”. De otra, que “o juega al futbol, o nada y anda en bici”.
¢ De quién tenemos mas informacion?.
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A una reunion de la jerarquia catolica en Roma acuden 25 personas, que se dividen en:
* 20 Arzobispos.
* 12 Cardenales.
* 17 Italianos.
* 8 Arzobispos que son cardenales.
* 11 Cardenales italianos.
* 12 Arzobispos italianos.
¢ Cuantos Arzobispos que son cardenales e italianos habia?

Los conjuntos A, B, C y D cumplen lo siguiente: todos los elementos de A son elementos
de C; el conjunto B tiene elementos comunes con A y D tiene elementos comunes con C
pero no con A ni con B. Dibuja los conjuntos mediante un diagrama de Venn.

En una clase hay 100 alumnos. Conociendo los siguientes datos, calcula el nUmero de
alumnos que no han aprobado ninguna de las dos asignaturas:
* Hay dos asignaturas, matematicas y fisica.
* 54 alumnos han aprobado matematicas.
* 75 alumnos han aprobado fisica.
* 40 alumnos han aprobado las dos asignaturas.

En una escuela con 120 alumnos se practican tres deportes: atletismo, baloncesto y futbol.
Se sabe que 15 alumnos practican los tres deportes, 23 alumnos el futbol y el baloncesto;
26 alumnos futbol y atletismo; 16 alumnos atletismo y baloncesto; 61 alumnos futbol; 64
baloncesto y 37 atletismo. ¢ Cuantos alumnos no practican ningun deporte?

¢ Cuales de los siguientes conjuntos son vacios?:

A= {x | X# x}

Bz{x | x’=9y2x=4 }

C= {x | X— x= 0}
Dado un conjunto que se expresa por medio de una definicion, generalmente afiadiéndole
un adjetivo a la definicién, se consigue un subconjunto del conjunto inicial. Por ejemplo,

“los libros de una estanteria”’, o “los libros rojos de una estanteria”; el segundo es un
subconjunto del primero. Pon otros dos ejemplos.
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1.d. Evolucion de la Ensenanza de las Matematicas. El curriculum de la
Educacion Primaria en la Comunidad Autonoma Vasca.

Como indica Kilpatrick (1), las raices de la educacién matematica, como un campo mas
de la actividad humana, se remontan a varios miles de anos:

* Ya los escribas sumerios (*) del 3.000 a.C. habian sistematizado las mateméticas ensefiadas
en las escuelas y habian desarrollado métodos para ensefar el valor posicional, las tablas para
calcular y las fracciones sexagesimales.

* Socrates (siglo V a.C.), segun se relata en el "Menén" de Platén (2), empled el método de
descubrimiento a través de preguntas a un joven esclavo, para hacerle ver que el area de un
cuadrado construido sobre la diagonal de otro, es doble que la de éste.

* A comienzos del XIX, Pestalozzi, Frébel y Herbart (3), entre otros, proponen métodos de
ensefianza basados en experiencias concretas y metas educativas relativas al desarrollo de
facultades mentales que influyeran en la ensefianza de las matematicas, desde preescolar
hasta secundaria.

* En 1821, en EE.UU., Colburn publica un texto de aritmética, basado en la pedagogia de
Pestalozzi, que permitia el descubrimiento de reglas por induccion sobre ejemplos concretos.

Contintia Kilpatrick (4) diciendo que, sin embargo, fue sblo desde finales del XIX
cuando diferentes paises empezaron a regular la preparacion de los profesores de
matematicas y cuando la educacion matematica surge como un campo profesional.

En Francia, la Escuela Normal Superior, establecida en 1810 por Napoledn, se
mantuvo, sin apenas cambios, hasta la 22 guerra mundial. Los profesores de ensefianza
primaria de muchos paises se forman en instituciones pedagdgicas diferenciadas, llamadas
colleges, institutos, seminarios o escuelas normales, que eran centros de ensefianza
secundaria, no de ensefianza superior. El término "normal" procede del francés, con el
significado de modelo o regla (norma); los futuros profesores recibian reglas para ensefar.

En EE.UU., sin embargo, las escuelas normales comenzaron a transformarse en
centros de profesores, en un movimiento acelerado, a partir de 1920.

A medida que en los diferentes paises aparecen sistemas escolares nacionales y se
universalizan las ensefianzas primaria y secundaria, se necesita una mayor provisiéon de
profesorado cualificado. En diferentes paises, la educacién matematica llegd a ser reconocida
como materia universitaria.

La primera sociedad de profesores de Matematicas se fundd en Gran Bretafia en 1871.
A ella pertenecian maestros y colaboraban profesores de Universidad. Su objetivo era explorar
otros enfoques de la Geometria diferentes al de Euclides.

(1) KILPATRICK,J. y otros.- "Educaciéon matematica e investigacion". Sintesis. Madrid, 1994. Pag. 35.

(*) Los sumerios habitaron Mesopotamia (la Babilonia biblica), region que abarcaba lo que en la actualidad es el E de
Siria, SE de Turquia y la mayor parte de Irak. Situada entre los rios Tigris y Eufrates, su nombre, de origen griego,
significa “entre rios”. (mesos = medio; patamnis = rio).

(2) PLATON.- "Obras completas”. Medina y Navarro ed. Madrid, 1871. P4g. 307 y sig.

(3) Pestalozzi, Johann Heinrich (1746/1827). Reformador suizo, cuyas ideas sentaron las bases de la moderna
educacion elemental. Propone que el nifio sea guiado para aprender a través de la practica y la observacion. Defendia
un desarrollo integral del alumno mas que la implantacion de conocimientos.

FErébel, Friedrich (1782/1852). Educador aleman creador de los jardines de infancia (‘kindergarten”). Trabajé con
Pestalozzi de 1806 a 1810. Sus ideas se centraban en animar el desarrollo natural de los nifios a través de la actividad
y del juego.

Herbart, Johann Friedrich (1776/1841). Creia que la pedagogia debia basarse en la psicologia (para tener un
conocimiento suficiente de la mente) y en la ética (como la base que determina los fines sociales de la educacion).

(4) KILPATRICK,J. y otros.- "Educaciéon matematica e investigacion". Sintesis. Madrid, 1994. Pags. 17 y siguientes.
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En varios paises (EE.UU., Italia, Francia,...), aparecen asociaciones semejantes entre
esa época y comienzos de siglo. La expansion de los sistemas educativos en Europa y EE.UU.,
asi como la aparicidon de nuevas tecnologias, que piden otros planteamientos educativos,
conducen a la creacion de una Comision Internacional sobre Educacidén Matematica,
constituida en Roma en 1908 y que llevoé a cabo un importante trabajo hasta el comienzo de la
12 Guerra Mundial (1914), en que casi desaparecio. El trabajo de esta 12 época parece ser que
fue mas encaminado a estudiar la forma de presentar la materia, teniendo poca consideracion
los aspectos psicoldgicos del aprendizaje de las Matematicas.

Tras la 22 Guerra Mundial, la ensefianza secundaria se va universalizando; ello plantea
nuevos problemas en la enseiflanza de las Matematicas, que requieren la colaboracién de
profesionales ajenos a este campo, como psicélogos y pedagogos. En esta época merecen ser
destacados dos autores: por una parte, Piaget (etapas de desarrollo intelectual, construccion
de la matematica a partir de experiencias concretas, ...); por otra parte, el matrimonio van Hiele
(niveles para el aprendizaje de la Geometria).

En 1950 se crea una Comisidén Internacional para el estudio de la mejora de la
ensefianza de las Matematicas, cuyos fundadores son el matematico francés Choquet, el
psicologo suizo Piaget y el pedagogo britanico Gattegno. La Comisiéon publicé dos libros: "La
Ensefianza de las Matematicas" (1955) (Aguilar. Madrid, 1965) y "El Material para la
Ensefianza de las Matematicas" (1958).

En 1959, la OCDE organiz6é un Seminario de 10 dias que se conoce como el "Coloquio
de Royaumont", por la ciudad francesa en que tuvo lugar y en el que el matematico francés J.
Dieudonné pronuncié una conferencia considerada por muchos determinante en la ensefianza
de las Matematicas, pues en ella esbozd un nuevo programa para secundaria, basado en el
estructuralismo bourbakista (1) y en la que lanz6 su muy famoso e histérico grito de "jAbajo
Euclides!".

En 1960 se organiza, también por la OCDE, una reunién en Dubrovnik (Yugoslavia), en
la que se elaboraron un programa y unas lineas metodolégicas para secundaria, recogidos en
la publicacion "Programa Moderno de Matematicas", de la OCDE.

Durante los aifos 1960/70, las "Matematicas Modernas" se extenderan por todos los
paises. Resulta curiosa la siguiente cita, de 1978, tomada de la revista “Cambio 16” (2):

"... los periodistas argentinos se han hecho eco de un tema soprendente: la discusion
sobre si las matematicas modernas son o no subversivas.

En la provincia de Coérdoba, las autoridades académicas han declarado que,
efectivamente, son subversivas, porque a través de ellas se reniega de los postulados de la
l6gica formal y se abre un camino peligroso para la penetracion de la subversion.

Ademas de calificar de tipicamente marxista el vocablo "vector", las autoridades
académicas sostienen que desde que el matematico Dieudonné lanzé el grito: "jAbajo
Euclides!", las matematicas tienen riesgo de convertirse en un arma peligrosa al servicio de las
ideas mas revolucionarias y subversivas.

El novelista Ernesto Sabato ha terciado en la polémica para sefialar que "renegar de
las matematicas modernas seria volver, en todos los 6rdenes, e incluso en el militar, al tiempo
de las lanzas y de los sables, dado que equivaldria a renegar de los misiles y computadores™".

(“Cambio 16”. N° 366. 10-12-1978).

Sin embargo, en el periodo 1965/70, posteriores al fracaso que supuso que la Unidn
Soviética lanzara el primer vuelo tripulado al espacio (Yuri Gagarin, 12-4-1961; John Glenn, 20-
2-1962), en EE.UU. comienza un proceso de alejamiento de la matematica moderna y se
vuelve a una lista de contenidos a aprender en la escuela.

En 1970 aparece el libro de Morris Kline "El fracaso de la matematica moderna. ¢Por
qué Juanito no sabe sumar?".

(1) “Nicolas Bourbaki” era el pseudénimo de un grupo de matematicos, sobre todo franceses, aparecido a
mediados de los afios 30 del siglo XX, que tomo6 sobre si la ingente tarea de fundamentar todas las

matematicas sobre la base de la teoria de conjuntos.
(2) Revista espafiola que tuvo un destacado papel en la transicion politica de los afios 70 del siglo XX.
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En 1980 se hace en EE.UU. una 12 encuesta a escala nacional para determinar el nivel
matematico de los alumnos (en secundaria). Se proponen varios problemas a 70.000 alumnos.
Uno de ellos, el llamado "problema de la limonada", se hizo famoso:

"La limonada cuesta 0,95 €/botella. La botella es de 56 cm3. En la feria de la escuela,
Roberto vendié vasos de 8 cm3 a 0,20 €/unidad. ¢ Cuanto dinero gano la escuela por botella?”.

Los resultados fueron decepcionantes:
Prevision Realidad

70.000 alumnos. 60% de 12/13 afios 50% éxito 11%
40% de 16/17 afios 80% éxito 29%

Otro problema: "La relacion entre hombres y mujeres era de 4M=5H. Si habia 20
mujeres, ¢ cuantos hombres habia?". (Los resultados fueron también malos).

En 1982, en el Pais de Gales, el parlamento pide a Cockroft que haga su informe (1)
sobre la situacién de la ensefianza de las matematicas en Inglaterra y Gales.

Como ejemplo, se pueden citar los parrafos 34 y 243 del libro de Cockroft:

34. "Lo mas importante de todo es la necesidad de tener la suficiente seguridad como
para hacer un uso efectivo de cualquier destreza y conocimiento matematico que se posea, ya
sea poco 0 mucho".

243. “La ensefnanza de las Matematicas, en todos los niveles, debe incluir:

- Exposicién por parte del profesor.

- Discusion entre le profesor y los alumnos, y entre estos ultimos.

- Trabajo practico apropiado.

- Consolidacion y practica de las destrezas y rutinas basicas.

- Resolucién de problemas, incluyendo la aplicacién de las Matematicas a las
situaciones de la vida cotidiana.

- Realizacion de trabajos de investigacion.

Al establecer esta lista, somos conscientes de que no estamos diciendo
nada que no se haya afirmado muchas veces con anterioridad. De hecho, han
aparecido ya, por lo menos implicitamente, en diversas informaciones oficiales,
publicaciones del Departamento de Educacion y Ciencia, ponencias de la
Inspeccién Escolar, y revistas y publicaciones de asociaciones matematicas
profesionales. Con todo, somos también conscientes de que, aun cuando hay
aulas en las que la ensefianza incluye todos los elementos aludidos, quedan
muchas otras en las que no es asi”.

En los afios posteriores, la preocupacion en los diferentes paises se centré en dos
aspectos principales:

1. Acomodar la ensefianza de la Matematica al desarrollo psicologico de los alumnos. Aparicidon
de gran variedad de material didactico.

2. Acomodar los contenidos al importante desarrollo habido, tanto en el terreno tecnolégico
como en los medios de comunicacion (Matematica mas instrumental que formal). Abandono
definitivo de la llamada “mateméatica moderna”.

Asi mismo, se ha dado un gran aumento del numero de congresos y sociedades de profesores
de Matematicas. La “didactica de la matematica” aparece como un area de conocimiento
independiente.

(1) COCKROFT,D.- "Las mateméticas si cuentan". MEC. Madrid, 1985.
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En cuanto a Espafa, se pueden sefalar, esquematicamente, algunos hechos y fechas
resefiables: (1).

Empecemos por el siguiente cuadro que muestra el porcentaje de analfabetismo en
diferentes afos (2):

INDICE DE LA POBLACION QUE SABE
LEER Y ESCRIBIR (%)

1803 5,96 1900 334
184] 9,21 1910 49.4
1860 19,27 1920 56,8
1877 2849 1930 67.6
1887 28,49 1950 84.4

Se ve como, hasta bien entrado el siglo XX, los indices de analfabetismo eran bastante
elevados, no existiendo un Ministerio de Educacion hasta el afio 1900 cuando, por ejemplo,
Francia lo tenia desde 1828.

17-7-1857: Las Cortes aprueban la Ley de Bases autorizando al gobierno a elaborar una Ley
de Instruccién Publica.

9-9-1857: Reinando Isabel I, se promulga dicha Ley, que seréa conocida como Ley Moyano, por
el ministro de fomento que la elabord, Claudio Moyano. Veamos algunas de sus
caracteristicas, con especial incidencia en lo que se refiere a las matematicas:

* Divide la primera ensefianza en elemental y superior.

- La elemental comprende ... "principios de aritmética, con el sistema legal de medidas,
pesos y monedas".

- La superior, "ademas de una prudente (sic!) ampliacion" de las matematicas de la
ensefianza elemental, "principios de geometria, dibujo lineal y agrimensura". Estos
estudios, en el caso de las nifias, se omitian, reemplazandose por "labores propias del
sexo" (sic!) y "elementos de dibujo aplicado a las mismas labores".

* La 12 ensefianza elemental era obligatoria desde los 6 a los 9 afios, "a no ser que se les
proporcione suficientemente esta clase de instruccion en sus casas o0 en establecimientos
particulares".

* "Se dara gratuitamente en las Escuelas Publicas a los nifios cuyos padres, tutores o
encargados no puedan pagarla, mediante certificacion expedida al efecto por el respectivo cura
parroco y visada por el alcalde del pueblo".

* "Los estudios de 1? ensefianza no estan sujetos a determinado numero de cursos; las
lecciones duraran todo el afio, disminuyéndose en la canicula el nUmero de horas de clase".

* En cuanto a la 22 ensefianza, se divide en estudios generales y estudios de aplicacién a las
profesiones industriales. Los primeros se dividian, a su vez, en dos periodos: un primero de 2
afios y un segundo de 4.

- En el 1°, habia "ejercicios de lectura, escritura, aritmética y dibujo".

- En el 2°, "elementos de aritmética, algebra y geometria”; ... "elementos de psicologia y l6gica"
- En los estudios de aplicacion aparecia la "aritmética mercantil".

* "Para principiar los estudios generales de 22 ensefianza, se necesita haber cumplido 9 afios y
aprobar un examen".

* Para pasar a los estudios de aplicacion, 10 afios y examen.

(1) Se pueden consultar, entre otros:
KILPATRICK,J./RICO,L./SIERRA,M.- "Educacion matematica e investigacion". Sintesis. Madrid, 1994.
ANONIMO.- "Compilacion legislativa de instruccion publica (Edicion oficial)". Vol. I.

(2) SIMON SEGURA, F.- “Manual de historia econémica mundial y de Espafia”. (P4g. 396).
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* No llegaron a publicarse programas, quedando éstos bajo la responsabilidad de editores y
especialistas, que editaban manuales basados en la tradicibn y que actualizaban segun
criterios propios.

Por ejemplo, "el programa del libro "Aritmética de nifios para uso de las escuelas del
Reino", editado en 1813, se mantiene, basicamente, en la mayor parte de los libros de
Aritmética editados con anterioridad a 1931" (Kilpatrick et Al. Pag. 105).

Sobre el ambiente en las aulas de matematicas a principios del siglo XX, se puede leer
la siguiente cita:

“El padre Pinillas es el profesor de Matematicas. Pero ha aprendido las Matematicas
cuando yo. Cuando un cura(...) estéd a punto de cantar misa o acaba de cantarla le mandan a
uno de los colegios y alli empieza a dar clase a los parvulos para ensefiar a leer. Cuando ya ha
terminado sus estudios de la carrera de cura, se pone a estudiar para ensefiar otras cosas, y a
medida que aprende le van pasando de clase hasta que llega a las dltimas. Cuando al padre
Pinillas le hicieron profesor de Matematicas estudiaba en su cuarto los mismos libros que
nosotros para poder darnos la leccién. Los curas no necesitan ser maestros para ensefar. Asi
que el rector manda a un cura que se encargue de la clase de Matematicas o de otra, y él se
las compone como puede. Por esto, una vez ocurrié que yo, que tengo mucha facilidad para las
matematicas, sabia resolver un problema que él no podia resolver. Entonces le dio mucha
rabia y estuvo enfadado conmigo cuatro o cinco dias”. (Kilpatrick et Al. Pag. 105).

Romanones (1901):

* Establece que el Estado pague el sueldo de los maestros.

* Divide la ensefianza primaria en parvulos, elemental y superior.

* Obligatoriedad de la ensefianza elemental y superior para todos los espafioles.

* Aumenta en 3 afios la escolaridad obligatoria (de 9 a 12).

* Establece un nuevo plan de estudios, de caracter enciclopédico, con 12 materias distintas,
entre las que figuran "aritmética" y "nociones de geometria".

El "Plan Romanones" estuvo vigente hasta el final de la Il Republica y, al igual que
paso con la "Ley Moyano", los programas no llegaron a publicarse.

Il Republica: (Puede verse la pag. 113 del libro citado anteriormente)

En 1931, aparece un plan de estudios para la formacion de maestros, que eleva los
estudios de magisterio al nivel universitario. En él, aparece, en primer curso, una asignatura
titulada "metodologia de las matematicas", con 2 partes: una 12 de estudios de psicologia del
nifo respecto al aprendizaje de las matematicas y cuestiones de metodologia. Una 22
dedicada al estudio de una didactica especifica y de los programas escolares; aparecian,
ademas, cuestiones de historia de las matematicas.

En este plan también se establecié un sistema de practicas en escuelas anejas.
Plan 1953: (Reformado en 1957).

Primaria: 4 cursos de ensefianza elemental (6/10 afios)

2 de perfeccionamiento (10/12 afos) (Se empezaba un camino diferente al del
bachillerato).

3 de iniciacién profesional (12/15 afios)

Bachillerato de 6 cursos: 4 de elemental (15% de matematicas por curso).
2 de superior (letras y ciencias) (25% de mate. en 5° y 12% en 6°).
Preu (Preuniversitario)

- Aumentan los contenidos de matematicas.

- Se defiende la repeticion, ejercicios constantes de los mecanismos de calculo, aprendizaje
escalonado.

- Se dan normas sobre enunciados de problemas y su resolucion.
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Ley General de Educacion de 1970: ("Ley Villar Palasi").

* Preescolar: de 2 a 6 afios. No obligatorio.

* EGB (Ensefianza General Basica): de 6 a 14 afos. Obligatoria y gratuita. Dividida en 12 y 22
etapa.

* Bachillerato (BUP, Bachillerato Unificado Polivalente): de 14 a 17 afios. Unificado (conducia a
un titulo unico) y polivalente (pues comprendia, junto a las materias comunes y las optativas,
una actividad técnico-profesional).

* COU. (Curso de Orientacion Universitaria)

- Extension a toda la poblacién y gratuidad ----- > Creacion de nuevos centros y dotacion
suficiente de profesorado.

- Matematicas: 12 etapa de EGB: introduccion de elementos de la teoria intuitiva de conjuntos
para llegar a la expresion numérica. 22 etapa de EGB: Profundizacién en el formalismo
matematico.

- Se pretendia una ambiciosa reforma, que se correspondié con una reforma en la formacion
inicial de los maestros en las escuelas de magisterio. La falta de criterios propios y de
especialistas en matemaéticas llevaron a un caos metodolégico.

- Contenidos: prioridad a la teoria de conjuntos y estructuras algebraicas. Abandono del céalculo
y de la geometria intuitiva.

Programas renovados (1981/1982): Los contenidos se organizan en bloques tematicos
(conjuntos y correspondencias; numeros y operaciones; medida; geometria y topologia), con
niveles minimos y actividades sugeridas, no obligatorias.

Tratan de seguir una linea piagetiana:

Ciclo inicial (6/8 afios) ----> paso del pensamiento prelégico a las operaciones
concretas.

Ciclo medio (8/11 afos) ---> periodo de las operaciones concretas.

Ciclo superior (11/14 afios) ---> pensamiento hipotético-deductivo.

L.O.G.S.E. (1990).

La LOGSE (Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo), Ley Organica (*) 1/1990, de 3
de Octubre, BOE de 4 de Octubre de 1990, supuso la sustitucion del disefio educativo vigente,
que databa del afio 1970. Entre sus innovaciones se pueden destacar:

1. Distingue dos tipos de ensefianza: de régimen especial > Ensefianzas artisticas
- Ensefianzas de idiomas.

de régimen general = Educ. infantil
- Educ. primaria.
- Educ. secundaria - E.S.O.
-> Bachillerato
- F.P. de grado medio.
- F.P. de grado superior.
—>Educ. universitaria. Con leyes especificas.

2. Derecho a permanecer, cursando la ensefianza basica (Primaria y ESO) hasta los 18 afios.

(*) El art. 81 de la Constitucién define como Leyes Orgénicas "las relativas al desarrollo de los derechos
fundamentales y de las libertades publicas, las que aprueben los Estatutos de Autonomia y el régimen electoral general
y las demas previstas en la Constituciéon". Su aprobacion, modificacion o derogacion exigira mayoria absoluta del

Congreso, en una votacion final sobre el conjunto del proyecto.
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3. Educ. infantil = caracter voluntario.
- 2 ciclos = menos de 3 afios.
=> de 3 a 6 afos.

4. Educ. primaria = 6 cursos académicos.

- Finalidad (en matematicas): "Aplicar a las situaciones de su vida cotidiana
operaciones simples de calculo y procedimientos légicos elementales”
(Art. 13.c)

- 3 ciclos de 2 cursos cada uno.

—>Se organiza en areas, "obligatorias y con caracter global e integrador”. Una
de ellas es "Matematicas" (art. 14).

—>Impartida por maestros que tendran competencia en todas las areas de
este nivel. Musica, educ. fisica e idiomas extranjeros impartidas por
maestros con la especializacion correspondiente (art. 16)

5. Numero maximo de alumnos para la educ. primaria: 25 (Disposicion adicional 32-3-a)

Con posterioridad a la LOGSE, se redactan unos documentos que desembocan en los
DCB (Disefio Curricular Base), que, a su vez, desembocan en el DEM (Decreto de Ensefianzas
Minimas), de 1991, que regula la formacién comun minima de todos los alumnos en el territorio
nacional y que, segun el articulo 4.2. de la LOGSE, "los contenidos basicos de las ensefianzas
minimas, en ningun caso requeriran mas del 55% de los horarios escolares para las
Comunidades Auténomas que tengan lengua oficial distinta del castellano”.

A partir de ahi, cada Autonomia emite su propio DCB (1992), que incluye una parte de
cumplimiento obligatorio (DEM) y otra de caracter orientativo.

Posteriormente, aparece el DDC (Decreto de Desarrollo Curricular), en 1994, con
caracter obligatorio dentro de la Comunidad Autbnoma y que marca el minimo exigido a todos
los Centros de esa Comunidad, aunque, posteriormente, cada Centro pueda afadir otros
contenidos.

En lo que respecta a la ensefianza de la matematica, en el DCB de educacion primaria,
aparecen 4 bloques de contenido:

Numeros y operaciones: significados y estrategias.

La medida. Informacion cuantitativa sobre los objetos y el tiempo.
Formas geomeétricas y situacion en el espacio.

Organizacion de la informacion: graficos e iniciacion a la estadistica.

prLON~

En 2006 se publica una nueva ley (L.O.E., Ley Organica de Educacion), en la que se
introducen los conceptos de competencia, de competencias basicas y de evaluaciones
diagnosticas (ver anexo).

En cuanto al llamado “curriculum vasco” (BOPV. Suplemento al n° 218. Martes
13/11/2007. También puede consultarse en: http://www.hezkuntza.ejgv.euskadi.net/r43-
2459/es/contenidos/informacion/dif10_curriculum_berria/es _5495/adjuntos/iv_eranskina 05 m
atematika.pdf), desarrolla la LOE y establece, para la educaciéon primaria, los siguientes
bloques de contenido, repetidos para cada uno de los tres ciclos:

1. NUmeros y operaciones.

2. La medida: estimacion y calculo de magnitudes.

3. Geometria.

4. Tratamiento de la informacién, azar y probabilidad.
5. Resolucién de problemas.

6. Contenidos comunes.

Como puede verse, la novedad principal es la aparicion de dos nuevos bloques de

contenido. Respecto al primero de ellos, se afirma que “la resolucion de problemas actia como
eje central, que recorre transversalmente todos los bloques y, por ello, hay que dedicarle una
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especial atencion”. En cuanto al bloque de contenidos comunes, “hace referencia expresa,
entre otros, a los aspectos relativos al propio lenguaje matematico, a la utilizacion de las

tecnologias de la informacion y la comunicacion, y a los contenidos de tipo actitudinal”.

A continuacién, como anexo, se presentan algunos hechos destacables de este decreto
que establece el curriculum de la Educacion Primaria en la Comunidad Auténoma del Pais
Vasco.

ANEXO.

Educacién, Universidades e Investigacion
DECRETO 175/2007, de 16 de octubre, por el que se establece el curriculo de la
Educacién Basica y se implanta en la Comunidad Autonoma del Pais Vasco.

Articulo 7.— Competencias basicas.

1.— Se entiende por competencias basicas la combinacion integrada de conocimientos,
destrezas y habilidades, actitudes y valores adecuados al contexto, que precisa todo el
alumnado que cursa la Educacion Basica y que debe alcanzar para su realizacion y desarrollo
personal, asi como para la ciudadania activa y la integracién social.

2.— El curriculo de la Educacion Basica incluye las siguientes competencias basicas:

a) Competencia en cultura cientifica, tecnologica y de la salud.

b) Competencia para aprender a aprender.

c) Competencia matematica.

d) Competencia en comunicacion linguistica.

e) Competencia en el tratamiento de la informacion y competencia digital.

f) Competencia social y ciudadana.

g) Competencia en cultura humanistica y artistica.

h) Competencia para la autonomia e iniciativa personal.

3.— Las competencias basicas se adquieren mediante el trabajo en las distintas areas de
conocimiento y materias, asi como en todo tipo de experiencias que tienen lugar en contextos
tanto escolares como extraescolares, y a través de la organizacion y funcionamiento de los
centros, las actividades docentes, las formas de relacion que se establezcan entre los
integrantes de la comunidad educativa y las actividades complementarias y extraescolares que
se programen.

Articulo 9.— Curriculo.

1.— A los efectos de lo dispuesto en este Decreto, se entiende por curriculo las competencias
basicas, objetivos, contenidos, métodos pedagodgicos vy criterios de evaluacién que regulan las
areas y materias de la Educacién Basica.

Articulo 36.— Evaluacién de diagndstico.

1.— Al menos al finalizar el segundo ciclo de Educacion Primaria y el segundo curso de la
Educacién Secundaria Obligatoria se realizarda una evaluacion de diagnéstico. No tendra
efectos académicos sino caracter formativo y orientador para los centros e informativo para las
familias y para el conjunto de la comunidad educativa.

2.— El Instituto Vasco de Evaluacién e Investigacion educativa - Irakas-Sistema Ebaluatu eta
Ikertzeko Erakundea proporcionara a los centros los modelos y apoyos pertinentes, a fin de que
todos ellos puedan realizar de modo adecuado estas evaluaciones.

3.— Los centros y la Administracion Educativa tendran en cuenta la informacion proveniente de
estas evaluaciones para, entre otros fines, organizar las medidas y programas necesarios
dirigidos a mejorar la atencién del alumnado y a garantizar que alcance las correspondientes
competencias basicas. Asi mismo, estos resultados permitiran, junto con la evaluacion de los
procesos de ensefanza y la practica docente, analizar, valorar y reorientar, si procede, las
actuaciones desarrolladas en los cursos previos.
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] MATEMATICAS
INTRODUCCION

La Matematica es la ciencia que se ocupa de describir y analizar las cantidades, el
espacio vy las formas, los cambios y relaciones, asi como la incertidumbre. Si miramos a
nuestro alrededor vemos que esos componentes estan presentes en todos los aspectos de la
vida de las personas, en su trabajo, en su quehacer diario, en los medios de comunicacion, etc.

Las matemaéticas, tanto histérica como socialmente, forman parte de nuestra cultura y
los individuos deben ser capaces de apreciarlas y comprenderlas. Es evidente, que en nuestra
sociedad, dentro de los distintos ambitos profesionales, es preciso un mayor dominio de ideas y
destrezas matematicas que las que se manejaban hace tan sélo unos afios. La toma de
decisiones requiere comprender, modificar y producir mensajes de todo tipo; en la informacion
que se maneja cada vez aparecen con mas frecuencia tablas, graficos y férmulas que
demandan conocimientos matematicos para su correcta interpretacion. Por ello, los ciudadanos
deben estar preparados para adaptarse con eficacia a los continuos cambios que se generan.

Presentan unas caracteristicas que se deben destacar para comprenderlas y saber
coémo aplicarlas.

Las matematicas son universales: Los resultados que se obtienen son aceptados por
toda la comunidad internacional, lo que no quiere decir que los métodos que se han utilizado
histéricamente sean iguales: lo que si son universales son las actividades, muchas
entroncadas con la cultura de los pueblos, que han impulsado el conocimiento matematico. De
esta manera hablamos de: contar, localizar, medir, explicar, jugar, etc.

La Matematica es una ciencia viva. Su conocimiento no esta fosilizado, ademas de una
herencia recibida es una ciencia que hay que construir. Un reto interesante es el contextualizar
adecuadamente los nuevos contenidos que se presentan.

Las matematicas son utiles. Miremos donde miremos, las matematicas estan ahi, las
veamos o0 no. Se utilizan en la ciencia, en la tecnologia, la comunicacion, la economia y tantos
otros campos. Son Utiles porque nos sirven para reconocer, interpretar y resolver los problemas
que aparecen en la vida cotidiana. Ademas de proporcionarnos un poderoso lenguaje con el
que podemos comunicarnos con precision. Dentro de estas utilidades es necesario resaltar su
importancia en relacion con los medios de comunicaciéon en los que los analisis cuantitativos
(datos estadisticos, precios, indices diversos, hipotecas, etc.) aparecen continuamente en todo
tipo de informacién.

Las matematicas son una ciencia de patrones y relaciones. Entender y utilizar esos
patrones constituye una gran parte de la habilidad o competencia matematica. A medida que se
relacionen ideas matematicas con experiencias cotidianas y situaciones del mundo real, nos
daremos cuenta que esas ideas son verdaderamente Utiles y poderosas.

Las matematicas y los problemas. La resolucién de problemas es una cuestion de gran
importancia para el avance de las matematicas y también para su comprension y aprendizaje.
El saber hacer, en Matematicas, tiene mucho que ver con la habilidad de resolver problemas,
de encontrar pruebas, de criticar argumentos, de usar el lenguaje matematico con cierta fluidez,
de reconocer conceptos matematicos en situaciones concretas, de saber aguantar una
determinada dosis de ansiedad, pero también de estar dispuesto a disfrutar con el camino
emprendido. La capacidad para resolver problemas es una de las habilidades basicas que los
estudiantes deben tener a lo largo de su vida, y deberan usarla frecuentemente cuando dejen
la escuela.

Las matematicas y las tecnologias de la informacién y la comunicacion. Tanto la
investigaciéon como la experiencia apoyan el potencial que tiene el uso adecuado e inteligente
de las calculadoras y los ordenadores. Su uso mejora el desarrollo cognitivo en aspectos que
incluyen: sentido numérico, desarrollo conceptual, resolucion de problemas y visualizacion. En
definitiva, constituyen una herramienta util para la ensefianza de las matematicas.
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Ademas, son clave en la creacion del pensamiento racional, pues es el area de
conocimiento mejor abonada para el desarrollo del razonamiento que siempre esta en la base
de cualquier actividad matematica. Necesario para el proceso de aprendizaje de los contenidos
y estrategias propias de las matematicas y, ademas, esencial para adquirir y desarrollar
estrategias generales de aprendizaje. Dichas estrategias, referidas a como se aprende, son las
que garantizaran un aprendizaje a lo largo de toda la vida cuando sea necesario cambiar de
actividad profesional o adquirir nuevos conocimientos. Dentro de estas estrategias para toda la
vida podemos citar como la mas importante las referidas a la Resolucién de Problemas.

Las matematicas poseen un papel no solo instrumental o aplicativo, sino también
formativo. Instrumental por su relacion con otras disciplinas que necesitan de ella para crear,
interpretar o analizar los modelos explicativos de los fendmenos que estudian. Se trata por
tanto de un instrumento imprescindible con el que acceder a las distintas informaciones
(numérica, grafica, estadistica, geométrica, relativa al azar, etc.) presentes en un mundo en
permanente evolucién y cada vez mas tecnificado. Formativo, pues contribuye al desarrollo
intelectual del alumnado, fomentando capacidades tales como la abstraccion, la generalizacion,
el pensamiento reflexivo, el razonamiento lbgico, etc. Sin olvidar el necesario dominio
algoritmico y la memorizacion de resultados y procedimientos basicos. El trabajo adecuado en
esta linea, contribuye a la creacion de estructuras mentales y habitos de trabajo, cuya utilidad e
importancia no se limita al ambito de las matematicas

Concretando las matematicas a la Educacion Primaria, conviene sefialar algunas
caracteristicas interesantes para su desarrollo:

— Preponderancia de la componente intuitiva frente a la abstraccion y formalizacion, asi
como el uso de estrategias personales frente a las “mas académicas”.

— Utilizacion de distintos ambitos de experiencias del alumnado como fuente de
actividades matematicas.

— Utilizacién de materiales manipulables e instrumentos de medida.

— Uso racional de la calculadora y el ordenador.

— Importancia del trabajo en grupo como base del aprendizaje.

— Desarrollo de todos los contenidos desde el primer curso, incidiendo especialmente en
la Resolucion de Problemas y los contenidos geométricos en consonancia con el
desarrollo de los sentidos.

— Fomentar el gusto y la necesidad de un lenguaje claro y adecuado para comunicar sus
ideas, razonamientos, argumentos, etc.

Los contenidos se han distribuido también por Ciclos, agrupados en seis blogues: Numeros
y Operaciones; Medida; Geometria; Tratamiento de la Informacién, Azar y Probabilidad;
Resolucion de Problemas y Contenidos comunes. La ensefianza de las Matematicas atendera
a esta configuracion ciclica de los contenidos, de manera que estén siempre relacionados y se
puedan construir unos sobre otros. La resolucién de problemas actia como eje central, que
recorre transversalmente todos los bloques y por ello hay que dedicarle una especial atencion.

En el bloque relativo a Numeros y Operaciones se busca alcanzar una eficaz alfabetizacion
numérica, entendida como la capacidad para enfrentarse con éxito a situaciones en las que
intervengan los numeros y sus relaciones. Es importante resaltar que para lograr esta
competencia no basta con dominar los algoritmos de calculo escrito; se precisa también
desarrollar_estrategias de calculo mental y aproximativo, y actuar con confianza ante los
numeros y las cantidades; utilizarlos siempre que sea pertinente e identificar las relaciones
basicas que se dan entre ellos.
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Primer ciclo
Contenidos

Bloque 1. NUmeros y operaciones

1. Nimeros naturales y alfabetizacién numérica

— Significado y utilidad de los numeros en la vida cotidiana (contar, medir, ordenar, expresar
cantidades, comprar, jugar...comunicarnos).

— La comunicacién y los numeros. Interpretacion de textos numéricos sencillos de la vida
cotidiana (escaparates con precios, folletos publicitarios...).

— Sistema de numeracion decimal. Dominio funcional de las reglas de formacion de los
numeros y del valor de posicidn de niumeros hasta tres cifras.

— Utilizacion de los numeros en situaciones reales: lectura y escritura, ordenacion,
comparacion, representacion en la recta numérica, descomposicion, redondeo y utilizacion en
juegos.

— Numeros ordinales. Utilizacién en contextos reales.

2. Operaciones

— Significado de las operaciones de sumar (situaciones de juntar o afadir) y restar (situaciones
de separar o quitar) y su utilidad en la vida cotidiana. Iniciacién a la multiplicacién como suma
de sumandos iguales y para calcular numero de veces.

— Expresion matematica oral y escrita de las operaciones y el calculo de sumas y restas.

3. Estrategias de calculo

— Estrategias iniciales para la comprension y realizacion de calculos de sumas y restas:
manipulacion y recuento, utilizacion de los dedos, recta numérica, juegos...

— Calculo mental automatico: construccion y memorizacion de las tablas de sumar y restar de
hasta 10 mas 10.

— Sentido numérico:

Elaboracion y utilizacion de estrategias personales y académicas de célculo mental:
descomposicion y composicion, sumar y/o restar 1, 10 y 100 a cualquier numero, dobles y
mitades de nUmeros sencillos, series numéricas.

Calculo aproximado. Utilizacion de diferentes estrategias para estimar y redondear el
resultado de un célculo.

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizacién de calculos mentales.

— Estrategias de calculo escrito:

. Realizacion de algoritmos no académicos de sumas y restas, por medio de descomposiciones
numeéricas y otras estrategias personales.

. Calculo de sumas utilizando el algoritmo académico.

. Calculo de restas sin llevadas utilizando el algoritmo académico.

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizaciéon de calculos escritos.

Bloque 2. La medida: estimacién y calculo de magnitudes

1. Significado y utilidad de la medicién en la vida cotidiana (medidas corporales, tallas, objetos,
recetas, recipientes...).

2. Reconocimiento e interpretacion de textos numéricos sencillos de la vida cotidiana
relacionados con las medidas y sus magnitudes. Utilizaciéon del vocabulario adecuado para
interpretar y transmitir informaciones sobre sencillas mediciones.

3. Longitud, peso/masa y capacidad

— Comparacién de objetos segun longitud, peso/masa o capacidad, de manera directa o
indirecta.

— Medicién con instrumentos y estrategias no convencionales (pasos, pies, cuerdas, piedras,
botes...), y convencionales (regla, metro, balanzas, recipientes). Construccion de instrumentos
sencillos para efectuar mediciones.

— Utilizacion de unidades usuales e instrumentos convencionales para medir objetos y
distancias del entorno.
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— Estimacién de resultados de medidas (distancias, tamafos, pesos, capacidades...) en
situaciones de la vida cotidiana.

— Explicacion oral del proceso seguido y de la estrategia utilizada en la realizacién de medidas
exactas y aproximadas.

4. Medida del tiempo

— Unidades de medida del tiempo: el tiempo ciclico y los intervalos de tiempo (dia, semana,
mes, estaciones, afio). Lectura del reloj, las horas enteras, las medias.

— Seleccién y utilizaciéon de la unidad apropiada para determinar la duracién de un intervalo de
tiempo.

5. Sistema monetario. Identificacion del valor de las distintas monedas y billetes en relacion a
precios de articulos cotidianos.

Bloque 3. Geometria

1. La situacion en el espacio, distancias y giros

— Descripcion de posiciones y movimientos, en relacibn a uno mismo y a otros puntos de
referencia.

— Uso de vocabulario geométrico para describir itinerarios: lineas abiertas y cerradas; rectas y
curvas.

— Interpretacion y descripcion verbal de croquis de itinerarios.

— Elaboracion de croquis de itinerarios y realizacion de los mismos.

— Interpretacion de mensajes que contengan informaciones sobre relaciones espaciales.

2. Formas planas y espaciales

— Las figuras y sus elementos. |dentificacion de figuras planas en objetos y espacios cotidianos.
— Identificacidon de los cuerpos geométricos en objetos familiares. Descripcion de su forma,
utilizando el vocabulario geométrico basico.

— Comparacion y clasificacién de figuras y cuerpos geométricos con criterios elementales.

— Formacioén de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por composicion y
descomposicion.

3. Regularidades y simetrias

— Busqueda de elementos de regularidad en figuras y cuerpos a partir de la manipulaciéon de
objetos. Simetrias corporales.

Bloque 4. Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad

1. Gréficos y tablas

— Descripciéon verbal, obtencidon de informacion cualitativa e interpretacion de elementos
significativos de gréaficos sencillos (diagrama de barras) y textos numéricos expresados en
tablas de datos relativos a fenbmenos cercanos.

— Técnicas elementales para la recogida y ordenacion de datos. Utilizacion en contextos
familiares y cercanos. Técnicas elementales de observacién. Tablas de datos.

2. Caracter aleatorio de algunas experiencias

— Acercamiento intuitivo a fendbmenos aleatorios sencillos. Distincion entre lo seguro y aquello
que es posible pero no seguro, y utilizacién de algunas expresiones relacionadas con el azar.

Bloque 5. Resolucion de problemas

1. Identificacién de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen la suma y la resta.

2. Resolucion de diferentes tipos de problemas numéricos de una operacidon con sumas y
restas, referidas a situaciones reales sencillas de cambio, combinacién, igualacién vy
comparacion.

3. Elementos de un problema (enunciado, datos, pregunta, solucién), y dificultades a superar
(comprensién linguistica, datos numéricos, codificacion y expresion matemaéticas, resolucion,
comprobacion de la solucién, comunicacion oral del proceso seguido).

4. Planteamientos y estrategias para comprender y resolver problemas de sumas y restas:

— Problemas orales, graficos y escritos.

— Resolucién en grupo, en parejas, individual.

Aspectos generales de las matematicas 57



Matematicas y su didactica-I

— Resolucién mental, con calculadora y con el algoritmo de la operacion.

— Problemas con datos que sobran, que faltan, con varias soluciones...

— Invencion de problemas y comunicacion a los companieros.

— Explicacién oral del proceso seguido en la resolucion de problemas.

5. Resolucion de problemas referidos a situaciones abiertas e investigaciones matematicas
sencillas sobre numeros, calculos, medidas y geometria.

6. Desarrollo de estrategias personales para resolver problemas e investigaciones.

Bloque 6: Contenidos comunes

— Precision y claridad para expresar cantidades, relaciones numéricas, ordinales sencillos,
comparaciones, clasificaciones, unidades de medida sencillas, orientacién en el espacio,
orientacion en el tiempo...

— Utilizacion de un lenguaje adecuado para expresar situaciones aditivas sencillas.

— Simbolos y expresion matematica de operaciones de suma y resta.

— Recursos didacticos y tecnologias de la informacién y la comunicacion

— Utilizacion de materiales manipulativos didacticos variados que faciliten la comprensién de los
contenidos matematicos: cartas, abacos, escaparates, figuras geométricas...

— Calculadora. Pautas de uso. Utilizaciébn para la generacidon de series, composicion y
descomposicion de numeros, para hacer calculos, aprender estrategias mentales y resolver
problemas.

— Utilizacién de recursos informaticos para la realizacion de actividades y la comprension de
contenidos matematicos.

— Disposicién favorable para conocer y utilizar diferentes contenidos matematicos para obtener
y expresar informacion, para la interpretacion de mensajes y para resolver problemas en
situaciones reales de la vida cotidiana.

— Interés por la presentacion ordenada y limpia de los célculos y sus resultados, y cuidado en la
realizacion de medidas.

— Iniciativa, participaciéon y colaboracién activa en el trabajo cooperativo para investigar,
resolver e inventar problemas, respetando el trabajo de los demas.

— Confianza en las propias posibilidades y espiritu de superacion de los retos y errores
asociados al aprendizaje matematico

Segundo ciclo

Contenidos

Bloque 1. Numeros y operaciones

1. Nimeros naturales y fracciones. Alfabetizacion numérica
— Significado y utilidad de los nUmeros naturales y fracciones en la vida cotidiana.

— Interpretacion de textos numéricos y expresiones de la vida cotidiana relacionadas con los
numeros (folletos publicitarios, catadlogos de precios...).

— Sistema de numeracion decimal. Reglas de formacion y valor de posicibn de niumeros de
hasta seis cifras. Equivalencias y dominio formal.

— Utilizacion de los numeros en situaciones reales: lectura y escritura, ordenacion y
comparacion (notaciéon), representacion en la recta numérica, descomposicion, redondeo,
juegos.

— Numeros fraccionarios para expresar particiones y relaciones en contextos reales. Utilizacion
del vocabulario apropiado.

— Comparacién entre fracciones sencillas y entre numeros naturales y fracciones sencillas
mediante ordenacioén y representacion en la recta numérica.
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2. Operaciones

— Significado de las operaciones de multiplicar y dividir y su utilidad en la vida cotidiana.
Expresion matematica oral y escrita de las operaciones y el calculo.

— Utilizacion en situaciones de la vida cotidiana de la multiplicacion como suma abreviada, en
disposiciones rectangulares y problemas combinatorios.

— Utilizacion en contextos reales de la division para repartir y para agrupar y como operacion
inversa de la multiplicacion.

3. Estrategias de célculo

— Estrategias iniciales para la comprensiéon y realizacion de calculos con multiplicaciones y
divisiones sencillas: representaciones graficas, repeticion de medidas, repartos de dinero,
juegos...

— Célculo mental automatico: construccién y memorizacién de las tablas de multiplicar.
— Sentido numérico:

. Elaboracion y utilizacion de estrategias personales y académicas de calculo mental con
sumas Yy restas y multiplicaciones y divisiones. Descomposicion aditiva y multiplicativa de los
numeros.

Elaboracion y utilizacién de diferentes estrategias para realizar calculos aproximados.
Estimacion del resultado de una operaciéon entre dos nimeros, valorando si la respuesta es
razonable.

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizacion de calculos mentales.
— Estrategias de calculo escrito:

. Realizacién de algoritmos no académicos de multiplicaciones y divisiones, por medio de
descomposiciones numéricas y otras estrategias personales.

. Calculo de sumas, restas, multiplicaciones por dos cifras y divisiones por una cifra utilizando
algoritmos académicos.

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizaciéon de calculos escritos.
Bloque 2. La medida: estimacién y calculo de magnitudes

1. Significado y utilidad de la medicién en la vida cotidiana.

— Reconocimiento e interpretacion de textos numéricos sencillos de la vida cotidiana
relacionados con las medidas y sus magnitudes.

— Utilizacion del vocabulario adecuado para interpretar y transmitir informaciones sobre
mediciones.

2. Longitud, peso/masa y capacidad

— Realizacién de mediciones usando instrumentos y unidades de medida convencionales en
contextos cotidianos. Construccion de instrumentos sencillos para efectuar mediciones.

— Introduccién al sistema métrico decimal. Unidades de medida convencionales: multiplos y
submultiplos de uso cotidiano, utilizacidon en contextos reales. Eleccidon de la unidad mas
adecuada para la expresion de una medida en funcion del orden de magnitud.

— Comparacién y ordenacion de unidades y cantidades de una misma magnitud.

— Elaboracion y utilizacion de estrategias personales para medir.

— Estimacién de medidas de objetos de la vida cotidiana.

— Explicacién oral y escrita del proceso seguido y de la estrategia utilizada en la medicién.
3. Medida del tiempo. Unidades de medida del tiempo: lectura en el reloj analdgico y digital.

4. Sistema monetario. Reconocimiento y utilizacién de las monedas y billetes de curso legal y
establecimiento de equivalencias.
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Bloque 3. Geometria

1. La situacion en el espacio, distancias, angulos y giros

— Elaboraciéon y utilizacion de codigos diversos para describir la situacién de un objeto en el
espacio en situaciones cercanas al alumnado.

— Representacion elemental de espacios conocidos: planos y maquetas. Lectura e
interpretacion de mapas y planos sencillos.

— Descripcion de posiciones y movimientos en un contexto topografico. Ejes de coordenadas.
— Las lineas como recorrido: rectas y curvas, interseccion de rectas y rectas paralelas.

2. Formas planas y espaciales

— Identificacion de figuras planas y espaciales en la vida cotidiana.

— Clasificacion de poligonos. Lados y vértices.

— La circunferencia y el circulo.

— Los cuerpos geométricos: cubos, esferas, prismas, piramides y cilindros. Aristas y caras.

— Descripcion de la forma de objetos utilizando el vocabulario geométrico basico.

— Construccion de figuras geométricas planas a partir de datos y de cuerpos geométricos a
partir de un desarrollo. Exploracion de formas geométricas elementales.

— Comparacién y clasificacion de figuras y cuerpos geométricos utilizando diversos criterios.
— Comparacion y clasificacion de angulos.

3. Regularidades y simetrias.

— Transformaciones métricas: traslaciones y simetrias. Simetrias corporales y espejos.

Bloque 4. Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad

1. Graficos y tablas
— Tablas de datos. Iniciacién al uso de estrategias eficaces de recuento de datos.

— Recogida vy registro de datos sobre objetos, fendmenos y situaciones familiares utilizando
técnicas elementales de encuesta, observacion y medicion.

— Lectura e interpretacién de textos numéricos en forma de tablas de doble entrada de uso
habitual en la vida cotidiana.

— Interpretacion y descripcion verbal de elementos significativos de gréaficos sencillos relativos a
fendmenos familiares.

— Elaboracion de tablas de datos obtenidos sobre objetos, fendmenos y situaciones familiares.

— Elaboracién de graficos sencillos con datos relativos a objetos, fenémenos y situaciones del
entorno.

2. Caracter aleatorio de algunas experiencias

— Valoracién de los resultados de experiencias en las que interviene el azar, para apreciar que
hay sucesos mas o menos probables y la imposibilidad de predecir un resultado concreto.

— Introduccion al lenguaje del azar. Utilizacion de un primer lenguaje adecuado para describir
situaciones y experiencias de azar del entorno.

Bloque 5. Resolucion de problemas

1. Identificacion de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o varias de las
cuatro operaciones, distinguiendo la posible pertinencia y aplicabilidad de cada una de ellas.

2. Resolucién de problemas en los que intervengan diferentes magnitudes y unidades de
medida (longitudes, pesos, dinero...), con sumas, restas, multiplicaciones y divisiones, vy
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referidas a situaciones reales de cambio, comparacion, igualacion, repeticion de medidas y
escalares sencillos.

3. Elementos de un problema (enunciado, datos, pregunta, solucién), y dificultades a superar
(comprension linguistica, datos numéricos, codificacion y expresion matemaéticas, resolucion,
comprobacion de la solucién, comunicacion oral del proceso seguido).

4. Planteamientos y estrategias para comprender y resolver problemas:
— Problemas orales, graficos y escritos.

— Resolucién en grupo, en parejas, individual.

— Resolucién mental, con calculadora y con el algoritmo.

— Problemas con datos que sobran, que faltan, con varias soluciones, de recuento
sistematico...

— Invencion de problemas y comunicacion a los companieros.
— Explicacién oral del proceso seguido en la resolucion de problemas.
5. Resolucion de situaciones problematicas abiertas:

— Investigaciones matematicas sencillas sobre numeros, calculos, medidas, geometria y
tratamiento de la informacion.

— Planteamiento de pequefios proyectos de trabajo. Aplicacién e interrelacion de diferentes
conocimientos matematicos. Trabajo cooperativo.

6. Estrategias heuristicas: aproximacion mediante ensayo-error, reformular el problema.

7. Desarrollo de estrategias personales para resolver problemas, investigaciones y pequefios
proyectos de trabajo.

Bloque 6: Contenidos comunes

Lenguaje matematico

— Precision y claridad para expresar numeros y relaciones, unidades de medida sencillas,
orientacion en el espacio, orientacion en el tiempo, figuras y cuerpos geométricos, graficas...

— Utilizacion de un lenguaje adecuado para expresar situaciones aditivas y multiplicativas
sencillas.

— Simbolos y expresion matematica de operaciones de suma, resta, multiplicacion y division, y
expresion de fracciones sencillas.

— Recursos didacticos y tecnologias de la informacién y la comunicacion

— Utilizacién de materiales didacticos variados que faciliten la comprension de los contenidos
matematicos: cartas, textos numéricos, cintas métricas, balanzas, pesas, recipientes
graduados, figuras geométricas...

— Calculadora:

. Pautas de uso. Utilizaciéon para hacer célculos y aprender estrategias mentales de sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones.

. Utilizacién de la calculadora en la resoluciéon de problemas de la vida cotidiana, referidos a
diferentes situaciones matematicas y decidiendo sobre la conveniencia de usarla en funcién de
la complejidad de los célculos.

— Utilizacién de recursos informaticos para la realizacion de actividades y la comprensiéon de los
diferentes contenidos matematicos.

Actitudes

— Disposicién favorable para conocer y utilizar diferentes contenidos matematicos para
interpretar y comunicar informacion y resolver problemas de la vida cotidiana.

— Interés por la presentacion limpia, ordenada y clara de calculos, resultados, medidas,
construcciones geométricas, graficas y procesos de resolucion.
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— Interés y gusto por compartir puntos de vista, investigaciones, procesos de resolucion y
resultados obtenidos, respetando los puntos de vista de los compafieros. Colaboracion activa y
responsable en el trabajo en equipo.

— Confianza en las propias posibilidades, constancia y espiritu de superaciéon de los retos y
errores asociados al aprendizaje matematico. Iniciativa y disposicibn para desarrollar
aprendizajes autbnomos.

Tercer ciclo
Contenidos

Bloque 1. Numeros y operaciones

1. NUumeros naturales, enteros, decimales y fracciones. Porcentajes. Alfabetizaciéon numérica

— Significado y utilidad de los numeros naturales, enteros, decimales y fraccionarios y de los
porcentajes en la vida cotidiana.

— Interpretacion de textos numéricos y expresiones de la vida cotidiana relacionadas con los
distintos tipos de numeros.

— Reglas de formacion de los nUmeros naturales y decimales y valor de posicion. Equivalencias
y dominio formal. Lectura y escritura, ordenacién y comparacion (notacién) ... y uso de
numeros naturales de mas de seis cifras y nUmeros con dos decimales en diferentes contextos
reales.

— Numeros fraccionarios. Obtencién de fracciones equivalentes. Utilizacién en contextos reales.
— Numeros positivos y negativos. Utilizacién en contextos reales.

— Expresiéon de partes utilizando porcentajes. Correspondencia entre fracciones sencillas,
decimales y porcentajes (redes numéricas basicas).

— Ordenacion de numeros naturales, de enteros, de decimales, de fracciones y de porcentajes
por comparacion, representacion en la recta numeérica y transformacién de unos en otros.

— Sistemas de numeracioén en culturas anteriores e influencias en la actualidad.
2. Operaciones

— Potencia como producto de factores iguales. Cuadrados y cubos.

— Jerarquia de las operaciones y usos del paréntesis.

3. Estrategias de calculo

— Estrategias iniciales para la comprension y realizacion de calculos sencillos con numeros
decimales, fracciones y porcentajes: recta numérica, representaciones graficas...

— Sentido numérico:

Elaboracion y utilizacion de estrategias personales y académicas de calculo mental
relacionadas con numeros naturales, decimales, fracciones y porcentajes (redes numéricas).
Series numeéricas.

. Utilizacién de la tabla de multiplicar para identificar multiplos y divisores.

. Elaboracién vy utilizacion de diferentes estrategias para realizar calculos aproximados con los
distintos tipos de numeros. Estimacion del resultado de un célculo y valoracion de respuestas
numéricas razonables.

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizacion de calculos mentales.
— Estrategias de calculo escrito:

. Utilizacion de los algoritmos académicos de suma, resta, multiplicacion y division por dos
cifras con distintos tipos de numeros, en situaciones cotidianas y en contextos de resolucién de
problemas.

. Célculo de tantos por ciento basicos en situaciones reales. Utilizacion de las equivalencias
numeéricas (redes numéricas basicas).

. Explicacién oral del proceso seguido en la realizaciéon de calculos escritos.
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Bloque 2. La medida: estimacion y calculo de magnitudes

1. Significado y utilidad de la medicién. Reconocimiento e interpretacion de textos numéricos y
utilizacion de la medicion y las medidas para resolver problemas y comprender y transmitir
informaciones. Utilizacion del vocabulario adecuado.

2. Longitud, peso/masa, capacidad y superficie

— Desarrollo de estrategias personales para medir figuras de manera exacta y aproximada.
— Realizacién de mediciones usando instrumentos y unidades de medida convencionales.
— Equivalencias entre unidades de una misma magnitud.

— Estimacion de longitudes, superficies, pesos y capacidades de objetos y espacios conocidos;
eleccion de la unidad y de los instrumentos mas adecuados para medir y expresar una medida
en funcién del orden de magnitud.

— Explicacion oral y escrita del proceso seguido y de la estrategia utilizada en mediciones y
estimaciones.

— Comparacion de superficies de figuras planas por superposicién, descomposicion y medicion.
Utilizacion de unidades de superficie.

— Célculo de perimetros y areas de figuras elementales: rectangulos, cuadrados vy tridngulos.
3. Medida del tiempo

— Unidades de medida del tiempo y sus relaciones. La precision con los minutos y los
segundos.

— Equivalencias y transformaciones entre horas, minutos y segundos, en situaciones reales.

4. Medida de angulos. El angulo como medida de un giro o abertura. Medida de angulos y uso
de instrumentos convencionales para medir angulos.

5. Sistema monetario. Utilizacion del sistema monetario aplicando equivalencias, operaciones y
cambios.

6. Unidades de informacion: byte, kilobyte (Kb), megabyte (Mb), gigabyte (Gb). Interpretacion
en contextos reales.

Bloque 3. Geometria

1. La situacion en el plano y en el espacio, distancias, angulos y giros
— Angulos en distintas posiciones.

— Sistema de coordenadas cartesianas. Representacion y lectura de puntos. Descripcion de
posiciones y movimientos por medio de coordenadas, distancias, angulos, giros...

— La representacion elemental del espacio, escalas y graficas sencillas.

— Lectura, interpretacion, construccion y reproduccion de planos, maquetas y mapas utilizando
escalas.

— Utilizacién de instrumentos de dibujo y programas informaticos para la construcciéon y
exploracion de formas geométricas.

2. Formas planas y espaciales
— Relaciones entre lados y entre angulos de un triangulo.

— Formacioén de figuras planas y cuerpos geométricos a partir de otras por composicion y
descomposicion.

— Construccion de modelos de figuras planas y espaciales utilizando diversos materiales.
3. Regularidades y simetrias

— Reconocimiento de simetrias en figuras y objetos.

— Trazado de una figura plana simétrica de otra respecto de un elemento dado.

— Introduccién a la semejanza: ampliaciones y reducciones.
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Bloque 4. Tratamiento de la informacion, azar y probabilidad

1. Graficos y tablas

— Recogida y registro de datos utilizando técnicas elementales de encuesta, observacion y
medicion. Tablas de doble entrada y tablas de frecuencia.

— Distintas formas de representar la informacion. Tipos de gréaficos estadisticos: diagrama de
barras, pictogramas, poligono de frecuencias, diagrama de sectores.

— Obtencion y utilizacion de informacion para la realizacion de graficos y tablas de datos
relativos a objetos, fendmenos vy situaciones del entorno.

— La media aritmética, la moda, la mediana y el rango, aplicacion a situaciones familiares.

— Valoracion de la importancia de analizar criticamente las informaciones que se presentan a
través de graficos estadisticos.

2. Caracter aleatorio de algunas experiencias
— Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacion del grado de probabilidad de un suceso.

— Formulacion y comprobacién a nivel intuitivo de conjeturas sobre el comportamiento de
fendmenos aleatorios sencillos.

Bloque 5. Resolucion de problemas

1. Identificacién de problemas de la vida cotidiana en los que intervienen una o varias de las
cuatro operaciones, distinguiendo la posible pertinencia y aplicabilidad de cada una de ellas.

2. Resolucién de problemas de la vida cotidiana en los que intervengan diferentes magnitudes
y unidades de medida (longitudes, pesos, capacidades, tiempos, dinero...), con numeros
naturales, decimales, fracciones y porcentajes.

3. Resolucién de problemas de la vida cotidiana utilizando estrategias personales y relaciones
entre los numeros (redes numéricas basicas), explicando oralmente el significado de los datos,
la situacion planteada, el proceso, los célculos realizados y las soluciones obtenidas, y
formulando razonamientos para argumentar sobre la validez de una solucién identificando, en
su caso, los errores.

4. Diferentes planteamientos y estrategias para comprender y resolver problemas: lectura
comentada; orales, graficos y escritos; con datos que sobran, con varias soluciones, de
recuento sistematico; completar, transformar, inventar. Comunicaciéon a los compafieros y
explicacion oral del proceso seguido.

5. Resolucion de situaciones problematicas abiertas:

— Investigaciones matematicas sencillas sobre numeros, calculos, medidas, geometria y
tratamiento de la informacion.

— Planteamiento de proyectos de trabajo. Aplicacion e interrelacion de diferentes conocimientos
matematicos. Trabajo cooperativo.

6. Estrategias heuristicas: aproximar mediante ensayo-error, estimar el resultado, reformular el
problema, utilizar tablas, relacionar con problemas afines, realizar esquemas vy gréficos,
empezar por el final.

7. Desarrollo de estrategias personales para resolver problemas, investigaciones y proyectos
de trabajo, y decisién sobre la conveniencia o no de hacer calculos exactos o aproximados en
determinadas situaciones, valorando el grado de error admisible.
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Bloque 6: Contenidos comunes

Lenguaje matematico

— Precisién y claridad para expresar numeros y relaciones, equivalencias, unidades de medida,
orientacion en el espacio y angulos, figuras y cuerpos geométricos, graficas, situaciones de
azar...

— Utilizacion de un lenguaje adecuado para expresar situaciones aditivas y multiplicativas con
distintos tipos de numeros y porcentajes.

— Simbolos y expresion matematica de operaciones de suma, resta, multiplicacion y division, y
expresion de fracciones, numeros decimales y enteros y porcentajes.

Recursos didacticos y tecnologias de la informacién y la comunicacion

— Utilizacion de materiales didacticos variados que faciliten la comprension de los contenidos
matematicos: textos numéricos, cintas métricas, balanzas, pesas, recipientes graduados,
figuras y cuerpos geométricos, dados...

— Calculadora:

. Utilizacién de la calculadora para realizar calculos y aprender estrategias mentales con las
distintas operaciones y numeros.

. Utilizacién de la calculadora en la resolucion de problemas de la vida cotidiana, referidos a
diferentes situaciones matematicas y decidiendo sobre la conveniencia de usarla en funcién de
la complejidad de los calculos.

— Utilizacion de recursos informaticos para la realizacion de actividades y la comprensién de los
diferentes contenidos matematicos.

— Utilizacién de la calculadora y los recursos informaticos en el tratamiento estadistico de la
informacion.

Actitudes

— Interés por realizacién y la presentacion limpia, ordenada, clara y precisa de calculos,
resultados, medidas, construcciones geométricas, graficas, tablas y procesos de resolucion.

— Valoracion de la necesidad de reflexionar, razonar, perseverar y compartir explicaciones,
experiencias, procesos de resolucion y resultados para superar las dificultades implicitas en la
resolucion de problemas, incluido equivocarse.

— Colaboracion activa y responsable en el trabajo en equipo, manifestando iniciativa para
resolver problemas que implican la aplicacion de los contenidos estudiados.

— Confianza en las propias posibilidades y autonomia personal para superar las
equivocaciones, los retos y los trabajos matematicos relativos a los diferentes contenidos.

Aspectos generales de las matematicas 65



Matematicas y su didactica-I

CUESTIONES:

1. ¢En que afo se publica el decreto por el que se establece el curriculo de la Educacion
Basica de la CAV?

2. ;Qué ensefianzas comprende la Educacion Basica?
3. ¢Qué y cuales son las Competencias Basicas? ¢ Es la Matematica una de ellas?
4. Da una definicion de Curriculo

5. ¢Qué son las evaluaciones diagnésticas, quién las realiza y en qué curso de Primaria se
efectian? ¢ Cual es su finalidad?

6. Da una definicién de las Matematicas

7. ¢Las mateméticas forman parte de nuestra cultura? ¢ Por qué?

8. Indica tres caracteristicas de las Matematicas y explicalas en dos lineas.
9. Qué es “el saber hacer” en Matematicas? Explicalo.

10. ¢ Como se entiende el uso de las calculadoras y los ordenadores en la ensefianza de las
Matematicas?

11. ¢Qué es el “pensamiento racional” y como contribuyen las Matematicas en su formacion?
12. ¢ Qué quiere decir que las Matematicas tienen un papel “Instrumental”? ;Y “Formativo”?

13. Sefala algunas de las caracteristicas de la ensefianza de las Mateméticas en la Educacion
Primaria.

14. ; Cudles son los bloques de contenido? ;Cuantos son? ;Son comunes a todos los cursos?
¢, Qué quiere decir que la ensefanza de las Matematicas debe ser ciclica?

15. ¢Qué es el calculo mental? ;Estd su estudio superado al no ser necesario pues
disponemos de calculadoras?

16. Comenta (pero no copies) los contenidos incluidos en cada bloque de contenidos del
primer ciclo.
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TEMA 2. Resolucion de problemas.

2.a. Distincion entre problema y ejercicio.

“Es generalmente admitido que la resoluciéon de problemas tiene como finalidad el desarrollo del
pensamiento y el razonamiento légico, pero es significativo el nimero de escolares que, realizando la
actividad presentada, no muestran un desarrollo acorde con la finalidad propuesta. De estas
observaciones podemos deducir que, o bien la resolucién de problemas no implica, en el alumno, el
desarrollo del pensamiento y del razonamiento l6gico, o bien que lo que se resuelve no son problemas”.

().

Esta cita sirve de introduccion para intentar responder a la pregunta de qué es un problema y
qué no lo es. En el mismo libro, un poco mas adelante, se encuentra una definicion sencilla y rotunda:
“un problema es una situacion que no se sabe resolver cuando se presenta”. Siguiendo la misma
argumentacioén, lo importante de esa definicion seria la relacidbn alumno-problema que establece; la
situacion problematica como tal se daria en el sujeto: o que es un problema para un nifio de seis afnos
puede no serlo para otro de doce, o para un adulto.

Si, en cambio, ante una cuestiéon planteada se conoce un camino para su resolucion, aplicando
herramientas previamente aprendidas, estariamos ante un ejercicio.

Caracteristicas de los ejercicios Caracteristicas de los problemas

Se ve claramente qué hay que hacer. Suponen un reto.

La finalidad es la aplicacibn mecanica de La finalidad es ahondar en los conocimientos
algoritmos. y experiencias que se poseen, para rescatar

aquellos que son utiles para llegar a
la solucion esperada.
Se resuelven en un tiempo relativamente Requieren mas tiempo para su resolucion.

corto.
No se establecen lazos especiales entre el | La persona que se implica en la resolucion
ejercicio y la persona que lo resuelve. lo hace emocionalmente. El bloqueo inicial,

debido a que la situacioén le desconcierta,
dara paso a la voluntariedad y perseverancia
por encontrar la solucion y, por

ultimo, al grado de satisfaccion una vez

que esta se ha conseguido

Generalmente tienen una sola solucion. Pueden tener una o mas soluciones y las
vias para llegar a ellas pueden ser variadas.
Son muy numerosos en los libros de texto. | Suelen ser escasos en los libros de texto.

Ejemplo de ejercicio: “Hallese el resultado de siguiente suma: 7/4 + 1/12 + 3/5 + 9/20”

Ejemplo de problema: “; Cuantos numeros menores que 1.000 hay en los que la suma de sus cifras sea
77?”. También cualquiera de los propuestos en las paginas que siguen.

La resolucién de problemas tiene gran importancia, no sélo en la ensefianza de las matematicas,
sino como técnica general utilizada en muchas otras disciplinas:

“La capacidad para plantear y resolver problemas se encuentra en la base de cualquier disciplina cientifica; suele ser un
reto para el individuo. La actividad principal de las matematicas consiste en la resolucion de problemas —cualquier matematico
estaria de acuerdo con esta afirmacion—, aunque tengan poco que ver las nociones propias de los problemas matematicos y las

que subyacen a la concepcién de problema escolar”. (2)

Puede verse también lo que sobre el tema se dice en:

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RetosMatematicos/Problemas/Ficheros/importancia.pdf

(1) FERNANDEZ BRAVO, J.A.- “Técnicas creativas para la resol. de problemas mateméticos”. Pag.12.
(2) CHAMORRO, M. C. (2003). Didactica de la matematica en Ensefianza Primaria. UPV-EHU. Pag. 274-275.
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2.b. Pautas para la resolucion de un problema.
Se suele hablar de cinco fases en la resolucién de un problema:

Comprender el problema.

Elaborar un plan para su resolucion.
Reflexionar sobre la solucién obtenida.
Redactar la solucioén.

Comunicar la solucion.

Comprension del problema.

La lectura del enunciado de un problema tiene gran importancia y por lo tanto se debe efectuar
atentamente, al tiempo que se reflexiona sobre el problema, construyendo la imagen mental asociada a
la situaciéon planteada en el problema; hay que saber exactamente qué se pide y cudles son las
condiciones del problema.

La comprensién implica un cambio de representacién: el alumno pasa, de una representacion
inadecuada e incompleta del problema, a otra, completa y adecuada.

El enunciado de un problema es un escrito matematico en el que se utilizan cédigos especiales
que hay que descifrar; para esto se necesita entrenamiento. De hecho, se acepta que el enunciado no
debe dejar al descubierto todos los aspectos del problema, que esos aspectos son también parte del
problema y forman parte de la tarea a realizar. Los datos internos del problema se tienen que decodificar
e integrar en la representaciéon mental que del problema tiene el estudiante.

Sirva, como ejemplo de un enunciado que requiere una lectura atenta, el siguiente:

El monstruo del lago Ness.
“La longitud del monstruo del lago Ness es de 20 m. de largo y la mitad de su propia longitud, pero no
mide 30 m. de largo. 4, Cuantos metros mide de largo?” (1)

Y este otro famoso enunciado con una redaccion absurda:
El problema de la edad del capitan.
“En un barco van 26 ovejas y 10 cabras. ¢ Cual es la edad del capitan del barco?”

Elaborar un plan para su resolucion.

Mas adelante se comentaran algunas estrategias posibles para la resolucion de problemas
aunque, naturalmente, no agotan todas las posibilidades y siempre quedara un campo para las iniciativas
propias. Esas estrategias son fundamentales para conseguir resolver el problema y por lo tanto la
elaboracion del plan se apoya en el empleo adecuado de las estrategias.

Reflexionar sobre la solucion obtenida.

Hay que comprobar si la solucion obtenida tiene sentido y si responde a lo que el problema
planteaba. Asi mismo, hay que fijarse en el proceso seguido para la resolucién: de él podemos aprender
y nos puede ser util para otros problemas.

Redactar la resolucion.

Es importante hacer explicito todo el proceso de resolucion, redactandolo de forma clara y
ordenada, de manera que pueda ser comprendido por otra persona.

Comunicar la solucion.

El objetivo de esta fase es efectuar el contraste de todo el proceso. Los alumnos se cuentan
entre si las ideas que les han surgido, los caminos fallidos, las estrategias utilizadas, las operaciones
realizadas,...etc. De esta manera se fomenta el trabajo cooperativo, el interés por la investigacion, las
competencias creativa y comunicativa y se impulsa la autonomia y el disfrute del trabajo realizado. La
comunicacion puede ser tanto escrita como verbal y en ella se utilizara de forma progresiva el lenguaje
matematico.

(1) STACEY,K./GROVES,S.- “Resolver problemas: estrategias”. Narcea. Madrid, 1999. P4g. 57.
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2.c. Estrategias de resolucion de problemas.

Hay muchos modelos para la resolucién de problemas, algunos de ellos de corte mas
matematico y otros de corte mas psicologico; entre los primeros tenemos los propuestos por Polya y
Schoenfelde; entre los segundos tenemos el método denominado IDEAL debido a Bransford y Steinen, o
la propuesta de gestion mental de De la Granderie. También hay muchos métodos de resolucion, tales
como los de Mason, Burton y Stacey o el de Fernandez Bravo para la Ensefianza Primaria.

A esos modelos y métodos les son comunes las estrategias de resolucion. Una estrategia es un
camino posible para resolver un problema; eso si, las estrategias suelen ser fructiferas pues suelen ser
utiles para la resolucion de muchos problemas.

La resolucion de problemas mediante el empleo de estrategias desarrolla el pensamiento lateral
(pensamiento divergente), fomenta el pensamiento creativo y ayuda en la obtencién de rendimiento
memoristico. Algunas estrategias para la resolucion de problemas son las siguientes:

Hacer un esquema, dibujo, tabla o diagrama.
En la resolucién de problemas la organizacion es importante y suele ser la clave para encontrar la forma
adecuada de resolucion y, a veces, fundamental para llegar a una buena solucion.

a) Un pastor construye en su prado una cerca en forma de hexagono regular de 5 m. de lado. El
pastor ata la oveja, cada dia, en un vértice distinto de la cerca, con una cuerda de 2,5 m. de
longitud vy, el 7° dia, la ata en el centro con la misma cuerda. La oveja come cada dia todo el
pasto que esta a su alcance. Se pide:
¢, Qué superficie de pasto se come la oveja cada dia?.
¢ Qué superficie se queda sin pastar después de los 7 dias?.

b) Si en una clase de 30 nifios hay 11 que llevan gafas, 9 jersey rojo y 15 no llevan ni gafas ni
jersey rojo, ¢ Cuantos llevan las dos cosas?.

c) Entu bolsillo tienes las siguientes 5 monedas: 1 céntimo, 5 céntimos, 20 céntimos, 50 céntimos
y 1 €. ; Cuantas cantidades distintas se pueden formar?
(Ayuda: Haz un diagrama de arbol. Cada moneda estara, o no, en cada rama del arbol).

Estudiar todos los casos posibles.

a) Se tienen dos fichas de cartéon en las que se ha escrito un numero en cada una de sus dos
caras. Tirandolas al aire y sumando los numeros que quedan a la vista, se pueden obtener los
siguientes resultados: 36, 41, 50, 55.

Se hace una tirada al aire y los dos nimeros que quedan a la vista son 25y 30. ;Cudles
son los dos numeros que han quedado ocultos?

b) Cuatro hombres, uno de los cuales habia cometido un crimen, hacen las siguientes afirmaciones
al ser interrogados por la policia:
Arturo: David lo hizo.
David: Antonio lo hizo.
Gustavo: Yo no lo hice.
Antonio: David mintié cuando dijo que lo hice.

Si sélo una de estas afirmaciones fuera cierta, ¢quién seria el culpable?. ;Y si s6lo una
fuera falsa?

c) ¢ Es cierto qué en un tablero de ajedrez hay 204 cuadrados?

Elegir una buena notacién.

Tenemos 3 cajas iguales y 5 guantes de la mano izquierda, todos ellos iguales. ;De cuantas
maneras se pueden distribuir en las tres cajas?”
(Indicacién: si los guantes los representamos por A y las cajas por B, la secuencia BAA BA BAA, nos
indica que en la primera caja hay dos guantes, en la segunda un guante y en la tercera dos guantes).

Considerar casos particulares.

Empezar por lo facil. Resolver un problema mas simple. Descomponerlo en problemas mas
sencillos.
¢, Cual es el resultado de sumar los n primeros numeros impares?
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Aprovechar las reqularidades (induccidn).

La Induccion y la Deduccion son dos potentes métodos usados en la Ciencia y, en particular en
Matematicas.

Induccién: Sea P(n) una afirmacién referida a un numero natural n. Por ejemplo, en una fila de piezas de
dominé, P(n) = “la ficha que ocupa el lugar n se caera”.

P(1) = “cae la ficha 1”

P(2) = “cae la ficha 2”

P(3) = “cae la ficha 3"

En una cola de personas: P(n) = “el amigo que ocupa el lugar n conoce un secreto”
P(1) = “el amigo 1 conoce el secreto”
P(2) = “el amigo 2 conoce el secreto”
P(3) = “el amigo 3 conoce el secreto”

Ej. “El genio de la botella”. (1)

El relato de Robert Louis Stevenson titulado “El diablo de la botella” nos presenta una version
distinta de nuestra estrechez de miras. El genio encerrado en la botella esta dispuesto a satisfacer cada
uno de nuestros antojos romdnticos y nuestros caprichos financieros. Se nos da la posibilidad de
comprar esa botella, con su sorprendente inquilino, por una cantidad que hemos de fijar nosotros
mismos. Sin embargo, existe una limitacién: una vez hayamos acabado con la botella, hay que venderla
a otra persona a un precio estrictamente menor que el de compra. Si no somos capaces de venderla a
alguien por un precio menor, perderemos todo lo que poseemos y sufriremos penalidades implacables e
insoportables. ;,Cuanto pagariamos por esa botella?

Desde luego, no se puede pagar 1 céntimo, porque entonces no podriamos venderla por un
precio menor.

Tampoco se pueden pagar 2 cts. Porque no encontrariamos a nadie dispuesto a comprarla por 1
cts., porque entonces no podria venderla.

El mismo razonamiento sirve para un posible precio de 3 cts., pues la persona a quien
tendriamos que vender la botella por 2 cts. Argumentaria que no encontraria a nadie a quien venderla
por 1 cts. Analogamente para los precios de 4 cts., 5 cts., 6 cts., etc.

La induccion matematica permite formalizar el razonamiento, que demuestra, sin vuelta de hoja,
que no se puede comprar el genio de la botella por ninguna cantidad.

Sin embargo, casi con toda seguridad, Vd. estaria dispuesto a comprar la botella por 1.000 €. Yo
lo haria. ¢ En qué punto deja de ser convincente el argumento contrario a la compra de la botella?

(1) PAULOS, J.A.- “Un matematico invierte en la bolsa” (2004). Pag. 120.
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Deducir y sacar conclusiones (Deduccion).

Averigle una palabra de cinco letras que tiene en comun, con cada una de las anteriores, tantas
letras como indica el numero que se da al lado. Puede haber mas de una solucién.
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Tantear (ensayo y error).

a) En un bolsillo tenemos monedas de 5, 20 y 50 cts. En total, 12 monedas, con un valor de 2,85
cts. ¢ Cuantas monedas hay de cada clase?.

b) Calcular un nimero tal que al elevarlo al cuadrado y sumarle el nUmero buscado de como
resultado 132.

Empezar un problema desde atras.

Tres personas tienen varias monedas en la mano con las que juegan al siguiente juego: cada
una arroja una moneda al aire; si dos de ellas consiguen el mismo resultado y la tercera no, esta ultima
debe dar a las otras dos una cantidad igual a la que en ese momento del juego dispone cada una de
ellas. Después de tres jugadas la situacion del juego es: cada una ha perdido una sola vez y todas tienen
la misma cantidad de 240€. ; Cuanto dinero tenia cada una en el momento de iniciarse el juego?

Sacar partido de la simetria.

Calcula cual es el area sombreada de la figura, sabiendo qué el lado del cuadrado grande es | =
9cmyqueA, B, C, yD son los puntos medios de los lados del cuadrado.

Demostracion por reduccion al absurdo.

Para demostrar la veracidad de algo que estamos buscando, a veces resulta mas sencillo
suponer que no es cierto y deducir consecuencias de esta apreciacion. Se llega asi a una contradiccion.

a) Demostrar que el conjunto vacio @ es subconjunto de cualquier otro conjunto X.

Si no fuera asi, deberia existir al menos un elemento del conjunto @ que no perteneciera al
conjunto X. Pero el conjunto vacio @ no tiene ningun elemento y por lo tanto esta ultima
suposicién no es posible, es un absurdo, luego el conjunto vacio no contiene elementos que no
estén en X y por lo tanto @ esta incluido en X.

b) Se tiene un tablero de ajedrez (8x8) cuyas casillas miden todas 1cm x 1cm, y se cuenta ademas
con muchas piezas de dominé de dimensiones 2cm x 1cm. Noétese que podemos colocar
algunas de estas piezas de manera que cada una de ellas cubra dos casillas del tablero de
ajedrez. Claramente, haciendo esto, el tablero puede ser cubierto totalmente (sin que ninguna
pieza quede con un trozo fuera del tablero). ;Podria todavia ser cubierto si se elimina la casilla
en una de las esquinas del tablero? ;Y si se eliminan las dos casillas de dos esquinas opuestas?
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Principio del palomar.

Se basa en la siguiente idea: “Si 20 palomas se meten en 19 huecos, necesariamente en algin
hueco debe de haber mas de una paloma”

¢, Cuantas veces se debe lanzar un solo dado para obtener la misma puntuacién por lo menos
dos veces?

(Los casos posibles (huecos) son 6 (1, 2, 3, 4, 5, 6) y las veces que se debe lanzar como minimo
seran por tanto 7).

Jueqgos y problemas ldgicos.

Un pastor, con una enorme col, una enorme oveja y un enorme lobo, llegan a un rio en el que
hay una diminuta barca en la que no caben mas que el pastor y una de sus pertenencias. Si deja al lobo
y a la oveja solos, el lobo .se come a la oveja. Y si deja a la oveja y a la col sin vigilancia, ya sabemos lo
que pasara con la col ... eso si, el lobo no es vegetariano. Quiere pasar a todos al otro lado del rio.
¢, Cémo lo hara?

Hacer estimaciones.

¢, Como harias una estimacion de lo extenso que es tu vocabulario, es decir, del numero de
palabras cuyo significado conoces? (1).

2.d. Problemas referidos a situaciones abiertas.

Aunque debamos conocer las estrategias para resolver problemas, hay muchas mas que las que
hemos mencionado y, ademas en los problemas las estrategias no se presentan en estado puro. Quiere
esto decir que un problema, a veces, se pude resolver mediante mas de una estrategia (de diferentes
formas), o que, a veces, interviene mas de una estrategia en la resolucidbn de un Unico problema.
Ademas, los problemas no se nos presentan agrupados por la estrategia de resolucién a la que puedan
pertenecer, porque descubrir la estrategia forma parte del abordaje que efectuemos del problema y de su
resolucion.

1) Tienes un folio. Lo doblas por la mitad y vuelves a doblar lo que resulta, formando dos partes
iguales. Con unas tijeras haces un corte como el que se indica en la figura. Al desdoblar, ¢;qué
figura te saldra? (Piénsalo antes de cortar).

¢ Qué cortes tendras que hacer para que te salgan otras figuras que se te ocurran? Y
para un hexagono? ;Y para un “octdgono estrellado”? (2).

Ee

(1) TATTERSALL, G.- “Cémo los numeros pueden cambiar tu vida’.
(2) CORBALAN/GAIRIN.- “Problemas a mi-2”. Pég. 23.
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La palabra “capicua”, de origen catalan (cap = cabeza y cua = cola) designa a aquellos numeros
cuya cabeza y cola son iguales, es decir, que da lo mismo leerlos de derecha a izquierda que de
izquierda a derecha. ¢ Sabrias decir cuantos nimeros capiciias hay?. Vete rellenando, para ello,
la siguiente tabla:

DeOa9 De 10 a 99 De 1002999 |De 1000 a|De 10000 a
9999 99999

N° de capicuas

Total acumulado

3)

4)

(1)
(2)

Anédlogamente, a las palabras “capicuas” se las llama palindromos (del gr. palin: de
nuevo y dromos: carrera), es decir, palabras o frases que se deletrean igual empezando por la
izquierda o por la derecha, como por ejemplo, sus, radar, salas, anilina, dabale arroz a la zorra el
abad, etc. 4 Sabrias decir algunos palindromos de 3 letras?. (1).

¢,Cuantos numeros menores que 1000 tienen la suma de sus digitos igual a 7?

El ajedrez es un juego antiquisimo inventado en la India y que lleva ligadas muchas leyendas.
Consta de un tablero con 64 casillas blancas y negras alternadas (llamadas escaques) y 32
figuras (llamadas trebejos). Su inventor, Seta, fue llamado por el rey Sheram, maravillado por el
juego. A fin de recompensarle, le propuso que pidiera cualquier cosa que se le ocurriera. Tras
pedir un periodo de reflexion, Seta se present6 al dia siguiente, maravillando al rey con su
modesta peticion: “Soberano, manda que me entreguen un grano de trigo por la primera casilla
del tablero”.

“¢Un simple grano de trigo?” — contestd admirado el rey.

“Si, Soberano. Por la segunda casilla, ordena que me den dos granos; por la tercera, 4; por la
cuarta, 8; por la quinta, 16; por la sexta, 32; por la séptima, 64; ...”

Basta — interrumpi¢ irritado el rey -. Recibiras el trigo correspondiente a las 64 casillas del tablero
de acuerdo con tu deseo. Pero has de saber que tu peticion es indigna de mi generosidad. Al
pedirme tan misera recompensa, menosprecias, irreverente, mi benevolencia. Retirate. Mis
servidores te sacaran un saco con el trigo que solicitas.

Seta sonrio, abandond la sala y quedd esperando a la puerta del palacio.

El tiempo pas6. Al dia siguiente, el matematico mayor del reino pidié audiencia al rey.

“En todos tus graneros no existe la cantidad de trigo que exige Seta. Si deseas entregar la
recompensa prometida, ordena que todos los reinos de la Tierra se conviertan en labrantios,
manda desecar los mares y océanos, ordena fundir el hielo y la nieve que cubren los lejanos
desiertos del norte. Que todo el espacio sea totalmente sembrado de trigo y ordena que toda la
cosecha obtenida sea entregada a Seta.

El rey escuchaba, lleno de asombro, las palabras del viejo sabio.

“Dime cual es esa cifra tan monstruosa” — dijo reflexionando.

“iOh, Soberano! Dieciocho ftrillones cuatrocientos cuarenta y seis mil setecientos cuarenta y
cuatro billones setenta y tres mil setecientos nueve millones quinientos cincuenta y un mil
seiscientos quince”.

Representa, en cifras, la cantidad anterior.

Sabiendo que un meridiano terrestre mide 40.000 km., halla el radio de la Tierra.

Halla la superficie de la Tierra y elimina la parte cubierta por agua.

Sabiendo que un metro cubico de trigo contiene cerca de 15 millones de granos de trigo y
suponiendo que toda la Tierra se cubriera de trigo con una capa uniforme, ¢jcual seria la altura
alcanzada por esta capa?. (2).

CORBALAN, F.- “La Matemética aplicada a la vida cotidiana (Cap. 4)”. Graé. Barcelona, 1997.
PERELMAN, Y.- “Matematicas recreativas”. Martinez Roca. Barcelona, 1982. Pag. 52.
OUAKNIN, M.A.- “El misterio de las cifras”. Robinbook. Barcelona, 2006. Pag. 24 (Cap. |).
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5) Toma hojas de papel rectangular y, mediante pliegues, construye angulos de 180°, 90°, 45° y

6)

7)

8)

22°30’. Toma otra hoja y haz, con ella, lo siguiente:

¢,Cuanto valen los angulos a 'y 3?
¢, Podrias construir, con la hoja de papel, un triangulo equilatero?.

Hay varias maneras de calcular una raiz cuadrada. Entre ellas, esta el empleo de propiedades
geomeétricas que nos permiten ver, graficamente, el valor de esa raiz.

(I I CCULGIINaG e L 1Y

Mediante el Teorema de Pitagoras: e V\

l K

Utilizando el Teorema de la altura:

Mediante el Teorema del cateto: ¢ ( - \{2._3 ___\/ é

provs ey \

e e

Se pide hallar, con cada uno de estos procedimientos, el modo de calcular Vn, siendo n
un numero cualquiera. Para ello, se debe decir la manera de construir los triangulos rectangulos
que se necesitan. (1).

Tenemos un mecano. Cogemos cuatro barras iguales y las unimos sin apretar mucho los
tornillos, de manera que nos resulte un rombo articulado, que varia al ir empujandolo entre las
manos.

En todos los rombos que resultan hay algunas magnitudes que permanecen constantes y
otras que varian. Di, entre las siguientes, lo que ocurre con cada una de ellas:
a) Perimetro; b) Area; c) la suma de los angulos; d) el angulo que forman las diagonales; e) la
suma de las longitudes de las diagonales. (2).

Una empresa fabrica cajas de cartén de tres tamafios distintos: pequefio, mediano y grande; y en
dos colores: marrén y azul. En su almacén hay el doble de cajas pequefias que de medianas y el
doble de medianas que de grandes. Ademas, todas las cajas grandes son marrones, y hay
tantas cajas medianas de color azul como pequefas de color marrén. ; Hay mas o menos cajas
marrones que azules?.

(1) CORBALAN/GAIRIN.- “Problemas a mi-2”. P4g. 39.
(2) CORBALAN/GAIRIN.- “Problemas a mi-2”. P4g. 43.
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9) Nos mudamos de casa. Andamos atareados con el jaleo que supone empaquetar y transportar
los muebles. Por suerte, la nueva casa es mucho mas amplia y con luz a raudales. Pero tiene un
¢pequeno? Inconveniente: a la entrada hay un pasillo de un metro de ancho que hace un recodo
en angulo recto; a lo mejor los muebles no pasan por ahi. Y no es cosa de llegar alli con los
muebles y, si pasan, bien, y si no, se tiran y ya esta. Se trata de poder calcular cual es la mayor
longitud de un mueble que podra pasar por el pasillo. (1).

10) El tamafio de los televisores se mide en pulgadas (“). Asi, cuando decimos que un televisor es de
20”7, queremos decir que la pantalla, que es rectangular, tiene 20” de diagonal. Ademas, las
dimensiones de la pantalla estan en la relacién 3/4. Con todo ello, estas en condiciones de hallar
las dimensiones, en centimetros, de tu tele, sabiendo el nimero de pulgadas.

(NOTA: La pulgada es una unidad de longitud anglosajona que equivale a 2,54 cm.). (2).

11) Tres amigas americanas, Pat, Betty y Anne han pasado las Ultimas vacaciones en Espafia. A la
vuelta, contandoles sus idas y venidas a sus comparieras, les dijeron entre otras cosas lo
siguiente:

- Pat: estuvimos en Marbella, no fuimos a Granada, pero lo pasamos muy bien en la Costa
Brava.
- Betty: primero fuimos a Marbella y después a Granada. No estuvimos ni en la Costa Brava, ni
en Torremolinos
- Anne: no fuimos a Marbella. Nos gusté mucho la Costa Brava.

Resulta que cada una mintié una vez y sélo una, respecto a los lugares que manifestaron
haber visitado. 4, Podrias deducir donde estuvieron realmente?

Sol: estuvieron: Costa. Brava, Marbella, Granada. No estuvieron: Torremolinos.

12) Una botella y su tapén valen 5 euros y 25 céntimos. La botella vale 5 euros mas que su tapon.
¢, Cuanto vale éste?

13) Tenemos una bicicleta con 2 platos y 5 pifiones. Los platos son de 40 y 50 dientes; los pifiones,
de 10, 12, 15, 20 y 25 dientes. Podemos tener, asi, 10 marchas diferentes. La mas corta (que
utilizaremos para subir cuestas o ir despacio), la obtendremos con el plato mas pequefio y el
pidn mas grande; lo contrario ocurrird con la marcha mas larga. Si las ruedas de la bicicleta
tienen 80 cm. de didametro, ¢cuanto avanzaremos, con una pedalada, en cada una de las 10
marchas?.

Ahora que ya conoces el funcionamiento de las marchas, tal vez seas capaz de resolver
una cuestién que se plantearon los ciclistas en una etapa contra reloj. Debian recorrer 10 km. en
total, de los cuales, 5 eran una larga bajada en la que podian utilizar la marcha mas larga, y otros
5 km. eran, por el contrario, una subida bastante pronunciada en la que debian usar la marcha
mas corta. ¢ Cuantas pedaladas tenian que dar en total? ; Significa esto que todos los ciclistas
dan el mismo numero de pedaladas a lo largo de una carrera?. (3).

14) En un almacén puedes conseguir un descuento del 20%, pero, al mismo tiempo, tienes que
pagar unos impuestos del 15%. ¢Qué preferirias que calculasen primero, el descuento o el
impuesto?

15) Una cuadrilla de amigos fueron a cenar. Unos pidieron un menu de 9 € y los otros de 13 €.
Sabiendo que gastaron en total 1000 € y que el numero de los que eligieron el 2° menu es menor
que el de los que eligieron el 1°, ; cuantos amigos fueron a cenar?. Sol: 43 y 13. (4).

(1) CORBALAN, F. “La matemética aplicada a la vida cotidiana”. P4g. 98.
(2) CORBALAN/GAIRIN.- “Problemas a mi-2". Pég. 47.

(3) CORBALAN,F./GAIRIN,J.M.- "Problemas a mi". Vol. 1. Pag. 19.

(4) Ibaizabal. 1° DBHO pég. 80.
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2.e. Problemas escolares.

Si se les pregunta a los alumnos qué es lo que entienden por “problema” nos podemos encontrar
con alguna de las siguientes respuestas:

- Es algo que se resuelve mediante operaciones.

- Es un numero que sirve para adivinar las preguntas sobre los numeros que aparecen en las
frases.

- Es algo dificil que hay que resolver y que ayuda a pensar.

Los problemas escolares tienen como caracteristica principal la estructura matematica que se crea
entre el enunciado y la resolucion. El enunciado describe una situacion y, segun la estructura matematica
con la que se resuelva, el problema sera de uno u otro tipo. Hay que tener en cuenta que cualquiera que
sea el problema escolar, los nifios de esas edades en la resolucién de problemas, no s6lo deben
movilizar competencias cognitivas, sino que también son importantes la motivacion y el componente
afectivo.

2.e.1. Protocolo.

Hay varios protocolos utilizados en la resolucion y presentacion de problemas, todos parecidos y
cuyo objetivo es que el alumno trabaje y presente el proceso de resolucién del problema de forma
sistematica y ordenada. Nosotros presentamos dos protocolos muy conocidos y faciles de utilizar.

Primero: Por un lado se presentan los datos del problema y por otro, se expresa la operacion a realizar,
poniendo al lado de ésta el calculo que le corresponde, y escribiendo, por fin, el resultado. De la
siguiente manera:

Datos:

Expresion de la operacion Calculo

Resultado:

Segundo: La resolucion de un problema se expresara mediante los siguientes pasos:
- Esquema
- Planteamiento-Organizacion- Operaciones
- Comprobacion del resultado

Esquema Planteamiento Comprobacion del
resultado
- Datos conocidos - ¢,Como organizo los datos? | - ¢ Esta completa la
- ¢, Qué nos piden? - ¢, Qué pasos puedo dar para | respuesta?
- ¢, Puedo hacer un dibujo que | obtener resultados? - ¢Puede haber mas
me ayude a comprenderlo? - Calculos soluciones?
- Resaltar el resultado - ¢Tiene sentido lo que he
hecho y obtenido?

Resuelve, ajustandote al protocolo, el siguiente ejemplo de problema escolar:

“Un fabricante de pinceles los empaqueta en cajas de 24. Si le han encargado 15 cajas y cada
pincel vale 7€ ; cuanto le costara el encargo?”

Tarea didactica: Compara los dos protocolos y sefiala los aspectos mas interesantes de cada
uno de ellos.
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2.e.2. Tipos de problemas en Enseiianza Primaria.

2.e.2.1. Problemas aritméticos.

En un problema aritmético se describe una situaciéon o suceso cotidiano mediante un enunciado
que contiene aspectos cuantitativos. Para resolver el problema se deben hacer inferencias en las que se
utiliza el lenguaje de las matematicas.

En la medida en que las matematicas son un lenguaje, los datos de un problema se deben traducir
a ese lenguaje, pasando asi de la situacion descrita en el problema a una estructura numérica.

m De primer nivel.

v" Adiciones y sustracciones.

Se llaman de primer nivel porque en su resolucidén sélo se necesita una operacién de estructura
aditiva (o de resta). Pueden ser de diferentes tipos:

- Cambio. Partiendo de una situacion inicial y mediante un cambio positivo o0 negativo que se produce en
esa situacion inicial se llega a una situacion final. Es una situacién dinamica y so6lo se hace referencia a
un tipo de unidad.

Situacién > Situacién
inicial Cambio final

La incognita puede aparecer en tres posiciones:
Situacion inicial = x cambio = x situacion final = x

Segun donde aparezca la incognita y segun que el cambio sea positivo 0 negativo se tienen seis
tipos de problemas distintos.

Ej. 1. “El dia 1 de abril conté el dinero que tenia en la hucha y eran 17 €. Hoy es el ultimo dia del mes y
tengo 28 €. ; Cuanto dinero he ahorrado durante este mes?”.
Inicio = 17€, cambio = x €, final = 28€. Estructura: A-H =x

Ej. 2. “Miren tiene 4 peras y le da 2 a Jone. 4 Cuantas peras tiene Miren ahora?”.
Inicio = 4 peras, cambio = 2 peras, final = x. Estructura: H+ A =x

- Combinacion. Se unen los elementos de dos conjuntos que no cambian. Se combinan dos cantidades
para obtener una tercera. La situacion es estatica.

M, > M,

Se puede preguntar bien sobre el total, o sobre cada una de sus componentes, surgiendo asi dos
categorias. En cada categoria la operacion a realizar es diferente.

1. Ej. “Los autobuses de una ciudad son de uno de los dos colores siguientes: amarillos o verdes.
En el tiempo que hemos estado esperando en la parada hemos visto pasar 7 autobuses verdes y
6 amarillos. ¢ Cuantos autobuses han pasado en total?”.

2. Ej. “A una sesion de cine asistieron 153 personas. Si la sala tiene 185 butacas, ¢cuantos
asientos se encontraban vacios?”.

- Comparacion. Se comparan dos cantidades entre si, mediante las expresiones "mas que” o “menos
que”. Segun el tipo de comparacion (positiva o negativa) y segun la posicién de la incognita (la cantidad
mas grande, la menor, o la comparacion misma), surgen seis tipos de problemas. La situacién es
estatica.

Ej. 1. “Miren y Javier estan haciendo una coleccién de cromos de animales. Miren tiene 187 cromos,
tiene 46 mas que Javier. ; Cuantos cromos tiene Javier?”.

Ej. 2. “Miren tiene 4 peras y Jone 7. s Cuantas peras mas tiene Miren que Jone?”.
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v" Multiplicaciones y divisiones.

En los problemas de sumas y restas aparece un unico tipo de elementos. En los problemas de
multiplicaciones los elementos son de dos tipos: bolsas y canicas, botellas de leche y precio de la botella,
baldas y juguetes,...

- Problemas de razén.
Son problemas de proporcionalidad entre dos magnitudes. Se resuelven mediante un producto,
una divisién, una proporcion o una regla de tres. Intervienen cuatro variables.

Ej. 1. “Tenemos siete bolsas con canicas y en cada bolsa hay 5 canicas. jCuantas canicas tenemos?”
Ej. 2. “Una bolsa que contiene 3 kilos de patatas cuesta 4,5 €. ; Cuanto costaran 5 kilos de patatas?”

Ej. 3. “Compré 6 botellas de leche y pagué 4,80 €. ; Cuanto vale cada botella?”

Ej. 4. “Por un jamén entero pagamos 152 €. El precio del jamén de esta clase es de 19 €/kilo. ¢ Cuanto
pesa el jamén que hemos comprado?”

Todos estos problemas se pueden expresar mediante tablas:

N° N° Kilos de Precio
Bolsas Canicas Patatas

7 ? 3 4,5

1 5 5 ?

Botellas de Precio Kilos de Precio

Leche Jamén

1 ? 1 19

6 4,80 ? 152

El ejemplo 1 se puede resolver de dos formas distintas:
- 5 canicas x 7 = 5 canicas + 5 canicas + 5 canicas + 5 canicas + 5 canicas + 5 canicas + 5 canicas = 35
canicas.
- 7 bolsas x 5 canicas/bolsa = 35 canicas
Los dos procedimientos son equivalentes, pero en el primero el operador (numero de bolsas=7) es un
escalar aditivo; en el segundo, el operador (5 canicas/bolsa) tiene dimension.

En ejemplo 4 la resolucién mas sencilla consiste en efectuar restas sucesivas:

Kilos de jamén | Resto de precios
1 152-19 =133
2 133-19 =114
3 114-19 =95
4 95-19 =76
5 76-19 = 57
6 57-19 = 38
7 38-19 =19
8 19-19=0

- Factor n. Es un caso especial de los problemas de razones. Para efectuar la comparacion se utiliza un
coeficiente multiplicador (la razén).

Ej. “Unos zapatos cuestan 72 €. Un balén de baloncesto cuesta 8 veces menos. ¢Cuanto cuesta el
balon?”.

- Problemas de combinacién (Producto cartesiano).

Tenemos dos tipos de elementos que se combinan, mediante el producto cartesiano, para obtener
otro elemento compuesto de los dos anteriores.
Ej. “Combinando mis pantalones y camisas me puedo vestir de 24 formas diferentes. Tengo 4
pantalones. ¢ Cuantas camisas tengo?”
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m De segundo nivel.

En este tipo de problemas se debe realizar mas de una operacion, que ademas puede pertenecer
a diferentes campos conceptuales (por ejemplo, restas y multiplicaciones).

Ej. 1. “Una sefiora lleva en la cartera 300 €. Entra a una tienda de ropa y compra 3 pantalones que le
cuestan 72 € cada uno y 2 camisetas a 15 € la unidad. ¢Cuanto dinero valen los tres pantalones?
¢Cuanto paga por las camisetas? Cuanto dinero gasta la sefiora en la tienda? ;Cuanto dinero le
quedara en la cartera al salir?”.

Ej. 2. “Un comerciante vendié 300 botellas de aceite a 1,10 € cada una. En la venta gand 140 €. ;Cual
fue el precio de venta de cada botella?”.

Ej. 3. “Una pieza de % de kilo de solomillo de vaca cuesta 21 €. ;Cuénto habremos pagado por 2
kilogramos de ese tipo de carne?”.

2.e.2.2. Problemas geométricos.

La sola utilizacion de la geometria estatica como elemento de aprendizaje crea conflictos
didacticos que se tratan de superar con el uso de la geometria dinamica, bien con la manipulacién de
materiales, o con programas informaticos del tipo “Geogebra”, donde las figuras tienen movimiento,
siendo mas sencillo y motivador, para el alumno, comprobar y generalizar las propiedades de las figuras.

- Geoplano: Ej. ¢ Cudl es el numero maximo de cuadrados que se pueden construir en un geoplano de
medidas 5 x 57.

En la siguiente direccion de Internet se encuentra un denominado “geoplano inteligente”:
http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/problematic/menuppal.html

- Poliminds.

En la ensefianza elemental, la Geometria ha tenido desde siempre un caracter deductivo. Pero,
hoy en dia, se intenta reforzar su aspecto inductivo. Los polimindés se construyen partiendo de
cuadrados: a los de dos cuadrados se les denomina dominds; a los de tres, triminds; a los de cuatro,
tetraminds,...etc. Los poliminds fueron creados por Golomb, que los introdujo en 1954, en un articulo
titulado “Chester Board and Polyominoes”.

O @
trimino etramino

domino O ") O

o—=0

Ejercicio: Construye todos los triminds que haya. Partiendo de ellos y afiadiéndoles otro cuadrado
construye todos los tetraminds. Partiendo de estos ultimos construye todos los pentaminés (son 12).
Construir todos los hexaminds es bastante mas dificil pues son 35 en total.

Con este tipo de problemas, ademas de trabajar el aspecto inductivo de la geometria, se les
plantea a los alumnos un tipo de problemas abiertos y de pensamiento divergente. La familia de figuras
geométricas se puede mover, girar, reflejar, y utilizar para embaldosar el suelo mediante traslaciones;
Mediante la composicion de diferentes figuras, se pueden plantear también rompecabezas geométricos.

Son numerosos los ejercicios que se pueden plantear con los pentaminés, algunos de los cuales
se pueden encontrar en la siguiente direccion:

http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/problematic/menuppal.html
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2.e.2.3. Problemas de razonamiento légico

Ej. ‘iAmparo y Luis, son, por parte de madre, los abuelos de Olga. Mario, padre de Enrique, es hermano
de Alvaro y marido de Sonia. Diego y Matias son los tios de Susana. Maria y Antonio son los suegros de
Sonia. Con todos esos datos construye el arbol genealodgico de la familia.

2.e.2.4. Problemas de recuento sistematico

Ej. “; Cuantos bloques hay en cada construccion? Explica como lo haces”.

W

2.e.3. Dificultad de los problemas escolares.

Una interpretacion del caracter diferente que tienen las sumas y las restas aparece en el libro
“Obabakoak”, de Bernardo Atxaga: “Segun Harris, ademas, las sumas suelen dar lugar a cuentos con
final feliz. Los originados por restas, en cambio, suelen tener finales tragicos”.

La dificultad de un problema depende de muchos factores y es un concepto relativo. Pero las
investigaciones han probado que hay ciertas caracteristicas que hacen que un problema sea mas o
menos dificil.

e La primera dificultad es, desde luego, no entender el problema, bien porque los alumnos no
entienden el lenguaje utilizado, o bien porque la situacién que se les plantea no les resulta
préxima.

e También se ha comprobado que los problemas de combinaciéon son mas faciles que los de
cambio y que los de comparacion.

e De la misma manera, se ha comprobado también que los problemas cuya estructura es del
tipo “a+ b =7?"” son mas sencillos que aquellos cuya estructuraes “? +b =c”.

e Otros factores que influyen en la dificultad de los problemas son los siguientes:

o Eltamafo del problema.

o La complejidad gramatical.

o Los datos y su situacion dentro del enunciado.
o El numero de operaciones

Examinemos algunos de estos factores:

e Eltamario del problema.
“Dificultad creciente segun el numero de frases del enunciado y su tamafio”

Tres frases cortas | Dos frases cortas | Una frase
- - - - -
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Ej. 1: “70 niflos se ponen en fila. En cada fila hay 7 nifios. ¢ Cuantas filas hay?”
Ej. 2: “Setenta nifios se colocan en filas de a siete. ¢ Cuantas filas hay?”
Ej. 3: “¢ Cuantas filas hay colocandose 70 nifios en filas de a siete?”

e Complejidad gramatical.

Dificultad creciente segun el nimero de palabras clave del enunciado (adjetivos y verbos).

Términos matematicos: anadir, juntar, Lenguaje usual (no de la terminologia
quitar, restar, repetir, dividir matematica): llenar, entrar, coger, rebajar,
comprar, perder
- - - - -

Ej. 1: “Pedro tenia 20 canicas. Le han quitado 7. ; Cuéntas tiene?”

Ej. 2: “Pedro tenia 20 canicas. Ha perdido 7. 4 Cuéntas tiene ahora?”

Ej. 3: “Un librero ha recibido 48 libros. Quiere repartirlos en 7 estanterias todas iguales.
¢,Cuantos libros colocara en cada estanteria?”

Ej. 4: “Un librero ha comprado 48 libros. Quiere colocarlos en estanterias de forma que todas
tengan el mismo numero de libros. ¢ Cuantos libros colocara en cada estanteria?”

e FElorden de presentacion de los datos del problema.

Dificultad creciente segun coincidan, o no, con el orden en que son utilizados para las
operaciones.

Mismo orden que las operaciones | Orden distinto
- - - - -

Ej. 1: “Pedro se ha ido al cine con 30 € y ahora tiene 18 €, ;cuanto se ha gastado?”
Ej. 2: “Pedro tiene ahora 18 € y antes tenia 30 €. ; Cuanto se ha gastado?”

Es decir, los alumnos encuentran menos dificultades cuando las situaciones que se
presentan en el enunciado estan ordenadas en el tiempo.

De todas estas dificultades se derivan unos errores tipo, siendo aquéllos en que los alumnos
suelen incurrir con mayor frecuencia los siguientes:

- Por encima de todo conseguir una solucion, realizando cualquier tipo de operacion, aunque no

tenga sentido.

- Realizar las operaciones del problema mediante una aplicacion automatica de los conectores

semanticos (palabras clave) del problema.

- Utilizar todos los datos que aparecen en el problema, aunque sean datos de caracter superfluo.

- Utilizar el ultimo procedimiento que se ha explicado en clase.

Por ejemplo, en una investigacion realizada en Suiza con 101 nifios, se planted el siguiente
problema: “Un pastor tiene 125 ovejas y 5 perros. ;Cual es la edad del pastor?”

Sélo un alumno respondi6 diciendo que es un problema irresoluble; el resto dio algun tipo de
solucion numérica. Entre ellos, hubo uno, que plante6 todas las operaciones posibles que se podian
realizar con los datos del problema, elimin6 los resultados que le parecian ilogicos y eligié el que le
parecié mas coherente, de la siguiente forma:

125 x 5 =625, no
125 +5 =130, no
125-5=120, no
125:5 =25, ésta, si.

Parece que se puede concluir que existe la creencia de que todos los problemas que aparecen
en los libros de texto se tienen que resolver mediante algun tipo de calculo aritmético. O incluso de que
las soluciones que no contienen nimeros son erréneas.

“La esencia de las Matematicas esta en los razonamientos y no en los numeros”
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Se puede encontrar un antecedente de este problema en el siguiente, muy famoso, que Flaubert
propuso a su hermana Caroline en una carta: “Puesto que estudias geometria y trigonometria voy a
proponerte un problema: Un barco navega en el océano. Sali6 de Boston con un cargamento de lana.
Desplaza 200 toneladas. Se dirige hacia Le Havre. El palo mayor se quebré; el camarero de la cabina
esta en el puente; a bordo hay doce pasajeros. El viento sopla en la direccion ENE. El reloj marca las
tres y cuarto. Es el mes de mayo. 4 Qué edad tiene el capitan?”. (1).

Por supuesto, el problema, ademas de tener un montén de datos situados en un determinado
contexto, plantea una pregunta que no tiene ninguna relacion con ninguno de ellos y convierte por tanto
al problema en irresoluble.

2.e.4. Elaboracién de enunciados.

En este apartado vamos a mostrar, mediante ejemplos, algunas técnicas que existen para la
resoluciéon de problemas escolares. Mediante el empleo de esas técnicas se intenta que la resolucion de
problemas sea algo mas que la mera aplicacion de un automatismo y no se limite, por tanto, a la
aplicacion de un procedimiento o rutina, sino que se le planteen al alumno situaciones en las que antes
de actuar debe pensar, ya sea porque para entender el enunciado se tiene que convertir en elemento
activo de la comprension, ya sea porque se le plantean situaciones incompletas que debe, usando su
creatividad, finalizar, o bien porque debe comprender, representar y reflexionar sobre problemas
planteados en un contexto. Son, cébmo no, herramientas didacticas que, aplicadas secuencialmente,
resultan de gran ayuda en el planteamiento, comprensién y resolucion de problemas.

2.e.4.1. Comprensién del enunciado

Al trabajar los enunciados, lo que se busca es facilitar y profundizar en la comprensiéon de los
problemas. Esto no se consigue con la sola lectura del enunciado, aunque sea repetidas veces, o con
remarcar cuales son los datos y las preguntas que plantea el enunciado. Todo eso ayuda, pero lo que
aqui se propone, es un trabajo sistematico que lleve a conseguir una comprensiéon mas activa y completa
del enunciado. Se plantearan, para ello, enunciados incompletos, que habra que completar, en un
determinado sentido; puede ser que falten datos, o que no se hayan planteado las preguntas, o que haya
que realizar alguna operacion légica con el enunciado, o que, en fin, tal vez haya que construir un
enunciado que responda a determinadas condiciones.

- Situaciones cualitativas en las que no aparecen nimeros.

Son las primeras situaciones en las que se pone al alumno frente a una situacion abierta vy,
aunque pueda parecer al principio que para poder resolver el problema falte algo, el objetivo es,
precisamente, trabajar las diferentes formas de entender el problema, lo que se demanda, las formas
de plantearlo vy, si acaso, completar y detallar el enunciado.

Ej. “Un cuaderno cuesta mas que un rotulador. Si tienes dinero suficiente para comprar dos
rotuladores, ¢,podras comprar un cuaderno?”.

Tarea: Plantea diferentes interpretaciones del problema. ;Qué condiciones se deben dar para
que el problema tenga solucién? Plantea una variaciéon del problema.

- Poner los datos que corresponden al enunciado.

Por un lado, el enunciado esta incompleto y se debe completar con los datos que se facilitan,
colocandolos en el texto de forma coherente, dando sentido al enunciado, para lo cual habra que
razonar debidamente.

Ej. “He comprado un cuaderno y un rotulador; el rotulador es mas barato. ¢ Cuanto dinero me
han devuelto? (Datos: 7€, 3€, 4€; ponlos tu mismo dentro del enunciado)”
Tarea: Pon otro ejemplo sacado de un contexto diferente.

- Dadas las prequntas redactar el enunciado.

De nuevo queremos reescribir el enunciado, resolviendo el problema empezando por el final.
Se trata de problemas abiertos y por lo tanto habra que utilizar la creatividad, el lenguaje y la
comunicacion.

(1) Puig, L. y Cerdan, F.- “Problemas aritméticos escolares”. (1988). Madrid. Sintesis. Pég. 39.
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Ej. “; Cuantos minutos tuvo que esperar Juan mas que Marta? ;Y cuantos minutos esperd Marta
menos que a Irene?”

Tarea: Escribe al menos dos enunciados diferentes que sirvan para completar las preguntas
planteadas.

- Partiendo del enunciado plantear las prequntas.

Aqui también estamos frente a un enunciado incompleto, porque las preguntas son parte de él.
Este apartado puede presentar muchas modalidades, que responden a las diferentes condiciones a
las que deben responder las preguntas a plantear.

Ej. Dos libros de igual precio cuestan 8€ mas que una calculadora. He comprado los dos libros y
la calculadora, he entregado un billete de 50 € y me han devuelto 6 €.

a)é, ? (respuesta: 44 €)
b)¢, ? (respuesta: 26 €)
c)é, ? (respuesta: libro)
d)é, ? (respuesta: No)

Tarea: Antes de hacer nada examina las respuestas que se proponen y relacionalas con el tipo de
preguntas y con las operaciones a realizar. Propén el mismo ejercicio introduciendo alguna
variacion, bien en el enunciado, en los datos, o en las preguntas. Propén otro ejercicio diferente en
el que haya que escribir las preguntas.

- Utilizar operaciones légicas con las expresiones del enunciado.

Mediante los conectores logicos puede cambiarse el enunciado de tal forma que se obtenga
un problema totalmente diferente. Este segundo problema tendra una solucion diferente de la del
primero. De esta forma profundizamos en la comprension de los enunciados y de los problemas.
Ej. “Ane gasté mas dinero que Irati. Irati gasté mas dinero que Jaione. ;Quién de las tres gastd
mas dinero? Ordénalas de mayor a menor en relacion al gasto”.

Ej. “Juan y Pedro son dos amigos a los que les gusta el cine. Siempre van los miércoles. Siguen
las siguientes normas para decidir si van al cine o no:

- Si hace bueno no va ninguno de los dos

- Sillueve van los dos

- Si esta nublado solo va Juan y Pedro va al polideportivo
El precio del cine es 5 €, y al polideportivo se accede abonando 3 €. Se sabe que este ultimo
miércoles gastaron entre los dos 8 €. ;A qué actividades acudieron y cual fue el tiempo que hizo?.

Tarea: Plantea el segundo ejemplo negando todas las frases y conectores légicos que aparecen
en el enunciado, pero manteniendo la coherencia del problema. Construye el enunciado que
resultaria.

- Comunicacioén del proceso sequido en el problema.

La dltima fase de la resolucion de un problema es la comunicacién, que puede ser tanto
escrita como oral. En matematicas, los procesos de pensamiento, las representaciones del
problema, los bloqueos y, en ultima instancia, todo lo que haya ocurrido durante la resolucion del
problema, al expresarlo de forma oral, delante de los companeros, facilita la comprension del
proceso en su conjunto y favorece la competencia comunicativa.

Por ejemplo, son muy apropiados para este fin los problemas geométricos en los que se pide
que se describa una determinada figura, o que se describa el itinerario seguido por una tortuga en
un plano para ir de un punto a otro.

Tarea: “Plantear una situacion didactica en la que aparezca un esquema realizado en una hoja
que contenga un itinerario (puede ser una figura poligonal recorrida en un determinado sentido, u
otra figura geométrica). Ahora se deben dar oralmente al resto de compafieros del grupo, sin que
vean la imagen, las instrucciones precisas y necesarias para que reproduzcan la imagen y el
itinerario. Después, se deben comparar las figuras realizadas por cada uno con la original. Analizar
los defectos vy dificultades habidos en la comunicaciéon y en las instrucciones dadas. Analiza la
necesidad de precision y claridad, que la distancia entre emisor y receptor hacen que sean
necesarias”
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2.e.4.2. Enunciado y resoluciéon

Enunciar el problema que corresponde a una solucion dada de antemano.

Tarea: “Inventar el enunciado de un problema cuya solucién esté dada por la siguiente expresion
aritmética: 3 x (16 -4) : 4 = caballos”.

Es similar a la estrategia de “resolver un problema empezando por atras”. Se debe idear
un contexto para el problema, tal vez no sea preciso respetar el orden de las operaciones, pero es
totalmente necesario construir a la vez la solucién y el enunciado.

Cambiar alqunos datos del enunciado cumpliendo ciertas condiciones.

Por medio de esta técnica se remarca la importancia de los datos del problema. Antes de
cambiar los datos se debe resolver el problema y una vez efectuados los cambios se comprendera
mejor la relacidon existente entre estos y la solucién.

Tarea: “Lara tiene 25 € y su abuelo le da otros 12 € més. Lara gasta en comprar cromos 7 €.
¢, Cuanto dinero le queda?” Cambia dos datos del enunciado sin que cambie la solucién. Cambiar
todos los datos del enunciado manteniendo la misma solucién. ¢Podria cambiarse un Unico dato
del enunciado sin que cambie la solucién?”

Encontrar entre varios problemas dados el que corresponda a una determinada solucion.

Tarea: “Entre los siguientes problemas, ¢cual de ellos se resuelve mediante la operacién 25 — 9 +
47"
1. problema: Mi hermano mayor tiene 25 afios y yo 9. Cuando yo naci en mi casa eran otros
cuatro hermanos. ,Cuantos afos tenemos entre todos los hermanos?
Propén tu otros tres problemas con sentido y dados dentro de un contexto, uno de los
cuales se resuelva mediante la operacién dada. Controla los datos de cada problema vy las
operaciones de cada solucion”

Partiendo de la solucion completar los datos que faltan en el enunciado.

Es otra variante que puede favorecer también la mejor comprension de la relacion
existente entre enunciado y solucion. Es conveniente cambiar los nimeros de la solucién para que
asi, los datos del enunciado también cambien.

Tarea: “Maialen ha ido a comprar gominolas. Las gominolas vienen en bolsas de . Ha
comprado bolsas, pero estaban vacias. ¢ Cuantas gominolas tiene?”.
4-1=3 3 x 6 =18; 18 gominolas

Rellena, partiendo de la solucién, los datos que faltan en el enunciado. Inventa otras dos
posibles soluciones y, partiendo de ellas, rellena los datos del enunciado.

De entre varias soluciones, eleqir la correcta.

Tarea: “Receta para preparar Macedonia de frutas para 4 personas:
- 6 peras
- 2 manzanas
- 1/2 kg de fresas
- 3 melocotones
- 1 platano

Si la macedonia fuera para seis personas, ¢cuanto se deberia utilizar de cada ingrediente?

1. solucion 2. solucion 3. solucion
6-4=2
6 + 6 =12 peras 6 x 3/2 = 9 peras 6 + 2 = 8 peras
2 + 6 = 8 peras 2 x 3/2 = 3 manzanas 2 + 2 =4 manzanas
2 Kg para seis, 3 kg 0,5 kg x 3/2 = 0,75 kg de fresas %2 kg x 2 =1 kg de fresas
3 + 6 = 9 melocotones 3 x 3/2 = 4,5 melocotones 3 + 2 = 5 melocotones
1+ 6 = 7 platanos 1x3/2=1,5 platanos 1 + 2 = 3 platanos
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¢, Cual es la solucién correcta?”

Se puede seguir una serie de pasos coherentes para realizar la tarea; por ejemplo,
analizar los datos de cada solucidon y eliminar las soluciones sin sentido; reconocer, comparando
las soluciones, ciertos datos que carezcan de sentido; sefalar las incongruencias que puedan
existir desde un punto de vista l6gico-matematico. De este modo, intenta comprender la l6gica que
subyace a cada una de las soluciones y sefiala cuales pueden ser los modelos didacticos que
llevan a un razonamiento equivocado.

Trabajar la creatividad.

Es claro que, para la comprensién activa de los problemas aritméticos, las técnicas que se
pueden presentar se podrian alargar hasta el infinito, sin mas que introducir pequefias variaciones
entre ellas, que conducirian a plantear situaciones diferentes. De todas formas, algunas
situaciones son mas cerradas que otras y admiten una unica solucién, aunque eso si, haya que
pensar activamente antes de obtener la solucion. En este apartado se quiere liberar la creatividad,
para que se puedan construir diferentes enunciados del problema.

Planteamos un escenario y el alumno debe plantear otros tres. Aqui esta el nuestro:

“Inventa una situacién, sabiendo que la solucion es 45, partiendo de esta pregunta: ¢cuantas
canicas tienen entre tres amigos?”

2.e.4.3. Problemas contextualizados.

Para que la ensefianza de la matematica sea significativa, los problemas se deben
extraer de situaciones que sean préximas al alumno, de situaciones cotidianas o de situaciones
en las que se apliquen las matematicas. Es decir, los problemas ademas de no ser simples
ejercicios, deben tener un significado para el alumno, algo que les resulte parte de su entorno,
algo practico que sea un reto que consideran importante resolver.

Ej. “Una persona tiene que comprar 14 yogures para toda la semana. En el supermercado
encuentra dos ofertas: yogures puestos en packs de 8, de los cuales hay que llevar al menos 5
packs y yogures puestos en packs de 4, de los cuales no hay un nimero minimo a llevar. Los
yogures tienen la misma duracion. El precio de un pack de 8 yogures es 3,50 € y el pack de 4
yogures cuesta 2,20 €. El comprador quiere ahorrar el maximo dinero posible, pero también,
estar el maximo de tiempo posible sin volver por el supermercado. ;Qué yogures deberia
comprar?.

Tarea didactica: Presentar el problema en otro contexto, o con otro tipo de redaccion. El contexto
puede ser cambiado haciendo que sea mas o menos proximo al alumno. Por ejemplo, en lugar
de una compra de yogures en el supermercado, podria ser una compra en la libreria o un pedido
realizado en una farmacia. También se puede cambiar el modo formal de presentacion del
problema, por ejemplo, introduciendo material manipulativo (yogures y packs reales), o una
representacion grafica (un dibujo) y, por fin, mediante una representacién simbdlica (simbolos
matematicos).

2.e.5. Actividades propuestas.

2.e.5.1. Problemas aritméticos

1. “En las jornadas de teatro de Santurtzi, por cada dos entradas que se compren te regalan una tercera.
Teniendo en cuenta esa oferta, completa la siguiente tabla:

Pagas | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Llevas

¢, Como clasificarias didacticamente este ejercicio? ;,Cual es el concepto matematico que aflora a través
de este ejercicio?

2. “Ha
lanzan

y dos pueblos en los que por tradicién se lanzan cohetes cada cierto tiempo; en el primero se
cada diez dias y en el segundo cada doce. Si en los dos pueblos se lanzaron cohetes el 1 de

agosto, ¢,cuando volveran a coincidir?”

El problema se resuelve como aplicacion de un concepto matematico. ;Cual es ese concepto?

¢ Seria adecuado, en este caso, la resolucién mediante una tabla de valores?
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3. Se propone la siguiente actividad en un aula de Educacién Primaria: Escribir en cada hexagono el
numero que falta

- Realiza la actividad y explica cdmo has encontrado los numeros.
- ¢Cual es, en tu opinidn, el objetivo de esta actividad?

4. “En una clase hay mas chicas que chicos. En total hay 15 alumnos. ;Cuantas chicas hay en esa
clase? ;,Qué le debes anadir al enunciado para qué tenga solucion Unica? ;En este Ultimo caso, que tipo
de problema es? ;Puedes redactarlo de una forma mas compacta haciendo que cambie su nivel de
dificultad?”

(trabajar los enunciados)

5. “Escribe el enunciado de un problema que tenga los siguientes elementos: datos necesarios, datos
innecesarios, datos implicitos y explicitos, conectores semanticos directos e inversos, preguntas.
Resuelve el problema. Cambia el enunciado para que sea mas corto. Clasifica el problema y su nivel de
dificultad. Cambia el enunciado contextualizandolo, aunque sea mas largo. El problema debe responder
al sentido comun y tener coherencia.

(trabajar los enunciados)

6. “La suma de dos numeros es 11; ¢ cual sera la solucion que obtengamos sumando tres numeros?”.
Este puede ser el enunciado de un problema; reflexiona sobre su soluciébn y plantea otros dos
enunciados semejantes. ;,Cual es el objetivo didactico que se persigue con este ejercicio?

7. “El camion que abastece al comedor de la escuela realiza 3 viajes de ida y vuelta diarios desde la
empresa hasta la escuela. La empresa esta situada a 12 km de la escuela. En el primer viaje ha traido
200 bocadillos y 50 I. de leche. En el segundo viaje trae comida para 250 personas y en el tercero se
lleva las sobras del dia y los envases. Un viaje de ida y vuelta del camion cuesta 80 €”.

Partiendo de esta enunciado, y completandolo si fuera necesario, plantea las cuestiones del problema.
Entre esas cuestiones pon una que no tenga solucion y otra que ya esté contestada en el propio
enunciado. Las cuestiones deben tener sentido.

(partiendo del enunciado construir las cuestiones)

8. “La catedral de Sevilla se comenz6 el afio 1402 y finaliz6 en 1519. Es de planta rectangular. La
catedral de Santiago de Compostela se comenzé en el afio 1075 y se finalizd en 1128”

Busca los datos correspondientes a la catedral de Bilbao. Plantea tres cuestiones que tengan una
solucién numeérica y otras tres en la que la respuesta sea alfanumérica (una frase con o sin numeros)
(Por ejemplo, las soluciones podrian ser: 117 afios, 636 meses, mas de un siglo, no, la catedral de
Santiago, no se puede responder con los datos que nos dan)

(plantear las cuestiones)

9. “Voy a ir a la fruteria a comprar dos kilos de naranjas y un kilo de manzanas o tres kilos de peras. El
kilo de naranjas cuesta 1,20 €, el de manzanas 0,99 € y el de peras 1,99 €. He comprado dos tipos de
fruta y al pagar me han devuelto cambios. ¢ Cuanto dinero he gastado?”

Discute y resuelve el problema. Completa el enunciado si crees que es necesario. Intercambia
entre si los conectores l6gicos, escribe el nuevo enunciado y vuelve a contestar a las mismas preguntas
anteriores. Compara las soluciones.

(intercambiar conjuncidon por disyuncién y comparar las soluciones)

10. En este ejercicio los datos del enunciado estan mal colocados; tu debes colocarlos bien para que el
problema tenga sentido: “He ido a comprar un regalo con 15 €. Una mufieca vale 8 €, un juego de
segunda mano 7 € y una excavadora 24 €. He comprado dos cosas y todavia me ha sobrado dinero.
¢ Qué he comprado?
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11. “Jone ha invitado a seis amigas a su cumpleafios. Han comido entre todas 42 bombones. ;Cuantos
bombones han comido cada una? Solucion 7”
En este enunciado debe haber algun dato errébneo para que la solucion sea 7. 4, Cual es ese dato?

12. Dadas las cuestiones y las soluciones correspondientes debes escribir el enunciado.
¢, Cuantos litros de vino hay en tres barricas? 290 I; 4 Cuantos litros de vino tiene de mas la barrica A que
la barrica C? 10 |; Entre dos de esas barricas tienen 200 |, 4 cudles son esas barricas? By C.

13. “Propén un problema partiendo de una solucion dada en el que aparezcan las cuatro operaciones
elementales y situado dentro de un contexto que tenga significado”

14. Tenemos una tabla con cuatro casillas, en cada una de las cuales se debe escribir un enunciado que
corresponda a una de las operaciones dadas. ;Qué objetivo didactico puedes plantear con este
ejercicio?

19 x 6 9x 25 36 x6 11x7

Cuestion: Cuestion:

El resultado es un numero Cuestion:

15. En este ejercicio se trabaja la creatividad. Debes escribir un enunciado de acuerdo con unas
condiciones dadas: “Inventa un problema que se resuelva con las operaciones + y —, sabiendo que la
solucion es 340 y en el que uno de los datos del enunciado sea redundante”. ;Crees adecuado el
ejercicio para trabajar la creatividad? Si no es asi como lo plantearias?

16. “Inventa un problema con sentido y contextualizado en el que aparezcan las palabras “doble,
calefaccién, mayo” en el enunciado y en la/las pregunta/s las palabras “mes, dia, electricidad”. Plantea
otras dos actividades similares a esta. ;4 Cuél puede ser el objetivo didactico de estas actividades?

17. Supongamos que tenemos la siguiente situacién: “los tutores del ciclo superior quieren organizar una
excursion con los alumnos. En ese ciclo hay 10 aulas con el siguiente numero de alumnos:

5° curso 25 23 24 20 18
6° curso 24 23 24 25 12

Hay que contratar los autobuses necesarios para la excursion. Pueden ser pequefos, de 20 plazas, o
grandes, de 50 plazas (no se cuentan los profesores que van acompafiando al conductor). El alquiler
diario de un autobus pequefio es 150 € y el de uno grande de 200 €. Ademas los alumnos de diferentes
niveles no deben ir juntos”

- Construye las cuestiones pertinentes para este problema.

- Utiliza dos representaciones que puedan ayudar en la comprensién del problema.

- Resuelve el problema indicando la representacién simbdélica utilizada.

- Reescribe el enunciado, construyendo un problema semejante pero diferente.
(problemas contextualizados)

18. “En la escuela durante el recreo los alumnos se intercambian cromos —de futbolistas y de “vehiculos
del futuro”— y también pulseras y pendientes hechos por los propios alumnos en la clase de
manualidades. EI cambio es distinto cada dia (como con el euro). La tasa de cambio funcionaba hoy de
la manera siguiente:

Intercambio de cromos Intercambio de manualidades
A cambio de 3 cromos de futbolistas se Por dos pares de pendientes se entregan una
entregan 4 cromos de vehiculos del futuro pulsera

Alaitz tiene 8 pulseras y 12 cromos de futbolistas que le ha dado una amiga. Si los intercambia, ¢ cuantos
pendientes y cromos de vehiculos del futuro podra conseguir?”

Tarea: simula mediante manipulacién la situacion, escenifica, resuelve el problema graficamente y por fin
resuélvelo simbolicamente. Cambia las tasas de cambio y los datos necesarios y plantea nuevas
preguntas; plantea cuestiones limite que requieran de discusion.

Escribe otro problema del mismo tipo pero extraido de un contexto totalmente diferente.

19. “Kepa saco 24 fotos en cada uno de los tres primeros dias de vacaciones. De todas ellas 6 eran de

baja calidad. Los siguientes dos dias sac6 12 fotos cada dia, de las cuales 3 eran muy oscuras y por lo
tanto de escaso valor. Kepa quiere elegir las cinco mejores fotografias de cada dia y hacer un montaje
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para colgarlo en una aplicacién de internet. Esa aplicacion tiene unas limitaciones técnicas: se pueden
colgar un maximo de 10 paginas con fotos, teniendo cada pagina un maximo de 6 fotografias. ¢Podra
colocar las fotografias seleccionadas en la aplicacion? ;Y todas las fotografias, salvo las de baja
calidad? 4 Y todas las fotografias?

- Realiza las operaciones necesarias apropiadas para resolver la situacion.

- Borra los datos que no sean necesarios. Si todos lo son, afiade datos redundantes.

- Si hay datos implicitos conviértelos en explicitos; si no los hay, reescribe el enunciado para que los

haya.

20. El objetivo didactico del siguiente problema es utilizar la estrategia de ensayo-error. “He comprado 50
pasteles de fruta y chocolate. Los de fruta cuestan 2 € y los de chocolate 3 €. En total he gastado 133 €.
¢ Cuantos he comprado de cada clase?”

¢, Se presta el enunciado a interpretaciéon? Escribe el enunciado de dos maneras diferentes: una
mas sintética y la otra mas explicativa. Resuelve el problema de mas de una manera. Utiliza
representaciones graficas y simbolicas. Aparte del objetivo sefialado, puedes indicar otros objetivos
didacticos que se trabajen con el problema.

21. “Ane y Ekaitz tienen 16 m. de tela para hacer los disfraces de carnaval. Ane necesita 6 m. mas que
Ekaitz. ;Cuantos metros de tela necesita cada uno? Haz una representacién grafica de la situacion y
construye la solucién razonando sobre la representacion.

2.e.5.2. Problemas geométricos

1. ¢ Cuantos triangulos rectangulos se pueden dibujar en el siguiente geoplano 4 x 4?.

2. Polideltas
El elemento basico de los polideltas son los triangulos equilateros. Los formados por dos
triangulos se llaman bideltas, los de tres trideltas,....

Dibuja un penta y un hexadelta y calcula cuantos hexadeltas se pueden construir.
En la siguiente direccion puedes profundizar y realizar mas actividades sobre polideltas:
http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/problematic/menuppal.html

3. Tangram

El Tangram es un puzle que se consigue al partir, de una determinada manera, una figura plana
en varios trozos. Uniendo las diversas piezas del puzle se puede reconstruir la imagen plana inicial y, lo
que es mas interesante, muchas otras figuras. Hay muchos modelos de Tangram, pero el primero y mas
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famoso es de origen chino, y se obtiene descomponiendo un cuadrado en las siguientes 7 piezas: un
cuadrado, un paralelogramo y 5 triangulos rectangulos de areas diferentes. El fundamento del juego
consiste en partir de las piezas componentes y construir figuras de igual area. Ademas de ser un juego
entretenido, permite trabajar la percepcion y la imaginacion.

Encuentra la semejanza que existe entre las piezas basicas del tangram y estudia alguna de sus
caracteristicas. En parte derecha de la figura hay varias figuras que se pueden obtener partiendo de las
piezas bésicas del Tangram. Construye algunas de ellas.

4 Dictado de figuras.

Para trabajar el lenguaje geométrico y la comunicacidon mediante instrucciones precisas, se
plantea una situacion en la que un alumno dibuja una figura que debe describir verbalmente a otro que
no la ha visto de la manera mas precisa posible para que este ultimo pueda reproducir la figura original.
Después, se comparan las dos figuras y se analizan las dificultades que surgen en la comunicacion.
Practica esto con tu compafiero, describiéndole con un lenguaje geométrico sencillo, pero preciso, la
siguiente figura:

53.13°

36.87° (&

5. “Perimetro y area: los poliminds se pueden clasificar segun el area y el perimetro. Después se
pueden relacionar el area y el perimetro de cada poliminé. En la figura, los poliminés A y B
tienen la misma area pero distinto perimetro y los poliminés A y C tienen el mismo perimetro
pero distinta area”

eensgesesselessss

Clasifica todos los tetraminds segun el area y el perimetro. Encuentra la relacion existente entre area y
perimetro.
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6. Area y volumen

Un dia de frio, una persona mayor y un nifio estan al aire libre. Ambas van igualmente vestidas.
¢, Cual de las dos tendra mas frio? ;Por qué? (Téngase en cuenta que todo objeto irradia el calor a través
de su superficie). (PERELMAN,Y.- “Mateméticas recreativas”. Activ. 81. Colecc. “Muy interesante”).

2.e.5.3. Otro tipo de actividades

1. “El tio de Tomas le dijo que si era capaz de encontrar la Unica moneda de oro que habia mezclada con
otras 23 de bronce se la regalaria. Las monedas eran iguales de forma, pero las de bronce pesaban algo
menos que la de oro. Utilizando una balanza y en tres pesadas, ¢ serias capaz de encontrar la moneda
de oro?”

2. Maquinas y balanzas

Con balanzas y maquinas aparecen en los libros actividades muy interesantes, por una parte porque
suelen venir acompafiadas de una figura o un diagrama y por otra parte porque son adecuadas para
trabajar conceptos de aritmética y logica.

- Las maquinas pueden ser de dos tipos: operadoras y controladoras; las operadoras estan relacionadas
con las operaciones de la aritmética y son por lo tanto una representacion simbdlica del calculo. Su
estructura es:

Entrada> operacion salida

Las controladoras pueden incluir operaciones u otros conceptos, pero siempre se debe efectuar una
comparacion en relacién a un criterio dado y segun sea la respuesta se sigue por caminos diferentes. Su
estructura es:

Entrada>» comparacién—» salida
Ej.
Entrada
x 3
-6 +4
Si No
+1
Salida Sa*da

Tarea didactica: Construye una maquina de cada tipo y analiza los usos didacticos que pueden tener.
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- Balanzas o colgantes

36 18

¢, Cual es el objetivo didactico de esta balanza? Construye otras dos, distintas de la anterior, por la forma
y por el tipo de operacion que representen.

2.f. La Resolucién de Problemas y el desarrollo de las Competencias Basicas.

Se entiende por competencia matematica “la habilidad para utilizar y relacionar los numeros, sus
operaciones, los simbolos y las formas de expresién y razonamiento matematico, tanto para producir e
interpretar distintos tipos de informacién, como para ampliar el conocimiento sobre aspectos cuantitativos
y espaciales de la realidad, y para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana y con el mundo
laboral’.

En esta seccidn se aportan ejemplos de actividades propuestas en los libros de texto de Primaria,
que pueden ser apropiadas para ir consiguiendo cada una de las competencias basicas. Se analizan
también, competencia por competencia, las caracteristicas comunes y el tipo de actividades matematicas
que facilitan el logro de esa competencia.

e Competencia en cultura cientifica, tecnolégica y de la salud.

En el logro de esta competencia son interesantes actividades matematicas en las que se
utilice la calculadora o se traten ejemplos contextualizados extraidos de la medicina o de la higiene
(dependiendo del curso); también los que aportan informacion sobre determinados hechos
cientificos o relacionados con otros campos del saber.

Ej. “;Ya sabias que los recién nacidos tienen 350 huesos, y los adultos solo 206. Esto es asi
porque al nacer muchos de nuestros huesos estan separados y se fusionan con la edad. ;Cual es
el hueso mas largo de nuestro cuerpo?.

Alrededor de esta actividad se puede plantear la busqueda de informacion

complementaria, efectuar alguna clasificacion y realizar alguna comparacion de medidas. Aunque
la utilizacion de las matematicas sea elemental, los alumnos pueden llegar a asimilar su valor, y el
de los numeros y medidas en general, para precisar la informacion que queramos dar en cualquier
campo de la ciencia, para poder efectuar comparaciones y como consecuencia de esto ultimo,
realizar clasificaciones, ten importantes en el campo de las ciencias naturales.
Tarea didactica: Encuentra o disefia otras actividades matematicas que ayuden en el logro de esta
competencia. Te pueden servir actividades relacionadas con la nutricion o con la medida del
tiempo (calendario), pero también otras. Di, sen qué y cémo ayudan en el logro de la
competencia?

e Competencia para aprender a aprender.

Para desarrollar esta competencia parecen muy adecuados los ejercicios de légica, que
ayudan a estructurar el pensamiento y ensefan el razonamiento, tan importantes los dos para
poder acceder al aprendizaje de cualquier materia de una forma mas efectiva y autbnoma. Ademas
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los ejercicios en los que aparecen representaciones iconicas, esquemas, diagramas 0 maquinas
ayudan en la asimilacién de los conceptos nuevos de cualquier campo del saber. En concreto las
actividades con maquinas reunen todas las caracteristicas tanto graficas, como légicas que
ayudan a configurar la representacion mental de un problema.

Ej. “Maquinas. Pueden ser operadoras o controladoras. Las operadoras efectian operaciones
(aritméticas o de otro tipo mas complejas) y tienen la siguiente estructura: entrada — operacion —
salida. Las maquinas controladoras sirven para verificar si un objeto cumple determinadas
condiciones y segun sea la respuesta tomar una u otra decisién (se denominan por ello también,
arboles de decision). Su estructura es: entrada — comparacion — salida (si o no)”.

Pon un ejemplo de cada tipo de maquina y explica como ayudan a aprender el concepto
concreto para el que se han disefiado. Utiliza también conceptos que no sean del campo de las
matematicas.

Tarea didactica: Buscar otras actividades, bien de légica, o bien en las que se incluyan o haya que
hacer esquemas o diagramas y en las que el uso del razonamiento logico y de la deduccién
ayuden en la consecucion del resultado esperado. Explica cdmo ayudan esas actividades en el
desarrollo de esta competencia.

e Competencia matematica.

Esta es, evidentemente, la competencia mas facil de desarrollar desde las propias
matematicas. Se consigue “mediante todos los ejercicios” pero, sobre todo en Primaria, se tiende a
sefalar los ejercicios de aritmética como los mas apropiados, ¢0 simplemente asociados?, con el
logro de la competencia matematica.

Ej. “;Qué medirias en centimetros: la altura de una casa, la altura de la papelera de la clase, la
anchura de un libro o la distancia entre dos ciudades?.

Al hacer estimaciones, o al dar soluciones aproximadas (medidas), utilizamos las
matematicas practicas que se necesitan para resolver los problemas de la vida real. Estamos
aplicando las matematicas, que es uno de los principales valores por el cual son reconocidas.

Tarea didactica: Busca otras actividades que no sean de aritmética y que consideres interesantes
para la consecucion de esta competencia. Elige actividades con sentido, situadas en un contexto y
préximas al alumno.

e Competencia en comunicacion lingtiistica.

En principio, parece una competencia dificl de lograr desde las matematicas.
Tradicionalmente, en las clases de matematicas el aspecto linguistico se limitaba a la redaccién de
los problemas, con un lenguaje un tanto especializado. Se ha reprochado a las matematicas
escolares que, aunque lo importante sea saber “hacer”, los alumnos “hacian” pero no tenian
oportunidades para expresar verbalmente aquello que habian hecho. Hoy en dia, por fortuna, esta
situacion esta completamente superada y son muchos los ejercicios en los que se da la
oportunidad, y se pide, al alumno, que cuente lo que ha hecho, el proceso seguido, las dificultades
que ha encontrado, e incluso sus estados de animo ante la tarea, bien a toda la clase o delante de
un grupo pequefio en el que esté trabajando. Hay varios tipos de actividades apropiadas, tales
como la realizacidon o lectura de comics, teatralizar actividades, o lectura e interpretacion de
diversos tipos de planos (de ciudades, de busqueda de tesoros,... etc.).

Algunos ejemplos:

- Utilizacioén de la tortuga para realizar itinerarios (orientacion, coordenadas).

- Comics.

- Rellenar los espacios vacios de un texto con determinados términos y siguiendo algun tipo de
instrucciones.

- Teatralizaciéon de historia y situaciones.

Ej. “Expresa verbalmente cémo darias la respuesta en kilémetros y en metros”, “expresar
verbalmente, en un determinado problema, por qué puede ser interesante hacer un dibujo’,
“describir en un plano el itinerario que unos turistas han realizado” “Leer el enunciado de un
problema y, a continuacion, completarlo con cuestiones planteadas también de manera verbal”.
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e Competencia en el tratamiento de la informacién y competencia digital.

Es ésta una competencia que se trabaja en matematicas desde el principio de cualquier
curso o libro de texto, a través de numerosas actividades como, por ejemplo: empleo de graficos
estadisticos extraidos de un contexto determinado, actividades que tienen como objetivo el empleo
inteligente de la calculadora, o actividades relacionadas con la busqueda de informacion en
Internet o de paginas web interesantes porque aportan informacion para la actividad o para las
clases de matematicas en general.

Ej. “En un gréfico de puntos, poner los postres que de cada tipo se han preferido en el comedor de
la escuela, o el nimero de visitas que un dentista tiene a la semana”.

Tarea didactica: Encuentra o disefia una actividad relacionada con el tratamiento de la informacién
y otra relacionada con la tecnologia digital. Analiza el tipo de actividades que se pueden presentar
para potenciar el uso de la tecnologia digital y cita algunos recursos interesantes de internet que
se puedan utilizar con este objetivo.

Tarea didactica: En general, aunque haya excepciones, se debe utilizar la calculadora en el aula
de una forma inteligente y no meramente como instrumento de calculo. Cita cuatro actividades que
se te ocurran, que se puedan realizar con la calculadora y que sean del tipo “empleo inteligente”.
¢ Donde y para qué usarias la calculadora de forma sistematica?

e Competencia social y ciudadana.

Esta competencia se trabaja también de diversas formas, que podemos encontrar en
numerosas actividades sacadas de la vida diaria; por ejemplo, cuando se citan los antecedentes
ancestrales del sistema de numeracién o cuando se emplea el sistema de unidades monetarias o
la medida del tiempo mediante el calendario. Pero hay otras posibilidades, tales como el
aprendizaje de medidas y pesos o el empleo de mapas, planos y orientacién; a través de ellas se
fomenta la competencia social y ciudadana en el alumno.

Ej. “Amsterdam tiene 743.086 habitantes, Luxemburgo 84.832 y Berlin 3.404.037. ;Cuantas
personas viven en Amsterdam? ;Y en Berlin? ;Cual de las tres ciudades tiene mayor nimero de
habitantes? ;Y el menor?.

Tarea didactica: Busca o disefia algunas actividades interesantes para desarrollar esta
competencia desde las matematicas. Busca 2 actividades para cada ciclo de Primaria. Esas
actividades deben ser proximas al entorno del alumno y representativas de otras muchas posibles.

e Competencia en cultura humanistica y artistica.

En el desarrollo de esta competencia se pueden utilizar la mayoria de los ejercicios de
geometria, pero sobre todo los relacionados con las formas geométricas observadas en elementos
artisticos existentes en las ciudades o las derivadas de la naturaleza.

Ej. Dibuja algunos elementos decorativos para la Navidad teniendo en cuenta su simetria.
Tarea didactica: ¢Para qué ciclo puede ser adecuada la actividad anterior? Encuentra objetos o
formas geométricas que aparezcan en alguna construccion y prepara con ellos dos actividades

adecuadas para el desarrollo de esta competencia.

e Competencia para la autonomia e iniciativa personal.

Aqui debemos sefalar las actividades abiertas en las que se fomenta el trabajo cooperativo
entre alumnos vy la elaboracion de informes o trabajos personales o grupales. Esas actividades
responden al esquema: “investiga-crea-redacta”. Por ejemplo, las siguientes:

- Salir a la calle y realizar una encuesta.
- Revista de matematicas.

- Mediciones en situaciones reales.

- Dibujar figuras con regla y compas.
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Tarea didactica: Disefia una actividad relacionada con los ejemplos anteriores. Escribe el texto de
la actividad, sefala su objetivo; el alumno debe buscar informacion y estructurarla para realizar y
presentar un trabajo. Se sefalaran las fuentes utilizadas y se presentara la actividad a toda la
clase.

Tarea didactica: Encuentra las definiciones de “pensamiento divergente (o lateral)’ y “pensamiento
convergente”. ;jPor qué resulta de utilidad la resolucién de problemas para el desarrollo del
pensamiento divergente? ;Con qué tipo de actividades se puede desarrollar el pensamiento
convergente?.
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TEMA 3. Nuevas tecnologias y herramientas de visualizacion matematica.

a. La ensefanza de las matematicas y las TICs

b. Software educativo para la ensefianza de las matematicas
c. Recursos didacticos para la ensefianza de las matematicas
d. Las actividades

e. Paginas web

3.a. La ensefnanza de las Matematicas y las TICs.
3.a.1. La competencia digital.

El concepto de sociedad del conocimiento trasciende al ambito educativo, es un concepto de uso
generalizado al que también se le denomina “sociedad red” o “sociedad de la informacion”.

La sociedad de la informacién y del conocimiento esta impregnando a todos los estamentos de la
sociedad y a los ciudadanos, sobre todo a los mas jovenes, en todas sus actividades profesionales y
sociales, desde el trabajo, el consumo, la comunicacion, hasta el ocio y la forma de relacionarse.

Esta sociedad del conocimiento supone que en el sistema educativo se hayan producido los
siguientes cambios:

e Modificar el papel y la practica del profesor. El profesor pasa a ser un asesor, facilitador del
proceso de ensefianza-aprendizaje.

e El alumno no es un reproductor de conocimientos, sino que es un usuario inteligente y critico de
la informacion.

e En la escuela se deben poder crear entornos virtuales de aprendizaje, facilitadores del
aprendizaje individual y colaborativo.

Algunos datos sobre tecnologias digitales son los siguientes:

- Google Espafa: 100 millones de visitas al dia.

- Wikipedia: 13 millones de articulos, 680 millones de visitas, traducida a 200 idiomas.

- Blogs: en la web alrededor de 200 millones.

- Youtube: al dia se visionan mas de 100 millones de videos; desde su nacimiento se han visto
mas de 100.000 afios de video.

- Afinales de 2010 las redes sociales contaban con mas de 1.000 millones de usuarios en todo el
mundo

3.a.2. Las TICs en la enseianza de las matematicas.

Las matematicas tienen una antigiiedad de 4000-5000 afios pero el curriculo practico que se
ensefa en las escuelas se ha mantenido mas o menos estable a lo largo del tiempo. Es conocido el
dicho de que “de la escuela se sale sabiendo cinco cosas: las cuatro reglas y la regla de tres”, y el
curriculo real, el impartido, sigue siendo bastante estable: mucha aritmética, céalculo, bastante algebra y
analisis, poca geometria y casi nada de estadistica y probabilidad.

EI NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) considera que lo basico en matematicas
y por lo tanto aquello que se debiera trabajar en la escuela es:

Resolucién de Problemas.

Cuantificar situaciones y razonar acerca de los nimeros.
Realizar operaciones con una cierta soltura utilizando recursos.
Poseer competencia en el tema de la medida.
Resolucién de problemas geométricos en contextos.
Razonamiento proporcional.

Simbolos para comunicarse.

Tablas y graficos. Lenguaje funcional.

. Incertidumbre.

10. Lenguaje algebraico.

11. TICs.

©CONOIORWN =
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Se puede consultar el siguiente video en el que el matematico estadounidense Arthur Benjamin
habla sobre la relevancia de las diferentes partes de las matematicas y remarca como mas importantes
la Probabilidad y la Estadistica:

http://www.ted.com/talks/arthur_benjamin_s_formula_for_changing_math_education.html (inglés)
http://www.youtube.com/watch?v=906dYmqthFO (castellano)

Los conocimientos, las herramientas y las formas de usar y comunicar las matematicas estan
evolucionando continuamente. Las exigencias de nuestra sociedad hacen que la capacidad de entender
y usar las matematicas en la vida diaria y en el trabajo abra cada vez mas oportunidades.

La informatica y las matematicas estan, desde el mismo nacimiento de la primera,
interrelacionadas. La informatica aporta soluciones a las matematicas y a la inversa. El indudable
impacto que las TICs tienen en la escuela hace que sean un reto sin marcha atras, también en la
ensefianza de las matematicas.

Se puede ver al respecto el siguiente video de Antonio Pérez (director del ITE y creador de
audiovisuales de mateméticas) en el que se presenta la charla ofrecida en el Berritzegune de Sestao
sobre matematicas y TICs:

http://platea.pntic.mec.es/aperez4/matetic/matetic.html

3.b. Software educativo para la ensefianza de las matematicas.
3.b.1. Logo.

Logo es un lenguaje de programacion de alto nivel, en parte funcional, en parte estructurado; de
muy facil aprendizaje, razén por la cual suele ser el lenguaje de programacion preferido para trabajar con
nifos y jévenes. Fue disefiado con fines didacticos por Bobrow, Feurzeig y Papert los cuales se basaron
en las caracteristicas del lenguaje Lisp. Papert desarrollé un enfoque basado en su experiencia con
Piaget a principios de los sesenta. Fundamentalmente consiste en presentar a los nifios retos
intelectuales que puedan ser resueltos mediante el desarrollo de programas en Logo. El proceso de
revision manual de los errores contribuye a que el nifio desarrolle habilidades metacognitivas al poner en
practica procesos de autocorreccion. Es conocido por poder manejar con facilidad graficas, tortuga,
listas, archivos y recursividad.

La “tortuga”, es una tortuga virtual a la que se le dan instrucciones para crear dibujos. En algunas
versiones la tortuga es un triangulo, en otras tiene la figura de una tortuga vista desde arriba. El tipo de
instrucciones son por ejemplo: Avanza 100, Girar a la derecha 90, Girar a la izquierda 30.

Una secuencia de instrucciones en Logo puede constituirse en un rudimentario programa,
usandose como un bloque. Esta caracteristica modular y reutilizable de las instrucciones hace que Logo
sea muy flexible, recursivo, y apto para trabajarse en forma de médulos.

Existen diferentes versiones de Logo, por ejemplo la version Logo libre llamada “Mswlogo”, o el
programa comercial “WinLogo” (creado en 1993).

Las 6rdenes mas sencillas son las relacionadas con el dibujo, algunas de las cuales se recogen
en el siguiente cuadro:
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| Sintaxis ||Abreviatura ||Ejemp|o || Explicacion
la tortuga avanza 20 pasos dibujando una linea de
avanza num av.num av 20 esa distancia en la direccion de su cabeza
retrocede num re num re 35 la tortuga retrocede 35 pasos dibujando una linea de
esa distancia en la direccion de su cola
lgiraderecha gra  ||gd gra |lod 72 ||Gira su posicién hacia la derecha 72 grados |
|giraizquierda gra  ||gi gra |lgi 23 ||Gira su posicién hacia la izquierda 23 grados |
subelapiz S| S| Iaﬁ)vuejlgta la punta del lapiz para que la tortuga no
bajalapiz bl bl Siijjljalra punta del lapiz para que la tortuga pueda
[pongrosor num ~ |lpong num |lpong 4 |[Pone el valor del grosor del lapiz entre 1y 10 |
[poncolorlapiz num |jponcl num  |[poncl 7 |[Pone el color del lapiz de 0 a 256 |
Borra la pantalla de graficos y coloca la tortuga en el
borrapantalla bp bp centro 0021 rumbo 0 ° ! °
onrumbo ara i ponrumbo  |[Situa la tortuga con un rumbo de 45 grados contados
P g 45 a partir de la vertical y hacia la derecha
oma } oma La tortuga se comporta como un borrador en vez de
9 9 como un lapicero
locultatortuga |lot |lot |[Hace invisible la tortuga |
|muestratortuga ||mt ||mt ||Hace visible la tortuga |
rellena } rellena Rellena una figura cerrada del color de la tortuga
siempre que ésta esté dentro de la figura

Con estas primitivas ya podemos realizar cualquier dibujo en la ventana de Graficos. Un ejemplo:
el programa CUADRADO dibuja un cuadrado de lado 40 tal como aparece en la imagen:

FARA
A a0
e ak il
Al
0
A 40
GO
A 40
G0
FiFs

CLADRADOD

3.b.2. Geometria Dinamica.

En geometria se han producido avances importantes. Se denominan “geometria dinamica” a
algunos programas de gran potencial para la ensefianza — aprendizaje de la geometria, que permiten, en
forma sencilla, construir objetos geométricos y luego trasladarlos, girarlos, y estudiar en ellos aspectos
tales como, simetria o proporciones. Se pueden ver y manipular los objetos matematicos, salvando
algunas de las dificultades que habitualmente surgen en el estudio de la geometria clasica, como la
rigidez, la dificultad en la construccion, la falta de visién del problema en su conjunto, etcétera. La
herramienta de animacién permite poner en movimiento simultaneamente varios elementos de una
construccion para asi poder explorar las propiedades de una figura al actuar sobre sus elementos
variables, favoreciendo asi el desarrollo de los conceptos matematicos, permitiendo visualizar,
experimentar, consultar propiedades, simular, descubrir regularidades, etcétera. Con este tipo de
programas el alumno pasa de la exploracién a la comprension.
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Algunos elementos comunes a los programas de geometria dinamica son:

e Construir figuras geométricas en el plano o el espacio, combinando los objetos fundamentales de
la geometria: puntos, rectas, segmentos, circunferencias, planos, sélidos, transformaciones...

e Conectar geometria y algebra, midiendo longitudes, angulos, &reas, volumenes... .Se puede
acceder a esos datos numéricos directamente sobre la figura para utilizarlos en calculos o en
expresiones algebraicas.

e Explorar las propiedades de una figura actuando sobre sus elementos variables. Observando los
efectos de las deformaciones, reducciones y agrandamientos dinamicos, se pueden establecer
conjeturas sobre sus propiedades que posteriormente se verifican mediante la manipulacion de
la figura.

e Facilitan la introduccion y la asimilacion de nuevas nociones, favorecen la iniciacién en la
demostracion de teoremas y ayudan a modelizar situaciones reales.

e Las construcciones se pueden integrar en paginas Web.

3.b.3. Cabri.

A principios de los afios 80, Cabri-Graph es concebido por el equipo EIAH del Laboratorio
Leibniz, en Grenoble, Francia, para trabajar teoria de graficas. Unos afios mas tarde, se pens6 en un
paquete que permitiera crear, modificar y manipular figuras geométricas en tiempo real; Cabri-Géomeétre
fue desarrollado por el investigador Jean-Marie Laborde, y cont6 con la colaboracion de Frank Bellemain.
Posteriormente, se incluyé este programa en algunas calculadoras que se denominan calculadoras
geomeétricas.

Con Cabri algunos temas de geometria, como por ejemplo las transformaciones en el plano, los
lugares geométricos, la resolucion grafica de problemas, pueden ser tratados sin exigir grandes
conocimientos matematicos, favoreciendo una metodologia en la que el alumnado participa de forma
activa en su aprendizaje, haciendo hincapi€é en la importancia de que realicen sus propios
descubrimientos. Por ejemplo, es posible medir las figuras, representar las ecuaciones que les
corresponden, comprobar sus propiedades geométricas y realizar calculos vinculados a sus propiedades.

El Cabri 3D tiene herramientas de visualizacién tridimensional tales como:

e Girar alrededor de la escena, pasando de manera continua de un angulo de vista a otro. Apreciar
el efecto de profundidad.

e Visualizar las diferentes representaciones y perspectivas de una misma figura: las 3 vistas del
dibujo técnico, la perspectiva caballera, ...

3.b.4. Geogebra.

GeoGebra es un software matematico libre interactivo, disefiado para la educacién y para la
ensefianza de las matematicas. Su creador Markus Hohenwarter, comenzé el proyecto en el afio 2001
en la Universidad de Salzburgo y lo contindia en la Universidad Atlantic de Florida.

GeoGebra es basicamente un "procesador geométrico" y un "procesador algebraico", de ahi su
nombre “geogebra”, pero ademas las ultimas versiones también disponen de hoja de calculo.

Con GeoGebra pueden realizarse construcciones a partir de puntos, rectas, semirrectas,
segmentos, vectores, conicas... etc.; mediante el empleo directo de herramientas operadas con el raton o
la anotacion de comandos. Todo lo trazado es modificable en forma dinamica: es decir que si algun
objeto B depende de otro A, al modificar A, B pasa a ajustarse y actualizarse para mantener las
relaciones correspondientes con A.

Tema lll. Nuevas tecnologias y herramientas de visualizacion matematica 99



Matematicas y su didactica-1

Desde la pagina web oficial de geogebra se pueden descargar tanto el programa como el
manual: http://www.geogebra.org/

La ultima version 4.0 incluye mejoras tales como: seleccionar un punto en el interior de un objeto,
incluir botones y campos de texto editables, herramientas para dibujar a mano alzada (lapiz), dibujar
poligonos rigidos o polilineas. También se afade la capacidad para representar funciones de mas de
una variable, logaritmos y ademaés incluye una versidn para estudiantes de Primaria llamada
GeoGebraPrim.

Esta en preparacion la version tridimensional del programa que permitird dibujar planos,
piramides, cilindros y esferas.

3.c. Recursos didacticos para la ensefianza de las matematicas.
3.c.1. Proyectos del ITE (Instituto de Tecnologias Educativas).

El Instituto de Tecnologias Educativas es un organismo del. Ministerio de Educacién y Ciencia
que viene trabajando en los ultimos afios diversos proyectos para la integracion de las tecnologias de la
informacién en el mundo educativo.

Entre sus objetivos se encuentra el de facilitar el “acceso a materiales digitales educativos” y en
relacion con las matematicas el de aportar una “forma diferente y creativa de aprender y ensefiar
matematicas con las nuevas herramientas digitales”

Algunos de los proyectos impulsados por el ITE para la ensefianza de las matematicas son, o
han sido, los siguientes:

Proyecto Descartes

Proyecto PI: Pizarra Interactiva (Ensefianza Primaria)

Proyecto CANALS: 150 actividades para Infantil y Primaria de Antonia Canals

Premios de materiales curriculares

Proyecto Agrega: 140.000 objetos digitales con 4 niveles de agregacion

Proyecto Gauss

Red social de publicacion de buenas practicas y de intercambio de experiencias, materiales,
denominado “Buenas practicas”.

e Acceso a software libre

Proyecto Gauss.

Cabe destacar el Proyecto Gauss de ensefianza de las matematicas, que dispone de mas de
500 actividades y esta integrado en un proyecto mas ambicioso denominado Escuela 2.0. Su estructura
es la siguiente:

Base del proyecto Geogebra

Materiales introductorios

Foro de usuarios

Materiales de aprendizaje

Recursos complementarios

Formacion del profesorado

Lista de correo para acceder a toda la informacioén actualizada sobre Geogebra
Las actividades se pueden poner en pagina web.

Los principios que rigen el proyecto son:

e Se aprende haciendo

e Matematicas utiles y matematicas que presentan modelos

e [Estrategias concretas ligadas a un contexto; ciertos aspectos se generalizan para obtener un
conocimiento mas formal y sintetizado

e Conectividad: conexién entre conceptos y combinaciéon de procedimientos

e Comunicacion: discusion de ideas e informe escrito

e Orientacién: objetivos a medio y largo plazo
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Se trata de crear escenarios ricos para que la manipulacién permita hacer y aprender
matematicas (variar, observar, explorar). Los escenarios son versatiles y proceden de diversos
contextos. El problema que siempre se ha planteado con este tipo de materiales estructurados ha sido la
interaccion entre el alumno y los materiales; por ejemplo si en Google se escribe “matematicas
interactivas” surgen una serie de direcciones que en realidad tienen poco de interactivas.

Pasemos a describir someramente el proyecto. Si nos centramos en Primaria se divide en tres
bloques cada uno de los cuales con varias secciones:

e Aritmética: numeros naturales, patrones, nimeros decimales, calculo mental.

e Geometria: acertijos, procedimientos, medir, angulos, poligonos, escalas y planos, curvas,
simetrias, cuerpos.

e Estadistica y probabilidad: recuento, medidas, estimacion.

3.d. Las actividades.

Una actividad es un item didactico, también denominado objeto digital. Vienen acompafiadas de
un cuestionario que dirige la accién del alumno y que le aporta informacion para realizarla. Contienen
dos botones, uno para obtener instrucciones de uso y el otro para obtener informacién complementaria.
Cada actividad tiene asociado un nivel orientativo. Todo es abierto, las actividades se pueden cambiar,
traducir el texto de la actividad a otro idioma y cambiar la construccién de Geogebra en la que se
sustenta. Tienen licencia creative common, en la que los cambios estan permitidos siempre que se cite el
objeto original.

Para Primaria hay unas 150 actividades, algunas de ellas enlazadas con otras de la ESO (se
indica con el signo + escrito al lado de la actividad).

Ejemplos de actividades:
e Conseguir con plegado alguna figura que se indica
e Estudiar determinados puntos importantes del triangulo
Se ofrecen varias figuras (8) que parecen cuadrados, pero al manipularlas se ve que solo una de
ellas lo es realmente
Reloj para estudiar la divisibilidad
Actividades en las que se pueden manejar escuadra, cartabén y transportadores
Matematicas que hay detras del funcionamiento de un paraguas, o de una cinta de cassette
Interpretacion de la solucién de un problema
Matecuentos: problemas planteados dentro de una historia. Ponle cuento a las cuentas.

Por ejemplo, con la actividad denominada “Poligonos estrellados”, se presenta un poligono
estrellado de cinco puntas y se le proponen al alumno cuatro acciones:

Medir con transportador los angulos de las puntas

Sumarlos para ver que se obtiene 180°

Repetirlo con otra disposicidon

Analisis: conjeturas, conclusiones

La segunda parte de la actividad consiste en la comunicacion de lo realizado y observado
mediante la escritura de un informe.

PN

Dentro de la seccién denominada “Recursos complementarios” hay muchas construcciones
sueltas y actividades por niveles que se inician desde Infantil.

Algunos interrogantes:

En las aplicaciones interactivas para Primaria no se suele tratar el curriculo por bloques de
contenidos sino por actividades (centros de interés). Esto hace que surjan algunos interrogantes
practicos que plantea la ensefianza, de las matematicas o de cualquier otra materia, como los siguientes:

¢, Donde esta el equilibrio entre libro de texto y trabajo mediante TICs?

Tratamiento que se le da a la dispersion de conocimientos.

¢Saben los alumnos, después de realizar investigaciones, qué es lo que han aprendido?

(Fijacion de aprendizajes en el método de investigacion).
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3.e. Paginas web.

3.e.1 Divulgamat. http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RetosMatematicos/index.asp

3.e3

Algunas de las secciones que contiene son las siguientes:

Retos Matematicos: El problema de la quincena (Santi Fernandez)

Historia de las Matematicas: Biografias de matematicos ilustres, obras clave en la historia de las
matematicas, historia de las matematicas a través de la imagen, biografias y caricaturas de
matematicos espafioles, catalogo de autores y libros de matematicas en la Espafa del siglo XVI
y siglo XIX

El humor grafico matematico

Publicaciones de divulgacion: libros de divulgacidén matematica, videos didacticos, matematicas
en los medios de comunicacion,..

Textos on-line: mujeres y matematicas, 13 retratos; Dia escolar de las matematicas,...
Exposiciones virtuales: fotografia y matematicas, arte y matematicas,...

Cultura y matematicas: papiroflexia y matematicas, musica y matematicas, teatro y matematicas,
cine y matematicas, literatura y matematicas,...

Recursos en Internet: Didacticos, Internet y matematicas para educacion primaria

.2. Matematicas en tu mundo. http://catedu.es/matematicas_mundo/

Algunas de las secciones que contiene son las siguientes:

Matematicas en: Arte, cine, deportes, poesia, sociedad, ...

Fotografias matematicas: fractales, espirales, mosaicos, naturaleza,...

Humor: chistes, matematicos y otros gremios, gazapos, humor grafico, Prensa insdlita
Multimedia: Power-point y Videos

Redes sociales: Eduardo Punset entrevista a un matematico (video)

Cine: Matematicos en la intimidad, matematicas en el cine y series de television (un regalo para
el aula)

. Recursos de matematicas en internet. http://www.recursosmatematicos.com/redemat.html

Algunas de las secciones que contiene son las siguientes:

e Matematico del dia.
e Recursos clasificados por nivel educativo: infantil, primaria,...
e Legislacion educativa
e Enlaces diversos
3.e.4. Matematicas (pagina web de Antonio Perez). http://platea.pntic.mec.es/aperez4/
Proyecto Gauss: actividades de primaria y secundaria con Geogebra
Escuela 2.0
Mateméticas y TIC: entrevista Berritzegune de Sestao (http://platea.pntic.mec.es/aperez4/)
Series matematicas en videos: La aventura del saber, Mas por menos
Historia de los principales simbolos matematicos
Pagina web de Manuel Sada sobre Geogebra
En esta pagina se encuentran multiples ejemplos de las posibilidades didacticas que el geogebra
ofrece para el aprendizaje de la geometria.
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/index.htm
3.e.5. Oftros.

Pagina de la UNESCO, con una exposicién de temas matematicos
http://www.experiencingmaths.org/

Recursos catalogados y comentados por profesores de todos los niveles y areas educativas:
http://www.educacontic.es/

Pagina del numero Pi  http://webs.adam.es/rllorens/pihome.htm
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Pagina de la RSME (Real sociedad matematica espafiola)
http://www.rsme.es/component/option,com_weblinks/catid,43/Itemid,23/

Pagina de Godino, J. Matematicas para Maestros.
http://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/welcome.html
www.ugr.es/jgodino

Pagina de educared
http://www.educared.net/

Pagina del NCTM
www.nctm.org

Maths Thesaurus
http://thesaurus.maths.org

3.e.6. Base de datos multilinglie (actualmente 9 idiomas) en red.

De acceso libre, contiene mas de 4000 conceptos Matematicos con mas de 14000 conexiones-
relaciones entre ellos. La version inglesa se desarrolla en la Universidad de Cambridge. La version
espafiola se desarrolla en la Universidad de Cantabria.

3.e.7. Libros de texto digitales.

Hoy en dia, la mayoria de las editoriales han puesto, todos o algunos de sus materiales
educativos, en formato digital; esto hace que, en mayor o menor medida, se permita la interactividad con
el alumno, e incluso el disefio personalizado del libro de texto al ir incorporando en él elementos nuevos
desarrollados por el propio alumno. Bien es verdad que todavia es un mercado incipiente y no supone
mas del 2% del mercado editorial en 2011, sin embargo, es una opcion de futuro, adoptada ya en
algunos paises y materializada mediante convenios firmados con diversas editoriales para su
elaboracion.

Algunas editoriales que disponen de textos digitales son:

Digital-text

Disponen de materiales para 5° y 6° de Primaria de varias materias, entre ellas para
matematicas. En la pagina web se puede consultar alguna muestra de los materiales.

http://www.digital-text.com/

Asociacion nacional de editores (ANELE)

Si se efectua una consulta de la produccion digital de las editoriales asociadas, para la materia
de matematicas y ensefianza de tipo general, aparecen 95 titulos, tanto de primaria como de secundaria.
http://anele.org/

ITE (Instituto de tecnologias educativas).

En WikiDidactica, dentro de la seccion de Buenas practicas, se encuentran diversos materiales,
entre ellos algunos de matematicas, para Primaria, que los denominan “objeto digital interactivo”. Estan
en la siguiente direccion:

http://recursostic.educacion.es/buenaspracticas20/apls/MediaWiki/index.php/P%C3%A1gina_Principal
http://recursostic.educacion.es/buenaspracticas20/apls/MediaWiki/index.php/Categor%C3%ADas_de _ma
ria
http://recursostic.educacion.es/buenaspracticas20/apls/MediaWiki/index.php/Categor%C3%ADas_de Ma
tem%C3%A1ticas_en_Primaria

(en la ultima direccién estan los de matematicas)
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Actividades.

1. Comprobar que las paginas web seleccionadas existen y disponen de las secciones sefialadas.
Si no es asi, senalar las diferencias. Sefialar también las especificidades de cada una de ellas.
Hacer una comparacion y un analisis critico de las paginas en relaciéon a su utilidad didactica
para la ensefanza de la materia en Primaria.

2. Buscar otras paginas web, en diferentes idiomas, que puedan ser interesantes. Senalar sus
caracteristicas y sus especificidades.

3. Los recursos aportados por el ITE son, como habras podido observar, numerosisimos vy dificiles
de clasificar. Dentro de ellos hay proyectos especificos, materiales, blogs,...etc. Te proponemos
que los analices en profundidad, los clasifiques y selecciones los que sean interesantes para la
ensefianza primaria.

4. Respecto de los libros digitales, analizar las muestras que puedas encontrar de textos de
primaria y sefiala sus principales caracteristicas y las diferencias y ventajas e inconvenientes
que tienen con respecto a los textos en papel. ;Son realmente interactivos?

5. En Logo, hacer, mediante el dibujo grafico, dandole a la tortuga las instrucciones adecuadas,
algunos poligonos de tres, cuatro, cinco y seis lados.

6. En algunos libros de texto la tortuga se utiliza para introducir la orientacion en el plano. Busca
alguna actividad preparada con este fin y transcribela a Logo. Disefia alguna otra actividad con
este mismo propdsito. ¢, Qué otras posibilidades didacticas le ves a la utilizacion de Logo?

7. Sefala los principales elementos que constituyen el programa Geogebra. Indica como se pueden
realizar algunas construcciones elementales (poligono, mediatriz,...). Analiza las diferentes
aplicaciones didacticas preparadas para primaria y sefiala sus potencialidades didacticas.

8. Busca y clasifica varias paginas que consideres interesantes relacionadas con Geogebra.

9. Expresa tu opinion, escribiendo un pequefo informe con pros y contras, sobre la conocida

creencia de que “La informatica y las TICs estan bien como elemento motivador y de apoyo, pero
siempre acompanando al libro de texto”
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