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Capitulo 1

Combinatoria, binomio de Newton y
simbologia

Sumario. El principio de induccién. El simbolo sumatorio. Conceptos y férmu-
las del andlisis combinatorio: variaciones, permutaciones y combinaciones. Niumeros
combinatorios. Binomio de Newton. Ejercicios.

1.1. Los numeros naturales y racionales. Combinatoria.

Sabemos que los naturales se notan por N y son {0,1,2,...}, podemos definir en ellos una suma
y un producto, propiedades que el alumno conoce y domina, aqui recordaremos el principio de buena
ordenacién y el método de induccién.

Principio de buena ordenacion.- Todo subconjunto no vacio tiene primer elemento.

Método de induccién.- Dado un subconjunto U de N, cuyos elementos se caracterizan por
verificar la propiedad P, es decir, U = {k € N/ P (k)}; si se verifica:

1. La propiedad es cierta para un valor inicial. (0 € U o 1 € U)

2. Si un natural verifica la propiedad, también la verifica el siguiente. (k € U = k+ 1 € U)

entonces U = N.

Observaciones.- Si en lugar de 1 se verifica que n € N, U serd el conjunto {n,n+ 1,7+ 2,...}.

Si en lugar de 2 se verifica (k € U = k+2 € U), entonces U seria el conjunto de los nimeros
pares o el de los impares, segin sea 0 € U o 1 € U.

Se usa cuando necesitamos demostrar que una propiedad que depende de un nimero natural, es
cierta para todos los ntimeros naturales.

Ejemplo 1.1 Probar que

1
1_|_2+3+..._|_n = n(nTH
1 2
BB+ 4 pn? = (H(HTH)
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Solucion.- Para n = 1 es cierta, también lo comprobamos paran = 2,3, ...

- 1-(1+1)
o 2
2(241
142 = 3:7(;r )

supuesto cierta para n = k, que se le llama hipodtesis de induccion, lo probamos para n = k + 1.

kE(k+1 E(k+1)+2(k+1
1+243+---+k+(k+1) = kkt1) ; )+k+1: (k+ )g (k+1)
(k+2)(k+1)
2

la primera igualdad es consecuencia de la hipétesis de induccién y en la ultima hemos sacado factor
comin (k+1).

Probamos ahora la segunda identidad:

Para n = 1 es cierta, también lo comprobamos para n = 2.

5o {1 : (12+ 1)]2

2.(2+1)1?
1°+2° = 9:[7(; )}

supuesto cierta para n = k, lo probamos para n =k + 1.

PB4+ 4+3+ -+ B+ (k+1)° = [Lk;”} +(l~c+1)3:kQ(k+1)2I4(k+1)3:
R R AR+ D] (k)[R 4k 4]
22 - 22 -

kDR 427 [(R+D(E+2)]

B 22 _{ 2 }

Ejercicio 1.1 Probar que

P4+22 432+ 4n? =

Ejercicio 1.2 Probar que
1+3+-+2n—1)=n
Ejercicio 1.3 Probar que
1 1 1 1 1

I S
1-24_2-34_3-4+ +n-(n—|—1) n

Ejercicio 1.4 Sin + % es un numero natural, también lo es n® + n—la

Ejercicio 1.5 Hallar la ley general que simplifica el producto

(-D0-D0-)-(-3)

y demostrarlo por induccion.
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1.2. El simbolo X

El simbolo Y7, se lee suma desde i = 1 hasta n, la letra ¢ es el indice de sumacién, y los nimeros
de abajo y arriba indican desde y hasta donde hemos de sumar. Asi por ejemplo

n

3 LR SRS S SO S
L j(i+1) 1-2 2.3 3-4 n-(n+1)

=1
Observaciones:

A veces se usa el simbolo de sumacion en un sentido mas general, para representar la suma de todos
los valores de una expresién, cuando varios indices que en ella figuran cumplen deterninadas

condiciones.
Ejemplo 1.2
Z sl = ayr 2ty a2t + a4yt +
i+j+k=3
tx2® oy 4oyt B
Ejemplo 1.3

2
Z iy = vyt + 2y + 2oy’ + 2y
ij=1

La eleccién del indice carece de importancia, veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 1.4 Ezxpresar 2% + 2% + 2% + 2% + 2% con el simbolo sumatorio, de varias formas.

Solucién.-
LR NS T S B ° 1
22 1 23 24 1 25 96 2
4
1 1 1 1 1 1
FrEtatEty = 2gm
k=0
5
1 1 1 1 1 1
FrEtatE iy = X gm
n=1
Propiedades
1' n n n
(ak—l—bk):Zak—l—Zbk
k=1 k=1 k=1
2.

n n
E cap = C E Q.
k=1 k=1
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4. Telescopica

3

k=1
Ejercicio 1.6 Calcular
(2k —1)
k=1
Sugerencia: 2k — 1 = k> — (k — 1)°.
Ejercicio 1.7 Calcular
n+r n+r
dow- )
k=1 i=1+r

1.
i<ak—zz:1%>:i@_<i%)2
k=1 n k=1 n k=1 n
2. . ,
Z(2+1):5n+n
2
1=0
3.

2n 1 2n (__1)¢+1

j=14n

1.3. Combinatoria

La combinatoria es el arte de contar, y cuenta con dos principios basicos: el de adicion y el de
multiplicacién.

Antes de abordar esto principios, recordemos que contar es hallar el niimero de elementos de un
conjunto, es decir, el cardinal de dicho conjunto. Y la primera forma de contar fue establecer corre-

spondencias biyectivas entre los conjuntos a contar y los subconjuntos de N, de la forma {1,2,...,n}.
Ejemplo 1.5 ;Ciantos numeros tiene el conjunto {7,8,9,...,53}?
Solucion.
789 .- 53
P |
1 2 3 --- 53-6
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Ejemplo 1.6 ;Cliantos numeros hay entre m y n, con m < n?

Solucion.
m m+1 m+2 -+ n=m+(n—m)
! ! ! !
12 3 - (n—-m)+1

Ejemplo 1.7 ;Cuantos nimeros hay entre 597 y 3378¢
Solucion. 3378 — 597 + 1.

Ejemplo 1.8 ;Ctiantos numeros impares hay entre 597 y 3378¢

Solucion.
597 599 601 . 3377
l l ! !
2(298)+1 2(299)+1 2(300)+1 --- 2(1688)+1

y entre 298 y 1688, hay 1688 — 298 4 1.

Principio de adicion.- Si se desea escoger un objeto que puede presentar r tipos distintos, y
que para el primer tipo hay n; opciones, para el segundo tipo tenemos n, opciones, ..., y para el
r — ésimo n,; entonces para escoger un elemento tenemos n, + ny + - - - + n, formas distintas.

Principio de multiplicacion.- Si un suceso se realiza en k fases y para la primera fase tenemos
ny posibilidades, para la segunda na, ..., y para la ultima ny; entonces el niimero de formas en que se
puede dar el suceso es ny -ng - - - - - M.

Ejemplo 1.9 Si dispongo en mi armario de 5 camisas, 8 pares de pantalones, 6 pares de calcetines,
y dos pares de zapatos. ;De cudntas formas distintas puedo vestirme?

Solucion.- Por el principio de multiplicacién seran:
5-3-6-2=180
formas distintas.

Ejemplo 1.10 ;Cudntos niumeros distintos de cuatro cifras se pueden formar con unos y ceros?

Solucion.- Para elegir el primer ntimero sélo tenemos una posibilidad, y es el 1, para la segunda
tenemos dos posibilidades, al igual que para la tercera y la cuarta, luego el nimero es:

1-2-2.2=8.
Ejercicio 1.9 ;Cudntos niumeros de 5 cifras son pares?; Cudntos empiezan por 5 y acaban en 87

Aunque con estos principios se pueden resolver gran cantidad de problemas, existen féormulas que
permiten hacer el conteo mas rapidamente.
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1.3.1. Variaciones ordinarias

Ejemplo 1.11 ;Cudntas palabras distintas, tengan o no sentido, se pueden formar con las letras
a,e,i,l,m,n,p, de manera que tengan cuatro letras distintas y la primera sea una vocal?
Solucion. Para la primera letra tenemos 3 posibilidades, 6 para la sequnda, 5 para la tercera y

4 para la cuarta, luego:
3-6-5-4=2360

Observacién. Si en el enunciado anterior, nos piden que la vocal este en tercer lugar, comen-
zanmos la construccién por ahi, es decir, comenzamos por la casilla que tenga més restricciones. No
tienen relevancia los lugares en los que se producen las restricciones, sino cuales son estas.

Ejemplo 1.12 ;Cudntos niumeros de tres cifras mayores que 500 y pares se pueden formar con los
digitos 2,3,4,5 y 67
Solucion. Para el primer lugar tenemos 2 posibilidades el 5 y el 6, para el sequndo 5 y para el
tercero 3, asi el numero de formas es:
2-5-3=30

Definicién 1.1 Una variacidn ordinaria (sin repeticion) de n elementos de un conjunto A, tomados
de m en m con m < n, es todo subconjunto ordenado formado por m elementos cualesquiera de A.
Dos variaciones son distintas, cuando difieren en un elemento o en el orden de estos.

Su nidmero es:
n 1) (=2 = (1) =V =

Observemos que para elegir al primer elemento tenemos n posibilidades, n — 1, para el seqgundo, vy
para el m-ésimo tenemos n — (m — 1) formas, y basta aplicar el principio de multiplicacion.

Ejemplo 1.13 Dado el conjunto A = {a,b,c,d} formar todas las variaciones ordinarias de esos
cuatro elementos tomadas de tres en tres.

Estas son

abe, abd, acbh, acd, adb, adc
bac, bad, bca, bed, bda, bdc
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb
dab, dac, dba, dbc, dca, dcb

la forma mas comoda de obtenerlas es mediante un diagrama de arbol.

Ejemplo 1.14 S en la F1 participan 20 coches, y supuesto que todos acaban la carrera, ;de cudntas
formas distintas puede estar formado el podium?

Solucion. El cajon estd formado por tres escalones, y evidentemente no se pueden repetir, luego
serian Vi, = 20-19 - 18 = 6840

Sim = n, las variaciones se denominan permutacioes (sélo se diferencian en el orden), se notan
por P, y sunimeroesn-(n—1)-(n—2)---2-1.
A este numero se le denomina n factorial y se nota por n!.
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Ejemplo 1.15 ;De cudntas formas distintas se pueden sentar cinco personas en un banco?
Solucion. Solo importa el orden, ya que se sientan todas, luego se trata de una permutacion

P = 5! =120

Observemos que % = (n — 1)! 'y como ¥ =1 =0, se define 0! = 1.

1.3.2. Variaciones con repeticion

Definicién 1.2 Si consideramos que los elementos pueden repetirse, se tienen las variaciones con
repeticion que se notan por RV,™ y su numero es n™. Notemos que la restriccion m < n, carece ahora
de sentido.

Observemos que para la primera posicion tenemos n posibilidades, n para la sequnda, n para la
tercera, ..., y n para la m-émesima posicion.

Ejemplo 1.16 ;Cudntas quinielas hay que rellenar para asequrar un pleno?
Tenemos tres elementos 1,x,2, que se pueden repetir y 15 partidos, por lo que son variaciones
con repeticion de tres elementos tomados de 15 en 15.

RV;® = 31 = 14348907

1.3.3. Combinaciones

Definicién 1.3 Llamaremos combinaciones de orden m, de n objetos a1, as, ..., a,, a todos los sub-
conjuntos de m elementos que se puedan formar, de modo que dos combinaciones son distintas si
difieren en algun elemento.

Dada una combinacion m-aria, ordenando sus elementos de todas las formas posibles, obtenemos
variaciones distintas. Cada combinacion m-aria da lugar a m! variaciones distintas. Por tanto, si C]"
es el numero de combinaciones, tendremos que:

m l
Vgn:CTT.ijCTT:VL:L:(n)

1.3.4. Combinaciones con repeticion

Definicién 1.4 A los grupos de m objetos, distintos o repetidos, elegidos de entre un grupo de n
elementos, se llaman combinaciones con repeticion. Se nota por RC)" y su nimero es:

n+m-—1
m

RCQ”‘:(

para obtener este numero se reducen las combinaciones con repeticion a combinaciones ordinarias,
de la siguiente forma:
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Dada una combinacién con repeticién, por ejemplo, asasazasasasas, se le incrementa el indice
tantas veces como elementos le preceden, es decir, el 1° en 0, el 2° en 1, el 3° en 2, y asi sucesivamete,
obteniendo, cocscscgercgery, asi logramos que todos los indices resulten distintos y crecientes, ya que
dos elementos consecutivos reciben indices que por lo menos difieren en 1.

Cada combinacion con repeticiéon de n elementos tomados de m en m, queda representada por

indices
. ., . . /_M
una combinacién ordinaria de n+ m — 1 elementos tomados de m en m.

Reciprocamente, toda combinacion de orden m formada con los n + m — 1 elementos, una vez
reordenada por indices crecientes, determina una combinacién con repeticion sin més que rebajar los
indices sucesivos en 0,1,...,m — 1 unidades.

Ejemplo 1.17 ;De cudntas formas distintas se pueden repartir 100 bolas en 25 urnas?

Solucion.
100 +25—1
25 —1

Ejemplo 1.18 ;De cuantas formas se pueden repartir 100 bolas en 25 urnas, de manera que no
quede ninguna vacia?
Solucion. Tenemos que colocar una bola en cada urna, luego nos quedan 75 bolas a repartir en

25 urnas.
75425 —1
25—1

Ejercicio 1.10 ;Cudntas diagonales tiene un exdgono? ;Cudntas diagonales tiene un poligono reg-
ular de n lados?

1.3.5. Numeros combinatorios

o e s ” . . | ”
Definicién 1.5 Se define el numero combinatorio (Z) = m, que representa el nimero de sub-

conjuntos de k elementos, que se pueden obtener de un conjunto de cardinal n.

Propiedades
1.
(0)-1-()
0 n
2.
(1)
=n
1
3.

Cada vez que escogemos un subconjunto de k elementos, dejamos univocamente determinado
un subconjunto de n — k elementos, y reciprocamente.
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()= () (o)

Sea A ={ay,as,...,a,} el conjunto de n elementos con el que queremos formar subconjuntos
de k elementos. Nos fijamos en uno de ellos, por ejemplo, a;. De todos los subconjuntos que
hemos de formar algunos contendran a a; y otros no, asi que podemos escribir:

4. Identidad de Pascal

Subconjuntos de k elementos = (subconjuntos de k elementos que contienen a; )+ (subconjuntos
de k elementos que no contienen a ay), es decir,

elegido a; nos quedan tenemos n — 1 elementos
k — 1 elementos por elegir y hemos de elegir k

O- ) - D

Esta propiedad permite calcular los nimeros combinatorios mediante el triangulo de Tartaglia.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1.3.6. Binomio de Newton

n — (n i n—i
(z+y)" = (Z)wy

=0

La demostracién se hace por induccion, y se deja como ejercicio.

1.4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.11 Demostrar que
3 . 52n+1 4 23n+1

es multiplo de 17.

Ejercicio 1.12 Demostrar que para todo n > 1, se verifica:

\/2+\/2+\/2+---+x/§<2

iercici DT a > qts T s
Ejercicio 1.13 Si <5 = { p o prigs 1
q 2qs s
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Ejercicio 1.14 Calcular:

Ejercicio 1.15 Calcular:

Ejercicio 1.16 Sumar:

Ejercicio 1.17 Calcular

Ejercicio 1.18 Desarrollar

(a +b)°
(a+b)*

Ejercicio 1.19 ;Qué es mads facil acertar el gordo de la loteria nacional, la loteria primitiva o una
quiniela de 157

10



Capitulo 2

Trigonometria

Sumario.  Angulos. Razones trigonométricas. Relaciones fundamentales en un
triangulo. Funciones reciprocas. Resolucion de triangulos. Formulas trigonométricas.
Ejercicios.

2.1. Trigonometria

Trigonometria, rama de las matematicas que estudia las relaciones entre los lados y los angulos
de triangulos, de las propiedades y aplicaciones de las funciones trigonométricas de angulos. Las
dos ramas fundamentales de la trigonometria son la trigonometria plana, que se ocupa de figuras
contenidas en un plano, y la trigonometria esférica, que se ocupa de tridngulos que forman parte de la
superficie de una esfera. En esta seccién nos centraremos en el estudio de los conceptos fundamentales
de la trigonometria plana.

2.1.1. Trigonometria plana

El concepto de angulo es fundamental en el estudio de la trigonometria. Asi, un angulo queda
determinado por un par de semirrectas con origen en un mismo punto. Las semirrectas se llaman
lado inicial y final. Al origen comtn se le denomina vértice del dngulo.

Angulo

Teniendo en cuenta que las semirrectas son diferentes en cuanto a su identificacién (lado inicial
y final), se suele identificar angulos de magnitud positiva si se generan con un radio que gira en el

11
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sentido contrario a las agujas del reloj, y negativo si la rotaciéon es en el sentido de las agujas del
reloj.

> Angulo positivo Angulo negativo

Por otro lado, existen diversas unidades a la hora de "medir” angulos

» Grado. En trigonometria, un angulo de amplitud 1 grado se define como aquel cuya amplitud
es igual a 1/360 de la circunferencia de un circulo.

Las equivalencias son las siguientes:

360° = un giro completo alrededor de una circunferencia

180° = 1/2 vuelta alrededor de una circunferencia

90° = 1/4 de vuelta

1° = 1/360 de vuelta, etc.

225°
) 45°

W

-90°

En ocasiones se utilizan los conceptos de minutos y segundos asociado como alternativa a la
expresién ”decimal” de angulos. Asf un grado se divide en 60 minutos, cada uno de los cuales equivale
a 1/21.600 de la circunferencia de un circulo; cada minuto se divide en 60 segundos, cada uno de los
cuales equivale a 1/1.296.000. Los grados se indican normalmente con el simbolo °, los minutos con
"y los segundos con 7, como en 41°18°09”, que se lee "41 grados 18 minutos y 9 segundos”.

12
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» Radian. Es la medida usual de dangulos en matematicas. La medida, en radianes, de un dangulo
se expresa como la razon del arco formado por el angulo, con su vértice en el centro de un
circulo, y el radio de dicho circulo. Esta razon es constante para un angulo fijo para cualquier
circulo.

La magnitud de un angulo medido en radianes esta dada por la longitud del arco de circunferencia,
dividido por el valor del radio. El valor de este dngulo es independiente del valor del radio; por ejemplo,
al dividir una pizza en 10 partes iguales, el angulo de cada pedazo permanece igual, independiente
si la pizza es pequena o familiar.

De esta forma, se puede calcular facilmente la longitud de un arco de circunferencia; solo basta
multiplicar el radio por el angulo en radianes.

Long._arco_de_circunferencia = [Angulo_en_radianes| - [Radio_de_la_circun ferencial

2.1.2. Relacion entre estas medidas

Teniendo en cuanta las relaciones anteriores se tiene sin dificultad la siguiente relacion:

2 -1 rad = 360 grados

a partir de la cual se obtiene de manera inmediata la conversion entre ambas unidades de medida.

2.1.3. Angulos complementarios y suplementarios

En general dos dngulos se dicen complementarios si verifican que su suma es igual a 7/2 rad. (90
grados), por otro lado,se dice que dos angulos son suplementarios si su suma es igual a 7 radianes
(180 grados)

13
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& =7/2 -« fl=m—

Angulos complementarios Angulos suplementarios

2.2. Razones trigonométricas

Dado un éngulo cualesquiera, realizando un giro de manera adecuada podemos llevarlo a un
sistema de referencia cartesiana que tiene origen en el punto (0,0), y la semirrectas inicial la haremos
coincidir con el eje de abscisas.

A partir del teorema de Tales que afirma que , ”Si se cortan varias rectas paralelas por dos

rectas transversales, la razon de dos segmentos cualesquiera de una de ellas es iqual a la razon de los
correspondientes de la otra. ”

1

Obtenemos el siguiente resultado de manera inmediata: ” Dado un dngulo « si trazamos perpen-
diculares paralelas a uno de los lados, se determinan sobre éstos segmentos proporcionales” .

14
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lo que se traduce en que la siguiente relacién es siempre constante:

Dicha constante recibe el nombre de coseno del dangulo « (cos «).
Utilizando el teorema de Pitagoras se obtienen relaciones andlogas que recibe en nombre de seno
y tangente asociado al angulo a.
ecos(a) ==Y esen(a)=29=9% etgla)=2=2%
c c c / b b
Obviamente, en funcién del teorema de Pitagoras, de las expresiones anteriores se obtienen las sigu-

ientes identidades:
sen(a)
cos(a)

o sen(a) +cos?(a) =1 etgla)=
A las inversas de las anteriores razones se les llama cosecante, secante y cotangente del angulo «.

1
sen(a)

1
cos()

e cosec(a) = e sec(a) = e cotg(a) = —~

2.2.1. Angulos notables

Resulta conveniente conocer las razones trigonométricas de algunos angulos notables. Asi:

grados | 0% [ 309 | 459 | 60° | 90Y
Radianes | 0 | % I 2 3
sen 0 % % ? 1
coS 1 @ % % 0
tan 0 % 1 | V3] 3

2.2.2. Relacion entre las razones trigonométricas de angulos en distintos

cuadrantes
‘ngia =mta 0:37”104 =21 -«
sen(0) | cos(a) Fsen(a)  —cos(a) —sen(«)
cos(0) | Fsen(a)  -cos(a) +sen(a) cos(a)
tg(0) | Feotg(a) *tg(a)  Feotgla)  —tg(a)

2.3. Relaciones fundamentales en un triangulo

Veamos una serie de resultados que seran tutiles a la hora de trabajar con tridngulos no necesari-
amente rectangulos. Asi, sean A, B y C los dngulos de un tridngulo y sean, respectivamente a, b y ¢
sus lados opuestos.

15
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Entonces se verifican las siguientes relaciones:
= Relacion fundamental entre los angulos de un triangulo
A+B+C=mrad

Teorema del seno:
a b c

sen(A)  sen(B)  sen(C)

Teorema del coseno:

¢ = a® + b* — 2abcos(C)

Teorema de las tangentes:
a-+b a—b

tg (2£E) ~ tg (45E)

2.3.1. Funciones reciprocas

Hasta el momento, dado un angulo nos proponemos obtener las razones trigonométricas asoci-
adas a dicho dngulo. Podemos plantearnos la pregunta reciproca: Si conocemos el valor de la razén
trigonométrica, ;jpodemos conocer el angulo con el que trabajamos?. La respuesta es afirmativa
definiendo de manera adecuada el conjunto donde podemos definir de manera reciproca las funciones
trigonométricas. Asi, se definen las funciones arcoseno(arcsen), arcocoseno (arccos) y arcotangente
(arctg) de la siguiente manera:

Aresen: [—1,1] — [-7/2,7/2]

x a & sen(a) =x
Arccos: [—1,1] — [0, 7]
x ~ & cos(a) =

Arctg: (—o00,00) — [—7/2,7/2]
x ~ S tgla) ==
Asi, por ejemplo, tenemos:

arcsen(3) = /6 arctg(l) =n/4 arccos(3) = /3

‘””CS@”(_T\E) =-—n/3 arctg(—1)=—7/4 arccos(_?l) = 3?”

16
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2.3.2. Resolucién de triangulos

Resolver un tridngulo es hallar todos los elementos de este, es decir, sus tres lado y sus tres
angulos.

A partir de los resultados vistos anteriormente, es posible encontrar todos los elementos de un
triangulo cualesquiera conociendo tres de sus elementos, siendo alguno de los datos conocidos la
longitud de uno de sus lados.

La siguiente tabla recoge los casos mas comunes:

Datos

a,A, B C=I-A-B b:a%ﬁg

sen(C)

sen(A)

@)

a,b, A =a’>+ b —2abcos(C) B = arcsen (2sen(A)) C=%2—-A-B

2 2_ 2 2 2_12 2 2_ .2
a, b, c A = arccos | Ete=e" B = arccos [ ££2=t") (' = arccos [ &Etr=c
» 2bc 2ac 2ab

2.3.3. Foérmulas trigonométricas

s Férmulas de los angulos suma y diferencia:

e sen(a + ) = sen(a) - cos(B) £ cos(a) - sen(B) e tgla£ ) = fﬁi;;;lggg((ﬁﬁ))

e cos(a % 3) = cos(a) - cos(3) F sen(a) - sen(f3)

= Férmulas del angulo doble y mitad:
o sen(2a) =2 - sen(a) - cos(a) e cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

o sen(g) = 4/ e o cos(g)) = &/ gl

o tg(20) = 2L

17
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s Formulas de adicion:

o cos(a) + cos(B) = 2 cos(%2) - cos(%52) o tg(a) £tg(B) = %

e cos(a) — cos(3) = —2sen(22E) - sen

2.3.4. Ejercicios resueltos
1. Comprobar la siguiente identidad trigonométrica curiosa:
tg*(a) — sen*(a) = tg*(a) - sen’(a)

Solucion:

En primer lugar desarrollaremos el primer término de la igualdad. Asi:

sen2

tg*(a) — sen*(a) = T sen?(a) =
sen?(a) — sen?(a) cos®(a) _ sen?(a)(1 —cos?(a))
cos? () cos? ()
sen?(a) - (;€n2(6¥) :— cosQ(oJ — cos?(a)) _ sen?(a) - sen?() _
cos? () cos?(v)

= tg*(a) - sen*(a)

2. Sabiendo que tg(%) = 3 calcular sen(z).
Solucién:

Como vimos, utilizando la expresion de la tangente del angulo doble tenemos::

2 2t9(5)  2x5 4
tg(x) = tg(2§) 1 tg? (%) 1 (%)2 "3

Ahora bien, conocemos tg(x) pero nos piden sen(z). Este caso es tipico, para ello partiremos
de la relacién fundamental:

2 2
1
5 5 _ o Sen ()  cos*(z) _
sen” (@) + cos’(a) sen?(x) - sen?(x)  sen?(x)
I S R S
tg*(x)  sen?(z) (4/3)2  sen?(x)
16 4
2
S — - 4=
sen(x) 5 = sen(x) E

Notar que tenemos dos valores (uno positivo y otro negativo) ya que la tangente es positiva en
el primer y tercer cuadrante, pero no asi en seno.

18
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3.

Conocidos los tres dngulos de un triangulo es posible resolver el tridngulo?
Solucion:

La respuesta a esta cuestion es negativa, ya que existen infinitos tridngulos semejantes a uno
dado con idénticos angulos. Lo que si sabremos es que los lados de todos ellos seran propor-
cionales.

Los lados de un tridngulo miden respectivamente 13, 14 y 15 cm. Hallar sus angulos asi como
es area del triangulo.
Solucion:

A partir de los datos del problema debemos encontrar los valores de los dngulos.

14 13

15

Como nos dan sus tres lados podemos aplicar el teorema del coseno, de donde:

¢ = a’>+b* —2abcos(O)
152 = 137+ 14> — 2% 13 % 14 % cos(C)
132 + 14% — 152

cos(C) = PEEPST R C = arccos(0,3846) = 1,176 rad.

Analogamente:

15% +13% — 142
2 = 0"+ —2becos(A A) =
a +c ccos(A) = cos(A) PEEPST

A = arccos(0,508) = 1,038 rad

Utilizando que la suma de los angulos ha de ser 7 rad, tenemos:

B=m—-1,038 - 1,176 = 0,927
Por otro lado para calcular el area debemos notar que, por ejemplo:

h
sen(A) = IFing h =13 xsin(1,038) = 11,198

de donde base - alt 15 % 11,198
area = 2% .2(1 ura _ 2* 5 ’ = 83,985 cm?
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5. Encontrar el valor de x y h a partir de los datos que se nos indican en el siguiente dibujo,
sabiendo que A=7/6y B =7/3.

@ /3
10 x
Solucion:
A partir de las tangentes de los angulos A y B obtenemos:
_ _h _ 1
{ tg(A) = R tg(m/6) = g\/g N {
tg(B) = % tg(n/3) =3

h = 5v/3 unidades
x = 5 unidades

_ _h
\/3_10-‘1-38
V3=1

Wl

=

6. Un aeroplano vuela a 170 km/s hacia el nordeste, en una direccién que forma un angulo de
52° con la direccién este. El viento esta soplando a 30 km/h en la direccién noroeste, formando
un angulo de 20° con la direccién norte. ;Cudl es la ”velocidad con respecto a tierra” real del
aeroplano y cudl es el angulo A entre la ruta real del aeroplano y la direccion este?

Solucion:

Indiquemos la velocidad del aeroplano relativa al aire como V, la velocidad del viento relativa a
tierra como W, y la velocidad del aeroplano relativa a tierra U=V+W.

Para ejecutar la suma real cada vector debe descomponerse en sus componentes. Por tanto obten-
emos:
Vi = 170c0s(52°) = 104,6 Vy = 170sen(52°) = 133,96

Wa = —30sen(20°) = —10,26 ~ Wy = 30cos(20°) = 28,19
de donde:
Ur =944 Uy=162,15

Entonces, por el teorema de Pitagoras, dado que
U? = U2+ Uy* = U = 187,63km/h

Por otro lado

cos(A) = == = 0,503125 = A = arccos(0,503125) = 1,0436 rad = 59,8°
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2.3.5. Ejercicios propuestos

1.
2.

10.

11.

12.

Calcular todos los dngulos a € [0, 27] tales que 2 - cos(a) = 3-tg(a) (sol: « = 7/6 , a = 57/6)

Si a y [ son angulos comprendidos entre 0 y 27 radianes. ;Qué relacién hay entre ellos si se
verifica que sen(a) = —sen(f) y cos(a) = cos(f)? (sol: f = —a).

. Que relacion existe entre las razones trigonométricas de (7/4 — «) y (n/4 4+ «)? (sol: Al ser
complementarios sen(m/4 — ) = cos(m/4 + «) y viceversa).

Sabiendo que cos(a) = 1/3 y que a € [0,7/2] determinar cos(7/2 — «), sen(37/2 + «) y

tg(m — ) (sol: cos(m/2 — a) = ¥ csen(3n/2+a) = —1/3 ; tg(m — a) = 2v/2).

Sabiendo que cos(a) = 3/5 y que « € [37/2,27] determinar sen(«), tg(a) y cos(a/2) (sol:
sen(a) = —4/5 ; tg(a) = —4/3 ; cos(a) = —2//5).

Comprobar que las siguientes expresiones no dependen del valor de a y determinar su valor:

sen(a) cos(m/4 — ) — cos(a) cos(m/4 + ) (sol:?)

cos(a) cos(m/6 + a) + sen(a) cos(m/3 — ) (SOlzé)

Demostrar las identidades:

a) cos(a) = sen (a+7/2)  b) 1+ cot g?(a) = cosec?(a)
c) sec?(a) =1 +tg*(a) d) tg(a) 4 cot g(a) = sec(w) - cos ec(a)

Sabiendo que tg(a) = 2y que 4 - sen(«) cos(3) = cos(a — ) hallar tg(3) (sol: tg(5) = 7/2).
Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica:
2. cos(x) =3-tg(x) (sol: x = w/6 + 2km ; x = 57w /6 + 2kn (k € Z)
Resolver la siguiente ecuacién trigonométrica sabiendo que z € [0, 27| :
3sen(2z) - cos(z) = 2sen®(z) (sol: x = 0,7, 7/6 6 T /6 rad)

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones sabiendo que z e y € [0, 27]:

e R CR PN

Resolver, si es posible, los siguientes triangulos:

a)a = 100cm, B = 47°,C = 63° (sol :b = 77,82cm, ¢ = 94,81cm, A = 70°)

b) A = 7/3,B=7/2,C =mn/6 (sol: Infinitos tridngulos)

c)a = 25cm,b=30cm,c=40cm (sol: A= 0,67rad, B = 0,85rad, C' = 1,62rad)
d)b = 6em,c=8cm,C =57 (sol :a = 9,48cm, A = 84,03°, B = 38,97%)
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13.

14.

15.

16.

2.4.

Sean A y B los dngulos no rectos de un tridngulo rectdangulo. Probar que:
a) sen?(A)+ sen?(B) =1

b) tg(A)-tg(B) =1

Sean A, B y C los angulos de un triangulo cualesquiera. Probar que

a) sen(A) = sen(B+ C)

b) cos(A) +cos(B+C)=0

Los lados de un paralelogramo miden 6 y 8 cm respectivamente y forman un angulo de 0.5 rad.
Calcular la medida de sus diagonales (sol: 13.46 cm y 4.31 cm).

Se desea calcular la distancia entre dos puntos A y B de un terreno llano que no son accesibles.
Para ello, se toman dos puntos accesibles del terreno C y D y se determinar las distancias y
angulos siguientes:

CD=300m a=ACD=85 [=BDC =75
o/ =BCD =40 ['= ADC = 35°

Calcular la distancia de A a B (s0l:227.7 m)

Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas son importantes no sélo por su relacion con los lados de un triangu-

lo, sino por las propiedades que poseen como funciones. Una de las mas importantes es la periodicidad.
Una funcion f se dice periddica, de periodo T # 0 si Vo de D se verifica que x + T también esta en
Dy f(x+T)= f(x) para todo = del dominio. Las funciones sin y cos son periédicas de periodo 2.

2.4.1. Propiedades fundamentales

1.

2.

El dominio de las funciones sin y cos es R

cosO=sin§ = l,cosm = —1
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3. Vz,ycos(x —y) = coszcosy —sinxsiny.

sinz 1
T cos x

4. Para0<x<§:0<cosx<

A partir de estas cuatro propiedades se pueden obtener las demds, asi pues un método para
introducir las funciones sin y cos podria ser el axiomatico. Nosotros lo haremos geométricamente.
Consideramos la circunferencia unidad, y observemos que la longitud de dicha circunferencia es 2,
asi como que su area es 7; por tanto cualquier sector circular de amplitud = radianes, tiene un arco
de longitud x y su drea es 5
Desde el punto de coordenadas U(1,0) llevamos el segmentode longitud = sobre la circunferencia, y
nos determina un punto P, de tal forma que el centro de la circunferencia O, el punto U (1,0) y P
determinan un sector circular cuyo arco mide x y su area es 3.

Definicién 2.1 Se define el sin x como la ordenada del punto P vy el cosx como la abcisa.

Observemos que si x es mayor que 27 el punto P, se enrrollard varias veces sobre la circunferencia
y nos determinara un punto sobre ella cuyas coordenadas son su coseno y seno respectivamente, y
dichas funciones son periédicas de periodo 2, la longitud de la circunferencia.

Ademés cos0 =1 =sin § y cosm = —1; y por el teorema de Pitdgoras

sin?z + cos? = 1
Proposicion 2.2 Para cualesquiera x,y se verifica
cos(x — y) = cosx cosy + sinxsiny

Demostracion.
Para demostrar esta proposicién, basta aplicar el producto escalar a los vectores (cosy,siny) y
(cosz,sinz).

(cosy,siny) - (cosx,sinz) = cosx cosy + sin rsin y
Por otra parte, el producto escalar es el producto de los médulos (ambos valen 1) por el coseno del
angulo que forman x — y, es decir:

(cosy,siny) - (cosz,sinz) = cos(x — y)

de donde se sigue el resultado. []
Propiedades

1. El dominio de las funciones sin y cos es R
2. La imagen es el intervalo [—1, 1], por tanto:
-1 <sinz <1

—1<coszx <1
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3. La funcién seno es impar y coseno es par, es decir,
sin(—z) = —sinx

cos(—x) = cosx

4.
sin(x + g) = cos(x)
cos(x + g) = —sin(x)
d.
sinx —siny = QSin(x y) sin(m i y)
2 2
6. N
COST — COSY = —QSin(x 5 y)sin(x 5 y)

7. La gréafica del seno es:

8. La grafica del coseno es:
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2.4.2. La tangente, cotangente, secante y cosecante

Definicién 2.3 La funcion tangente tg, la funcion cotangente ctg, la funcion secante sec y la funcion
cosecante cosec se definen a partir de las funciones seno y coseno mediante las formulas

senx cosx 1 1
tgr = , ctgxr = , secx = , cosecxr =
COS T senx COS T senx

Ejercicio 2.1 ;Cudles son los dominios de estas funciones?

2.4.3. Funciones trigonométricas inversas

Se conocen con el nombre de funciones trigonométricas inversas las de una colecciéon de funciones
que son casi, pero no totalmente, inversas de las funciones tigonométricas.

La funcién seno no es inyectiva, por lo que no puede hablarse estrictamente de inversa de la
funcién seno. Sin embargo, la restriccién de la funcién seno al intervalo [—7/2, 7/2] es estrictamente
creciente, luego es inyectiva, y su conjunto imagen es el intervalo [—1, 1]

La inversa de la restriccién de la funcién seno al intervalo [—m /2, 7 /2] es, por definicién, la funcién

arco seno:
arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2],

de manera que serd una funcién estrictamente creciente, impar, acotada, y tal que dado = € [—1, 1]

arcsine =y <y € [—n/2,71/2| ysiny =z

con lo cual sin(arcsinz) = x para todo x € [—1,1] , mientras que arcsin(sinz) = z para todo
x € [-m/2,7/2].

Ejercicio 2.2 Dadon € Z , sea f:x € [nm — §,nm + 52| — f(z) =sinz € R .
1. Comprobar que f es inyectiva y expresar su inversa [~ en términos de la funcién arco seno.

2. Dibujar las grdficas de las funciones sin o arcsin y arcsin o sin.

La restriccion al intervalo [0, 7] de la funcién coseno, es estrictamente decreciente cuyo conjunto
imagen es [—1, 1]. Podemos definir la funcién arcocoseno:

arccos : [—1,1] — [0, 7]

como la inversa de la restriccién de la funcién coseno al intervalo [0, 7].
Es una funcién estrictamente decreciente y acotada, con el mismo dominio que la funciéon arco
seno, pero con distinto codominio. Dado x € [—1, 1], se tiene

arccosx =y <y € 0,7 y cosy =z,

con lo cual cos(arccosx) = x para todo x € [—1, 1] , mientras que arccos(cosz) =z , z € [0, 7).
La funcién arco tangente
arctg : R — (—m/2,7/2)
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es por definicidn la inversa de la restriccién de la funcién tangente al intervalo abierto (—7 /2, 7/2).
Es una funcién estrictamente creciente, impar, acotada, y tal que dado x € R

arctgr =y <y € (—n/2,7/2) y tgy = x,

con lo cual tg(arctgx) = x para todo € R | mientras que arctg(tgx) =z «— z € (—1/2,7/2).

Ejercicio 2.3 Sea f(x) = V1—2a? con f : [-1,1] — R, probar que f puede definirse como
COS arc cos .
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Capitulo 3

Numeros complejos

Sumario. Introduccién al cuerpo de los nimeros complejos. Operaciones. Formas
de representar un nimero complejo. Férmula de Euler. Ejercicios.

3.1. Introduccion

Aunque parezca que los complejos se introducen a partir de la resolucién de la ecuacién 22+1 = 0,
nada mas lejos de la realidad, esta era rechazada asi como logx = —1, o sinz = 2, eran irresolubles.
Los complejos hacen su aparicion a raiz de la ecuacién ctbica. Supongamos que queremos resolver
la ecuacién a® — 6x — 4, la forma de proceder fue similar a la de la ecuacién de segundo grado, es
decir, una solucion por radicales, obtenida por del Ferro en 1515.

Teorema 3.1 Una solucion de la ecuacion cibica reducida del tipo x® = max + n vine dada por

3n+ n? m3+3n n? m3
2 4 27 2 4 27

Demostracién. Sea z = ¢/p + {/q , elevando al cubo ambos miembros, obtenemos:

¥ = p+3Vp2Y/q+ 3V +a=p+q+3¥pq(D+ /q) =

= p+q+3xypg=mr+n

igualando, se tiene:

+qg=n m\3 my3
(S = m=(5) m=a(3)

39/pg =m 3 3

n? = (p+q)=p"+¢+2pq
2 m\3 2 . 2
n®—4 3) = P ta +2pg —4pg = (p — q)

y sumando y restando, las ecuaciones:
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se tiene:

de donde, la solucion es:

3ln N n?> m3 L n n?> m3
2 4 27 2 4 27
Ejemplo 3.1 Resolver x3 = 6z + 9.
39 92 63 39 92 63 3
— _ - —_ — - — = ]_ g
v \/2+ 1 27+\/2 Vo= VsHL=3
Ejemplo 3.2 Resolver a3 = 6x + 4

N O L S R
S 1L 27 2 1 27

= {’/2+\/M+{’/2—¢m:{’/2+\/—_4+€/2—\/—_4:
= €/2+2\/—_1+{’/2—2\/—_=(—1+\/—_1)+(—1—\/—_1):—2

O

Solucion que causo gran estupor en el siglo XVI, hasta que Argand y Gauss no dan una inter-
pretacion de los numeros complejos, se les calificaba como ”anfibios entre el ser y no ser”.

La solucién de la ecuacién ctibica completa 2 + ax? + bz + ¢, se obtiene mediante el cambio de

variable x = % (z — a) ,y reduciendola a la anterior.

3.2. El cuerpo de los niimeros complejos

Llamamos nimero complejo, a un elemento z = (z,y) € R*> = C, diremos que dos nimeros
complejos (z,y) y (2/,%') son iguales, cuando x = 2’ e y = ¢/, a x se le denomina parte real y a y
parte imaginaria, escribiremos x = Re (z) e y = Im (2) .

Definimos la suma

242 = (zy)+ (@ y) =@+ y+y)

y el producto
z-2 = (vr —yy', vy’ +ya').

Con estas operaciones C tiene estructura de cuerpo.
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3.3. Inmersiéon de R en C
Consideramos el conjunto de puntos de la forma (z,0) € R x {0} y la aplicacion:
p:R—Rx{0}cC
definida por p (z) = (x,0) . Esta aplicacién es un isomorfismo, es decir, es biyectiva y

r+y — plr+y)=p)+py)
z-y — plz-y)=p) py)

y podemos identificar (x,0) con x.

Ademas (z,y) = (x,0) + (0,y) = (x,0) + (y,0) - (0,1) = x + yi, definiendo (0, 1) = 7.

Observemos que i? = (0,1) (0,1) = (—1,0) = —1, es decir, i es solucién de la ecuacién 22 +1 = 0.
A z =z + yi se le llama forma binémica. Si Re(z) = 0 a z se le denomina imaginario puro y si

Im (z) =0 a z se le llama real.

Ejemplo 3.3 Efectia 3%%., 11+_i: Y 1+3ﬁi§i2_i)

i i 3—i 3i—i 3i—(-1) 3i+1 1 3

3+i 3+4i3-i F-# 9-(-1) 941 10 10

Observemos que:

PV=1i=ii=—-1,P=—ii'=1,"=i:=-1,i"=—i,...
1—1—2’7_1—@'_1
1—i 1—4
14+3i—i(2—4)  14+3i—2i+¢ 1+i—-1_ @
14 3i N 1+ 3i 1430 143

i 1-3 =3 i+3 3 1

113i1-3i 12-32 1+9 10 '10
Ejemplo 3.4 Resuelve la ecuacion 2% — 2z +2 =0

2422 —4.2.1 2+£/1-8 2+/-41 2+/-1V4
2.1 N 2 N 2 a 2 N
2 (1++/-1)

= #zli\/—lzlii

xrx =

Definicién 3.2 Se denomina conjugado de un nimero complejo z =a+bi a Z = a — bi.

Evidentemente Re (z2) = : —;— ? eIm (2) = i 2_ i
i

Propiedades Si z y 2’ son dos niimeros complejos cualesquiera.
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Z=2z
zeER& 2=72
z es imaginario puros z = —z2

z+ 7z =Z+7

2-2=Z-2

Z a —b
Observemos que z -2 =a>+ P Rt = 1= " — ’
) 4 a? + b? a? 4+ b a® +1?

1
Ejercicio 3.1 Comprueba que la suma z 4+ — nunca puede ser imaginario puro, salvo que z también
z
lo sea.
1 x Y

Seaz=zx+iy=— = — 7
+y z x2+y2 x2+y2

33'2 +y2 33'2 +y2 12 +y2 12 +y2
para que sea imaginario puro, tiene que ser:

x 1
t+——=0=z|l+—5— ) ea=
z? + y? ( x2+y2)

Ejercicio 3.2 ;Qué condiciones tiene que cumplir z para que z + — sea real?
z

1
z+;:x—|—iy—|—

S S + i +1|ly— i
ZE2 +y2 ZE2 +y2 1'2 +y2 1'2 +y2
para que sea un numero real, tiene que verificar:

1
z+;:x+iy+

y 1 . v=0
Y= 3 2:0:y(1— 2 2) ] —— = 0=1=a24q>
ety ety 2+ Y
0 z es un numero real o bien su afijo se encuentra sobre la circunferencia unidad de centro (0,0).

Ejercicio 3.3 Dado el polinomio z*> + 3z + 1 = p(x), demuestra que p(z) = p(Z) cualesquiera que
sean los z para los que p(z) € R

Sea z = a+ bi, por las propiedades de la conjugacién, sabemos que p(z) = p(z) =p(2) © p(z) €
R, luego, (a + bi)* +3(a+bi) +1 € R

a’> —b* +2abi +3a+3bi+1€R<2ab+3b=0

Ejercicio 3.4 Calcula el producto i - % -3 - - - - - % 4 la suma i 4+ 1% + 33 + - - + 4100,

.o . . . . . . . 4\ 1262 .
P I B 100 _ ;14244100 _ ;5050 _ 2+41262222_(24> — 21
. .100 . . .
. i . i -1 — 1 11— 1
i+ 4+ = — =-——=0
1—1 1 —1
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3.4. Representacion geométrica de los niimeros complejos

Supongamos que en R? tenemos un sistema de referencia. Consideramos la aplicacién de C en
el plano R?, que asocia a cada nimero complejo z = a + bi el punto de coordenadas (a,b), a dicho
punto se le denomina afijo del punto z.

Ejercicio 3.5 Representa en el plano complejo los nimeros que verifican:
1. z4+7zZ=

{

NI N

1. z+2:%:>x+iy+x—iy:2x:%<:>x:i

7 =1 z{:)y:i

2. z—Z=3i=x+iy— (x—iy) =2yi=

1
2 2

3.5. Moébdulo y argumento

Definicién 3.3 Se llama mddulo de un nimero complejo z = x + yi al nimero real positivo |z| =

VaZ +1?
De la definicion se sigue que:
L |2l = =2 = [zl = | -]
2. |Re(2)] < 7|
3. [Im(2)] < |7|
Propiedades Sean z y 2z’ numeros complejos, se verifica:
Pl |2/ >0y |z2|=0<2=0
P2 |2 2| = || |2
P3 |z + 2] < [z] + 7]

Definiciéon 3.4 Utilizando coordenadas polares, tenemos que:
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a = pcost
b = psinf
a+bi=pcost+ pisinf = p(cosf + isinb)
arctan (%) six #0
donde p = |z|. Se define arg (z) = 0 + 2km, es decir, 0 = ssir=0ey>0

37”52'95:0 ey <0

La expresion z = p(cosf + isinf) se denomina forma trigonométrica, y a py se le llama forma
modulo-argumental.

Teorema 3.5 Formula de Euler.- Para todo nimero real x,se verifica:
e’ =cosx +isinz
Demostracién. Tomamos y = sinz = arcsiny = x, de donde:

dy [ y=iz | _ idz2
Vi—yr | dy=idz [ | T2
=ilog <z+\/1+z2)

arcsiny =

. dz
/L [
V1422
deshaciendo el cambio, se tiene:
xr = arsiny =ilog (Q +1/1+ (zy)Q) = jr = i210g <—iy +4/1— y2) _
1

o COSX +1sSInx

= —log(—isinz + cosx) =log | ——— | = log —
cosT — isinx cos?x —i2sin® x
COSX +1sSInx
lo s 9
cos?x +sin“x

) = log (cos x + isinw) = e = cosx + isinz.

O
Asi, podemos escribir:

e = et = %™ = ¢% (cos b + isin b)

donde, e* es el médulo y b es el argumento del nimero complejo e?.
Observaciéon: ¢ = cosm +isinm = —1, e @7 es solucion de la ecuacién e = —1

Corolario 3.6
(cos @ +isinf)" = (cosnb + sin nh)

Demostracién.

(eiﬁ) noo_ einﬂ

(cosf +isinf)” = cos(nb) + isin (nb)
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Corolario 3.7 La funcion e es periddica de periodo 2i.

Demostracién.

O

T — @M — cos (1 4 2m) 4 isin (z + 27) = cosx + isin

Observemos:

_ p=0a
p9—0¢<:>{ 0 — o =2km

Po0p =P 01y

Po _ <£)
g, g/ 0—¢

©

Férmula de Moivre (19)" = (1"),, = 1ng, es decir:

[1(cos@ +isinB)]" = 1" (cos nb + sin nh)

Ejercicio 3.6 Describe el conjunto de puntos z tal que:

1.

2.

3.

Re(2) =0; Re(2) >0; |2 =1; |2| > L, Im(2) = 1; Im(2) < 1; 1 < |2] < 2.

lz—1|=2; |21 <2; |z = 1| = |z + 1]

Re (2)| +|Im(2)| =1; |z —2| =Re(2) +2; |z = 5| — |z + 5| =6; |z — 3|+ |z + 3| =8
Solucioén.

Si z = x + iy = Re(z) = 2 = 0 que representa una recta, el eje de ordenadas; Re (z) =z > 0

es un semiplano.|z| = /22 + 3% = 1 = 2% + y? = 1 circunferencia de centro (0,0) y radio

1.1 < |z| < 2 es una corona circular de radios 1 y 2 respectivamente.

|z — 1| = 2 es la circunferencia de centro (1,0) y radio 2. |z — 1] < 2 el circulo de centro (1,0)

y radio 2. |z — 1| = |z + 1] es el lugar geométrico de puntos del plano que equidistan de los

puntos (1,0) y (—1,0), es decir, la mediatriz de ese segmento.

|Re (2)| + |Im (2)| = 1 = |z| + |y| es un cuadrildtero de vértices (1,0),(0,1),(—1,0) y (0, —1).

El conjunto dado por |z — 5| — |z 4+ 5| = 6 lugar geométrico de puntos del plano cuya diferencia
de distancias a dos puntos fijos (llamados focos (5,0) y (—5,0)) es constante, es decir, una
hipérbola. |z — 3| 4+ |z + 3| = 8 es el lugar geométrico de puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos (llamados focos) (3,0) y (—3,0) es constante, es decir, una elipse.
|z — 2| = Re(z) + 2 lugar geométrico de puntos del plano equidistantes de un punto fijo y una
recta, es decir, una parabola.
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3.6. Raices de nimeros complejos

Nos proponemos resolver la ecuacion z™ — zg = 0, es decir, hallar la raiz n-ésima de un ntmero
complejo; el problema tiene facil solucion en forma médulo-argumental.
Sea zy = 1y, entonces, z = x4 es solucién, si verifica:

(2g)" =7y

pero
(Lb)n:x%:?"w:’ vl
ng = o+ 2km

al ser z y r nimeros reales positivos, siempre existe © = /r;y ¢ = £+
solo son distintos aquellos que se obtiene para k =0,1,...,n — 1.

2km

n

con k € Z, de los cuales

Ejemplo 3.5 Resolver la ecuacion z° = 1.

3 3 33'3:1 1':1
P=lo= (o) =25 =102 ) 35 0ok 7| 6= 21k =0,1,2
las soluciones son:
10,1%#,14%

observemos que

2r g 2r; dr; im; 2m;) 2 2
10:1’12_71-:]_63 — e 3 :w’14_ﬂ-:]_€3 — e 3 = e 3 = W
3 3
. 7 2 3 2 w J—
verificandose que 1 +w +w* =0y que w’ =1= w* = — = — =w.
W ww
Veamos un ejemplo donde se hace uso de estas propiedades.

)6n+1 _ pbnt+l

Ejemplo 3.6 Demostrar que para cualquier nimero natural n el polinomio (x + 1
.. 2 2
es divisible por (x* + x4+ 1)".

X

Vamos a demostrar que las raices de (22 4 z 4 1)° dividen a (z 4+ 1) — 251 — 1 con lo que
estara probado.

(z—1) (" +z+1)=2"—1
luego las raices de 22 + o + 1 son las raices complejas de 23 = 1, es decir, w y W = w? = %, y las

) 2
rafces de (22 + z +1)” son w? y w* = wiw = w.

(w+ 1) w1 = {w+1=—w?}= (_w2)6"+1 R
y al ser
(_w2)6n+1 = —w"?? = —w"w? = — [0 " w? = —w?
W () =
de donde
(w+ 1) — 1= —? w1 =

Andlogamente procedemos con la otra raiz, w?.

34



ANUNMIELNUYVO VUMD LELJUO

3.7. Aplicacién al calculo trigonométrico

La férmula de Moivre nos sirve para realizar calculos trigonométricos, por ejemplo, expresar
sin 2a, cos 3a, cos4a, . . ., cos® a,cos® a, . . .

En efecto, aplicando la citada formula, podemos escribir:
(cosa+isina)” = cosna + isinna

y s6lo tenemos que desarrollar por la férmula del binomio el primer término.
Asi tendremos, por ejemplo, para n = 2

.. 2 ..
(cosa+isina)” = cos2a+isin2a
cos’a + 2icosasina +i’sina = cos2a + isin2a
9 . . . . cos? a — sin? a = cos 2a
cos“a —sin“a + 2tcosasina = cos2a+ isin2a = . .
2cosasina = sin 2a
1+ cos2a . 1 —cos2a
cos?a — (1—cos2a) = cos2a = cos’a = — y sin®a = —

También podemos obtener el seno de una suma o diferencia a partir de la férmula de Euler:

e =cosx +isinx

e . e = "9 = cos (a4 b) + isin (a + b)

pero, por otra parte:
(cosa+isina) (cosb+isinb) = cosacosb — sinasinb + i (cos asin b + sin acob)
igualando las partes reales e imaginarias obtenemos:

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb

sin(a+b) = cosasinb+ sinacosb

Las transformaciones de productos de senos y/o cosenos, son muy utililes en el cdlculo de primi-
tivas, veamos un procedimiento sencillo basado en la férmula de Euler.

Ejemplo 3.7 Transformar sinxsin 2z en sumas de senos y/o cosenos.

Sea € = cosx +isinw, y e = (7?) = cos (—x) + isin (—x) = cosz — isinz.
Sumando y restando, obtenemos:

eiac + e—iac

coOsr = ————
2

eix _ efix
sinx = -
21
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de donde,
] el e~
smxr =
21
€i2:t - 67i2x
sin2r = -
21
y multiplicando
eix o efi:t €i2:t o 67i2x 1 ] ] ) ]
i in 2 — — = (p3ix _ —iw i —3iz) _
sin  sin 2x % 2% 1 (e e e’ +e )
1 iz 3ix i i 1 (e3ix 4 e—3iac) (eiax + e—iac)
= _—4[(6 +e )—(6 +e )]:—5 5 — 5 =

= —3 [cos 3z — cos 7

La importacia de los nimeros complejos radica en que es un cuerpo cerrado, es decir, toda ecuacion
algebraica de coeficientes, reales o complejos, tiene por lo menos, una raiz real o imaginaria. A este
resultado se le conoce como teorema fundamantal del Algebra.

3.8. Ejercicios

(1+’i)100
(vi=)”

Ejercicio 3.7 Hallar z =

L (1+ )100 L (1—1—2’)100
(1—19)*

(\/1—_7/) 50

Pasamos los nimero complejos a su forma polar

B , arg (zp) = arctan 1 = B 100 100 50
zZ0 = 1+Z${ ‘Zoy—m \/— }:>Z()— 2 = 2 \/5100”_2 257

-1 1

arg (zp) = arctan 4— = —;m 05
2 = 1—1= [ . =z \/_,_:>2100 V2 gr

20, 3T 3T .
y = i \/_75ﬂ_\/_3w—237\/_(cos—+zsm )—237\/_( 1+ 1)
4 4
\/5 —257

Ejercicio 3.8 Calcular f(n) = <%)n N <
—f(n)(n >0 entero)

ST

*Z) para n = 1,2,3,4 y probar que f(n+4) =

rw = (SF) 4 (S5) — i eny = e



ANUNMIELNUYVO VUMD LELJUO

de donde
ray = zcos(g)zggzﬁ
f2) = 2603(%%):0
f(3) = 2cos (%”):_\/5
f(4) = 2cos (%):_2
ot = 20 () oo () = e 100

Ejercicio 3.9 Girar 45° el vector z = 3 + 41 y extenderlo el doble.

Girar una figura o un vector 45° equivale a multiplicarlo por el nimero complejo z = 1450 =
lz =cos] +ising = L2+ %Z\/i y para extenderlo el doble basta con multiplicar por 2.

(3 + 44) (%\/ﬂ %2\/5) 2=—V2+T7iV2

Ejercicio 3.10 Calcular la suma cosa + cos2a + cos 3a + - - - + cosna
Consideramos

z = cosa—+cos2a+ cos3a+---+cosna+i(sina+sin2a+ - - +sinna) =
= cosa—+isina+ cos2a +¢sin2a + - - -+ cosna + ¢sinna =
suma de n términos de } eMie! — e

— eia_}_eﬂa_}_‘”_i_eina:{

una progresion geométrica el — 1
€ =1 iocosna +isinna — 1 io—1 -+ cosna+isinna
= “— =e — =e — =
e — 1 cosa+isina — 1 —1 4+ cosa+tsina
.2 na . . na na :. na s.na . na
B eia—sm 5t + 42 sin 7 cos _ez‘aSIHT ‘ —sin 5t + 192 cos B
- . 2a . - a a - A i a . a
—sin” 2 +42sin 2 cos 5 sin 3 sin 5 + 12 cos 5
in A g qin Rae 12 na in A qip e _ na
_ eiasm > isin % + 1 2 cos > _ 0SNG sin = 2 cos 2 _
S _iqin & 1 2 a — _ain & _ a
sin 5 1sin g + 1 20052 sin 5 sin 5 20052
: na : na : na
_ ezaSIH D) ) el(%fg) _ Sin p) ) el(%+%) _ S1n D) ) ei(ngl)a _
: a : a : a
sin § sin g sin §
sin% n+1 .oon+1
= —— | cos a + 1 81n a
sin g 2 2
de donde, 1gualando la parte real y la 1maginaria, tendremos:
sin n+1
cosa + cos2a + cos3a + - - - + cosna = —— - CO8 a
SIHQ
. . . : singt | n+1
sina +sin2a +sinda + -+ - +sinna = ———= - sin a
sin 2

2
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Ejercicio 3.11 Demostrar las formulas de Moivre:

27 Am 2(n—1)m
l14+cos—+cos— +---4+cos ——
n n n
.2 4w . 2(n—1)7
sim— +sm-——+---+simn——
n n n

Ejercicio 3.12 Hallar las raices de la ecuacion (1 +1i) 2% —2i =0
Ejercicio 3.13 FEscribir en forma binomica eVi,

Ejercicio 3.14 Resolver la ecuacion z* — 16 = 0.

Ejercicio 3.15 Resolver la ecuacion z* + 16 = 0.

Ejercicio 3.16 Resolver la ecucion (z +1)° +i(z —1)* = 0.
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Capitulo 4

Polinomios

‘ Sumario. Operaciones con polinomios. Factorizacién de polinomios. Ejercicios.

4.1. Factorizacién de polinomios.

Teorema 4.1 Teorema fundamental del Algeb’r’a.— Todo polinomio con coeficientes complejos,
tiene por lo menos una raiz.

Definicién 4.2 Una ecuacion P (x) = 0, donde P es un polinomio, diremos que o es una raiz o
cero de P si P (a) = 0.

Proposicién 4.3 Si «a es una raiz de P, entonces v — « divide a P (x).

Proposicion 4.4 Si P es un polinomio con coeficientes reales y a € C es una raiz, entonces a es
también raiz de P.

Demostracién. Sea P (z) = a,2" + a, 12" ' + - +ag y

P(a)=a,0" +ap 10" ' 4+ +ag=0

entonces
Pla) = apa"+ap1a" 1 +--+aqy=0=
= @, 0" + a1 G =0 =
@ 4 @y @+ +ag=0=P(q)
O

Corolario 4.5 Si P tiene grado impar con coeficientes reales, entonces P tiene al menos una raiz
real.

Demostracion. Si « es raiz compleja, entonces o también lo es, asi que las raices complejas van
de dos en dos, luego el niimero de raices complejas tiene que ser par.[]
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Corolario 4.6 Todo polinomio con coeficientes reales se descompone en factores lineales y/o cua-
drdticos.

Demostracién.Sea P (r) = a,a" + ap_ 10" '+ +ag=0=a, (v — 1) (v — ag) - (x — a,)
Si dos raices son «a y @, tendremos que:

x—(a+bi))(x—(a—b)) =
x—a—"b)(r—a+bi)=
r—a)—b)((r—a)+bi)=
x—a) =0 = (z—a) + 1 =
= 22 —2ax +a*+1?

(z —a) (z —a)

(
(
(
(

O

Definicién 4.7 Si « es raiz de P (x) entonces (v — «) divide a P(x), es decir, (r —a)@Q (x) =
P(x). Si(x — )" divide a P (x) y (x — )" no divide o P (x), diremos que a es una raiz de P con
multiplicidad v, o que v es una raiz de orden r y escribiremos:

Px)=(r—a) (z—-p) - (z—-0)
conr+s+---+z=n
Ejemplo 4.1 Descomponer x* +1 en R y en C

Evidentemente en R no tiene raices z* + 1, asi pues se tiene que descomponer en factores
cuadraticos. Como también nos pide descomponer en C, hallamos las raices cuartas de —1

r=vV-1=V1,=2, 1, = (z.)" = 21,

de donde:
=1=z=1

4a:7r+2k7r:>04:§+2]f7”

dando a k los valores 0, 1, 2, 3, obtenemos que las raices son:

T V2 V2

1§ = cos%—i—isinz—?—l—z?
1% = Cos?%—i-isin?%:—gﬂL ?
1s= = (:055—7T—|—z'sin5—7r:—Q—ii5
a 4 4 2 2
1l = cos7—7r+isin7—ﬂ:£—i£
T 4 4 2 2

la descomposicion en C seria:

(- () (- (29 - (5-9)-
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y en R

(29222 D(9) 2
2 () (88

Si solamente lo hubiesen pedido en R, se podria haber hecho mas rapidamente:

2
41 = '+ 222 4+1-22% = (x2+1)2— <\/§x) =
= <(x2 + 1) — \/§x> <(x2 + 1) + \/§x>
Nota 4.8 En lo que sigue consideraremos polinomios con coeficientes reales.
Teorema 4.9 Sea P (x) = ap,a™ + ay_ 12" + -+ -+ ag, si « es raiz de P (z) = « divide a ag

Demostracién. Si a es raiz de P (z) = a,0" + a, 10"+ -+ a9 =0y a," + ap_1a™ ' +
ot aia = —ag = a(a,a" P+ a_a" 24+ a1) = « divide a qo

Teorema 4.10 Sea P (x) = a,a" + a,_12" ' + -+ + ag, si a es raiz de P(x) y £1 no es raiz
= (a+ 1) divide a P(—1)

Proof
P)=(r-a)Q(z)=P(-1)=(-1-a)Q(-1)=-(1+a)Q(-1)
O

Teorema 4.11 Sea P (r) = a,a" + a,_ 12" ' + -+ + ag, st a es raiz de P(x) y £1 no es raiz
= (a—1) divide a P(1).

Para saber si « es raiz o no de P (z) = a,2" + a,_12"" ' + - -+ + ap debemos ver si:

1. « divide o no a ag. Si no lo divide no es raiz.

2. (a+1) divide a P(—1). Si no lo diivide no es raiz.

3. (a—1)divide a P (1). Si no lo diivide no es raiz.

4. P (a) si es cero tenemos la primera raiz, si no, no lo es.

Ejemplo 4.2 Calcular las raices de P (x) = 2° — 32% + 62> — 3z + 8

41



4 ULLINUNVIIUO

P(1) = 9
P(-1) = 13
D(8) = {+1,+2, 44, +8}

Si « es raiz

(a+1) dividea 13=a+1=130a+l=+l=a=-2
(=2—1) dividea 9y P(—=2)#0

El polinomio no tiene raices enteras, ni racionales.

Teorema 4.12 Los polindmios mdnicos (coeficiente principal 1) con coeficientes enteros, si tienen
soluciones racionales, estas son enteras.

Proof Sea ’5’ irreducible y solucién de 2 + a,_12" * + - - - + ag, entonces:

n n—1

—n+&n71%+~-~+a0:0
q q

P A anap" g ang" =06 pt =g (anap" T 4 a0
de donde deducimos que p™ divide a ¢ siendo p y ¢ eran primos entre si. []

Ejemplo 4.3 Probar que el polinomio x3 + 22% — x + 1 no tiene raices racionales.

P(1) = 3
P(-1) = 3

y £1 son los unicos divisores de 1, luego el polindmio no tiene raices enteras y al ser ménico no las
tiene racionales.

Ejemplo 4.4 Halla las raices racionales de 2* — 323 + 22 — 2 =0
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yP(z)=(2®—42* +42—-2)(x+1) =¢q(z) (x + 1)

g(l) = -1
g(-1) = —11
D(2) = {+1,+2}

Si «v es raiz de ¢ (z) tendremos que:
(a+1) dividlea —11l=a+1=—-1=a=-2y (-2—1) nodividea —1
g no tiene raices enteras.
Ejemplo 4.5 Halla las raices racionales de 43 + 8z% +x — 3
Ejemplo 4.6 Halla las raices racionales de z° + 9x* + 152° — 4522 — 882 + 60

Nota 4.13 Si dado el polindmio P (x) = a,a™ + Ap_10" "t -+ ag queremos obtener las raices
racionales ’5’ (p divide a ag y q divide a a,) lo mejor es probar las fracciones mds sencillas y si no
sale hacer el cambio x = 2 y reducirlo a un polindmio mdnico.

n

Ejemplo 4.7 Halla las raices racionales de 82° + 122% — 2x — 3 =0

Las posibles raices son {£3, +1, +%, +3 43 +23}

8§ 12 -2 -3
. 4 8 3
8 16 6 0
8§ 16 6
—1 —4 —6
8§ 12 0

87 +122% — 21 — 3 = (x—%) (x—i—%) (824 12) = (2z — 1) (22 + 1) (22 + 3)
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Capitulo 5

Funciones lineales y cuadraticas.
Circunferencia y elipse

Sumario. Funciones reales de variable real. Grfica de una funcién. Funciones lin-
eales y afines. Ecuacion de una recta. Funciones cuadraticas. Pardabolas. Circunfer-
encia y elipse. Ejercicios.

5.1. Funcién lineal y cuadratica. Curvas de primer y segun-
do grado.

5.1.1. Ecuaciones en dos variables.

Una linea del plano es el conjunto de puntos (z,y), cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién
F (z,y) = 0, aquellos puntos que no satisfacen la ecuacién no estan sobre la linea.

Ejemplo 5.1 z —y =0
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Ejemplo 5.2 22 —y? =0

Ejemplo 5.3 22+ 32> =0
La solucién es el punto (0, 0)
Ejemplo 5.4 2> +¢y*>+1=0
No tiene solucién en el cuerpo de los niimero reales.

Ejemplo 5.5 22 +¢y?—1=0

Ejemplo 5.6 La ecuacion x* + 2x + y* = 0 define una circunferencia. Hallar su centro y su radio.

En la ecuacion dada, completamos cuadrados para que ”desaparezca” el término en x.

P42 +1-1+4+y% = 0
(x+ 1) +9* =
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Ejemplo 5.7 Establecer el conjunto de puntos definidos por x? + y* < 4x + 4y

El conjunto de puntos que verifican una desigualdad es una region del plano, el conjunto de puntos
que verifican la ecuacién x? + y? = 4z + 4y, es una curva, esta curva delimita la regién del plano que
buscamos.

x2+y2
2 2
'ty —4dr —4y

4o 4+ 4y
0

IA A

que completando cuadrados, se transforma en:

22 —2-2-2422 449y -2.y-2+2° -4
(x—2)"+(y—2)*

IAINA
(0.0)

que representa el circulo y la circunferencia de centro (2,2) y radio v/8.

Ejercicio 5.1 Dados los puntos A y B. Hallar el conjunto de puntos M que estdn a doble distancia
de A que de B.

5.1.2. Ecuacion de primer grado. La recta.

Las lineas de ecuacion maés sencillas que podemos encontrar son de la forma:

Az +By+C=0

donde A y B no pueden ser simultaneamente cero. Si B = 0, representa una recta vertical, x = —%.
Si B # 0, podemos escribir:
A ¢ +0
=——xr— —==ax
Y

que es una funciéon de R — R, si b = 0, la llamaremos lineal, y si b # 0 afin, donde b es la ordenada
en el origen y a es la pendiente.

A « se le denomina angulo de incidencia, y su tangente es a, la pendiente. Notemos que si a = 0,
entonces la recta es horizontal, y si o = 7 la recta es vertical.

Dado un punto P (a,b) y la pendiente m, la ecuacién de la recta es:

y—b=m(x—a)
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Ejemplo 5.8 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3,1) y (5,4).

Para obtener la ecuacién de la recta, solo hemos de sustituir las coordenadas de los puntos en la
ecuacion de la recta, y = ax + b, y resolver el sistema:

1:a3+b} 1:3a+b} b:1_g:_g}

4=ad+b 3=2a a= %
la ecuacion de la recta es: 3 .
y=3""3
Y
y=32—3
X

También podemos observar, que la pendiente de la recta es:

4—-1 3
m=———= —

5—-3 2

y la ecuacion de la recta:

3
y—1:§($—3)

Ejemplo 5.9 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2,1) y forma con el eje OX, un
dngulo de 5 rad.

™

La pendiente de la recta es, m = tan (4

): 1, por tanto,
y—1=1(zx—2)

Angulo de dos rectas

= b= =t . . o
Dadas las rectas z _ ij__ d= Z } , sabemos que CCL _ terig } siendo a, 3 los angulos de inci-
dencia de las rectas r y s.
tan 0 — tan « c—a

t — — e
an (= a) l+tanf-tana 1+4+a-c
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Nota 5.1 Sia = ¢, entonces las rectas son paralelas, el dngulo que forman es 0.
Nota 5.2 Sil+a-c=0, las rectas son perpendiculares, el dngulo que formas es Srad.

También podemos obtener el angulo entre dos rectas, a partir de sus vectores de direccién. Dadas
Az +By+C =0 (—B,A)
Arx+By+C=0 —B' A
que forman es:

las rectas } , sus vectores de direccion son ( } ; v el coseno del angulo

(=B) (-B) + AA
A2+ (B () 4 (=B

Ejemplo 5.10 Hallar el dngulo que forman las rectas r y s de ecuaciones:

cosy =

r = y=2xr+3
s = y=-3r+2
La tangente del angulo que forman es:
t —t 2—(-3 5
tan (0 — a) = anf — tana (=3) = =1

_1+tanﬂ-tan04:1+2~(—3) -5
y el angulo es %’rr(zd.
Ejemplo 5.11 Halla la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta 20 —y + 3 =0
La pendiente de la recta es m = 2, y la ecuacion de la recta paralela:
y—0=2(z—0)
Ejemplo 5.12 Halla la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la recta 2x —y+3 =0

La pendiente de la recta es m = 2, y por tanto, la pendiente de la recta perpendicular verifica,
1+ 2m = 0; y la ecuacion de la recta perpendicular
-1

y—OZT(fL’—O)

Distancia de un punto a una recta

La distancia de un punto P (a, b) , a la recta r de ecuacién Az+ By+C = 0, se obtiene sustituyendo
las ecuaciones del punto P, en el valor absoluto de la ecuacién normal de la recta y, esta se obtiene
dividiendo la ecuaion general por el médulo del vector normal.

_ Az4By+C AatBb+C | _
A:1:+l_3/y+0—0 - \/m—o — \?m —d(P,T’)
Ecuacion general Ecuacién normal Distancia

Ejemplo 5.13 Hallar la distancia del punto P(1,1) a la bisectriz del sequndo cuadrante.

La ecuacion de la bisectriz es, y = —x.
T+y 1+1
THy=0~ —2 =0~ —— =V2=d(P,r
Y V12 +12 V2 (Pr)
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5.1.3. Lineas de segundo orden. Conicas.

La ecuacién Az* + Bxy + Cy*+ Dx+ Ey+ F =0 (1), donde A,B y C no son simultdneamente
cero, representa a una conica en el plano.

La mas sencilla de todas ellas es la circunferencia, lugar geométrico de puntos del plano que
equidistan de uno fijo llamado centro, y a la distancia del centro a un punto cualquiera de la circun-
ferencia se le llama radio.

Ejemplo 5.14 Hallar la ecuacion de la circunferencia.

Sea C (a, b) las coordenadas del centro y sea R el radio. Si un punto P (x,y) es de la circunferencia
verifica:

d(P,C) = R
V@—aP+ (-1 = Re(@—a)+(y—b)° =R

que desarrollando, queda de la forma:
2? +y? —2axr — 2ay 4+ a® +b* —1r* =0
Nota 5.3 (1) es la ecuacion de una circunferencia si A =C y B = 0.
Ejemplo 5.15 Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (2,4),(6,2) y (—1,3).

Sustituimos las coordenadas de los puntos en la ecuaciéon de la circunferencia y resolvemos el
sistema:

P2A+42A4+2D+4E+F = 0
62A+22A+6D+2E+F =
(-1 A+3*A—1D+3E+F =

la solucién es: {D = —4A, E =2A, F = —20A, A= A}, dandole a A el valor 1, obtenemos:
Py —4r4+2y—20=0
Que podemos escribir, completando cuadrados, de la siguiente forma:

Py —Adr+2y—20 = 2P —dr+4+P+24+1-25=0
(x=2°+@y+1)" = 5

Ejemplo 5.16 Hallar el centro y el radio de la circunferencia 4a® + 4y? + 6x — 3y = 0.

6 3
4x2+4y2+6x—3y:0:x2+y2+1x_Zy:

20
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3 3\ 2 3 3\ 2 3\ 2 3\ 2
— 29,7 2 2_9,° °2) _ 2 2 _
x+x4+ 1 +vy y8+ 3 1 + 3
B _+32+ 3\ 5,
- \"T Y73 64

+32+ 3\* 45
oy Y78) T e

La elipse es el lugar geométrico de puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos
(F (c,0) y F'(—c,0)), llamados focos, es constante. La constante 2a es mayor que la distancia entre
los focos 2c.

La ecuacion reducida de la elipse es:

y su grafica:

A la vista de la grafica podemos decir que la ecuacion de la elipse no representa una funcién.

Sustituyendo y = 0, en la ecuacién obtenemos x = +a, y a los puntos A (a,0) y A’ (—a,0) se les
llama vértices y al segmento que determinan se le llama eje mayor y su distancia es 2a. Analogamente,
haciendo x = 0, obtenemos y = +b, b es la longitud del semieje menor de la elipse.

La hipérbola es el lugar geométrico de puntos del plano para los cuales el médulo de la diferencia
a dos puntos dados, llamados focos, es constante.

Su ecuacion reducida es:
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La parabola es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un punto fijo, llamado foco,
y de una recta llamada directriz.

La ecuacién reducida es y? = 2pz. El punto F, situado sobre el eje OX y cuya abcisa es L esel
foco de la parabola, y la recta x = —% es su directriz. Cambiando el lugar de z e y obtenemos la

parabola x? = 2py, que es la tnica que es una funcién real y cuya grafica adjuntamos. Para obtener
la grafica de la otra parabola basta girar los ejes.

e

Las cénicas se pueden definir como el lugar geométrico de pintos P (z,y) , cuya razén de distancias
a un punto fijo F; llamado foco, y a una recta d, llamada directriz, es una constante €, denominada

excentricidad.
aPF)

d(P,d)
Ejemplo 5.17 Hallar la ecuacion de la elipse de focos (0,1) y (—1,2) y semieje mayor a = /2
Si el punto P de coordenadas (x,y) pertenece a la elipse, verificara:
d(P,F)+d(P,F')=2a
V=02 + =17+ = (1) + (y - 2 = 22

o2
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ecuacion irracional, que se resuelve despejando una de las raices y elevando al cuadrado;

2

(\/(:1:—0)2+(y—1)2) - (\/(x+1)2+(y—2)2+2\/§)2

(z -0+ (y—1)7 = (x+1)2+(y—2)2+8+4\/§\/(x+1)2+(y—2)2

2y+4—20 = 4x/§\/(m+1)2+(y—2)2

2

(y+2—x)° = (2\/5\/(:13+1)2+(y—2)2)
y: + 4y — 2yr +4 — 4o + 2% = 82% + 162 + 40 + Sy* — 32y

—Ty? 4 36y — 2yz — 36 — 20z — T2* =0

Ejemplo 5.18 Encontrar la ecuacion de la hipérbola de directriz 2o — y 4+ 3 = 0, foco en el punto
(3, —1) y excentricidad 3.

A(PF) _,
d(Pd)
V@=3)+ (y+1)
[20—y+3] -
VA+1
2r —y + 3|
ro 3P+ (a1 — slryidl
V=37 ++1) N
y elevando al cuadrado:
O — 2
(0 =3 + (g + 17 =9 ZIHY
36 36 108 9 54 81
26+ 104+ 42y = —2® - — — “yt - = —
x r+10+y" + 2y 5 53:y+5:1:+5y 5y+5

—312% — 1382 — 31 — 43 + 64y + 362y = 0

Ejemplo 5.19 Encontrar la ecuacion de la pardbola de foco (1,1) y directriz la bisectriz del seqgundo
cuadrante.

ci(RF)_1
d(Pd)
(z—1)°+(y—1)°
\/ ey ’ =1
V2
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R C ]

1 1
x2—2x+2+y2—2y:§x2—xy+§y2
2x2—4x+4+2y2—4y—(x2—2xy+y2) =
v —dr + 44y — Ay + 20y =

o O

Ejemplo 5.20 Encontrar la ecuacion de la pardbola de foco (1,5) y vértice (2,2).

La directriz es la recta perpendicular al eje, este es la recta determinada por el foco y el vértice,
pasando por el punto simétrico del foco con respecto al vétice.
La recta que pasa por el foco y el vértice tiene de ecuacion:

_5-2
S 1-2

y—2 (x—2)=-3x—-2)y=-3x+38

El punto interseccién del eje y la directriz, es el simétrico del foco con respecto al vértice, por
tanto, si (zg,yo) son las coordenadas de dicho punto, se verifica:

xOTH:2:> ZEO:3
W =2 Yo = —1

Asi pues, la directriz es la recta perpendicular a y = —3x + 8, pasando por el punto (3, —1)

1
y+1:§(x—3)<:>x—3y—6:0

La ecuacion de la parabola, se obtiene de:

d((r,9), (1L5) |

|z—3y—6]

V149
— 3y — 6
e 1)+ (y—5p - =36l
Ve =17+ -5 s
(z — 3y —6)°

_1)2 _5)2
(z=1)"+(y - 5) 0

102® — 20z + 260 + 10y* — 100y = z° — 6y — 122 + 9y* + 36y + 36
922 — 8z +224 4+ y? — 136y + 6zy = 0

o4



Capitulo 6

Funciones exponencial y logaritmica

Sumario. Funcién exponencial; propiedades. Propiedades de logaritmos. Funcién
logaritmica. Ejercicios.

6.1. Funcién exponencial

Introducciéon Estamos familiarizados con las potencias de exponente natural, y utilizamos fre-

cuentemente

1.
d"=a""=a"=d" =1
2. .
a"d"=d"=1=a"=—
&n
3.
n
/_/%
11 L n 1
arqn ---Qn= Qqn :al = qn = {l/a
y como consecuencia de este ultimo:
4.
m
—
1 1 1 m m
arar---ar=anr = anr = Vam

Para definir a” con x € R, es necesario recurrir al concepto de limite.
Dado un ntumero real x, siempre existe una sucesién de niimeros racionales,

my,
Tp = — (mk € Z,ny, € N) , que converge a x.
N
Sea x un numero real y ¢ un ntimero real positivo , se define a* = lim a"*

k—o0
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Definicién 6.1 Se llama funcion exponencial de base a, siendo a un numero real positivo a la
funcion

f:R—=R,

r — a”®

Cuando a > 1, es estrictamente creciente , si a < 1, es estrictamente decreciente y si a = 1, es la
funcién constantemente igual a 1. Por lo que consideraremos a # 1 ,entonces a” es inyectiva.

Y a®, a>0

Propiedades . Sean los nimeros realesa >0y b>0;neN y zyelR

1. a” =a¥ = x =y (La aplicacién exponencial es inyectiva)

2. El codominio de la funcién exponencial de base a es |0, +o0]

—_——
3. a®=a" oV =¢%. .. .a"
()
4. a=—=|~-
a® a
5. a* >0

8. (a®)¥ =a"
9. (a-b)*=a"-b"

Ejemplo 6.1 Resolver 2% = g .

. . . _ _r2 .2 . .
Escribimos % como potencia de 2, es decir, 273 = 27" como la funcién es inyectiva, tendremos
que 3=1—-a2*=2’=4—0x=2yx=-2

o6
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Definicién 6.2 Se llama funcion exponencial f(z) = e* = exp(x) .

Es decir la base es el nimero e, que es un numero irracional; mas todavia, es trascendente, lo
que significa que no existe ningin polinomio con coeficientes enteros que se anule en eeste niimero
. , n o . o
aparece, por ejemplo, en el lim,,_, (1 + %) . Sus primeras cifras decimales son

2,7182818284590452353602874713526624977572...
Ejercicio 6.1 Resolver las siguientes ecuaciones:
1 9lte — g2-=
2. FT+3r=4
3. 62" =1296
4. 2% —3.27T1 4+ 8 =0

5. 2V +4% =272

9T 3V —7
O V3201 _gri = 3

6.2. Funcién logaritmica

La funcién exponencial es inyectiva y por tanto podemos definir su inversa, esta es la funcion
logaritmica
log : 0,400 = R
logz =y si y solo si e’ =x.
Por tanto, log(e®) = = cualquiera que sea x € R y €% = z cualquiera que sea x € |0, +oo| .
Sus propiedades son consecuencia de las de la funcién exponencial.

Propiedades
1. logl=0
2. loge=1.

3. Dadosn e Ny z €0, 400

a) log(z™) =nlogx
b) log(/x) = ~logx

¢) logi=loga™=—logx

4. Dados x , y €0, +o0]

a)

log(z - y) = logz + logy.
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b)

log(f) =logz —logy
Yy

c)
logx® = zlogx
d)

¥ = e¥ log

5. La gréafica de la funcién logaritmica se obtiene por simetria de la grafica de la exponencial con
respecto a la recta y = x,

Y log

La funcion logaritmica es estrictamente creciente. En particular, es inyectiva. Es una biyeccién
de los reales positivos en R.

6.2.1. Funcion logaritmica de base cualquiera

La funcién logaritmica de base a > 0 a # 1 se define en |0, +oo[ como la inversa de la funcién
exponencial de base a,
log, r =y ©d' =2

Por lo tanto,
log

logz =log, xloga — log, x =
log a

Las propiedades son las mismas que para la funcién log = In = log,
Observacién.- Dado un nuimero real a > 0, la funcién exponencial de base a se puede expresar
mediante
a® = e"loga

Ejemplo 6.2 Resolver 2log;yx = 1+ log;, (x — 0,9)

o8



4L UINULIUINDDO DA UININUIAL 1 LUGGADRV L IVILT U A

Aplicando las propiedades transformamos la ecuacion en:
log,, 2° = log,, 10 + log,, (z — 0,9) = log, (102 — 9)
y como la funcién log,, es inyectiva tendremos:
=10z -9=2r=9yzr=1
Ejercicio 6.2 Resuelve:

log,,, 36 =2
log.1=2x—y

{ logs x + logsy = 2
2.
rT—y=2~8

Ejercicio 6.3 Calcula

29
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Capitulo 7

Limites y continuidad

Sumario. Concepto intuitivo de limite y continuidad. Propiedades de las funciones
continuas. Ejercicios.

7.1. Limite de una funcién en un punto

Diremos que el limite cuando z tiende a a de f es L, si se puede hacer que f (x) esté tan cerca
como queramos de L, haciendo que x esté suficientemente cerca de a, sin coincidir con a.

Ejemplo 7.1 Sea f (z) = xsin (1), queremos calcular lim,_q f (z) que es 0.
. Es posible hacer que = sin% esté tan cerca de cero tomando z suficientemente pequeno?
Probamos con ﬁ, queremos que f (x) esté a menos de ﬁ de 0,es decir,

1 < rsi 1 - 1
———— < zrsin— < ——
1000 x 1000
o lo que es equivalente
1 1
— < -
TERZ] S To00
pero
1 1 1
zrsin—| = |z| [sin —| < |z] < ——
x T 1000

para que f (z) diste de cero menos de una milésima, basta con tomar x €]1073,103|
Podemos repetir el razonamiento tomando un numero positivo cualquiera ¢, asi pues, para que

|f () — 0] < € basta tomar 0 < |z| < €. y podemos escribir lim,_, f (z) =0
Ejemplo 7.2 Sea f (x) = 2*sin (i) . Queremos calcular lim,_o f (x) , veamos que es 0.

Sea ¢ € RT y queremos saber como hemos de tomar z, para que

zsin| — | — 0| <e¢
T
1

2% sin (—) —0’ = ’x2’
T

En efecto:

sin(i)’ﬁ’x2’<€:|x|<\/§
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Definicién 7.1 Decimos que f : X — R tine limite en xy punto de acumulacion de X si
Ve >0 30 (e) tal que si 0 < |z —xo| <0 (e) = |f(x) =1 <e

Que también se puede formular de la siguiente manera:

Para todo entorno de [, V; existe un entorno de xy, U,, tal que f (U;‘O N X) c V.

Si no es verdad que lim,_.,, f (x) = [ se tiene que cumplir entonces:

Existe algun ¢ > 0 tal que para todo 6 > 0, existe algin z para el cual 0 < |x — zo| < ¢, pero
If () = 1| > e.

Aunque a veces es mas facil usar la siguiente proposicion:

Teorema 7.2 La condicidn necesaria y suficiente para que el lim, ., f (r) = | es que para toda
sucesion {x,} C X —{xo} tal que

lim z, = o = lim f(z,) =1

n—oo n—oo

Proof La condicién necesaria es trivial, la suficiente se prueba por reduccién al absurdo. Supong-
amos que lim, ., f (z) no existe, ello quiere decir que

Je > 0 tal que V9§ existe z5 € X — {zo} con 0 < |zg —xs| <oy |f(x) =1 >¢

Tomando § = + obtenemos z, € X — {z¢} con 0 < |zg —x,| < = y |f(x) — | > ¢, asf pues,

hemos encontrado una sucesién x,, de limite xy tal que la sucesion de sus imagenes no converge a [,
en contra de la hipdtesis.[]

Observacion Esta caracterizacion del limite se utiliza sobre todo para demostrar que el limite de
f no existe.

Ejemplo 7.3 Sea f (z) =sin i Probar que no existe lim,_o f (x) .

Sea por una parte la sucesion x,, = ﬁ — 0 cuya sucesion de las imagenes es

flxn)=f (ﬁ) = sin % =sin (2mn) — 0

Y sea por otra parte la sucesion y,, = ﬁ — 0 cuya sucesion de las imagenes es
2
1 1 T
fyn) =f (7) = sin T = sin <— + 27m> — 1,
5 +2mn o 2

luego, hemos encontrado dos sucesiones que convergen a cero y cuyas sucesiones de imagenes tiene
limites distintos; por el teorema anterior no puede existir lim, .o f ().
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7.1.1. Propiedades

Sean f y g funciones definidas en X C R y sea 2y un punto de acumulacién de X, supongamos que
lim, ., f(z) =1y lim,_,, g () = m. Entonces se verifica:

+g)(z) = lim,_, f(z) £lim, g () =1 £ m.

Lo lim, gy (
(f - 9) (@) = limg g f (2) - UMy g g () = L - m.

2. limg .,

lim, ., :
3. lm,_,, [) (x) = 1m$—0f(x) = L. Siempre y cuando sea m # 0y g (z) # 0.
g limy .y g ()

lim, ., bf = plime—ao f i b > 0.

lim, o In f () = In (lim,_,, f (2))

i 9 = (g g, f () (209

El limite de f en un punto xq si existe, es tnico.

Si f tiene limite m en x( entonces f estd acotada en un entorno reducido de x.

© 0 N o Ot

Si f tiene limite m en x( entonces |f| tiene limite en zy y vale |m].

10. Sil=my f(z) <h(zx) <g(zr) Ve U* entonces existe lim, ., h(zr) =1

Ejemplo 7.4 Calcular lim,_.o x sin %

1 1
xsin—’ = |z| sin—' <l|z|= —|z| < zsin— < |z
T T T

y como lim, ¢ |z| = lim,_,o — |z| = 0, resuta que el limite pedido existe y vale cero.

7.1.2. Limites laterales

Sea I' un subconjunto del dominio de f, si la restriccién de f a I' tiene limite cuando x — xy € T”,
se dice que f tiene limite en xg segtin I' y se escribe limzﬂro f(z).
Te

Consideramos dos subconjuntos del dominio, I'" ={z € X 1z >z} yI'" ={r € X : v < a0},
y calculamos en caso de que existan los limites segin los subconjuntos I't y I'~.
Al limite

lim f(z) = Hm+ f(z)

zel'+ 0

lo llamaremos limite por la derecha y lo denotaremos por h’mxﬂxg f (). Andlogamente se considera
el limite por la izquierda

lim f(z) = lim f(x)

rzel'— 0

Obviamente para que exista lim, ., f () es necesario y suficiente que existan los limites laterales y
que estos coincidan.

1 1
Ejemplo 7.5 Calcularlim, o f (z) donde f (x) = w para x # 0
ez e =z
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Calculamos los limites laterales

1 1 2 _
) , ez —e=w , l—e= , 1 o2
Iim f(z) = llm —— = lim —— = lim = =
z—0t z—0t o3 + ez z—07F 1 + 6_5 z—0t+ 1 + -
ezx
1 1 2
, . ez —e = , ex—1 e>*—-1 0-1
lim f(z) = lm —— = lim — = = = —
x—0~ z—0" ez e = z—0~ ez 4+ 1 e~ 41 0+1

7.1.3. Dos limites fundamentales

1.

2.

sinx =1

lfm, _ S22

Sabemos por el tema anterior que si 0 <z < 7

sin x 1
cosxt < <
T COS T
ademés )
T T
1 —cosx=2sin?= <2—
27 4
y

2
, X .
lim2— =0« limcosx = 1
z—0 x—0
sinx __
n

se deduce de la regla del bocadillo que lim,_,q

xT

lim, o (14 2)7 = e = lim, o, (14 1)

Ejemplo 7.6 Calcula los siguiente limites:

1.

2.

3.

4.

z l—cosz
lim, o 222

1 — cos 2sin? & sin? 2 sin £\ 2
lim Qox:hm 22:11m 22—11m( x2) =1
x—0 o x—0 - rz—0 =z z—0
2 2 2
lfm, ., 204
In(1 1
i 0D (1 e — e =1
z—0 x z—0
lim,_ <
, et —1 hacemos x =1n (1 4 t)
lim = =
z—0 r—0<t—0
et — 1 eln+t) 1 t
= lim =lm—=llm——— =
x—0 €T t—0 h’l (1 + t) t—0 ln (1 + t)
meﬂo (1+3;)a_1
1 “_1 aln(l+z) _ 1
g LFE 2L g e e
x—0 xT x—0 T z—0 T
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7.1.4. Funciones equivalentes en un punto.

—

Diremos que f ~ g en el punto a si lim,_,, % =1

= Sean f,g y h tres funciones tales que f ~ ¢ cuando x — a, entonces f -h ~ g-h en caso de

. .. . g
que exista uno de los limites; y también = ~ = cuando x — a.

h h
s Sixz — 0 entonces

sin x ~ x arcsinx ~ &
tanx ~ x arctan x ~ x
log(x +1)~x ef—1n~u
(14+z)—1~Xz kK —1~zlogk

2

T

1 —coszx ~—
2

Observacién Los limites de la forma 1°°; se resuelven de la siguiente forma:
AB — 1
AB — oBI(+(A-1)) _, B(A-1)

Ejemplo 7.7 Halla

lim (1 + sinx)%

z—0

El limite es de la forma 1°°

1
T

Iim (1 +sinz)* = lim BT = Jim " = ¢!
z—0 rz—0 z—0
Ejemplo 7.8 Calcular
, logcos6x
lim ————

z—0+ log cos 3x

. logcos6x . log (1 + [—1+4 cos6z]) . cosbr —1
lim —— = lim = lm —— =
z—0+ log cos 3 z—0+ log (1 4+ [-1 + cos3z])  z—0+ cos3x — 1
o
= lim 2 =4

z—0t _ (3z)

2
Ejemplo 7.9 Calcular

7 . a
lim xsin —
Tr—+00 €T

1
Podemos hacer el cambio z = 7 (x = 400 &t —07)

, . a .1 .1
lim zsin— = lim —sinat = lim —at = a
z——+00 xT t—0t t t—0t t

65



Liivit 1 o X UUIN LLINULU AL

Ejemplo 7.10 Calcular

3 T 1
lim —
z—1 (logm logx)

Hacemos el cambio t =2 —1(t - 0 <z — 1)

) T 1 , r—1 , t Lt
lim — = lim =llm—=Ilim-=1
a—1 \logz logx z—1 \ logx t—0log (1 +t) t=0t

, . tan? z
lim [sm2 x]
T—3

El limite es de la forma 1°°, y para poder aplicar lo visto anteriormente hemos de hacer un cambio
de variable —t = x — 7. Observemos que

T
x—>§<:>t—>0

n2zx , . (s tan?( 5 —t , 2
lim [sin2 x} i = lim [st <— — t)] ( = lim (0052 t) ot _
af:—»% t—0 2 t—0
= lime” siendo L = lim (cos2t — 1) cot? ¢
t— t—0
hora bi 2t —1 = (cost — 1) (cost + 1) e 2 t? t2t ! ! d
ahora bien, como cos“t — 1 = (cost — cos ~N—— 2= cot“t = ~ — nos queda
’ ) 2 Y tan?t 2 q
L = h'thO _tQt_Q = —1 y el
HQLU —
lim [sin2 x} i —e !

s
£E—>2

Ejemplo 7.11 Calcular el siguiente limite

T 2
lim (a®* — 1) log (1 — z?)

w0 <(1 —22)" — 1) arcsin x

Teniendo en cuenta que (a® — 1) ~ zloga;log(l — 22) ~ —a2;(1—2%)" =1 ~ —22h y que
arcsinx ~ x, se tiene

. (a® — 1) log (1 — 2?) . xlogczQ(—af) _ loga
w0 ((1 e 1) arcsing 70 —rtha h

7.2. Funciones continuas

» Sea f: D CR —Ryae€ D. Diremos que f es continua en a, si

lfm f (2) = f (a)

r—a

que es equivalente a:
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Ve>0 3d(e) talquesiz € Dy |z —al <d(e)=|f(z)— fla)] <e

0 a:
» Para toda sucesién {z,} C D tal que lim,, o, z, = a = lim, . f (z,) = f (a).

Que f sea continua en a, nos indica que podemos permutar la funcién f y el limite.

lim f(x) = f (h’m :1:)

r—a r—a
por ello, para calcular un limite, lo habitual es sustituir "z por a”
xsint sixz #0

xT

0 oiz—0 . Estudiar la continuidad de f en el punto a = 0.

Ejemplo 7.12 Sea f (z) = {

, . 1
glcli%f(l‘)—glcli%l‘SHlE =0

ya que se trata de una funcién acotada (sin %) por una funcién (z) que tiende a cero. Como f (0) =0
la funcién es continua en cero.

Ejemplo 7.13 El valor absoluto es una funcion continua en a = 0.

|z = zstr20 lim |z| =0
Y —zsiz<0 Y IRTT

0sizeQ
lsizeR-Q
llama de Dirichlet y es discontinua en todos los puntos).

Ejemplo 7.14 Estudiar la continuidad de f (x) = { en el punto (esta funcion se

La funcién no es continua, pues no existe lim,_olimf (z); para demostrarlo tomamos las suce-

siones {%} — 0y {%} — 0, la primera de numeros racionales y la segunda de irracionales, y

im0 f (%) = 0 mientras que lim,_,q f (%) =1.
Diremos que f es discontinua si:

1. Si existe el limite pero no coincide con f (a), es decir, si lim,_, f (z) =1 # f (a). En este caso
la discontinuidad se dice evitable.

2. No existe el limite.

a) Los limites laterales existen y son distintos, la discontinuidad se llama de salto.

b) Al menos uno de los limites laterales no existe, la discontinuidad se dice de segunda especie.

Ejemplo 7.15 Sea f(x) = xsini si x # 0 la funcion no es continua en cero, pero esta discon-
tinuidad la podriamos evitar, definiendo f (0) = 0.

Ejemplo 7.16 La funcion de Dirichlet es discontinua de sequnda especie en cada uno de sus puntos.
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7.2.1. Propiedades de las funciones continuas en un punto

1. Si f es continua en a, entonces f esta acotada en un entorno de a.

2. Si f(a) # 0 siendo f continua en a, entonces existe un entorno de a donde f tiene el mismo
signo que f(a).

3. La suma, diferencia y producto de funciones continuas en a, es continua. Si g es continua con
g (a) # 0, entonces 5 también es continua en a.

4. Las funciones elementales son todas continuas en sus dominios de definicién.

5. Si f es continua en a y g es continua en b = f (a), entonces g o f es continua en a.

6. Dadas las funciones f y ¢ continuas en a, las funciones: max(f,g) = f+g+2\f—g] y

min (f,g) = ftg _2|f 4l son continuas.

Ejemplo 7.17 Estudiar la continuidad de

%jfii: stx <1
f(x)= —1lsiz=1

1—cos(z—1) siz>1
z—1

1l—cos(z—1
Siz>1= f(z) = (1 ) es continua por diferencia, composicion y cociente de fun-
x J—
ciones continuas. (z — 1 # 0)
) x—1+e"! -1 ;
Stz <1= f(z) = P al ser z — 1 — €*~! < 0 (no nulo) f es continua por suma,
x—1—e""

diferencia, composicion y cociente de funciones continuas. Veamos que ocurre en 1. Calculamos los
limites laterales:

1— —1 1 —cost £
i f (o) = tm 2= @D g g LTS 3
r—1+ z—1+ x—1 t—0+ t t—0t ¢
r—1+e* 1 t+ et 1
i — lm —— " r—1=t]=1 - -
:cin{lff(x) xil{l*x—l—exfl [x ] t—lglft—et —1

como los limites laterales son distintos, no existe el limite de f y no es continua, la discontinuidad
es de salto.
f es continua en R— {0} .

7.2.2. Funciones monotonas continuas e inversas

Dada una funcion f : I — R diremos que es monodtona creciente en I, si para x < z se verifica
que f () < f(z); vy la diremos estrictamente creciente, si la tltima desigualdad es estricta.

Dada una funcion f : I — R diremos que es monodtona decreciente en I, si para x < z se verifica
que f(z) > f(z); vy la diremos estrictamente decreciente si es f (x) > f (z).
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» Facilmente se comprueba que la condicién necesaria y suficiente para que f sea creciente en I,

es que M > 0 para todo =,z € I.
z2—x

» Andlogamente para funciones decrecientes. (
z—x

1)1

» Si f: I — R es estrictamente mondtona en I, entonces es inyectiva.

Demostracién. Evidentemente si x # z = f(z) # f(2),yaquesiz # 2z = < z0z < x
de donde f (z) < f(z) o al contrario, pero siempre distintos, y f es inyectiva.JAdemads f es
biyectiva si restringimos el codominio a Imf.

» En el caso anterior podemos definir f=! : Imf — I que también es estrictamente mondétona.

Demostracién. Sean t,w € Imf = Jz,z € [ tales que f(z) =ty f(2) = w. Para ver que es
- fTw) w2
t—w fx) = f(2)

mondtona hemos de estudiar el cociente

y ambos cocientes tienen el mismo signo.[]

Teorema 7.3 Sea f estrictamente mondtona y creciente, entonces f~1 es estrictamente mondtona
Yy continua.

7.2.3. Ejercicios

Ejercicio 7.1 Calcular los siguientes limites:

x2—2z+1
——

1. lim

22 —=2x+1 0
Im ——— = —
—1 13 —x 0

indeterminado, el numerador y el denominador tienen que ser divisibles por x — 1.
(x—1) . (z—=1) 0

ot —=2x4+1
lim ————— = lim =lim—==-=0
=1 23 —x e—lz(z—1)(x+1) a—1z(z+1) 2

2' limx—>0 (COS I)COt 2x
HH(I) (COS.CE)COth _ 100 _ eL
L =lim (cosz — 1) cot 2z = lim | = ) 220 — g (2 ) 228 _
w0 z—0\ 2 ) sin2z 20\ 2 or

lim (cos )" = =1

z—0
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log cos ax

3. hmxﬁo log cos bx

, logcosax . log (1+ (cosax — 1))
clim —— = lim —
z—0 log cos bz z—0 log (1 + (cosax — 1))
2
o cosaxr — 1 ) —@ a\?
= lim—— = lim —=5 = <—>
z—0cosar —1 2—0 _ (bf;) b
4. limg_q (cos z)©"**
lim (cos )" = 1%° = ¢F
2 2
x°\ cos2x %\ cos2x
L =1im (cosx —1)cot2z = lim [ — = lim | — =0
ac—>0( ) x—>0(2)sin2:1: x—>0(2) 2x
lirr(l] (cosz)* =’ =1
5. lim,_.g @
,oat—=bv" 0
lim —— = —
x—0 X O
oat=0b" et —=1-b"+1 oat—1 b =1
lim —— = lim = lim — lim =
z—0 x x—0 x z—0 x z—0 x
, a®—1 , b —1 , a*xloga ., b"xlogh
= lim — lim =lim—— —lim ——= =
z—0 €x z—0 €x x—0 €x z—0 x
= h’rr(l]axloga — h’rr(l]b“" logh =loga — logb
6. 1lfm ,_q (cosz)*H9**
h’r% (cos )9 = 1°°
a:2
cosz—1 -2
HH(l) (cos x)COtg% = HH(I) gloosz=1)cot g2z lirr(l)e tan 2 = lirr(l)e =l =1

y 1

7. lim,_qcos (x)
El limite no existe, cuando x tiende a cero, i crece hasta infinito, y el seno va oscilando desde
—1 hasta 1. Vamos a demostrar que en efecto no existe:

Tomamos dos sucesiones que tiendan a cero y que las sucesiones de las imagenes tengan limites

distintos.

_ 1 1) _ _ . L , B
Sea T, = 5~ = COS <%) = cos (2mn) = 1, que tiene por limite 1. Consideramos y, = e
= CoS < I ) = cos (7 + 2mn) = —1, cuyo limite es —1.Y el limite no existe.

2N

8. lim,_xcos (i)

)
xcos | — ) <
x

= —|z| <

1
T COS (—)' <|z| =
T
(1)
zcos | —
T

y como lim,_q |z| = 0, por la regla del sandwich, el limite pedido es cero.

< ||
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Ejercicio 7.2 Calcular el valor de a y b para que la siguiente funcion sea continua en todos los
puntos.

7812(1?) si x<—1
g(z)=<¢ ar+b si —1<x<1
1
sin (ZE)©er siox > 1
La funcién es continua en todos los salvo en x = —1 y en x = 1. Veamos que ocurre en dichos
puntos: .
ll/mxﬁfl— = h’tho— Sl?t =1
. /! _
xli)rr_llg(x) N l=—a+b
lim, , + =lim, g+ ax +b= —a+b
lim, - =lim,_1-ax+b=a+b
, /
:lvlir% g (z) N l=a+b

1
lm, 1+ sin (Z£) e =1

T @ sin(%z)fl sin(g-(l—t))—l
lim sin (—) = lim e sz = |lim e loe(-5) =
z—1+ 2 z—1+ t—0t
Sin(%f%t)fl cos(%t)fl
= lim e —t = lim e —¢ =
r—1+ t—0t
-(31)?
, o
= lime 7t =€=1
t—0t
Resolviendo el sistema
—a+b=1
a+b=1
resulta:
b=1ya=0

Ejercicio 7.3 Estudiar la continuidad de

e~/ i 1 <0
f(x)= 0siz=0

siancos% st x>0

La funcién es continua en todo punto distinto del cero, por ser composicién de funciones continuas
(la funcién exponencial y una funcién racional con denominador no nulo, por una parte, por otra, es
el producto de la funcién seno por una composicién, una racional con denominador distinto de cero
y la funcién coseno). Veamos que sucede en 0.

; P /a2 ; 1
lim f(z) = lm eV = lim —5 =0
z—07F z—07F z—0+ el/®
. 1 . e
lim f(z) = lim sin®zcos— = 0 (funcién acotada por un infinitésimo)
x—0~ z—0~ X

Y la funcién es continua en todos los puntos.
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Ejercicio 7.4 Escribe una funcion que sea continua exactamente en dos puntos.

2% st x€Q

f(x):{ 3r—2 si v ¢ Q
Veamos que es continua solo en 1 y 2. Calculamos el limite en un punto cualquiera a € R

lim f (x)

r—a

Tomamos dos sucesiones que converjan a a. Supongamos que a € Q
an an an \?
T, = — s C = a®
{n+1} ny(n—i—l) (n+1) -

an an an
Yn = LHW@}CR—nyQHﬂ@):G%+v5—Q—aM—2

el limite sélo existe si a®* = 3a —2 < a*> —3a+2 =0, cuya solucion es : {a =2} ,{a=1}.

Andlogamente se procede si a ¢ Q.

Ejercicio 7.5 Estudiar la continuidad de

_ I3l six#0
“@_{ 0 siz=0

Para x # 0, la funcién es continua por ser composicién de funciones continuas. En el punto cero

calculamos el limite.
et =g L
lime Izl = lim —— = —— =10
z—0 z—0 6‘;’ etoo

y la funcién es continua en todos los puntos

Ejercicio 7.6 Estudiar la continuidad de

ei|121*1‘ stz # +1
xr) =
/(@) { 0 stx==+1

La funcién la podemos obtener como composicién de la anterior y de g (z) = 22 — 1, y por tanto
es continua por ser composiciéon de funciones continuas.
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Capitulo 8

Derivabilidad de funciones

‘ Sumario. Derivada de una funcién. Propiedades de la derivada. Ejercicios.

8.1. Derivada
Definicién 8.1 Sea f: I - R ya E;, si existe el siguiente limite

o L@ = (@

r—a T —a

= f"(a)
diremos que f es derivable en el punto a y su derivada es f'(a).

De la unicidad del limite resulta que la derivada es tnica.
Para que exista dicho limite deben de existir los limites laterales lim, .+ < ( = fl(a),

lim,,_, .- (x) f @ = f’ (a) y ser iguales, se les denomina derivada por la derecha y por la izquierda,
respectlvamente

z stx >0
—z st x <0
no es diferenciable en ese punto. Calculamos las derivadas laterales

Ejemplo 8.1 Sea f (z) = |z| = funcion que sabemos continua en a = 0 pero que

S fx-0

— £(0 -0 -
i L =T, BLZ0 g 22y g )
z—0~ x—0 z—0- 2 —0 v=0m

como las derivadas laterales son distintas, la funciéon no puede ser derivable en 0.
Sabemos que la interpretacion gréfica de la derivada es que f’(a) es la pendiente de la recta
tangente a la curva y = f (z) en el punto (a, f (a)), es decir, la ecuacién de la recta tangente es

y—fla)=f(a)(z—a)
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Ejemplo 8.2 Hallar la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = xsinx en el punto de abcisa

x=20
x)— f(a zsinx — 0sin0 rsinx .
lim M = lim = lim =limsinz =0
r—a €r—a z—0 xr — O x—0 x z—0

y la ecuacion de la recta tangente es

y—0s8in0=0(x—0), es decir, y = 0.
Teorema 8.2 Si f es diferenciable en un punto a, entonces f es continua en a.

Demostracién. Para que f sea continua en a debe ocurrir que lim,_,, f (z) — f (a) = 0.

Al ser f diferenciable sabemos que lim,_,, W = f"(a), luego
lim f () — f(a) = lim M(x—a) =
T—a T—a T —a
= limwlim(x—a):f'(a)ﬂ:o
T—a T — a T—a

O
El reciproco es falso

22 six >0

. es continua en 0 y no es derivable en 0
—x stx <0

Ejemplo 8.3 f(z) = {

En efecto, f es continua, pues

1i = lim 2> =0= lim (—z) = I
Mg )= g e =0= g (o) =g F0)

es decir, lim,_o f () =0 = f(0). En cambio, las derivadas laterales son distintas

f(x) = f(0) . x? =0

lim —~——~> = Iim = lim =0
z—0t x—0 z—0t  — 0 z—0t
h'mw — lm —x—():h,m—_x:_l
z—0~ x—0 z—0- = — 0 rz—0~ T

y por tanto, no existe f’(0).

8.1.1. Calculo de derivadas

Definicién 8.3 Si f : [ — R es deriwable en cada punto de I, diremos que [ es derivable en I,
y podemos considerar la funcién que asocia a cada x € I — f'(x) € R, que llamaremos funcion
derivada y la notaremos por f'.
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Si el intervalo I es cerrado, diremos que f es derivable en a extremo de I, si f tiene derivada
lateral.
Al conjunto de las funciones derivables, las notaremos por D (I, R) y se verifica

D(I,R) 5 C(I,R) > F(I,R)
y podemos escribir:
fe€D(,R)— f € F(I,R)
Reglas de derivacién Si f,g € D (I,R), entonces se verifica
f+9eDIR)y (f+g)=f+¢
f-g€D(,R)siendo (f-g) =f g+ [

VAER, (\f) € D(I,R), con (Af) = \f’

. 1 1 / f/
Slo%f*(])éf € D(I,R), resultando (?) :_F

Regla de la cadena Si f € D(I,R) y g € D(f.(I),R) entonces go f € D(I,R), y (go f)(a) =
g (f(a))- f'(a)

Homeomorfismos diferenciables Si f: [ — f. (/) un homeomorfismo, tal que f € D (I, f. (1)) y

1
, —1 -1 _
0¢ f'(I), entonces f~* € D(f.(I),R)y f e
. 24l g <0 )
Ejemplo 8.4 Sea f (z) = o o x_> 0 Calcular a y b para que f sea derivable en todo punto.
(a+1)*

Hallar '

Para z < 0, v — 1 # 0, al no anularse el denominador de f, esta es derivable en todos los puntos,
por ser cociente de funciones derivables.

Para x > 0, z + 1 # 0, y sucede lo mismo que en el caso anterior.

Estudiamos el caso x = 0. Para que f sea derivable, ha de ser continua, luego los limites laterales
tienen que ser iguales:

b a-0+b
lim f(z) = lfm 212 @ 0%0_

T—0+ =0t (z4+1)2 (0+1)%
241 02+1
lim f(z) = lfm 2= =22
z—0~ z—0— r — 1 0—-1
De donde deducimos que para b = —1, f es continua en 0. Supuesto que b = —1, pasamos a calcular

las derivadas laterales:
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ar—1 ar—1+z342z+1
—f(0 12 (—1) STRIVAR
L(0) = i L8 =0 g = lfm —
z—0+ z—0 z—0+ T z—0+ T
2492 2 2
_ o iAo (etat e L (etrd2)

0t g(x4+1)7 =0t z(z+1)° a0t (x4 1)°

— 24l (1 e tlta-1
T
2
— Um ﬂ: l{m M: l{m x+1__1

oz (x—1) emo-x(r—1) z50-2—1

la funcién sera derivable en 0, si a = —3 y b = —1, siendo
T\ T— - LUQ
% stx <0
f(z) = —1s1x=0
—3(z4+1)%-2(z+1)(=3z—-1) _.
wtD)? stx >0

1
Ejemplo 8.5 Sea f (x) = z*sin (—) y f(0) = 0. Estudiar la continuidad y derivabilidad de f. ;Es
x

f" continua?.

La funcién es continua en todos los puntos de R*, pues es un producto de funciones, donde uno
de los factores es una composicién de funciones continuas (la funcién seno y la funciéon — donde el
x

denominador no se anula) y el otro factor es una funcién polinémica. Veamos que ocurre en 0

1
lima?sin (- ) =0=f(0
lim 2% sin (x) f(0)
por ser el producto de una funcién acotada (sin %) , por una funcién que tiende a cero (x?),y f es
continua en R.
Estudiamos la derivabilidad en el 0, en los demés casos un razonamiento anélogo al realizado en
la continuidad resuelve la cuestién.

f(0) = lim M = lim M = lim x sin (l) =

x—0 €r — 0 z—0 €T z—0 T

y f es derivable en todos los puntos.

, B 2xsin%+x2 (—x%)cos% stx#0
f(x)—{ 0siz=0

y f' no es continua en cero, ya que el sustraendo de 2z sin% — COS% no tiene limite para x — 0.

Ejemplo 8.6 Hallar la recta tangente a la curva de ecuacién f(x) = 2% en el punto de abcisa
T =7.
2
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Calculamos la derivada de f tomando logaritmos:

/

logf = sinzloger = — =cosxlogxr + —sinzr =
x
! 1 : sinx 1 :
= f=f-(cosxlogez+ —sinz | =27 | cosxrlogzr + —sinz
x x
(T T\ Sin g T w™ 1 w1
f(—) = <—> cos—log—+ =sin—- | ====1
2 2 2 2 3 2 275
y la ecuacion de la recta tangente es:
s s
g e3)
) T3
Ejemplo 8.7 Hallar la derivada de arcsin x
Tenemos que arcsinz = z < ¢ =sinz e
1

1 1
/
y = N T -
cos (arcsinz) /1 —sin? (arcsinz) V1 — 22

7
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Capitulo 9

Integrales de funciones. Primitivas

Sumario. Concepto intuitivo de integral definida. Primitiva e integral indefinida de
una funcién. Integrales inmediatas. Integracién por partes. Integracién por cambio
de variables. Integrales racionales. Ejercicios.

9.1. Concepto de primitiva

Definicién 9.1 Sea f : I C R — R llamaremos primitiva de f a toda funcion F': I C R—R
derivable, talque F' (x) = f (x).

Notemos que si f admite una primitiva en I, entonces f admite infinitas primitivas.

Definicién 9.2 Al conjunto {F /F es una primitiva de f}, lo llamaremos integral indefinida de f
y lo notaremos por [ f (z)dz.

Como consecuencia inmediata de la definicién se obtienen estas cuatro propiedades:

1. (ff(x)dz)/:f(m)

2 [P @) de=f (@)

3. [kf(x)de=k [ f(x)de Vk €R.

L@+ @) dr=[f (@) do+ [g()ds

9.2. Integracion de funciones elementales

@

+c
n+1

Sinz-1= [ @@

in=— f' (=) x =1lo T c
Sin=-1= /f(x)d log [f ()| +
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/f’ (z)cos f(x) de =sinf(z)+c
/f’(x)sin f(x) dx=—cosf(x)+c
/f’ (x)cosh f(x) de =sinh f (z) + ¢

/f’ (x)sinh f (z) de = cosh f (z) + ¢

/' (x)
dr =tan f (z) +c
cos? f (z) tan f () +
sir{; Ecx()x) de = —cot f(z)+c¢

dx = arcsin f (z) + ¢

[ =7

f,—(x)dx = argcosh f () +¢

VI (@) =1

f/—(x)x:ar sin T c
[ i e o+

30
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4 Divilt 1 1 vaao

%dz = arctan f (z) + ¢
NIRRT

1+ f2(x) 2 1—f(2)

/f’ (x)sec f(x)tan f (z) dr =sec f (z) + ¢
/f’ (x) cosec f (x)cot f(x) dv = —cosec f (x) + ¢

/710/(96) dsz—l—c

2y/f (x)
. 3z
EJemplo 9.1 f mdl’ con (b 7é 0)
/ v 3 / 2r 3 (a4 ba?)~**! .
— —dx = — - _— .z
(a + bx?)’ 2b ) (a+ ba?)? 26 —3+1
1 4

Ejemplo 9.2 [ %8 T e

X

Ejemplo 9.3 [ vsin4x cosdxdz

1 1 sin% 4x

1
/\/sin4xcos4xdx: Z/(sin4x)%4cos4xdx: ———+c= ésin% 4xr + ¢

3
43

Ejemplo 9.4 [ (274 1)’ da
1 1(2 1)4
/(2x+1)3dx: —/(2%—1— 1)* 2dx = 1@zt 1)4 +c
2 2 4
Ejemplo 9.5 [ e % zdx

1 1
/e‘”gxdx =—3 /612 (—27)dx = —ie*’“g +c
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2arcsin T

Ejemplo 9.6 fidx
V1—a2
2arcsinx 1

2&I'CSIHJ,’ + c

St
1 — 12 v In2

Ejemplo 9.7 [ cotzdx

/Cotmdm:/Cosxdm:ln(sinx)—i-c

sin x

Ejemplo 9.8 [tanzdz

/tanxdm:—/_Smmdmz—ln(cosx)—l—c

COS ™

sin \/z s

Ejemplo 9.9 [
VT

/ SH\l/\E/de = 2/ S;n\/?dx = —2cos /T +c

T

Ejemplo 9.10 [ dx

coS T
cos? 2

1
/de = atanx2+c

Ejemplo 9.11 [ e” cosedx
/ex cos e’dx = sin (e¥) + ¢

eﬁ?
Ejemplo 9.12 [ ——dx
V1 —e2®
eﬁ?
—————dx = arcsine® + ¢
/ V1—e2®
T

14+ 24

Ejemplo 9.13 [ dx

/ T 1/ 2z 1 tanz? 4+
xr = = ———5 — T arctanx C
1+t 2/ 14 @2 2

dx

Ejemplo 9.14 fm

/% B 2/ N (1?(@)2)

= 2arctan/z + ¢
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d
Ejemplo 9.15 [ <

(22 —1)* +1

/\/ x—l
dx
zy/log?z — 1

dx ( 2 )
—————=In{lnz+4/(In"x —1) | =argcoshlogx + ¢
/:z:\/log2:1:—1 ( )

dx
V25 — 1622

= —arcsmh 2e —1)+c

Ejemplo 9.16 [

Ejemplo 9.17 f

4
arcsm x +c

/\/25—16x2 / [l — (a2
9.3. Integracion por descomposicion

Cuando el integrando se puede descomponer como suma algebraica de otras funciones mas ele-
mentales, aplicamos las propiedades 3¢ y 4%.

(4z + 2)°
T

Az +2)° 1622 + 162 + 4 4
/(x;)dx = / Oa” + 162+ dx:/(163:+16+—) dz =
x x x

= 8r*+16x +4In|z| + ¢

Ejemplo 9.18 [ dx

x—i—l

/m+1dm—/( : )zx+21n(m—1)+c
r—1 r—1

Ejemplo 9.20 I = [ (tanx + cot )* d

Ejemplo 9.19 f

I = /(tanm+cotx)2dx:/(tan2m+cot2m+2)dx:

= /(1+tan2x+1+c0t2x)dx:tanx—cotx+c
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dx

sin? z cos? x

s dx (sin2 T + cos? x) 4
sin? z cos? sin? z cos?
sin’ x cos’
= | iZreo et | G oo™ =
sin” x cos? x sin” x cos? x
1 1
= 5 dx + ——dr =tanz — cotx +c
cos? x sin® z

9.4. Integracion por sustitucion

Ejemplo 9.21 I = [

Supongamos que tenemos que calcular f f (x)dx y tomamos x = g (t), g diferenciable, entonces,
por la regla de la cadena, se verifica que:

[r@de=[1o@)g®d= [nod=HO+c=H (" @)+

1
Ejemplo 9.22 [ \/E++1 dx
x

=t
1 vz t+1 1?4+t
ks dr = x =t :/ + 2tdt:2/ + dt =

2 2
r+1 de — Otdt 1+¢ 1+¢

P+1—1+¢t 1 t
= 92| —- = "d+=29 1-— dt =
/ 1+ t2 /( 1+t2+1+t2)

1
= 2 (t—arctant+§ln(1+t2)) = 2y/r —2arctan/z + In(1+ ) + ¢
Ejemplo 9.23 [ V1 + 22dx

/\/1—1—3:2(13: = { = sinht }:/\/1+sinh2tcoshtdt:

dx = cosh tdt

1 h 2t t 1
= cosh? tdt = jLCidt = —+ —sinh2t+c¢=
2 2 A4
t

1 1 1
= 3 + 12 sinhtcosht + ¢ = 3TV (1+22)+ §arcsinh$ +c

dx
222 + 2x + 8

B 1/ dx 1 4 dx B
R B

Ejemplo 9.24 f

15

4

2 dx 1 TF arct 2¢ + 1
= = | ——==—= arctan c
15 <2x+1)2 i 15 V15
/15
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2 3
Ejemplo 9.25 Imdﬂf

o / 2v+3 d _1/18x+27—12+12

9x2—12x+8x_§ 922 — 122 + 8
1 18x — 12 1 27+ 12

9/ 922 —12x+8 9) 922 —12x +38

1 39 dx 1 39
= —In(92? - 1204+8)+ = | ———— = —In (927 — 120+ 8) + 1

gl (9 x+)+9/9x2—12x+8 gl (927 —12048) + 5

7 _/ dx
V7 ) 922 — 122+ 8

{92 120 +8 = (32)° =237 -2+ 4+ 4= (3v —2)> + 4}

completamos cuadrados

N

/ dx 1 2/ dx 1 3r — 2
L=[] ————= —= _——— = —arctan +c
(Br-27+4 43) (2711 6 2

de donde . 30 1 5 5
I:§ln(9x2—12x+8)+§~aarctan x2— +c
r+ 2
Ejemplo 9.26
AP fm
2 1 —2r—4+4—-4
I R i i dr =

VAar — x2 2 \/43: — a2
—2x+4 / =2
= 4o — 22 + 41
/2\/4x—x2 Vaz !
1 o —a?=—(2"—-2-2-24+22—4) =
e e Lk IR RS i

/ 1 =2
= dx = arcsin +c=
9 2 2

2
+c

= —V4x — 22 + 4 arcsin -

9.5. Integracién por partes
Supongamos que [ f(z)dr = [u(z)v' (x)dzr donde u,v,u’,v’, estdn definidas en el mismo do-

minio que f. Al ser
d (uwv) = udv + vdu
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e integrando esta expresion

/d(uv):uv:/udv+/vdu:>/udv:uv—/vdu

formula de integracion por partes.
Si aplicamos la férmula a [ f (x) dz, obtenemos:

[ f@dr=as @~ [adf @) =5 @)~ [of @)da

Ejemplo 9.27 [Inzdzx

/lnxdmlenx—/xl:xlnx—x—l—c
T

Ejemplo 9.28 [ arctanzdx

1
/arctan xrdxr = xarctanx — / L dr = zarctanz — — In (x2 + 1) +c
14 22 2

El método de integracion por partes requiere la eleccion juiciosa de u y dv. Observemos que si
clasificamos las funciones de la siguiente forma

Logaritmica

Inversa Trigonométrica
Algebraica
Trigonométrica
Exponencial

(LIATE) cada funcién de estas clases tiene su derivada en la misma clase o en la inferior, por lo
que la clasificacion LIATE nos da la regla para elegir u, de las dos funciones que aparecen en el
integrando, debemos elegir u como aquella de ambas que primero aparezca en la clasificacion LIATE.

Ejemplo 9.29 [ z*Inzdx

Py 3 3 3
/m2 Inzx de = /lnxd (%) = %lnx—/%d(lnx) =

3 3 3 2
= x—lnx—/x—-—dx:x—lnx—/x—dm:
3 3 x 3 3

ZES 1'3
— _1 o
= 3 nr 9 +c

Ejemplo 9.30 I = [ zarctanzdx

—_—— x? x? x?
I = z arctanz dr = | arctan zd > = > arctan r — ?d arctanz =

x? 2 1 x? 1 [22+1-1
= —arctanz — dr = — arctanx — — _
2 14+ 22

21+ a2 2 2
2 1 1 1
= x—arctanx——/ldx%——/idx:
2 2 2 1+ 22

L2 aret e+~ arctan +
= X arctanr — <& —arctanx C
2 2" 2

dr =
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Ejemplo 9.31 [ = [In*zdx

1
I = /1n2xdx:x1n2x—/xd(ln2x) :xln2x—2/x—1nx:

T

= xanx—/lnxdx:xln2x—2[xlnx—x]+c

Ejemplo 9.32 fwdx

(1 —a?)’

/ x arcsin g / x arcsin p ) d( 1 )
——dr = r= [ arcsinzd | —— | =
Ja_ay (=) /- Vi
1 )
= ———— arcsinx —

N /ﬁd(

1 ) / 1
= ————arcsinz — dz =
1— a2 1 —a?

arcsin ) =

1 .
= ———=arcsinz —argtanhx + ¢

V1—a22

Ejemplo 9.33 [ z%e“dx

/x2emdx = /x2de” = z2e” — /exdm2 = 22" — /Qxexdx =
= 2" — /Qxdef” = 12" — [Qxef” — Q/e”dx] =

= z%” — [2me” — 2] + ¢ = 2" — 2we” + 2e* + ¢

Observemos que hemos integrado por partes dos veces, éste es un hecho que se produce fre-
cuentemente, por ello, cuando la funcién a integrar es un producto, cuyos factores son una funcién
polinémica y una funcién exponencial o una circular es conveniente ponerlos en forma de tabla, como
sigue:

D I
x? e®
N
2x er
N
2 e’
N
0 e’
0 N er

y [a?e"dx = +a?e” — 2xe” + 2¢” — 0e”.
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Ejemplo 9.34 [ (2 + 3z — 1) sinazdx

D I
2 4+3r—1 sin x
N
2¢+ 3 —COos
-
2 —sinz
N
0 COS ¥
-
sin x

/(x2 + 3z — 1) sinzdr = — (2* + 3z — 1) cosz + (2z + 3)sinz + 2cosz + ¢

T

Ejemplo 9.35 [ dx

cos? x

/ x2 dex = /md(tanx):xtanx—/tanxdx:
cos? x

= gtanz +Incosx + ¢

9.6. Integracion de funciones racionales
P(x)

Tratamos ahora de integrar funciones racionales, es decir, m donde P y @ son funciones
T
polinémicas.
Pueden ocurrir que gr (P) > gr (Q) o gr (P) < gr(Q) . Donde se puede reducir el primer caso al
segundo, para ello sélo necesitamos efectuar la divisién euclidea, P (z) = Q (z)-C (z) + R () , donde
_l’_

P -C R R
C'v R son el cociente y el resto respectivamente. Y (z) = @) (z) (z) =C(x)+ (z)

Q (x) Q () Q(x)

P
Asf supondremos que — es una fraccién propia, es decir, gr (P) < gr (Q). Y recordemos que si

el polinomio () tiene una raiz compleja, a + bi, entonces también tiene la raiz a — bi, y se verifica
trivialmente la relacion(z — (a 4 bi)) (z — (a — bi)) = (z — a)® + b*.

Supongamos que () tiene las raices reales 7,7y, .., 7, con multiplicidades aq, as, ..., g respectiva-
mente, y las complejas a; £ by, ..., a; £ byi con multiplicidades 3y, ..., 3, es decir,

Q=(x—r)" (x—r)" ((x— ar)’ + bf)ﬁ1 oo ((x = a)’ + bf)ﬁt

y descomponiendo en fracciones simples,

P Ay N A P Aq, N
Q (x—r)™ (@ —r)™! r—r
+ By By 4o+ i +
(x—ra)™  (z—ry)* ! r—r
4. M1£E+N1 Mg1I+Nﬁl
((31:—@1)2+b%)ﬁ1 (x —ay)? +b?
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descomposicion que es Unica, y Ay, Ao, ..., By, Ba, ..., My, N1, ... son constantes a determinar.
r—2
(z —1)° (1 +22)

Ejemplo 9.36 Descomponer en fracciones simples

T — 2 A B Mz + N

+ +
(z—171+22) (x—1° x—-1 1+2?

quitamos denominadores
r—2=A1+2*)+B(1+2?) (x — 1)+ (Mz+ N) (z - 1)?

y le damos a x los valores 1, ¢ y 0

1
T = 1:—1:2/1:14:—5

r = i:z’—zz(Mz’+N)(i—1)2=(Mi+N>(—2i):2M_2Ni:{ Noo

1
2

r = 0= -2=A—-—B+N=B=1

N[

x—2 .~ i i 2
(x—121+2?) (z—1° z-1 1422

. . P . .
Una vez descompuesto en fracciones simples @, se integran cada uno de los sumandos, pudiendo

presentarse los siguientes casos:

= Existen raices reales simples. Si r es una raiz simple de Q en la descomposicion aparecerda un
sumando de la forma ﬁ que tiene por primitiva a Aln |z — r|.

dx
Ej lo 9.37 | —
jemplo fx(x+1)
1 A B
z(r+1) x+x+1:> (+D+Br=(A+B)jz+A=
L [0=4+B _ [B=-1
1=A A=1

/L_/@_/ d =Injz|—In|z+ 1| + ¢
v(x+1) ) = r+1

» Existen raices reales multiples.

Si r es una raiz de () con multlicidad «, en la descomposicién en fracciones simples, aparecen los

A1 A2 Aa .
sumandos = + — + -+ —— y su integral es:
x—r

(I—T) (x—r)

o —atl
(x =) (x —r)" x—r —a+1

89



1IN oAbl U FUINUIUINDDO. 1 DVl 11 V.o

dx
Ejemplo 9.38 =1
JemP Iy
- 4 B C
(z—172@x+1)  (¢—1° z—1 z+1
= 1=A@@+1)+B@-1)(=z+1)+Cx-1)°>=
1
six = 1:>1:2A:A:§
1
six = _1:>1:4C:>C:Z
st = 0:>1:A—B+C':>B:—i

1 1 1
I = 2 o 4 4 dr =
/{(m—lf :I:—1+:1:+1 t
L e+ imesn+
2(x—1) 4\ g ¢

» (Q tiene raices imaginarias simples. (raices imaginarias multiples no se ve)

Si Q tiene la raiz a+ bi, también tiene la a — b que las podemos agrupar, y se obtiene el sumando

Mz + N . . .
———, cuya integral da a lugar a un logaritmo mas un arco tangente.
(z —a)® + b2
Mx+ N Mx — Ma+ Ma+ N
I = —d = 5 dr =
)+b2 (x —a)” + b2
M - Ma+ N z
= / —a) g, Mat b =
)2+ b2 b (54)" +1
Ma+ N —
— —ln((m—a) +b%) + o arctan(xb&)—i-c
Ejemplo 9.39 fiijl dx
JEmPIO = (22 +1)
r+1 A+Mx+N_A(x2+1)+Mx2+Nx_
r(x2+1) 24+1 z(x2+1) B
(A+ M)x?+ Nx+ A 0=A+M =M
x(x?2+1) 1— 4

/ r+1 d / 1+—x+1 d / 1 1 2z L 1
z(x?+1) r  x?4+1 x 22241 2241

1
= lnz— éln (x2 + 1) + arctanz + ¢
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9.7. Integracion de funciones trigonométricas

Tratamos de resolver integrales de la forma [ R (sinz, cosz)dz donde R es una funcién racional
en sin x, cos z, aplicando un cambio de variable.

cosr =t dt
. . i — — 12 -
1. Resnnparensmx:>{x:arCCOSt ;sine =1 —1t2 ydx N
2. R impar en cosz = sinr =1 ;cost =1 —t2 dyc—L
' P x = arcsint ’ N Y
3. Rparensinzycosx = tanz =t 'sinx—#'cosx— ! dr = dt
' P Y x = arctant ’ V1t _./1+t2y o142
d
Ejemplo 9.40 [ g
sin x

Hacemos cosz =t

/ dz / 1 —dt _/ -1 g —
sinz Vi—eyi—-g J1-¢e
I = —argtanht+c= —argtanhcosz + ¢

i cosw
Ejemplo 9.41 [ T r ot ton? xdm =

Como el integrando es impar en cosz, hacemos el cambio sinx = ¢

CcosS T dt 1—¢2
—5 5 dr = | ———— = —0 n 2dt
sin“ x + tan® x 12 4+ L —t* + 2t

1—¢2

integral racional, se descompone en fracciones simples, integrando y deshaciendo el cambio, se obtiene:

COS & 1 1 1
dr = —— — —+v/2arctanh—sinzv2 + ¢
/ sin? z + tan? 2t 4\/_ 2 V2

dx

Ejemplo 9.42 IW

La funcién es impar en sinx y en cosx,y también es par luego, el cambio a emplear puede ser
cualquiera, veamos por ejemplo tanx = t.

/ da _/ 1 dt _/(1+t2)3 dt
sindzcosd3x < ¢ )3< 1 )31—1—152_ 3 1412

V1+t2 V1+t2

simplificando e integrando, y deshaciendo el cambio se tiene que

/ d ! L 2 (tang) +
- - n(tanz) + c
sinzcosd3x  2sin®zcos?x  sin’x
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Integraciéon de productos de senos y cosenos de distinto arco

Recordemos que:

2sin Asin B = cos(A— B) —cos(A+ B)

2cos AcosB = cos(A— B)+cos(A+ B)

2sinAcosB = sin(A— B) +sin(A+ B)
sin2A = 2sinAcosA

cos2A = cos? A—sin® A

1 2A
o2 A — L teoszA
2
1 —cos2A
sin? A = Lo cos2a
2
y también son muy ttiles
Aix _ ,—Aix
sin Az = ¢ ,6
29
Aix —Aix
e +e
cos Ax = — s

Ejemplo 9.43 [ sin 2z cos 4adx

1
/sin 2z cosdadr = / 5 [sin (22 — 4z) + sin (2z + 4z)| dx =
! 2 ! 6z +
7 €08 22 — 5 cos 6z + ¢
Ejemplo 9.44 [ sin 2z sin 3z sin 4adx

1
sin2xsin 3z sindr = (cos 3z — 2x) — 5 cos (3x + 2z) | sindx =

1

2
1
—C
2

. 1 .
oszsindx — 2 cosbrsindr =

= %% [sin (4z — x) + sin (4z + z) — {sin (4x — 5z) + sin (4o + bx)}| =

1 1
= —Z sin 9z + Zsin5x+ Zsin3x+ Zsinx
de donde

1 1 1 1
sin 2z sin 3z sin 4xdx = —— cosbx — — cos3x + — cos9xr — —coszx + ¢
20 12 36 4

Ejemplo 9.45 [ cos®zsin® zdx
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2
2 4 . 2 . 9 1 . 1 —cos2z
cos“xsin®x = (coszsinz) sin®x = 55111295 — =

11 —cosd4x 1 — cos2z

4 2 2

= (1 — cos2x — cos4dx + cos 2x cosdx) =

1 1
= 6 (1 — cos 2x — cos4dx + 5 (cos2x + cos 6x)) =

1 1 1
/cos2xsm zdr = 1—6x — 6—481n2x— @smllx—i— @SIH&E—FC

P, (x)
vax?+bx +c

» Método alemdn.- Las integrales de la forma [ dx donde P es un polinomio de

grado n, se hacen por reduccion.

dr = Qn_1 (x )\/ax2+bx+c+/

/\/ax2+bx+c \/ax2+bx+c

siendo ) un polinomio de grado, una unidad inferior a P y coeficientes indeterminados.

32+ 1
Vi + 2z +4

3z2+1
de:(a$+b)\/x2+2x+4+k/
Va2 + 2z +4

Ejemplo 9.46 [ ———

1
— dx
Vit +2x+4

322 +1 (az +b) (22 + 2) 1
S v A o B, Yoy R +k =
Va2t +2x+4 2Va2 4+ 2z +4 Va2 +2x+4

= 3*+l=a(®+22+4)+ (ax+b)(z+1)+k=
20 = 3
= 2ar’+3ax+4a+br+b+k= 3a+b=2 =
da+b+ k=4

I

~

/- (3 )m+ /
2 \/$2+2x+

1dx

y s6lo nos falta sustituir en I.

+1
= arg sinh 2~ 73 +c
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dx
) f(x—l)\/:c2+2x+2

Las integrales de este tipo, se reducen al anterior mediante el cambio x — 1 = %

;o / dx _{ r—1=1 }_
(x—l)\/x2+2x+2 dr = —zdt
dt

/ \/1+ 2(141)+2

1+l)+2 /\/t+1 PH2(82+t) 4212

_/ dt
t\/ 1+1)% 4

/m /\/\/_t +2\/5t%+§+%:
/ ! _/ ﬁ:ﬁ‘dt2 B
\/\/_t"’_ +5 \/( éﬂ) +1

_é/ 5dt
> ) st 1

9.8. Ejercicios

5
= —g argsinh (5t 4+ 2) + ¢

Calcular las siguientes integrales:

Ejercicio 9.1 [sin®zcosazdr = 1sin'z + ¢

d
Ejercicio 9.2 f(a;j—iiQ)" con n € N*
Sin#1
xdz 1 2xdx 1 9 o\-n
[ = 3] = [l
B (&2+x2>*n+1
B -n+1
Sin=1

zdx 1
[ty = sl %)

Ejercicio 9.3 [zv/1 + 22dx
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N

1 1 1((1+ a2
/x\/1+x2dx = 5/2x(1+x2)2dx:§w+c:
2
1 3
= —( (1+x2)> +c
3
2
Ejercicio 9.4 [ pe dx
7 1 3z? 1 s 3
[ amatr =5 [t = gl = £
Ejercicio 9.5 [ s1n2x dx
cos? x
; —2+41
/ Slnf dr = —/—sinxcostdx:—M—i-c:
COSs* T —1
1
= —|v-0
cos T

Ejercicio 9.6 [z (a + bx?)’ dz con b # 0
2\ 3 1 213
x(a—i—bx)dm:— 2x(a+bx)dx: —+c
2 2 4
Ejercicio 9.7 [2*V1+ z3dx

1 2 3
§/3x2\/1+x3d3::§< (1+x3)) +c

tan x

Ejercicio 9.8 [ ——dx
cos?
t 1
/ anxdx = —tan’z +c
cos? x 2
Inz)?
Ejercicio 9.9 f(nm) dx
x
Sip#—1
Inz)? In®+H)
/ (Inz) gy = 1B T,
x p+1
Sip=-1

1
/ dx =log|log x| + ¢
xlogx
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Ejercicio 9.10 [ T s
x4 —1
1 2 1
5/ ’ dx:§1n<x2+ (x4—1)>+c
(22)” =1
d
Ejercicio 9.11 fix:,)
z(l+Inx)
/ (1+Inz) " de 1
x 2(1+1Inx)
3r—1
Ejercicio 9.12 fwf—m
1 6xr — 2 1
— [ ————— — = _In|32*—22+5
2/3x2—2x+5 S R B
d
Ejercicio 9.13 f{L‘(T:.—}—b)
Hacemos el cambio {x = %,dx = —t%dt}
/ dx B / —gdt / tldt
r(ax™ +b) T ak +b) (a+ btr)
1 [ bnt" 'dt 11| Ny
= — [ ————=——logla c
nb a + btm nb &
dx
Ejercicio 9.14 [ = | ————
! f /2 — 1
Hacemos el cambio # =t~ = do = —1t2dt

/ dx B / —% g — / a
V2r—1 Y A P
A n/i-1 ty/2 —1
_ _/L__/L
/42 (2-1) V2t —t?
Completando cuadrados

2 —2t= (" —2t+1)—1=(t—1)° -1

dt 1
_]:_/—:—arcsin(t—l)—l—c:—arcsin (——1) +c
1—(t—1) v
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Ejercicio 9.15 [ :Slglf_—_cémdx =7
sin 2z

/sinx+cosxd / sinx + cosx
_— x:
3+ sin 2z 3+ 2sinxcosx
2t

1241

. _ 42
Hacemos el cambio tan§ =1 = ¢ cosz = ﬁ

_ 2di
dr = {75

. 1t2
;- /smx—i—cosxdx:/ 1+t2+1+t2 2dt _

3+ sin 2z 3+ 2.2, Lg 1+ ¢2

sinx =

1+ 2t —¢2 142t —¢2
= / +2 dt:Q/ 2 * 4 zdt
3(142)" +4t(1—12) 34662 + 3t + 4t — 4t
1+ 2t —¢2
(3t2+2t+ 1) (12 — 2t + 3)
para integrar I, lo descomponemos en fracciones simples.
142t -t __Mt+N | Pt+@Q
(3t2+2t+1) (12 -2t +3) 3t2+2t+1 2-2t+3

1+2t == (Mt+N) (t? =2t +3) + (Pt+ Q) (3> + 2t + 1) =

= Mt? —2Mt* + 3Mt + Nt* — 2Nt + 3N + 3Pt> + 2Pt> + Pt + 3Qt* + 20t + Q =
= (M +3P)t*+ (—2M + N +2P +3Q)t* + (3M — 2N + P +2Q)t + (3N + Q)

de donde:
1=3N+0Q
2 =3M — 2N + P +2Q
—1=-2M+ N +2P +3Q
0=M+3P
cuya solucion es : {N = i,P = —i’ = % 4}
St+ 1 —1i+1
I, = 4 4 4 i g4 —
! /3t2+2t+1 Rl T

B 1/2(3t+1) " 1 /2t—2+4dt_
4.2 ) 32492t +1 4.2 | 2—92t+3 "

4
_ 1 2 e (2 — _ / 4 _
= 810g(3t +2t+1) 8log(t 2t + 3) e A T L
_ L (a2 L og (2 _1/ L
= 8log(3t +2t+1) 8log(t 2t + 3) 5 (t_1)2+2dt_
= llog(3t2+2t+1)—llog(t2—2t+3) / 12
s s (tT) +1

1 2 1 2 _v=e t
= 8log(3t +2t+1) 8log(t 2t—|—3) 5. 2arctan( 2)
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y s6lo nos falta deshacer el cambio:

= 2 3<t x)2—|—2t LATIPR <t “ﬁ”)2 2tan — + 3
= glog an g an g g log an 5 an g

V2 (tan %) —1
5 arctan (T) +c

x—l—l

Ejercicio 9.16 [ e
VT x

241 2+ 1 2+ 1

dr =
vt — 222 + 1 / / (22 — / |22 — 1]

————dx

y tenemos que resolver las integrales
2
x 1
/ Al
x(x?—1)
2
v+ 1
— | ———=dx
/ x(x?2—1)
resolvemos la primera, la sequnda es igual salvo el signo.

241 B | _A B C

x(xQ—l)_x(x—l)(x+1)_x+x—1+x—|—1

quitando denominadores:
?+1=A@—-1)(z+1)+Br(r+1)+Cx(z—1)

y dando a x los valores 0,1, —1 resulta:

/x2+1 dx__/d_x+/ dx +/ dr
x(x?—1) B x r—1 r+1

= —log|z|+log |z — 1| +log|z + 1| + ¢ = log z

|
+c

d
Ejercicio 9.17 [ 7x2 =1
sin x cos? &

La integral es impar en seno, el cambio es:

cosz =t — —sinxdr = dt
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/ sin x do — _/ dt __/ dt
sinzcos?z (1—2)¢2 (I—-t)(1+1¢)¢2

procediendo como en el ejercicio anterior, tenemos:

dt 1 1 1
—In(t—1)—=In(14+1¢t)+ - =
/(t—l)(1+t)t ginlt=D-gh+h+34c
Liog ( 1)~ Llog (14 cosa) + —— +
= —log(cosz — 1) — = lo cos T c
2 & 2 & cos T
9.8.1. [Ejercicios propuestos
3
Ejercicio 9.18 fCOS xdx:—sm cos?x —sinwcos?x — 2sinz + ¢
sin” x *
Ejercicio 9.19 fL—tanlx—i-c
! | 1+cosz 2
Ejercicio 9.20 [ sin®z cos? zdz = —Fsinzcos® z + gsinzcosz + 2 + ¢
dx

Ejercicio 9.21 [

=—L1n(2 1 2r —
T 57 0 (20 +9) + (2x —3) +c

dx 5
972 — 301 + 34 5 arctan ( 5) +c

arcsin \/x

Ejercicio 9.22 [

Ejercicio 9.23 [ ———_—dx = arcsin® \/z + ¢

(1—x)x
Ejercicio 9.24 [ 1%lnxalyc =-2 < (1-— lnﬂU))3 +c
Ejercicio 9.25 [ o dr —Llarctanhi/(4 + 2522) + ¢
VA4 2522 2 2
Ejercicio 9.26 [275%dr = —=1155"2" + ¢
Ejercicio 9.27 [ ——dr = 55-sinz + s2—sinz + ¢
Ejercicio 9.28 [ sin2x cos3zdx = —1—0 COS dT + cosx +c¢

1 cos(a+b)x + 1 1 cos(a—b)x +e

Ejercicio 9.29 [ cosaxsinbrdr = —3°= %5 5

Ejercicio 9.30 [ In? zdx = (ln2 x) r—2rxlnhx+2x+c

Ejercicio 9.31 f e cosbrdr = e cosbr + agibg e sinbx + ¢

Ejercicio 9.32 [ sin 2z sin 3z sin 4axdr = —2—10 cos bxr — 1—12 cos 3z + % cos9r — Lcosx + ¢

4
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Ejercicio 9.33 [ cosh2zdz = §sinh 2z + ¢
Ejercicio 9.34 [ cosh? 2zdx = i cosh 2z sinh 2z + %x +c

dx

Ejercicio 9.35 f -
8 — 12 — 2z

=iln(z+4)—iln(z—2)+c
dx

V3—a? -2
xdx B

Va4 2r 42

3
#—2_’_5 r = 3In(2? + 224 5) + arctan (3 + 1z) + ¢

Ejercicio 9.36 [ ————— =arcsin (3 + 12) +¢

Ejercicio 9.37 [ (22 + 22 + 2) — arcsinh (1 +z) + ¢

Ejercicio 9.38 [

Ejercicio 9.39 f re® sinxdr = (—%:1: + %) e’ cosx + %xe” sinx + ¢

Ejercicio 9.40 [ arctanidr = zarctaniz —In (1 + 12?) +¢

Ejercicio 9.41 = 2arctan (e*) + ¢

cosh

2% 4+ 922 + 23z + 17

Ejercicio 9.42
JEreieo L Y P Y Py

Ejercicio 9.43 [ ©+3 dr=In(1+2) - -2 +c
! ' (z+1)(z—17%" el

o z? 4 2 1
Ejercicio 9.44 fx4+3m3+4m2+3x+1dx:_”—x+ In(z?4+z+4+1)—

3arctan £ 5 (274 1) V3+c

Ejercicio 9.45 f = 1\/_1n z ”?ﬁ i\/iarctan (m\/§ + 1) +
}l\/_arctan (x\/_ — 1) +c

100

dr=x+In(l+z)+In(z+2)+In(x+3)+c



Bibliografia

[1] G. L. Bradley, Cdlculo de una variable, Ed. Prentice-Hall.
2] G. Thomas y R. Finney, Cdlculo de una variable, Ed. Addison—Wesley.

[3] S. K. Stein, Cdlculo y geometria analitica, Ed. McGraw—Hill.

101



