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Parte 1

La mecanica cuantica y el proceso de
medida



Capitulo 1

El proceso de medida y la interpretacion
estadistica de la mecanica cuantica

Aplicamos el formalismo de la mecanica cudntica (MC) para describir el proceso de medida. El
objeto cuyas propiedades queremos medir y el aparato utilizado para este propdsito se trataran
como un sistema dindmico cerrado interactuante.

ja> |A>
=

A

=~ MEDVDA

Figura 1.1: Proceso de medida indicado por el cuadrado rayado a partir del estado inicial |a). |\)
representa un conjunto genérico de autoestados con los respectivos autovalores .

Asi estudiaremos este proceso y verificaremos la consistencia del formalismo de la MC que
interpreta el producto escalar de dos estados como amplitud de probabilidad. Se verd mas en
detalle qué se entiende por medida y profundizaremos en el proceso de preparar un sistema en
un estado especifico. En ltima estancia pretendemos ilustrar la cita de Bohr: “La imposibilidad
de cualquier distincion meridiana entre las propiedades de los sistemas atomicos y la interaccion
con los instrumentos de medida que fijan las condiciones bajo las que aparecen los fenomenos”.
Estudiaremos en detalle el experimento de Stern-Gerlach donde el sistema pasa por un campo
magnético no homogéneo. Esto nos permite determinar el momento magnético del sistema atémico.
Tipicamente los campos aplicados varian de forma despreciable sobre distancias del orden del
tamano de los atomos o moléculas. Es por eso que debemos considerar como un sistema atémico
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se comporta en un campo aplicado que varia espacialmente de forma lenta. Este capitulo cumple
a su vez con la finalidad de tener que considerar en los analisis que se exponen distintos aspectos
del curso pasado de Fisica Cudntica, constituyendo un excelente campo de aplicacién de muchos
de los conocimientos y técnicas aprendidos en el mismo.

1.1. El experimento de Stern-Gerlach

Sean ff(a?) y V(&) los potenciales electromagnéticos aplicados externamente. Tomemos un sis-
tema de dos particulas de masas mi, mo y cargas ep, es, respectivamente. El Hamiltoniano del
sistema, sumando sobre las particulas 1 y 2, es,

2

1

donde A; = f_l'(fz), Vi=V(%) y 7= 121 — Ty, el vector de posicién relativa. Introduciendo ademas
el vector de posicién del centro de masas (CM) R, definido como R = (m @y + ma®s)/(my + ma)
y llamando M = m; 4+ ms, la masa total del sistema, tenemos las siguientes igualdades:

N2
<Z7i - ez’Ai) +6z'Vz} + Ura(7) (1.1)

o _ORo  0rd _md 0
o7, Ot R 0T, 0F M 9R = OF’
0 OR O OoF 0 myd 0O

gt re _ma 2. 1.2
05 of [ 0mor  MaR oF (1.2)

9
Estudiamos primero el caso electrostatico A=0 y procedamos a separar las coordenadas del
CM vy relativas teniendo en cuenta las expresiones (1.2). Asi, el término de energia cinética queda
reducido a:
h2 82 h2 82 h2 82 h2 82

_ _ __r 7 _rI 1.3
2my OF%  2mg O3 2M 9R? 2 OF? (1.3)

con p = myme/M, la masa reducida de las dos particulas. Teniendo en cuenta este resultado
podemos expresar el Hamiltoniano (1.1) como:

2

1 —, — 1 —
_ P2 72 P (V. =V 14
H Wi +QV(R) + 2/Jp + Upa(7) + ;:1 e;(V; (R)) , (1.4)

sumando y restando QV(ﬁ), con () = ey + e; la carga eléctrica total del sistema. Ademaés:

P = —z’hiﬂ
OR
0
> 1.
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es decir, los momentos del CM y relativos, respectivamente. Teniendo en cuenta ademas las igual-
dades:

#o= R+2F,
7, = E—%F,
V(@) - V(B) = V(R+ 29 = V(R) = 227 VV = —2&(R) -7,
- mi _, - mi z, =
V(#) = V(R) = V(E——7) = V(R) = E(R) -7, (1.6)

donde se han despreciado términos de orden 72 y superiores, O(7?), puesto que V es un campo
externo que sélo varia apreciablmente en distancias macroscopicas. Asi tenemos H = Hg + Hy +

O(7?).

Hy = ﬁ]ﬂ‘i‘QV( ),
H(R) = iﬁ L Un(F) — d- E(R) (1.7)

donde d es el momento dipolar eléctrico de dos particulas en el CM. En la expresién (1.7), Hy
involucra tnicamente coordenadas de CM mientras que H; se escribe en términos de coordenadas
relativas y depende paramétricamente de R a través de € (E)

El momento dipolar eléctrico viene dado:

7 €1Mg — €21
d= =2 =" 1.8
— (18)
Para el caso del atomo de Hidrégeno, e = e; = —es v my > my, de modo que d ~ ef. La
interaccién d - £ presente en H; es la responsable del efecto Stark, esto es, de la separacion de
niveles de energia de estados ligados por la presencia de un campo eléctrico externo.

Tomemos la ecuacion de Schrodinger,

— HY(7 R, 1), (1.9)

con V(7 ﬁ, t) la funcién de onda del sistema de las dos particulas. Para £ = 0, ausencia de campo
externo, el CM se mueve libremente como se sabe de Fisica Cudntica y asi la solucion de la
ecuacion (1.9) para un estado estacionario ®,, de H; se puede escribir con toda generalidad como:

\II(F, R" t) _ —zEnt/h/f zPR/h —iP2t/2Mh d3P (110)

de modo que el movimiento del CM viene descrito por un tren de ondas.

Como & (ﬁ) varia muy lentamente para distancias tipicas atomicas, es de esperar que la estruc-
tura de ¥ en (1.10) deba de seguir siendo 1til a la hora de caracterizar la evolucién del sistema.
Asi tomemos la solucién prueba:
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0 = |H(R)— E.(R)| ®.(7,R) . (1.11)

—

La funcién ®,, es una autofuncién de H; con autovalor E,(R), que depende paramétricamente de

- =

R que s6lo entra en H a través de £(R) y su dependencia es pues macroscépica. Recordemos que
E(R) es un campo eléctrico externo que se gradia de acuerdo a aparatos macroscépicos de forma
que varia de forma despreciable sobre una longitud de onda de de Broglie. Del sistema anterior de

ecuaciones podemos determinar la ecuacién diferencial satisfecha por w, (R, t):

B (7 RYih (1) = Houa(R 1) () + Hw (00,7, 1)
=~ @,(7, B) (Houn(R,0) + Eo(R)u (1) (1.12)
Despreciamos
007 R) _ 5~ 00 (7, R) DE(F) (1.13)
OR —~ 9&(R) OR

frente a aun(é, t)/ OR. Argumentos de érdenes de magnitud indican que esta aproximaciéon es
buena debido a la variacién macroscépica espacial de E(R). Ast:

o®, /OR
Au, |OR

ME_ Doy (1.14)

~2
P~ P PL

donde se ha estimado la derivada como un momento tipico involucrado. Para [0®,,/ 8ﬁ| este
momento se ha llamado ¢ y es del orden de h/L, siendo L la distancia macroscépica tipica de
variacién del campo eléctrico externo E(R).

De nuevo QV(ﬁ) + En(ﬁ) varfa muy lentamente sobre distancias atémicas e intuitivamente se
concluye que la aproximacion clasica para el estudio de la trayectoria del CM es lo suficientemente
precisa para nuestras necesidades presentes de determinar aproximadamente la localizacion del
tren de ondas del CM. La fuerza responsable del movimiento del CM se deduce teniendo en cuenta

que el Hamiltoniano que aparece en la ecuacién de Schrodinger para el CM (1.12) es Hy + E,,,

J— {Qv(R)+ B.(B)} . (1.15)
OR

Es fundamental la aparicion de En(é), que es una propiedad cuantica del sistema relativa a su
estado interno, y ello nos va a permitir determinarlo a partir de medidas macroscépicas. Es decir,
con el transcurso del tiempo la funcién de ondas del centro de masas un(ﬁ, t) da lugar a un

movimiento macroscopico en R que dependera de cuédles sean los valores de En(ﬁ)
La aproximacién que hemos empleado para determinar W (7, R, t) ~ u, (R, t)®, (7, R) se conoce
como aproximacion adiabatica y se emplea siempre que haya un conjunto de variables “lentas”,

10
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que en nuestro ejemplo corresponden a ]%, frente a otras “rapidas”, que corresponden en nuestro
ejemplo a 7. En el fondo es un problema de separacion de escalas.

A nivel practico lo que hemos hecho no es muy relevante ya que la mayoria de los sistemas en
su estado fundamental son invariantes bajo paridad y, por tanto, el valor esperado de d es 0 en
dicho estado. Es mucho mas importante considerar el momento dipolar magnético a través de un
campo magnético no homogéneo.

Consideremos asi el experimento de Stern-Gerlach, para el que V =0y A # 0. Sea el Hamil-
toniano de una sola particula de masa m; y carga e;:

1 —
H=—(p, —eA)? =
le(pl 61)

1
le

2
9 €1 7o er ,, 2 R

+ A — CA+ A . 1.16
P1 2my 2my (P Pi) ( )

Tomemos en lo que sigue el gauge de Coulomb, VA = 0, asi que 51/_1' = /Tﬁl. Para un campo
magnético uniforme podemos tomar:
L1

Con lo que en el Hamiltoniano de la ecuacién (1.16) podemos distinguir el Hamiltoniano magnético,
Hppag:

L Bl+ L (Bxn?, (1.18)

que se anula para B=0.

Hagamos a continuaciéon una estimacion de 6rdenes de magnitud del término lineal en B con
respecto a los niveles de energfa tipicos para el a&tomo de Hidrégeno. Recordemos que 1 Tesla=10%
Gauss y que el radio de Bohr ag ~ 107 ?cm.

Bhe/2m, B
e2/4regag 2,5 x 10° Gauss ’

(1.19)

mientras que tipicamente en los laboratorios B < 10° Gauss y asf el efecto Zeeman! sélo afecta
débilmente a los niveles atémicos.
Consideremos ahora el tamano relativo del término cuadratico respecto del término lineal.

EBG% B
4 h 2,6 x 109 Gauss ’

(1.20)

con lo que resulta despreciable para campos magnéticos de laboratorio.

Volvamos de nuevo a nuestro sistema de dos particulas. Dado que B depende sélo macroscopica-
mente de la posicién, y no microscopicamente, lo tomaremos constante en el Hamiltoniano H; que
rige los grados de libertad internos. E1 CM se movera semiclasicamente y, para sistemas neutros, a
distancias macroscopicas modificara esta trayectoria sélo debido a que B Z#constante. De hecho ya
sabemos de fisica clasica y, en analogia con el caso electrostatico, cuales deben ser sus ecuaciones
de movimiento: la fuerza de Lorentz + el nuevo término de la energia interna. Mostremos que
en efecto se obtiene este resultado. Sumando para dos particulas el Hamiltoniano (1.16), tenemos
para el caso de un campo magnético externo, teniendo en cuenta (1.17):

#1Separacién de los niveles en un dtomo debido a la presencia de un campo magnético externo.

11
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Hypag = — (igl T 2@) , (1.21)

despreciando los términos cuadraticos en B como ya se ha discutido. En esta expresion l; es el
momento angular orbital de la particula i-ésima. Tomemos un sistema neutro, e; + e; = 0, por
lo tanto el CM no tendra fuerza externa de Lorentz. Teniendo en cuenta las igualdades siguientes
que se derivan directamente de las formulas (1.2):

. mi s L

no= SP+7,

. me 5
o= 5 P-7. (1.22)

se concluye que:
eB(R) (my mi\ » eB(R)~ _ eB(R)_ -

Hpypwo = — — - — | L- R — P, 1.23
g 2M mi Mo 2u xp 2M "X ( )

siendo L = 7x p'el momento angular orbital del sistema en el CM. De (1.23) obtenemos la siguiente
expresion para el Hamiltoniano “interno” Hy, que sélo depende de 7, p'y paramétricamente de R:

— 1 o =g —
H(R) = @pQ + Up(7) — B(R) - M , (1.24)
donde M es el momento magnético:

- €1 mao my\ y
M=—|—2—-—]L. 1.25
2M <m1 mg) ( )

Si my; < mgy, como en el atomo de Hidrégeno,

M~—FL. 1.26
T (1.26)

Procedamos andlogamente al caso electrostatico y siguiendo el esquema desarrollado anteriormente
correspondiente a la aproximacion adiabatica, tomemos la solucion:

U7 R.t) ~ un(R,t)0,(F,R) ,
0 = [Hl(ﬁf)—En(ﬁ)} o, (7, R) (1.27)

como en (1.11). Llegamos a la siguiente ecuaciéon de Schrodinger para la funcién del CM w, (7, ]%)
andloga a la ecuacion (1.12):

O, (R, t - -
zh% ~ (HO + En(R)> un (R, 1) . (1.28)
En principio Hy = H — H, debiera contener, junto con P2 /2M, el término,
aB(R)= . eaB(R)., =
— R — P 1.29

12
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presente en (1.23). No obstante, debido a la rapidez de los movimientos atémicos en comparacion
con los macroscépicos, py 7 se promedian a cero y (1.29) puede ser despreciado a la hora de

estudiar el movimiento del CM. Por lo tanto, sélo queda la contribucién de E,(R) al potencial
final que sufre el CM con:

1 =
Hy = —P°
0 m ’
°R E,(R
iR _ 25 (1.30)
dt? OR
Explicitamente @, (7, R) satisface:
1 Lo . . .

De nuevo, en este caso la dependencia de @, (7, ﬁ) respecto de R es paramétrica debido a la
dependencia de B , que volvemos a reiterar que se trata de una dependencia macroscopica. Por
otra parte, o = e1/2my, y su médulo es igual al magnetén de Bohr si la particula en cuestién es
un electron.

El subindice n en @, (7, ﬁ) hace referencia a un conjunto completo de observables que carac-
terizan el estado interno del sistema. Un caso tipico es que Uyo(7) = Upa(|7]), es decir, que sélo
dependa del moédulo de 7, que en adelante designaremos sin mas r. Esta serd una convencién
habitual, los modulos de los vectores se designaran por la misma letra que indica el vector pero
sin la flecha. De este modo es directo comprobar que:

E-ﬁ,%ﬁQ—kUlg(r)] ~0, [E-E,E2] ~0, [L-E,Hl] ~0. (1.32)

Asi, se pueden buscar autofunciones simultdneas [1] de Hy, L2 y de L= L- B/|B|, la proyeccién

del momento angular orbital sobre el vector B. Dichas autofunciones las podemos designar por
Rne(r)Y,™ (0, ¢), que satisfacen:

— —

1oB(R) Ly Rt (r)Y7" (9, 6) = o B(RYAmRa (1) Y7 (6, 6) (1.33)

—

con lo que la autoenergia Engm(é) depende del autovalor de EII y del campo magnético B (ﬁ) que
varia macroscépicamente con R. Es 1til escribir la energia como:

Epim(R) = E, — iohmB(R) | (1.34)

donde E?, es la energia en ausencia de campo magnético. La dependencia en R de E,om, de acuerdo
a (1.30), da lugar a la siguiente aceleracién en el movimiento del CM:

d*R OB(R)
M—— = nghm =, 1.35
Ho PY;; ( )

dt?

con lo que la aceleracién que actia sobre el CM da lugar a un movimiento macroscopico del
mismo, tal que, su velocidad varia sobre distancias macroscopicas aunque la aceleracion dependa

13
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) I
y //7 1m
—_— - e e | m=0
¢ \\ ]
X 7z
Fuente L] Iman
Colimador Pantalla con orificios
Filtro

Figura 1.2: Experimento de Stern-Gerlach. Las particulas se mueven de izquierda a derecha. Los
distintos elementos estan indicados en la figura.

del estado interno del sistema y éste es el punto fundamental. En la figura 1.2 se representa
esquematicamente el proceso de un dispositivo de Stern-Gerlach:

Al principio el CM se mueve sin influencia del iman ya que las energias internas, designadas
genéricamente por FE,, no dependen de R ni tampoco las ®,. Luego el CM pasa por el iman
con lo que tenemos la transicién u®(R, t)®, () — un(R,t)®, (7, R) vy el movimiento del CM se ve
afectado por el estado cudntico interno del sistema. Hemos designado por uo(ﬁ, t) el tren de ondas
libres inicial correspondiente al movimiento del CM. Cuando se pasa totalmente por el iman de
nuevo el movimiento macroscépico del CM y el interno se desacoplan y tenemos un(ﬁ, )P, (7). No
obstante, algo muy importante ha ocurrido, ya que cada tren de ondas final um(ﬁ, t) es diferente
de cero en una regién V,,(t) que no se solapa con V,,(t) para m’ # m. De este modo, podemos
distinguir entre distintos momentos magnéticos internos del sistema, ver la férmula (1.35). Esto se
indica en la figura 1.2 en el panel de la derecha donde se han realizado orificios para dejar pasar
selectivamente los haces con m diferentes. Detallemos estas afirmaciones en ecuaciones. Todas las
funciones de onda estdan normalizadas a uno:

/ &Prdk, (7, B) @ (F, R) = Sy
/d3R\um(§, PR = 1,
/ &R A un (B )0, (F B2 = 1. (1.36)
Sigamos la evolucién del tren de ondas siguiendo el esquema indicado en la figura 1.2. A la

izquierda del iman B=0 y tenemos como funcién de onda genérica del sistema una superposicion
lineal de las funciones de onda U(r, R, t) del tipo (1.10):

Uo(t) = u'(B,1)Y  Crpe P/, () . (1.37)

Para tiempos posteriores, la linealidad de la ecuacién de ondas implica:

Uo(t) = U(t) =Y Conttyn (R, 1), (7, ) .

14
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Al salir de nuevo a la zona sin campo magnético, tras pasar por el iman,

U(t) =Y Cont (R, )00 (). (1.38)

Queda establecida pues una correlacion entre el movimiento del CM y el estado interno del
sistema, y esta correlacién es univoca. Asi, si encontramos un atomo en V,,(¢) esto implica que
tiene un momento magnético pghm y por lo tanto esta en el estado interno ®,,.

. Qué fraccién del haz pasa a través de la pantalla con un orificio que deja pasar aquellos
atomos contenidos en V,,(t)?. Para ello hemos de integrar la distribucién de probabilidad espacial
|U(7, R, t)|? en el instante de tiempo ¢ sobre la region V,,(t), esto es:

/ d?’R/d?’r\\If(F, Rt :/ d3R/d3r
Vin () Vi ()

Teniendo en cuenta que um(ﬁ, t) representan trenes de ondas localizados para el movimiento del
CM y dado que V,,(t) (Vi (t) = 0 para m # m/, los términos de interferencia en la expresién
anterior se anulan puesto que los distintos trenes de ondas no se solapan. Sélo permanece la suma
de los términos diagonales,

> Contt (R, 1) By (7)| (1.39)

Z|cm/\2/v ()d?’R\um,(R’,t)\?: Gl (1.40)
m’ m(t

Se ha empleado que u,, (R, t) estd localizada en Vi, (t).

Se llega pues a la siguiente conclusién importante sobre el significado fisico de |C,,|?. Vemos
que es la probabilidad de que el momento magnético sea hugym para un conjunto de sistemas cuyo
estado viene dado por ) C,,®,, y por lo tanto, ademas,

dolCul=1. (1.41)

La misma interpretacién de C,, como amplitud de probabilidad se sigue de obtener la prob-
abilidad de encontrar la coordenada relativa 7 sin detectar R. Haciendo uso de nuevo de la in-
terpretacién del médulo al cuadrado de la funciéon de onda como distribuciéon de probabilidad de
presencia espacial, tenemos que la correspondiente distribucion de probabilidad es:

W(F.t) = / PRIY Conttm(R, 1), (7, B2 (1.42)

Donde se integra sobre todo valor posible de R ya que éste no se detecta.
A la derecha del imén, teniendo en cuenta de nuevo que las distintas funciones de onda u,, (R, t)
estan localizadas en la regién V,,(¢), resulta:

W 1) = 31Ol () (1.43)

m
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Asi |C,,|? aparece de nuevo como la probabilidad de que el sistema esté en el estado @,,,(7).
Fijémonos que antes de entrar en la zona del iman esa probabilidad es:

Wo(F,t) = | Y Coe™ P/, (7). (1.44)

En el estado original u®,(R,t) Y. Che nt/hd, (7)) las fases relativas entran en la distribu-
cion de probabilidad, pero esto no ocurre para la misma distribucién de probabilidad calculada
después de la medida, ver expresion (1.43). Es decir, ha tenido lugar una pérdida de coherencia al
desaparecer la interferencia inicialmente presente en (1.44), como consecuencia de la realiazacién
del experimento.

Analicemos a continuacién cudl es el tiempo minimo necesario para llevar a cabo el experi-
mento de Stern-Gerlach que estamos discutiendo y que estd representado en la figura 1.2. Esto
serd un ejemplo de la llamada relacién de incertidumbre energia-tiempo. Si los colimadores en
el plano z-z tienen una anchura a, el haz se ird ensanchando con el tiempo debido a la relacion
de incertidumbre posicién-momento. En la direccién z este ensanchamiento minimo AZ(t) viene
dado aproximadamente por:

12

Ap,

Y

t
M )

12

QIS | S

AZ(t) (1.45)

ya que la velocidad es p, /M.
La separacion entre haces producida por B debe ser mayor que la AZ. Designando por Z la
tercera coordenada del movimiento del CM, de la ecuacién (1.30) tenemos:

d*Z 0E,,
— = (1.46)
dt? 0z
no hay aceleracién en otras direcciones debido a la geometria del iman en la figura 1.2 y estudiamos
la trayectoria correspondiente al estado interno m-ésimo. Tomando 0F,,/0Z constante,

1 0E,

Para que se puedan distinguir los distintos haces es necesario que:
| Zn(t) — Zo (1) > AZ(2) (1.48)
empleando (1.47), la desigualdad anterior implica:

12 ‘6Em 6Em/| S ht
oM' 07 YA aM’

1 . 0(Ewm — Ep)
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Si L es la longitud caracteristica de variacion de B , alolargo de la cual B varia apreciablemente,
O(Ey — En) N E,—FE,.

oz - L ’

Teniendo en cuenta que a < L, ya que si no diferentes partes del haz estarian sometidas a

campos distintos y no valdria nuestra descripcién del experimento, y sustituyendo (1.50) en la
condicién (1.49), resulta,

(1.50)

%\Em—Em/\ > h, (1.51)

con lo que el tiempo minimo t,,;, debe satisfacer:
tomin 2 _h 4x107 "% s, (1.52)

| B — B |

donde las diferencias de energias se han tomado del orden del eV'.

La desigualdad anterior también se puede escribir como t,,;, AE 2 h recordando la relacién de
incertidumbre de los operadores momento-posicién que veremos mas en detalle en el capitulo 2.4.
No obstante se ha de tener en cuenta que el tiempo es s6lo un parametro en la teoria y no es un
operador canénicamente conjugado de la energia.

1.2. Formalismo de la matriz densidad

Podemos citar dos cuestiones relevantes no respondidas adecuadamente en el apartado anterior:

1. No hemos incluido en nuestro estudio el aparato necesario para medir la coordenada del CM
R. ;Qué consecuencia conlleva engrandecer el sistema incluyendo a su vez dicho aparato en
el estudio dinamico del proceso de medida?.

2. Para concluir que C,, es una amplitud de probabilidad hemos empleado la interpretacion de
Born de la funcién de onda como amplitud de probabilidad de presencia. ; Hasta qué punto
son independientes ambos hechos?.

En relacién a estas cuestiones, tratadas adecuadamente en las dos proximas secciones, intro-
ducimos el formalismo de la matriz densidad. Hasta ahora hemos tratado con estados que vienen
dados por un vector o ket dentro de un espacio de Hilbert. Esto se aplica cuando describimos sis-
temas idénticamente preparados encontrandose todos ellos en el mismo estado. El valor esperado
de cualquier observable A es:

(W[A[T) = /\If(.f, D (FAF VU (E e P
- / (W()|2) (T AJE") (| W (1)) P b’ = / (T A YT U)W (1) [ dz d
= Tr (AN )) (1.53)
El operador proyector sobre el estado |¥(t)),
p(t) = W) (W (1) (1.54)

17
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se suele designar como operador densidad para el estado puro o ket |¥(¢)). Es directo comprobar
que:

Pt = [N (T(H)] = p(t) ,
Tr(p(t) = 1. (1.55)

En el espacio de coordenadas,
(@p(t)|Z") = W(Z,6)¥(E',1)" . (1.56)

Esta es la misma notacién que la empleada en la ecuacién (1.53) para designar el elemento de
matriz de un operador genérico en la base de posiciones (Z|A|Z'), asi, por ejemplo, para el operador
de posicién X, que es un operador local, tenemos simplemente (Z|X|Z') = Z6(Z — /).

Sin embargo, no todos los sistemas vienen descritos por un ket, es decir, no son estados puros
sino que corresponden a una mezcla de estados. Recordemos que en MC cuando tenemos N sistemas
idénticos preparados de igual modo el valor promedio de un observable A, (A), se define como:

(A) = lim %Za : (1.57)

con a; el resultado de la medida de A en el i-ésimo sistema. En una mezcla cada uno de los N
sistemas idénticos esta en un estado puro determinado, de modo que hay una probabilidad w; de
estar en el estado puro |ay), otra posibilidad ws de estar en |as) y asi sucesivamente. Por ejemplo,
si pensamos en un haz de particulas éste corresponde a un estado puro cuando todas sus particulas
estan en el mismo estado y a una mezcla cuando cada particula pueda estar en un estado puro
distinto con una cierta probabilidad. De acuerdo a la expresién (1.53) y a la definicién (1.57),
tenemos:

El resultado anterior lo podemos reescribir como:

(A) = sz‘Z(ai\bj><bj|/1\bj'><bj'|04z'> ; (1.59)

con {|b;)} una base. La expresién anterior la podemos reordenar como:

(A) = Z@HA\’%")(’%'\ (Z wi|ai><ai|> bj) =Tr(pA) , (1.60)

siendo p la matriz densidad para una mezcla de estados:
N
p= Zwi|ai><ai| ,
i=1

Zn:wi = 1. (1.61)
=1

18
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Introduciendo de nuevo la resolucién de la identidad 1 =3 [b;){b;l,

N

Tr(p)=>_ Zwiai(bj)ozi(bj)* = Zw =1, (1.62)

=1

asi pues Tr(p) = 1. Ademés, también vemos de (1.61) que p es un operador autoadjunto, p' = p.

Los estados |«;) que aparecen en p no necesitan ser ortogonales, ni tan siquiera linealmente
independientes. Supongamos que los |«;) son ortogonales (por ejemplo correspondientes a distintas
proyecciones de espin), y calculemos p*:

PP =Y wawilai)(ilag) oy =Y walai)di (ol = > wilas) (el #p (1.63)
ij ij i
De la expresién anterior queda claro que para estados mezcla Tr(p?) = Y w? < 1, dado que
0 < w; < 1. Sélo para estados puros se tiene que Tr(p?) = 1, como hemos visto. Este resultado es

completamente general dado que al ser p hermitica podemos proceder a su diagonalizacion:
p= Zwa|a)(a| , (ald') = baar Zwa =1, w,>0. (1.64)

El que los autovalores w, han de ser positivos se sigue inmediatamente del significado fisico de p.
Matematicamente se puede demostrar teniendo en cuenta que Tr(pA) > 0 para cualquier operador
definido positivo A. En la base ortonormal en que p diagonaliza podemos seguir el procedimiento
de (1.63) y se deduce con toda generalidad que Tr(p*) < 1 para estados mezcla.

Consideremos ahora la evolucion temporal de p.

p(0) = Zwi|ai><ai\ , t=0,
p(t) = Zwim(t»(%(tﬂ , t>0. (1.65)

Teniendo en cuenta la ecuacién de evolucién de los estados,”?

L dla(t))
th = Hla(t)) , (1.66)
con H el Hamiltoniano, tenemos:
in > wiH|ag()(aut)] = Y wile(t)) (e(t)| H
o = ' ' — '
= [H,p)] = —[p(t), H] . (1.67)

Este resultado cuantico es analogo al Teorema de Liouville de mecanica clasica. El primero se
expresa en términos del conmutador entre p y H y el segundo en términos de los corchetes de
Poisson de ambas variables dinamicas:

Ipclasica D t) _ [ , .
ot = — [Pclésica

(7,p,t), H] . (1.68)

#2Ver la ecuacién (3.14).
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Una consecuencia fundamental de la ley de evolucién (1.67) es que T7(p?) es un invariante de
movimiento. En efecto:

ih%Tr(,oQ(t)) =2Tr (z‘hd’;(tt) p(t)) =2Tr ([H, p(t)]p(t)) =0 , (1.69)

debido a la propiedad ciclica de la traza®3. Como consecuencia, no se puede transitar de un estado
puro a una mezcla de estados y viceversa segun las leyes de la mecanica cuantica.
Ejemplo: Matriz densidad para un haz de particulas de espin 1/2.
Tomemos los siguientes pesos o probabilidades respecto de estados con componentes de espin
segun los ejes z y x:
w(S.+) =0,75 , w(S,+) = 0,25 . (1.70)

Trabajando en la base con tercera componente de espin definida seguin el eje z, tenemos:

h(o0o1

h
Se| Xty = +§\Sx+>,

[ Xot) = S.—) . (1.71)

1 1
E\Sz+>+ﬁ\

Por lo tanto,

p:Z(é)u 0)+H(é)+<?)] (1 0)+(0 1)}:(32 }?2) (1.72)

Aplicando la férmula (1.60) tenemos los siguientes valores esperados para las distintas componentes
de espin que definen la polarizacion del haz:

51 = o= (T8 UE)R(2 )] -4
@ - mosa-n(7 A ) o

(S.) = Tr(pS.) = Tr ( I?S 1?2 ) g‘ ( b )} _ gh. (1.73)

1.2.1. *Mecanica estadistica cuantica

Un estado puro viene dado por:
p = diagonal(0,0,...,1,..,0,0) , (1.74)

siendo el estado puro parte de la base en que se ha representado p. Por otra parte, si tenemos un
estado mezcla completamente aleatorio,

1
p= Ndiagonal(l,l,...,l,l) . (1.75)

#3Tr(AB) = Tr(BA), con Ay B dos operadores lineales
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Veamos una magnitud que caracteriza el grado de desorden de pasar de un estado puro al caso de
maximo desorden correspondiente al estado aleatorio,

= _TT p log p Z Pnn IOg Pnn (176)

dado que las dos matrices densidad anteriores son diagonales. Para un estado puro (1.74) o = 0
ya que o bien pgr = 0 o log pxr=0 dado que pgr = 1 0 0. Para el estado aleatorio,

Y11
-> ~log 5 =log V. (1.77)

k=1

Dado este hecho, en lo que sigue definimos la entropia del sistema como S = ko, siendo k la
constante de Boltzmann.

S=ko=—kTr(plogp) . (1.78)

La aparicion de logp en S hace que ésta sea una magnitud de cardcter extensivo, propiedad
fundamental de la entropia. Para demostrar esta afirmacién supongamos que los estados vienen
caracterizados por las variables a, ..., al, que son independientes entre si:

p= Y lay..a)pld;, ... a,)d;..al]| . (1.79)

! !
Al yeensal,

La suposicién de independencia, implica que:
|0y ay...ap,) = lay)|ay)..|ay,)
play, ay, ....a) = plai)p(as)...p(ay) - (1.80)

De esta forma (1.79) se puede reescribir de una forma més simple como:

p= Y Ia’1>p(a'1)<a’1|~|a’2>p(a’2)<a’2|--~-|a§1>p(a§1)<a;\ZHpi,

/
a17 Lal,

Pi = Z|a pz (181)

Con este resultado para la matriz densidad la entropia S es una suma sobre las entropias asociadas
con las distintas variables independientes a:

S =—kTr(plogp) = —kTr (H Pi Zlog&) = Z —kTr(p;log p;) = ZSZ' , (1.82)
i=1

J=1

y en efecto S es una magnitud extensiva.

Célculo de p para un sistema en equilibrio térmico. Tomemos el caso de un conjunto canénico
donde la energia se conserva asi como la probabilidad de presencia o nimero de particulas. Cuando
se alcance el equilibrio térmico se debe tener,

dp
ot

=0, (1.83)
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con lo que de (1.67), p(t) y H conmutan y por lo tanto se puede encontrar una base conjunta que
diagonalice simultdaneamente a ambos operadores. Ademas tendremos que satisfacer el siguiente
conjunto de ecuaciones:

» El sistema alcanza el equilibrio cuando S =), pi log pj, es maxima:

k

» Para una energia dada, (E) =), prrEk, ésta se conserva:

ME)=0=> dpuEy . (1.85)

» Conservacién del nimero de particulas, Y, prr = 1,

(5T7“,0:O:Z§pkk : (1.86)
ke

Empleamos el método de los multiplicadores de Lagrange dado que las py, estan sujetas a las
condiciones adicionales (1.85) y (1.86), tenemos:

> 0pi(1 +log pri + BE +7) =0, (1.87)
k

con [y 7 los multiplicadores de Lagrange asociados a las condiciones (1.85) y (1.86), respectiva-
mente. Dado que las pgi se consideran ahora arbitrarias, de la ecuacién anterior resulta:

logppr + 1+ BE,+v=0, (1.88)

despejando,
prk = exp(—BEx —1—7) . (1.89)

Imponiendo ), pgr = 1 obtenemos:

exp(l+7) = Zexp(—ﬁEk) , (1.90)
k
con lo que:
e PEk
Pkk = W . (1.91)

Los desarrollos anteriores se han realizado en la base que diagonaliza la energia. La expresion
(1.91) se puede escribir a nivel operacional como:

(1.92)
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siendo
Z ="Tr(e "), (1.93)

la funcién de particién para un conjunto canénico. Por otra parte § = 1/kT, siendo k la constante
de Boltzmann y T la temperatura. Esta identificacién se deduce sin mas que comparando con
mecanica estadistica clasica la férmula para la energia interna del sistema por constituyente, U.

> Ewe PP _OlogZ
> e PE N op

Que es la misma férmula que se obtiene en mecénica estadistica clasica identificando § = 1/kT.
Calculemos finalmente la energia libre, F':

U=Tr(pH) =

(1.94)

Jdlog 2 e PH  emPH Odlog Z e PH
F=U-TS = — KTT 1 _ KTT —BH —log Z
U S 93 + 7‘< Z g — ) a9 + T( Z -3 0g ])
dlogZ 1 _
- — —Tr(He ") — kTlog 2 = —kT log Z 1.
93 Z r(He P") — kT log kT log Z (1.95)

donde hemos tenido en cuenta la expresion anterior para la energia interna por constituyente U.

1.3. Propiedades de coherencia de los estados que siguen
a un experimento

Sigamos con nuestro andlisis del experimento de Stern-Gerlach. Una vez pasado el campo
magné-tico la funcién de onda se puede escribir como:

U(7 R, 1) Z Contim (R, 1) P (F) (1.96)

tal y como hemos visto (1.38). Las distintas trayectorias de los dtomos estan univocamente vin-
culadas con el estado interno del sistema. Asi, R nos sirve como el distintivo que univocamente
nos fija dicho estado interno, ya que dichas trayectorias son macroscopicamente separables para
m distintas. La matriz densidad correspondiente al estado (1.96) es

(PRI R) =Y CrCrtan (B ) @on (P (B, )8, (7) (1.97)

m,m’

con lo que el valor medio de cualquier operador A es:
(A) =Tr(pA) = /d37’ d&*r' &R d*R'(FR|p(t)|F' R') (7' R'| A|FR) (1.98)

donde se ha insertado la resolucién de la identidad 1 = [ d®r d®R |FR)(RF.
Supondremos que el operador A no mezcla regiones separadas macroscopicamente y asi,

(7'R'|A|FR) (1.99)
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no dara contribucién a (1.98) a no ser que R y R pertenezcan a una misma regién V,,(t), ya que
de lo contrario R y R pertenecen a regiones macroscopicamente separables que no son conectadas
por A. Se deduce de esto una importante consecuencia: Es imposible distinguir la matriz densidad
p (1.97) de la matriz densidad p que no involucra términos de interferencia,

(FR|p(t)| 7 ') = ZIC Pt (B, 1)@ ()i, (R )P, (7) (1.100)

para todos aquellos tiempos t en que V,,,(t) y Vi (t) estén macroscépicamente separados. Fijémonos
que como consecuencia de la pérdida de las fases de C,, en p, también llamada pérdida de co-
herencia, p corresponde a un estado mezcla ya que:

Tr(p?) Z|C t<1. (1.101)

En p las fases de los coeficientes €}, son relevantes. En p se han perdido. Sin embargo no podemos
distinguir experimentalmente entre p y p y ello lleva a decir que las fases se destruyen en el acto
de medida.

Introduzcamos ahora en nuestro estudio los aparatos de medida “contadores” empleados para
determinar la posicién del CM una vez pasada la zona del iméan en el experimento. Por simplicidad
consideramos que cada uno de los 2+ 1 contadores posee sélo el grado de libertad z,, (en realidad
los contadores son sistemas complejos en si mismos y poseen un inmenso nuimero de grados de
libertad). Hablamos de 2¢ + 1 contadores porque son 2¢ + 1 el nimero de posibles valores de la
proyeccién del momento angular iy/¢(¢ + 1) en una direccién cualquiera. Antes de que los atomos
entren en contacto con los contadores, éstos se encuentran en su estado fundamental x¢ (2, ). La
interaccién atomos-contadores es de la forma U(z,,; ]%) y varfa muy lentamente con respecto a las
dimensiones atomicas, asi que los dtomos seguiran su trayectoria semiclasica. Lo verdaderamente
importante es que esta interaccién obliga al contador correspondiente, una vez pasados los atomos,
air al estado x1(zm,t). Dicho estado x; es macroscépicamente distinguible de o (tenemos de nuevo
en mente que dichos estados no se solapan dado que son no nulos solo en regiones del espacio de
los grados de libertad z,, macroscépicamente distinguibles).

Antes de entrar en el aparato de Stern-Gerlach, tomando un solo estado interno ®,,, por sim-
plicidad en la escritura, la funciéon de onda es:

(P R, Z,t) = u* (R, t)e ", (7) [ [ xo(zns 1) (1.102)

donde Z = {z,,}.
El haz cruza el iman del aparato de Stern-Gerlach y antes de llegar a los contadores, tenemos
la funcién de onda (1.102) evolucionada temporalmente:

U, (7, R, Z, 1) = (R, )P0 (7) [ [ X020 1) - (1.103)

Después de pasar a través de los contadores, todos ellos, menos el m-ésimo que queda excitado,
permanecen en su estado fundamental y tenemos:

U, (7, R, Z,t) = (R, )00 (7)X1 (2 1) [ ] X0(2001) - (1.104)

n#m
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Para terminar supongamos que el haz resultante se redirige mediante un campo magnético apropi-
ado, tal que: . '
Um (R, t) — u°(R, t)eme iBmt/h (1.105)

de forma que el haz vuelve a moverse en la misma forma que inicialmente. La fase v,, dependerd en
general del camino recorrido para llegar a esa situacién desde que el haz abandoné los contadores.

A nivel general, en lugar de un 1nico estado interno ®,,, tendremos una superposicién lineal de
estados ) C,,,®,, (7). La linealidad de la MC implica que tras el paso de los contadores tengamos
la siguiente funcién de onda final:

V(i R, Z,t) =u®(R, 1) Y Cre™me 0 (#)x1 (2, ) [ xol(znrt) - (1.106)

n#m

Como x1(2m,t) ¥ Xo(2m,t) son funciones de onda que no se solapan en el espacio Z puesto que
estan recluidas a regiones macroscopicamente separadas, resulta pues que la matriz densidad
correspondiente al estado puro anterior no se puede distinguir de aquella que resulta de eliminar
los términos de interferencia, por una discusién andloga a la empleada en (1.100) pero trasladada
ahora a los estados de los contadores xg 1. Por ejemplo el término de interferencia que involucrase
C1C5 irfa multiplicado por:

X1 (21, ) xo (22, x5 (25, DG (25, 8) | | xo(zms X5 (20 8) (1.107)
n>2

pero x1(z1,t) v x§(21,t) no pueden conectarse por ningtin observable microscépico y estos términos
de interferencia desaparecen. Es decir, tras la medida no podemos distinguir nuestro estado puro
del estado mezcla correspondiente a la matriz densidad p:

(FRZIpWIFR'Z') = u (R t)u (R ) Y |ConP @0 (75 (77) X1 (2ms )X (211 1)

| BN HERN (1.108)

n#m

Fijémonos que esta matriz densidad se reduce a:

wO (B ) (R )Y |Con @y (M), () (1.109)

m

cuando evaluemos valores esperados de observables que no involucren las variables z,, de los
contadores, téngase en cuenta la condicion de normalizacién [ dz,Xi(zm,t)*Xi(2m,t) = 1. La
expresion anterior (1.109) no es una consecuencia de si analizamos o no los contadores, es una
consecuencia de la dindmica de interaccion entre éstos y el haz. También se desprende de nuevo
de dicha expresién el cardcter estadistico de los coeficientes |C,,|?, puesto que cualquier valor
esperado que sélo involucrase variables internas del sistema se reducirfa a Y. |Cp|*(A).,, de
acuerdo a nuestra nocion clésica del valor medio de una magnitud.

Analicemos a continuacién otro experimento para profundizar mas en las propiedades de co-
herencia que siguen a un experimento y veamos un experimento que conlleva una ruptura parcial de
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coherencia. Tomemos de nuevo un aparato de Stern-Gerlach con una pantalla detras del iman dota-
da de dos orificios colocados simétricamente respecto al eje del haz, con una separacién ajustable
entre ambos. Detras de esta pantalla colocamos un detector que sélo nos dice si ha pasado por él
un atomo pero sin decirnos por cudl agujero, esto podria ser un contador Geiger por ejemplo. La
funcién de onda que representa el haz la escribimos como:

U= Comtim®m (1.110)

lm

donde para cada ¢ es conocido que hay 2¢ 4+ 1 estados con proyecciones distintas de momento
angular sobre un eje arbitrario. E1 momento magnético asociado a cada ¢; serd: hu;l;, hu;(€; — 1),
hyi;(¢; —2),... y suponemos que p; # it para i # j, como corresponderia al caso de tener un mismo
tipo de atomos pero en estados distintos con distintas ¢;. Al ir ajustando la separacién de los dos
orificios veriamos que para multiplos de una cierta distancia d;, proporcional a puq, el detector
senala la llegada de atomos. De la misma forma encontrariamos las distancias basicas ds, ..., d,
correspondientes a fo, ..., £,. Por lo tanto, manteniendo los orificios a una distancia proporcional
a d; habremos determinado que el momento angular es ¢; y no habremos destruido la coherencia
en la superposicion de los dos estados con proyecciones de momento angular opuestas y cuyo haz
pasa a través de los dos orificios. Esto ha sido asi porque se trata de un aparato para medir el
modulo del momento angular y no el signo de la proyecciéon del momento angular, justamente
porque se han dejado dos orificios simultdneamente abiertos y simétricos respecto a la direccion
de movimiento libre inicial del CM.

1.4. Interpretacion estadistica de la mecanica cuantica

Resumamos y generalicemos los resultados del apartado anterior para un proceso de medida
genérico.

Sean ®,,, m = 1,2,...,k, un conjunto de autofunciones ortonormales del “objeto” de estudio
correspondientes al observable genérico A. Sean xo(z1, 22, ..., 2n, t) la funcién de onda inicial del
“aparato” de medida con variables (21, 22, ..., 2n).

Antes de la medida el sistema global objeto+aparato esta en el estado puro:

U(t)=x0Y  Con®rm . (1.111)

El aparato de medida capaz de medir A obliga a la funcién de onda a correlaciones biunivocas
entre el estado final del aparato y los estados internos del haz u objeto:

V() = XmCon® - (1.112)

Sea p(t) = [U(t))(¥(t)| la matriz densidad del estado puro |¥(t)). Definimos a continuacién una
nueva matriz densidad p(t), correspondiente a una mezcla de estados, dada por:

2

da; d |

f):/ Sk, = [Cle™ (1.113)
0 2m 2
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Es decir, promediamos sobre las fases de los C,,, con lo que se eliminan los términos de interferencia.

Un arreglo experimental es un proceso de medida si y sélo si los diferentes x,,, son macroscépica-
mente distinguibles. Cuando esto es asi, Tr(pA) = Tr(pA) para todo observable A concebible.
Por consiguiente, el estado puro p y la mezcla p son indistinguibles. En este sentido, es permisible
decir que el proceso de medida transforma un estado puro en uno mezcla, a pesar de que Tr(p?)
es una rigurosa constante de movimiento.

Veamos que en un experimento realista es imposible determinar el hecho matematico de que p #
p, independientemente del tiempo que dispongamos para realizar dicho experimento. Supongamos
de entrada que tratamos nuestro objeto como un solo cuerpo. El tiempo 71" necesario para que dos
trenes de ondas separados una distancia R se solapen, debido al ensanchamiento del tren de ondas,
se puede estimar facilmente a partir del principio de incertidumbre de Heisenberg. Si el tamano de
dicho tren de ondas es a entonces tendremos una dispersién en el momento Ap ~ h/a. La velocidad
asociada es Ap/M con lo que T ~ aM R/h. Para granos de plata, tomando a ~ 10~* cm, T es del
orden de 10? afios para R ~ 1072 c¢m. Sin embargo esto es una estimacién insuficiente dado que no
tiene en cuenta la complejidad de los granos de plata que involucra muchisimos grados de libertad.
Asi mismo, el aparato se describe por estados complejos. De este modo se requiere un solapamiento
en el espacio de configuraciéon N-dimensional y no sélo en el espacio tridimensional. Ademas el
solapamiento en las distintas variables, cuando éstas son muchas, debe ser practicamente perfecto,
con lo que finalmente es facil pensar que resultara un valor fantasticamente grande para 7.

Una vez establecida la indistinguibilidad de p y p después del proceso de medida, la inter-
pretacion de C),, como amplitud de probabilidad se sigue de forma natural, tal y como se senal6 an-
teriormente en (1.109). El punto relevante es que en p sélo aparecen los médulos al cuadrado |C,, |?,
de la misma forma como las probabilidades lo hacen en fisica estadistica. Esta interpretacién de
C,, como amplitud de probabilidad también fue obtenida en el capitulo 1.1. La diferencia es que
ahora no hemos hecho uso de la interpretaciéon de Born de la funcién de onda como amplitud
de probabilidad en el espacio de coordenadas. No obstante, si se ha utilizado el hecho de que el
aparato de la medida se debe encontrar en una regién espacial donde no se anule la funcion de
onda en el espacio de coordenadas.

En la formulacién de von Neumann del proceso de medida, el énfasis se pone en el incontestable
hecho matemético de que Tr(p?) es una constante de movimiento y no se emplea en absoluto
que Xm V Xav deban ser macroscopicamente distinguibles. Asi, siempre aparecen términos de
interferencia y la interpretacion de C), como amplitud de probabilidad no se puede basar en
nuestra experiencia clasica. El mantenimiento dentro de esta interpretacién de que C,, sea de
hecho una amplitud de probabilidad junto con la consistencia de la teoria, llevé a von Neumann
a aumentar el cuerpo de leyes basicas de la MC:

= Entre experimentos el estado del sistema evoluciona causalmente de acuerdo con la ecuacion
de Schrodinger.

= Si una medida ocurre en el tiempo ty, el estado cambia abruptamente de acuerdo a la
prescripcion:
p(to) — plto) - (1.114)

Este cambio suele ser conocido como la “reduccién del tren de ondas”.
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De todos modos, se debe tener claro que no se observa p sino Tr(pA) y que Tr(pA) = Tr(pA)
después del experimento como se ha discutido. También como ya dijimos, para distinguir entre p y
p debemos esperar a que la coherencia se restablezca y eso involucraba un tiempo 7" increiblemente
grande. Podemos decir que nuestro error al reemplazar después de una medida p por p, debe ser
del orden de € ~ At/T del que se puede decir que es arbitrariamente preciso, con At el intervalo
temporal transcurrido desde el paso del sistema por los contadores. La clara ventaja que obtenemos
con el andlisis seguido en la seccion anterior y generalizado en ésta, es que la interpretacion habitual
de C,, dentro de la MC como amplitud de probabilidad la hemos obtenido sin mas que requeriendo
la linealidad de la MC y de nuestros conceptos habituales de mecanica estadistica clasica.

Finalmente recalcamos que la informacién maxima que disponemos de un sistema viene dado
por su matriz densidad, tanto para un estado puro como para un estado mezcla. La naturaleza
estadistica de la MC no se puede eliminar empleando una teoria mas refinada, por ejemplo haciendo
entrar més variables “ocultas” sobre las que se construye a continuaciéon una “mecanica estadistica
clasica” que al promediar sobre la misma nos reproduzca los resultados cuanticos. Incidiremos mas

adelante en este interesante punto cuando consideremos las desigualdades de Bell en la secciéon
9.7.
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Capitulo 2

Estados y observables. Descripciones
equivalentes

A partir de un andlisis muy general de los resultados de un proceso experimental de medida
llegaremos en este capitulo de forma natural al formalismo estatico de la MC formulado en un
espacio de Hilbert. La mecanica ondulatoria, familiar del curso de Fisica Cudntica, aparece como
una realizacion particular de las ecuaciones abstractas de la MC en la base de posiciones. Es muy
importante recalcar que este formalismo abstracto sigue siendo valido en el régimen relativista
(teorfa cudntica de campos), mientras que la mecdnica ondulatoria pierde su validez.

2.1. Algebra de la medida

Sea {da’'} = {d,a", ...}, el conjunto de valores reales que una cierta cantidad fisica del sistema
objeto de estudio puede tomar. Tal cantidad fisica la llamaremos observable siendo el conjunto {a’}
el espectro de dicho observable A. En general hay infinitos observables, A, B, C' ..., con espectros
{a'}, {0}, {¢}, ete. Supongamos por ahora espectros discretos. Posteriormente se generalizard la
discusién a espectros continuos.

Designemos por M (a’) el proceso de filtro en virtud del cual se seleccionan sistemas que tienen
el valor a’ del observable A, de modo que si se hiciese a continuacién una medida de A su valor
seria con toda seguridad a’. Pensemos por ejemplo en un experimento Stern-Gerlach en el que la
pantalla final tiene un orificio que sélo permite pasar el haz con el momento angular Am.

Definamos la suma de filtros,

M(d')+ M(d") = M(a")+ M(ad') , (2.1)

que representa un filtro que acepta sistemas que tienen el valor a’ o el valor a” del observable A.
Por supuesto si sumamos sobre todo el espectro dejamos pasar todos los sistemas, con lo que:

> Ma)=1. (2.2)

En el extremo opuesto tenemos la operacion (), para designar aquel filtro que rechaza todo sistema,
tal y como ocurriria en el experimento de Stern-Gerlach si tapasemos todos los orificios de la
pantalla final.
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Dos filtraciones sucesivas de un mismo observable corresponden al producto de dos M(a’), el
simbolo de la primera filtracion se sitta a la derecha y el simbolo de la segunda a la izquierda,

M \M(d') = 6(d',a")M(d), (2.3)
sy = Lo o 24

Observables compatibles. Dos observables A; y Ay son compatibles si todo sistema que haya
sido preparado con un valor determinado, a/, de A, sigue conservando dicho valor tras pasar por
un filtro asociado con el observable Ay, de lo contrario se dice que son observables incompatibles.
Asi la aplicacién sucesiva de dos filtros Ay, As, con A; y Ay dos observables compatibles, selecciona
un sistema en el que A; y A, tienen los valores fijos a) y a), respectivamente. Dicho proceso lo
designamos por M (a}as),

M(ayas) = M(ay) M (ay) = M(asay) (2.5)

y es conmutativo dado que los observables A; y Ay son compatibles y en ambas ordenaciones se
finaliza con aquellos sistemas con valores af, af, para A;, As.

Sean Aj, As, ..., Ay un conjunto completo de observables compatibles, es decir, proporcionan
una informacién completa del sistema y cualquier otro observable compatible con ellos se puede
expresar como funcién de los mismos. Es decir, un conjunto completo de observables compatibles
ofrecen una informacion maximal sobre el sistema.

Si A y B son dos observables no compatibles, jcon qué se puede identificar el producto
M(a)M(V')?. Es decir, hemos de introducir algo més aparte de los simbolos considerados has-
ta ahora para completar el dlgebra de la medida asociada con las relaciones de multiplicacién
y suma de filtros. Nétese que a nivel experimental, es perfectamente posible pasar un sistema
sucesivamente por dos filtros asociados a A y a B. Fisicamente, M (a')M(V'), es tal que tras el
paso por el primer filtro se seleccionan sistemas con valor fijo b’ de B y luego de estos se escogen
sistemas con el valor fijo a’ de A.

Para cumplir este objetivo, introduzcamos el proceso en virtud del cual dado un observable A
se aceptan sistemas en el estado a” y todos ellos son transformados finalmente en sistemas en el
estado @, que representamos por M (a';a”). Nétese el punto y coma dentro del argumento como
diferencia con respecto al simbolo M (ajaj}) introducido en (2.5). De su definicién tenemos las
siguientes propiedades:

M(d';a")y = M(d),
M(alv;a"')M(a”;a’) _ 5(@’”,&”) M(aIV’a/) 7
M(a";a' M(alv;a///) — (a/’aIV) M(CL”,CL”/) 7 (26)

(=%

de las dos tltimas relaciones se aprecia pues que la multiplicacién de los simbolos M (a’; a”) no

es conmutativa. Es importante destacar que las relaciones expresadas en (2.6) para un sélo op-

erador, siguen siendo validas si consideramos a su vez que A de hecho esta representando a un

conjunto completo de observables compatibles. En lo sucesivo emplearemos también la notacion
‘ / .o m _ 171f roon

mas compacta, d(ay, ...,as;ay, ..., a}) = [[i_, d(aj, af) .

1) 7
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Sea B un conjunto completo de observables incompatibles con A, por ejemplo:

B = {L’ L},
A = {121}, (2.7)

y consideremos M (a’; '), el proceso en virtud del cual se aceptan sistemas con el valor v’ de B todos
los cuales son finalmente liberados como sistemas con el valor a’ de A. Por ejemplo, este proceso
podria corresponder a un experimento de Stern-Gerlach con un campo magnético giratorio que
rota la orientacion del momento angular aceptado. Consideremos adicionalmente otros conjuntos
completos de observables C'y D, por ejemplo otros dos experimentos de Stern-Gerlach rotados
entre si y rotados respecto de los primeros. En general tendremos que:

M(a';V)M(c;d') # M(d';d') (2.8)

aunque el resultado final sea el de seleccionar sistemas con d’ y obtener sistemas con a’ definido.
Asi escribimos:
M(a ;0 YM(dd') = Y |YM(d;d) (2.9)

dado que no todo el sistema que sale con ¢’ de M(c’; d") es aceptado por un filtro M (b'). Por contra,
esto no sucede con M(a’;d’"), donde no existe ese proceso intermedio de pasar por el filtro de C'y
después por el filtro de B. De este modo, (b'|’) estd necesariamente relacionado con la fraccién
de sistemas con valor definido ¢’ que son aceptados por el filtro que selecciona b'. Por otra parte
de (2.6) sabemos ya que:

(d'la") = é(d’,a") (2.10)

Supondremos que en general (V'|¢/) es también un nimero, como en (2.10), que tomaremos com-
plejo, y que, por tanto, conmuta con los simbolos M. La desviacién de (b'|¢') de 0 o 1 es, todavia
de un modo sin especificar, una medida de la incompatibilidad de B y C'. Teniendo en cuenta (2.6)
y (2.9), tenemos las siguientes propiedades:

M(@)M@) = M(a;d)M@:V) = (d|¥)M(dsV) . (2.11)
M(@)M@:d) = M(dsa)M(V;c) = (@) M(d'; ) |
M(d;V)M(E) = ¥)d)M(d; ) . (2.12)

De la primera igualdad vemos que hemos cumplido nuestro objetivo de poder expresar el producto
de dos filtros M (a’) y M (') asociados con observables mutuamente incompatibles y hemos cerrado
el algebra introduciendo los simbolos adicionales M (a’;b") y los nimeros (b'|’). Considerando
ademas la relaciéon de completitud (2.2), se sigue que:

M) = ZM ()= (dp)M(d'; )

M(d; b)) = ZM@ ),

M(d; V) = ZMC (' b)M(d) =Y () (¥'|d)M(d;d) . (2.13)

c,d c,d
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Esta identidad muestra que los simbolos de medida del tipo A — B, se relacionan linealmente
con aquellos de cualquier otro tipo, por ejemplo C'— D. El conjunto de ntimeros (a’|t') efectiia la
transicion entre ambos conjuntos completos de observables compatibles y por eso los designamos
como funciones de transformacion.

A continuacién deducimos una propiedad muy importante de las funciones de transformacion,

M(a)M(c) = (@[YM(a';¢) =Y M(dYME)M() = Y () |)M(a5¢),  (2.14)
con lo que,

(d'|") = Z(a’\b’><b’|c’) . (2.15)

b/

Si ¢ corresponde a a”, y teniendo en cuenta ademés (2.10), tenemos:

o' d") =Y () (V|a") . (2.16)

bl

2.2. Probabilidades

Sean {A(a')}, {\(0')} conjuntos arbitrarios de nimeros complejos distintos de cero. La trans-
formacion,
M(d;b) — MNd)M(a;0)N0),
(dpy — Xd)"Hd [pYAY) (2.17)

deja invariante el dlgebra de la medida. Para ello es suficiente con ver que el producto (2.9) queda
invariante:

M6/ DA 0) = A )M ) SN M &) 3
1 1

('|YM(ad';d') — (') N )M (a'; d) (2.18)

AY) Ald')

y en efecto los lados derechos de las dos expresiones anteriores son iguales y (2.9) se cumple en
términos de los simbolos de medida y funciones de transformacién cambiados segun (2.17). De
este resultado concluimos que (0'|¢’) no tiene un significado fisico en si mismo. No obstante,

pla’, ') = (a'[t)) (|d) , (2.19)

si que es invariante bajo la transformacién (2.17) y cabe pensar en otorgarle un significado fisico.
Ademads (2.19) cumple la propiedad:

> pld V)= (dV)(¥|d) =d(a’ a’) =1, (2.20)

segiin hemos visto en (2.16). Esta propiedad permite identificar cualquier conjunto de ntmeros
positivos que la satisfagan como probabilidades. Asi interpretamos p(a’,t’) = (a'|V/)(V'|a’) como
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la probabilidad de encontrar un sistema en el estado b’ cuando se realiza una filtracion B en
un conjunto de sistemas con valor definido @’ y en adelante supondremos que (a’|0')(¥'|a") > 0.
Recordemos que desde su introduccién en (2.9) ya establecimos que (a’|b') debe estar relacionado
con la pérdida de sistemas al pasar de un filtro M (V') a otro M(a"). Notemos que por su propia
definicién p(a’, V') = p(V, a’), es simétrica si se intercambian los papeles de A y B como debe ser.#?

Planteémonos, en pro de mayor generalidad, si la definicién anterior para p(a’, V') = (a’|V') (b|a’)
es la tnica definicién posible para dicha magnitud. Como ya se ha indicado nos restringimos al
caso en que (a'|b')(b'|a’) > 0. La probabilidad p(a’,t’) debe ser una funcién de (a'|t/) y de (V/|d’).
Ademads dado que tiene que ser invariante bajo la transformacion (2.18) se sigue que p(a’, ') debe
ser funcién sélo de la combinacién (a'|b')(V'|a’). Luego si escribimos p(a’,t') = f({d'|V'){b'|a’)) y
hacemos un desarrollo en serie de potencias de (a'|V')(b'|a’) tenemos:

FUd)a)) = fo+ Lild V)V ]d") + (V) (V]a'))* + ... (2.21)
Para b — a” y a” # ' tenemos:
p(a’,a") =0=f. (2.22)

Por otra parte, para b — d,

pld,d)=1=fi+ fo+fs+... (2.23)
Asi mismo, sumando sobre b’ tenemos la unidad:
S opla V) =1=fi+f> (dB)V]a)*+ fs> (V) ]a)’+ ... (2.24)
b b b
donde hemos tenido en cuenta (2.20). Restando las ecuacién (2.23) y (2.24) llegamos a la identidad,

0=> Y fi[(d ) ¥|a))} —1] . (2.25)

k>1 b

Diferenciando m veces la expresion anterior respecto de (a’|b”)(b"|a’) y tomando al final b = a” #
a’ llegamos a,
mlfm =0, (2.26)

con lo fr =0 para k > 2 vy, por ende,
p(a’, b)) = (d'|V'){b']d") . (2.27)

Veamos ahora que la definicién dada de p(a’,?’) da lugar a los conocidos efectos cuanticos
de interferencia de amplitudes de probabilidad ya mencionados en el capitulo anterior. Para ello
determinemos la probabilidad de que un sistema con un valor definido ¢’ pase una filtracién B con
valor b’ y a continuacién una filtraciéon A de valor a’:

pld' b, ) =pld, b)pl, ) . (2.28)

#1Pensemos que tenemos unos segmentos lineales «, 3, ... compuestos de segmentos menores de tipo A, B, ..., y
que a su vez segmentos enteros A, B ... se pueden construir juntando los segmentos del mismo tipo encontrados en
a, B, ... Entonces la misma componente de segmento de A en « es la que hay en A de « y asi para cualquier otro
par de segmentos de los dos conjuntos.
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Si el filtro B opera pero no observamos el valor resultante b, se tiene:

p(d, B, )= p(a V)p,d) = (@) (V]a")(c|U)V]) - (2.29)

b/

Si por otra parte no se introduce el filtro B,

pld, ) = {d|d){]a") =Y {a'|b)'|) 6" (") (2.30)
bb

donde hemos hecho uso de las relaciones (2.15). Queda claro que las expresiones (2.29) y (2.30) no
son iguales. Este es un resultado inesperado desde un punto de vista clasico y resulta relevante que
lo hayamos podido deducir del formalismo presente sin més que realizar un anélisis muy general
del dlgebra de la medida y la definicién de probabilidad p(a’,b’) en términos de las funciones de
transformacién tal que resulte invariante bajo las transformaciones (2.17). La razén de que las
expresiones anteriores no sean iguales reside en ultima instancia, segiin nuestro analisis, en la
existencia de operadores incompatibles que nos han forzado a extender nuestros simbolos de la
medida dados en la seccién 2.1 de forma que el producto M(a’)M(b') quede contenido en ellos,
M YM(') = (d|V)M(d', V), en virtud de (2.9). Queda claro que (2.29) es simplemente una
suma sobre el producto de probabilidades, como cabria esperar clasicamente mientras que en
(2.30) tenemos el efecto cudntico de interferencia. Este efecto cudntico es el que se observaria en el
experimento presentado en la figura 2.1 donde un haz de particulas pasa a través de una pantalla
intermedia perforada B. Si no se determina por cudl orificio de B ha pasado realmente la particula,
tenemos un ejemplo tipico de fendmeno de interferencias en la pantalla A, correspondiendo a (2.30).
Si por el contrario se determina mediante un mecanismo cuando pasa la particula por un orificio,
por ejemplo emitiéndose un fotén, entonces el esquema de interferencias desaparece de A y esta
situacion corresponde a (2.29).

Figura 2.1: Cuando no se discierne el camino seguido por la particula a través de B, sélo se
detecta la particula que llega a a’ a partir de ¢/, se obtiene una muestra tipica de interferencias en
la pantalla A, caso (2.30). Por el contrario, cuando se detecta por cudl orificio pasé la particula el
esquema de interferencias desaparece de A y estamos en el caso (2.29).

El valor medio de un observable. Si el sistema tiene un valor fijo @’ de A, por ejemplo como
resultado de aplicarle M(a'), entonces es seguro que al medir A obtendremos a’. Por el contrario,
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si preparamos el sistema con una filtracion M (') correspondiente a un observador B incompatible
con A, entonces no obtendremos un tnico valor de A. La probabilidad de obtener a’ es p(a’, V') de
modo que el valor medio del observable A en un sistema preparado tras un filtro de B es:

(A = D dpld.¥) =) (V]d)d{dVy)

a/

(f(A))y = > fla).b), (2.31)

donde f(A) representa una funcién arbitraria del observable A. Asi mismo definimos la dispersién
o incertidumbre del observable A cuando el sistema tiene un valor fijo b’ como:

(AA))y = (A= (A)p))w =D (a7 =2/ (A)y + (A)f) p(a’, 1) = > [a'? = (A)p] p(a’, V) -
(2.32)

’

a a

2.3. Vectores estado y operadores

Tarea esencial de la MC es determinar las funciones de transformacion, ya que son éstas las
que relacionan resultados entre los distintos experimentos. No estamos todavia interesados en su
evolucion temporal, se trata de determinar la estructura de la MC a un tiempo dado, “estadistica
cuantica”. Es por eso que en este tema sobre el algebra de la medida hemos analizado estrictamente
resultados de experimentos simultdneos. A continuacién veamos que se consigue una realizacion
del algebra de la medida empleando como soporte mateméatico de la MC un espacio de Hilbert,
tipicamente de dimension infinita.

Hemos visto, como aspectos fundamentales de las dos secciones anteriores, que el dlgebra de la
medida se resume en la ley de composicion,

M{a;0)M (5 d) = (V) M(d's ) (2.33)
y, por otra parte, la definicién de probabilidad,
p(a’, b)) = (d|V){V]a') , (2.34)

que debe ser un numero positivo entre 0 y 1. También hemos visto las siguientes propiedades
importantes de las funciones de transformacion:

() = Y (dp)pIe) (2.35)

(d'|a")y = 6(d,ad") . (2.36)

Todos estos requerimientos, junto con (2.2), vamos a ver que se cumplen si se considera un espacio
de Hilbert y se identifican las funciones de transformacién (a’|b’) como el producto escalar de los
vectores |a'), |b') normalizados a la unidad. Esto dltimo es necesario para que se cumpla (2.34),
dado que para vectores normalizados a 1, (a/(V')|a’(b')) = 1, la desigualdad de Schwartz implica
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que 0 < {(d'|b'){(b'|a')y = (d'|b'){d'|b')* = |(d|V)|? < (d']d')(V'|V') = 1, tal y como se requiere. Por
otra parte también tenemos que (2.35) se satisface dado que para {|b')} una base ortonormal del
espacio de Hilbert se tiene:

D (@) =Y (W) I) = (d)) - (2.37)

v v

Es conveniente recordar que puesto que {|0’)} es una base ortonormal satisface la resolucién de la
identidad >, |V/)(b'| =1 .

Asi introducimos los dos siguientes postulados: i) Cada estado de un sistema especificado por
un conjunto completo de niumeros cudnticos a’, relativos a un conjunto completo de observables
compatibles, viene descrito por un vector |a'). Este conjunto de vectores, para todos los valores
posibles de a’, es una base ortonormal del espacio de Hilbert para el caso genérico de dimension
infinita. i1) Las funciones de transformacion (a'|b') corresponden al producto escalar de dos de
tales vectores referidos al mismo o a distintos conjuntos completos de observables compatibles.

De este modo cualquier vector |3) de dicho espacio de Hilbert puede escribirse como |3) =
> w Carld’), con Cy = (@/|F) un nimero complejo. También introducimos el espacio vectorial dual
que tiene como base los vectores duales (a’|. Los vectores duales estan en correspondencia uno a uno
con los vectores |a’). Si |) es el vector genérico dado anteriormente, su dual es (3’| =", C% (d/|.

A todo par de vectores |a’), |b) le asociamos el producto escalar,

(d'|b')y = (']a")", (2.38)
siendo una forma sesquilineal, esto es, si |a) = Aa’) + N'|a”), y |3) = p|V') , entonces
(Bla) = @AV |a) + p N (V]a") . (2.39)

Dado un espacio vectorial o en general un espacio de Hilbert, podemos a su vez construir
operadores que nos transforman unos vectores en otros. Especial menciéon merecen en este curso los
operadores lineales que ocupan un lugar relevante en la MC dado que las magnitudes conservadas
son siempre extensivas. Un operador O es lineal si satisface:

O (M) + X2|8)) = MOJa) + X0|6) (2.40)

con A1, Ay nimeros complejos. La actuacion de un operador lineal queda fijada una vez se determina
la actuacién del mismo sobre los vectores de la base {|a’)},

o) =) Cllad") = OZC’ |a) Zc Old') =Y Cyld")(a"|O|a’)
= ZO o Cula"y (2.41)

siendo Oyry = (a”|O|d’) los elementos de matriz de O en la base {|a’)}. Esta notacién fue la uti-
lizada en la seccion 1.2 suponiendo el bagaje del curso de Fisica Cudntica. A nivel de componentes
en la base dada la relacién anterior se puede escribir simplemente como:

Cli =Y OwuwCa . (2.42)

al
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Consideremos el operador [V')(a| y su actuacién sobre un vector genérico |a), tenemos

(16} (a'D]a) = [t')(d|a) , (2.43)

de modo que este operador primero proyecta cualquier vector segin |a’) y luego lo orienta segin
|6'). Si componemos dos de tales operadores tenemos:

([a) D)) = W] ]a"){d] , (2.44)

y tenemos la misma ley de producto (2.9) que para los operadores M (a’;'). Es por ello que
identificamos
M(a";0') = |a") (V] . (2.45)

Entonces, M(a') = |a'){a’| es un operador de proyeccién y como {|a’)} es una base ortonormal del
espacio de Hilbert inmediatamente se obtiene que

> M) =) la)d|=1, (2.46)

de acuerdo a (2.2).
Es también 1til introducir la siguiente representaciéon de un operador lineal genérico O. Ha-
ciendo uso de (2.41) y escribiendo Cy = (d'|5), tenemos:

0|p) = (Z\a arar (@ |> 18) (2.47)

dado que esta igualdad es vialida para cualquier vector |3) tenemos:
0= |a")Opald] . (2.48)

También ya hemos hablado de la traza del operador matriz densidad en la seccién 1.2. La gener-
alizacién es obvia. Dada una base ortonormal {|a’)} y un operador lineal O, tenemos:

Tr(0) =Y (d|0]a’) ZOM. (2.49)

al

Definicién por otra parte esperable de nuestra experiencia con matrices. Dejamos al lector que
demuestre la propiedad de que el valor de la traza es el mismo independientemente de la base
ortonormal en que se evaltie. De la misma forma deben resultar igualmente esperables las defini-
ciones del operador transpuesto, OT, conjugado, O* y hermitico, Of:#2

OT _ Z |a "\O\a //| ’
OF = Z |a /|O|a// < //‘ ’
of = Z|a ) {a"|Ody* (a"] . (2.50)

#2En este curso, a no ser que se diga lo contrario, hermitico y autoadjunto se tomaran como sinénimos suponiendo
la igualdad de los dominios de definicién del operador y de su adjunto.
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De las definiciones anteriores se tiene que (|a’) (V)T = |V/)(a’| y por lo tanto M (a;¥')T = M(V';d').
También se deduce facilmente que (XY)T = YT X7 y (XY)! = YT X' siendo X e Y dos operadores
lineales arbitrarios. Un operador que satisface que X = X se llama hermitico, si satisface X' =
—X se llama antihermitico, si satisface X7 = X se dice que es simétrico y si X* = X se dice que
es real. También se deduce que si |o/) = Ola) y |3) = OF|B) entonces:

(|8) = (alO"|B) = (F']a)” . (2.51)

Una propiedad de los operadores hermiticos es que sus autovalores son reales. En efecto, si |a’)
es un autovector de A con autovalor a’ entonces,

(d'|Ald") = d'{d'|d") = (Ad'|a") = " (d'|d) , (2.52)

de donde se sigue que a’ = @™ y por tanto es real. Ademas otra propiedad relevante es que dados
dos autovectores de un operador hermitico éstos son ortogonales si sus autovalores son distintos.
Sean |a') y |a”) dos autovectores de A con autovalores a’ y a” tal que o’ # a”, entonces

(d'|Ala") = d'{d'|d") = a"{a'|a"), (2.53)

por lo tanto (a'|a”) = 0.
Observables. Seguin vimos al final de la seccién anterior, el valor medio del observable A en un
estado con valor definido ¥', |b'), resultante por ejemplo de una filtracién M (?'), viene dado por,

Y dpey =) (Bla)d(d V) = (b <Z \a’>a’<a’|> ) (2.54)

a/

y dado que |b) es un elemento arbitrario de la base ortonormal {|b)}, que a su vez representa una
base genérica, se sigue que al observable A se le debe hacer corresponder el operador,

A=) "dld)a], (2.55)

dentro del espacio de Hilbert, que proporciona correctamente el valor medio de la cantidad fisica

A en estados |V'), |¢/), etc, asociados a bases ortonormales arbitrarias. Fijémonos también que de

la expresién anterior se sigue que cualquier observable cumple que AT = A y es hermitico
Ademés, como consecuencia de (2.55) se tiene que:

(A=d)la) = 0,
(d|(A=d) = 0. (2.56)

Con lo que |a’) es un autoestado del operador A con autovalor a’. Desde un punto de vista
matematico el espectro, o conjunto de valores reales posibles que un observable puede tener en
una medida, corresponde asi al conjunto de autovalores del operador hermitico asociado.

Ya hemos dicho que un observable corresponde a un operador hermitico. La implicacion inversa
también se cumple, todo operador hermitico es un observable dado que se puede escribir en la forma
(2.55), una vez hallados sus autovalores y autovectores. Los primeros son reales, segin se ha visto
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en (2.52), y los segundos constituyen una base ortonormal. Es importante recalcar en este punto
la consistencia del formalismo, en particular con el postulado i), introducido tras (2.37). All{ se
dijo que el conjuto de vectores {|a’)}, con @’ tomando cualquier valor dentro del espectro multiple
de un conjunto completo de observables compatibles, constituia una base ortonormal del espacio
de Hilbert. Ahora hemos visto que, de hecho, determinar el espectro de un conjunto completo
de observables compatibles supone resolver el problema de autovalores de tales observables, y
por otra parte, del conjunto de autovectores de un operador hermitico se puede extraer una base
ortonormal del espacio de Hilbert. No obstante, hemos de recordar que parte de ese postulado se
ha utilizado para llegar a que un observable fisico corresponde a un operador hermitico y por ello
no es superflua.

Por otra parte, dado un vector arbitrario |3) del espacio de Hilbert H normalizado a la unidad,
(B]6) = 1, siempre lo podemos considerar como miembro de una base ortonormal {|0’)} y, por
tanto, hacerlo corresponder a un estado del sistema fisico, en virtud de 7). Baste para ello darse
cuenta de que |3) es un autovector del operador hermitico (observable) |3)(3| con autovalor 1. El
vector |3) se puede completar con otros vectores hasta formar una base ortonormal del espacio
de Hilbert, asociada a la cual siempre se puede definir un conjunto completo de observables
compatibles que completen el observable anterior. Por otra parte, la relacién entre vectores del
espacio de Hilbert y estados de un sistema fisico no es uno a uno puesto que dado un vector
|3) entonces |3') = €'®|3), con ¢ real, también es autovector del observable |3)(8| = |58){(| con
autovalor uno, normalizado a la unidad y por tanto le corresponde el mismo estado fisico. Por eso
es que existe una ambigiliedad en la fase global del vector que se le asocia a un estado fisico, que
se ha de fijar de una vez para siempre a conveniencia.

En este punto se concluye la realizacion del algebra de la medida, seccion 2.1, y de la definicion
de probabilidad, seccion 2.2, en un espacio de Hilbert como soporte matematico.

Recordemos que dado un operador hermitico A en un espacio vectorial de dimensién finita su
espectro se calcula resolviendo la ecuacion:

det(A—A)=0. (2.57)

Operadores unitarios. Un operador lineal U se dice que es unitario si satisface UUT = UTU = 1.
El conjunto de operadores unitarios constituye un grupo como se demuestra facilmente. Como
consecuencia directa de su definicién se deduce una propiedad muy importante de los operadores
unitarios y es que conservan los productos escalares. Sea |o') = Ula) y |3') = U|3), entonces:

(|8 = (|U'U|B) = (alB) - (2.58)

A todo operador unitario se le puede asociar un cambio de base y viceversa. Sean {|a)} v {|b)}
dos posibles bases ortonormales en el espacio de Hilbert. Designemos por Uy, el operador asociado
con dicho cambio de base tal que:

Ugla™) = |b¥) . (2.59)
De este modo Uy, = Y, [0F)(a*| como se puede comprobar sin mas que haciendo actuar dicho
operador sobre la base {|a)}. Por otra parte U/, = 3°, |a*)(b*| y efectivamente es un operador uni-
tario dado que U,,U gb = 1. También se demuestra facilmente que dado un operador unitario U, los

vectores |bF) = U|a*), transformados de la base original {|a)}, constituyen una nueva base ortonor-
mal puesto que dado un vector |¢) del espacio de Hilbert se tiene que U|p) = >, |[b%)(b*|U]¢)
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y (b8b') = (a*|a!) = 6j. Por supuesto el espacio de Hilbert transformado por U coincide con el
original dado que U tiene inversa.

Consideremos a continuacion el transformado de un operador bajo una transformacién unitaria.
Dado un operador X arbitrario tal que |ax) = X|a), su transformado serd aquel operador X' que
realice la misma transformacion que X pero en el espacio vector transformado por U, es decir,
que verifique X'U|a) = UX|a) y por lo tanto,

X' =UXU". (2.60)

Si designamos por {|[b*)} a la nueva base transformada de {|a*)} por U, tendremos para X un
operador lineal:

X' =U (Z \a’f><a’f|X\aq><aQ|> Ut = 375 (@t X [a?) (] (2.61)

kq

con lo que los elementos de matriz de X' en la base transformada son los mismos que los elementos
de matriz de X en la base original.
Otras propiedades que se pueden demostrar facilmente son:

|detU| = 1,
detX' = detX ,
Tr(X') = Tr(X),
Xt = (XY =UxTU'. (2.62)

Una propiedad muy relevante es que los operadores unitariamente equivalentes tienen el mismo
espectro. Si |a’) es un autoestado de A con autovalor o', (A — a')|a’) = 0, entonces Ula’) es
un autoestado de A’ = UAUT con el mismo autovalor o', dado que A'(Ula’)) = UAUU|d') =
UAld') = ¢/ (Ula’)). Esta implicacién se puede demostrar también del mismo modo en el sentido
opuesto pero empleando el operador unitario U~' = Ut. Asf pues los autoestados o autovectores
estan en una relacién uno a uno y los autovalores se conservan y con ellos los espectros son iguales.

Otra propiedad que se conserva en una transformacion unitaria es que el producto entre oper-
adores transformados es igual al transformado del producto de los operadores,

A'B'=UAU'UBU' = UABU' . (2.63)

Desde el punto de vista del formalismo es pues indistinguible considerar que los estados fisicos y
observables correspondan a vectores y operadores hermiticos o a sus transformados unitarios, dado
que los productos escalares entre vectores se conservan, asi como las relaciones algebraicas entre
operadores. Se habla asi de representaciones equivalentes (isomorfas) en cuanto a la descripcién de
los fenémenos fisicos.”3 Del mismo modo que en mecénica clésica las transformaciones canénicas
relacionan conjuntos de variables dindamicas igualmente aptas para una descripciéon hamiltoniana
de los sistemas.

#3Téngase en cuenta que U(ald)+8]7)) = ald’)+By) (con ') = U|5), |y') = Ul)), (') = (8]7), aA'+6B" =
Ut(aA + BB)U (con A’ = UTAU y B' = U'BU), A’B"' = UTABU y A’|d/) = UA|a). Por ello es por lo que se
habla de representaciones isomorfas a aquellas que son unitariamente equivalentes.
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Espectros continuos. El esquema que hemos considerado anteriormente suponia que el espectro
de un operador era discreto. Sin embargo muchos observables relevantes en fisica tienen espectros
continuos como el observable momento o la energia. Designemos tal observable por un operador
¢. Dado que su espectro es continuo, siguiendo el mismo procedimiento que dio lugar a (2.55),
tendremos ahora:

fz/sM@m%%i/%fkwsm (2.64)

es decir, se sigue representando un observable como una suma sobre los posibles filtros de &,
pero ahora dado que el espectro es continuo estos filtros fijan que el estado posee un valor £’ del
observable & que esta dentro de un intervalo de longitud A¢’/2 alrededor del valor ¢ y al sumar
sobre todos esos intervalos, se da lugar a la integral (2.64) en el limite A¢” — 0. De la representacion
anterior se sigue que £ es un operador hermitico, y viceversa, todo operador hermitico de espectro
continuo corresponde a un observable dado que se puede expresar como en (2.64).

Al igual que en (2.2), sumando sobre todos estos filtros se deja pasar a todos los sistemas, por
lo que:

/M&@=/%W%Mﬂ- (2.65)

Esta resolucion de la identidad fija la normalizacion de los vectores |£') de un espectro continuo
a deltas de Dirac, es decir, (¢'|¢") = 6(¢ — £”). Para ello multipliquese (2.65) por la derecha por

‘S”>?
€7) = /dé’\£’><§’|§”> : (2.66)

y por tanto (£'|¢") = §(&' — £"). Como consecuencia de esta propiedad y de (2.64), es inmediato
comprobar que |£) es un autovector de &, con autovalor £’

Finalmente nuestra definicién de probabilidad p(a’,d’) dada en (2.34) requiere ser reinterpre-
tada cuando alguno de los vectores no se puede normalizar a la unidad, como es el caso cuando
corresponde a un autovector de un espectro continuo. Estos vectores no corresponden a estados
fisicos, que deben estar normalizados a uno para garantizar la interpretacion estadistica. No ob-
stante, si que se pueden emplear estos vectores generalizados como extensiéon del espacio de Hilbert
original ya que suelen presentar propiedades de transformacion simples bajo la actuacién de algin
o algunos observables relevantes, constituyen bases completas para expresar cualquier estado fisico
y éstos se pueden aproximar arbitrariamente a autovectores de espectros continuos reduciendo la
longitud A" de indeterminacién del observable £ (como ejemplo considérese un tren de ondas).
Para reinterpretar (2.34) pensemos por ejemplo en |p}), un autovector de la componente i-ésima
del operador momento lineal o impulso p, entonces |(p}|a)|? dp; representa la probabilidad de que
el estado |a) del espacio de Hilbert tenga un valor de p; centrado en p; y de longitud dp;. Esta
interpretacion da lugar a la expresién correcta para calcular el valor medio de p; para el estado

@),

{Pi)a = {alpile) = /dp£|<p§|a>l2p§ : (2.67)

teniendo en cuenta la expresién (2.64) para p;. Por otra parte, si |z) es el autoestado de la
componente i-ésima del operador de posicién Z entonces |(z}|a)|? dx; nos da la probabilidad para
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encontrar el sistema en el intervalo (x} — dx;/2, z; + dz;/2) con lo que (Z'|a) = 1,(Z) es la funcién
de onda de mecénica ondulatoria.

Sistemas compuestos. Sean dos sistemas [ y II con espacios de Hilbert H;, Hs. El espacio de
Hilbert del sistema que engloba dichos subsistemas es el espacio producto directo, H = H; ® Ho.
Si{la})} v {|b5)} son bases de H; y Ha, respectivamente, entonces una base de H es:

{la1) @ [5)} = {[a1th)} (2.68)

la llamada base producto directo. Téngase en cuenta que en general un vector del espacio producto
directo no se puede escribir como el producto directo de un vector de H; por otro vector de H,
aunque siempre se puede escribir su desarrollo en la base producto directo (2.68).

Sea X7 un operador lineal que actia sobre H; y X3 un operador lineal que actia sobre Ho,
entonces sus elementos de matriz en la base producto directo son:

(0105 X1 Xolaybh) = (ay]X1lay) (by] Xa[b5) - (2.69)
Por lo tanto la traza del operador anterior viene dada por:
Tr(X1Xz) =) (aibh| X1 Xoldibh) =) (ah|X[at) Y (V| Xolt)) = Tr(X))Tr(Xs) . (2.70)
a’t! a’ v

El operador X;.X5 es tal que X; y X5 actian separadamente sobre los espacios de Hilbert H; y
H,. Sin embargo también pueden existir operadores que acoplan ambos espacios de Hilbert. Por
ejemplo, pensemos en dos electrones que interactiian mediante el potencial de Coulomb que es
proporcional a |7 — |~ que es un operador que actiia simultdneamente sobre ambos espacios de
Hilbert. La generalizacion de lo expuesto aqui para el producto directo de dos espacios de Hilbert
se generaliza facilmente para el producto directo de un ntimero arbitrario de espacios de Hilbert.

2.4. La relacion de incertidumbre

Sea el operador
AA=A-(A), (2.71)

tal que,
AAla) = Ala) — (a|Ala)|a) . (2.72)

Al valor esperado de (AA)? se le conoce como dispersion, varianza o desviacién cuadratica media
del observable A en el estado en que se toma el valor medio,

(AA)?) = (A% — 2A(4) + (4)")) = (A7) — (4)*, (2.73)

tal y como ya introdujimos en (2.32).
La relacién de incertidumbre afirma que dados dos observables A y B entonces se satisface:

1
(AAP)(AB)) = Z[([A, B)I* - (2.74)
Para probar la desigualdad anterior haremos uso de tres lemas.
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1.- La desigualdad de Schwartz, que afirma que dados dos vectores |a) y |3), se tiene:

(ala)(B18) = [alB)|* . (2.75)
Para demostrarla sea A un niimero complejo, se tiene que ({(a| + A*(3|) (Jo) + A|5)) > 0. Tomando
(Be)
A=— 2.76
(B15) 210
se sigue,
el [{elB)?
(a]a) — 2 I3 + B13) >0, (2.77)
de donde se deduce que en efecto,
(ala)(B18) = [alB)|* . (2.78)

2.- El valor esperado de un operador hermitico es real, cuya demostracion dejamos al lector.
3.- El valor esperado de un operador antihermitico es puramente imaginario:

(a|Ala) = (ATala) = (a]ATa)* = —(a|Ala)* . (2.79)

Para demostrar la relacién de incertidumbre (2.74), apliquemos la desigualdad de Schwartz a
la) = AA|p) y |5) = AB|¢) con |¢) un vector arbitrario. De (2.78) se deduce:

(AA){((AB)*) = |(AAAB)|* . (2.80)
Dada la igualdad:
AAAB = [AAAB] + 5 {AA, AB) = %[A, Bl + 5 (A4 AB) (2.81)

donde {X,Y} = XY +Y X se denomina el anticonmutador de X e Y. Notemos que el conmutador
de dos operadores hermiticos es antihermitico mientras que el anticonmutador es hermitico. Por
lo tanto:

(AAAB) = %([A, B)) + %({AA, ABY) (2.82)

siendo el primer valor esperado puramente imaginario mientras que el segundo es puramente real.
De este modo el médulo al cuadrado del niimero complejo anterior es:

(AAAB)? = LA B)P + (A4 ABYP (2.89)
Utilizando este resultado en (2.80),
(AAPH(ABP) > [(BAAB)E = /(A BYP + JHAAABYP . (280)
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por lo tanto, como $[({AA, AB})|? > 0,
(AA)((AB)Y) = [(AAAB)[* > iMA’ B (2.85)

Es interesante determinar las condiciones bajo las cuales en lugar de una desigualdad como en
(2.74) se tiene la igualdad. Entonces se dice que se satisface la relacién de incertidumbre minima.
Para ello, en lugar de tener la desigualdad en (2.80), procedente de la desigualdad de Schwartz
(2.78), hemos de tener el signo de igualdad. De la demostracién anterior de la desigualdad de
Schwartz se debe tener que ((a| + A*(4]) (|a) + A|5)) = 0 y por lo tanto |a) = —A|3), es decir,
deben ser vectores proporcionales. En nuestro caso tenemos:

AAl¢) = —AAB|¢) . (2.86)

Por otra parte, en lugar de la desigualdad en (2.85) se debe tener la igualdad con lo que el
estado sobre el que se calcula el valor medio debe cumplir (p|{AA, AB}|¢) =0,

(| AAAB + ABAA|¢) = —(\* + A\){(9|(AB)?*|¢) =0 , (2.87)

con lo que A debe ser un niimero imaginario puro. De este modo la condiciéon que debe satisfacer
un estado |¢) para tener la relacion de incertidumbre minima,

(@l(AA)*(AB)*|¢) = i|<¢\[z4, Bll)* (2.88)

es que

AA|¢) = nABlg) , (2.89)

con 4 un numero imaginario puro.
En el problema 3.1 se deja como ejercicio comprobar que el tren de ondas gaussiano satisface
dicha condicién considerando los operadores de momento lineal y posicién.

2.5. Descripciones equivalentes

Sean O y O dos observadores con sus correspondientes representaciones completas. Queremos
determinar el operador que relaciona a ambas representaciones equivalentes:

/

o 0 (2.90)
W) — ),

con |u) y |u’) pertenecientes a los espacios de Hilbert asociados a los observadores O y O, re-
spectivamente. En la transformacion (2.90) lo importante es que pasamos de un rayo de O, donde
cualquiera de sus elementos es adecuado para describir el correspondiente estado fisico del sistema,
a otro rayo de O, apto para describir el mismo estado del sistema desde el punto de vista de O'.
No se trata por tanto de que en la transformacion se conserven los productos escalares sino los
modulos de los mismos, dado que los cuadrados de éstos son los que determinan las probabilidades
de transicion.
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Sean |a), |3) dos vectores pertenecientes a He (el espacio de Hilbert asociado a O) y |a/), |5)
los vectores de Hor que describen los mismos estados fisicos desde el punto de vista de @’. Como
se ha dicho imponemos que la transformacién (2.90) sea tal que,

[{alB)] = [{a'[8)] - (2.91)

Sea {|a,)} una base de Hop y {|a,,)} la base de Ho' transformada de la anterior de Ho y que por
tanto corresponde a los mismos estados fisicos pero vistos desde el punto de vista de O’. Las fases
de los estados de estos conjuntos completos de vectores se pueden elegir a nuestra conveniencia.
Empleando dichas bases podemos por tanto escribir |a) = > |a,){(a,|a), |&) =D |al){al|a/), con
las fases de |a) y |@’) también arbitrarias.#*

El Teorema de Wigner establece toda transformacién biyectiva que satisfaga (2.91) se puede
representar el espacio de Hilbert por un operador de dos tipos posibles:

I) Transformaciones unitarias:

(@lf) = (|57,
(cilar) + elan)) = ci]ad) 4 ealad) . (2.92)

IT) Transformaciones antiunitarias:

(alB) = (Fla) = (|5
(e1lon) + cafaz)) = ciloy) + c3fab) - (2.93)

Demostracion. Consideremos el estado |¢,) = |a1) + |a,). Veamos que podemos elegir la fase de
los vectores transformados |¢!) y |al,) de O’ tal que éste sea |¢)) = |a}) + |al,).

o) = Z|a l(jan) + lan)) Z\a € (a1 + On) =
— ezmn |al> +6ZTnn |an> , (294)

donde hemos aplicado la condicién fundamental (2.91). Redefiniendo la fase de |¢],) siempre se
puede reabsorber el factor e"», de modo que tenemos:

[@h) = lay) + e ar) (2.95)

Redefinimos entonces la fase del vector |a,) tal que se reabsorba el factor de fase e’ ~"1%) con lo
que llegamos al resultado deseado,

lon) = lar) + la,) - (2.96)

#4Dada la condicién (2.91) es directo demostrar que el nuevo conjunto de vectores transformados {|al)} es
ortonormal y completo ya que si hubiere algin vector no nulo |a’) tal que (a] |a/) = 0 para todo n entonces el
vector |a) seria linealmente independiente a la base ortonormal original {|ay)}, en contra de lo supuesto.
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A continuacién consideremos el estado |a) y su transformado |o),

@) = Y ealad) .
oy = Sl

& = (anle)
a = {a]d) . (2.97)
De modo que en virtud de (2.91),
lenl = Il - (2.98)
Del mismo modo, teniendo en cuenta (2.91) y (2.96), se obtiene que |[{¢,|a)| = |c1+c,| v [(@,]a)] =
|c] + | son iguales, |¢} + c,| = |e1 + ¢,|. Elegimos la fase global de |o') tal que ¢} = ¢;,#5 con lo
que elevando al cuadrado la igualdad |c; + ¢,| = |¢1 + ¢,|, tenemos:
cich + cje, = cid + e (d)* (2.99)

multiplicamos la igualdad anterior por ¢/,
ci(d)? = (cict +ciey) +elen* =0 . (2.100)

Esta es una ecuacién de segundo grado en ¢, cuyas dos soluciones son:

C1
/ . * .,
¢, = —c,, solucién a) ,
1
/ .7
¢, = ¢p, solucién b) . (2.101)

Elegimos la fase de |a) tal que ¢; sea real,#5 de modo que la ecuacién anterior se simplifica a:

. -
¢, = ¢, , solucién a) ,

¢ = ¢, solucién b) . (2.102)

/
n
/
n
Demostremos a continuacién que si se tiene la solucién a) o b) para un cierto coeficiente ¢,, entonces
se tiene la misma solucién para cualquier otro coeficiente.”” Procedamos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existen dos coeficientes ¢, y ¢;, ambos complejos (ya que de lo contrario no habria
distincién entre los casos a) o b) para el coeficiente real), tal que se tiene que ¢}, = ¢, vy ¢ = ¢}.
Consideremos entonces el vector:

1
|®) = 7 (lax) + lax) +[ar)) (2.103)

#58i |a/) es uno de los |¢!,) o un elemento de la base transformada {|a’,)}, cuyas fases ya han sido fijadas, cumple
automaticamente esta condicion.

#6Esta condicién se satisface de forma directa si |a) es un elemento de la base {|a,)}.

#TEste paso falta en la demostracién original de E.P. Wigner tal y como hace notar S. Weinberg en su libro [6]
donde completa la demostracion.
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por lo que su transformado segin la ec.(2.102), y al ser todos los coeficientes reales, es:

/ _L a a al
@) = \/g(‘ 1)+ lag) +lar)) - (2.104)

Igualando [(®|a)|? = |(®’|a’}|?, tenemos la ecuacion:

, (2.105)

C C
b+i+i
C1 C1

donde hemos tenido en cuenta que ¢ = ¢;. También dado que ¢; es real desarrollando la ecuacién
anterior tenemos,

Re (crc]) = Re (cry) (2.106)
que es equivalente a,
Im(cp)Im(c)) = Im(cg)Im(ey) | (2.107)
es decir,
Im(ex)Im(e;) =0 . (2.108)

Por lo tanto, o bien ¢, o bien ¢; o ambos son reales en contra de la suposicion. Con esto hemos
demostrado que dado un vector |a) se ha de tener una de las dos transformaciones siguientes,

a) |a) = > cklal), transformacién antiunitaria,
b) &) = > ¢,lal), transformacién unitaria.

Todavia queda por demostrar que dado un nuevo vector arbitrario |3) = > d,|a,) tenemos el
mismo caso a) o b) que para |a). Supongamos que no es asi, es decir, que si |3') = > dl|a,), s
tiene que d], = d,, para ¢, = c;, o bien que d], = d, para ¢, = ¢, con n > 1. Veamos entonces que
llegamos a una contradiccién. Supongamos que tenemos el segundo caso, si fuese el primero basta
con intercambiar los papeles jugados por |a) y |3), entonces,

[{e'8')] —\ZC WE=1) 0 adal® = alB)f (2.109)

Desarrollando,
Zc;cmd;dn = Zchncmd:n : (2.110)
es decir,
> chem (dydn — dndy,) =0 (2.111)

Agrupando en pares m, n, resulta por tanto la condicién:

> Im(cjem) Im (djd,,) =0 . (2.112)
k|l
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La condicién anterior se podria satisfacer en principio para dos vectores estados determinados
la), |3), pero si éste es el caso siempre podemos elegir un tercer vector estado |y) = >, fi|ax) tal
que,

Y Im(fifm)Im(cien) # 0,

m,n

> Im (f; fr) Im (didy) # 0. (2.113)

m,n

Para ver que efectivamente esta eleccion de un vector |y) es siempre posible considérese primero
el caso en que cc,, es complejo para algin m, n y que d;d; es tambien complejo para algin k, !
distintos entre si, entonces basta tomar f,, f,., fx, fi complejos con fases distintas y el resto de
coeficientes f; = 0, para garantizar que se satisface la ecuacién (2.113). Podria ocurrir que el par
k, [ es igual al par m, n en cuyo caso témese f,, y f,, complejos y con fases distintas y el resto de
coeficientes nulos. Finalmente, también podria darse el caso de que n = k y m # [, o cualquier otra
combinacién pero siempre con dos subindices iguales de los los conjuntos (m,n) y (k,1) y el resto
distintos. En este caso témese f,, f,. vy fi complejos con fases distintas y el resto de coeficientes
iguales a cero.

Las ecuaciones (2.113), en contraposicién con la ecuacién (2.112), implican por tanto que la
misma eleccién a) o b) se ha realizado para los vectores |7) y |a) y andlogamente para los vectores
|7) ¥ |5). Como el vector |y) es comun se sigue por tanto que la misma eleccién se ha tenido que
hacer también para los vectores |a) y |3), en contra de lo supuesto.

Por supuesto, la excepcién al razonamiento dado para que la transformacién sobre |3) sea del
mismo tipo que sobre |a) es que los coeficientes de |3) sean reales, pero en tal caso no hay distincion
entre transformacién unitaria y antiunitaria sobre |3). Con esto se concluye la demostracién del
teorema de Wigner.

De acuerdo con este teorema cualquier operador A que transforma las bases de dos observadores
equivalentes, {|a,)} — {]a},)} debe ser unitario o antiunitario,

Alay) = |d)) . (2.114)

o) = Ala) = A;<an|a>|an> = zﬂ:<an|a>/\|an> = ;(an\aﬂab - (2.115)
Antiunitario:

) = Ala) = Agj(anla)lan) = ;(aﬂa)*/\\a& = ;(an\w*la;) : (2.116)

por lo tanto cualquier operador antiunitario lo podemos escribir como A = U K, siendo U un
operador unitario y K el operador que cambia los niimeros complejos en sus complejos conjugados.
Esta representacién de A depende de la base que se ha tomado puesto que K actia sobre los
coeficientes, que por supuesto dependen de la base.
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Veremos en los capitulos posteriores que la naturaleza unitaria o antiunitaria de la transfor-
macién A se podra determinar atendiendo a las caracteristicas fisicas del problema. No obstante,
nos encontramos en condiciones de comprobar que si dicha transformacién A depende de uno
0 mas parametros continuos, por ejemplo rotaciones, traslaciones espacio-temporales, etc, debe
ser unitaria. El razonamiento se basa simplemente en que una transformacién dependiente de un
parametro continuo se puede expresar como el resultado de aplicar dos transformaciones sucesivas,

A, =Ay, - A (2.117)

®1

donde los ¢ representan pardametros continuos. Dado que el producto de dos transformaciones
antiunitarias o unitarias es unitario, ello implica que finalmente A, es unitaria.
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Parte 11

Simetrias
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Capitulo 3

Desplazamientos en el tiempo y
ecuaciones de movimiento

Este capitulo junda parte del curso que constituye un amplio bloque dedicado al estudio de
transformaciones que dejan invariantes las ecuaciones de movimiento para un conjunto muy am-
plio de interacciones. De hecho algunas de estas simetrias, como traslaciones espacio-temporales
y rotaciones en sistemas cerrados son exactas para todas las interacciones conocidas. El estudio
de dichas simetrias es de gran importancia puesto que, conocida una solucién, podemos generar
muchas otras soluciones sin conocer los detalles dinamicos del problema sin més que explotando
las simetrias conocidas del mismo, que de hecho pueden ser comunes a otras muchas interacciones.
Esto es de sumo interés, ya que nos permite distinguir entre aspectos puramente dindmicos, que
conducen a una cierta solucién, y otros relacionados con la posibilidad de cambiar de unos ob-
servadores a otros, estando éstos relacionados por dichas transformaciones de simetria y que por
tanto no tienen contenido dinamico relativo a una interaccién dada.

Otro aspecto de interés para el estudio de las simetrias es que conducen a la existencia de
observables asociados a las mismas, que en muchas ocasiones seran constantes de movimiento y
que en todas constituyen observables valiosos para caracterizar los sistemas fisicos. En el caso de
sistemas cerrados, todas estas cantidades son conservadas pero incluso en sistemas no cerrados,
aunque en general no sea asi, tales cantidades siguen siendo empleadas para el estudio de los
mismos. Las simetrias nos indican que tales observables existen, aunque no nos proporcionan una
expresion de los mismos en términos de las variables dindamicas. Esto se conseguira tipicamente
mediante el empleo del principio de correspondencia a partir de sus expresiones clasicas.

3.1. El operador de evolucién temporal

El tiempo t es un parametro continuo de la teoria, —oo < t < +o00. De hecho, mas adelante
veremos en la seccién 4.2 que t no se puede asociar con el espectro de ningiin operador hermitico.
Consideremos primero el caso de sistemas cerrados, esto es, sistemas que no interactian con
ningun otro. Inicialmente en ¢t = ¢ se tiene preparado un conjunto de estados {|a’to)}, base del
espacio de Hilbert, donde los a’ se refieren a los niimeros cuénticos de un conjunto completo de
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observables compatibles. Estos estados evolucionan con el tiempo, de modo que para t > t,
|a'to) — |a’to, 1) (3.1)

y, en general, serdan estados distintos. De modo que si inicialmente (A — a')|a’ty) = 0, se tendréd en
general que (A —a')|a’ty, t) # 0. Sin embargo, dado que el sistema es cerrado, el origen de tiempos
es arbitrario y el espectro de cualquier observable A independiente de ¢ no debe depender del
instante de tiempo en que se determine. En particular para ¢t > t; se debera seguir teniendo el
mismo espectro y, por lo tanto, es razonable establecer que la transformacion (3.1) debe venir
dada por un operador unitario, dado que éstos conservan los espectros de los observables, como
vimos en la seccién 2.3. #1 Dicho operador unitario, U(t,t,), s6lo dependerd de la diferencia entre
el tiempo t y el tiempo inicial ¢y y lo indicaremos por U(t — ty). Por lo tanto:

\a’to,t) = U(t - to)‘a/t0> . (32)
Dicho operador cumplira que:
uo)y = 1,
Ut—t YU —ty) = Ult—ty), to<t' <t. (3.3)

Como consecuencia de las relaciones anteriores se tiene que,
Ut -t Ut —t)=U(t—-t)=U(0) =1, (3.4)
y por ser unitario cumple ademas que,
Ut —t)=Ul(t—t)=Ut —1t). (3.5)

Procedamos a construir explicitamente dicho operador. Tomemos t—ty; = 6t un intervalo de tiempo
infinitesimal y, por lo tanto, U(dt) — 1 serd un operador infinitesimal dU,

U(t) = 1+ 5U(6t) . (3.6)
De (3.3) se sigue a primer orden en §U que,

U(6t1)U(5ty) = 14 8U(6t1) + 0U(0tz) = 1+ 0U(0ty + 0t2) ,
SU(0t + dty) = OU(0t1) + 06U (dta) , (3.7)

con lo que 6U(dt) es lineal en t y, por lo tanto, proporcional a dt. Imponiendo unitariedad y
conservando cantidades a orden oU o dt:

(1+6U)1+6UN) =14 6U 46U =1, (3.8)

#1En mecénica clésica es bien sabido que la evolucién temporal en el espacio de fases se puede considerar como
un simple cambio de sistema de referencia. Manteniendo este aspecto fundamental en mecdnica cuédntica, se sigue a
partir del teorema de Wigner que el operador de evolucién temporal U (¢t —t¢), que depende del pardmetro continuo
t, debe ser un operador unitario.
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por lo tanto U + §UT = 0, con lo que U es un operador antihermitico.
Teniendo en cuenta que U  dt y su caracter antihermitico escribimos:

§U = —iH6t/h (3.9)

con H un operador hermitico que se conoce como el generador de las traslaciones temporales o
Hamiltoniano. Dado que estamos considerando sistemas cerrados, H no depende de t. Llegamos
pues a la existencia del observable H aunque, como anunciamos, los argumentos de simetria no
nos dicen qué forma debe tener dicho observable, sélo nos dicen que existe.

Estudiemos a continuacién la ecuacién diferencial satisfecha por U,

dU(t) =U(t+dt) —U(t) = U(0t)U(t) —U(t) = —iHT&U(t) = Oil_(t]& ,
dU —iH
- = U (3.10)
Por lo tanto:
ihd(jl—it) =HU(t) . (3.11)

Esta ecuacién diferencial de primer orden en ¢, junto con la condicién inicial U(0) = 1, se puede
resolver de forma sencilla dado que H conmuta consigo mismo y su solucion es:

U(t) = e H/R (3.12)

Como consecuencia de (3.2) y de (3.11) se puede deducir la ecuacion de Schrédinger que dicta
la evolucion temporal de cualquier estado,

L d L dU(t
ity 1) = i i) = Hlto, ) (313
de modo que
ih St ) = Hlto 1) (3.14)

siendo ésta la conocida como ecuacién de Schrodinger (ES) con H el Hamiltoniano del sistema.
La condicién inicial que se impone en su soluciéon es

[Wto, to) = |¥to) - (3.15)

De nuevo la soluciéon de (3.14) con la condicién inicial (3.15), es directa dado que H al no depender
de ¢t conmuta consigo mismo,

Wt t) = e =t/ P 1) (3.16)

obteniéndose la misma ecuacién que (3.2), como debe ser. Para el caso particular en que [ty) =
|Ety) sea un autoestado del Hamiltoniano con energia definida E,#2 H|Et,) = E|Ety), se tiene:

|Etog, t) = e P/ Broy | (3.17)

#2Para sistemas cerrados el Hamiltoniano coincide con la energia del sistema.
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es decir la evolucién temporal simplemente cambia la fase asociada al vector. Se habla de estados
estacionarios dado que el rayo asociado al vector |Ety) no cambia con la evolucién temporal. De
hecho, como consecuencia de (3.17), se obtiene una expresion sencilla para expresar la dependencia
temporal de los elementos de matriz de un operador arbitrario B independiente de tiempo en la
base de autoestados con energia definida,

(E'ty, t|B|E"ty, t) = " E'—EDt)/h By | B E"ty) . (3.18)

Los resultados anteriores se han referido a sistemas cerrados. Vamos a generalizarlos a con-
tinuacién para sistemas no cerrados. La diferencia principal es que para sistemas no cerrados el
origen de tiempo no es una mera convencién y por ello empleamos la notacién U(t, ty) para in-
dicar el operador unitario de evolucion desde el instante de tiempo inicial ¢( al tiempo t. Seguimos
hablando de operador de evolucion temporal unitario dado que el espectro de cualquier observable
independiente del tiempo debe seguir siendo el mismo independientemente del instante de tiempo
considerado t incluso para sistemas no cerrados, ya que el espectro es una propiedad intrinseca
del operador.”? Asf mismo, se deben seguir la ley de multiplicacién,

Ults, t)) = Ults, ta)U(ta, t1), t <ty <t3, (3.19)
Yy como consecuencia
Uti,ta) = U ta, ) . (3.20)

Tomando desplazamientos de tiempo infinitesimales dt y argumentando como en el caso de sistemas
cerrados,
U(t+ ot t) =1+ 0U(t,dt) , (3.21)

con 6U(t,dt) antihermitico y proporcional a 6t y, por lo tanto, podemos escribir:

Ut +6t,t) =1 — %H(t)dt : (3.22)

con H(t) un operador hermitico correspondiente al Hamiltoniano. Sin embargo para sistemas no
cerrados H = H(t) depende explicitamente de ¢ en general. Del mismo modo que se dedujo la
ecuacién (3.11), tenemos la ecuacién de evolucién temporal de U(t, o),

h% — H®U(Lt)
Ulto,to) = 1. (3.23)

De donde se sigue la ecuacién de Schrodinger para los estados, del mismo modo que se dedujo
(3.14),

ot 1) = H(Dhto,1)
[vto, to) = [ibto) - (3.24)

#3Véase la nota a pie de pagina #1.
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Dado que H(t) en general no conmuta consigo mismo para tiempos distintos, la solucién (3.12)
no es vélida para (3.23). No obstante, esta tltima ecuacién admite la solucién integral:

U(tto—l——/H Ut to)dt . (3.25)

Este tipo de ecuaciones integrales admiten como solucién formal la llamada serie de Dyson. Esta
serie s6lo podra ser empleada cuando H(t)(t — tg) < h, por ejemplo en sistemas practicamente
en reposo con potenciales muy débiles. La serie de Dyson se construye resolviendo la ecuacion
integral (3.25) de forma iterativa, primero consideramos la solucién trivial a (3.25) Uy(t,tp) = 1
vélida para H(t) = 0. A continuacién, insertamos Uy = 1 en la integral (3.25) para U(t,ty), con
lo que resulta

. t
Uit to) =1 1 / Yt (3.26)
to

que es la solucién a (3.25) a primer orden en H. De este modo, U,1(t, ) se construye iterativa-
mente a partir de U, (¢, o) sin mas que sustituir en la integral éste ultimo,

Upir(t,tg) = 1——/H W(t, 1) dt!

— 14 ( hZ) ) i+ ( hZ)Q/t:H(tg) /: H(t)) dtdts

_7/ n+1 t tnt1 to
bt (f) / H(tner) H(tn).../ H(ty) dtrdts...dbyer . (3.27)
to to

to

La serie de Dyson se expresa finalmente como,

U(t, to) = 1+Z( )// /H 1) H(t)H(ty) dtydts..dt, . (3.28)

Fijémonos como el producto de los distintos Hamiltonianos esta ordenado temporalmente, de modo
que, de izquierda a derecha, el argumento temporal del Hamiltoniano va disminuyendo. Primero
actian los Hamiltonianos evaluados en instantes de tiempo menores.

Si [H(t), H(t")] = 0 la serie de Dyson se puede sumar y su resultado explicito es:

Ul(t, o) = exp H(tdt') (3.29)
(5 [ )

como se puede demostrar explicitamente aplicando el desarrollo en serie de la exponencial de un
operador o comprobando que trivialmente se satisface (3.23).

3.2. Imagenes de Schrodinger y Heisenberg

Imagen de Schrodinger. En la seccién anterior hemos establecido el operador de evolucion tem-
poral U(t,ty) actuando sobre los estados que cumplen la ecuacién de Schrodinger (3.14). Este
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esquema corresponde con la imagen de Schrodinger en la que los estados evolucionan con el tiem-
po v los operadores que no dependen explicitamente de ¢ permanecen constantes.

|¢t07 t)S = U(t7 t0)|¢t07 t>S ) (330)

donde el subindice se refiere a que estamos considerando estados en la imagen de Schrodinger.
Del mismo modo dado un operador A(t) indicaremos por Ag(t) que lo estamos considerando en la
imagen de Schrodinger. Los elementos de matriz de un operador Ag(t) evolucionan con el tiempo
de acuerdo a:

s{Wto, t|As(t)[Wto, t)s =5 (Wto|UT Ag(t)Ulibto)s (3.31)
mientras que los productos escalares no cambian con el tiempo,
s(to, tlY'te, t)s =5 (Yto|Y'to)s - (3.32)

En (3.31) se ha considerado el caso genérico en que Ag(t) pueda depender explicitamente del
tiempo.

Imagen de Heisenberg. Teniendo en cuenta que las magnitudes observadas se calculan a partir
de productos escalares, podemos también considerar la situacion en que los operadores son los
que evolucionan temporalmente mientras que los estados permanecen constantes. La evolucién
temporal de los operadores debe ser tal que dé lugar a los mismos elementos de matriz que en la
imagen de Schrédinger dados en (3.31).

s(Wto, t|As(t)[Wto, t) s =s (Wto|UTAs(t)Ulto)s =n (V| An(t)|[¥)n (3.33)

donde el subindice H se refiere a que estamos tomando la imagen de Heisenberg para estados y
operadores. De este modo,

Ay(t) = UTAs(H)U ,
Wy = [Yte)s = Ul(t, to)|[vto, t)s (3.34)

y la imagen de Heisenberg es unitariamente equivalente a la de Schrodinger. Notemos como la ley
anterior para transformar a un operador desde la imagen de Schrodinger a la imagen de Heisenberg
es un caso particular de la transformacion unitaria de un operador (2.60). De (3.34) y de la ecuacién
de evolucién satisfecha por U(t, o) (3.23), se deduce la siguiente ecuacién de evolucién temporal
de los operadores Ay (t):

dAp(t) z’hdUT(t’tO)

. L dU(t, to) ., 0As(t)
= t =0 T
ih o o As()U(t, to) + U'(t, to)As(t)ih T U'(t,to)ih 5 Ul(t,to)
0A
— —U'HgAsU + Ut AgHU + UTiha—tsU . (3.35)
Insertando UUT = 1 entre los productos de Ag por Hg, resulta finalmente:
dAg(t 0As(t
ih () = [Ag(t), Hy(t)] + U'(t,to)ih s )U(t,to) , (3.36)

dt
con Hy(t) = UT(t,to)Hs(t)U(t, o).

ot
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Para un sistema cerrado donde Hg(t) es independiente de ¢, de (3.12) [U(t — to), Hs] = 0y
por lo tanto Hy(t) = Hg = H. Ademads si Ag no depende explicitamente de ¢, la ecuacién de
movimiento (3.36) se reduce a:
dAg(t)

dt

Por lo tanto, si [Ag, H] =0, Ag(t) = As = A y no hay dependencia temporal en los elementos de
matriz del operador A.

Para el caso de sistemas no cerrados tales que [H(t), H(t')] = 0, de nuevo se tiene que Hy(t) =
Hs(t) = H(t) teniendo en cuenta la expresion de U(t,ty) para este caso (3.29).

A nivel general es importante senialar que dados dos operadores Ay y By entonces se cumple:

ih = [An(t), H] . (3.37)

[Ax, By) = U'(t, ty)[As, Bs]U(t, ty) , (3.38)

En general cualquier relacién algebraica entre operadores en la imagen de Heisenberg se obtiene
de transformar la misma relacién algebraica en la imagen de Schrodinger, dado que la ley de
transformacion (3.34) es unitaria.
Conviene también recordar la ecuacién de evolucién temporal para la matriz densidad (1.67),
md"%@ — [H, ps(t)] . (3.39)
t
Comparandola con la ecuacién de evoluciéon de un operador en la imagen de Heisenberg (3.37)
apreciamos la existencia de un signo menos. Recordemos que pg(t) en la ecuacién (1.67) estd da-
da en la imagen de Schrodinger. En la imagen de Heisenberg la matriz densidad no evoluciona
temporalmente.

3.3. Imagen de Dirac o de interacciéon y la teoria de per-
turbaciones dependiente del tiempo

La imagen de Dirac es de gran utilidad cuando el Hamiltoniano al que esta sometido el sistema
se puede descomponer como la suma de un Hamiltoniano no perturbado Hy, que se sabe resolver
exactamente, y de una perturbacién H’, de forma que,

H=Hy+H' . (3.40)

Si hay dependencia temporal, el caso méas habitual es que ésta esté contenida en H'(t). En la imagen
de Dirac tanto operadores como estados evolucionan temporalmente, ademas de dependencias
explicitas temporales que puedan afectar a los operadores. De nuevo la correspondencia entre la
imagen de Dirac y la de Schrodinger se establece a través de un operador unitario, tal que se
garantiza que los productos escalares y elementos de matriz sean invariantes, independientes de la
imagen en que se calculen. Supondremos en lo que sigue que Hj es independiente de t. Tomando
to = 0 como origen de tiempos, para simplificar la notacién, definimos:

[0, t)r = ey, 1) (3.41)
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si H' = 0 entonces |¢,t); = |1, t) g. La ecuacién de evolucion de los estados en la imagen de Dirac
se deduce de (3.41),

dl,t , : .
ih ‘qfl?t >I _ —H06ZH0t/h|¢,t>g—}-QZHot/h(Ho +H,)|¢,t>g _ 62H0t/hHl‘w7t>S
(eiH()t/ﬁHle—iHot/ﬁ> eiHOt/h‘wt>S )
L dly,t
Ly A T (3.42)

v |, to)r = |, to)s. En (3.42) hemos designado por H(t) = e™ot/" H'(t)e~"Hot/P a perturbacion
en la imagen de interaccion.

Dada la transformacién unitaria (3.41) sobre los estados, para que las imagenes de Dirac y
de Schrodinger sean unitariamente equivalentes, entonces la transformacién unitaria sobre los
observables, de acuerdo a (2.60), viene dada por:

Ap(t) = ot/ g g (t)e~Hot/h (3.43)

Operador de evolucién y serie de Dyson. El operador de evolucién en la imagen de interaccion
serd tal que,

[P, ta)r = Ur(ta, 1), t1) 1 (3.44)

De la expresién anterior y de (3.41) tenemos,
MU (ty, ), th)s = Uty tr)e™ M, th)s (3.45)
como la igualdad es vélida para todo |1, 1)g se obtiene la siguiente relacién entre operadores
eHot2/RTG (1 1)) = Up(ty, ty)eHot/? (3.46)

por lo tanto ' .
Us(ta, t1) = e Hot2/R (1, £ )etHott /B (3.47)

que nos relaciona el operador de evolucion en la imagen de Schrédinger, y que por tanto involucra
el Hamiltoniano total H = Hy+ H’, con el operador de evolucién U; en la imagen de interaccién.
De las expresiones (3.42) y (3.44) éste ultimo obedece:

) s,
U[(tl,tl) - 1 (348)

que sélo involucra Hj(t). La ecuacion (3.48) es del mismo tipo que (3.23) ya discutida cuando
consideramos Hamiltonianos dependientes de tiempo para sistemas no cerrados en la imagen de
Schrodinger. Asi, en lugar de (3.25), tenemos ahora:

i 2 1yt / /
UI(tQ,tl)zl—ﬁ/ H (YU (¢, 41)dt (3.49)
t1
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Y, por lo tanto, podemos obtener una solucién de (3.49) en serie de Dyson. La ventaja que presenta
la imagen de Dirac es que la ecuacién integral (3.49) sélo involucra la perturbacién H; y no todo el
Hamiltoniano, incluyendo Hy, mientras que en la aplicacién que hicimos de la serie de Dyson (3.28)
para la imagen de Schrodinger era necesario que el Hamiltoniano total pudiese ser considerado
pequeno. Aplicando la serie de Dyson para resolver (3.49) en lugar de (3.28), tendremos:

O AN\ 2 gt oty th
UI(tg,tl):leZ(%) / / / / H@E Y H ). H () HL(E) e, dt..dt.
n=1 t1 t1 t1 t1

(3.50)
Tipicamente H; involucra algiin parametro pequenio adimensional, por ejemplo A < 1, de modo
que H; = O(A) y la serie de Dyson es por lo tanto una serie de potencias en el parametro pequefio
A. En aplicaciones practicas, la serie anterior se trunca en sus primeros términos y esta truncaciéon
serd tanto mas precisa cuanto menor sea el parametro A sobre el que se perturba. La serie de Dyson
da lugar a la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, consistiendo la aproximacion en
truncar la serie de Dyson después de calcular unos pocos términos.

Ejemplo. Sean |a') y |b') dos autoestados distintos de Hy. Debido a la perturbacién H' se pide
determinar la probabilidad de transicién del estado |a’) al estado |§') tras un tiempo ¢ a primer
orden en teoria de perturbaciones.

Dicha probabilidad viene dada por |(b'|Us(t)|a’)|?, dado que Us(t)|a’) es el estado evolucionado
temporalmente del estado inicial |a’). El punto esencial estd en emplear la relacién (3.47) entre
Us vy Uy, siendo éste ltimo el que se calcula en teoria de perturbaciones de acuerdo a la serie de
Dyson a primer orden en H7, segiin se nos pide. De este modo:

(WIUsO)a) P = [|Us(t —to)Ur(t, to)Uj(t o — to)la’)[* = [(V|Us(t, to)|a')|*

= 'b'l——/H’ )dt'|a")

En la expresion anterior hemos tenido en cuenta que el operador de evolucién correspondiente a
H, (el Hamiltoniano sin perturbar) es Uy(t — tg) = e~*H0t=%)/A También hemos hecho uso de que
los estados |a’) y [b') son autoestados de Hy, de modo que

e~ /) o/ (1)) = e~ Earont/ g/ (1)) (3.52)

(3.51)

y las exponenciales de médulo unidad desaparecen al tomar el mddulo en (3.51). Dado que los
estados son ortogonales y teniendo en cuenta la definicion de H}, tenemos por lo tanto,

¢ 2
/ i(Eb—Ea)t'/ii(b/‘H/(t/)‘d)dt’ . (353)

WUl = 2

Para el caso relevante en que H’ no dependa de t, la expresién anterior se reduce a:

o dsen?(Ey, — E,)t/2h
(Eb - Ea)2

(V[ Us(®)]a’)[* = [V | H|a’)| (3.54)

Esta expresion se puede utilizar incluso cuando E, = FE, dado que como consecuencia de la
integracion sobre el tiempo ¢ se obtiene que el numerador también se anula. Por supuesto, el
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resultado obtenido en este limite es el mismo que resulta de calcular directamente (3.53) cuando
E, = E,. Haciendo dicho limite, que es cuando la funcién que multiplica al elemento de matriz es
méaxima, y dado que la probabilidad debe ser menor que uno, se tiene que el resultado anterior es
valido para,

(V| H' |} 2/ 02 < 1, (3.55)

esta restriccion es asi mas estricta conforme el tiempo aumenta.
Para E, # E, la situacién es mas favorable dado que de (3.54) se require que,

AV Ha')?

1 .
Gy <1 (3.56)

es decir, los elementos de matriz de la perturbacién deben ser mucho menores que las diferencias
entre las energias del Hamiltoniano no perturbado.

Una aplicacién muy importante de la férmula (3.54) es para el caso del espectro continuo.
Supongamos que Ej, esté contenido en el intervalo E, — AE/2 < E, < E, + AE/2 y que P(E)
sea la funcion de distribucién de estados de energia, tal que

P(E)dE , (3.57)

es el nimero de estados contenidos en el elemento infinitesimal dE. La integral (3.54) en dicho

intervalo de energia nos da la probabilidad de que tenga lugar la transicion,

4sen®(E — E,)t/2h
(E— E,)? ’

Pag ~ |(0|H'|a) 2 / dE P(E) (3.58)
AE

donde hemos supuesto que el elemento de matriz (b'|H’|a’) es una funcién suave de la energia E

y que para intervalos suficientemente pequenos se puede extraer fuera. Lo mismo supondremos a

continuacién también para P(FE). Haciendo ademds el cambio de variable

t
=55 (E~Ed) (3.59)
resulta
t sen’x
~ 17! A0\ |2 -
Pap = (WIH)PPENG: [ar
2t [ 2
~ |<b’\H’\a’)|2P(E)E/ dx Se;f. (3.60)

Donde hemos cambiado el limite de integracién bajo la suposicién razonable que

AEt
——>1, (3.61)

que siempre se cumplird para tiempos suficientemente grandes. Finalmente tenemos:

S o0 2T
Pap ~ P(E)|(V|H |a>\27 . (3.62)
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Esta férmula debida a Dirac ha tenido muchas aplicaciones para el estudio en teoria de perturba-
ciones de procesos de transiciones entre estados estacionarios de sistemas diversos. Por eso Fermi
la bautizé como “Regla de Oro”. Dado que Pag debe ser mucho menor que uno, esta férmula es
aplicable para el caso en que:

|(b'|H'|a")*t/RAE < 1, (3.63)

es importante tener en cuenta a su vez que la restriccion (3.61) queda violada para t ~ h/AFE.
Introduciendo este tiempo en la expresién anterior:

(b H|a')

(AE)? <1, (3.64)

restriccion con sentido en la medida en que AFE sea del orden de cualquier elemento tipico de
matriz de Hy que se suponen mucho mayores que aquellos de H'. Por lo tanto (3.64) se prevé que
se cumpla en buena aproximacién en el intervalo de tiempo que cumpla (3.61). No obstante,
pueden ocurrir ciertas supresiones de origen puramente cinematico y no dinamico que haga que
AFE sea inusualmente pequeno.

Diferenciando la ecuacién (3.62) respecto del tiempo se obtiene la probabilidad de transicién
por unidad de tiempo,

. 2

Pap = P(E)W|H'|a)P . (3.65)
de gran importancia ya que de ella se puede obtener la vida media del sistema sin mas que
linealizando la ley de desintegracién exponencial, exp™ =1 —¢I" + - - - e identificado I' = — Pag.

3.4. Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

Salvo casos contados, por ejemplo los més habituales serian el potencial de Coulomb, oscilador
armoénico, potenciales delta y pozos cuadrados, no se pueden obtener algebraicamente las aut-
ofunciones de un Hamiltoniano genérico H. Es necesario recurrir a la teoria de perturbaciones
estacionaria que presentamos en este punto descomponiendo H en la suma de un Hamiltoniano
cuya solucién es conocida, Hy, y de una perturbacion H' < Hj (en el sentido especificado en
(3.66)). El estudio de la teoria de perturbaciones independiente del tiempo ya se ha realizado en
el curso de Fisica Cudntica del tercer curso. Presentamos aqui un formalismo compacto que en-
globe tanto subespacios degenerados como no degenerados de Hy. Nos centraremos en el espectro
discreto de Hy dado que el espectro continuo es propio de teoria de colisiones y en el capitulo 11
desarrollaremos métodos aproximados para resolver el problema de colisiones.

Supongamos que H = Hy + H', donde Hj se sabe resolver y son conocidas sus autofunciones.
Supondremos que H' es pequenio comparado con Hy tal que,

(ED, gl H'|EY, p)| < (EY), al Ho|EY, q) — (B, p|Ho|EY,p)| , B # EY (3.66)
donde el superindice (0) indica que las energias y autovectores lo son de Hy y los indices p(q) se
refieren a otros nimeros cuanticos que caracterizan las autofunciones ademas de la energia y que
son compatibles con Hy.
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Buscamos nuevos autoestados tales que,

(Ho—i—H’—En)\En,p) = 0, (3.67)
lim E, = EWO
H' =0 no
Jim |Ep) = 1B p) .

El indice p en los autoestados |E,,p) se refiere a que dicho vector tiende a ]E,SO),p> cuando
H' — 074 Tengamos en cuenta que H’ no conmuta con los observables que caracterizan al
indice p, que si lo hacen con Hy. Multiplicando por (E,SO), q| a (3.67) tenemos,

0 = (EQ,q|E,,p)(EY — E,) +(EY, q|H'|E,, p)

EY q|H'|E,
<En 7q‘En7p>

que nos permite calcular E,, una vez conocido |E,, p). Es conveniente emplear esta ecuacién para

) sea no degenerado y

p = ¢, dado que entonces es valida para el caso en que el subespacio de E,g0
el limite H' — 0 es mds suave dado que el denominador tiende a 1.

El operador Hy — ET(LO) tiene al menos un autovalor nulo y, por lo tanto, su inversa es singular.
Sea P, el proyector sobre el subespacio de autoestados de Hy de energia EY(LO), Q,=1—P, es
entonces el proyector sobre el subespacio ortogonal y A,, = F, —E” Veamos que (A, —H')|E,,p)
estd contenido en el subespacio ortogonal a {|Eq(@0), p)} puesto que su componente sobre cualquier

estado base ]Eq(@o), q) es nula,
(B alA, — H'\Ey,p) = (B, q| En, p) A — (B, q|H'|E,, ) . (3.69)

n
y por la primera de las expresiones en (3.68) es cero. Por otra parte, el operador H, —Eq(lo) conmuta
con P, y @, por la propia definicién de éstos y, por lo tanto, la ecuacién (3.67) se descompone en
los subespacios paralelo y ortogonal en:

(HO - E1(10))Pn‘En>p> = 0,
(Ho— E)Qu|En,p) = (Ay — H')|Ey,p) . (3.70)

Para ello, sumar y restar EY en (3.67), expresar |E,,p) = P,|E,,p) + Qn|E,,p) y tener en
cuenta el resultado anterior de que (A, — H')|E,, p) esta contenido en el subespacio ortogonal a
{1ED,p)}.

La primera de las ecuaciones (3.70) se cumple trivialmente dado que la base {]ET(LO),p>} que
genera el subespacio sobre el que proyecta P, tiene autovalor comun E,SO) de Hy. Por otra parte,
el operador Hy — EY(LO) tiene inversa en el subespacio ortogonal a quo) y por lo tanto de (3.70)
tenemos,

1

M(An — H')|E,,p) . (3.71)

#4E] limite H' — 0 se debe hacer sin variar la dependencia funcional de H’ con las variables dindmicas, haciendo
tender a cero un parametro multiplicativo que aparezcan en H'.
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Notemos que los pasos seguidos hasta ahora han sido exactos. Es en la solucion de la componente
normal dada por la solucién de (3.71) donde se plantea la parte perturbativa del problema.
Reescribimos (3.67) como,

(Ho— E) |En,p) = (An — H') |E,, p) - (3.72)
y en la nueva notacién (3.68) es,

0=(EV ¢|E,,p)A, — (ED ¢|H'|E,,p) . (3.73)

n n

Esta ecuacién es exacta. No obstante si pensamos resolver (3.67) como una serie en potencias de
H' (la perturbacién en el sentido de (3.66)), la ecuacién anterior tiene sentido para p = ¢ pero no
para p # g puesto que el primer término es O(H’?) mientras que el segundo es O(H'). Por tanto,
se requiere necesariamente que (ET(LO), q|H' |ET(L0), p) = 0 para p # ¢ y por ende hay que tomar en
el subespacio degenerado E,SO) la base que diagonalice a H' (restringido a dicho subespacio), para
poder proseguir con el desarrollo perturbativo. Dado que Hy ya es diagonal e igual a EVT en el
subespacio {|E,(10), p)}, podemos plantear el problema como la diagonalizacién del Hamiltoniano
total H. Matricialmente si dicho subespacio tiene una degeneracién de rango g entonces se ha de
resolver el problema de diagonalizar H restringida al subespacio {|E¢(LO), »}t,

H-& I = : : . (3.74)
! H) H) EO 4, -
gl g2 g3 n g9 n,A

que como es bien sabido sélo tiene solucién no trivial si
det(H —&,,0) =0 . (3.75)

Esta es una ecuacién algebraica de grado g que tiene por solucién los autovalores £, 1, A =1,...,g,
determinados los cuales se obtienen las correspondientes autofunciones de H que seran las que
hay que emplear para poder hacer cualquier calculo perturbativo. En el supuesto de que algunas
de las energias &, ) sean iguales, mediante el procedimiento de Gram-Schmidt se tomaran siempre
autoestados ortogonales. Téngase en mente que en el caso de subespacio no degenerado este proceso
es trivial.

Supongamos primero el caso no degenerado, de (3.71) tenemos,

1 ) Qu(An — H')|Ey, p) (3.76)

Bwp) = NIEY p)+ ———
Hy— Ey,

donde N es una constante de normalizacién tal que (E,,p|E,,p) = 1. Notemos que la ecuacién
(3.70) para la componente P,|E,, p) es homogénea y, por lo tanto, no fija el coeficiente delante de

‘ET(LO)ap>
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La autoenergia viene dada por (3.68) para p = ¢,

E,=EQ + (EY, p|H'|En, p)/N . (3.77)

n

Procedamos con el desarrollo explicito en potencias de H'.
Primer orden

EY = B+ (B plH|E,p)
1
ED.p) = <1+E(O)7QHH') B, p) (3.78)

- Y B, g B )
m o eV _ g0

q,m#n

El autovector anterior estd normalizado adecuadamente a O(H') dado que en la serie anterior

<Eq(10), p\Ey(qS), q) = 0 al pertenecer a subespacios ortogonales, m # n. Por la misma razén hemos
eliminado A,, en (3.78).

Segundo orden Para hallar E? hemos de expresar |E, p} hasta orden O(H'). Este es un hecho

general, para obtener B hay primero que hallar |E( ,p) y sustituirlo en (3.77). De (3.78)
tenemos:

E® = (B p|H'|EY, p) =

1
= B0+ (B0 (14 o Qut ) )

(B gl H'|BY p)

o (1 ‘ m >q n >p

= EO+ 2; 20 0 , (3.79)
q,m#n

notemos que la serie anterior a segundo orden siempre es negativa si se trata de estudiar el efecto
de la perturbacién sobre la energia del estado fundamental.
Si consideramos las series (3.78) y (3.79) queda clara la imposicién del requerimiento (3.66),
aunque éste es s6lo una condicidon necesaria para el buen comportamiento de las series anteriores.
Ahora consideremos el caso en que E( ) sea un autovalor degenerado. Recordemos que en este
caso hemos de resolver primero (3.75) y determinar las autofunciones ]En /\) con A=1,...,g,de

forma que en esta base H' sea diagonal en el subespacio {|En ,p)}, dado que de otro modo no
tiene sentido el desarrollo perturbativo. Aparte de este hecho, la resolucién de la ecuacién (3.67)
no dice nada mas sobre el subespacio de autovalor ET(LO), ya que simplemente se transforma en la
primera de las ecuaciones (3.70) que se cumple trivialmente. Para la parte ortogonal se procede
igual que en el caso no degenerado.

Por lo tanto, tomando la base {|EY(LOE\)} para el subespacio de autovectores de energfa E. de

Hy, escribimos la solucién al problema de autofunciones de (3.67) como,

L Qu(B0— H)|E,) (3.80)

|Eny) = NIEQ)+ ———
A Hy — ET(LO

64



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

donde N es una constante de normalizacién tal que (E, z|E, ) = 1. Es importante recalcar que
|En0) es el autoestado que para H' — 0 se transforma en |E7(101> De la segunda de las relaciones

(3.68), tenemos ademads que:

By = EO + (EW)|H'|E. ) /N . (3.81)

n

Calculemos la serie para E,, ) hasta segundo orden en el desarrollo en potencias de H'.
Primer orden:

0 0
EY = EO+(EQH|EY) =&,
1
EY — H

n — 110

B = 1B+ QuH'|ES)) (3.82)

puesto que una vez resuelto el problema de autovalores (3.75) se tiene que
Enn = (EAHIED) = Y + (EQH'|E) . (3.83)

Téngase en cuenta que a este orden el autoestado (3.82) estd correctamente normalizado.
Segundo orden:

B = B+ (EQ (14 o Qult ) 1)
0) 0)
(EY ,q\H'|E£A>\

(3.84)

= nA+Z

(0)
q,m#n Em

De nuevo para las correcciones a la energia del estado fundamental, la serie de segundo orden da
lugar a una contribucién negativa.
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Capitulo 4

Desplazamientos espaciales

4.1. El operador de traslaciones

Consideremos dos observadores O y O desplazados uno del otro por un vector @, tal y como
se indica en la figura 4.1. Designemos por {|¢/)} una base ortonormal de O y por {|¢/;d)} la base
de estados de O que prepara idénticamente a como O prepara los {|¢')}. Es decir, {|¢;a@)} es la
base de estados formada por los transformados de los estados |¢/) de Ho.

Clasicamente una traslacién para un sistema de particulas se caracteriza por 7 = 7 + @ y
p’; = pj, donde el subindice se refiere a la particula j-ésima. Desde un punto de vista cudntico
imponemos la conservacion de los médulos de los productos escalares bajo una traslacion,

[{a|b')] = [a’; dlb; @), (4.1)

en virtud de nuestra caracterizaciéon de descripciones equivalentes dadas en la seccién (2.5). De
acuerdo al teorema de Wigner, si designamos por U(d) el operador de traslacién por un vector
tridimensional a,

Ua)|dy = |c;a) . (4.2)

dicho operador serd unitario o antiunitario. No obstante como @ viene dado por un conjunto de
tres parametros continuos, por ejemplo a través de sus componentes en una base cartesiana, queda

o’ o

Figura 4.1: Los sistemas de referencia asociados a los observadores O y O estdn desplazados a.

66



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

claro que dicho operador debe ser unitario, aplicando (2.117). De hecho U (@) debe satisfacer:

U(
U

) - U(61+62>:U(61)U(62>, 63:61+62, (43)
) =1,

dado que esta misma regla de composicion de traslaciones es la satisfecha por los operadores de
traslacion en el espacio ordinario, y debe satisfacerse independientemente del espacio vectorial o
de Hilbert sobre el que las traslaciones actiien, ya que constituye una propiedad intrinseca del
grupo de traslaciones espaciales. Por otra parte, de (4.3) se sigue que,

)"t =U(-a) ,
2)U(ar) , (4.4)
y por lo tanto las traslaciones conmutan, hecho éste bien conocido de la actuacién de las trasla-

ciones en R3.
Si consideramos un desplazamiento infinitesimal por un vector é@ escribimos U(d@) como,

as
(0

Ul@ = U(
U(a)U(az) = U(

&y

S
QY

U(oa) =1+ 6U(da) . (4.5)
Imponiendo el cardcter unitario de U(da@) y a primer orden en 6U,
U(sa)U'(6a@) = 14 6U(6a) + oUT(6a) =1 . (4.6)
De lo que se deduce que dU(d@) es antihermitico. Por otra parte, dado que
U(ddy)U(dds) = U(ddy + dds) , (4.7)

implica que dU (6@, + ddy) = 0U(ddy) + U (dds) v por lo tanto 6U(da@) es lineal en dd. Teniendo
en cuenta ademds el probado cardcter antihermitico de dU(da), implica que

8U(6d) = —idaP/h (4.8)

con P = (P, Py, P,) = (P, P, P3) un operador hermitico vectorial cuyas componentes son los
generadores de los desplazamientos espaciales. Dicho operador P se llama momento lineal total
del sistema.

El operador U(a) satisface la siguiente ecuacién diferencial,

oU(a) =U(a+déa) — U(a) =U(da)U(a) —U(a) = —iMTPU(FL) = 6(2((35) oa . (4.9)
Se llega asi a la ecuacién diferencial:
zhagf) = PU(),
U@n) = 1. (4.10)
En componentes cartesianas:
magf) — PU(@) . (4.11)
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Como P; no depende de @ y conmuta consigo mismo, la integracion de la ecuacion diferencial
anterior para un desplazamiento a;é;, con é; el vector unitario segun el eje cartesiano i-ésimo, es
directa e igual a:

Ulasé;) = e i/l (4.12)
Teniendo en cuenta la ley de composicién (4.3) se obtiene la siguiente expresién para U(a),
3 3
U(a) = U(Z a;é;) = H Ulasé;) = e iari/hemiaaba/he—iasPs/h (4.13)
i=1 i=1

Al conmutar las traslaciones espaciales, ello implica que las distintas componentes del momento
lineal conmutan entre si [P;, P;] = 0. Este hecho, que debe resultar evidente a partir de (4.13), se
puede demostrar sin mas que evaluando el conmutador [U(e;é;), U(e;€é;)] = 0 haciendo el desarrollo
de U(€) hasta segundo orden en €,

&b 1EP? Py 1(e2P?

[U(eiéi),U(ejé;)] = 0=1[1—i gt O(*),1 e T O(e*)]
N 2
B <_) e [P Py + O(e) (4.14)
con lo que efectivamente
[P, Pl =0. (4.15)
Como consecuencia de este resultado, la expresién (4.13) se puede expresar simplemente como:
U(d) = e iaP/h (4.16)

Si [p’) es un autoestado de P, tal que P;|p") = pl|p”), entonces el estado fisico es invariante bajo
traslaciones, dado que el vector asociado a dicho estado sélo experimenta un cambio de fase:

e TPy = eI (4.17)
Dado un operador A su transformado por traslaciones, de acuerdo a (2.60), es:
A =U(@)AU (@)t . (4.18)
Si [A, ]3] = 0 dicho operador es invariante bajo traslaciones ya que A’ = A. En este caso sus
elementos de matriz son invariantes bajo traslaciones dado que,
(1@l Alp; @) = WU (@AU(@)|p) = (¥|Alp) - (4.19)
Si el Hamiltoniano conmuta con ]3, [H, 15] = 0, tal y como ocurre para sistemas cerrados,

entonces son observables compatibles y el operador P es independiente del tiempo en la imagen
de Heisenberg asi como sus elementos de matriz. Y viceversa, dado que [H, 15] = 0, resulta entonces
que H es independiente de traslaciones asi como sus elementos de matriz. Este hecho es analogo
al de mecanica clésica por el que los generadores de cualquier grupo continuo de transformaciones
canodnicas, bajo las cuales el Hamiltoniano es invariante, son constantes de movimiento.

Bajo una traslacién infinitesimal U (6@) = 1 —id@P/h y la ley de transformacién (4.18) a primer
orden en da se reduce a:

A:A—%Mﬁﬂy (4.20)
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4.2. Sistemas con analogos clasicos

Introduciremos el observable posicion haciendo uso del principio de correspondencia con mecanica
clasica. De este modo, el operador vectorial de posicion, que lo designamos por X, lo definimos en
términos de su descomposicién espectral como,

X = [ &z |27, (4.21)
R3
con |Z') el autoestado de posicién definida 7’/ . #!
Como consecuencia de una traslacién, véase la figura 4.1,

7Y — [&@) = e PNy o |3 + @) (4.22)

ya que si [Z’) es un autovector de O con autovalor Z', entonces desde el punto de vista de O’ su
autovalor es '+ d. En la expresion anterior el signo de proporcionalidad tiene en cuenta la posible
diferencia de fase entre e~*/?|#") y |7’ + &@). De la descomposicién espectral (4.21) se sigue que
el observable X’ , transformado de X por una traslacion, es:

X' = U(@)Xut(a) = /d3x’f’\f’+6>(a?’+6| - /d3x’(f’—6)|zf’)(f’| X _-ad. (423

Considerando una transformacion infinitesimal da y manteniendo términos lineales a primer
orden en da,

%[Pj X=X -éa, (4.24)

6—z5aP/hX6u5aP/h — X —

]

j=1

de donde se siguen las relaciones de conmutacién canénicas de los operadores Py X,

[Xi, Pl = ihd; ,
[Piv Pj] = 0,

Las dos 1ltimas igualdades se siguen de (4.15) y de la representacién espectral de X (4.21). Todo
par de operadores que satisfacen relaciones de conmutaciéon como las expuestas en (4.25) se dice
que son candénicamente conjugados.

Como consecuencia de estas reglas de conmutacién, si G(P) y F(X) son funciones que admiten
un desarrollo en serie de potencias en funcién de P y X , entonces se sigue que:

[Xi,G(ﬁ)] - mg—g,
[R-,F(X’)] - —mg—f;. (4.26)

#1Este modo de introducirlo es el més directo. No obstante, la existencia del operador posicién se puede establecer
haciendo uso de invarianza galileo, ya que, ésta implica los generadores K ; en términos de los cuales es trivial definir
operadores con las propiedades adecuadas para ser las componentes cartesianas del operador de posicién. Véase el
tema 5.
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Autoestados de X y P.A partir de las relaciones de conmutacién (4.26), se sigue que:

L L D) -
X€_Zap/h|f,> _ {e—zaP/hX+ [X’e—zaP/h]} |f/> _ {Zf/—f-lh—_,} 6—zaP/h‘fl>
oP
= (Z'+a)e /Ry (4.27)
—i&ﬁ/h‘f/>

Por lo tanto e es un autovector de X con autovalor #/ + a, de hecho definimos:

7'+ @) = e P/ FY (4.28)

con lo que fijamos la fase de |Z' 4 @) presente en (4.22). Consistentemente para @ = 0, e—idP/h = 1.

Identificando ' = 0 y @ = &’ tenemos que los autoestados del operador de posicién X vienen
dados por: )

') = e Moy (4.29)

siendo el estado |0x) el vector localizado en el origen de coordenadas.

Podemos proceder de idéntica manera con el observable P dada la dualidad en las relaciones
de conmutacién (4.25), de forma que el estado e X/"|5") tiene como autovalor 7’ + ¢. De hecho
definimos,

7'+ q) = ) (4.30)

y como ¢ es un vector arbitrario se sigue que el espectro del operador momento lineal P coincide
con R3. Identificando 7’ = 0y ¢ = p’ tenemos que los autoestados del operador de momento lineal
P vienen dados por:

5") = 7 X/ 0p) (4.31)

siendo el estado |0p) el vector con momento lineal nulo.

Por analogia a los razonamientos anteriores para determinar el espectro y autoestados de X
y p podemos determinar que ¢ no es la variable canénicamente conjugada de H, siguiendo un
razonamiento debido a Pauli. El cuadrivector momento en relatividad especial se compone de P, =
(H, —]3), mientras que el cuadrivector posicion consta de X, = (, X ), siendo 7 el hipotético
operador cuyo espectro es la variable tiempo, —oo < t < oo. Imponiendo covarianza Lorentz, y
dadas las relaciones de conmutacion candnicas satisfechas por X y Pen (4.25), se sigue que

X, P, =—ihgu . (4.32)
De este modo,
[r,H] = —ih,
[r. M(H)] = —ihg—]\; , (4.33)

para toda funcién M(H) que se puede expresar en desarrollo de potencias de H. Esta tltima
relacién de conmutacién es del mismo tipo que la dltima en (4.26), con lo que siguiendo el mismo
tipo de razonamiento empleado para demostrar que el espectro de P; es —oco < p; < 00, con-
cluirfamos que el espectro del Hamiltoniano también incluiria cualquier valor de la recta real, es
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decir, —oo < E’ < 400 y, por lo tanto, la energia no estaria acotada inferiormente, aspecto éste
insostenible para cualquier teoria fisica. Llegamos por lo tanto a la conclusién de que el tiempo
t no es el espectro de ningiin operador 7 candénicamente conjugado con H y que la usualmente
denominada relacién de incertidumbre energia—tiempo (que nos aparecié al final de la seccién 1.1)
no se puede equiparar con la relacién de incertidumbre de posicion y momento, o en general con
la de cualquier par de operadores que no conmuten entre si que se establecié en la seccién 2.4.

Dado que los operadores X y P poseen un espectro continuo, sus autoestados estan normaliza-
dos a deltas de Dirac tal y como vimos en la seccion 2.3,

<f"f”> — 5(:;/ _ f”) ’

/d%’ FNE] = 1,

G = 0 5",
[ = 1 (4.34)

Mecéanica ondulatoria. La mecénica ondulatoria consiste en expresar las relaciones entre esta-
dos y operadores propias de la mecédnica cudntica y expuestas en la seccién (2.3), asi como las
correspondientes ecuaciones de evolucion temporal en cualquiera de las imagenes, empleando la
base de posiciones {|Z’)} o de momentos {|p’)}. La funcién de onda ¢ (Z’,t) no es mas que la
componente del vector |1)(t)) sobre el vector base |Z’). Bajo una traslacién como la considerada
en la figura 4.1, la funcién de onda se transforma como:

P(T) = (s @) = (7' —aly) = (&' —a) (4.35)

y, por lo tanto, la funcién de onda se transforma como un escalar. Pero ademas, dado que,

-

Qﬂ(fl _ C—L») _ e—civw(g—:»/) _ e—iﬁ(—ihﬁ)/th(f/) 7 (436)
comparando esta expresion con (4.16), tenemos:

0

P = —ihV = —ih e

(4.37)

en la base de posiciones. Es directo comprobar ademas que P dado en (4.37) verifica las relaciones
de conmutacién candnicas (4.25).

Establezcamos la funcion de onda de un autoestado de momento lineal definido para un sistema
de N particulas. De (4.29) tenemos:

N
(B E NP D) = Ox| [ [ 57 (4.38)
i=1

donde |Ox) es el estado en el que todas las particulas estan localizadas en el origen de coordenadas.
La relacién anterior se puede reescribir como,

N

N
Heiﬁ'f'/ﬁ Ox[}.- ) = [ ] 77/ 0 \He M0R) = (0xl0p) [T (439)
=1

=1
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con |0p) el estado en el que todas las particulas tienen momento lineal nulo. El factor (0x|0p)
lo determinamos imponiendo la condicién de normalizacién de los estados con momento lineal

definido (4.34),

N
L1667 =57 = @iyl = /d3 APy (PP T E (T AP P - (440)

i=1

Haciendo uso del resultado (4.39),

N N N
[Tow 5" = I0xlop)? / B Ay <He—iﬁ’f’/h> (Heiﬁ;’fz/h)
i=1 i=1 j=1
N
= [(Ox]0p)* [ [2rm)*s (57 — 77) (4.41)
i=1
de donde se deduce que:
1
0x|0p)| = —55 - 4.42
[(0x[0p)] R (4.42)
Fijando la fase de |0p) siempre podemos tomar
(0x109) = (4.43)
X|VpP/) — (27Th>3N/2 ) .
con lo que la funcién de onda (4.38) es finalmente:
1 N
- _ i@ /h
(@ NP D) = CORE [Te7 ™. (4.44)

=1

Una vez obtenida la funciéon de onda de un estado con momento lineal definido podemos deter-
minar la relacién entre las funciones de onda en espacio de momentos y posiciones de un estado
arbitrario |},

1 -4
B(E) = (@[ = / LV @GN = e / P ST (445)

donde hemos denominado por ¢(p”’) = (p’|¢)) a la funcién de onda en el espacio de momentos,
que de (4.45) vemos que es la transformada de Fourier de la funcién de onda en el espacio de
coordenadas 1(Z'),

1 2
o) = s [ e (4.46)

Ya hemos determinado en (4.37) el operador momento lineal en base de posiciones. Hemos visto
que es proporcional al operador gradiente, de modo que sus elementos de matriz son,

0
a_'l

(Z'|P|2") = —ih——0(Z' — Z") , (4.47)
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puesto que
T Bl = —ih(E) = / B (7| BlE") (5" 0) = / B (FBEeE) . (448)

de donde se sigue (4.47). Dado que —X es el generador de las traslaciones en el espacio de
momentos, como se desprende de (4.30), de la misma forma que P es el generador de las traslaciones
espaciales, su representacion en el espacio de momentos vendra dada por:

@RI = ih-2

s(p" —p") . 4.4
o (" —7p") (4.49)
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Capitulo 5

Invarianza de Galileo

En mecéanica clasica dos observadores inerciales son equivalentes, de forma que las leyes de la
mecdanica clasica son invariantes bajo toda transformacién entre uno y otro sistema de referencia.
Las transformaciones que relacionan las observaciones entre dos observadores que se mueven con
una velocidad relativa ¢ son las transformaciones de Galileo. En este capitulo se determinara la
representacion de dichas transformaciones en el espacio de Hilbert de la MC, asi como las restric-
ciones que debe obedecer todo Hamiltoniano tal que se tenga invarianza bajo una transformaciéon
de Galileo, esto es, que la transformada por una transformacién de toda solucion de la ecuaciéon
de Schrodinger siga siendo una solucién de la misma.

5.1. Transformaciones de Galileo

Consideremos dos observadores O y O’ tal que el segundo se mueve con una velocidad —v
respecto del primero, ver figura 5.1. Si ¥ es un vector de posicién y p un vector trimomento,
entonces sus transformados por una transformacién de Galileo son:

' = T+t

—/ — —

p = p+ Mv, (5.1)
siendo M la masa de la particula. De este modo si |Z) es un estado de O localizado en ¥ como
consecuencia de la transformacion de Galileo corresponderd a un estado localizado en ¥+ vt segiin

—ut

o’ O

Figura 5.1: Los sistemas de referencia asociados a los observadores O y O’ estan desplazados vt.
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O'. Si designamos por I'(¢, ¥) el operador que en el espacio de Hilbert realiza las transformaciones
de Galileo tendremos pues:
[(t, 0)|Z) o |&+ 0t) | (5.2)

donde el factor de normalizacién es debido a una posible fase de diferencia (que de hecho la hay)
entre el estado de la izquierda y el de la derecha de la igualdad. Andlogamente, para un autoestado
de momento lineal |p), tendremos la transformacion:

I'(t,0)|p) o< [P+ M7) , (5.3)

con el factor de proporcionalidad un nimero complejo de modulo unidad.
Procediendo del mismo modo que el empleado para determinar X ' bajo una traslacién espacial
n (4.23), expresamos P a través de su descomposicion espectral y, teniendo en cuenta (5.3), se
sigue que:

Pl = NPT = [ @ Tl @ ire s = [ @ @ - Mo 7))
= P—M7v. (5.4)
Del mismo modo, a raiz de (5.2) determinamos que:
X' =Dt 0)XI(t,0) =X -5t . (5.5)
Dos transformaciones de Galileo, I'(¢, ) y I'(¢, ¥2) satisfacen la ley de composicién:
L(t,00)(t,Uy) = T'(¢, U1 + Ua) . (5.6)

Por lo tanto, si consideramos una transformacion de Galileo infinitesimal, podemos aplicar los
mismos razonamientos empleados para los desplazamientos temporales y espaciales infinitesimales
para concluir que:
OTK
n
con K un operador hermitico, independiente de ¥, dado que el origen de velocidades es arbi-
trario. Estudiando la transformacién de los observables X y P bajo transformacmnes de Galileo
infinitesimales podemos determinar las relaciones de conmutacion de K con X y P

L(t,00) =1—1

(5.7)

3
(¢, 60)X,;D(t, 60)F Z:: # = X; — vt | (5.8)
de (5.5). Por lo tanto:
Del mismo modo, teniendo en cuenta la ley de transformacion (5.4), tenemos:
2. v
P(t,09)PL(t,000)" = P —i ) |, =2 (K, P) = P = Mow; , (5.10)
j=1
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y por lo tanto:
|K;, P = —ihMé;; (5.11)

Las relaciones de conmutacién anteriores quedan satisfechas por el operador

que, por lo tanto, proporciona las correctas transformaciones de los operadores X y P bajo una
transformacién de Galileo infinitesimal.”! Dado que una transformacién de Galileo con velocidad
finita en un instante de tiempo fijo se puede obtener como aplicacién sucesiva de transformaciones
infinitesimales, se tiene que,

N

— N i
K
P(t, ) = Jim (F(t,%)) = lim_ 1—¢Z—N , (5.13)

donde en el 1ltimo paso hemos despreciado términos O(N~?) dado que quedan suprimidos al
menos por N~ !, y conocida la igualdad:

y AN _ 4
All_r)noo(l + N> =e" (5.14)
se llega a que: )
I(t,7) = e WK/ (5.15)

Si en lugar de una particula tenemos un sistema de N particulas, la transformacion de Galileo
resultante sera el producto de las transformaciones de Lorentz sobre cada particula de modo que:

I(t,7) = exp (-mﬁl /h) o exp (-mﬁN/h) — exp(—iGK /h) , (5.16)

donde

1

~

=1 =1 =1

donde P = > P, es el momento total del sistema, M = >, m; es la masa total y

—

= DX
R==— 5.18
M ? ( )
es el operador vectorial posicién del CM.

Invarianza de las ecuaciones de movimiento bajo una transformacién de Galileo.

#1De (4.26) queda claro que (5.12) estd indefinida en una constante a partir de (5.9) y (5.11). No obstante, dicha
variacién siempre se puede reabsorber en una redefinicién de la fase global de los estados de O’. Ademds dado
que exp{—iK7/h} exp{—iPa/h} = exp{iMia/h} exp{—i(K7+ Pa)/h}, ver problema 3.4, se establece una regla de
superseleccion en MC no relativista, de forma que se prohibe la superposicién de estados con masas distintas, puesto
que la relacién anterior es entre operadores y no debe dar lugar a fases relativas. Esta regla de superseleccion se
puede evitar aumentando el algebra de Galileo introduciendo un operador que conmute con el resto de generadores
y cuyos autovalores sean las masas totales de los estados.
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Sea |1)(to)) un estado preparado por O en el instante de tiempo tg, y sea [¢)'(ty)) = ['(to, V)| (t0))
el estado correspondiente para O'. Consideremos esta misma transformacién un tiempo posterior
t1 > to,

[ (t1)) = T(t1, 0)[¢(t1)) = L(t1, 0)Uo(t1, to) [¥(to)) - (5.19)
Por otra parte, [¢’(t1)) es el evolucionado temporal de [1/'(ty)) desde el punto de vista del obser-
vador @', por lo tanto,

[ (t1)) = Uor (ta, to) ¥ (to)) (5.20)
donde hemos designado por Uer(t1, ) al operador de evolucién temporal para Q" y por Up(t1, to)
al operador correspondiente para O. Por lo tanto, llegamos a la relacion:

Uor(t1 — to)D(to, &) = D(tr, §)Uo(tr — to) - (5.21)

Imponemos ademas el principio de relatividad de Galileo, que afirma que dos sistemas de referencia
inerciales deben tener las mismas ecuaciones de movimiento. De este modo, para que tanto O como
O’ tengan la misma ecuacién de Schrodinger, se ha de cumplir que Hor = Hp y, por tanto,

Uor(t1 — to) = Uo(t: — to) . (5.22)

Asi, de aqui en adelante, suprimimos el subindice O y O’ para referirnos al operador de evolucién,
dado que es el mismo en ambos sistemas de referencia. Las expresiones (5.21) y (5.22) constituyen
el contenido de la invarianza de las ecuaciones de movimiento bajo transformaciones de Galileo,

Uty —to)I'(to, ) = I'(t1, )U (81 — o) (5.23)

es decir, el estado evolucionado temporalmente segin O y transformado entonces a O’ por medio
de una transformaciéon de Galileo, es el mismo estado que transformado desde un principio a O’
donde evoluciona temporalmente hasta el mismo instante de tiempo.

La relacién anterior se pede reescribir como:

D(ty,0) = Uty — to)T(to, O)UT(t, — to) , (5.24)

y expresa simplemente que I'(¢1, ¥) es el operador transformado temporalmente del operador inicial
(g, V).

Considerando una transformacién de Galileo infinitesimal en (5.23), y manteniendo términos
de primer orden en dU, tenemos,

M [f{, U(t—to)} — tBU(t,t) — toU(t, to) P . (5.25)

Si suponemos adicionalmente invarianza bajo traslaciones espaciales, [P, H| = [P, U(t — ty)] = 0,
lo cual es siempre cierto para sistemas cerrado, la expresion anterior se puede simplificar como:

M [1%, U(t—to)} = [tU(t — to) — toU(t — to)} P . (5.26)

Teniendo en cuenta que en la imagen de Heisenberg R(t) = Ut(t — tg) RU(t — ty), de la expresién
anterior se tiene que:

(t—to) , (5.27)
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que es completamente analoga al movimiento libre del CM en mecénica clasica para un sistema
cerrado. Esta conclusién queda generalizada en (5.27) para sistemas cudnticos también.

Volviendo de nuevo a la imagen de Schrodinger y tomando ¢ — to = dt infinitesimal, de (5.26)
resulta:

. 5t .
MIR,1 - %H] = Pst , (5.28)
a primer orden en dt. De este modo:
[MR’, H] — ihP . (5.29)

Expresando el operador R en base de momentos, la expresién anterior implica para un sistema de

N particulas:
N
oH =
> (mif - R-) =0. (5.30)
0P,

i=1 i
Consideremos el caso de una tunica particula libre. En este supuesto H no puede depender de
X, ya que por invarianza bajo traslaciones [P, H| = 0, con lo que H = H(P). De este modo la
ecuacién anterior se reduce a:

M— =P, (5.31)

cuya solucién es H(P) = P2/2M + cte. La constante cte la podemos eliminar ya que no influye
en las ecuaciones de movimiento. Sélo darfa lugar a una fase global comtn a todos los vectores del
espacio de Hilbert que no tiene implicaciones fisicas. Por lo tanto, hemos deducido el importante
resultado de que el término de energia cinética de una particula libre viene fijado por invarianza
bajo transformaciones de Galileo.

Retomemos de nuevo el caso general de varias particulas y veamos que H dado por,

N
W=y
=1

es solucion de (5.30). Introduciendo (5.32) en (5.30) llegamos a que,

¢ VX1, Xo,...,X 5.32
Qmi + ( 1, <)2, ) N) 5 ( )

N
Zmia—‘i =0, (5.33)
i=1 aP

%

que se cumple trivialmente dado que V', por definicién, no depende de ]32-, sino sélo de X;. Recorde-
mos que para llegar a (5.29) hemos impuesto ademds invarianza bajo traslaciones, [13, H] = 0.
Esta restriccién adicional se cumple de forma directa imponiendo que V sea funcién sélo de
las diferencias entre los operadores vectoriales de posicién de las distintas particulas, esto es,
V= V()Zl - )Zg, . ,)Z'N_l — )Z'N) A la funcién V se le suele denominar potencial.
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Capitulo 6

Rotaciones y momento angular

6.1. Rotaciones

Las rotaciones en RY constituyen el grupo de transformaciones que dejan invariante el producto
escalar de un vector consigo mismo o médulo al cuadrado. Sea R una rotacién, entonces

N N

B =R, [F'P=) () =) a}. (6.1)

i=1 =1

En lenguaje matricial:

N N N
x; = ZRUQZ']' 5 |f/‘2 = Z RikRijxkxj = ZQE? s (62)
j=1 i=1

i k=1

por lo tanto las rotaciones corresponden al grupo de transformaciones ortonormales O(N) que
verifican,

N
ZRZkRZJ = 5kj , por lo tanto s
=1

R'-R = R-R"=1. (6.3)

Como es bien conocido, las rotaciones, a diferencia de las traslaciones espaciales no conmutan
entre si, tal y como se muestra en la figura 6.1. Para especificar una rotacién son necesarios tres
parametros continuos, que se pueden tomar como el angulo de giro y las coordenadas del eje
de giro n. Otro conjunto también habitual son los dangulos de Euler que trataremos en detalle
mas abajo. Como consecuencia del teorema de Wigner, visto en la secciéon 2.5, las rotaciones
vendran por tanto representadas por operadores unitarios (que para espacios vectoriales reales
son equivalentes a matrices ortonormales).
Dado que las rotaciones satisfacen (6.3), se obtiene que

(detR)? =1, (6.4)
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RxLH Rz

<

Figura 6.1: En esta figura se muestra cémo dos rotaciones sucesivas de 90° alrededor de los ejes x
y z no conmutan.

y por lo tanto su determinante es 1. Si el detR=+1 la rotacién se llama propia, de lo contrario
se llama impropia. Las rotaciones propias constituyen un subgrupo del grupo de rotaciones dado
que el producto de dos rotaciones propias vuelve a ser una rotaciéon propia, la inversa de una
rotacién propia también tiene determinante +1 y la identidad también tiene determinante +1.
Por el contrario, las rotaciones impropias no constituyen un subgrupo del grupo de rotaciones
dado que el producto de dos rotaciones impropias tiene determinante +1 y es una rotaciéon propia.

En lo que sigue estudiaremos el subgrupo de rotaciones propias. La primera razén es que
son éstas las tnicas que estan conectadas continuamente con la identidad. Esto es debido a que la
identidad tiene determinante +1 y, como estamos considerando aquellas rotaciones que se conectan
continuamente con la identidad, necesariamente estas rotaciones han de tener determinante +1
ya que de lo contrario se produciria un salto discontinuo en el determinante pasando de +1 a —1
violando continuidad. La segunda razon es que una vez caractericemos las rotaciones propias, lo
habremos hecho también con las rotaciones impropias, dado que éstas se pueden escribir como el
producto de una inversion espacial por una rotacién propia. Este hecho es evidente si escribimos
la rotacién impropia como R; = P - R, siendo R un rotacién propia y P la inversion espacial o
paridad. Como el operador P tiene inversa siempre existe una matriz R que satisface la ecuacion
anterior con detR = +1 puesto que detR; = —1 = detPdetR y detP = —1. Por otra parte,
también es directo comprobar que R es de hecho una rotacién ya que R R = RFPTPR; =1y
PT = P = P!, En el siguiente capitulo estudiaremos el operador paridad.

Sigamos adelante, y consideremos la expresion en tres dimensiones para una rotacién alrededor
del eje z de angulo ¢. Como es bien sabido:

/

T cos¢ —sengp 0 x
Y = seng cos¢ 0 Yy ,
Z 0 0 1 z
cos¢p —seng 0
R.(¢) = seng cos¢ 0 (6.5)
0 0 1
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Si consideramos que el angulo ¢ es infinitesimal, ¢ = ¢, y dado que una rotacién sobre un mismo
eje conmuta consigo misma y es unitaria, ya sabemos por el capitulo dedicado a las traslaciones
espaciales, temporales y transformaciones de Galileo que R, (¢)—1 es proporcional a € y escribimos,

R(e)=1-— fgz + O . (6.6)
Imponiendo a su vez que R, sea ortonormal,
RT()R.()=1=1— z"];? - z“];; +O(&) (6.7)
entonces
J'=—1J., (6.8)

una matriz antisimétrica. Desarrollando la matriz R,(¢) dada en la expresién (6.5) hasta primer
orden en ¢ y comparando con (6.6), obtenemos la siguiente expresién para .J,,

1

J. = ih (6.9)

o = O

0
0

o O O

La presencia de la unidad imaginaria ¢ en .J,, junto con el caracter antisimétrico de dicho operador,
establecen que J, es un operador hermitico, y por lo tanto R, es unitario, como tiene que ser
debido al teorema de Wigner y el hecho de que los pardmetros que caracterizan las rotaciones son
continuos. Al operador J, se le denomina generador de las rotaciones alrededor del eje z.

Del mismo modo podemos proceder para R.,(¢) y R,(¢),

1 0 0
R.(¢) = 0 cos¢p —seng | ,
0 sen¢ cos¢
cos¢p 0 seng
Ry (¢) = 0 1 0 , (6.10)
—seng 0 cos¢
y para los generadores J, y Jy,
00 0
J. = th| 0 0 -1 ;
01 0
0 01
Jy = 1h 0 00 . (6.11)
-1 0 0
De forma compacta podemos expresar,
(Jz)]k = —ihEijk 5 (612)
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Figura 6.2: Rotacién de dngulo de giro ¢ alrededor del eje n, R, ()7 =7".

siendo ;5 el tensor completamente antisimétrico en dimensioén 3 con €193 = +1.

Consideremos a continuacién una rotacion genérica alrededor del eje n y con un angulo de giro
¢, ver figura 6.2. Sea el caso infinitesimal con dngulo de giro d¢ y manteniendo hasta primer orden
en ¢ tenemos:

5F = SohxT
3 8 36
or, = 0¢ Z CighTjTh = —17- Z (i) f Z )ik (6.13)

3
jk=1 jk=1

También hemos tenido en cuenta la expresién (6.12) para expresar los generadores de las rotaciones,
o momento angular, J; tal que J = (J1, Jo, J3).

La expresion (6.13) nos indica que el generador de una rotacién arbitraria alrededor de un cierto
eje es la proyeccion del vector de momento angular J segun el eje de giro n. Como caso particular
vemos que para las rotaciones anteriores alrededor de los ejes x, y v z recuperamos las matrices
J1, Jo y J3 como generadores. Finalmente, dado que una rotacién alrededor de un eje n de dngulo
¢ se puede obtener como una aplicacion sucesiva de rotaciones alrededor del mismo eje de giro,
tenemos la férmula andloga a (5.13) pero ahora aplicada a rotaciones:

N—o0

N
R,(¢) = lim (1—ii(fﬁ)) = eiTA/h (6.14)

donde de nuevo se ha empleado el resultado (5.14).

Algebra de momento angular.

Como consecuencia de (6.14) los generadores J; constituyen una base de un espacio vectorial de
dimensién tres, dado que el argumento de la exponencial es una superposicién lineal arbitraria de
los generadores J; y cualquier otra combinacion lineal e invertible de los mismos seria igualmente
valida para expresar cualquier rotacién, simplemente cambiarian los parametros que definirian
entonces a las rotaciones.

Por otra parte, se demuestra directamente que los generadores J; dados en (6.12) satisfacen las
relaciones de conmutacion,

3
[JZ', JJ] = th Eijz(]g i (615)

(=1
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que definen el algebra del momento angular. Se denomina algebra dado que la operacién (6.15)
actuando sobre un par de J; es cerrada y bilineal.

Hay que destacar que las relaciones de conmutacion anteriores son intrinsecas a los operadores
J;, independientemente de los estados sobre los que actien. Para ello considérese el producto de
rotaciones,

R, (¢2) Ru(61) Ry (02)" (6.16)

donde ¢; y ¢ son infinitésimos O(e). Desarrollando el producto (6.16) hasta O(e?), tenemos:

Z nornel i, Jo] + O(€?)

k=13
— €—i¢1(fﬁ)/ﬁ€—¢1¢2 > k.0 2kme[ Ik, Je] +O(€3) ) (6.17)

De la expresion anterior se deduce que, para que el lado derecho en la tltima linea sea una
rotacién de acuerdo a su expresion genérica dada en (6.14), se debe tener que [Ji, Jo] =i ), Crei;
y que esta relacién debe ser independiente del espacio vectorial o espacio de Hilbert donde actien
las rotaciones, puesto que es una consecuencia de la ley de multiplicacion del grupo de rotaciones.
En particular, los coeficientes Cjy; (las llamadas constantes de estructura del grupo de rotaciones)
las hemos deducido en (6.15) teniendo en cuenta la expresion explicita de los generadores para
tres dimensiones. También se llega al mismo resultado teniendo en cuenta que el producto dado
en (6.16) corresponde a una rotacién de angulo ¢; pero sobre el eje 7/ = R,,(¢2)n, que es el eje
que resulta de aplicar la rotacién R,,(¢2) al eje de giro original n. Queda claro que las relaciones
(6.15) entre los generadores de las rotaciones J; son caracteristicas del grupo de rotaciones como
tal, independientemente de que éstas actien sobre vectores de R™, tensores, funciones de onda,
etc, aun cuando las matrices que representen los generadores J;, no sean las mismas. Por ejemplo,
los vectores en R3 constituyen un espacio vectorial de dimensién 3 mientras que los tensores de
rango 2 constituyen un espacio vectorial de dimensién 9. Con ello las matrices correspondientes a
los generadores J; son en el primer caso matrices 3 X 3 mientras que en el segundo son matrices
9 x 0.

Angulos de Euler.

Consideremos los ejes de coordenadas 1, 1 v 21, que tras una rotaciéon se transforman en los
ejes T3, U3, 23. El paso de la triada inicial a la final se puede conseguir aplicando el siguiente
conjunto de rotaciones:

1) Una rotacién de dngulo a, a € [0, 27|, alrededor del eje 21, R, («).
2) Una rotacion de dngulo 3, 5 € [0, 7], alrededor del eje g2, R,,(3), con g2 = R, (a)y;.
3) Una rotacién de angulo v, v € [0, 27|, alrededor del eje 2, = 23, R.,(7), con 23 = R, (5)21.

Con 1) se consigue que ¢ sea perpendicular al plano formado por Z;-Z5. A continuacién en 2) se
hace la rotacién alrededor de g, tal que Z; coincida con Z; = Z3. Finalmente, se realiza en 3) la
rotacion alrededor del eje Z final hasta que los vectores Z5 e 7, coincidan con los ejes T3 e 3. Esto
siempre es posible puesto que los ejes 5 e g5 son perpendiculares a Z3 y, por tanto, necesariamente
estan contenidos en el plano perpendicular a 23 donde estan contenidos los ejes Z e g finales.
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Figura 6.3: Angulos de Euler. En la figura se indican el sistema de referencia inicial y el eje 25 del
sistema de referencia final, asi como los angulos ( y a.

Una rotacién dada en funcién de los déngulos de Euler la designaremos por R(«, 3, ). Teniendo
en cuenta la secuencia de rotaciones de 1), 2) y 3),

R(a, B,7) = exp(—ivJs,/h) exp(—ifJy, /h) exp(—iad,, /h) . (6.18)

La expresién anterior se puede simplificar de modo que todas las rotaciones estén referidas a los
ejes iniciales, si tenemos en cuenta que el operador transformado por una transformacién unitaria,
como lo es una rotacion, viene dado de acuerdo a (2.60). De este modo,

exp(—ifJy,/h) = exp(—iad, /h)exp(—ifJy, /h)exp(iat,, /h) ,
exp(—ivJ,/h) = exp(—ifJy,/h) exp(—ivJ,, /h)exp(iBJ,,/h)
= exp(—iad, /h)exp(—ifJy, /h)exp(ial,, /h)
(— (— (

(— (—

x exp(—ivJ,, /h) exp(—iat,, /h) exp(ifJy, /) exp(ia,, /h) (6.19)

= exp(—iad,, /h) exp(—ifJy, [h) exp(—ivJ,, /h) exp(ifJy, /h) exp(iad,, /h) .

En la expresion anterior hemos tenido en cuenta que rotaciones sobre un mismo eje conmutan.
Introduciendo (6.19) en (6.18), tenemos finalmente:

R(a,ﬁ,’y) _ e—ian/he—iﬁJy/he—i'sz/h 7 (620)

donde no se han indicado los subindices que especifican los ejes dado que todas las rotaciones
estan referidas a los ejes iniciales.

A diferencia de la mecanica clasica, donde el espacio de configuracion de una particula es el
propio espacio R?, en MC nuestra descripcién de los procesos fisicos se establece en un espacio de
Hilbert. Ello implica que hayamos de desarrollar un lenguaje algebraico abstracto donde hablemos
del grupo de rotaciones, por una parte, y por otra del espacio de Hilbert, donde dicho grupo de
rotaciones actie. Como grupo, el producto de dos rotaciones R;- Ry corresponde a una rotacién Rs,
y ésta es una relacion entre las rotaciones como elementos pertenecientes al grupo de rotaciones
e independiente del espacio de Hilbert donde actiden dichas rotaciones. Las rotaciones pueden
actuar sobre vectores, tensores en R? o sobre otros objetos y, segin las propiedades del espacio en
cuestion bajo transformacién por rotaciones, hablamos de una representacion u otra del grupo de
rotaciones. Pero en toda representacion se conserva la ley de composicion de dos rotaciones.
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Teniendo en cuenta esta discusion, en lo que sigue designaremos por D(R(a, 3,7)), o simple-
mente por D(a, 3,7), a la matriz que actia sobre el espacio de Hilbert soporte de la MC y que
corresponda a la rotacién R(a, 3,7) en R3. Como la ley de composicién entre matrices se debe
conservar independiente de representacion, se tiene que,

D(R))D(Rs) = D(RyRy) = D(Rs) , (6.21)

si R1Ry = R3. Los operadores D(R) son unitarios como consecuencia del teorema de Wigner, dado
que establecen descripciones equivalentes y son operadores que dependen de pardmetros continuos.
Los operadores D(R) seguiran dados por las expresiones (6.14) o por (6.20), pero los generadores
J; corresponderan a matrices distintas a las dadas en (6.9) y (6.11) para el caso especial de
actuacién del grupo de rotaciones sobre vectores de R®. Por supuesto, los operadores .J; seguirdn
cumpliendo el dlgebra del momento angular (6.15) dado que, como se argumentd, es intrinseca al
grupo e independiente del espacio vectorial o de Hilbert sobre el que actiie el grupo de rotaciones.
La transformacion de los operadores bajo una rotacién, como ya hemos empleado en (6.19),
viene dada por:
X - X'=DR)XD(R)". (6.22)

Para una rotacién infinitesimal y a primer orden en d¢,
X' = (1 . i5<b]—;) X <1 + i5<b]—;) - X - i5¢%[f, X]. (6.23)

Por lo tanto, un observable X es independiente bajo rotaciones si conmuta con el momento angular
J, [J, X] = 0. En este caso, se dice que X es un escalar. De (6.15) se deduce directamente que,

3
JP=>"TJ7, (6.24)

es invariante bajo rotaciones dado que [J;, J?] = 0.
En particular, para sistemas cerrados el Hamiltoniano es invariante bajo rotaciones con lo que,

[J,H] =0, (6.25)

y H conmuta con el momento angular y, por lo tanto, éste es una constante de movimiento de
acuerdo a (3.37). Vemos de nuevo un ejemplo de dos generadores de grupos uniparamétricos de
transformaciones que son invariantes bajo las transformaciones asociadas a los mismos al conmutar
entre ellos. Esta situacién ya es conocida en mecédnica analitica como se indico tras (4.19) en
relacion a P; y H.

6.2. Autovalores y autoestados del momento angular

Como consecuencia del dlgebra del momento angular (6.15) construimos en esta seccion los espa-
cios vectoriales minimos que son cerrados bajo la actuacién sobre ellos de una rotacion cualquiera.
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Dichos espacios vectoriales vendran caracterizados univocamente por el autovalor que J? adopta
sobre los mismos, que como sabemos es invariante bajo cualquier rotacion.

De (6.15) queda claro que las distintas componentes de momento angular son observables mu-
tuamente incompatibles dado que no conmutan. Por convenio, busquemos los autovalores y au-
tovectores de la tercera componente del momento angular, J,. Dado que J? conmuta con todos los
J;, lo hara en particular con J, y asi diagonalizaremos simultaneamente a J, y J2. Los autovalores
de ambos operadores los designaremos por a y b respectivamente, y a los autovectores por |a, b)
de forma que:

J?a,b) = ala,b) ,

JZ‘CL, b) b|(l,b> )
<a'b'\ab) 6aa’6bb’ . (626)

A partir de los operadores J, y J, podemos construir los operadores escalera J; y J_ definidos
por:
Jy=J, iy, (6.27)

de donde se sigue que
Jo=J. (6.28)

De (6.15), deducimos las siguientes importantes relaciones de conmutacion:

7., J] = 2hJ,,
()., Ji] = £hJy,
[fz’,(]i} - 0. (6.29)

De las relaciones de conmutacién anteriores deducimos,?*

J2Jila, by = JiJ*a,b) = adil|a,b)
J.Jila, by = JiJ.|a,b) £ hJi|a,b) = (b h)Ji|a,b) . (6.30)

Por lo tanto J|a, b) es un autoestado de J, con autovalor b + £, a no ser que Ji|a,b) sea cero. Si
éste no es el caso, entonces Ji|a,b) = ci|a,b £ h) siendo ¢y una constante que determinaremos
mas adelante.

Nos encontramos en situacion de deducir qué valores pueden adoptar los niimeros reales a y b.
Supongamos que aplicamos sucesivamente n veces J, sobre un autoestado |a, b). Como consecuen-
cia de (6.30) aumentamos en nh el autovalor de J,, b, mientras que a no cambia. No obstante n
no puede hacerse arbitrariamente grande puesto que de lo contrario el operador definido positivo
J? = J? = J? 4 J} acabarfa teniendo autovalores negativos. En efecto,

1
(a,b|J? — J?a,b) = a — b* = 5@, bl J JL + JL T |a,b) > 0. (6.31)

#1En lo que sigue J2 = J 2.
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Por lo tanto, b? < a y si al aplicar sucesivamente .J, pasamos de b a b+ nh para n suficientemente
grande queda claro que se violaria (6.31). Asi, de (6.30) debe existir un b4, tal que

J 1] bnaz) = 0 . (6.32)

Del mismo modo, a partir del estado anterior podemos aplicar J_ sucesivamente y, para n sufi-
cientemente grande, by, — hin violaria (6.31). Por lo tanto, de (6.30) debe existir un b,

bmin - bmax —nh , (633)

tal que
J_|a, bpin) =0 . (6.34)
Teniendo en cuenta que J_J, = (J, —iJ,)(J, +iJ,) = J>—J2—hJ,y que J.J_ = J*— J?+hJ,,
se sigue que:
J_Ji|a, bae) = (J* = J2 = hJ.)|a, bnae) = (@ — b2, — Bbmaz)| @, bmaz) 0
JoJ_|a, boin) = (J* = J> 4+ hJ)|a, bpin) = (a — b2, + Bbpin)|a, bmin) = 0. (6.35)

De la primera ecuacién deducimos que a = byaz (basz + ) y de la segunda que a = byin (bin — h).
Igualando tenemos:

b?naz + hbmaw = bgn,m - hbmzn ) (636)
con dos soluciones posibles, 0 b0: = —bmin 0 bmar = bmin — 1. La segunda solucién se descarta

dado que necesariamente b,,4; > byin. De (6.33) se sigue que:

bma:c —nh= bmzn = _bma:c - bmaz = ng 5 (637)

con n € N. Es costumbre designar a b,,,, por Aj. Mediante el operador escalera J_ pasamos del
estado con hj a cualquier otro, y por lo tanto de (6.30) b = hA(j — n) tras aplicar n veces J_.
Asi todos los autovalores de J,, b = j, = hm, cumplen que —hj < hm < hj tal que la diferencia
entre dos de tales autovalores es un multiplo entero de h y por lo tanto hay 25 + 1 autoestados
con m entero o semientero. Ademds de (6.35) resulta,

a=hjG+1). (6.38)
Designando finalmente a los estados |a, b) por |jm), se tiene en resumen:
Pljm) = Bj(5 +1)jm)
J.|gm) = hm|jm) ,—j <m <j, jessemientero o entero. (6.39)

Como los vectores |jm) son autoestados de los operadores autoadjuntos J? y J,, son ortogonales

a no ser que los dos autovalores j y m sean iguales tal y como vimos en la seccién 2.3. Ademas

puesto que el espectro es discreto los normalizamos a la unidad, tal y como expresamos en (6.26).
De este modo,

(g'mljm) = 05 0mm - (6.40)
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A continuacién, vamos a determinar la constante ¢y que introdujimos tras (6.30). Para ello, cal-
culemos el médulo al cuadrado de J|jm),

(Gm|J_Jy|jm) = (jm|J? — J2 = hJ.|jm) = K*(j(j + 1) — m(m + 1)) . (6.41)

Por lo tanto |ci|?* = h?(j(j + 1) — m(m + 1)). Eligiendo la fase de |jm) tal que ¢, sea real y
positivo, tenemos:

Jilim) = h/j(G +1) —m(m + 1)|jm + 1) . (6.42)

Una vez definida la actuacion de J, queda definida la de J_ pues este operador no es mas que JL
En efecto, teniendo en cuenta (6.42)

J_|jm) = J_Jiljm —1) _ (J2 = J2—hJ,)|jm —1)
_ i+ 1) —m(m—1) k5 +1) —m(m—1)
= Wi+ = m{m=T)|jm 1) . (6.43)

De las simples actuaciones de los operadores J, y J_ dadas en (6.42) y (6.43), y de la definicién
de los Jy en (6.27), se puede deducir la actuacién de J, y J, sobre los estados |jm).

Resumiendo, vemos que los espacios vectoriales minimos cerrados o irreducibles#? bajo la ac-
tuacién de los J; y, por tanto, de las matrices D(R), vienen caracterizados por un nimero entero o
semientero j, son de dimensién 2j+ 1 y cualquier autoestado |j(j —m)) se puede obtener aplicando
m veces el operador escalera J_ sobre |jj) segun (6.43), que fija las fases de todos los estados |jm)
excepto la de |77). El nimero j define el espin del sistema y sus valores pueden ser por tanto 0,
1/2,1,3/2, ... . Como es bien sabido, hay particulas como los electrones que tiene espin 1/2, otras
tienen espin 1 como los fotones, espin 3/2 como los bariones A(1232), etc.

6.3. Adicién de momento angular

Ya establecimos en la seccién (2.3) al hablar de sistemas compuestos que el proceso de consid-
erar sistemas mas complejos pasa por el producto directo de los respectivos espacios de Hilbert
de las particulas individuales. Nos planteamos en esta seccion el problema de descomponer el
producto directo de dos momentos angulares asociados a grados de libertad independientes (por
ejemplo, los espines de dos particulas) como suma de espacios vectoriales con espin bien definido
del momento angular total, suma de los dos momentos angulares independientes. Por ejemplo, si
en R? consideramos el tensor cartesiano de rango dos ‘2’ a partir de él podemos formar la traza
a'z’, que es invariante bajo rotaciones, su producto vectorial 7 exijz'a’ que se transforma como
un vector, y z'z? — §Yza’/3 que se transforma como un espin de rango 2. Estos razonamientos
los vamos a generalizar en esta seccion para el caso de combinar dos espines arbitrarios j; y Jjs.

Dado que dichos espines actiian sobre espacios vectoriales independientes deben conmutar,

(i, Joj] =0 . (6.44)

#2También denominados multipletes.
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Por lo tanto, una rotacién que actie sobre el espacio producto directo H; ® Ha, sera el producto
directo de las rotaciones que actiian sobre los espacios de Hilbert individuales,

D(R) = o~ i0Jviv/h i Tan/h ’ (6.45)
dado que la base producto directo se transforma bajo una rotacién como:

lfima)|jema)  — e N jimy ) e TR jymy)
_ e—wiﬁ/he—wLﬁ/hUlml) |j2m2>

6_i¢(Jl+J2)ﬁ/h|j1m1j2m2> ) (6.46)
puesto que Ji y J, conmutan y, por lo tanto, el momento angular total es,
J=Ji+Js. (6.47)

Asi, J=J + Jyesel generador de las rotaciones en el espacio producto directo resultante de la
composicion de dos momentos angulares. Por lo tanto, el operador de momento angular total J
satisface el algebra de momento angular (6.15), como también se puede demostrar explicitamente.
En (6.46) hemos introducido la notacion [jimyjame) = [jima)|jama).

Al igual que en la seccién anterior 6.2, diagonalizaremos simultdneamente los operadores J2 y
J., puesto que conmutan, junto con los operadores escalares Jp 2 y Jy 2 que por tanto conmutan
también con todas las componentes J; del momento angular total, como también se puede com-
probar explicitamente. Los autovectores de J?, J,, J? y J2 los designaremos por |jij2jm). Estos
estados constituiran la nueva base de momento angular total definido y determinaremos en esta
seccion los coeficientes del cambio de base. Merece la pena remarcar la conservacién del ntimero
de operadores que constituyen el conjunto completo de observables mutuamente compatibles em-
pleado, dado que el nimero de grados de libertad para caracterizar un sistema se debe conservar.
Inicialmente tenfamos el conjunto completo de observables compatibles JZ, J; ., J3 y Jo, y de éste
pasamos a J?, J,, J? y J3.

Los estados de la nueva base, dado que son autovectores de operadores hermiticos de espectro
discreto se pueden elegir que satisfagan:

(Jrgagm|gigad'm’y = 6;,51 05,5055 Ommr (6.48)

con lo que constituyen una base ortonormal al igual que la base producto directo {|jimijama)}.
El cambio de base lo expresamos como:

J2 J1
[J1j2jm) = Z Z (Jimaamaljijagm)|jimajama)
ma=—j2 m1=—j1
J
[Jimajame) = Z Z (J1j2im|jimagama)|j1j2gm) (6.49)
i om=—j

los limites en la suma sobre j seran establecidos mas abajo. Los coeficientes implicados en el cambio
de base (jymijamal|jijejm) se denominan coeficientes de Clebsch-Gordan. Como J, = J;, + Ja.,

89



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

en la suma primera sobre m; y msy se debe cumplir que m = m; + mo, con lo que dicha suma
involucra tnicamente sumar sobre m; o sobre ms. Debido a que ambas bases son ortonormales se
cumplen las siguientes relaciones de ortogonalidad:

Z<]1m1]2m2‘jm><]m|jimlljéml2> = 5m1m’15m2m/26h]i(5]2]2 )
im
> Gmljimagame) (fimagamali'm') = 6;50mm | (6.50)

mi

con meo =M — My.
Estudiemos a continuacién el espectro de J? y J,. Para ello tengamos en cuenta los resultados
obtenidos en la seccién anterior que se aplican a cualquier momento angular.

a) La base consta de (2j;4+1)(2j2+1) vectores que es el niimero de vectores en la base producto
directo de H;, @ H,,.

b) Para cada valor de j tenemos que m ha de cumplir (6.39) y por tanto —j < m < j con m
entero o semientero.

¢) Dado que J, = J;, + Jo, entonces el elemento de la base producto directo |j1myjams) tiene
autovalor de J, igual a A(m; + ma).

Aplicamos el método basado en los operadores escalera, similarmente a como hicimos en la
seccién anterior. De ¢) el valor més alto de j es j; + j2 dado que éste es el valor maximo de m,
habiendo sélo un estado que tenga m; = j; y ms = Jo, con lo que identificamos:

lj1g2(J1 + J2) (J1 + J2)) = [J1drjage) - (6.51)

El siguiente valor més alto de m serd j; + jo — 1 y hay dos estados, |j1j172j2 — 1) ¥ |11 — 1jaJo),
con lo que [j172(j1 + j2)(J1 + j2 — 1)) serd combinacién lineal de ambos estados. Aplicando J_ a
(6.51) de (6.43) se sigue que,

J_|jije(G1r + J2) G +J2)) = AN2(51 + J2)|g1d2(1 + J2)(Gr + J2 — 1))
(J1— + J22)[g1g1)]g2de)

= /21|71 = 12j2) + Bn/ 252l j1d1ded2 — 1) (6.52)
con lo que:
J1d2(j1 +J2) (1 +j2 — 1)) = - + P |j1j1jaja — 1) Ijm — 1jaja) - (6.53)

De este modo, aplicando sucesivamente J_ al estado (6.51) generamos todos los 2(j; + j2) + 1
estados con 7 = j1 + 7.

A continuacién calculamos todos los estados con j = j; 4+ jo — 1 aplicando sucesivamente J_
al estado con m méaxima, j; + jo — 1, para este j. Dicho estado se obtiene imponiendo que sea
ortogonal a (6.53) y de norma unidad. Este proceso deja libre una fase que fijaremos tal que el
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coeficiente que multiplique al estado con m; maximo sea positivo. Especificamente para nuestro
caso con j = jJ1 + jo — 1 se tiene,

g2+ J2 = D01+ G2 = D) = 4| —2—ljigugade = 1) = | —2—ljajs — Ljaga) . (6.54)
J1+ )2 J1t )2
y, por lo tanto, el resto de los estados se obtiene aplicando sucesivamente J_ a este estado.

Este proceso se aplica de forma iterativa. Asi para determinar los estados con un cierto j,
determinamos el estado |j17j2j7) con m = j mdxima tal que sea ortogonal y de norma unidad
a los estados ya fijados con 7' = j+ 1, j+2, ..., j1 + j» vy m = j. El resto de vectores con el
mismo autovalor j se obtienen aplicando sucesivamente J_ hasta obtener el estado |7 — j). De
este modo, se determinan los coeficientes del cambio de base o coeficientes de Clebsch-Gordan.
Este procedimiento estda basado en la actuacién de J_ dada en (6.43) sobre el estado (6.51)
|7172(j1 + 72)(J1 +J2)) ¥ en el proceso posterior de ortogonalizacién, y, por lo tanto, los coeficientes
de Clebsch-Gordan son reales. De este modo, en (6.49) se tiene que,

(Jrjegmljimajeme) = (jimajemeljijzjm) - (6.55)
Determinemos a continuacion el valor minimo de j. Para ello, hemos de asegurar que el ntimero

de estados en las dos bases deben coincidir. Por lo tanto,

J=Jmax
Y 24+ 1=(2h1+1)(25+1). (6.56)

De aqui se sigue la ecuacién j2 + j2 — 2517, = j2. cuya solucién es
puesto que jni, > 0. Con ello,
1 —Jol <3< +J2, (6.58)

en pasos de uno en uno. Podemos por tanto completar el sumatorio sobre j en (6.49) y reescribirla
como:

Ji

ljm) = Z (Jimagame|jm)|jimijama) |
mi=—j1
Ji+j2 J
|jimijoms) = Z Z (Jimaijamaljijojm)|jijejm)

Jj=lj1—ge| m=—j

(6.59)

donde se ha tenido en cuenta que ms = m — my. Cumpliéndose,

> [Gimjomaljm)[* =1, (6.60)

tanto al sumar sobre m como sobre mj.
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Relacién de recurrencia de los coeficientes de Clebsch-Gordan. Consideremos el estado de m
maximo para un cierto j,

53) =D _(imujaj — muljg)ljimagaj — ma) | (6.61)

mi

Dado que J4|jj) = 0 resulta la siguiente condicién,

0= > <<j1m1 — 1jog — mu + 1)/ (G — ma + 1) (1 + m) (6.62)

mi

+ (magag —malig) Gz =3+ ma) Gz + 5 — m1+ 1)) ljimajaj —mi +1)

Igualando a cero cada uno de los sumandos del término de la derecha,

(ima = Ljag — ma + 135/ (1 — ma + 1) (G + ma)
+ (imagag —malid Ga — G +mi)(Ga+j—mi+1) =0, (6.63)

se obtiene una relacién de recurrencia que relaciona el coeficiente de Clebsch-Gordan de m; con
el de my — 1. Aplicando sucesivamente (6.63) se pueden obtener todos los coeficientes de Clebsch-
Gordan para el estado |;jj) en funcién del coeficiente de Clebsch-Gordan con m; maximo.#3 Este
ultimo Clebsch-Gordan se determina tal que se cumpla (6.60) sumando sobre m; y fijando la fase
tal que sea positivo, segiin nuestro convenio. El resto de coeficientes de Clebsch-Gordan para m
menor y el mismo j se obtienen aplicando sucesivamente J_ a |jj).

Disponemos de dos métodos para calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan. Uno de ellos
basado en la aplicacion sucesiva del operador escalera J_ y el otro basado en la relacién de
recurrencia (6.63).

Propiedades de simetria de los coeficientes de Clebsch-Gordan.

Existen muchos textos dedicados exclusivamente al estudio de las rotaciones y sus representa-
ciones en MC que estudian exhaustivamente las propiedades de los coeficientes de Clebsch-Gordan.
Aqui enumeramos algunas de las mas importantes y remitimos el lector interesado a [9] para su
demostracion y un listado muy completo de referencias.

(jimigamaljsms) = (=1)"7278 (5 —myjy — maljs —ms) |
(imajoma|jsms) = (=128 (jomgjima|jsms)
. . . e [273+ 1, . .
Grimajamaljsms) = (=170 |2 Gim gy — mala — ma) (6.64)
270 +1

De las propiedades anteriores se pueden deducir:

. . . s 273+ 1 . .
<]1m1]2m2\33m3> = (—1)]2+ 2 ﬁ(h—m:%hmzbl—ml%

#3Para hallar dicho valor méximo de msq, M1 |maz, téngase en cuenta que my = j — mo y que el valor minimo de
mo = —ja. Asi, dado j + jo se tienen dos opciones: i) j + ja > j1 con lo que M1 |masr = J1 0 i) j + j2 < 71 con lo
que m1|maz - ] +]2
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‘ ‘ . S . ‘
(imajamaljams) = (=1)77™ 2].2 1 (Jsmsjr — my|jama) |
‘ ‘ . s |23+ 1 . ‘
(imujamaljsms) = (—1)T" ﬁ(h — majzma|jima) . (6.65)
1

Simplemente mencionamos los simbolos 3 — j o coeficientes de Wigner,

< 2T ) , (6.66)

my Mgy M3

que se obtienen considerando la suma simétrica fl + f2 + fg = 0 en lugar de la antisimétrica
J1 + Jo = J3 que hemos tomado como punto de partida para estudiar los coeficientes de Clebsch-
Gordan. La relacién entre ambos tipos de coeficientes es:

( JiooJ2 s ): (1) (6.67)

1111 72 1Mo | )3
my ms Ms 25 1 1 <]1 1J2 2|]3 3)

Ejemplo. Calculemos los coeficientes de Clebsch-Gordan de la composicién de dos espines 1/2.

De (6.58) se deduce que,

Lol 1a0 (6.68)
5@ 5= . .

Con espin total igual a 1 hay tres estados posibles con m = —1, 0 y 1, de ahi que se llame un
triplete de espin, mientras que sélo hay un estado con espin nulo que se llama singlete de espin.
Triplete:

11 1111
(T
3210 = Blazr 7 T Al T2
11 1 11 1
3310 = l5=5373) (6.69)
Snglete: 11 1 111 1 1 1 111
32" =532 72~ 52 229 (6.70)

De (6.69) y (6.70) podemos comprobar las relaciones de simetria cuando se intercambian j; < jp
de acuerdo a (6.64). De este modo los estados del triplete son simétricos mientras que los estados
del singlete son antisimétricos.

Es interesante recalcar que para todo j; y j2 el estado |j1j2(j1 + j2) — (J1 + j2)) viene dado
por |ji — jij2 — j2)- Queda claro que |j1j2(j1 + j2) — (j1 + j2)) s6lo puede ser &[j; — jij2 — ja)
puesto que es el tnico estado con m = —j; — jo y los coeficientes de Clebsch-Gordan son reales.
El que se pueda descartar el signo menos se debe a que |j1j2(71 + j2) — (j1 + j2)) es proporcional a
(J_)20rH32) 5145 (1 + J2)(j1 + j2)) con el coeficiente positivo dada la actuacién de J_ segin (6.43).
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6.4. Matrices de rotacion
De la expresién (6.20) se tiene que:
D(w, B,7) = etz /he=iBly /Rty Ja [ (6.71)

Consideremos la actuacion de la matriz de rotacién anterior sobre el espacio vectorial de los estados
con espin definido j y calculemos sus elementos de matriz.

(m|D(a, B,7)|jm’) = DY) (, B,7) = (jml|e T/ M=/ he=i0T: /R 'y
eomdd) (B)e ™ (6.72)
donde . |
d2),(8) = (jmle” /M jm’) | (6.73)

es el elemento de matriz de una rotacion de angulo 3 alrededor del eje y. En las expresiones
anteriores hemos introducido el superindice j para indicar que las rotaciones estan actuando sobre
el espacio vectorial de estados con momento angular definido e igual a j. Recordemos que el
modulo del momento angular no cambia cuando se aplican rotaciones. Por lo tanto, el problema
de determinar los elementos de matrlz de las matrices de rotacién DY) queda resuelto una vez

deduzcamos los elementos de matriz d;; G) o (B).

Las matrices Din (a, B,7) son matrices (24 1) x (2j+ 1) y conectan entre si los 2j 4 1 estados

|7m) con —j < m < j y constituyen la que se llama representacion irreducible 25 4 1 del grupo de
rotaciones. El adjetivo de irreducible se refiere sencillamente a que no hay estados con espin j que
no se puedan conectar entre si mediante alguna rotacién. Este no es el caso cuando se componen
dos momentos angulares. Por ejemplo, hemos visto en la seccién anterior que 1/2® 1/2 =10,
de forma que los subespacios triplete y singlete no se conectan bajo la actuacién del grupo de
rotaciones dado que tienen distintos autovalores de J2. Por lo tanto, cualquier matriz de rotacién
D(R) actuando sobre 1/2 ® 1/2 se descompone en forma diagonal a bloques,

DU(R
D(R)z( 0( >} D(O?(R)) . (6.74)

Este resultado es genérico. Dado el espacio vectorial producto directo de dos momentos angulares
4 : Jit+j2 : :

H;, ® Hj,, ése se puede expresar como la suma directa @ yal PN H;, que involucra subespacios

con distintos autovalores de J2. Entonces, las matrices de rotacién D(R) se descomponen como,

]1252 DU(R) , (6.75)

J=lj1—j2l

que da lugar a una estructura diagonal a bloques:

DUIH2)(R) 0 0
0 DUrti=U(R) . 0
D(F) = 0 0 " 0 (6.76)
0 0 D(|j1—j2|)(R)
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Dado que las rotaciones son transformaciones unitarias y con ello las DY) se tiene que:

J

Z D(] ”( 5 ’}/)ng m”( 5 ’Y) _5mm/ . (677)
m”=—j
Por la misma razén,
DY (—y, —B,—a) = DY) (o, B.7)" , (6.78)
ya que
DY (a, 8,7)DV (=7, —f, —a) = 1. (6.79)

Dado un estado base |jm), éste se transforma bajo una rotacién como:

J

DY(R)|jm) = Y (jm[DV(R)|jm) jm’) = Z [m') Dy, (R) - (6.80)

m/=—j

Las componentes de un vector se transforman de forma distinta. De,

DO(R) Y Cljm) =D Coljm/) DY) (R) (6.81)
se sigue que:
J
=3 DY (R)Cp . (6.82)
m/=—j

Ejemplo: Matrices de rotacién para espin 1/2.
Los generadores para espin 1/2 vienen dados en funcién de las matrices de Pauli o; como,

Teniendo en cuenta que las matrices de Pauli** cumplen:

{Uz'>Uj} = 25ija
3

[o,05] = Z‘fz‘jkgk; (6.84)

k=1

se obtiene que en efecto las J; dadas en (6.83) verifican las relaciones de conmutacion del momento
angular (6.15).

#4
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De (6.72) basta con conocer d!/?(3) para fijar los elementos de matriz Dgﬁ,)(R). De las
relaciones (6.84) deducimos,

L i — 1/ .5 \"
i _ By/2:Z_<_Z§Uy) 7 (6.85)

n=0

separando entre n pares e impares,

R N G L A S C A A
=) G (5) =157 2 G4 1) (5)
= cosf3/2 —ioysenf3/2 . (6.86)

Por lo tanto, teniendo en cuenta (6.72) y el resultado anterior,

—i(a+7)/2 —e—Ha=)/2
/2 e cosf3/2 —e senf3/2
( , 0, 'Y) ( ez(a—v)/Qsenﬁ/z ei(at7)/2 oo 6/2 . (6.87)

6.4.1. Descomposicién del producto de matrices de rotacion

Consideremos de nuevo el producto directo de dos espines j; v j» y tengamos en cuenta el
cambio de base entre la base producto directo y la de momento angular total definido dado en
(6.59). De este modo podemos escribir D, G) Loy con j o= j1+J2, j1 +jo— 1, .., [j1 — J2| como
combinacién lineal de DUV (R)DU2)(R):

DY (R) = (jrjeimD(R)jujoim’) = 3 (jimyjama|jijajm)

mi,mj
X {jimijama| DIV (R)DY (R)|jym, jamly) (jim) jamy |1 jogm’) (6.88)
donde my = m —my y miy = m’ —m/. Por lo tanto,
DY (R) = > (jimijamalim)DEL)  (RYDY2) (R)(jym} jami|jm’) (6.89)

m1,mj
Del mismo modo, se puede deducir la relaciéon inversa,

Jit+j2

DY (R)DI L (R) = Y Z {irmdomaljm) DL (R) (v ol jm') - (6.90)

J=lj1—g2| mm’=

es importante notar que sélo hay una suma sobre el valor del momento angular total 7 dado que
las rotaciones no conectan J 2 distintos.

La expresién anterior representa de forma explicita la férmula (6.75) y se conoce como de-
scomposicién en coeficientes de Clebsch-Gordan del producto de Kronecker (o directo) de dos
representaciones del grupo de rotaciones.

La expresion (6.89) muestra que cualquier matriz de rotacién DY) (R) se puede obtener a partir
de las matrices de rotacién de espin 1/2 (6.87) sin mds que aplicando reiteradamente 2j veces

dicha ecuacién, puesto que todo momento angular j se puede obtener componiendo 2j espines
1/2.
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6.4.2. *Relacion entre el grupo de rotaciones SO(3) y SU(2)

Sea el espacio espinorial compuesto por vectores columna de dos filas,

( Z; ) , (6.91)

con uq, us € C. Definimos el grupo SU(2) como el conjunto de matrices complejas 2 x 2 unitarias
y unimodulares (detU = 1).
Veamos la forma genérica de una de tales matrices.

a b
o= (0a)
1 d =b\ 4 [a ¢

d=a", —b=c", —c=b". (6.93)

Imponiendo ademas que detU = 1, se sigue que,

de donde se deduce que:

ad —bc = |a> + [b]* = 1. (6.94)

Por lo tanto, podemos escribir,
U= ( 5 f ) , af+ P =1, (6.95)

con lo que una matriz U € SU(2) tiene tres parametros libres. Se habla de grupo dado que el
producto de dos matrices unimodulares unitarias sigue siendo una matriz unitaria y unimodular
como se comprueba facilmente.

Comparando con las matrices de espin 1/2 dadas en (6.87), vemos que éstas son de la forma
(6.95) con,

a = e 2c055/2,

b = —e @/ 25en3/92 | (6.96)

y asi a una matriz D1/ (R) le corresponde una matriz U(a, b) € SU(2). Por lo tanto {D/2(R)} C
SU(2). Sin embargo, la correspondencia no es biunivoca ya que de (6.96), a las matrices R(« =
0,6 =0,y =0)y Rla =m0 = 0,7y = m) les corresponden respectivamente la identidad y
menos la identidad de SU(2), de acuerdo a (6.96). Sin embargo, tanto R(a = 0,5 = 0,7 = 0)
como R(a = m, 3,7 = 7) corresponden a la rotacién identidad. De este modo, a DU/?(R) y
a —DY/2(R) les corresponden la misma matriz de rotacién. Esto se consigue de las relaciones
dadas en (6.96) sin mds que pasar &« — « + 27w 0 v — v + 2m. Si se realiza la transformacion
simultdneamente en « y 7y se deja invariante (6.96).

De forma mds concreta procedamos a hallar o y v a partir de (6.96) en funcién de a y b,
tenemos:
a+y  Ima o=y Imb

5 “TRea ’ tan 5 = "Rep (6.97)

tan
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Por lo tanto,

o+ —Ima
= 1 = arctan +nm,
2 eq
— —Imb
a 5 T- xo = arctan R:; +n'm, con arctang € [0, 7] , (6.98)
donde n y n’ son nimeros enteros. Se llega pues a,
a = xl—;m +(n+n)r, ael0,2n].
N ;“ t(n—n)r="2 ;“ +(n+n)r—2n'r, v elo,2n]. (6.99)

El punto esencial esta en que x; y x5 son invariantes si cambiamos de signo independientemente a
ay ab,esdecir,aUl(a,b), U(—a,b), U(a,—b) y U(—a, —b) les corresponden las mismas 1 y 2. Sin
embargo, a partir de (6.99) sélo generamos dos soluciones de las cuatro posibles, puesto que dados
r1 y o3 podemos generar dos « € [0, 27] a partir de (6.99) y una 7 asociada a cada «. Las otras
dos soluciones perdidas difieren de las dos obtenidas por (6.99) en un signo global. Por ejemplo,
para U(a = —i/v/2,b = —1/4/2), con a y 7 obtenidas de (6.99), sélo se pueden generar U(+a, b),
con lo que se pierden U(+a, —b), esto es, U(%i/v/2,1/+/2). El origen del problema radica en la
restricciéon impuesta en el dominio de valores permitidos de « y . Basta aumentar este dominio
de definiciéon tal que,

a € 0,4n[ y/o v €[0,4n[, (6.100)

para generar las cuatro posibles soluciones U(=a, £b). Obsérvese que de (6.99) ahora hay cuatro
valores posibles de «, y por cada valor de «, dos valores de 7 (tomando la y en (6.100)). Por
supuesto ahora hay soluciones repetidas, aquellas a que tanto a o como a v se les haya variado
simultaneamente modulo 2. Es por ello que las soluciones son idénticas dos a dos y se generan
s6lo 4 posibles distintas (a no ser que a o b sean cero, en cuyo caso sélos son dos) y no 8.#5

En relacién con (6.100), nétese que en R3 una rotacién R(a, 8,7) v R(a+27, 8,7) o R(a, 3,7+
27) representan la misma matriz. Sin embargo, esto no ocurre para las matrices D*/?)(R) dadas
en (6.87), puesto que D2 (a4 27, 8,7) = DY (a, 3,7 + 27) = —DY?(a, 3,7). Por lo tanto,
si Ri Ry = R3 en general tendremos que en el espacio de espinores el producto de las matrices de
rotacion de espin 1/2 (6.87), DU/2(R)) y DY/?(R)), no sera igual a D(R3) sino,

D2 (R,) - DY/ (R,) = £DYI(Ry) (6.101)

Debido a la presencia del signo £ en la expresién anterior se dice que la representacién de espin 1/2
del grupo de rotaciones es bivaluada. Por ejemplo, D/? (r,0,0) - DY/ (7, 0,0) = —D1/2)(0,0,0).

La ley de composicién (6.101) no sélo es propia de j = 1/2 sino de todo espin semientero. La
razén se puede ver en la relacién (6.89) que permite obtener cualquier matriz de rotacién DY (R)
como el producto directo de 2j matrices de rotacién de espin 1/2. Por lo tanto, como para j
semientero 2j es un numero impar, el posible signo menos en (6.101) se mantiene, mientras que
para j entero, 27 es un par y solo se tiene el signo maés.

SU(2)
Z2 ?

#5En teoria de grupos la discusién anterior se resume en que SO(3) = con Zs el subgrupo discreto formado

por %I
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Para j entero aumentar el dominio de acuerdo a (6.100) es superfluo dado que pasar de a(v) a
a() 4+ 27 conduce a la misma matriz de rotacién, pero no asi para j semientero.
Para recuperar la simetria inicial entre los dominios de a y 7, en lo que sigue tomaremos,

€ [0,47] , v €[0,4n] . (6.102)

6.5. Armonicos esféricos como matrices de rotacion

La ecuacién de Schrodinger estacionaria asociada con un potencial central en mecanica ondu-
latoria da lugar a autofunciones de energia que se determinan mediante el método de separacion
de variables.

(T'In, m) = Rue(r)Y," (0, 6) , (6.103)

donde R,(r) es la funcién de onda radial y los Y,"(6,¢) = Y;"(n) son los arménicos esféricos
que dependen de cosf y de ¢, que fijan la direccion de n, y corresponden a la parte angular de la
autofuncién de energia,

(rinl) = Ru(r),
(Fltm) = Y"(0,0), (6.104)

siendo |r) el autoestado con variables angulares de posicién bien definidas y |[¢m) un autoestado
del momento angular orbital,

(GILJtm) = i7" (6.0) = Y (0,0) (6.105)
1 0 0 1 02
(F|L*[fm) = —h? {Sene 50 (sen@ae) + m@} Y0, 0) = R0+ 1)Y,"(0, ) .

Los arménicos esféricos son funciones angulares ortonormales. Esto se puede deducir de:
21 +1 ,
i |im) = Gy = / do / d(cos )Y, (0, )Y (0, 6"
0 -1

= / dQY;™(0,0)Y (0, 6)" | (6.106)

donde dS2 es el diferencial de angulo sélido.
Teniendo en cuenta que,

7) = D(R)|z) = D(6,6,0)[2) , (6.107)

tal y como se indica en la figura 6.4. Introduciendo la resolucion de la identidad
S o lemy(em| =1,
0 m/

n (6.107), tenemos:

7)) = D(¢,0,0)|2 ZZD¢90|£' Nem'|3) (6.108)

=0m/=—1
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)
0
)

%

% RN

Figura 6.4: Angulos de Euler para obtener el vector unitario n a partir del eje Z mediante una
rotacién sobre el eje y de angulo § = 6, seguida por una rotacion alrededor del eje Z de angulo

a=qo.

por lo tanto,
(tm|n) = Y;™(0,0)" = > (tm|D(6,6,0)|¢'m')(¢'m'|2) . (6.109)

o/

Teniendo en cuenta que el valor de L? no se modifica como consecuencia de una rotacién,

(m|D(¢,6,0)|¢'m")y = 5,4 D) (6,6,0) , (6.110)

mm/

y que de la misma definiciéon de armonicos esféricos [12], se sigue que:

o - [20+1
Wm'12) =Y, (0,¢) = Y2 (0)d00 = ?5,%,0 : (6.111)

Introduciendo (6.110) y (6.111) en (6.109), se obtiene como consecuencia la siguiente expresion de
relacion entre armonicos esféricos y matrices de rotacion,

20+ 1 20+ 1
(tmli) = Y (8,0)" = (mlD(@,0, 0160/ =~ = Dy (6,0, 0| = — (6.112)

Por lo tanto llegamos a las relaciones,

. 20+ 1 .
Y"(0.0) = \/ = —Du(.0.0)",

() _ A ;

De forma que obtenemos una expresién para las matrices de rotacién con j entero y uno de sus
subindices iguales a cero en funcién de los armonicos esféricos.
Particularizando para ¢ = 0 tenemos,

47

© m *

dmO - 2€ + 1}/5 (97 0) 9

d0(0) = /—2T_y9(9.0) = P(cosh) . (6.114)
00 2041707
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6.6. *Modelo oscilatorio de Schwinger para el momento
angular

Introduzcamos dos osciladores arménicos simples desacoplados, con sus correspondientes oper-
adores de creacién y destruccion,

lay,al]=1 Ja_,a']=1,[a;,a]=]a,,a]=0, (6.115)

donde los subindices + distinguen entre los dos osciladores armonicos. Los operadores niimero de
ambos osciladores se definen como,

N, = a1a+ , N_=dala_, (6.116)
que como consecuencia de (6.115) cumplen las siguientes reglas de conmutacion:

[N—HN—] =0
[N_,.,CL.;.] = —a4 [N_,CI,_] = —a_—, (6117)
|:N+,CLT+:| = ai [N_,aT_] —al .

Sean |ny,n_) los autoestados de los operadores nimero,

Nilng,no) = nifng,no),
N_|n_,n_) = n_|ny,n_). (6.118)

Dado que los autovalores de N, y N_ sélo pueden ser positivos se sigue que debe existir un
estado |0,0) tal que a_|0,0) = a,|0,0) = 0 puesto que de lo contrario aplicando a; o a_ sobre
un autoestado |n,,n_) un nimero suficientemente grande de veces se obtendria un autovalor
negativo, dado que:

) = Ynilny —1,n_),
alngn) = JAlngn—1)
) = Vne+1lng+1n),
) = Vno+1ng,no+1). (6.119)

Las expresiones anteriores se deducen teniendo en cuenta las relaciones de conmutacion (6.117) y
que,
(afnylalng) = (nilayal ng) = (nylalay + [y, al)ing) =ny + 1, (6.120)

y andlogamente para al . El mismo tipo de razonamiento se puede emplear para deducir la ac-
tuacion de los operadores destruccién ar. En las expresiones (6.119) se ha elegido la fase de los
estados tal que delante de las raices cuadradas se tenga +1. Este procedimiento es muy similar al
empleado en (6.42) y (6.43) para determinar la actuacién de los operadores escalera J..
De (6.119) se llega a la siguiente expresiéon para los autoestados [n4,n_),
1 i

Ing.,n_) = W(%)M(cﬁ_)”\o,m : (6.121)
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Obtencién del algebra del momento angular.
El conjunto de operadores,

Jy = hala_
Jo = haT_aJr ,
b t h
J, = 3 <a+a+ — a_a_> = §(N+ - N_), (6.122)
satisfacen las relaciones de conmutacion (6.29) de los operadores momento angular dado que:
)., Ji] = =+hJy, (6.123)
[Jy, J] = 2hd,, (6.124)
como se deduce directamente de las relaciones de conmutacion (6.115) y (6.117). Por ejemplo,
h? h? h?
(., J4] = 5 N, — N_,aia_] = Eaia_ + Eaia_ =hJ, . (6.125)
Introduciendo el operador niimero total,
N=N,+N_, (6.126)
se tiene que:

De la definicién de J, en (6.122) se sigue que podemos interpretar que cada cuanto del oscilador +
corresponde a una unidad fundamental de momento angular i/2 y que cada cuanto del oscilador
— corresponde a —h/2 de tales unidades. De este modo, J, destruye una unidad o cuanto de espin
abajo (—h/2) y crea una unidad de espin arriba (+%/2). En total crea +h unidades de momento
angular. De la misma forma J_ destruye —h unidades de momento angular.

De hecho, si a partir de sus definiciones (6.122) calculemos la actuacién de J,, J_ y J, sobre
los estados |[ny,n_),

Jilng,n ) = hala_|ngn_ ) =hy/n_(ny + Dng +1,n_ — 1),
J_|ng,n_) = hy/ng(no+1)|ng —1,n_+1),

h
Jny,no) = §(n+—n_)|n+,n_>. (6.128)

Comparando las igualdades anteriores con (6.39), (6.42) y (6.43), y realizando las identificaciones,

ny — j +m )
n_—j—m,
nyyn_) — |jm) (6.129)
obtenemos de (6.128) exactamente (6.39), (6.42) y (6.43). De (6.127) podemos calcular los auto-
valores de J? y comprobar que en efecto éstos son h2j(j + 1). En efecto,
2

Polim) ="+ n2) (e 4 ne 1)) = 25+ Dlm) (6.130)
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Por lo tanto de (6.121), se deduce que:

1
V0 +m)l(j —m)!

En definitiva, hemos caracterizado cada estado |jm) como compuesto de n, unidades bésicas de
espin arriba +h/2 y n_ unidades bésicas de espin —h/2, tinicamente desde el punto de vista de
sus propiedades de transformacion. Esta imagen de los estados de momento angular definido se
conoce como modelo oscilatorio de Schwinger.

jm) = (al )™ (a’ )70, 0) . (6.131)

6.6.1. *Formula explicita para las matrices de rotacion

Tomemos desde un principio que o« = v = 0 puesto que para obtener las matrices de rotacién
el tnico aspecto no trivial es la obtencién de los elementos de matriz d,, G) o (0).
El estado [jm) (6.131) se transforma bajo una rotacién D(0, 3,0) como:

D(0,3,0) jm) = 1 (PRl (R) ((D(R)a DY R)) " D(R0,0)

V(G +m)(G —m)!
(6.132)

ya que D (af)i+m Df = (D al D)7+ y andlogamente para D (a' )7="D1. Por otra parte, dado que
el estado |0,0) tiene j = 0 es invariante bajo rotaciones, y por tanto

D(R)|0,0) = [0,0) . (6.133)

Tomemos una rotacién infinitesimal (6.23) bajo la cual a se transforma segun,

1.l 5
alﬂai—zéﬁ%:mrjt 25 r, (6.134)
teniendo en cuenta las expresiones dadas en (6.122). Vemos que al se transforma como la com-
ponente primera de un espinor de acuerdo a (6.87). Del mismo modo podemos estudiar la trans-

formacién de a' |

5
ol Sal 75@1, (6.135)

y lo hace como la componente segunda de un espinor. Por lo tanto podemos agrupar a, y a_, en
cuanto a sus propiedades de transformacién bajo el grupo de rotaciones se refiere, como un espinor
(ay , a_)T que se transforma de acuerdo a la representacién j = 1/2. De hecho, podemos ver del
mismo modo que esta analogia no sélo es valida para transformaciones bajo rotaciones alrededor
del eje y sino para cualquier otra rotacién. Asi teniendo en cuenta (6.86) tenemos:

D(0,3,0)a! DT(0,3,0) = al cos /24 alsens/2,
D(0, 8,0)a’ DI(0,3,0) = a' cos /2 —alsens/2 . (6.136)
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Por lo tanto, podemos reescribir (6.132) como,

D(0,8,0)[jm) = ! al cos b +al sené "
ST GG T T
X (aT_ cos g — aiseng)rm |0,0) . (6.137)

Como los operadores al y al conmutan podemos aplicar la regla de binomio de Newton para
desarrollar los términos entre paréntesis,

PO Olm = G +m;!<j = ( T ) ( o ) [ai §]m [Tg]

j—m—l l
X {—aiseng} [aT cos é] |0, 0)

- T ) ) ) ()

ke, 1=0
jm—k+l k-1
X (cos g) <sen§) (—1)7—m=¢ (6.138)

En las sumas anteriores el limite superior para k y [ es tal que los factorlales no sean negativos.
Hemos de comparar la expresion anterior con la definicién de las matrices dmm, (8), tal que:

DY(0, B,0)|jm) = Zd B)|m’)

_ Zdﬂ{bm/(ﬁ) 7 ! — ()" (o) " 10,0} - (6.139)

(J +m)\(j

T

Comparando las potencias de al y a! en las expresiones (6.138) y (6.139) se tiene que:
+

2 —k—1 = j+m
j—m = k+1, (6.140)

y de ambas igualdades se sigue que [ = j — m’ — k, de modo que sustituimos la suma sobre [ en
(6.138) por una suma sobre m’ y asi (6.137) queda:

Z Z T G+m)!  (G=mG+m)G—m)

+m—k) (j—m—Fk)(m' +k—m)!

¢U+m

2j—2k+m—m/’ m' —m+2k t\j+m' (T \j—m’
X (cos g) (seng) (—1)m hmm \/(Z]Jr-)l- m,)(!c(L;)_ m/)!\0,0) . (6.141)
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Por lo tanto la identificacién es directa con (6.139) y tenemos:

VG m)G = m)lG o+ )G — ) (é)’“’”
j+m—FkNk(j—k—m)(k—m+m) 2

dom(8) = (=)

k=0

ﬁ 2k—m+m/
X <sen§) , (6.142)

con la suma sobre k tal que los factoriales se refieren a nimeros mayores o iguales a cero. Esta
expresion explicita para las diflm, (6) pone de manifiesto que son reales. Este hecho se puede
demostrar haciendo uso de argumentos méas genéricos dado que todo momento angular j se puede
obtener mediante la combinacién de 2j espines 1/2 y con ello las matrices de rotacién. Como las
o, son puramente imaginarias, las d'/?(/3) son puramente reales y con ello el resultado de aplicar

sucesivamente (6.89) y por tanto dV)(3).

6.7. *Integrales con matrices de rotacion

De (6.72) tenemos la expresién
D0 517) = 0, (91 6109

para los elementos de matriz de las matrices de rotacion. Dada la posibilidad de representaciones
multivaluadas, es decir que se tiene en general (6.101), a la hora de integrar (6.143) lo haremos
con «, v € [0,4n[, de acuerdo a (6.102), y 8 € [0,7]. Vamos a demostrar que:

™ do [ d d cos
/ / Gl / %U (@, 8,7) = SmroOmodio - (6.144)

De (6.143) el resultado de las integrales sobre v y 7 es evidente, aunque notemos que para j
semientero es necesario que en efecto el dominio de integracion se aumente hasta 47 para « y 7.

Para demostrar el resultado para la integracion sobre cos f tomaremos m’ = m = 0 puesto que
en caso contrario la integral sobre v y v da cero como hemos visto. Para j entero se puede aplicar
(6.114) con lo que la integracién en (3 es simplemente la integral de Py(cos3) con FPy(cos3) =
1y, dado que los polinomios de Legendre son ortogonales, se sigue que dicha integracién sélo
serd distinta de cero para ¢ = 0 valiendo uno en este caso. Para j semientero (6.144) se puede
demostrar haciendo uso de (6.142),

D) = Sy Y’ BV LAY
dgo)(ﬁ)—;(—l) CESIECE (COS§) (sen§) : (6.145)

Introduciendo el cambio de variable x = (3/2, tenemos

T J 12 w/2 ]
/0 dBsenBdy) (3 z; 4(— (]>)] e / da(cos )%~ (sen z)?F !
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J

gy U LUk DI

2 “RPREE T TG +2)
J j' 9 J

= 2(— (1—-1) 6.146
kz:; ]+1(]— k! ]+1kz:% ’ ( )

como queriamos demostrar. Por supuesto que esta demostraciéon es también valida para j entero.
Probemos a continuacion la relaciéon de ortogonalidad entres dos matrices de rotaciéon. Para
simplificar la notacion, designamos por

dov dry
dR = = d 14
r S ens ﬁ47r 4’ (6.147)
y veamos que:
/ ARDI) (R DY) () = 2rd20mamaOntmg (6.148)
mlm m2m2 2]1 + 1 . .
Para ello, evaluemos primero la integral,
[arpl, (o, () -3 [ AR G ol D (R Gty (6.149)
Haciendo uso de (6.144) tenemos por lo tanto:
/ dRDY) (R)DY () = (jimyjamalim)djo0modmoljim jamb|jm’)

Como los momentos angulares j; y jo estan acoplados al momento angular total 7 = 0 se sigue
que j; = Ja, en caso contrario (6.150) se anula. Asi para j; = j», dado que,

(jimyj1 — ma|00) = (25, + 1)~ V2 (=1)—m (6.151)
como se obtiene facilmente de las relaciones de recurrencia de (6.63), se sigue que,

m1—m)
5j1j25m1—m25m’1—m’2(_1) T

R:
() 21 + 1

(6.152)

J (J2)

/ dRDmim (R)szm,2

Para obtener (6.148) demostremos a continuacién la siguiente propiedad de las matrices de
rotacion:

Dy (B)" = (=1)" DY,

—m—m/

(R) . (6.153)

Teniendo en cuenta (6.143) y que las d)(3) son reales, se tiene:

Dg;ﬂ,(H)* = eimweimlad,(izn, (B). (6.154)
Veamos que,
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Fijémonos que, 4
[jm) oc e j —m) (6.156)

puesto que una rotaciéon de 180° alrededor del eje y pasa el operador J, a —J,. Sin embargo, el
estado |j(j —m)) fue definido en la seccién (6.2) como resultado de aplicar J_ sucesivamente m
veces sobre |77) y, por lo tanto, su fase ya esta fijada. Para determinar la fase presente en (6.156)
hagamos uso de nuevo del hecho de que todo estado con momento angular j se puede construir
componiendo 2j espines 1/2. En particular, el estado con m = j sélo involucrara estados \%%>
que de (6.87) vemos que se transforman a +|3 — ) bajo una rotacién D(0,,0). Por el contrario,
 — 1) se transforma a —|5 + £) debido a D(0, 7, 0). Conforme j. vaya siendo menor en pasos de
h tendremos un signo menos debldo a la aparicién de un estado mas |— - —) en la composicion de

|7m — 1) respecto a |jm). Por lo tanto, en general tenemos,
eI jm) = (=17 j —m) . (6.157)

Teniendo en cuenta este resultado se sigue automaticamente (6.155) puesto que:

d(—jgn—m’ (ﬂ) _ (j . m|e—z’Jy7r/hU . m') _ (_1)m—m’ <]~m‘ez’JyW/he—inw/he—inw/h|jml>
= (—)"™dL(8) (6.158)

ya que las rotaciones sobre un mismo eje conmutan.

Finalmente, de los resultados (6.154), (6.155) se sigue (6.153). Combinando dicho resultado con
(6.152) tenemos (6.148).

Otra integral que se deduce directamente de (6.148) y de la descomposicién del producto directo
de dos matrices de rotacién en (6.90) es

J (J2) (J3)
/ dRDY) (RS (RD), (R) . (6.159)
Descomponiendo segin (6.90) el producto directo Dg ) (R)Dfiizn (R) y teniendo en cuenta (6.148)
se obtiene,
dRD(jl) (R)*D(j2) (R)D(j3) (R) _ <j2m2j3m3|jlml><j2m/2j3mg|jlm,1> (6 160)
mim} maml mamsy 2]1 1 . .

La frecuente integral de tres armonicos esféricos se deduce directamente de (6.160) sin més que
tener en cuenta la expresion (6.113) que expresa los armonicos esféricos en funcién de las matrices
de rotacién. El resultado es:

I s 205+ 1)(205 + 1
/ dQY;M () Y2 Q)Y () = \/ ( 247r (22(:’1) )<€2m2€3m3|€1m1)<€20€30M10> . (6.161)
1

Notemos que en la expresiéon anterior estamos integrando sobre el elemento de angulo sélido
dQ) = dcosFdady con 0 < <7, 0<a,v< 2nr. Existe una expresiéon explicita para (¢;0050[¢50)
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<£10£20|£30> = 0 y 61 +£2 +£3 impar s
L\\20; + 1
(L = )L = L)N(L = £3)!

\/(z1 by — 03Oy + Ly — L)(Cs + £y — £s))]

(0,00,0]650) = (—1)8*E

6.162
(lh+ 0 + 05 + 1) ! (6.162)

para {1 + ¢y + {3 par y 2L = {1 + {5 + (3.

6.8. Operadores tensoriales

Tensor Cartesiano.
Un tensor cartesiano de rango n es un conjunto de operadores Tj,4,. 4., con i, € {1,2,3}, que
bajo una rotacién se transforman como:

3
D'(R)Tyi, D(R) = Y RijjRiyjyRirju T j (6.163)

J1,925-,Jn=1

Como ejemplo de tensores cartesianos de rango 1 tenemos x; o p;, a partir de los cuales podemos
construir tensores de rango superior sin mas que multiplicar las componentes dando estructuras
del tipo xj,...p;,, ...x;,.... Veamos que efectivamente z; se transforma de acuerdo a (6.163) con

n

n = 1. Bajo una rotacién ¥ — D(R) TD(R):
D(R)#D(R)! — / @2 5 D(R)|F) (7D} (R) — / &2 7 |RENWRE)]
- /d%’ RENE (] (6.164)

en componentes se desprende que:
3
D(R)z;D'(R) =) Rj'z;, (6.165)
j=1

por lo tanto, si en lugar de considerar la rotacién R, tenemos en cuenta la rotacién R se llega
a la ley de transformacién (6.163). La misma demostracién se aplicaria para p;. Por supuesto si
consideramos el producto de varias componentes de ¥ o de p tendremos un tensor cartesiano de
rango superior.

Tensores irreducibles de rango s.

Un tensor irreducible de rango s es un conjunto de 2s+ 1 operadores oy que bajo una rotacién
se transforman como,

D(R)OY'DI(R) = Y DI(R)OS . (6.166)

y=—s
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El término de la izquierda corresponde a la forma genérica (2.60) de transformacién de un
operador bajo una transformacion unitaria. Por otro lado, es muy importante darse cuenta de
que el término de la derecha es completamente analogo a la transformacién de un autoestado de
momento angular |sz) teniendo en cuenta (6.80). Asi desde el punto de vista de transformacion
bajo una rotacién podemos hacer la identificacién

O o |sz) . (6.167)

De hecho el estado O] jmy) se transforma igual que el producto directo de estados |sx)|jm). Por
si queda alguna duda,

D(R)OY|jm) = (D(R)OY'D(R)) (D(R)|jm)) = Y DY) (R)D), O |jm) . (6.168)

m'm>"y
m'y

Ejemplo. Veamos que los armonicos esféricos Y;™(n) son tensores irreducibles de rango /.
Recordemos que:
(lem) = Y () | (6.169)

y bajo una rotacién:
(A|D(R)|¢m) = Z DY), (R)Y™ (7) = (D' (R)a|tm) = Y;" (R} (7)) - (6.170)

Haciendo uso de la representacion espectral de Y,;”, su transformado viene dado por:

D(R)Y;"DI(R) = / QY ()7 (7] = / QY (R (2)[2) (3] (6.171)

Teniendo en cuenta (6.170) se sigue por tanto que:

D(R)Y™(7)DN(R) = Y;™( Z DY) , (6.172)

m/=—/{
y en efecto Y, es un tensor irreducible de rango .

Establecemos a continuacion una caracterizacién infinitesimal de los tensores irreducibles de
rango s. Para ello apliquemos (6.166) a una transformacién infinitesimal y a primer orden en §¢,

Jh Jh «  J.h
s I () s I () Jyal (s)
(1 i ) O <1+25¢ h) = O zy;;s(p 0 (6.173)
de donde se deduce: ,
[J;, 09] = " (1), 0% . (6.174)
Yy=—s

Estas relaciones de conmutacion se pueden tomar también como definicién alternativa de un
tensor irreducible de rango s puesto que caracterizan cémo éstos se transforman bajo una rotacion
infinitesimal, a partir de las cuales de hecho se puede construir cualquier rotacién finita, ver (6.14).
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Teorema. Dados dos tensores irreducibles X #1) y Z(*2) de rango k; y ks respectivamente. En-
tonces los 2k + 1 operadores:

T =" (kiqikags k) X 252 (6.175)

q1

q=Fk,k—1,...,—k constituyen un tensor irreducible de rango k.

La demostracién es directa si tenemos en cuenta la analogia ya establecida entre operadores
irreducibles y autoestados de momento angular en cuanto a sus propiedades de transformacion
bajo rotaciones. De este modo (6.175) se interpreta como la composicién de los autoestados de
momento angular |k;1q1) v |kage) para dar lugar al autoestado de momento angular total |kq), que

finalmente corresponde a Tq(k) en virtud de la analogia (6.167).
Como ejercicio se deja al lector comprobar explicitamente que (6.175) verifica (6.166).

6.8.1. Teorema de Wigner-Eckart.

Sean |j'm/, B) y |jm, ) dos autoestados de momento angular total j' y j, respectivamente. Los
numeros cuanticos indicados globalmente por a y 3, no cambian en una rotacién. Por ejemplo,
podrian referirse a propiedades intrinsecas del sistema como la masa de la particula, su carga, su
espin, también, segtin casos, a su energia, etc. Entonces el teorema de Wigner-Eckart establece
que dado un tensor irreducible de rango s se tiene que:

('m’, B0 jm, a) = (stjml|j'm) (i, 5|0V, a) | (6.176)

y (4', B]|O®||4,a) se denomina elemento de matriz irreducible.
Para su demostracién haremos uso de nuevo de la analogia (6.167), de modo que:

O |jm, a) = Y (stjmli"m+O)i"m + ¢, 5,09, a) (6.177)

jl/

donde los simbolos a, j v O®) nos indican el origen del estado con momento angular total definido
j". Por lo tanto,

Gm!, BlOP jm,a) =Y (stimlj"m+ 0)('m’, B m + £, 5, 09 a) . (6.178)

s/

J

Dado que autoestados de momento angular con distintos autovalores son ortogonales,
<j,m,7 ﬂ|j/,m + E,j, O(S)u Oé> - 5j’j” m’ m+4 f(j/7 j7 67 «, O(S)> . (6]—79)

Por otra parte, dado que al ser un producto escalar es invariante bajo rotaciones es por lo que los
argumentos de f no incluyen ni m ni m’. Designando,

F(7, 4, 8,0,09)) = (j', B]|OW]|j,q) (6.180)
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e insertando (6.179) en (6.178) llegamos a:
G, BIOjm, ) =Y 8nGm e’ BIIOW [, ) (stimlj"m + €)

1!

j

= (stjml|j'm")(j", BO]]j, @) . (6.181)

Ejemplo. Como aplicaci(’)n del teorema de Wigner-Eckart (6.176), calculemos el elemento de
matriz (33, o|z|3 — 3, ) suponiendo conocido (53, alz|53, 8) = A.

Para ello hemos de construir los tensores irreducibles de rango uno asociados con el operador

cartesiano de posicién . Teniendo en cuenta que los armoénicos esféricos son tensores irreducibles

de rango 1 como vimos en (6.172), y de las expresiones de Y{!(6,¢) = —/Zsenf e, Y7 '(0, ¢) =
\/%sene e @y Y2(0,9) = \/% cos 6, se sigue que los operadores,

T 0

S Y
\/3/4m !

" +1
\/3/4m b

r —1

= v, (6.182)
\/3/4m
son tensores esféricos de rango 1. Ademds teniendo en cuenta las expresiones explicitas anteriores
para los arménicos esféricos se sigue que,

z —=

ry =

1
r = —ﬁ($+—x—)>
L) (6.183)

NG

Considerando el teorema de Wigner-Eckart tenemos,

11 11 1111
ZZ _Z — (10=Z2|=
11 1 1 1 111 1 1
—— === = (1-1=—=|= =
(5galely—5.0) = (1-13 222><2 oIl ) =0,
11 1 1 1 1,11
—— - — = = (11=- — =|= 184
(5g-aleidy — 5.8 = (g —slzoizallrlg.8) (6.184)
De la primera igualdad podemos despejar (1, o||r||3, 3),
1 1 A A
(5. allrll, 8) = = : (6.185)
2 2 (10531330 —/1/3
Por lo tanto,
11 1 1
<§§,a\$+\§ - 57@ = —V24, (6.186)
y de (6.183) tenemos el resultado buscado,
11 1 1
ZZ -z =A. 1
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6.9. *Estados de helicidad

Supongamos una particula libre de espin intrinseco §'y momento angular orbital /. El momento
angular total es j = {4 5y de (6.59) los autoestados de momento angular total vienen dados por:

\p,jj258> - Z(ﬁmssz‘jjzﬂpu £m352> . (6188)

m

Asi los estados |p,jj.ls) se caracterizan por tener los ntimeros cudnticos j2, j,, £ y s? bien
definidos, junto con p que da la energia de una particula libre, p?/2m. Dado que el valor del espin
52 es una propiedad intrinseca de la particula, como lo es por ejemplo su masa, en lo que sigue
omitiremos este ntimero cuantico.

Consideremos ahora la construccién de estados con helicidad (A) bien definida. La helicidad se
define como la proyeccién del espin intrinseco en la direccion del momento p,

A=p-F, (6.189)

Por lo tanto, los autovalores de la helicidad son los mismos que s, s, s—1,...,—s. Como [F 2 p] #0,
los estados con helicidad bien definida no podran ser autoestados de ¢2. Por otro lado, A conmuta
con s? y p dado que [s;, p;] = 0. Designando,

7=pi, (6.190)

los autoestados que queremos construir los indicaremos por |pn, A).
Segun las propiedades de transformacion del momento lineal bajo rotaciones y dado que A es
un escalar, podemos identificar,

Ipi, A) = D(,0,0)|p2, \) = e~ ¢/=/e=00/R|pz Ny (6.191)

con el convenio de que ¢ = 0 para @ = 0, 7. Los angulos ¢ y 6 son las coordenadas esféricas de n.
Hemos tomado también por convenio v = 0, aunque cualquier otra elecciéon hubiese implicado un
cambio de fase global en el estado.

Notemos que |pZ, A) tiene también j, = A puesto que para este caso el momento estd orientado
segun el eje Z. Podemos, por lo tanto, expresarlo como serie de autoestados con j definido y
J. = hX:

P2, A) = > D, 53X A (p, A Alp2, A) (6.192)
J=[Al

De este resultado podemos reescribir (6.191) como:

00 J
P, ) =D 3 o gm!, NDE, () (p. A, Alpz, A) - (6.193)

j=I\m=—j

Si particularizamos (6.193) para particulas sin espin nos queda:

« , 47 o
pR) =2 D Ip ')\ 5 P Y ()" (6.194)
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teniendo en cuenta la relacién entre las matrices de rotacién y los arménicos esféricos (6.113).
El resultado anterior nos expresa el estado de una particula sin espin con momento bien definido
como superposicién de estados con momento angular orbital bien definido. La distribucién angular
de cada uno de los ultimos viene dada por el conjugado del correspondiente arménico esférico.
Haciendo uso de la relacién de ortogonalidad entre matrices de rotacién (6.148) podemos invertir
(6.193). Esta relacion de ortogonalidad hay que matizarla para nuestro caso particular puesto que
la matriz de rotacién en (6.193) no depende de v, que ha sido fijado a cero. Con lo cual la integral

sobre 7 en (6.148) se transforma en,
4m
d
/ T, (6.195)
o 4m

y la obviamos. Por otra parte, como en nuestro caso ambas j son o bien semienteras o enteras
simultaneamente, puesto que provienen de componer los mismos momentos angulares 7+ S, no
hace falta en (6.148) integrar de 0 a 47 sino que es suficiente hacerlo de 0 a 27, puesto que m; —my
siempre es un nimero entero. Por lo tanto, en nuestro caso tenemos,

4 1 2 T ) .,
/ da / —senBdB DY) ()DY) (A)* = = / do / senBdB DY (A)DY) (A)* . (6.196)
0 0 0

y resulta,

R NN "o 47
[ di DAGIDYAG) = 588 (6.197)

Teniendo en cuenta este resultado, multiplicando por va]z'))\ (n)* a (6.193) e integrando sobre angulo
solido llegamos a:

p, i, ) = N/dmﬁ,{;(ﬁ)* pi, A
2j + 1 1

Mo ' 1
A (p, j\ Alpz, A) (6.198)

En estas relaciones se expresan por tanto estados |p,jm, ) con momento angular total bien
definido en funcién de estados con momento lineal p’ bien definido, |pn, ). Fijémonos que como
la helicidad es un escalar e independiente bajo rotaciones, los estados |p, jm, A) tienen también
helicidad definida aunque no direccién definida de momento lineal. El coeficiente N lo podemos
fijar, salvo una fase que se reabsorbe en la definicién de |p, jm, A), a partir de la normalizacién,

. . 1
<p7 Jm, >\|p/7.]/m/7 >\,> = 5jj’5mm’6)\)\’1§6(p - p/) . (6199)
Por otra parte los estados |pn, \) satisfacen:

(pi, PR, XY = 8(5 — 7)o - (6.200)
Calculando (6.199) a partir de (6.198) y teniendo en cuenta (6.200), tenemos:

(AN |prA) = |N|? / didi! DY), (2YDY) ()" Sxr0(F — 7')
o(p — ,47T5m/m5'/'
= |N|*6n (ppzp) 2j+1“ : (6.201)

113



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

donde hemos hecho uso de la relacién de ortogonalidad entre matrices de rotacién (6.197). De la

relacién anterior (6.201) se deduce que:

27 +1
4m

N =

(6.202)

eligiendo la fase en N tal que sea real y positivo. Entonces reescribimos (6.198) como:

241
P, jm, A) = 4/ ‘74: /d DY) (7)* pi, A) | (6.203)

que es una relacién entre estados de helicidad bien definida y momento angular total o momento
lineal también bien definidos. Del valor anterior de N y de (6.198) deducimos el valor de los
coeficientes (p, jA|pZ, \):

(p, JA\, A2, \) = N =

(6.204)

Teniendo en cuenta (6.193) y (6.202) se sigue que:

. © 241 < , N A
lpn, Ay = Z ym Z Ip, jm, ) Dﬁil(n) : (6.205)

Del desarrollo anterior es evidente que,

/. oo 2'+16p_p/ 1) /A
(', jm, Nlpn, X) = 4/ ‘747T (p2 )(x,ADﬁfl;(n). (6.206)

Conocido el coeficiente (p, jA, A|pz, A) de (6.204) lo insertamos en (6.194) y completamos el
desarrollo de una onda plana en estados de momento angular orbital bien definido para particulas
sin espin,

[eS) l

py =" > Y (R) |, tm) . (6.207)

=0 m'=—¢
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Capitulo 7

Paridad

7.1. Paridad o inversion espacial
En R3? dado un vector 7 la operacién de paridad P se define como,
P(P)=7"=-r. (7.1)
Con lo que el operador de paridad en R? corresponde a la matriz:

-1 0 0
P=| 0 -1 0 |, detP=-1. (7.2)
0 0 -1

Consideremos a continuacion el operador paridad definido en un espacio de Hilbert genérico.
Dicho operador debe satisfacer,

PzPt = -7
PpP~t = —p, (7.3)

con Ty p los operadores de posiciéon y momento, respectivamente.

Como consecuencia del teorema de Wigner (2.5) sabemos que P ha de ser o un operador
unitario o antiunitario. Ademads, puesto que P no depende de ningin parametro continuo no
podemos concluir que se trate de un operador unitario como en el caso de traslaciones espacio-
temporales, transformaciones de Galileo y rotaciones, ya vistos en temas anteriores. Para fijar
esta ambigiiedad calculemos las relaciones de conmutacion de los operadores transformados por
paridad de posicion y momento lineal. Teniendo en cuenta las propiedades de transformacién en
(7.3) tenemos:

Pla;,p;)P" = [z:,pj] = P(ihé;;) P~ . (7.4)

De este modo si P fuese antiunitario llegariamos al resultado contradictorio,
P[.Ti,pj]P_l = [.Z'i,pj] = 277,523 = PZFL(SZ]P_l = —zh@ . (75)

Sélo para el caso en que P sea unitario no se llega a contradiccion.
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Otro argumento mas intuitivo para concluir que P debe ser un operador unitario es consider-
ar un sistema aislado que evoluciona temporalmente mediante un Hamiltoniano invariante bajo
paridad. Para nuestros propdsitos es suficiente considerar por ejemplo el Hamiltoniano de una
particula libre.#! Dada la invarianza bajo paridad de las ecuaciones de movimiento tenemos,

uit)yp = PU(t),
e~Ht/hp  —  pe-iHt/h (7.6)

donde se ha tenido en cuenta (3.12). Considerando un desplazamiento temporal infinitesimal se
llega a que si P es unitario,

[H,P]=0, (7.7)
mientras que si es antiunitario,
{H,P}=0. (7.8)
Sea |E’) un autoestado con energia E bien definida y sea P|E’) su transformado bajo paridad.
H(P|E')) = +PH|E') = £F'(P|E")) , (7.9)

en virtud de (7.7) y (7.8). Por lo tanto, si P fuese antiunitario el espectro de energia no estaria
acotado inferiormente. Concluimos asi que P debe ser unitario.

Al actuar dos veces consecutivas el operador paridad en R? se vuelve al vector inicial dado que
P? = T de (7.2). En el espacio de Hilbert de los estados fisicos en general podremos tener que
P? = ¢p -1, con I el operador identidad y €p un ntimero complejo de médulo unidad. No obstante,
puesto que P es unitario, siempre podemos definir el nuevo operador P/ 6}3/2, tal que:

P =1. (7.10)

Ademas, dado el cardcter unitario de P se tiene, por tanto, que P = PT = P~!. Como consecuencia

de esta relacién se sigue a su vez que los autovalores de P sélo pueden ser 41 puesto que P? = 1.
Veamos la transformacién bajo paridad de los autoestados de posicién. Dado que P|Z') es un

autoestado del operador de posicién & con autovalor —%’ debido a (7.3), se tendra que,

P|Z) = nz| = T) (7.11)

siendo nz un nimero complejo de norma unidad. Vamos a demostrar a partir de la definicién de
|Z) dada en (4.29), que de hecho nz = £1 independientemente de ,

P|z'y = Pe" PR 0y ) = Pe=PT/PPIPl0y) = P/ Pp|0x) = ] — ) . (7.12)

Por lo tanto, el factor 7z es en efecto independiente de posicion e igual a n. De hecho n = +1 dado
que el estado |0x) es un autoestado de paridad.

Es trivial comprobar que aun cuando 17 = £1 sea un nimero complejo de médulo unidad, no
se puede reabsorber mediante una redefinicién de la fase de |0x). En efecto, si designamos por

0x)" = €"0x) ,
Plox)" = Pe0x) =nl0x)", (7.13)

#1Todas las interacciones excepto las débiles, responsables de ciertos procesos de desintegracién nuclear y sub-
nuclear, conservan paridad.
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y, por lo tanto, 17 se mantiene y tiene significado fisico.
Consideremos a continuacion la transformacién de autoestados de momento lineal, veamos que,

Plp’) =n| —p") . (7.14)

Para ello consideremos la base de posiciones donde ya se ha fijado la actuacion de P (7.12),
PWﬁ:}i/d%ﬂfﬁeﬁm*méﬁfm:i/J%%ﬁ§QWM‘W%4ﬁTm:wﬂ—ﬁ§. (7.15)

Es importante recalcar que 7 es el mismo nimero complejo de médulo unidad que en (7.12) y se
denomina paridad intrinseca, puesto que es una caracteristica propia de la particula en cuestion
del mismo modo que su masa, su carga, su espin, etc.

Dado que la transformada de una rotacién R,(¢) por paridad es la misma rotacién, tenemos:

PeiTns/hp=1 _ o~iJas/h (7.16)
con lo que se sigue, . . B
PiP =7, [P J]=0. (7.17)

Como caso particular de (7.17) consideremos el momento angular orbital (=7 x p. Teniendo en
cuenta las propiedades bajo transformacién por paridad dadas en (7.3) se tiene que,

PP =17, (7.18)

como en (7.17).
Si generalizamos la ley de transformacién de los estados (7.15) teniendo en cuenta la presencia

-

de espin, del hecho de que [P, J] = 0 se sigue que,
P|p, sm) = np| — p,sm) , (7.19)

puesto que el estado P|p, sm) es autoestado de la tercera componente de espin con el mismo auto-
valor. Vamos a demostrar a continuacién que de hecho 7,,, no depende de m. Para ello combinemos
la actuacion de los operadores escalera (6.42) y (6.43) con el operador de paridad,

PJ P’ sm) = hy/(s —m)(s+m+ D)npit| — ', sm+ 1)
= Db/ (s —m)(s+m+ 1) —p' sm+1), (7.20)

donde en la primera linea primero hemos hecho actuar J, y después P, y luego al revés en la
segunda. Por lo tanto, se concluye que,

,r]m = nm—i—l = 77 ) (721)

es decir, 1 s6lo puede depender de las propiedades intrinsecas de la particula, entre ellas s.
A continuaciéon analizamos la transformacién de los autoestados de momento angular orbital
definido |¢m),
(F|Plem) = n(—F[tm) = nY{" (=) = n(=1) Y () , (7.22)
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y, por lo tanto, los estados |¢m) son autoestados de paridad con autovalor

(=), (7.23)

es decir, junto a las propiedades intrinsecas de la particula que fijan 7, debido al movimiento
orbital espacial de la misma ésta adquiere adicionalmente el factor (—1)%. Por lo tanto, para £
pares dicho factor es uno, mientras que para ¢ impares el factor es —1. Matematicamente, dicho
factor es simplemente una consecuencia de las propiedades de los armonicos esféricos bajo paridad
que han sido utilizadas para deducir (7.22).

Fijada la paridad intrinseca de una particula podemos fijar la de otras particulas haciendo uso
de de (7.22) y de invarianza bajo inversién espacial. Por ejemplo, la particula p(770) se desintegra
en dos piones T,

p— T . (7.24)

Experimentalmente se determina que en el sistema en reposo de la p, los piones tienen un
movimiento angular orbital correspondiente a ¢ = 1, por lo tanto su paridad es,

N =1n(=1)" = -1, (7.25)

y se concluye que 1, = —1. Dado que el espin intrinseco de la p es 1, se dice que es una particula
vectorial. Si su paridad intrinseca fuese opuesta, 41, se diria que seria una particula axial, como
de hecho también las hay.
También se puede determinar experimentalmente la paridad intrinseca del pion a partir de la
desintegracion,
™ — vy (7.26)

Los fotones en el sistema de referencia en reposo del 7% tienen una distribucién espacial que de
nuevo corresponde exclusivamente a ¢ = 1 y por lo tanto

Npo = 773(—1)_1 =—1. (7.27)

Existe un resultado en teoria cuantica de campos que afirma que las paridades intrinsecas de
un fermioén y su antifermién correspondiente son opuestas, mientras que son las mismas para el
caso de bosén y antibosén.”? Este resultado lo podemos deducir admitiendo que una particula y
una antiparticula pueden crearse a partir del vacio, administrandose la suficiente energia. Si este
es el caso, el par particula/antiparticula deben poder tener los mismos niimeros cudnticos que el
vacio. De este modo, para dar lugar a un sistema espacialmente con simetria esférica, como debe
tener el vacio, se requiere que el momento angular orbital del sistema sea ¢ = 0. Con ello, el espin
total S = 5 + 57, también debe ser nulo, dado que el vacio tiene momento angular total nulo.
Asi bajo paridad, la funcién de onda, ¢® ()¢ (—7)|S = 0, sgp >s§“p )}, donde los superfndices
indican particula/antiparticula, respectivamente, se transforma en nn’¢® (—)p@?) ()]0, sgp )sg‘”” )),
siendo n y 1’ las paridades intrinsecas de la particula y la antiparticula, en orden. Si a continuacion,
intercambiamos la particula con la antiparticula, tenemos,

i 9P (—P) P (7)]0, sV ) = (1)1 9P (=) 6@ (7)[0, sV s\ | (7.28)

#2Recordemos que una particula y su antiparticula tienen la misma masa y espin, difiriendo en el signo de las
cargas, por ejemplo el de la carga eléctrica.
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con lo que la funciéon de onda resultante es proporcional a la original. En el tltimo paso hemos
empleado las propiedades de simetria de los coeficientes de Clebsch-Gordan dadas en (6.64). Como
la funcién de onda del vacio es invariante bajo las operaciones realizadas, se tiene que (—1)%1nn’ =
+1, y en efecto las paridades intrinsecas de fermién/antifermién son opuestas mientras que aquellas
de bosén/antibosén son las mismas.

7.2. *Reflexion en un plano

Sea el plano yz, entonces la reflexién en dicho plano, que designamos por 7., implica la trans-
formacion:

xr — -,

y — Y,

z = z, (7.29)
por lo tanto detm,, = —1. Esta transformacién corresponde a lo que se observaria en un espejo

plano situado en el plano yz. Analogamente podemos definir las reflexiones en los planos xy y xz,
Tay Y Taz, Tespectivamente. Para fijar ideas sigamos con 7,,. Al igual que para P tenemos la leyes
de transformacién:

Ty:|Tyz) = ny.| —zyz)

Wyz‘p:cpypz> == nyz‘ _pzpypz>a (730)

donde el subindice yz en 7 indica que se trata de la reflexion en el plano yz. Al igual que para
P se puede ver que el nimero complejo de médulo unidad, 7,., no depende de punto, es decir, es
una constante. Andlogamente tendriamos para 7, y ..

Sin embargo, a diferencia de P, el operador de reflexién en un plano 7 no conmuta con todas las
componentes del operador de momento angular. Ello es obvio si consideramos el momento angular
orbital ¢; = > i ke €ikTjDk- A nivel general las relaciones de conmutacién de 7 con las componentes
del momento angular se pueden deducir teniendo en cuenta que las rotaciones y 7 no conmutan
en R3. De este modo tenemos,

nyRzW - R, — WzszW_l =J,,
-1 1
ToyRem,, = R, — ny(]mwxy =—J,,
Ty RyT R — Mgy dyTy, y =—J,.

(7.31)

Relaciones andlogas se pueden deducir para m,., m,, donde sélo Jy y Ji, respectivamente, per-
manecen inalteradas.

Sigamos con m,,. Puesto que ahora m,, no conmuta con todas las componentes del momento
angular, hemos de esperar que 7,, dependa de la componente de espin m. Determinemos esta
dependencia. Aplicando el operador escalera J,,

Tuy(Se +15,)|sm) = hy/(s —m)(s +m + )iy |sm +1) (7.32)
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Teniendo en cuenta (7.31),

Tay(Se +iS,)|sm) = —(S, +1S,)muy|sm) = —nmhr/(s — m)(s +m + 1)[sm + 1) . (7.33)
Comparando (7.32) y (7.33) se deduce que,
Dmal = —m (7.34)

siendo una solucion
M = Tlay(—1)"7" (7.35)
donde el factor (—1)*™ es debido exclusivamente al espin de la particula. Para particulas sin
espin volvemos a tener sélo el factor 7.
Para el caso de particulas de espin 1/2, es directo comprobar que (7.35) se cumple si tomamos,

Tay = Nay0s - (7.36)

Una vez hemos fijado la actuacién de m,, podemos hacer uso de invarianza bajo rotaciones y
definir, en términos de dicha reflexién, la reflexién sobre cualquier otro plano. De este modo, los
distintos nimeros 71 se expresan en funcién tunicamente de 7,,. Por ejemplo, si queremos determinar
Ty, Puesto que el plano yz se obtiene al aplicar una rotacién de 90° sobre el eje y al plano zy,
tendremos:

T T
Tye = Ry(§)myRy1(§) : (7.37)
Del mismo modo para m,.,
T T
- Rx1(§)%ny(§) ’ (7.38)

puesto que una rotacién R;'(m/2) lleva al eje z al eje y. Asi, todo queda fijado en funcién de
operadores ya determinados y no entran en juego nuevos pardmetros asociados a 1, y 7y.

Particularizando de nuevo para particulas de espin 1/2, a partir de (7.36), (7.37) y (7.38)
llegamos a que:

Tyz = NeyOax 5 Taz = Tez0y - (739)

En un principio podriamos imponer que 72 = 1, al igual que en paridad. No obstante no lo
vamos a hacer para no restringir el dominio posible de valores de 7, simplemente a +1. Si lo
hiciésemos asi perderiamos relaciones sencillas con el operador de paridad ya introducido. De
hecho fijaremos 7,, de forma que tengamos que:

P =y My Ty - (7.40)
Para espin 1/2,
TyeTa:Tay|Dsm) = 02 (0,0402)| — P, sm) = n2i| — §, sm) , (7.41)
comparando con (7.19) se deduce que:
Ny = (—in)'/* . (7.42)
Para particulas sin espin tenemos por lo tanto,
Moy = '/°. (7.43)
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7.3. Propiedades de paridad para autoestados de energia

Teorema: Sea un Hamiltoniano invariante bajo paridad, [H, P] = 0, y sea |n) un autoestado de
H no degenerado. Entonces, |n) es también un autoestado de paridad bien definida.
Para demostrarlo consideramos el estado,

1
(=Pl (7.44)

Este es un autoestado de paridad bien definida y autovalor £1. También es un autoestado de la
misma autoenergia que |n), dado que [H, P] = 0. Puesto que |n) es no degenerado se sigue que

necesariamente |n) y uno de los estados %(1 + P)|n) son proporcionales con lo que |n) es también

un autoestado con paridad bien definida. El otro estado %(1 + P)|n) es idénticamente nulo.

Ejemplos.

= Kl estado fundamental de un oscilador arménico unidimensional tiene una funcién de onda
gaussiana y es, por tanto, un autoestado de paridad con autovalor +1. Los autoestados
de energia se obtienen aplicando el operador de creacién a' reiteradamente sobre el estado

fundamental |0),
In) o (a')™|0) . (7.45)

Dado que a' es una combinacién lineal del operador = y p se sigue que posee paridad (—1)™.

= Una particula libre de momento nulo tiene funcién de onda constante e invariante bajo
paridad. Podemos construir a partir de ondas planas estados con paridad bien definida. Si
la paridad intrinseca de la particula es 7, los estados,

L
V2

tienen paridad igual a +1, puesto que:

(Ip) £nl=1)) (7.46)

1 1
P— +n| — =+— +n|— . 7.47
\/é(lﬁ 1l —p)) ﬂ(lﬁ nl —p)) (7.47)
Los estados anteriores corresponden a ondas planas de la forma cos pr’ y senpx, dependiendo
de si 7 = £1, respectivamente.

7.4. *Reglas de seleccion en multipolos eléctricos

En la presente y siguiente seccién se analizaran las restricciones impuestas por conservacion
de momento angular y paridad en las transiciones electromagnéticas que tienen lugar entre los
distintos niveles de energia atémicos o nucleares. Consideremos primero el caso eléctrostatico. Los
momentos multipolares aparecen como consecuencia de la bien conocida expansién en armonicos
esféricos de la distancia entre dos puntos 7y 7’'. Supongamos que 7’ es el vector que indica la
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posicién de las fuentes eléctricas y que éstas se encuentran recluidas en una regién tal que |7/| < R
con R finito. Para |7] > R, tenemos la serie,

[eS) l

Y)Y (F) (7.48)

=0 m=—1

Por lo tanto el potencial electrostatico admite el desarrollo,

1 p(7 P(F") ()" e )
@ g d3 / d3 / Ym / *Ym
(F> 4meg / f'_ 7«’| €o Z Z / 20 + 1 T’Z‘H 1 (T) 1 (T>

00 )4
1
= = >+ T Qo (7.49)
€0
£=0 m=—¢
donde
Q£ /d37,/ 1L (F’) }/em(f/)* 7 (750)
son los multipolos eléctricos. De la relacién Y, ™ = (—1)™(Y;")* los multipolos eléctricos satisfacen,
Qi = (=1)" Qe - (7.51)

El operador densidad de carga es tal que en el espacio de posiciones sus elementos de matriz
vienen dados por,

(pl") = 8(7" =) Y ed (7! =) = 6(7" —)p(i”) | (7.52)

i

donde 7; es el operador de la i-ésima particula de carga e;.
Bajo una transformacién de paridad, puesto que 7; — —7; , se sigue de (7.52) que:

Pp(i )P =) ed(F +75) = p(—7") . (7.53)
Como consecuencia de la definicién de @)y, se sigue por tanto,
PngP_l — /der,/ 1l ( ,,:»/) ngm(f,/)* — /dg’l“/ TIZY'Em(_,,g/)*p(F/)

= (1) [ @ Rl
= (=1)'Qum - (7.54)

Reglas de seleccion de paridad.
Sean i) y |f) dos autoestados con paridad bien definida,

Pli) = mnili) , PIf) =nylf) - (7.55)
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Por ejemplo, podriamos tener que los estados |i) y | f) correspondan a estados de momento angular
definido |¢m). Tendremos por lo tanto que,

(FIQemliy = nmi{ FIPQemPli) = nymi(— 1) (f|Qemli) - (7.56)

Se llega de este modo a la relacién,

nmi(—=1)" = +1 . (7.57)
Por lo tanto para ¢ par, el elemento de matriz es distinto de cero sélo si 1y 77; = +1. Por el contrario
para ¢ impar, sélo sera distinto de cero para nsn, = —1.

Demostremos a continuacion que (), es un tensor esférico de rango £. Para ello, estudiemos la
transformacion de p(7’) bajo una rotacién,

Zez 7' — RFR Zelpr — DY(R)T) . (7.58)

Si designamos por 7" = DU (R)7’, se tiene que:

(F)R' = Z eid(DW(R) (7" — 7)) = p(F") | (7.59)
puesto que |detDM (R)| = 1. Con ello se concluye que:
RQZmR_l _ /dBT’” Y-Em(D(l)(R) 14 //) ! ép( ) (760)

Tal y como vimos en (6.172), Y,*(DW(R)~1#") =Y Dm m(R)ngl (7"), insertando esta propiedad

n (7.60) se tiene:
¢

RQumR™ =Y D\ (R)Qumw . (7.61)
m=—/
y, por lo tanto, el multipolo eléctrico ), es un tensor irreducible de rango /.
Reglas de selecciéon de momento angular.
Si los estados |i) y |f) poseen ademds momento angular total definido, |f, JM), |i, J'M’),
tendremos como consecuencia del teorema de Wigner-Eckart (6.176):

(f, IM|Qemli, JM"y = (mJ M'|TM){f, J||Q¢||i, J') . (7.62)
En particular se sigue por lo tanto que,

M=m-+ M,
Tt <T<J+¢. (7.63)
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7.5. *Reglas de seleccion en multipolos magnéticos

Para medios macroscépicos ademds de la densidad de corriente explicita J(¥), se tiene adicional-
mente la imanacién promedio debido a los momentos magnéticos intrinsecos de los constituyentes

del medio material,
M (@) = (O i) . (7.64)

De [11] el potencial vector viene dado por,

o [, J(@E)+V X M(2)
A d’x . .
(@) = 47T/ 77 (7.65)
Podemos por tanto hablar de una densidad de corriente efectiva debida a la imanacién,
jM = ﬁ X M s
6 X é = ,Moj—i- ,uoﬁ X M . (766)

De la induccion magnética B y de la imanaciéon M, definimos el campo magnético,

01 - -
H=—B-M. (7.67)
Ho

Por lo tanto de (7.66) y (7.67) se satisface,
VxH = J. (7.68)

En el caso §e ausencia de corrientes J = 0, por lo tanto V x H =0,y podemos escribir que
H(Z) = —V&,(Z), siendo @), el potencial magnético. Dado que VB = 0, de (7.67) se debe
cumplir,

que es la ecuacion de Poisson de la magnetostaticay py = —V M es la densidad de carga magnética
efectiva.
La solucién de la ecuacién (7.69) viene dada por:
® /d3 P xﬁ . (7.70)
T 4r -7

Dado que B es un vector axial, de (7.67) se sigue que H y M también lo son. De este modo py (%)
es un pseudoescalar y por lo tanto:

Realizando el desarrollo en armdnicos esféricos para 1/|77 — 7’| en las condiciones discutidas en
(7.48) se tiene que:

[ J4

() =D+ 1)) M (7.72)

=0 m=—{
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jlo 3 1 2 2
EO | si si si si sf
M1 |no si si si si
E2 |no no si si si
M3 |no no no si si

Cuadro 7.1: Momentos esperados de los multipolos eléctricos E¢ y magnéticos M/ entre distintos
estados de paridad y momento angular total definidos.

con

My, = / d*r' " Y o (F1) (7.73)

los multipolos magnéticos, que al igual que los multipolos eléctricos satisfacen M,_,, = M, .
Bajo una transformacion por paridad, se pueden repetir los mismos pasos que en el caso de los
multipolos eléctricos condujeron a (7.54), pero en este caso tenemos un signo menos adicional
dado el cardcter pseudoescalar de py, (7). Por lo tanto,

PMy, P7! = (=1)" My, . (7.74)

Asi, My, con { par sélo conecta a estados con paridades opuestas mientras que para ¢ impar sélo
conecta a estados con igual paridad.

También podemos demostrar, de igual modo que en el caso electrostatico, que los multipolos
magnéticos son tensores irreducibles de rango ¢ puesto que py(7’) se transforma bajo rotaciones
igual que p(7') al ser un pseudoescalar. Por lo tanto,

l
RM,, R~ = / &r" Y (DO(R) ) (") par (7" = S DL (R) M (7.75)
m/'=—/

Ademas, por el teorema de Wigner-Eckart,
(f, JM| My i, M"Y = (&mJ" M| TM){J, f||M,l|i, J') . (7.76)

Teniendo en cuenta estas propiedades para los multipolos magnéticos, y (7.54) y (7.62) para los
multipolos eléctricos, se obtiene la tabla 7.1 que muestra la potencia de argumentos basados en
los principios de simetria. En esta tabla se muestran los valores esperados permitidos y prohibidos
por las reglas de seleccién para los multipolos eléctricos y magnéticos debido a invarianza bajo
paridad y rotaciones. El niimero que sigue a E/ o M, eléctrico o magnético respectivamente, indica
el rango del correspondiente multipolo.

Notese que no se ha considerado My puesto que:

1 L
Moo = = dr' VM) =0, (7.77)

aplicando el teorema de Gauss dado que estamos suponiendo que el medio material estd contenido
dentro de un radio R finito.
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Para una particula sola su imanacién total se llama momento magnético,

1 =
X 7= —ql , (7.78)

2m

=l

f==q

N —

siendo ¢ su carga eléctrica. La expresion anterior no tiene en cuenta la contribucion del espin
intrinseco de la particula, §, de modo que a (7.78) hay que anadirle una contribucién extra debido
al espin de la particulas,

— q e —
=L .
fi= 5(0+95) (7.79)

donde g es el factor giromagnético. Notemos la similitud con la expresién (7.66) para medios

materiales donde J — J + V x M , debido a las propiedades intrinsecas del medio. Para el caso
particular del electrén la teoria actual de las interacciones electromagnéticas (QED) predice:

o1y L@ +O(e") —2<1+g+0(a2)>’v20023 (7.80)
9= 21 Amweegh B 2 - ’ ‘

siendo « la constante de estructura final. Experimentalmente se tiene que
g/2 = 1,001159652187 + 0,000000000004 . (7.81)

Este nimero resulta impresionante por su precisién al igual que el hecho de que la teoria estd de
acuerdo con la experiencia una vez que correcciones de orden superior en potencias de a son
consideradas en (7.80).
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Capitulo 8

Inversion temporal

8.1. Inversion temporal en mecanica clasica

Sean Z(t) y p(t) la posicién y el momento lineal de una particula en funcién del tiempo. La
operacién de inversién temporal, ademas de cambiar el signo de ¢, se define tal que:

t — —t,
Fl(—t) = 7). (8.1)
Como consecuencia,
p'(=t) = —p(t) , (8.2)

puesto que, . .
_dr (t) _ dr(—t) — (et (3.3)
dt dt

La figura 8.1 representa pictéricamente la ley de transformacién (8.1). La curva que se indica con
(I) corresponde a la trayectoria original mientras que la curva indicada por (II) corresponde a la
transformada de acuerdo a (8.1). En el caso en que Z y p'no sean funciones del tiempo sino variables
dindmicas independientes, se tomardn igualmente las expresiones (8.1) y (8.2) como definiciones de
la operacién de inversién temporal. Por ejemplo, desde el punto de vista del formalismo candnico,

si H(q,p,t) es invariante bajo inversién temporal, esto es, si cumple,

entonces la transformacién ¢(t) — q(—t), p(t) — —p(—t), t — —t deja invariante las ecuaciones
canonicas, de modo que las variables transformadas cumplen,

o CO0.0 00 55
Ip;(t) 9q;(t)

donde el punto sobre las variables dindmicas indica que se ha tomado la derivada temporal. Para
su demostracion, si ¢(t) y p(t) son solucién a las ecuaciones de movimiento, entonces,

_dgi(—=t) _ OH(J(1),p'(t),t) _OH(q,p,1)

v'(t)

4;(t)

d(-t) Ipi(—1) o op)
y dpi(—t) OH(q'(t),p'(1),t)
pi(t) = - RY0 : (8.6)
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m

an

Figura 8.1: Representacion gréfica de la ley de transformacién (8.1). La curva (II) es la transfor-
mada por inversién temporal de la curva (I).

Por lo tanto, las variables dindmicas ¢’ = ¢ y p’ = —p son de hecho variables candnicas con el
mismo Hamiltoniano original H(q',p/,t). Para llegar a esta conclusién hemos hecho uso de que se
cumple (8.4).

Un ejemplo sencillo que viola invarianza bajo inversién temporal, es decir, que la transformada
de la solucién no es solucién a su vez de las ecuaciones de movimiento, es el caso del movimiento de
una particula en un campo magnético externo dado. Dicha particula satisface la ley de movimiento

de Newton,
d*7(t) e -

M = Eﬁ@ X B . (8.7)
Veamos que 7/(t) = 7(—t) y p'(t) = —p(—t) no satisfacen,
d27?/(t) e, -

M = P (t) x B(t) . (8.8)

En efecto,
d*7'(t) d*7(—t) d*F(—t) e - e -
= = = —p(—t) x B(—t) = ——p"(t) x B(—t) . :
m di2 m A2 m d(—1)? mp( ) X B(—t) mp (t) x B(-t) (8.9)

Que 1o es (8.8). Sélo se cumplirfa en el supuesto que B(t) — —B(—t), que es de hecho el caso
cuando el campo magnético esté generado por el propio sistema, pues entonces las corrientes
electromagnéticas asociadas cambian de signo, j(t) j( t). Pero esto no ocurre para un campo
magnético externo.

8.2. Inversion temporal en mecanica cuantica

Consideremos la ecuacién de Schrodinger para un potencial V (%),

m% _ ( Qh V24V )) BT 1) - (8.10)
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Si pasamos de t a —t en la ecuacion anterior tenemos:

th———— = ——V "+ V(& z,—t), 8.11

5 = (g V@) ) v (5.11)
con lo que ¥ (&, —t) no satisface la ecuacién de Schrédinger dada la presencia de —t en la derivada
temporal, que implica un signo menos delante de ¢h. Sin embargo, si a continuacién tomamos el
complejo conjugado de (8.11) si que volvemos a recuperar la ecuacién de Schrédinger,

«( 2
8D (—;—mw n V(f)) W (#, —1) (8.12)
Por lo tanto, si (&, t) es solucién de la ecuacion de Schrédinger entonces 1* (&, —t) también lo es
y decimos que 9*(Z, —t) es la funcién de onda transformada por inversién temporal de la funcién
de onda inicial. El hecho de que haya sido necesario tomar el complejo conjugado en la funciéon
de onda transformada claramente indica que el operador de inversion temporal serd un operador
antiunitario.

Por el teorema de Wigner sabemos que el operador de inversién temporal # serd unitario o antiu-
nitario. Supongamos un sistema cerrado para el que las ecuaciones de movimiento sean invariantes
bajo inversién temporal. Entonces se tiene:

U(—t)0]a) = 0U (1)) | (8.13)

siendo |«) un vector arbitrario. Esta expresiéon simplemente afirma lo que se puede ver directamente
en la figura 8.1, esto es, que si dejamos evolucionar el sistema invertido temporalmente hacia
tiempos menores se obtiene el mismo estado que si invertimos temporalmente el sistema original
evolucionado hacia tiempos mayores. Si consideramos un ¢ infinitesimal y manteniendo términos
hasta primero orden en ¢, tenemos de (8.13) la condicién:

iHO = —6Hi . (8.14)

Si 0 fuese unitario, tenemos pues que Hf = —OH, con lo que si |n) es un autoestado de H con
energia [, entonces 0|n) es un autoestado con energia —F,, y, por lo tanto, el espectro de energia
no estaria acotado inferiormente. Pensemos sencillamente en una particula libre. En el caso en
que 0 fuese unitario tendriamos un espectro que iria desde —oo hasta +0o que no es permitido.
Por el contrario, para 6 antiunitario de (8.14) se tiene que [H,60] = 0 y 0|n) tiene también como
autovalor F, y no se llega a contradiccién.

Estudiemos a continuacion las reglas de conmutacién de 6 con los operadores de posicion,
momento lineal y momento angular. Los transformados por inversién temporal de los operadores
de posiciéon y momento lineal son:

070~ = ¥

99—t = —p, (8.15)

de forma que dados dos autovectores |Z') y |p’) de posicién y momento lineal sus transformados
bajo inversién temporal pasan a ser autoestados con los autovalores ©’' y —p”, respectivamente.
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De hecho de (8.15) se sigue, al igual que en paridad, que para llegar a un tratamiento consistente
de las relaciones de conmutacién candnicas se requiere que # sea antiunitario.

H[xi,pj]Q_l = 92?15”9_1 = :l:Zh(SZ] N
donde el signo + se aplica para el caso de operador unitario mientras que el signo — se aplica para
el caso de operador antiunitario. Solo para # antiunitario no se llega a contradiccion.

La ley de transformacién 0pf~! = —p se sigue también del hecho bien conocido de que una
inversiéon temporal y una traslacion espacial conmutan,

U@ =0U(a) , (8.17)
y entonces considerando una traslacion infinitesimal se llega por tanto a,
pY = —0p ,
0p9~! = —p, (8.18)

teniendo en cuenta que 6 es antiunitario.
Anélogamente sucede con las rotaciones pues éstas conmutan con una inversion temporal. De
este modo, considerando una rotacién infinitesimal se llega a,

(1—@0%)9 = 9(1—2’0(%) ,

007 = —J. (8.19)

Al igual que ocurre con paridad, la aplicacién sucesiva de la operacién de inversién temporal
(8.1) conduce a la operacién identidad. A nivel cudntico tendremos, por lo tanto, que 2 = er 1,
con €7 un nuimero complejo de médulo unidad. Sin embargo, a diferencia de P, y porque € es un
operador antiunitario, se sigue que er no puede ser reabsorbido en una redefinicién de 6 tal que
6 — 0 = n6, con |n| = 1. De hecho, si calculamos ¢’ 2 tenemos,

02 =nnd =nm*6> =62 =ep . (8.20)

Estudiemos a continuacion la actuacion de 6 sobre estados de particulas sin espin. Procederemos
de forma analoga a como lo hicimos para el caso de paridad P haciendo uso de (8.15).
De la definicién (4.29) tenemos:

017"y = 0e~P¥ M 0x) = e TG0y ) = e M0y ) = £|7) (8.21)

donde £ es un nimero complejo de médulo unidad. Dado el caracter antiunitario de # dicho factor
puede reabsorberse en una redefinicién del estado |0x),

0x)" = Al0x)
0l0x) = X00x) = (\)%€[0x)" (8.22)
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con la solucién A = /&*. En lo que sigue supondremos que dicha redefiniciéon se ha realizado y
tomaremos & = 1.
Utilizando la base de posiciones podemos determinar facilmente 0|p"),

0li") = / 37 (01F")) = / 07 2mh) e TIN5y (3.23)
donde hemos empleado en virtud de (8.21) que,

(@'1(01p")) = (0F"10p") = (&'|p")" (8.24)

al ser # antiunitario.
La ley de transformacién de una funcion de onda se obtiene de forma directa dado que,

¢(5>t) = <f|wt> 4 4 4
(#|O1gn)) = (@O TR|g)) = (™M O])) = eV (F,0) = (7, —t) ,  (8.25)

tal y como establecimos al principio de esta seccién.
Ahora generalizamos nuestras consideraciones anteriores para el caso de particulas con espin.
La relacién fundamental es (8.19),
0,07 = —1J; (8.26)

que establece como el momento angular se transforma bajo inversién temporal. Como consecuencia,
01jm) = &nlj —m) (8.27)

donde &, es un nimero complejo de médulo unidad. La expresion (8.27) se deduce de,
J30|jm) = —0J3|ym) = —hmb|jm) . (8.28)

Para fijar &, hagamos uso de J,,

0J,|jm) —h\/j— )(j+m+1)0|jm+ 1) —h\/]— YG+m+ D&l —(m+1)) . (8.29)

Haciendo uso de (8.26) y de que 6 es antiunitario tenemos también:

0J.|jm) = —J_0|jm) = —J_&ulj —m) = —Euh/(j —m)(G +m+1)]j — (m+1)),  (8.30)
y por lo tanto, de la comparacién entre (8.29) y (8.30), se tiene,

Sm-i—l = _fm . (831)

Esta constituye una relacion de recurrencia cuya solucion es:

Em = &(=1)7, (8.32)

con lo que
Olim) = & (=175 —m) . (8.33)
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Como ya discutimos en torno a (8.22), dado el caracter antiunitario de 6 sabemos que el ntimero
complejo de norma unidad §; no tiene implicaciones fisicas ya que puede ser reabsorbido en una
fase global en el conjunto de estados [jm). Sin embargo, vimos también que éste no era el caso
para ep. Si a partir de (8.33) calculamos,

02| jm) = 06;(=1)" "5 —m) = &(=1)7"0]j —m) = (=1)¥|jm) , (8.34)
dado que este resultado es independiente del estado |jm), resulta,

0* = (—-1)% | (8.35)

y en efecto ; no aparece como debe ser.
Si particularizamos (8.33) para el caso de momento angular orbital,

0ltm) = &(=1)"""|¢ —m) . (8.36)
Por otra parte, también sabemos,
dlem) = [ aslayal(elem) = [ 2wy @) 1o
= /dQ ) (=1)"Y " () = (1) —m) = (i)™ [0 —m) . (8.37)
Ambas leyes de transformacién son iguales si tomamos & = (—1)¢ = (i)% .

La regla de transformacion (8.37) se puede generalizar a cualquier espin, como es usual, sin
més que definir &; = (1)¥, dado que,

0ljm) = (i) (=1))7"j —m) = ()2 2"|j —m) = (i)*"[j —m) . (8.38)

8.3. Operadores antiunitarios

Como vimos en (2.93) las transformaciones antiunitarias se caracterizan por:
1. Si|[¢]) = 0|¢r) vy [¥h) = 6]1he) entonces
(Walh) = (altn)” = (Ynliba) - (8.39)

2. Antilinealidad,
O(Aile) + 2| B)) = Atfla) + A50(6) (8.40)

Consideremos a continuacién la actuacién de un operador antiunitario # en una base dada
{|al.,) }. Por supuesto, el vector transformado por € es independiente de base, pero la forma matri-
cial del operador no. Designemos por |a},) = 0la.,), el transformado del vector |al ) perteneciente
a la base. Entonces, para un vector arbitrario |1)1) = > Cp,la,), su transformado viene dado
por:

Olon) = 3 Co ). (8.41)
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Por lo tanto, podemos escribir:
o= (). 812

siendo K : C — C, el operador de conjugacién de los nimeros complejos,
K(a+ib) =a—1ib, (8.43)

con a y b reales. Dado que ) |a),){(al,| representa a un operador unitario, puesto que transforma
una base ortonormal en otra, resulta por tanto que en una base dada,

§=UK (8.44)

siendo U un operador unitario. Tanto K como U en (8.44) dependen de la base elegida, sin embargo
su actuacion conjunta es independiente de base.
Por ejemplo, particularizando (8.38) para j =1/2 ,
1 1
Ol=m) = (i)*™|= —m) . (8.45)
2 2
Tomando los vectores {|3m)} como base, la ley de transformacién anterior corresponde a la matriz
de Pauli o, que es unitaria. Por lo tanto, tenemos que 6 = o, K, en la base de estados {|im)}.
Si 0)11) = |17), se define la actuacién de 6 sobre el espacio dual como,

(Y10 = (1l (8.46)

es decir, # actuando sobre un bra es el dual del ket transformado por 6.
De este modo, ({(11]|\1 + (2] A2)0 es el dual de O(A\1|11) + Aa|ibe)) = Ai|W) + A3|v5), por lo
tanto,

(1M1 + (2] X2)0 = AT (Y| + A5 (W] (8.47)

dando lugar a un operador antilineal en el espacio dual.
Por otra parte,

(@I01)) = (W¢) = (W) = (@lO)]4)" - (8.48)

Vemos aqui una clara limitacién de la notaciéon de Dirac cuando se trata de manipulaciones con
operadores antiunitarios puesto que, dependiendo de si dicho operador actiia sobre el bra o el ket,
se obtiene un resultado u otro. En lo que sigue, a no ser que se especifique mediante un paréntesis,
dado un operador antiunitario se supondra siempre que actia sobre el ket.

8.4. Degeneracion de Kramers y otras consecuencias de
inversion temporal

1) Sea H un Hamiltoniano invariante bajo inversién temporal, §H6~' = H. Si |n) es un au-
toestado de H entonces los estados f|n) y |n) tienen la misma energia y son distintos para
espin semientero.
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Dado que §HO™! = H, es evidente que 6|n) tiene la misma energia que |n) ,
HO|n) =0H|n) = E,0|n) . (8.49)

El punto estd en demostrar si en efecto se tiene que 6|n) y |n) son dos estados distintos.
Supongamos lo contrario, es decir, que 6|n) = ¢ |n), entonces:

02|n) = 0e"|n) = |n) . (8.50)

Sin embargo de (8.35) sabemos que 6 = (—1)% y por lo tanto para j semientero llegamos
a una contradiccién porque (—1)% = —1. Por lo tanto, para j semientero 0|n) # ¢”|n) y el
nivel de energia |E,) presenta al menos una degeneracién doble.

Si el Hamiltoniano se modifica de forma que deja de ser invariante bajo inversiéon temporal,
entonces la degeneraciéon de Kramers desaparece y, salvo accidente, |n) y 6|n) dejan de tener
la misma energia. Esto ocurre por ejemplo en presencia de un campo magnético externo,
tal y como indicamos en la secciéon 8.1 a nivel clasico. Si Hy es invariante bajo inversién
temporal, entonces,

—

H' = Hy— 11oSB . (8.51)
deja de serlo ya que,
OH'0' = 0Hy0 ' — 0SBuof~' = Hy — 0S0'0B0 iy = Hy + uoSB # H',  (8.52)

y los estados |jm) y |j —m) no tienen la misma energia. En este ejemplo, la proyeccién del
momento angular de los estados |jm) se ha tomado segin el vector axial B.

Como consecuencia de la ley de transformacién de la funcién de onda (8.25), se sigue que
la funcién de onda de un estado no degenerado de energia sin espin, siempre se puede elegir
real para Hamiltonianos invariantes bajo inversiéon temporal.

Designemos por |n) el autovector de energia E,,. Entonces, 8|n) tiene la misma energia dado
que §HO~! = H. Pero, como el autovalor E,, es no degnerado, entonces 0|n) = ¢ |n), v € R.
A nivel de funcién de onda resulta por lo tanto que, ¥*(Z) = €”¢(F). Redefiniendo la fase
global arbitraria en t(7), siempre se puede reabsorber el nimero complejo e” y, por tanto,

*(T) = (7).

Sea O un operador arbitrario, entonces sus elementos de matriz satisfacen

(60la) = (a]00'07|5) , (8.53)
donde [d@) = 6]a) y |B) = 0|3) .
La demostracion sigue asi,
(8|0]a) = (O'8la) = (@]fO1|3) = (@]pO16~|3) . (8.54)

Un observable, OT = O, se dice que es par o impar bajo inversién temporal si satisface,

0067 = +0 (8.55)
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respectivamente. Por ejemplo, p’ es impar, mientras que I es par.

Como aplicacién de (8.53) y (8.55), supongamos que el observable par/impar O es un tensor
irreducible de rango k, Tq(k), y consideremos los elementos de matriz,

(gm', a| TP jm, a) (8.56)

donde los estados en la expresion anterior tienen el mismo momento angular j y ntmeros
cuanticos adicionales invariantes bajo rotaciones « e inversiéon temporal. Por el teorema de
Wigner-Eckart, sélo hace falta conocer un elemento de matriz, que tomaremos (jm, a\T | Jjm, ).

Teniendo en cuenta que Té 't = T( ) y que 9T )1 iT( ) , se sigue de (8.53),
(jm, | Ty jm, a) = £(Gm, o|Ty"|jm.a) . (8.57)
Aplicando (8.38) a la expresién anterior tenemos,
(jm, a|T jm, a) = +(j —m,oz|T0(k)\j —m,a) . (8.58)

Por otra parte, '
i —m,a) o< D(0,7,0)%|jm, ) , (8.59)

salvo una fase, que ya fijamos en (6.157), que aqui no es relevante puesto que al calcular el
valor esperado anterior desaparece. Por lo tanto,

(im, | Ty jm, a) = £(jm, a|D'(0,7,0)T3"D(0, 7,0)|jm, ) = £(—1)(jm, a|T{"|jm, a) .

(8.60)
Para deducir la expresién anterior hemos hecho uso de la propiedad de transformacién de
un tensor irreducible de rango k, (6.166). En nuestro caso tenemos,

D (0,7, 0)TMD(0, 7, 0) Zd W (=m)T® = d%) (—m)TP = (—1)* Tk (8.61)

m

empleando (6.114) para obtener las matrices de rotacién d%(ﬂ). No obstante, es trivial
reconocer que bajo una rotacion de 180° alrededor del eje y actuando sobre Ték) se volverd a

tener Ték), excepto quizés por un niimero complejo de médulo unidad, en este caso (—1)F.

Por lo tanto, si 7™ es impar sélo tendré elementos de matriz no nulos en el espacio de
momento angular total j si k es impar. Por el contrario, si T®) es par s6lo tendré elementos
de matriz no nulos para k par, entre estados con el mismo momento angular total.

Por ejemplo, tomemos TO(I) = cos , tenemos que k = 1y cos @ es par, con lo que (cosf); =0
de (8.61) y con ello todos los elementos de matriz,

(jm’,oz|Tq(1)|jm,oz> =0. (8.62)

Este resultado es muy potente, dado que ni siquiera se requiere que |jm, «) tenga paridad
bien definida. Si éste fuera el caso, es obvio que los elementos de matriz anteriores serian nulos
puesto que cos 6 es impar. Pero ésto no es requerido. Pensemos por ejemplo en un estado
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del dtomo de hidrégeno |jm, ¢s) que tiene momento angular total bien definido obtenido a
partir de la combinacién del momento angular orbital y del espin del electron. Para fijar ideas,
consideremos en concreto el estado |%m> Este estado se puede obtener bien de combinar
¢ =0 (onda S) con s = 1/2 (éste ultimo es fijo) o bien de combinar ¢ = 1 (onda P) con
s = 1/2. Por lo tanto,

1 1 1 1 1
“m) = Cy|=m, S~ “m, P~ .
|2m) C’5|2m,52> + C’p\2m, 2> , (8.63)

con |Cs|* + |Cp|? = 1. El estado anterior no tiene paridad bien definida puesto que la onda
S al tener ¢ = 0 tiene paridad +1, mientras que la onda P, al tener ¢ = 1 tiene paridad —1.
Recuérdese la expresion (7.22) que establece el comportamiento de los arménicos esféricos
bajo paridad.
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Capitulo 9

Particulas Idénticas

Mientras que en fisica clasica el estudio de un sistema de particulas no supone ningtn aspecto
cualitativamente nuevo y no implica mas que consideraciones técnicas, la situacién es dréstica-
mente diferente en fisica cuantica, donde aparecen nuevos fenémenos del maximo interés, tanto
a nivel cualitativo como cuantitativo, y que no tienen parangon clasicamente. De hecho, veremos
en este tema que para abordar el estudio de sistemas con particulas idénticas debemos aumentar
el conjunto de principios bésicos de la teoria con un nuevo postulado sobre el comportamiento de
los estados fisicos bajo el intercambio de particulas idénticas.

9.1. Permutacion como un operador de simetria

Consideremos un sistema de N particulas idénticas. El Hamiltoniano que da lugar a la evolu-
cién temporal de dicho sistema, H(1,2,..., N), es invariante bajo el intercambio de cualesquiera
de las particulas idénticas entre si. Esto es asi tanto a nivel cuantico como clasico, ya que es
completamente arbitraria la enumeracion que hagamos de dichas particulas, es decir, a cudl de
esas particulas indiquemos con el indice 1, 2, ..., N. De este modo:

PH(1,2,3,..,N)P'=H(1,2,..,N), (9.1)

siendo P un elemento del grupo de permutaciones de N elementos, que como sabemos contiene V!
permutaciones. Por lo tanto, P es una simetria conservada para un sistema arbitrario de particulas
idénticas.

Por ejemplo, P = Pi5 es la transposicion de las particulas 1y 2,

PH(1,2,3,..,N)P~' = H(2,1,3,..,N) = H(1,2,3,...,N) . (9.2)

Como toda permutacién se puede escribir como el producto de transposiciones, es por tanto
suficiente que
para que PHP~! = H tal y como se requiere en (9.1).

Como P conmuta con H,

e"Hth = U(t) P unitario,
et/ = U(—t) P antiunitario,

PUH)P~! = Pe/hp~t = { (9.4)
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2 1

Figura 9.1: Intercambio de los estados en los que se encuentran las particulas 1 y 2.

y por tanto, para que la evolucién temporal sea invariante bajo una permutacion de las N particulas
idénticas, P ha de ser unitario.

El operador P también conmuta con el momento angular y lineal total del sistema, dado que
éstos son una suma sobre los momentos angulares y lineales de cada una de las particulas por
separado. Y al ser unitario,

PEP—I _ E N PG_iﬁg/hP_l _ e—iﬁg/h 7
PPP =P — Ppeifihpl = ifan (9.5)
conmuta con las traslaciones y rotaciones.

Como P;; es unitario y 773]- = €45, con ;; una fase, siempre podemos redefinir dicho operador
tal que 772-2]- = 1 y asi sus autovalores son +1. De aqui se deduce que dado el caracter unitario de
Pij, se tiene la igualdad P;; = 73;]- =P;'

Para el espacio de Hilbert de N particulas idénticas tomemos como base o conjunto completo
de estados de N-particulas la base producto directo,

[6182--€n) = [E011&5) 2 [€n) (9.6)

donde {|¢’)} es un conjunto completo de los estados de una particula. Cada uno de estos estados
monoparticulares también se denomina orbital por razones histéricas del estudio de las configura-
ciones electrénicas en fisica atémica. El subindice en |); se refiere a que estamos considerando la
1-ésima particula. En esta base tenemos,

Pr2|€16€5--En) = 1626185+ En) = 162)11€1)2[€5)s--[Ex ) (9.7)

El estado en que se encontraba la particula segunda pasa a ser ahora el estado de la primera
particula y viceversa, tal y como se representa en la figura 9.1.
Ejemplo. Caso N = 2,

b
V2

con lo que los estados [£]&4)+ son autoestados de Pjp. Esto implica propiedades simples bajo la
actuacion de una permutacion. Ademads, estas propiedades no se alteran en la evolucién temporal
del sistema,

[§182) = 1€16) £1680] + Praléiés)+ = £616)+ (9.8)

Pr2U (L, 40)|€163)+ = U(t, to) Pr2]§16)+ = FU (¢, 10)[6162) + - (9.9)
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Notemos que [£]&})+ es completamente simétrico bajo los intercambios de las dos particulas mien-
tras que |£1&5)_ es completamente antisimétrico. Dado N arbitrario podemos construir facilmente
los estados completamente simétricos y antisimétricos,

Pijl€r & &jorsbn)e = F1E &)t
Pil€l &)= = —|€ bl (9.10)

|)+ es totalmente simétrico bajo el intercambio de dos particulas cualesquiera mientras que |)_ es
totalmente antisimétrico bajo dicho intercambio. Fijémonos que tales estados fisicos son invari-
antes bajo una permutacion arbitraria, ya que los vectores transformados son proporcionales a los
iniciales. La construccion de dichos estados es directa,

5. & i) = C) &b Ea)

! ! ! ! 1 ! ! !
[ A A S ﬁnge(a>|§g(1>5g<2>...5g<m>, (9.11)

donde o es una permutacion arbitraria de N elementos y la suma se extiende sobre las N! distintas
permutaciones. En la expresién anterior, cuando todos los estados monoparticulares [£])...|€7) son
distintos, se tiene que C = 1/ V/N!, de lo contrario C debe ser calculada explicitamente. Por otra
parte, en la ultima suma, €(o) es la signatura de la permutaciéon o. Como ya se ha indicado
anteriormente en (9.9), para el caso especifico de dos particulas, dichas propiedades simples de
transformacion bajo el intercambio de particulas se conserva en la evolucion temporal puesto que
[P,H] = 0.

Construyamos los estados |) y |)— de (9.11) para N = 3, empleando tres orbitales mutuamente
distintos,

1
ISISISYRES ﬁ(lﬁifé&’),)i|€£€i€é>i|€1€§€£>i\€é€£€1>+\§é§é§1>+|€é€i€£>)> (9.12)

y por supuesto,
PiU(t t0)161665)+ = EU (¢, 10)[616€3) + - (9.13)
Junto con los estados |£]...{ly)+, podemos también construir N! — 2 estados extra a partir
de [£1...€), permutando las particulas entre ellas. Estos N! — 2 estados no tienen propiedades
simples bajo la actuacién del grupo de permutaciones y se descomponen en varias representaciones
irreducibles, es decir, en subgrupos cerrados bajo la actuaciéon de dicho grupo. Sélo para N =
2, estos estados con propiedades de transformacion mas complicadas no aparecen. Los estados
antisimétricos |£]...&ly) —, expresados en la base producto directo de orbitales monoparticulares, se
pueden construir en forma de determinante,

€)1 62 o |€)N
€)1 &) o |€2)N

€165 Ex)— = (9.14)

1
Vv N!

S0 JEn)e o [E) N
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Son los denominados determinantes de Slater.

Degeneracién de intercambio. Dado que H y P conmutan, [H,P] = 0, entonces si |V) es un
autoestado de H con energia definida Fy, P|V) es también un autovector de H con la misma
energia,

HP|U) = PH|V) = EgP|V) . (9.15)

De este modo, si P|W) # ¢?|U), entonces el autovalor Fy estd degenerado. Dicha degeneracién se
denomina de intercambio.

Ejemplo. Sean tres particulas y sélo dos orbitales distintos, ¢, y ¢». Mediante el intercambio
de las tres particulas podemos construir los siguientes estados distintos:

v, = ¢b(1)¢a(2)¢a(3) )
v, = ¢a(1)¢b(2)¢a(3) )
U = ¢a(1)¢a(2)¢b(3) : (916)

De estos estados base podemos formar combinaciones lineales con propiedades mas simples de
transformacién bajo una permutaciéon. Estos son:

1
\IJS - ﬁ(qjl+\1}2+\1}3)7
1
‘114 - % (2\111 — \112 — \113) 5
1
Uy = — (Vg — V3) |, (9.17)

S

Notemos que Uy es el estado completamente simétrico y, en nuestro ejemplo presente, el estado
completamente antisimétrico es cero dado que que tenemos dos orbitales iguales.

Es directo comprobar que Wg no se transforma bajo una permutacién arbitraria y que {Wy, W5}
se transforman entre ellos:

Posly — U,
PosWs = —V5,
P, — % (205 — T, — g) = —% (20, — Ty — Tg) — % (Uy + Ty)
+ % (20 — Wy) = —%\114 n % @\DQ _ g\yg) _ —%\114 + ?xys ,
Pl — % (205 — Uy — Ty) — —% (20, — Ty — Tg) — ﬁ (W, + W)
+ % (20 — 0y) = —%@4 + % <—g% + 2@3) _ —%@4 - ?@5 (9.18)

Para llegar a estas expresiones téngase en cuenta que PogWso = ¢g(1)da(2)0p(3) = Vs, Pos¥y = Uy,
P23\113 = \112. Anélogamente 7)12\111 = \112, P12\112 = \111, P12\113 = \113, Plg\lfl = \113, Plg\lfg = \112 y
PiaVs = U,
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Como consecuencia de estas propiedades de transformacion bajo P y aprovechando que [H, P| =
0, se demuestra que

(W H|W,5) = 0. (9.19)

Por una parte,
(Ug|H|Ws5) = (Vg|Paz HPy3! | V5) = —(Us|H|Us5) | (9.20)

y por tanto

(Us|HW3) =0 . (9.21)

Por otra parte,

_ 1

(Vs H|Ws) = (Vs|ProH Py, |Vs) = =5 (Ws|H[Ty) (9.22)

donde también hemos tenido en cuenta (9.21). De (9.22) se deduce igualmente que,
(Us|H|Wy) =0 . (9.23)

De este modo el Hamiltoniano queda expresado como una matriz diagonal a bloques en los sube-
spacios Wg v {Wy, U5}. Pero de hecho el Hamiltoniano queda diagonalizado en esta base dado
que,

(Us|H[W) = (Us|PosHPys'|Wa) = —(Us|H|¥s) =0,
_ 1 3
(W H|Wa) = (| ProHP [Vy) = Z(‘I’4|H\‘I’4> + Z<‘I’5\H|‘I’5> ; (9.24)
y por tanto,
(s H|W5) = (U B, . (9.25)
Con todo ello, el Hamiltoniano se puede escribir como:
Es 0
H=| 0 Ey, 0 (9.26)
0 0 E,

siendo B = (Vg|H|Vs) y By = (Uy|H|Wy). Este resultado no es mas que una muestra del teorema
general que afirma que dados dos observables que conmutan siempre es posible diagonalizarlos
simultdneamente [1]. En general, como consecuencia de la degeneracion de intercambio (9.15),
todos los estados conectados por P tienen la misma energia, y esto se aplica en nuestro ejemplo
al conjunto {Wy, ¥5}. Los conjuntos de estados que no resultan conectados entre si por P son en
general no degenerados, salvo presencia de degeneracion accidentalmente, al menos respecto a la
simetria de intercambio de particulas idénticas.

9.2. Conexion espin-estadistica

Experimentalmente se ha determinado que dado un sistema de N particulas idénticas su estado
ha de ser completamente simétrico o antisimétrico bajo el intercambio de dos cualesquiera de sus
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particulas. Ademas esta propiedad es independiente del niimero N de particulas y sélo depende
del tipo de particula.

Aquellas particulas cuyo estado ha de ser completamente simétrico se dice que obedecen la
estadistica de Bose-Einstein y se llaman bosones. Aquellas otras particulas cuyo estado es com-
pletamente antisimétrico se dice que obedecen la estadistica de Fermi y se llaman fermiones.

Existe una conexién biunivoca entre el espin de una particula y la estadistica que obedece,
asi particulas con espin semientero son fermiones y particulas con espin entero son bosones. Las
primeras obedecen la estadistica de Fermi y las segundas la de Bose. Pauli probé que las teorias
cuanticas relativistas solo son consistentes si las particulas de espin semientero son fermiones y
las de espin entero son bosones.

El principio de exclusién de Pauli es una consecuencia de la estadistica de Fermi. Recordemos
que tal principio afirma que dos electrones en un sistema dado no pueden ocupar el mismo orbital.
Si dos orbitales son iguales y, dado que el estado debe ser totalmente antisimétrico puesto que los
electrones son fermiones, la tnica solucién es que sea cero.

Sistemas compuestos. Consideremos sistemas ligados con dimensiones tipicas espaciales mucho
menores que aquellas que estamos explorando con nuestros experimentos. Por ejemplo, el nicleo
atémico, ~ 1071 m, desde el punto de vista de la fisica atémica, 1071 m, o los dtomos desde
el punto de vista de la termodindmica o mecéanica estadistica. Estos sistemas se comportan como
“particulas” y segiin su momento angular total sea entero o semientero, niimero par o impar de
fermiones constituyentes, respectivamente, seguirdn la estadistica de Bose (bosones) o de Fermi
(fermiones). Por ejemplo, el * He tiene espin nulo, es por lo tanto un bosén, y a bajas temperaturas
exhibe superfluidez. Por el contrario, el 3He tiene espin 1/2, es un fermién, y su comportamiento
a bajas energfas es completamente distinto. El 4tomo de *He se compone de 2 neutrones(n), 2
protones(p) y 2 electrones(e™ ), mientras que el 4tomo de >He consta de 1 n, 2 py 2 e~. Asf pues,
si intercambiamos la posicién de dos *He, estamos intercambiando uno a uno los 6 fermiones de
un *He al otro. Para el 3He s6lo hay 1 n por nicleo y queda un tinico par que da lugar a un signo
menos.

A la regla enunciada en el parrafo anterior sobre la clasificacion de sistemas compuestos como
fermiones y bosones a partir de su espin, existe la siguiente excepcion: Si las interacciones son tales
que permiten que las componentes de estos sistemas compuestos se rearreglen entre ellos, debido
por ejemplo a que aumentamos la energia de dichos sistemas tal que éstos se pueden aproximar
mas, entonces, estos estados compactos dejan de ser “particulas” y hay que estudiar los sistemas
desde sus constituyentes elementales y, a ese nivel, aplicar la simetria de particulas idénticas.

Como ejemplo consideremos la figura 9.2 donde se representa una particula a que es un ntucleo
atémico de * He compuesto de dos protones (diagramdticamente indicados por los circulos rellenos)
y por dos neutrones (circulos vacios). Debido a que los protones tienen carga +e y los neutrones son
neutros, las particulas « tienen cargas +2e con lo que para aproximar dichas particulas lo suficiente,
de modo que se solapen sus funciones de onda, hay que vencer la repulsién Coulombiana de origen
electrostatico. Eso, obviamente, requiere una energia minima, de modo que para energias mucho
menores, podemos considerar ambas particulas como bosones elementales, dado que su espin es
nulo. En la seccién 9.5 se estudia con mas detalle el intercambio de los fermiones constituyentes
de una particula «, tomando éstos como grados de libertad.

Mecéanica estadistica. Cuando es 1til emplear la base de orbitales monoparticulares, esto es,
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Figura 9.2: Rearreglo de los constituyentes en los nticleos de *He, o particulas «, debido a que para
energias suficientemente altas se pueden poner lo suficientemente préximas tal que se solapen sus
funciones de onda, venciendo la energia de repulsion Coulombiana. En la figura se representa el
intercambio aislado de dos protones.

cuando las particulas son débilmente interactuantes y se pueden emplear en buena aproximacion
los orbitales monoparticulares para caracterizar el estado, entonces no se necesita escribir la funcién
de onda sino que basta con especificar el niimero de particulas en cada orbital. Este es el método
de la mecanica estadistica. Se especifican los nimeros de ocupacién n,, ny, ... de los orbitales a,
b, ... Si el estado o funcion de onda es antisimétrico los niimeros de ocupacion solo pueden ser 0 o
1. Es la estadistica de Fermi. Para un estado totalmente simétrico cualquier nimero de ocupacion
es posible, es la estadistica de Bose. En ambos casos hay una correspondencia univoca entre los
nimeros de ocupacion y la funcién de onda.

Determinacién experimental de la simetria de intercambio.

Espectroscopia rotacional. Consideremos los estados de movimiento espacial de dos nicleos en
una molécula homonuclear (mismo tipo de niicleos). Por ejemplo, la molécula 2Cy se compone de
dos atomos de 2C', que son bosones.

Sea un sistema de dos particulas idénticas de espin nulo, con funciéon de onda,

O, 75) = B(R)Y(F — ) | (9.27)

—

siendo ®(R) la funcién de onda del CM y ¢ (7} — 75) la funcién de ondas asociada al movimiento
relativo de ambas particulas que desarrollamos en base de momento angular orbital definido,

(P = 72) = Y Crm Rne(r) Y™ () . (9.28)

nd,m

Bajo el intercambio de las dos particulas,

o(R) — O(R),
Ru(r) — Ry(r),
YR = Y(=F) = (=D)Y(F) (9.29)

Se sigue, por lo tanto, que si las dos particulas idénticas son bosones, ¢ ha de ser par en (9.28) para
que la funcion de onda sea simétrica bajo el intercambio de las dos particulas. Si son fermiones, ¢
ha de ser impar en (9.28) para que sea antisimétrica. Para el caso de la molécula 2Cy, se determina
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experimentalmente, mediante el andlisis del espectro de los estados rotacionales del movimiento
de los dos nicleos, que ¢ es siempre par de acuerdo a que el nticleo de 2C' es un bosén.

Otro caso relevante es el de la molécula de 3 Hs, aqui el espectro s6lo contiene ¢ impar mostrando
que los ntcleos de 3 H son particulas idénticas de espin semientero o fermiones. De hecho, su espin
es 1/2.

Si los ntuicleos no fuesen idénticos, no tendriamos esta clara caracterizacién en los espectros
rotacionales. Esto es un argumento muy fuerte contra la existencia de variables ocultas ya que si
estas variables existiesen, aun cuando no tuviesen influencia en la energia y dinamica estadistica del
sistema, todavia modificarian la simetria de la funciéon de onda respecto al intercambio de sistemas
idénticos. Pero dado que la mecanica cuantica nos dice cuando éstos son idénticos, tal y como se
verifica experimentalmente, se sigue que dichas variables ocultas son totalmente superfluas, al
menos para el régimen de energias para el que dichos sistemas se comportan como elementales. Ya
veremos mas adelante las desigualdades de Bell que han proporcionado un método para descartar
experimentalmente la existencia de variables ocultas.

Otra importante aplicacién de la simetria de intercambio de particulas idénticas, fue descartar
el modelo electrénico del nicleo atémico, anterior al descubrimiento del neutrén, estudiando el
espectro de la molécula homonuclear **N,. El modelo electrénico del niicleo atémico establece que
el ntcleo de N se compone de 14 p y 7 e, hoy en dia sabemos que el niicleo de N se compone
de 7p y 7Tn. Experimentalmente se establece que su espectro rotacional sélo contiene ¢ pares y por
lo tanto es un bosén, tal y como establece la teoria actual y no un fermion, tal y como se deduce
de la teoria electrénica del nicleo atémico.

9.3. *Limite clasico

El tinico modo de distinguir las particulas idénticas clasicamente es seguir sus trayectorias, que
estan bien definidas. Es la falta de tales trayectorias bien definidas en mecanica cuantica la que
da lugar a efectos de intercambio. En particular, si las dos funciones de onda se solapan en el
espacio y en el tiempo no se puede, por tanto, distinguir entre las dos érbitas y puede suceder el
intercambio de una particula idéntica por la otra. En el limite clasico los estados son trenes de
onda localizados que no se solapan.

Si las dos particulas estan descritas por el estado,

1
— (U(1,2) £ ¥(2,1)) , 9.30
7 (W(1,2) £ ¥(2,1)) (9.30)
La densidad de probabilidad es:

1
5 (IW(L2)P + 92 1) = 2Re[¥(1,2)¥(2,1)7)) (9.31)
Sélo si hay solapamiento de las dos funciones de onda el término de interferencia persiste en general
y hay efectos de intercambio en el espacio de posiciones.
Por ejemplo, tomemos

U(1,2) = ¢1(1)p2(2) ,
T(2,1) = éo(1)én(2) . (9.32)
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Si los orbitales ¢1 y ¢ no se solapan, entonces la distribucién de probabilidad de encontrar una
particula viene dada por,

(Ion()* +[e2(D)F) - (9.33)

N —

P(1) = /d§2 (JW(1,2)] + [¥(2,1)]* £ 2Re[¥(1,2)T*(2,1)]) =

Este resultado coincide con el calculo clasico para determinar la probabilidad de detectar una
particula entre dos particulas idénticas, de las que no se ha seguido su trayectoria, y se sabe que
s6lo pueden aparecer en dos regiones disconexas donde las distribuciones de probabilidad, |¢;(1)|?
v |#2(1)|% no se anulan. En (9.33) se integra sobre los grados de libertad continuos y se suma
sobre los discretos.

Por el contrario, si hay solapamiento habra términos de interferencia,

P(1) = /d§2 (JU(1,2)]* 4 |¥(2,1)|* £ 2Re[¥(1,2)T*(2,1)])

-5 [|¢1(1>|2+ oD £ 26:(0en(1)" | d£2¢2<2>¢1<2>*} , (934)

v ano ser que ¢ y ¢, sean dos funciones de onda ortogonales los efectos de interferencia persistiran.

9.4. Propiedades de simetria de la combinacién de dos es-
pines de particulas idénticas

Consideremos el estado de momento angular total definido J compuesto de dos estados de
momento angular j; idénticos.

[TM, jijr) =Y (imagimal JM) | jymajims) | (9.35)

mi

con my = M — my. Actuando sobre el estado anterior con P;s resulta:

Puol IM, jij1) = > (imajimel JM)|jimagim) =Y (=1~ (Gimajim [ M) jimagima)

mi mi
= —1)* 7 (jima jimg Jimyijims) . .
> (=) |JM)] ) (9.36)
mi
Por lo tanto, '
Pro|JM, jij1) = (=1)**7[JM, jijy) . (9.37)

Si aplicamos este resultado a la combinacién de dos espines idénticos, s7, para dar lugar al espin
total S, y ademds teniendo en cuenta (9.29) referente al movimiento orbital, (—1)°Y,™, tenemos,

Pro (Y |SM, s151)) = (—1)* 75 (=1)*Y|SM, 515,) (9.38)

donde s; es el espin de las particulas, S es el espin total y M es la tercera componente del espin
total. Dado que el estado Pyo (Y, "|SM, s151)) = F Y, *|SM, s151), seglin sea fermionico o bosénico,
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respectivamente, ello fijara la suma ¢+ S en funcién de s; de acuerdo con (9.38). Asi, por ejemplo,
para dos protones con s; = 1/2 se tiene que para S = 0, { = par, mientras que para S = 1,
¢ = impar. En el primer caso, tenemos una funcién de espin antisimétrica con lo que la funcion
de onda orbital tiene que ser simétrica y por tanto ¢ ha de ser par, mientras que en el segundo
caso, la funcién de espin es simétrica y por ende ¢ ha de ser impar.

Retomando de nuevo la discusion para el caso de moléculas homonucleares, consideremos el
caso de *Hey donde cada nicleo tiene s; = 1/2. Asi, si S = 0, entonces ¢ es par y si S = 1,
entonces ¢ es impar. Como para S = 0 solo hay un estado mientras que para S = 1 tenemos un
triplete de estados, se debe observar el triple de intensidad en las lineas espectrales con ¢ impar
respecto a las de ¢ par, como asi ocurre.

9.5. “Intercambio de los constituyentes al intercambiar dos
particulas «

Sea ®r(&y1, &2, m, M2, t) la funcién de onda de una de las particulas « representadas en la figura
9.2, donde las &; se refieren a los grados de libertad (posicién y espin) relativos a los protones,
mientras que las 7; son los grados de libertad correspondientes a los neutrones. Analogamente
', (&3,€4,m3, M4, 1) es la funcién de onda de la segunda particula a.

Dado que tenemos dos particulas a consideramos la base producto directo:

Dr(&r, oy m1, M2, t) P71 (€3, Ear M3, s ) (9.39)

Al hacer la funcién de onda totalmente antisimétrica bajo el intercambio de un par de protones o
de un par de neutrones entre si, tenemos:

U = const x Z €(0p)e(00) P10, (1)1 Eop(2)5 Mon (1)s Mon (2)s 1) L1 (€0 (3) Eon(@) s Mo (3) s Non(a), 1) - (9-40)

Op,0On

Si las particulas o estan mucho mas separadas que las distancias tipicas de sus tamanos, alrededor
de ~ 107! em, aquellas permutaciones que hagan que uno de los protones, por ejemplo, pase de la
particula « IT a la I, no daran contribucién ya que la funcién de onda resultante sera practicamente
nula pues los protones dentro de una misma particula « estarian mucho més separados que las
distancias tipicas de su tamano. Sélo aquellas permutaciones que intercambien los p y n dentro
de una misma particula «, o aquellas otras que intercambien en bloque todos los p y n de una
particula « a la otra, son las que finalmente daran contribucién. Dado que las funciones de onda
®; y ¢/, ya son funciones de onda antisimetrizadas bajo el intercambio interno de los p y n, sélo
hay que considerar la segunda posibilidad,

U = const ((I)I(gla 527 M, N2, t)(blll(g?n 647 N3, M4, t) + (I),II(fla §2a N1, 12, t)q)f(&’n §4a URTRIZY t)) (941)

Esta es la prescripcion que dimos anteriormente en el subapartado de sistemas compuestos de
la seccion 9.2 para determinar cuando un sistema compuesto se comportaria como un bosén o
fermién de acuerdo con su espin. En este caso, el signo mas en la suma se obtiene debido a que
hemos cambiado en bloque los dos protones y neutrones con lo que el producto de signaturas es
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més. La funcién de onda resultante en (9.41) es simétrica, como ya esperdbamos, dado que las
particulas « contienen un numero par de fermiones constituyentes y son, por tanto, bosones.

Esto implica que un sistema formado por dos particulas «, que tienen s; = 0, s6lo podra tener
momento angular orbital par y, por tanto, el sistema X resultante de la colision oo + a — X, sélo
podra tener momento angular total par dada la conservaciéon del momento angular total.

9.6. Emision inducida de fotones

Consideremos una red de atomos, cada uno de ellos estd localizado en un nodo de dicha red,
y con ello los dtomos son distinguibles. Supongamos que n de estos atomos se encuentran en el
mismo estado excitado y emiten un fotén retornando al estado fundamental. Por contra, los fotones
resultantes no estan localizados y por lo tanto son indistinguibles. A los atomos los designamos
por A; y a los fotones por ;. Sea |i) el estado inicial de los n dtomos excitados,

i) = |ATAS.AY) (9.42)
y | f) el estado final del sistema dtomos+fotones,

Calculemos la probabilidad de transicién empleando teoria de perturbaciones dependiente del
tiempo (serie de Dyson en la imagen de interaccién) tal y como vimos en la seccién 3.3.

P = (A1 Ay 1| Us (B)| A5 ASY P (9.44)
teniendo en cuenta que en la imagen de interaccion Uy = efot/hJg(t)e~"Hot/m tenemos:
P = (A1 Ay y1. eV (e HOVR A AR P = [(Ay.. Ap 1. Y |Ur (1) | Ay A 2
= Ay Ay T — %/Ot HI(E)dE + .| AT A7)

1 ! ! / / * *
_ ﬁml”.Anw.%\/o H () dt'| AL A7) (9.45)

Supongamos que la probabilidad de emitir un fotén por un atomo es independiente del atomo
(todos ellos se encuentran en un mismo estado que se desexcita emitiendo un ). Designamos
dicha probabilidad elemental por |(Av]|O;|A*)|?, y dado que:

= El fotén 1 se puede emitir desde cualquiera de los n atomos.

= Kl foton 2 se podré emitir desde cualquiera de los otros n — 1 atomos

= El foton n sélo se podra emitir del atomo que quede sin emitir.
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De este modo P viene dada por,

P %|n(n— 1)...(n — 2)(Ay|OL A2 (9.46)

donde el factor 1/n! procede de la normalizacién de la funcién bosénica completamente simétrica
de los n fotones. La férmula (9.46) la podemos reescribir como:

o (2
n!

(9.47)

w2 probabilidad
[{AYO AT = nl x ( elemental '

Asi, mientras que segun consideraciones clasicas se esperaria que dicha probabilidad se incremen-
tase linealmente con el nimero de atomos emitentes, vemos que debido al modo particular de
calcular probabilidades en MC, a partir de amplitudes de probabilidad, el factor de aumento final
es n! . Esta es la base fisica del funcionamiento de un ldser.

9.7. *Medidas de correlaciones de espin y desigualdades
de Bell

Correlaciones en los estados singlete de espin. Consideremos dos particulas de espin 1/2, por
ejemplo dos electrones, con espin total S = 0:

I .
5= 0) = —= (I, ) = [, 24)) (9.48)

Si medimos 9 - 2 = S, de uno de los electrones, hay un 50 % de probabilidad de obtener el espin
arriba/abajo. Sin embargo, una vez determinada la proyeccién del espin de una de la particulas
sabemos con certeza que la proyeccion del espin de la otra particula es la opuesta, dado que se
selecciona uno u otro de los estados |2+, 2—) o |2—, 2+). Es de destacar que estas correlaciones
persisten incluso si las particulas estan muy separadas, como sucede por ejemplo entre los dos
muones (i) que resultan de la desintegracién de una particula 7,

n—ptu, (9.49)

donde el espin de la 7 es s,, = 0 y el espin de los dos muones 1 es s; = sy = 1/2. En este caso, los
dos espines de los muones se correlacionan también con S = 0, dado que sélo la onda parcial ¢ = 0
esta permitida debido a la conservacién simultdnea de paridad (P, = —1 y el 4" es la antiparticula
del ©7) y de momento angular total, para asi tener J = s, = 0. Otro ejemplo de correlacién de
espines es la colision de protones a baja energia, pp — pp, donde ¢ = 0 y, por lo tanto, dado que
son fermiones S = 0 para que la funcién de onda total del sistema sea antisimétrica, empleando
la notacién espectroscépica, 2°T1L;, el par de protones final estd en el estado 'Sy. De nuevo esta
correlacion se mantiene después de la interaccién y aunque los p se hayan separado enormemente
(distancias macroscépicas).

Consideremos dos observadores A y B que miden el espin de las dos particulas, tal y como
se representa en la figura 9.3. Los observadores se dibujan diametralmente opuestos puesto que
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) B

]
]

Figura 9.3: Dos observadores A y B observan dos particulas correlacionadas con espin total nulo.

Pat |

en el sistema del CM las dos particulas viajan con momentos opuestos. Los observadores no sélo
miden S, sino también S,. En términos de autoestados de S, el estado (9.48) se expresa de forma

andloga :
) = % (5%, 87) — &, 34)) - (9.50)

A continuacién expresamos los resultados de las mediciones de B sobre el estado (9.48) en funcién
de la medicion realizada por A:

1. A mide S,, B mide S,,

+ 50%
T {— 50 %

- o509 , no hay correlacién.
— 50%
2. A mide S,, B mide S,
+— - 50%

— = 4+ 50% total correlacién (anticorrelacién).

3. A no hace ninguna medida, B mide S, y observa 50 % de probabilidad de obtener arriba o
abajo. B también mide S, y de nuevo obtiene que el 50 % de las medidas corresponden a
tener la componente hacia arriba y el otro 50 % hacia abajo.

Recordemos que A y B pueden encontrarse arbitrariamente lejos uno del otro. El observador A
puede decidir como orientar su aparato de medida cuando quiera, en particular cuando las particu-
las estén muy separadas. Sin embargo, todo sucede como si 2 conociese cudl es la componente de
espin medida de la particula 1.

El principio de localidad de Einstein y las desigualdades de Bell.

Principio de localidad de Einstein: La situacion del sistema S es independiente de lo que le
ocurra al sistema S} cuando estén separados espacialmente, tal que ¢?(At)? — (Ar)? < 0, siendo
At y Ar la separacion en el tiempo y en el espacio de ambos sistemas.
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Componente medida A Componente medida B
por A Resultado por B Resultado
z + z — 100 %
z — z + 100 %
x + x — 100%
x — x + 100 %
z + x — 50 %
z + x — 50 %
etc ete ete etc

Cuadro 9.1: Tabla de correlacion entre las medidas de espin de A y B. Esta tabla puede ser
reproducida tanto a nivel cuantico como clésico, respetandose el principio de localidad de Einstein.

De hecho, lo dicho hasta ahora sobre las correlaciones de espin para estados singletes no es
tan extraordinario. Podemos pensar cldsicamente que el sistema ha resultado de un filtro tal que
globalmente S, = 0. Asi, si en A se mide que la tercera componente de espin es 2+, en B debe
de ser Z—. Lo novedoso es que en B podemos decidir medir también S,. Pero incluso en este caso
dirfamos que tenemos particulas |24, 24) y que, por tanto, la otra tiene que ser |2—,&—). Pero
a cada particula le estamos asignando valores fijos relacionados con observables no compatibles,
tal y como se hace clasicamente. Aunque, tal y como discutimos en el segundo capitulo, no se
dice con esto que se pueda medir simultaneamente S, y 5., sino que el resultado de la medida
estd prefijado tanto si se mide S, como si se mide S,. De hecho, asi obtenemos la misma tabla de
correlacion 9.1 que a nivel cuantico.

Es por ello, que se podria pensar que las dificultades inherentes con la naturaleza estadistica
de la mecdnica cudntica se podrian superar introduciendo nuevas variables deterministas, las
asi llamadas variables ocultas, estando en acuerdo manifiesto con el principio de localidad de
Einstein. Ya hemos discutido en la seccion 9.2 que, a la luz del comportamiento de los estados de
particulas idénticas, estas variables ocultas parecen resultar superfluas.

Sin embargo, el modelo cldsico determinista conduce a predicciones distintas al caso cuantico
para situaciones mas complicadas. Tomemos 3 vectores unitarios a, b y ¢, que en general no son
mutuamente ortogonales. Supongamos que una de las particulas es (a—, l;+,é+), es decir tiene
componente de espin segun la direccién a hacia abajo, hacia arriba segin b y hacia arriba también
respecto de ¢. Debe haber un ajuste perfecto para que el espin sea cero, asi que la otra particula
serd (a+, 8—, ¢—), segtn el modelo cldsico que estamos siguiendo. En la tabla 9.2 consideramos
todas las posibles combinaciones de direcciones medidas de espin segin los tres vectores unitarios
para las dos particulas. En la columna de méas a la izquierda se indica el ntimero de sucesos
medidos para cada caso. Con esta notacién, la probabilidad de tener la particula 1 en (a+, I;—F, )
es N/ Z?Zl N;, vy andlogamente para el resto de los casos.

Ademas tenemos el siguiente tipo de desigualdades:

N3+ Ny < (Na+ Ny) + (N3 + Ns) . (9.51)

Si P(a+, B—i—) es la probabilidad de que A mida + para Si-a y el observador B mida también +
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Numero | Particula 1 | Particula 2
N, (a+,b+,¢+) | (a—,b—,¢—)
Ny | (a4, b+,é=) | (a—,b—,é+)
Ny | (a+,b—, é+) | (a—, b+, é—)
Ny | (a+,b—,¢=) | (a—, b+, )
N5 | (a—, b+, é+) | (a+,b—, é-)
Ns | (a—,b+,é=) | (a+,b—,c+)
Ny | (a—,b—,é+) | (a+,b+,é—)
Ny | (a— ,13 ce=) | (a4, b+, é+)

Cuadro 9.2: Estados posibles de espin para dos particulas y tres ejes de medicién de la componente
de espin tal que el espin total sea nulo. Modelo clésico.

para Sy - b, se sigue,

P N3 + N.
P(a+;b+) = ﬁ s
P N + N.
P(a—l—;c+) = ﬁ s
A N3+ N
Pletby) = X7 (9.52)

Zz’Ni

teniendo en cuenta (9.51) se sigue que:
P(a+;b+) < P(at; é+) + P(é+3b+) | (9.53)

ésta es una desigualdad de Bell, que se sigue del principio de localidad de Einstein. Este principio
se conserva en el modelo clasico, dado que es como si sacaramos bolas de una urna que contiene
dos bolas, una negra y otra blanca. Si sabemos una sabemos la otra, pero todo ha sido prefijado
de antemano.

Mecéanica cuantica y las desigualdades de Bell.

En mecanica cuantica no hablamos de particulas que tienen para .S, y S, unos valores prefijados,
sino que el estado singlete viene caracterizado por un vector (9.48) o (9.50), o andlogamente si
consideremos autoestados de la componente de espin en cualquier otra direccién. Apliquemos las
reglas de la mecdnica cudntica para calcular P(a+, 8+) Sea 04 €l dngulo formado por ambos
vectores. Tomemos el eje & paralelo al vector a y el eje y paralelo a a x b. De este modo, podemos
escribir, véase la figura 9.4,

7 eab

0. Oub . Oab .
R,(0)]a+) = |b+) = cos7—ism7”ay |&+):(3087b\a—|—>+sen7b|a—>. (9.54)

Si en A detectamos a+, en B tendremos un estado con a— definido, luego la probabilidad de
tener un estado b+ en B es

(@ — |b+)|? = sen®6,,/2 | (9.55)
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/\
a|[x

o>
A D@
<>

A
Y4
Figura 9.4: El eje = es paralelo al vector a. El eje y es paralelo a a x b.

es decir, P(a+;b+) = sen?0,,/2. Y la desigualdad de Bell (9.53) implicaria:

0(], eac 86
sen27b < sen27 + sen27b : (9.56)

~

Pero esto no ocurre si a, b, ¢ estdn en el mismo plano y ¢ bisecciona las dos direcciones definidas
por a y b,

9ab=29,9ac=90b:9,0<9<g. (9.57)
Se tiene,
2 20 20 20
sen”f < sen 3 + sen B < 2sen 7 (9.58)

Por ejemplo, para § = 7/4, tendriamos que 0,5 < 2sen’7/8 = 0,292 y obviamente entramos
en una contradiccién. Es decir, existen configuramos de los vectores considerados para las que
las probabilidades dictadas por la MC no cumplen la desigualdad de Bell (9.53). Esto se ha visto
experimentalmente midiendo las correlaciones de espines entre los protones finales en la dispersién
de protones a bajas energias, entre otros experimentos. La desigualdad de Bell se ha visto violada
por mas de 9 desviaciones estandar, mientras que las predicciones cuanticas se han encontrado
dentro del margen de los errores experimentales.

De todas formas, el asunto dista mucho de ser una trivialidad. ;Cémo la particula 2 sabe
de los resultados de 1, si A y B pueden estar separados muchos anos luz?. Esto también se ha
visto experimentalmente (experimento realizado por A. Aspect). Se cambiaba tan rapidamente el
analizador en A que la decision de A sobre qué medir no podia comunicarse a B con ninguna senal
que viajase con una velocidad menor que la de la luz. Sin embargo, esto no se puede utilizar para
transmitir ninguna informacion util entre dos puntos a velocidades supraluminicas. Supongamos
que A y B se ponen de acuerdo para medir S,. Entonces A midiendo sabe lo que obtiene B,
simplemente confirmando la MC. Pero lo sabe porque cuando estaban juntos se comunicaron la
informacion ttil. Se podria pensar en una comunicacion si A cambiase la orientacion de su detector
y en lugar de medir S, midiese S,. Primero B obtiene un 50 % de 2+ y otro 50 % de 2—. Después
de cambiar A su decisién, B seguiria obteniendo lo mismo, no se ha transmitido informacion.
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Capitulo 10

Consideraciones fundamentales sobre
estados de colision y ligados

Los experimentos de colisiones de un proyectil sobre un blanco han jugado un papel primordial
en el descubrimiento de la estructura de la materia tanto a nivel atémico, como nuclear y subnu-
clear, desde el descubrimiento del ntucleo hasta las evidencias més directas sobre la existencia de
los quarks que forman los protones y neutrones. En estas dos tltimas partes del curso discutimos
la teoria cuantica no relativista adecuada para estudiar este tipo de procesos fisicos, que también
han dado lugar al descubrimiento de los portadores de las interacciones débiles y fuertes, que son
parte del modelo actual de las interacciones entre particulas elementales. Acabaremos estudiando
las poderosas restricciones que operan sobre las amplitudes de colisiéon como consecuencia de la
invarianza bajo las simetrias espacio-temporales e intercambio de particulas idénticas, estudiadas
en los capitulos anteriores.

10.1. *Movimiento libre de un tren de ondas

Comencemos este tema con una revision del caso mas simple de un problema de teoria de coli-
siones, esto es, cuando el potencial interactuante es nulo. Supongamos un tren de ondas localizado
en el espacio, y estudiemos su evolucion libre. Solo al final de este punto supondremos que dicho
tren de ondas sea gaussiano.

El Hamiltoniano libre es H = p?/2m y en la imagen de Heisenberg,

dz, . , , 1 .
Zh% — [ft,H] — 62Ht/h[f, H]e—th/h _ 67,Ht/h%[f7ﬁ2]e—th/h
1 , iph
= (g 4 pi)e—tHh = 20 (10.1)
2m m
por tanto:
diy  p
— == 10.2
dt m ( )
La solucién de la ecuacién diferencial anterior es simplemente:
=147, (10.3)
m
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La diferencia de &; respecto a su valor medio, viene dada por:

ﬁ AG
AZy =2 — (%) = %Hf— %t —(Z) = Ept—i—Af. (10.4)

Tomamos el sistema de referencia para el cual (¥) = (p) = 0. Por tanto,

—

A, = Zigz,
m
242
(AZ)* = Py +z —l—a(px—l—xﬁ),
2\ 42
(AZ)?) = <m>2 +<x2>+g(px+xﬁ) : (10.5)

Vemos que la dispersiéon aumenta cuadraticamente con t. El término lineal lo podemos escribir
como:

3 /i *x [ =/ o 8 —/ =21 8 7
/dxm‘lf (a:,O)( zhaf,x +z( Zh)af’ U(Z2'0)

/
/

—iht . ,
- /d%;’l— R e T 2t/d3x’f’j(f’,0) . (10.6)
m oz’ oz
Por tanto expresamos (10.5) como:
=2 <p2>t2 2 3,21 7=
((AZ})") = R (x%) —|—2t/d 2Z'j(2'0) . (10.7)

Recordemos que estamos en el sistema de referencia con (Z) = (p) = 0, donde A7, = 7, y Ap'= p.
En cualquier sistema de referencia, en virtud de (10.4), tenemos:

(AZ)?) = <(i?2>t2 + ((AD)?) + %(AﬁAf—l— AZAR) . (10.8)

Para el tren de ondas gaussiano, dado que cumple en ¢t = 0 la relacién de incertidumbre minima

(ver seccién 2.4),
Ap;|Gauss) = \;Ax;|Gauss) , (10.9)

con A\ imaginario puro, y en el sistema de referencia particular empleado,
(piws + ip;) = (N (Am)? + MAz)?) =0, X' =—-\. (10.10)
En cualquier otro sistema de referencia,
(Ap;Ax; + Ax;Ap;) = 0. (10.11)

En el tren de ondas gaussiano desaparece, por lo tanto, el término lineal en ¢ y sélo queda,

(AZ)?) = ((&0) >t2 + ((AT)?) . (10.12)

m2
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Consideremos la contribucién del término cuadratico en t, que ciertamente dominara para tiempos
suficientemente grandes. En este limite, tomemos el cociente:

VAR _ 0B 10.13)
/(R ~ i |

N AT)2)

V{(AT)?)

Para el caso del tren de ondas gaussiano en lugar de la desigualdad anterior tenemos la igualdad.
Si ponemos m = Nm,,, con m, la masa del protén, que es muy aproximadamente igual a la masa
del neutréon m,,, siendo protones y neutrones los constituyentes de los niicleos atéomicos, tenemos,

t{Ap) 4 t

——— ~63x 107 ——— , 10.14

m{Ax) N({Ax))? ( )
con t en segundos y (Az) en cm. Si N ~ 102, el tiempo necesario para obtener la unidad en
la expresion anterior seria tan grande que la dispersiéon seria insignificante incluso a una escala
astronémica. Para una particula o, N = 4 y si la tomamos inicialmente recluida en un nicleo,
(Ami—g) ~ 1071 cm a 107! em, tendriamos la unidad para,

t~ 1072~ 107" seg . (10.15)

Si la particula se mueve con v = ¢/30 en una colisién particula a—niicleo, en 10717 segundos
habra recorrido aproximadamente 10~® cm, distancia que alberga muchisimos ntcleos ya que
éstos poseen un tamario tipico de unos ~ 107'2 ¢m (del orden de 1078/107'% ~ 10? nucleos ) y
asi a tales velocidades el proceso de ensanchamiento cuantico del tren de ondas es inoperante en
el proceso de una colision individual con un ntcleo.

En la ecuacién de Schrodinger no aparece ninguna velocidad de propagacién, con lo cual no hay
frentes de onda abruptos mas alla de los cuales la funcién de onda se anula. No obstante, si que se
pueden construir trenes de onda para los que, durante largos periodos de tiempo, la probabilidad
de encontrar la particula mas alld del supuesto frente de ondas es despreciablemente pequena.

Tomemos el siguiente ejemplo en una dimension:

V(z,0) dk e A(k 10.16
0.0 = —= [ e, (10.16)
siendo
A(k) = 4 (10.17)
(k) - /{30 + ’Lli)n ’ .

con £ > 0. Mediante el teorema de integraciéon de Cauchy es facil demostrar que ¥ (z,0) = 0 para
x > 0. Para ello, basta con considerar el contorno de integracién para z > 0 mostrado en la figura
10.1.

Si k < |ko| tenemos un tren de ondas muy picado alrededor de k ~ kg, como se comprueba
explicitamente tras realizar la integracién de (10.16) con A(k) dada en (10.17).

La evolucién temporal para t > 0 de (10.16) es:

1
\I!(x,t):ﬁ / dk; e/ F=hk=t/2m) Ay (10.18)
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¢ k’o—i/ﬁ

Figura 10.1: Contorno de integracién en (10.16) para x > 0. También se indica la posicién del polo
en (10.17).

recordemos que hk = p.

En (10.18) no podemos aplicar el teorema de Cauchy siguiendo el contorno de integracién de la
figura (10.1) dado que aparece el cuadrado de k (en electromagnetismo, donde la energia va como
k, tendriamos ik(z — ct) y el frente de ondas seguiria siendo abrupto en x = ct). Consideremos los
siguientes desarrollos,

K2 = k24 2ko(k —ko)+ A, A= (k—k)?,
kx — K*ht/2m = —k3ht/2m + kx — ko(k — ko)ht/m — Aht/2m
= kiht/2m + k(z — koht/m) — Aht/2m . (10.19)

Si despreciamos O(A) = O(xk?), dado que A(k) estd muy picada alrededor de kq esta aproximacion
es valida para tiempos tales que t < 2m/hk? ~ h/JE, tenemos:

o0

1 ) ) )
U(z,t) = Eel%ﬁt/2m / ee=v0t) A(K)dk = ™52 (1 — vt 0) (10.20)

y tenemos el frente de onda en x — vot = 0, tal que si x > vyt la funcién de onda se anula. El
resto de términos descartados en el exponente dan lugar a la deformacién del tren de ondas con
el tiempo. Haciendo un desarrollo en A = (k — kg)? en la expresién (10.18), tendriamos:

1 > , 2 (k — ko)™ ht\"
U(x,t) = —_%em’%t/?m / dke*(@—vot) <1+ (k= ko)™ n,‘)) (—;—m) )A(k), (10.21)
- n=1 :

. . =1 ( it \" (. 0 2
_ . ihk3t/2m ihk3t/2m . : .
= U(x — vt 0)e" =M 4 o ;:1 o ( 2mh) (zh§x + hkzo) U(x —vt,0),

donde hemos empleado que ke™*@=0!) = —jgeit@=0t) /92 El primer término da lugar a la propa-

gacién del tren de ondas con su frente de ondas intacto y localizado en wgt, tal y como hemos
discutido en (10.20), mientras que la serie es la responsable de la distorsién del tren de ondas y
de su ensanchamiento (10.7).
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10.2. Forma integral de la ecuaciéon de Schrodinger

Junto con la ecuacién de Schrodinger se han de incorporar las condiciones de frontera adecuadas
en la resolucién de un problema concreto. Analicemos dichas condiciones de contorno para los
problemas de colisiones y estados ligados. Supongamos que,

lim V(r)=0. (10.22)
T—00
Esto excluye sistemas periddicos infinitos, como los potenciales sufridos por los electrones en los
solidos. Debido a la condicion anterior, una seleccion natural del origen de energias es E = 0, dado
que el potencial se anula en r — oo.

Distinguimos dos tipos de soluciones, segun el signo del valor de la energia para el espectro del

Hamiltoniano:

a) El continuo. F > 0, estas soluciones describen procesos de colisién y las soluciones no estén
localizadas alrededor de r = 0. Por ejemplo, érbitas abiertas clasicas.

b) Los valores de E son discretos. £ < 0, estas soluciones son estados ligados cuyas funciones
de onda estan localizadas alrededor de » = 0. Por ejemplo, las orbitas cerradas de mecanica
clasica.

Consideremos la ecuacién de Schrédinger estacionaria para un sistema de dos cuerpos de masa
reducida p:
(V2 4+ () = U () | (10.23)

donde hemos designado por
U(r) =2uV(F)/h*, (10.24)
siendo V' (7) el potencial. Por otra parte como para r — oo, U(r) — 0, el autovalor de la energia
es,
h2k?
E =
2p
si E < 0, entonces k es imaginario puro con lo que k% < 0.
Establezcamos las condiciones de contorno para los casos a) y b), en orden:

: (10.25)

a) Una onda plana ¢; que incide sobre el centro de dispersién y una onda saliente dispersa-
da de tipo esférico, exp(ikr)/r para r — oo. Estas soluciones se normalizan a deltas de
Dirac, tipicamente a §(k — k') 0 (5 — p') = 6(k — k') /h®. En nuestro caso, emplearemos la
normalizacién a §(k — k') .

b) Soluciones que se cancelan suficientemente rapido para r — oo, dando lugar a funciones de
onda normalizables.

La forma estandar de incorporar las condiciones de frontera en una ecuacién diferencial es
convertirla en una ecuacion integral. Para ello, consideremos la funcién de Green de la ecuacion
de Helmholtz o de oscilaciones forzadas,

(V2 + EDGL(F, 7)) = 6(F — 7). (10.26)
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Dado que no hay superficies donde se especifiquen las condiciones de frontera, sino que estamos
considerando todo R?, tenemos como solucién de (10.23),

Y(r) = /Gk(F, FOUF (7 )d>r . (10.27)

Fijémonos que () aparece en la expresién tanto a la derecha como a la izquierda del signo
de la igualdad y corresponde por tanto a una ecuacion integral. Sin embargo, dado que estamos
considerando un dominio infinito, si ¢ satisface la ecuacion homogénea,

(V2 + ko =0, (10.28)

entonces
W(F) = 6(F) + / Col7 PV (7 )dr | (10.29)

también es solucion. Sin embargo, eso sélo es vélido para k real y no para k imaginario puro
(estado ligado, ' < 0 ), ya que para este caso la ecuacién diferencial (10.28) la podemos escribir
de forma explicita como,

< o* 9 0

2 2 2
[ — — ¢_ . 10.

La solucién de dicha ecuaciéon diferencial se puede expresar como superposicion lineal de las solu-

ciones,
¢ = (elFle 4 qe kil (elkely o ge-lkelyy(elhkslz 4~ p=lhalzy (10.31)

que para r — oo divergen exponencialmente y no son normalizables ni a 1 ni a deltas de Dirac.
Asi pues, cuando consideremos estados ligados hemos de quitar la solucién de la ecuacion
homogénea, ¢, y restringirnos al término integral (10.27) con k — ik.
Veamos que las condiciones de contorno se cumplen con las adecuadas ¢ y Gy, para a). Anal-
icemos primero esta tltima y expresemos Gy en términos de su transformada de Fourier gx(q),

1
(2m)°

(7, 7") = / T g (@)dg (10.32)
Donde hemos hecho uso de que G} soélo puede depender de la diferencia entre los vectores 7y
7', ya que por invarianza bajo traslaciones espaciales, G (7, 7") = G(7 — 7'). Introduciendo la
expresién anterior en la ecuacién diferencial (10.26), satisfecha por Gy, tenemos,

L[ e
(VA H)6: = G / ST (—g + 1) gi(q) d*g =

1 iqFE—7
(%)3/@@?( ) dq (10.33)

por lo tanto:

(K =)@ =1 (10.34)

Hay que discutir el tratamiento de la singularidad para k? = ¢%, puesto que integramos sobre todo
q? de 0 a oo en (10.32). Para ello, extenderemos la integral a k complejos y al final tomaremos el
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Planoq Planoq

e—iqr

Figura 10.2: Posicién de los polos y contornos de integracién empleados para integrar (10.36). La
figura de la izquierda corresponde a Imk < 0 y la de la derecha a Imk > 0.

limite de Imk — 0*. Las G resultantes son distintas segiin que la parte imaginaria de k tienda a
cero por arriba o por abajo (0%), correspondientes de hecho a distintas condiciones de contorno.
Tomemos pues Imk # 0 y procedamos a la integracién de (10.32) con gj dada en (10.34):

o (_‘) / d3q eiq'F / 2d / J 6 zqrcosG
A = q CoS
‘ @R k—q)k+q) (27)? (k—q)(k+q)
1 oo 2d 1 |i zqr cos 6 } 1 — /OO g eiqr e~ tar
= q aq ; qQoq————~77 .
(2m)2 Jo k—aq)k+q) | dqgr |, (@721 J (k—a)(k+q)
—1 0 ezqr _ e—zqr
= qgdqg———— . 10.35
e ) M= T ) (1035)
Por lo tanto, 4 4
1 1 ezqr _ e—ZqT
G dgg———— . 10.36
k(r) = 872 w’/ qq(k?—Q)(/f—i-q) ( )

Para realizar la integral anterior empleamos el método de integracién por residuos.

a) Imk > 0. En este caso la posicién de los polos simples de (10.36) se indica en la figura de
la derecha de 10.2 junto con los contornos de integracién empleados para cada una de las
exponenciales presentes en el numerador de (10.36). Resulta,

11 —k . —k
— _— “omid = ikr v
Glr) = g m{zke o }
R (10.37)
4ar

donde, en el argumento de Gy, se ha expresado explicitamente que ésta solo depende del
modulo de 7, como debe ser debido a invarianza bajo rotaciones.
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b) Imk < 0. Se procede andlogamente al caso anterior empleando la figura de la izquierda de
10.2. En este caso el resultado es,

11 -k _. k .
— — 9 —ikr —ikr
Gilr) = gy { ¢ T }
_ —ikr 10.
e (10.38)
Asi pues,
1 e:l:z'kr
= —— 10.
Gelr) =~ | (10.39)

para Imk positiva o negativa, respectivamente. Por lo tanto, G}, presenta una discontinuidad para
k > 0 e Imk = 0, dado que es distinta segiin Imk — 0 por arriba o por abajo. Por una parte,
mientras que e**” /r (Imk — 0%) corresponde a ondas dispersadas salientes cuando la introducimos
en la ecuacion integral (10.29), como veremos a continuacién, e =" /r (Imk — 07) da lugar a ondas
entrantes.

De hecho cualquier combinacion:

lim (Cle+z’e + CQGk_Z‘E) , C1 + co = 1 s (1040)

e—0t+
satisface la ecuacién diferencial (10.26). En particular:

1 1 coskr
Im — (Griie + Gr_ic) =
Ji, 5 (G Gicsd

(10.41)

Ar r

que corresponde a una onda estacionaria. Vamos a demostrar que la funcién de Green que estéd de
acuerdo con las condiciones de contorno a) para el espectro continuo es lim, o+ Gic,

L . . 1 eik’\F—F’\
GulP7) = GulIF = 71) =~ (10.42)
Para ello, analicemos la resultante ¢(7) de (10.29),
1 L e y
Vel = 05(7) = g [ A e U () (10.43)
cuando r — oo. En este limite,
r'2 1’ 7’
klr —7'| = k\/r2+r’2—2ff’:kr\/1+—2—2 - = kr (1— 5 +(9(7"_2))
r r r
gl k 12 .
— kr— k:T: +O( Z )= kr — BF + O (10.44)
donde k' = kf. As{ mismo para r — 00,
1 1 1 1 ,
P riorrE oy o) (10.45)
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Introduciendo los desarrollos (10.44) y (10.45) en (10.43), tenemos,

ezkr

&1’ e F T U (P Y (7 , T — 00 . 10.46
= (7Y (10.46)
Por lo tanto, ademas de la onda plana incidente, se produce una onda esférica saliente modulada
por una funcién dependiente de dngulo. La notacion habitual es escribir la expresion anterior
como:

1 3/2 - eikr o
(1) = (%) {6”” + " f(k', k;)} , T — 00 . (10.47)
La funcién f(k’, k) se le llama amplitud de colisién y comparando con (10.46) se deduce que:
—ik 7!
Lo 2 3.1 € —/ =/
fET = 2 [ Sl )
42
= =206 U ) = == (65, V )
47r u
= ——— (o VY - (10.48)

Donde |¢z,) corresponde a una particula libre incidente de vector de propagacion k', y [vz) ala
solucién (10.43).

Por la propia definicién de k', se sigue que ]lg’ | = \E\ Fisicamente esta igualdad corresponde
a la conservacion de energia. La energia inicial de la onda ¢; es la misma que la de la onda
dispersada en la direccion k' , ver figura 10.3. Se trata de una colisién elastica. Més adelante, en la
seccion 12.6, consideraremos también el caso en que |E’ | < \E |, por ejemplo imaginemos un centro
dispersor o blanco con estructura interna, de forma que éste pueda quedar excitado a un estado
de energia superior como consecuencia de la colision. Se habla entonces de colisiéon inelastica.

Estados ligados.

Aplicamos (10.43), como discutimos anteriormente. Para ello, hemos de eliminar de dicha ex-
presion la onda plana incidente, ¢z(7), y hacer el cambio k = i, a > 0. Con este convenio la
funcién de Green (10.42) decrece exponencialmente para r — 0 como e " /r. Por el contrario, si
se hubiese tomado a < 0, se habria de utilizar la funcién de Green retardada en (10.39), calculada
para Imk < 0. El resultado que se obtiene es:

—ali—|
be(P) = / & O s

|7 — 7|
2h2
EF = — 104
ey (10.49)

es la energia de ligadura. Los mismos desarrollos empleados para llegar a (10.46) en el caso de
espectros continuos, implican ahora que,

—ar

Yp(f) =C ", r— oo, (10.50)
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=V

°
H‘ r=0

Figura 10.3: Una onda plana incidente en la direccién k es dispersada por un blanco localizado
alrededor de r ~ 0. Las particulas dispersadas segin la direccién k' son observadas en r — 0,
esto es, a distancias mucho mayores que el rango de la interaccion entre los sistemas y que el
tamano de los mismos.

como se requiere para un estado ligado, dando lugar a una funcién de onda de cuadrado integrable
que se normaliza a la unidad.

La ecuacion integral (10.49) es homogénea y se podria sustituir por un sistema de ecuaciones
lineales (discretizando la integracién de 7' como suma sobre una red) y, como el sistema es ho-
mogéneo, se requiere una condicion de cuantificacion, es decir, que el determinante de la matriz
correspondiente sea cero. En el caso de dispersion E > 0, el sistema (10.43) es no homogéneo y
no hay condicién de cuantificacion.

10.3. Seccion eficaz

La seccion eficaz diferencial de un proceso de colision es un concepto de directa aplicacién
experimental y constituye el punto de contacto entre teoria de colisiones y experimento. Dado un
proceso de colision la seccién eficaz diferencial se define como:

do  dNgis,/dS
dQ  dNj./dA "’
donde dNg;sp, es el nimero de particulas dispersadas en el cono de angulo sélido df2 = senfdfdo,

ver figura 10.4, y dN;,. es el nimero de particulas incidentes que atraviesan el elemento de area
dA perpendicular a k. La seccién eficaz total se define como:

2 +1 do
= — 10.52
o /0 dqb/_l dcostQ, (10.52)

se llama total puesto que se integra sobre todas direcciones.
De la definicién (10.51), se sigue que el nimero de particulas dispersadas en el elemento de
angulo solido df2) viene dado por,

N.
dNagisp = <dd;{”) (3—?2) s . (10.53)
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dA

Figura 10.4: Elementos en la definicién de la seccién eficaz diferencial (10.51). El ojo colocado a
la derecha indica un detector genérico que cuenta el nimero de particulas dispersadas contenidas
en el elemento de angulo sélido df).

De este resultado podemos obtener también el nimero de particulas dispersadas por unidad de

tiempo,
dez'sp d2 Nz’nc do
= — 1dQ . 10.54
dt (dtdA)(dQ)d (10.54)

El significado de esta relacién se clarifica si recordamos que el flujo de particulas incidentes, ®;,..,
es justamente

d? Njpe
dtdA ’
con lo que nos queda que el nimero de particulas dispersadas por unidad de angulo sélido y tiempo
en la direccién (0, ¢) es:

(I)z'nc -

(10.55)

d? Nisp do
—_— =Pipe - — . 10.56
dQ)dt 0.6) ds? ( )
Si integramos sobre todas las direcciones,
deisp do
-, = (I)mc : —d) = (I)mc : ) 10.
- / a - (10.57)

que es igual al nimero total de particulas dispersadas por unidad de tiempo. Fijémonos que,
por tanto, la seccién eficaz constituye el area activa de interaccién. Asi, al multiplicar el flujo de
particulas por la seccion eficaz diferencial, obtenemos el niimero de particulas que se dispersan en
una cierta direccion, y si lo multiplicamos por la seccion eficaz total, obtenemos el nimero total
de particulas dispersadas en todas las direcciones.

Experimentalmente se cuenta el nimero de particulas dispersadas, ANy, en un cierto ele-
mento de dngulo sélido AQ#!durante un intervalo de tiempo 7' mucho mayor que cualquier ritmo
caracteristico de los sistemas y sus interacciones, por ejemplo 1" puede ser incluso meses o anos.

#1Se habla de AQ y no de df2 dado que experimentalmente se toman elementos finitos, aunque suficientemente
pequenos, de angulo sélido.
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También se conoce el flujo incidente ®;,., que queda establecido dadas las caracteristicas del
experimento. Se hace entonces uso de (10.56) para obtener la seccién eficaz diferencial,

AO’ - 1 ANdisp
AQ D, AQT

(10.58)

A continuacién, vamos a expresar la seccién eficaz diferencial en términos de nuestra descrip-
cion del proceso de colision. Para ello, la interpretacion de Born de la funcién de onda, tal que
su cuadrado corresponde con la distribucién de probabilidad de presencia de la particula, jue-
ga un papel fundamental. Asociada a la conservaciéon de probabilidad existe una corriente de
probabilidad,

J(Z 1) = — 40"V — pVir b . 10.
J@ 1) = 7= {¢" V- Ve } (10.50)
cumpliéndose la ecuacién de continuidad,
- Op(rt
Vi+ % =0, (10.60)

con p(7,t) = *(7, 1) (7, t).
Para la onda plana incidente Ji,. = @ /(27)® con @ = hk/u. Por tanto,

||

sz'nc =
(2m)3

dA/Tdt: Ol 47 (10.61)
0 (2m)? . '

Para r — oo la corriente de probabilidad de la solucién dispersada (10.47) corresponde a:

e RIR)P 1
Jaisp(T5 1) = WUM“ + 0(5) : (10.62)

Fijémonos que ]’disp(ﬁ t) tiene direccién paralela al drea del elemento de esfera contenido en el
elemento de angulo sélido df2, por lo tanto,

! il kR
dNyisp = (dQr*7 a (LELRIE G) gy, LELOE 4 10.63
disp ( r T) /0 ( (271—)37“2 VT (%7 (27T)3 ( )
Sustituyendo (10.61) y (10.63) en la definicién (10.51) tenemos que:
do SN
— =|f(k' Kk 10.64
|, = [fEE (10.64)

En la expresiéon anterior se ha incluido el subindice C'M puesto que recordemos que el proceso de
colisién lo estamos describiendo en el sistema de referencia del CM. Fijémonos que la definicion
de seccién eficaz diferencial (10.51) se aplica a cualquier sistema de referencia y simplemente se
basa en un proceso de contaje de particulas, aunque su valor depende del sistema de referencia
utilizado. Por el contrario, la seccién eficaz total, dado que cuenta el ntimero total de particulas
dispersadas, tiene un valor independiente del sistema de referencia.
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Otro sistema de referencia que se suele emplear, tanto a nivel teérico como experimental, es
el sistema de referencia de laboratorio. En este sistema de referencia el blanco se encuentra en
reposo mientras que el proyectil, constituido por las particulas incidentes, tiene velocidad no nula.
En el sistema de laboratorio tomamos el eje z en la misma direccion y sentido que la velocidad
inicial del proyectil. Sean ¢}, ¢ = 0, los momentos lineales iniciales de las particulas en el sistema
de laboratorio y sean pi, ps , aquellos en el sistema de referencia del CM. Entre ambos conjuntos
de momentos lineales existe la relacion,

o= Q- mlv )

ﬁg = —mQV y (1065)
con V la velocidad del centro de masas. Puesto que p1 + p2 = 0 se concluye que,
V=¢/M, (10.66)

con M = mj + msy la masa total del sistema. Vemos que Ves paralela a ¢q; y por tanto al eje z.
Como es bien sabido, en un sistema cerrado el CM se mueve de acuerdo a un movimiento libre

tanto clasica como cudnticamente. Asi pues, si denominamos por p’| y p’, los momentos finales en

CM y por ¢ vy ¢% los momentos finales en laboratorio, éstos estan relacionados con aquellos por:

—

ﬁll = (7,1 - mlv )
Pho= qh—moV . (10.67)
Por lo tanto, de (10.65) y (10.67) obtenemos las nuevas relaciones:

o = 2 mo my o
pip1 = pjcosf = i <q1 q1 cos© — Mql) ,

PPl = phsend = gigisen® (10.68)

siendo © el angulo entre las direcciones inicial y dispersada en el sistema de laboratorio. De estas

expresiones deducimos,

0
tan@ = — 1 , (10.69)
cos @ +my/my

de donde se deduce que,
dq  dcos©

dQcy dcosf

puesto que al ser V dada en (10.66) paralela al eje z, el dngulo acimutal ¢ no cambia en la
transformacion de un sistema de referencia al otro. La relacion (10.70) es suficiente para establecer
la relacion a su vez entre las secciones eficaces diferenciales de CM y laboratorio, puesto que de
la definicién (10.51), lo tnico que cambia es el elemento diferencial de angulo sélido en ambos
sistemas de referencia, de acuerdo a (10.70), dado que el niimero de particulas dispersadas en un
cierto lugar geométrico es independiente del sistema de referencia. Por lo tanto,

do . do dQCM dQCM
d,,  dUen A e dap
De este modo, podemos calcular la seccion eficaz diferencial en el sistema de referencia de lab-

oratorio una vez determinada la amplitud de colision f en el CM. La relacién es simplemente
geométrica.

(10.70)

= |f(k k)P

(10.71)

lab

166



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

10.4. Teorema 6ptico

Se debe a Bohr, Peierl y Placzek. Su origen radica en los efectos de interferencia en la direccion
hacia adelante, 8§ = 0, de las corrientes de probabilidad asociadas a la parte dispersada e incidente
de 9z(r) (10.43) para que se satisfaga el teorema de conservacién de la probabilidad de presencia.

Calculemos la corriente de probabilidad j(7,¢) de la solucién Yz(7) y consideremos sélo su
componente radial, dado que es la que contribuye para calcular el flujo de particulas que atraviesan
un elemento de superficie esférico, 772dQ2. Ademads, en el limite r — oo podemos utilizar (10.47)
para determinar ; r=Jr,

g = E(Q’]T)_?)Im e—ikrcosH + e f*(E/ E) 2 eikrcos@ + ikrf(lgl E) (10 72)
" 1 r Ul or r ’ '
2 tkr(1—cos ) tkr(cos6—1) tkr(1—cos )
= omy o {zk cos 6 + m@ ik f + ik cos 6 —— f = f}
1 r r r r

Podemos distinguir de la expresién anterior varias contribuciones r — o0,
Jrine = (2m) g cosb
. _2 UL 1
Jraisp = (27) 3§|f\2+(9(§) ;
v , 4 1
Jran = (2m) 72 m [T 070 f 4 cos e 1]+ O( ) (10.73)
r r

Por una parte, jrinc ¥ Jraisp son funciones suaves del dngulo de dispersién 6. Para j, ;. es evi-
dente, mientras que para j, 4isp, dado que involucra la amplitud de colisién, f (E ! E), esta afirmacion
depende del tipo de interaccién. Para potenciales de corto alcance, esto es siempre cierto. Posteri-
ormente, en la seccién 12.3, se dard una definicién precisa de potencial de corto alcance en (12.80).
Hasta entonces, potenciales de corto alcance seran aquellos que por encima de una cierta distancia
radial se anulan suficientemente rapido tal que su contribucién a (10.43) sea despreciable en dicha
region. Ejemplo tipico es un potencial que se anula para r > R, con R finito. Por el contrario, el
potencial de Coulomb es un ejemplo tipico de potenciales que no son de corto alcance.

Sin embargo, la corriente de interferencia j, ;,; depende dramdaticamente de cosf puesto que
r — 00. Es por ello que, al integrar j,;,; sobre dngulo sélido, sélo la regién alrededor de 6 = 0
dara contribucion. Estudiemos entonces la region 6 ~ 0, incluida en el elemento de angulo sélido
0€) = 2766, y supongamos que f (E " E) es una funciéon angular suave, entonces,

1
/ r2dQjrime =~ (27) 2vprIm {zf*(G = 0)/ da @@=t cc} , (10.74)
50 1-(50)2/2
donde cc se refiere al complejo conjugado. Puesto que:
ikr(z—1) |1 1 — ikr(d6)?/2
6,7 = 6,— . (10.75)
ikr 1-1(50)2 ikr

Hemos de tener en cuenta que estamos ante un doble limite, por un lado r — oo y por otro
00 — 0. Experimentalmente, la situacion que se tiene es que primero se toma el limite r — oo y
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finalmente se hace 0 — 0, con lo que suponemos que kr(60)* > 1. En este caso, el exponente
de la exponencial oscila enormemente con lo que se promedia a cero dentro de cualquier integral
sobre k (pensemos en un tren de ondas). De este modo tenemos finalmente,

/(0 =0)

/ r2dQy it ~ (27) " 20prIm —ccp = —(27r)_3vk4—ﬂlmf(9 =0) . (10.76)
59 ’ kr L

Sea S la esfera de radio r, con r — 00, entonces por conservacién de probabilidad de presencia,
/df’)r'ﬁj’: r2/d9jr =0. (10.77)
s

Teniendo en cuenta (10.73) y (10.76), tenemos:

/jinc ds = T2/der,inc:O7
S

/jdisp ds = (27r)_3vk/d9d_o— = (27T)_3Uk0' s
S s
2 - -3 4:7T
Jimds = —(2m) vk?Imf(H =0), r—o00. (10.78)
S

Al sumar las tres contribuciones e igualar a cero el resultado total, resulta el teorema 6ptico,

o= ?Imf(é =0) . (10.79)
Es ésta una relacién muy importante que liga la seccion eficaz total con la dispersion hacia adelante
en un proceso de colisién. El flujo debido a la interferencia, dado en (10.76), es negativo puesto
que en virtud de (10.79), Imf(6 = 0) > 0, y representa un flujo hacia atras, debido a la sombra
del blanco.
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Capitulo 11

Métodos aproximados

En este tema vamos a desarrollar métodos aproximados de solucién de (10.43) que, bajo ciertas
condiciones, son aplicables. Asi mismo, estableceremos el proceso de mejorar orden a orden la
aproximacion en los correspondientes desarrollos. Concretamente veremos la aproximacién de Born
y la aproximacién eikonal o semiclasica.

11.1. La aproximaciéon de Born

De (10.48) la amplitud de colisién f viene dada por,

RN 7T2
FED = T [ e Ve
ik 7
O/ (F) = @) - (11.1)

Si el potencial lo podemos considerar como débil (aspecto éste que especificaremos con detalle
més adelante), podemos pensar que una buena aproximacién serfa sustituir ¢z(7) ~ ¢z(7) en la

integral. Obtenemos asi la llamada amplitud de Born, f B(E ! E),

N iy i
Folf By =~ [ @@y = Lov. (11.2)

con hi = h(k — k'), la transferencia de momento, y V() la transformada de Fourier del potencial
V.
Supongamos que V' (7) = V (r), potencial central, y calculemos para este importante caso fg,
2u [

1 o)
AN _ _ﬂ 2 igrcos® _ _ M — IRy
fe(k' k) 72 /_ldcosﬁ/o rdrV (r)e w2 /. rdrV (r)sengr 27Th2v(q) ,

- Ap [
V(g = ll rdrV (r)sengr . (11.3)
a4 Jo

Dos aspectos hay que destacar de la expresion anterior para fg. Primero, fB(lg " lg) solo depende
de ¢ para un potencial central. Por invarianza bajo rotaciones sélo se podria esperar que fp fuese

169



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

una funciéon de k y de cos#, sin embargo, ambos se relacionan de modo que fg sélo depende
de q. Esto es, por lo tanto, una propiedad caracteristica de fg, y no genérica de los potenciales
centrales. Segundo, fp es real. Esta importante propiedad la entenderemos en toda su generalidad
cuando en la seccién 12.2.3 introduzcamos la relacién de unitariedad satisfecha por las amplitudes
de colision.

Ejemplo. Calculemos fg para el potencial de Yukawa,

—Qar

e
Vir) =V 11.4
()= Vo (1.4
Entonces,
~ AVy [ LY o V/ <
Vig) = i 0/ dre=or < c = OIm/ dre'e " =
qa Jo 21 oq 0
AtV o
= . 11.5
a® @+ a? (11.5)
De (11.3) se sigue por tanto que para el potencial de Yukawa,
2uVy  a?
fela) = (11.6)

CRABP+ a2

Por lo tanto, la seccién eficaz correspondiente a esta aproximacion, también llamada seccion eficaz

de Born, es
2
dop  (2uWy 2 a? (11.7)
dQ  \ h2a3 4k?sen?f + a2 | '
En esta tltima expresién hemos expresado explicitamente ¢2 = |k — k'|2 = 4k%sen20/2 . Esta

seccién eficaz es isotrépica cuando o > k2, si pensamos en términos de la longitud de onda de de
Broglie 1/k, resulta claro que la desigualdad anterior se refiere a que dicha longitud de onda debe
ser mucho mayor que el rango del potencial, 1/a. Notemos que para r > 1/« la exponencial decae
muy rapidamente y estamos ante un potencial de corto alcance dado por 1/a. Por el contrario,
cuando k? > o2, la seccién eficaz estd muy picada hacia § = 0, esto es, hacia adelante. Esto se
muestra en la figura 11.1 para un valor arbitrario de a.

Cuando en (11.4) tomamos el limite o« — 0, tal que Vo/a = Z,Zye*/4mey, el potencial de
Yukawa se convierte en el de Coulomb correspondiente a la interaccion entre dos cargas Zie y
Zse. Haciendo este cambio en (11.7), obtenemos la seccién eficaz de Born para el potencial de
Coulomb,

dop  (2uZ1Z€?)? 1 _ ( 1 )2 (£125¢*1)° (11.8)

aQ (4meoh?)?  16k*sentd — \ dme 4p'sent?

con p = hk, el momento relativo. La expresion anterior corresponde a una seccion eficaz diferencial
muy picada hacia adelante donde tiene un polo, « 6%4. Se ha de recalcar que secciones eficaces
infinitas son absolutamente posibles a partir de su definicién (10.51) y la interpretacién que hemos
dado a renglén seguido (10.56). Simplemente hace referencia a que para un flujo incidente dado
®;,.. que llena todo el espacio, la seccién de colisién activa es infinita y por tanto el nimero de
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dUB(e)/dO'B(O)

Figura 11.1: Seccién eficaz diferencial de Born para un potencial de Yukawa en funcion del angulo
de dispersion, normalizada a 1 para # = 0. Se aprecia el distinto comportamiento segun el valor
de k.

particulas dispersadas es infinito. La expresién anterior es la férmula de Rutherford que propor-
ciona correctamente la seccién eficaz diferencial, tanto en el caso clasico como en el cuantico,
cuando el potencial de Coulomb se resuelve exactamente. Cuando a continuacién determinemos
condiciones necesarias de aplicabilidad de la serie de Born, estableceremos por qué no es obvio
que (11.8) constituya de hecho un buen resultado.

Condicion necesaria para la validez de la aproximacion de Born. La aproximacion de Born sélo
puede ser buena si en la regién de interaccién la diferencia |¢)z — ¢z| es pequena. Sigamos con-
siderando potenciales centrales y evaluemos esta cantidad en 7 = 0, puesto que para potenciales
de corto alcance éste es un punto seguro dentro de su rango.

~(0) — = T)3/2 cikr eikr .
C(k‘) _ ¢k(0;];(0%§}k(0) ~ (247)-( /dBT‘ - U(T)Qﬁg(f»):%/dgr . U(’f’)elkr

= %/ dr e* senkr U(r) . (11.9)
0

Intuitivamente, cuanto mayor sea la energia del proyectil, su movimiento se debe distorsionar
menos, por lo tanto, la restriccion més fuerte de imponer que |C(k)| < 1, debe ocurrir, en general,

para k =0,
/ drrU(r)
0

Esta condicién sélo hace hincapié en un punto, ¥ = 0. No obstante, puede ocurrir que el rango
del potencial sea grande comparado con la longitud de onda incidente y que se vayan acumulando
pequenos cambios a lo largo del camino seguido por la particula, de forma que finalmente se tenga
un cambio apreciable en la fase de la amplitud. En este caso, |C(k)| puede ser pequeno, pero al
final no se puede aplicar la aproximacion de Born. De ahi que hablemos de condiciones necesarias.

Para un pozo cuadrado caracterizado por una profundidad Vj y rango a, tal que V' (r) = 0 para

1C(0)] = <1. (11.10)
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r>ay V(r)=V, parar < a, la condicién (11.10) es

2 a
h—'l; /0 rVodr

Esta desigualdad tiene una clara interpretacion fisica. Imaginemos un estado ligado y lo suponemos
localizado dentro del pozo cuadrado con radio a, tal y como dicta la mecanica clasica. El principio
de incertidumbre Heisenberg implica que su momento es al menos hi/a y, con ello, tendrd una
energia cinética minima,

<1. (11.11)

_ 'uVoa2

h2

p2 h2
- 24 - 202y
La condicién (11.11) implica que, |Vy| < h*/pa?, o sea, que |Vy| < T y no puede existir un estado
ligado localizado en el tamano del pozo. Si el potencial fuese repulsivo, entonces se tomaria —Vj,
que seria atractivo, y por tanto demasiado débil para producir estados ligados.
La funcién de energia |C(k)| se puede calcular para el potencial de Yukawa de forma exacta.
Fijémonos que |C(0)| puede violar la condicién de ser mucho menor que uno y todavia |C'(k)| < 1,

para momentos suficientemente grandes. Teniendo en cuenta la expresion para el potencial de
Yukawa (11.4),

(11.12)

2uVo [ i e uV 2k 4k>
C(k) = 77120412/0 dr e™* senk;rT = 2h2a0k: [2arctang +iln(1 + ¥> : (11.13)

Para altas energias, tal que k > «, la expresién anterior viene dominada por:

ny 2k
C(k) ~ 2h2o(jk {W+2zln E] . (11.14)

Asf pues para k — oo, C(k) — 0 y la aproximacién de Born es muy precisa en este limite.#! Para
bajas energias, haciendo la aproximacion k < « en (11.13), tenemos:

IN% k
C(k) ~ h2a§ {1 +ie+ (9(1{:2)] . (11.15)

La aproximacién de Born no siempre se puede calcular. Hay potenciales demasiado singulares
para tener transformadas de Fourier y no se puede aplicar la aproximaciéon de Born. Por ejemplo,
todo potencial que para r — 0 se comporte como V(%2)%, con s > 2.

Tomando el limite & — 0 en (11.13), con la sustituciéon Vy/a = Z;Zse*/4mey, tenemos C(k)
para el potencial de Coulomb,

w1 Ze®1 (w1, 2k
k)= — - = limln— | . 11.1
k) h? Admey k (2 T N a? (11.16)

#1Se podria pensar que cuando k — oo el nimero de longitudes de de Broglie contenidas en la zona de interaccién
tiende a infinito y, por tanto, podria ser que al sumar las pequenias perturbaciones producidas en una longitud de
de Broglie a lo largo de todo el camino de la particula finalmente no se pudiese aplicar la aproximacién de Born.
Esto no es asi dado que la integral (11.1) viene cancelada entonces por una supresién oscilatoria para k > 1/q,
excepto en la zona del origen donde sabemos que ¥z — ¢ — 0.
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Con lo que la parte imaginaria es divergente para o — 0y |C(k)| — oo. Llegamos por tanto a
la conclusion de que la aproximacién de Born no es en ningin caso vélida para el potencial de
Coulomb. Sin embargo, como se dijo en relacién a (11.7), la seccién eficaz de Born no es sélo
una buena aproximacion sino que es exacta. De hecho, al resolver exactamente la dispersion de
Coulomb [2, 3] se obtiene que el médulo de la amplitud de colisién es exactamente el mismo que el
dado por la primera aproximacion de Born, mientras que la fase es una funcién bastante patologica
y da lugar a esa divergencia. El potencial de Coulomb es el caso por antonomasia donde opera la
restriccién expuesta anteriormente acerca de la validez de la condicién (11.10), al ser un potencial
de rango infinito.

En ocasiones ocurre que existe un cut-off natural que apantalla el potencial de Coulomb para
r > R. Por ejemplo, si pensamos en el potencial de interaccién electrostatico sufrido por un
electron en su colisiéon con un atomo para r mayor que el tamano tipico del mismo, los electrones
apantallan el potencial de Coulomb del niicleo. De este modo, en lugar de &« — 0 en (11.16)
hacemos la sustitucién « — 1/R y tenemos,

MZ1Z26
In 2
Ck) h24megk <2 i kR) ’
U2y Zoe? \/7T2
|IC(k)] < 1 Tearek |V a + (In2kR)?2 < 1. (11.17)

11.1.1. La serie de Born

Como ya hemos discutido, la amplitud de Born sélo es aplicable para potenciales suficientemente
débiles. Se puede por tanto pensar en una serie de potencias en el potencial. Es por ello conveniente
extraer explicitamente del potencial un parametro adimensional que caracterice la pequenez del
mismo y es por ello que reescribimos V (7) — gV (7), con la suposicién de que |g| < 1. Para ¢ =0
recuperamos el caso libre. Por ejemplo, para el caso del potencial de Yukawa (11.4) podemos
tomar g = 2uVy/h%a?. Notemos que la aparicién de 2u/h? en g es natural puesto que es U =
211/R*V la funcién que aparece en la ecuacién integral (10.43). Para finalizar con un pardmetro
adimensional, se necesita multiplicar por una longitud al cuadrado y el parametro natural para ello
es el propio rango del potencial o™}, asf obtenemos la expresién anterior dada para g. Resolvamos
iterativamente la ecuacién (10.43), similarmente a como planteamos la serie de Dyson (3.50). De
este modo obtenemos la solucion como un desarrollo en serie de potencias de g,

V) = 0x7)+ g [ & Gulr — U ()
= ety / B G = YU ()67
T / i / B G — YU () Ga(i — 7Y U () (")
+ / i’ / i / " Gy(F = FYU ) Ga(F' = U (")

y Gk s —»/// —»/// —»///) —i—O( ) (11.18)
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Insertando esta serie en (10.48) obtenemos la serie de Born para la amplitud de colision,

FE k) = =206, gUty)
= —21%(¢z., gUOz) — 27°¢° (97, UGRUbz) — 27° g% (b7, UGLUGbz) + O(g")
SR 119)
n=1

La serie de Born es un desarrollo de Taylor en serie de potencias de ¢ alrededor de ¢ = 0 y
por tanto ello implica que f (E " E; g), como funcién de g, sea analitica en el plano complejo de g
alrededor de g = 0. Veremos posteriormente en la seccién 12.4 que los estados ligados corresponden
a polos de f y sélo ocurren para valores de g que impliquen un potencial suficientemente atractivo.
Por tanto, la presencia de dichos estados para potenciales suficientemente atractivos hace que el
desarrollo en potencias de g tendra un rango de convergencia finito correspondiente a |g| < |g./,
con |g.| el valor minimo necesario que dé lugar a la presencia de estados ligados.

La aproximacién calculada a un orden finito en potencias de g no cumple el teorema déptico
(10.79) exactamente sino de forma perturbativa. Ello es debido a que el teorema éptico implica
una relacién no lineal entre las amplitudes de colision, puesto que la seccién eficaz es cuadratica en
f, mientras que el lado de la derecha del teorema éptico es lineal en f. Escribiendo explicitamente
(10.79), empleando la serie de Born,

/dQ Zg”fn (k' 1%'

El término de la izquierda sélo empieza a orden ¢2. Por lo tanto, a orden g, tenemos:

= Ing"fn (k, k) . (11.20)

- =

0=gImfi(k, k) =Imfp(k,0 =0) , (11.21)

y por lo tanto la amplitud de Born hacia adelante es real independientemente del potencial.

Por otra parte, fs es en general compleja puesto que debe cumplir, manteniendo términos a
orden g% en (11.20),

/dQ If1]? = %Imfg(k,é =0), (11.22)

y asi sucesivamente para ordenes superiores en g. Si calculamos f hasta orden f, satisfaremos el
teorema Gptico hasta orden ¢”, involucrando en el lado izquierdo de (11.20) las amplitudes f,,,
1<m<n-—1.

11.2. La aproximacion eikonal

11.2.1. La aproximacién semiclasica

Tomemos la siguiente expresion para la funcién de onda de una particula,

W(F, 1) = exp (%S(f, t)) , (11.23)
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y la sustituimos en la ecuaciéon de Schrodinger,

0 h?
i {——W + v] . (11.24)
ot
Realizando las pertinentes manipulaciones llegamos a la siguiente ecuacién para S,
s 1 h
- VS)? +-V2S| +V . 11.25
ot 2m {( )\t i ] + ( )

Esta ecuacién es muy similar a la ecuacién de Hamilton-Jacobi en mecénica clasica [13],

B 2 1
ot 2m

la diferencia reside en la presencia del término proporcional a i que en la ecuacion de Hamilton-
Jacobi esta ausente.

Asi pues, en el limite semiclasico de la mecanica cudntica es de esperar que un desarrollo en
potencias de h tenga sentido,

—(V9)? + (11.26)

S =8+ — Sl+( )S2+ (11.27)

Sustituimos el desarrollo anterior en (11.25) y resolv1end0 orden a orden, obtenemos hasta O(h):

08 1 o
0y . 0 - 2
O(R) =5 (VS0P +V
O(h) : _05 L VSV + 2v28, | . (11.28)
ot m 2

A orden h°, como ya hemos comentado, obtenemos la ecuacién clésica de Hamilton-Jacobi cuya
solucién es Sy y es real al igual que S;. Hasta orden A en S se sigue que

UEh) = e
(@ )] = e,
Fase(y)) = So/h, (11.29)
por lo tanto,
So(@,t) = ililir(l) ; Iny(z,t) . (11.30)
De (11.29) también podemos calcular la densidad de probabilidad,
p(i,t) = 2@ L O(h) | (11.31)
y la corriente de probabilidad, .
j= %506251 +O(h) . (11.32)

Dado que clasicamente p'= 650, la corriente semiclédsica adopta la forma,
7= p(Z,1)0ua , (11.33)
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como es de esperar segiin argumentos clasicos. Por lo tanto, el limite semiclasico de la ecuacion de
Schrodinger se puede visualizar como el movimiento cldsico de una distribucion continua de masa
total m,

P, 1) = lim mlip (7, 1) (11.34)

Los efectos no clasicos en el movimiento de la distribucion de masas, como por ejemplo el en-
sanchamiento del tren de onda (10.5), corresponden a drdenes superiores en potencias de k. De
hecho vemos en (10.5) que, como poco, el ensanchamiento con el tiempo del tren de ondas implica
términos de orden h mientras que en el limite semicldsico,

2
<(Aft)2> — /d3x1f2 6251(5/,0 _ (/ d3x/f/6251(f/,t)) ’ (1135)

y es O(RY). Las correcciones a la aproximacién semicldsica, correspondientes a O(h?) en (11.27),
son pequenas supuesto que en la ecuacién (11.25) se tenga,

h|V2So| < (VSo)? . (11.36)

Para estimacion de 6rdenes de magnitud, como V.Sy = p, tenemos

- Ap
V2S,| = |Vpl ~ —= | 11.37
V250] = 9] = R (11.37
donde Az es una distancia caracteristica de variacion de V', es decir, tal que V' varia apreciable-
mente en un Az. Por lo tanto, la condicién (11.37) la podemos reescribir como,

Ap
h— 2 11.
A <P (11.38)
o equivalentemente
Ap

= Sistemas macroscépicos. Para este caso tipicamente pAx > h, puesto que pAzx es un mo-
mento angular macroscépico, y asi, aun cuando Ap/p fuese incluso de orden uno, se seguiria
cumpliendo la desigualdad (11.39).

= Sistemas microscépicos. En este caso, pAzx ~ h, entonces se requiere que Ap/p < 1,y
tenemos que cuanto mayor sea p es mas facil cumplir la condicién (11.39).

Para potenciales que no dependan de ¢, escribimos
S=—-FEt+W(Z), (11.40)
y sustituyendo en (11.25) llegamos a la ecuacion,

1 [ = h
E=—[(VW?+=VW|+V 11.41
o (VWP 4+ 2V 4V (11.41)
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que corresponderfa a la ecuacién (11.25) pero para el problema de estados estacionarios. En el
limite A = 0, la ecuacién anterior se reduce a,

1 =
— (VW) =E-V, (11.42)
2m
donde la solucién W de esta ecuacién se conoce en mecanica clasica como funcién de Hamilton
caracteristica. Para que las correcciones cudnticas sean pequenas se requiere,

hIVEW | < (VIV)?. (11.43)

Esta desigualdad implica las mismas condiciones para la validez del desarrollo en potencias de h
que las ya discutidas en relaciéon con (11.39).
Consideremos el caso mas sencillo de una sola dimensién, entonces la solucién de (11.42), es:

Wi(z) =+ /x da'\/2m[E — V (z')] , (11.44)

donde la constante de integracién se fijard dependiendo de las condiciones de contorno. Para un
ejemplo concreto véase la siguiente secciéon. Por lo tanto,

Y(x,t) = exp (ii /z )\CZ/,)) e "B (11.45)

con \(z) = h//2m[E — V(z)].

La expresién (11.45) es la que se esperaria para un proyectil muy energético, dado que su funcién
de onda debe ser muy proxima a una onda plana. La mejora se sitiia en considerar el momento
lineal p’ dependiente de punto, a través de su dependencia con el potencial, dentro de la integral.
Este aspecto es muy similar a la relacion entre 6ptica geométrica y dptica ondulatoria.

La forma semiclasica para la funcién de onda (11.45) también es aplicable en zonas prohibidas
clasicamente, donde decae exponencialmente puesto que p es imaginario puro pero no es cero. Esto
da lugar a los conocidos fenémenos de efecto tunel. Por el contrario, en los puntos de retroceso
clasicos, z(F), donde p = 0, es de esperar que la aproximacién semiclasica a la ecuacién de
Schrodinger no sea aplicable en virtud de (11.39). En estos casos, dada su relevancia préctica, por
ejemplo en procesos de desintegraciones « de nucleos, se han desarrollado técnicas especiales para
casar las soluciones semiclasicas en las zonas cldsicamente permitidas y prohibidas. Para ello, en
las proximidades del punto de retroceso, donde la energia cinética es nula, se reemplaza V' por
E+ (r —x(F))dV(zg)/dx. La ecuacién de Schrodinger se resuelve entonces analiticamente y de
forma exacta para un potencial lineal, y estas soluciones se pueden entonces casar suavemente con
las formas semiclésicas a ambos lados de z(FE) [8].

11.2.2. La aproximacién eikonal

Seguin hemos visto en la secciéon anterior, la aproximacion semicldsica para la funciéon de onda
como solucién de la ecuacion de Schrodinger estacionaria viene dada por,

Yr(7) = WO/ (11.46)
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]

Figura 11.2: El proyectil incide con momento hk y parametro de impacto b.

donde W satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi (11.42),

VW () = V2B = V(7] . (11.47)

y hemos sustituido m por la masa reducida p. Resolver esta ecuacion diferencial es en si mismo
un problema que puede resultar muy complejo para potenciales realistas donde se quiera aplicar
la aproximacion eikonal justamente como un método de aproximacion que conduzca a soluciones
tratables de forma sencilla.

Procedamos a resolver (11.47) de forma aproximada, pero consistente con las condiciones de
validez de la aproximacién semiclésica (11.39). Supongamos que se trata de proyectiles muy en-
ergéticos y, por lo tanto, tomemos una trayectoria recta,

—

—

(t) = b+ %(t —ty) (11.48)

tal que para t =~ t; tiene lugar el proceso de interaccién. El médulo de 5, b, se denomina parametro
de impacto, ver figura 11.2. En lo que sigue denominamos por Z = kh(t — ty)/p. Supongamos
ademds que V' es un potencial central. La ecuacién (11.47) se reduce a,

‘%_W = JoulE - V(VEET )] (11.49)

S6lo existe gradiente en la direccién z puesto que VW = gy | k y k || 2. Imponiendo que
Y — ¢p para z — —o0, podemos escribir,

%:kH/Z (%\/QM[E—WW”"“) i (11.50)

— 00

Siguiendo con la hipétesis de proyectiles muy energéticos, supondremos adicionalmente que k2 >
|U(r)|. Desarrollando la raiz cuadrada en (11.50) obtenemos,

1 4
% koo [ UV (11.51)
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&

N6 K

Figura 11.3: El angulo 6 es el angulo de dispersion y el angulo acimutal x, en el plano perpendicular
a k: se mide desde la proyeccion de k' en dicho plano hasta la orientacion de b.

Insertando esta expresion en (11.46),
Wb+ kz) = ¢p(b + kz) exp {—i / U(VD? + 2'2) dz’} : (11.52)

Notemos que gb,;(l;—k kz) = ¢p(kz) .

La funcién de onda (11.52) no se comporta como una onda esférica para z — oo. Sin embargo,
dado que dicho comportamiento esta tenido en cuenta automdaticamente en (10.47), de hecho sélo
se necesita una buena aproximacién para v a la hora de obtener f(k,6) segtin (10.48). Por ello,
sélo es suficiente suponer que en efecto (11.52) es una buena aproximacién para z ~ 0 (zona de
interaccién). Lo que si que debemos esperar es que, consistentemente con nuestras hipétesis, al

final se obtenga una amplitud de colisién muy picada hacia adelante, § ~ 0. Empleando (11.52)
n (10.48) tenemos,

1 — [?
f(k,0) ~ —E/dzbdzelq(bJrkz)U(\/b?+22)exp (—%/ dz’U(\/b2+z’2)) : (11.53)

puesto que ¢ = k—k' , resulta,

qb+ = kz—k'b—k'kz

2)
'b = bksendcosy ~ bk cos (11.54)

?m ?W

donde 6 es el angulo de dispersion, y x es el angulo acimutal que fija la direccién de ben el plano
perpendicular a k. Se toma la proyeccién de k' sobre dicho plano para medir y, véase la figura
11.3. En la tultima linea se ha hecho uso de que senfl ~ 6 para 6 pequeno, que es la situacién que
nos ocupa. De este modo, kz — k'kz = k62z/2 + O(0*) = O(62) y puede ser eliminado de (11.54)

siempre que se cumpla,

1
e — . 11.
02 < — (11.55)

Tengamos en cuenta que la variable z estd restringida en la integral (11.53) al rango propio de la
interaccién ~ a. Finalmente, tenemos por tanto a orden 6 que,

q(b+ kz) = —bkO cos x . (11.56)
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Sustituyendo este resultado en (11.53), tenemos:

f(k,cos@) / bdb/ dx/ dze—“fb@cosx; exp{2k/ U(\/b2+z’2)dz’} . (11.57)
211 z

Teniendo en cuenta que la funcién de Bessel de orden cero se puede representar por,

1 2m )
Jo(z) = g/o e TS Xdy (11.58)

llegamos al resultado final de la aproximacion eikonal para la amplitud de colision,

F(k,cosf) ~ —ik / bdb Jo(kbA) [e#20) — 1]
0

= 2k / bdb Jo(kbh)e*PsenA(b) (11.59)
0
con 1 .
Ab) = - UV + 2'2)d2 . (11.60)

Esta funcién de b de hecho fija el rango de valores que dan contribucién en la integral de (11.59),
puesto que para b > a, U(v/b? + 2'2) ~ 0 en (11.60). Por lo tanto, para esos valores de b se tiene
que A(b) ~ 0, que al sustituir en (11.59), no dan contribucién porque exp(2iA(b)) — 1 — 0. Por
otra parte, la dependencia en 6 en la expresion (11.59) entra a través de Jo(kbd), que de hecho es
una funcién muy picada para argumento nulo.

Conexién con la aproximacién de Born.

Si |A(b)| < 1, (11.59) se reduce en primer orden a,

fk,0) = —%/Ooobdb /_oo 42 Jo(kbO)U(VB2 + 2 2) (11.61)

que de hecho coincide con la amplitud de Born (11.2) con la hipétesis de que % < 1/ka. Vedmoslo.
Teniendo en cuenta (11.56),

Fk—k"y = (k— k") (b+ kz) = —bkf cos x , (11.62)
despreciando O(6?). Sustituyendo este resultado en (11.2) tenemos:
2T
ek, 0) = ——/ bdb/ dz/ dgp e PO (V2 + 22)
= —5/ bdb/ dzJo(kbO)U (V% + 22) , (11.63)
0 —00

que en efecto coincide con (11.61).
Como ejemplo consideremos el potencial gaussiano,

U(r) = Uyexp (—r°/a®) . (11.64)
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Calculemos A(b) de (11.60),

1 S 2,2 »2
A) = -1 Uge™ " dz = —g%e_a? . (11.65)

Por un lado la aproximacién de Born implica que 2|A| < 1, que en virtud del resultado anterior
se traduce en,
Uy < k/a . (11.66)

Mientras que la aproximacién eikonal requiere,
\Uo| < k*, (11.67)

que para proyectiles muy energéticos es siempre un requisito més accesible de cumplir que (11.66).
La aproximacién eikonal y el teorema éptico.
Veamos a continuacién una propiedad muy interesante de la aproximacion eikonal y es que ésta
satisface el teorema éptico. Para ello calculemos la seccién eficaz total resultante de (11.59),

1 o) o'}
o = 2rk? / dcosf / bdb / by’ Jo(kOb)Jo (kO )[e2A®) — 1][e 22D _ 1] | (11.68)
1 0 0

Cuando la aproximacion eikonal esta justificada, la distribucién angular esta fuertemente picada
hacia adelante. Por lo tanto, reemplazamos senfl por 6 y extendemos la integral en € de 0 a oo,
puesto que el dominio adicional de integracion estd suprimido por la dependencia angular de las
funciones Jy. Teniendo en cuenta ademas la relacion,

00 o
/ Jo(0) Jo(2/0)0d0 — M | (11.69)
0
obtenemos la siguiente expresién para o,
o= zw/ bdb [e*A0) — 1\2 = 87?/ bdbsen®A(D) . (11.70)
0 0

Por otra parte, la amplitud de colisién (11.59) hacia adelante, § = 0, teniendo en cuenta que
Jo(0) = 1, resulta,

f(k,0) = 2k / bdbe®® senA(d)
0
Imf(k,0) = Qk/ bdbsen®A(b) . (11.71)
0

Comparando (11.70) y (11.71) obtenemos que en efecto el teorema 6ptico (10.79) se satisface en
la aproximacion eikonal.

181



Capitulo 12

Desarrollo en ondas parciales

El desarrollo en ondas parciales consiste en el estudio del proceso de colisién (10.43) en la base
de funciones de onda con momento angular orbital bien definido, especialmente indicado para el
caso de potenciales centrales. Sin embargo, para obtener la amplitud de colisién (10.48) hay que
pasar de la base de momento angular orbital definido a las soluciones (10.43) y, tipicamente, la
serie que da lugar al cambio de base se trunca tras un numero finito de ondas parciales. Es en
este sentido que el desarrollo en ondas parciales, aunque exacto en principio, se puede calificar
también de método aproximado para resolver el problema de colisiones.

12.1. Ondas esféricas de particula libre

Consideremos la ecuaciéon de Schrodinger estacionaria sin potencial. Como el Hamiltoniano
de particula libre es invariante bajo rotaciones espaciales buscamos soluciones con Iz y £, bien
definidos, de la forma ¥%, (7) = Rg,(r)Y;"(0, ¢). Obtenemos entonces la siguiente ecuacién para
la parte radial,

2 2
ps R+ 1)
P BT p —
h(1 0
pr=— (— + —) , (12.1)
1 \r Or
con E la energia de la autofuncién,
h2k?
= — 12.2
ey (12.2)

y k el nimero de onda. Introduciendo la variable adimensional p = kr, la ecuacién (12.1) se

reescribe como
(1 d ,d ({l+1)

P2 dp” dp p?
de modo que la dependencia en E sélo entra en la variable adimensional p. Es por ello por lo
que hemos eliminado el subindice E en la funciéon de onda radial. Esta es una ecuacién diferencial
ordinaria de segundo orden cuya solucién se puede expresar como la combinacién lineal de dos
soluciones linealmente independientes que se caracterizan segiin su comportamiento para p — 0.

+ 1) Ri(p) =0, (12.3)
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= Solucién regular en el origen, p = 0. Se trata de las funciones de Bessel esféricas, j,(p), que

cumplen,
2
je(p) — —sen(p— 7) , p— 00,
pz
] — ) 12.4

= Soluciones divergentes en el origen. Se trata de las funciones de Neumann, ny(p), que

cumplen,
1 14
ne(p) — —;COS(p— g) , p— 00,
1\ A
ne(p) — —(20—1)N (—) , p—0. (12.5)
p

A partir de las funciones de Bessel y Neumann podemos formar otras dos soluciones irregulares
en el origen pero con un comportamiento asintético para p — oo muy interesante para los procesos
de colisién. Estas son las funciones de Hankel,

he(p) = Je(p) +ine(p) ,
hi(p) = Jelp) —inep) . (12.6)
Para p — oo de (12.4) y (12.5) se sigue,

1 )

Aqui presentamos la funciones de Bessel y Neumann de menor ¢,

, senp . senp  cosp 3 1 3cosp
Jo = — = —5 — 7322(—3——)56 O
P P P P P P
coS oS sen 3 1 3sen
ng = — '0, ng = — QP——p, ng = —(— — —)cosp— Qp‘ (12.8)
P P P P P P

Las funciones de Neumann no son funciones de onda radiales, puesto que p? no es un operador
hermitico actuando sobre ny(p), debido a que las derivadas de 1/p*"! dan lugar a singularidades
inaceptables para p — 0.

Las funciones j, forman un conjunto completo de funciones en el dominio [0, oo,

/ jf(kr)jg(krl)de/{; = l5(7’ _ T,) ’
0

272

™

/0 e ok yrdr = 0k~ k). (12.9)
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Por lo tanto, la funcién de onda esférica libre, ¢%, (7), viene dada por,

) = (255 ) kv 6.0 = (245) aenyee) . (210

La constante se ha fijado de forma que dichas funciones satisfagan la condicién de ortonormalidad,

(Ve Veromy) = 0(E — E') 0wt - (12.11)

En efecto, teniendo en cuenta la ortogonalidad de los arménicos esféricos, (12.9) y la definicién
(12.10) se sigue que,

) 262 dk\? (2K 2 dk'\ ? . I
[t vbe, = (2250) (Bgp) [avr ey [T e

_ 564,5%,3_25(;{; ) = b d(E — ) . (12.12)

=

También en virtud de (12.9), (12.10), y de la relacién de completitud de los arménicos esféricos,

00 14 00 l
MO YREYE) =) > (Flem){emlF) = 6(F — ) (12.13)

£=0 m=—¢ =0 m=—¢

se sigue la resolucién de la identidad de las funciones %, (7),

o] l 00
>, /0 AE Y (F) e (T')" = (7 = 77) . (12.14)

=0 m=—¢

Como vimos en la seccién 4.2, una particula libre con momento lineal bien definido viene descrita
por una onda plana,

L7
T

belF) = (2m) 3 (12.15)
que también constituyen un conjunto completo de funciones,
[ ooy = -7,
[ #ranen = sE-F). (12.16)

A continuacién establecemos el cambio de base entre los sistemas de funciones completas {¢;} v
{4} - Puesto que una onda plana ¢ posee energfa definida, £ = h*k?/2p, s6lo serd combinacién
lineal de ondas esféricas libres con la misma energia. Ademas, si hacemos coincidir el eje z, sobre
el que se determina ¢, con la direccién de k= kz, resulta,

)
C.ps(T) = —iha—(bqbkg(f*) =0, (12.17)
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y, por tanto, ¢x:(7) es una autoestado de £, con autovalor cero. De este modo, podemos escribir,
Se(7) = > Cotopo(7) - (12.18)
=0
Calculando el producto escalar (¢ g, Prs),

s (22 dk P .
CHlE-F) — <2w>—( dE,) [ i) [aaersrvee.o
T

2 1
= ,/ €4+ / r2drjo(k'r) / dx ™ Py(x) . (12.19)
m

El célculo de la integral sobre x en la expresion anterior es directo si tenemos en cuenta que

ol

IR
Je(p) = 2—26/ e’ Py(x)dx . (12.20)
-1
Sustituyendo este resultado en (12.19), teniendo en cuenta (12.9), obtenemos finalmente,
it [20+1dE
Cp=— —_— . 12.21
CTEV 4r dk (12.21)
Por lo tanto, la serie (12.18) se puede escribir como,
20+11dE 00

Procedamos a generalizar el resultado anterior para cualquier otra direccion de k, no necesaria-
mente paralela a Z. Para ello, hagamos uso del teorema de adicion de los arménicos esféricos,

Py(ry7 Y, " . 12.23

1(P172) = 2£+1m;£ ¢ (72)" ( )

En nuestro caso, (12.22), aparece Y,(cosf) = 2Z+1P (k7), dado que en (12.22) se ha tomado
2||k. Aplicando entonces (12.23), con 7, = 7 y 7y = k, a Py(kF') obtenemos,

Ry fZEwmmm Gy

’if\/gYe (k)*je(kr) Y™ (7) (12.24)

14

M& ||| MN

oo

/=0 m
oo

/=0 m

—L

Cada una de las ondas esféricas que contribuyen en la serie anterior son denominadas ondas
parciales. De la primera de las dos series se lee directamente,

, 1 dE . .
(V%rms ) = g O = DY (k) (12.25)
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Las series en (12.24) son fdcilmente invertibles, basta para ello realizar la integral [ dl%}/'gm(l%)qﬁg(f')
y hacer uso de la relacién de ortonormalidad de los armoénicos esféricos. Se obtiene de forma

directa,”!
Ak [
o) = 112 [ ARV Dyor() (1220

Esta serie es muy relevante pues nos dice que dado un sistema con momento angular orbital ¢ y
energia £ = h*k?/2u, su distribucién angular en el espacio de momentos viene dada por Y;"(k).
Como ejemplo tomemos un tren de ondas esféricas con distinta energia,

Ty = / (B dE | (12.27)

normalizado a la unidad. De (12.25), la probabilidad de obtener el momento lineal ik en dicho
estado viene dada por:

1 .
(0, Yem)|? = M|><(E)|2IYZ”(/€)|2 : (12.28)

Si pensamos que el tren de ondas (12.27) corresponde a un sistema de dos particulas de masa
reducida p y sin espin, que se encuentran en un estado con momento angular orbital definido ¢
y tercera componente Am#?2, el resultado (12.28) da la probabilidad de que el momento relativo
entre ambas particulas sea hk.

12.2. La ecuacion radial integral

En la seccion 10.2 planteamos el proceso de colision en términos de una onda plana incidente
que es dispersada y como consecuencia se originan ondas esféricas salientes. En esta seccién va-
mos a hacer uso del cambio de base (12.24) y consideraremos que la onda entrante es una onda
parcial libre. De entrada, podemos emplear un argumento semicldsico que nos indica cuantas on-
das parciales quedan distorsionadas significativamente en un proceso de colision. Supongamos que
el potencial tiene rango a, con lo que sélo aquellas particulas que incidan con un parametro de
impacto menor o del orden de a se verdan afectadas por la colisién. Por lo tanto, si las particulas
tienen un ntmero de ondas k, solo aquellas ondas parciales cuyo momento angular verifique,

h < hka (12.29)

se veran afectadas por la presencia del potencial. Asi, podemos hablar de un momento angular
maximo, £z, tal que para £ mayores las correspondientes ondas parciales no sufren perturbacion,
tanto menor cuanto mayor sea £. Dicho /,,,, vendrda dado aproximadamente por,

sz = ka . (12.30)

#1Resultado que también se obtiene trivialmente de (12.25).

#2Resultante por ejemplo de la desintegracién de una particula de espin £ con j, = hm y, por conservacién de
momento angular total, estos nimeros cuanticos deben coincidir con ¢ y £, para el estado final de dos particulas
sin espin
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Al estudiar el problema de colisién para potenciales centrales, V' (r), en la base de autofunciones
de momento angular (12.24), se obtiene la ventaja de que hay que resolver varias ecuaciones
diferenciales ordinarias para ¢ < f,,.., asociadas a la variable radial. Este es tipicamente un
problema mucho mas sencillo que resolver una ecuacion diferencial en derivadas parciales con tres
variables independientes.

Siempre podemos considerar que las ondas planas incidentes lo hacen paralelamente al eje z.
Entonces, en lugar de utilizar la serie general (12.24), empleamos (12.22) y, para simplificar la
escritura, en lugar de escribir ¢z () escribimos simplemente ¢y (7). Tenemos,

= J20+1,.
on(F) = Y\ 5 i k)Y (0) (12:31)
=0
con cos f = kF.

Dado que estamos considerando potenciales centrales, [L;, V(r)] = 0, entonces dada una onda
esférica incidente con ¢ y £, bien definido, la onda que resulte también es una autofuncién de ¢2 y
£, con los mismos autovalores. Por lo tanto, al tener en cuenta la colision en lugar de la funcién
de onda radial j,(p), vélida para V = 0, se tendrd otra funcién de onda radial a determinar,
Ay(k,r), correspondiente al mismo momento angular en la serie (12.31). Por lo tanto, llegamos a
la siguiente serie en ondas parciales para la solucién (10.43),

V(1) = éz:; \/ Qéglz'%(k:?rmo(e) . (12.32)

Tal y como se ha indicado, debido a la conservacion de momento angular, tampoco cambia la
tercera componente del momento angular orbital y por eso sélo aparecen armoénicos esféricos con
m = 0.

En virtud del argumento clasico esbozado al principio de esta seccién, se debe cumplir (aspecto
que comprobaremos posteriormente de forma explicita) que,

Ag ~ jg s 14 > gma:c . (1233)

Por lo tanto, si £,,,; no es demasiado grande, el problema completo de colision queda resuelto una
vez determinemos unas pocas ondas parciales.

Nuestro objetivo debe ser: (i) determinar Ay(k,r), (ii) obtener f(k,6) (10.48) y (iii) verificar
que en efecto se satisface (12.33).

En (10.43) hemos llegado a la siguiente ecuacién integral para resolver el problema de colisiones,

Yp(f) = ¢p(P) + / d*r' G(|F — 7'\ U (" (7') (12.34)
L okl
Gk(‘r -r |) = _m .

La funcién de Green, GGy, depende angularmente de cos§ = 77/ y admite por lo tanto un desarrollo
en polinomios de Legendre. Haciendo de nuevo uso del teorema de adicién de los arménicos esféricos
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(12.23) podemos escribir,

G(|F — Z Y ( GO () (12.35)

Introduciendo los desarrollos (12.31), (12.32) y (12.35) en (12.34) llegaremos a una ecuacién

integral para Ay(k,r),
_Z\[Yé ) jo(ker) Y +Z\[Ye

« / P2 GO (r YU () Ag (k) (12.36)
0

Comparando con (12.32), recuérdese de nuevo el teorema de adicién de los armdnicos esféricos
(12.23) en lo relativo a la suma sobre m, llegamos asi a la siguiente ecuacion integral para Ay(k,r),

Ak, r) = jolkr) + / P 2 GO (YU () g, 1) (12.37)
0

Dado que en (10.43) ya se tuvieron en cuenta las condiciones de contorno adecuadas referente al

problema de colisiones, la ecuacién (12.37) ya contiene las condiciones de contorno adecuadas para

Ay(k, 7). Teniendo esto en mente, es interesante no obstante determinar las ecuaciones diferenciales

satisfechas por G,(f) (r,7") v A¢(k,r) para un mejor entendimiento de dichas funciones.
Demostremos que

(iiﬁi LGt k:2) e,y = =) (12.38)

r2dr dr 72 72

es decir, G,(f) (r,7") es la funcién de Green asociada la ecuacién de Schrodinger radial. Este resultado
se deduce de (10.26) sin mas que expresar el operador laplaciana en coordenadas esféricas,

(V2 E)GL(F = 7)) = (V2 +K?) Zn PG ()

= Z Y { Ld pd HEED ol 60 1) (12.30)

r2dr dr 72

Ahora bien, de (12.13) podemos escribir,
5(F—7') Z}Q . (12.40)

Igualando (12.39) con (12.40) llegamos a (12.38).

Veamos a continuacién que,

(ii ,d U0 +1)

r2dr dr 72

+ k2) Ay(k,r) =U(r)Ak,r) , (12.41)
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es decir, Ay(k,r) satisface la ecuacién de Schrodinger para la variable radial. Para ello, teniendo
en cuenta la ecuacién integral (12.37) satisfecha por A, y (12.38), se deduce,

1d ,d ((+1)
828 T g2 Ak
<r2drr dr r2 + (k)

_ /OO T,2drl(5(r7,_2 T,)U(T’,>A£(k7,r,) = U(r)Ag(k,r) . (12.42)

A la hora de abordar ecuaciones radiales de Schrodinger resulta conveniente hacer el cambio de
funcién ¢y, = rA; y de la ecuacion anterior se sigue,

(d_2 (41 n k:2) e = Uty . (12.43)

dr? 72

Con la condicién de contorno de que Ay(r) sea regular en r = 0, y por tanto, ¥,(0) = 0.

12.2.1. Caélculo de Gg)(r, ')

Para ello, consideremos la expresién integral de G (|7 — 7’|) dada en (10.35) con Imk > 0 ,

! Pg ) 0 12.44
Gl =) = [ G =0 (12.44)

En la integral anterior aparece ¢ 7" / (27)%/2, que corresponde al producto de una misma onda
plana con momento ¢ en los puntos 7y 7. Teniendo en cuenta el desarrollo en ondas parciales
de una onda plana (12.24), insertando un desarrollo para cada onda plana en la integral (12.44) y
dada la ortonormalidad de los armonicos esféricos, se llega a,

2 [ ie(qr)7e(qr’
Gil(|7 — 7 ZY,Z 74 7T/O q2dq%. (12.45)

q“ + 1€

Comparando con (12.35) obtenemos la siguiente expresién integral para G,(f) (ryr'),

2 oo N : /
GOy = 2 /0 EPMACOEICLD

k? — q? + ie

L= delgr)je(qr’)
= — d 12.46
W/_ooq T g +ie ( )

donde en la ultima igualdad se ha utilizado que el integrando es par por involucrar las mismas j,.
Puesto que las funciones de Bessel son funciones analiticas, las tinicas singularidades del integrando
se deben a los ceros del denominador, localizados en ¢ = £(k + i€). A la hora de hacer la integral
anterior emplearemos un contorno de integracion del tipo mostrado en la figura 10.2.
Supongamos que ' > r, tengamos en cuenta que jo(¢r’) = [he(qr’) + h}(qr')]/2 y consideremos
primero la contribucién de hy(gr’). Cuando ¢ — oo de (12.7) se sigue que hy(qr')je(qr) decae expo-
nencialmente y la integral se puede cerrar por arriba despreciando la contribucién del semicirculo
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de radio infinito. Para la contribucién de h}(qr’) la integral se cierra por abajo siguiendo el mismo
tipo de razonamiento.
Para el primer caso, aplicando el teorema de Cauchy, se tiene,

L[~ he(qr')je(qr) k -
or Y . 12.4
2m /_oo s s B LA (12.47)
Para el segundo,
L= o hilgr)jear) ko
o7 Y 12.4
21 J o daa (¢ —k —i€e)(q+ k + ie) 3 he(kr')je(kr) (12.48)
sumando ambas contribuciones obtenemos,
GO (r, 1) = —ikhe(kr)je(kr) | (12.49)

/
para r’ > r.
En el supuesto en que r > 1/, se procede de igual modo y se obtiene el mismo resultado anterior
dada la simetria bajo el intercambio r — " en (12.46). Por lo tanto,

G\ (r,r'y = —ikhy(krs)jo(kro) (12.50)

donde 7~ (r) se refieren al mayor(menor) entre r y r’.

12.2.2. Desfasajes

En la integral de (12.37) dado que estamos suponiendo que U(r) es un potencial de corto
alcance, en el limite r — oo podremos suponer que r > r’ en el dominio de integracion. Aplicando
entonces (12.50) y (12.4), se desprende el siguiente comportamiento asintético para Ay(k, ) para
r — 00,

1 Z L
Ag(k?,’f‘) = HSGH(/CT —55) - il /0 jg(kT/)U(T/)Az(k,7‘,)7”’2d7J (12'51)
1 ) - ) - e
= ———JeTilhr=t) _pitkr=5) 1] Qik:/ Ge(kr"U(r") Ag(k, r')r' 2dr’ | ¢ .
2ikr 0

Debido a conservacién de probabilidad de presencia, el flujo de onda saliente y el flujo de onda
entrante debe ser igual. Por lo tanto, dado que el coeficiente que acompana a exp(—i(kr — ¢m/2))
es 1, se sigue que el coeficiente que acompana a exp(i(kr — ¢7/2)) también debe tener médulo
unidad,

1 - 24k / ek YUY Ay, ) 2y = 2i0e8) (12.52)
0

Las funciones de energia d;(k) € R se denominan desfasajes. Sustituyendo este resultado en (12.51)
tenemos el siguiente comportamiento asintético para r — oo,

-1

Aglk,r) = — emihr=5) _ cilkr—t3) 2id(k))
6
= ekr sen(kr — 6% + ) . (12.53)
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Por lo tanto, el Unico efecto de la interacciéon para r — oo es introducir un cambio de fase, de
ahi el nombre de desfasaje. Notemos que cuando no hay interaccion, o, = 0+ modn, como se sigue
de (12.52).

12.2.3. Amplitud de colisién
Comparando entre (10.47) y (12.32),

f(k,0) = le Z VAT 20+ 1)YL(0) [(Ae(k,7) — jo(kr))re Zkr] , (12.54)

donde 6 es el angulo entre la direccién k y k.
Dado el comportamiento asintético para A,(k,r) en (12.53),

ikr

: e ;
Aé(kv T) - jf(k:r) = AR s (62 b — 1) y T 00 (1255)
Sustituyendo este resultado en (12.54),
1 o
= > VAm(20 + 1) send, Y7 (6) . (12.56)
=0

La combinacién e“send,/k se puede expresar directamente a partir de (12.52) como,
1. >
Lesend, = - / Gk U ) Ay, )0 2dr (12.57)
0

La seccion eficaz total también adquiere una expresion como suma de contribuciones de distintas
ondas parciales,

4
o= /dQ|f(k:,0)| = Z(2e+ 1)sen?s, = Z@ (12.58)
=0
Dado que 0 < sen?d, < 1, se sigue,
4 4
0< o= I;(% + 1)sen2d, < k—(zz +1). (12.59)

Este resultado se puede emplear en ocasiones a modo de prueba para determinar el ntimero de
ondas parciales que puedan contribuir a un determinado proceso. Si se mide o y ésta resulta que
es mayor que 47/k? | queda claro que hay mds ondas parciales ademés de £ = 0 u onda S y
asi sucesivamente para ondas parciales superiores. Otra estrategia es determinar la seccién eficaz
diferencial (10.64) truncando la serie (12.56). Conforme el nimero de ondas parciales consideradas
aumenta, la distribuciéon angular se hace mas compleja. En el limite en que sélo sea relevante la
onda S, ¢ = 0, la seccion eficaz diferencial es isétropa. En cuanto ésta deje de serlo, esto implica
que otras ondas con ¢ > 1 son relevantes. Recordemos que segtin el argumento clasico presentado
al principio de esta seccién £p,q., dada en (12.30), aumenta con la energia y, por tanto, es de
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prever que el nimero de ondas parciales involucradas crezca con ésta. Sélo cuando la longitud de
de Broglie 1/k > a, la dispersién vendra dominada por la onda S tnicamente.

También es interesante comprobar explicitamente que el desarrollo (12.56) satisface el teorema
éptico (10.79),

1
2

k
= —0, (12.60)
4
comparando con (12.58). De hecho este resultado es un caso particular de otro mas general que
se aplica para 6 # 0 y que se conoce con el nombre de unitariedad.

En primer lugar es conveniente escribir (12.56) como,

Imf(k,0) = — 3 (20+ 1)sens,
=0

F0) = S fiR)Y20)

Am(20+1) .
fi(k) = %em(k)sendg(lﬁ), (12.61)

y las funciones fy(k) se suelen denominar amplitudes de colisién de onda parcial £. Notemos ademés
que o¢(k) = |fo(k)|?. También es directo de (12.61) que,

k

y esta relacion se conoce como unitariedad en ondas parciales.
Como sabemos € es el angulo entre k! y k. Introduzcamos otro nimero de onda intermedio, R,
y evaluemos

/ dif(R' R F(RR) (12.63)

Al evaluar la integral anterior tomemos el eje Z paralelo al momento inicial hlZ, y apliquemos el
teorema de adicién de los arménicos esféricos (12.23) a V) (K'&), que surge de hacer el desarrollo

en ondas parciales (12.56) a f(k’, 7). Resulta,

/dl%f(]g”/%')f(lga"z)*:/d’%zfél(k \/ 2€ +1 61 Y'€1 "% foz YVZQ (1264)
121

De la ortonormalidad de los armonicos esféricos tenemos,

[ dnsiE s -2 S FRPYRE) (12.65)

Comparando este resultado con,

Imf(k,0) | fPY2(0) (12.66)

Zm
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concluimos,

I f(k,0) = ﬁ/d/%f(l_é’, R)f*(k,R) . (12.67)

Para k' = k recuperamos el teorema éptico (10.79) como caso particular, aunque la relacién
anterior es valida para todo € y se conoce como unitariedad.
La funcién de k, 29 se suele denominar Sy(k),
, 21k
Sp(k) =€) =14 — = f,(k), 12.68
) (20 + 1) *) ( )

de (12.61) y satisface que Sp(k)S,(k)* = 1, resultado que también se suele denominar unitariedad
en ondas parciales.

Experimentalmente se determinan los desfasajes mediante los experimentos de colision cono-
ciendo las secciones eficaces diferenciales y totales. Su reproduccion en funcién de la energia
constituye un campo de prueba para los potenciales V(r), que en principio pueden ser desconoci-
dos. Dado que en dichos experimentos sélo se determina do/d2 = |f(k,0)|?, hay un signo global
arbitrario en la determinacién de los desfasajes puesto que pasar de f a f* es equivalente, por
(12.56), a pasar de d, a —d,, y esto no altera las secciones eficaces. Este signo global sélo se puede
determinar mediante experimentos adicionales que impliquen interferencia con otros potenciales
conocidos que sirvan de referencia, por ejemplo el potencial Coulomb que se sabe calcular exacta-
mente. No obstante, el signo de d, esta directamente vinculado con el signo de V' para potenciales
suficientemente débiles. De (12.57), para d, — 0, se tiene,

0o(k) ~ —k /000 G2 (kr)U (r)rdr | (12.69)

donde como el potencial es débil hemos aplicado la aproximaciéon A, ~ j, (similarmente a como se
hace en la aproximacién de Born (11.2)). Por lo tanto, si U nunca cambia de signo queda claro que
d¢ sera positiva para potenciales atractivos y negativa para potenciales repulsivos. También hay
que destacar que la transformacién §, — d, + 7 deja invariante f(k,6). No obstante el convenio
habitual es que (k) — 0 para k — 0, y evitar saltos de médulo 7 en funcién de k invocando
continuidad.

Veamos a continuacién que o, — 0 para £ > {,,... Pensemos en lugar de la ecuacién integral
(12.37), en la ecuacién de Schrodinger radial (12.43), que es equivalente a un problema dimensional
con el potencial hW2Wy(x)/2u,

Ulz)+ 4580 20

2

= 0 r <0,

We() (12.70)

recordemos que a hi*((¢ + 1)/2ur? se le denomina potencial centrifugo.

El potencial centrifugo aumenta como £(£+1) y asf, dados dos niimeros cualesquiera Upa? y ka,
donde Uy caracteriza la intensidad del potencial y a su rango, siempre existe un ¢,,..(Upa?, ka) tal
que para £ > lpaz, je v ¢ Se aproximan tanto como se quiera a Ay(k,7) y a e*‘send,, respectiva-
mente. Recordemos que en la ecuacién diferencial satisfecha por j, (12.3) el potencial centrifugo
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estd presente pero U = 0. Lo que estamos planteando es que para una onda parcial con ¢ suficien-
temente alto existe insensibilidad a un potencial de corto alcance. Esta condicién mas elaborada
suele ser equivalente a la condicién que discutimos anteriormente para establecer £,,,, en (12.30).
Para dichas ondas podemos aplicar la aproximacién de Born, A, ~ j,, y escribir (12.57), en primer
orden en la serie de Born para ondas esféricas, como (12.69).

12.3. Forma asintotica de las funciones de onda radiales

A la hora de obtener f(k,#) hemos supuesto que el potencial estd confinado a una regién finita,
r < a, y por ello, al estudiar el comportamiento asintético de A, en (12.51), supusimos que r > 1’
para r — oo en todo el intervalo de integracién. Veamos ahora con mas detalle la condicién
suficiente que deben cumplir los potenciales para que esto se pueda realizar. Empleamos para ello
la ecuacién radial (12.43).

a) Consideremos el conjunto de potenciales que satisfacen

lim 72U (r) =0 . (12.71)
r—00
Entonces para 7 — oo el término proveniente del potencial centrifugo ¢(¢ + 1)/r? domina
y tenemos el comportamiento libre asintéticamente. Por lo tanto, la soluciéon para r — oo
serd combinacion lineal de las funciones de Bessel y Neumann,

Ag(k,r) = ag(k)je(kr) + be(k)ne(kr) = %sen(kr - zg +8), T — 00, (12.72)

Aqui se ha hecho uso de las propiedades (12.4) y (12.5).

Para un estado ligado hay que hacer la sustitucién k£ — i, a > 0. En este caso, expresamos
la soluciéon como combinacion lineal de las funciones de Hankel,

Ag(k,r) = aghy(iar) + behy(iar) , r— oo . (12.73)

Teniendo en cuenta las propiedades asintéticas (12.7) y, puesto que las funciones de onda no
pueden diverger exponencialmente para r — o0, se sigue que b, = 0 y por lo tanto,

—Qar

Ay(k,r) = C’er , T — 00, (12.74)

tal y como establecimos en (10.50).

En esta discusion el caso en que ¢ = 0 estd excluido aunque el potencial satisfaga (12.71),
dado que el potencial centrifugo es idénticamente nulo. Este caso queda englobado en la
siguiente discusion.

b) Consideremos ahora la clase de potenciales que cumplen,
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U
U(T)Zr—g,1§8§2,r—>oo. (12.75)
Para r — oo, U(r) domina sobre el potencial centrifugo (para s = 2 el potencial centrifugo
simplemente modifica la constante Uy y este caso también queda incluido en la presente discusién).

Tenemos, por tanto, que la ecuacién (12.43) para r — oo se simplifica a,
U
(— -2 k2) e =0. (12.76)

Dado que para r — oo el potencial varia muy lentamente podemos pensar en la validez de la
aproximacion semiclédsica y asi establecemos la siguiente forma para vy,

by(r) = eFilbrtur) (12.77)

Eliminando u” y (u’)? frente a u/, dado que todo momento (derivada) inducido por la variacién
espacial del potencial es mucho menor que ik , de (12.76) nos queda simplemente la ecuacion,

du UO

— =0. 12.
dr * 2krs 0 (12.78)
Para s > 1 la solucion es:
Uo’f’l_s
u(r) = (=3 +C,
e(r) = exp |Likr|1— W ). eER = 00 (12.79)
¢ 2k2(1—s)rs )| ’ ‘ '

En la expresion anterior se debe entender la aparicion del simbolo 4+ en el sentido de que la
solucién general de (12.76) es una combinacion lineal de ondas esféricas salientes (signo +) y
entrantes (signo —). De nuevo, por tanto, volvemos a recuperar el comportamiento asintético
(12.53). Notemos que la solucién (12.79) es aplicable para el caso excluido en el caso a) cuando se
cumple (12.71) pero ¢ = 0. En este supuesto s > 1 y estd claro que las soluciones anteriores estan
bien definidas.

Para estados ligados, con el signo + en (12.79), hemos de reemplazar k — ia, o > 0, y de
nuevo se recuperan las formas asintéticas discutidas (10.50).

Como consecuencia de los casos a) y b) podemos por tanto afirmar que las formas asintéticas
(10.50) y (12.53) se cumplen para todo potencial que satisface,

lim rU(r) =0, (12.80)

r—00

que es la definicién precisa de nuestra reiterada afirmacion de potencial de corto alcance.

No ocurre lo mismo para s = 1, que corresponde al importante caso del potencial de Coulomb.
En este supuesto, podriamos seguir con nuestro razonamiento del caso b), hasta llegar a la ecuacién
diferencial (12.78),

du Uo
ar o -
u(r) = logr_2_[£0 +A,
W(r)e = exp {j:i (k;r — 2%2 log kr)] , T — 00 . (12.81)
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Por supuesto, dado el caracter periddico de la exponencial compleja, el término logaritmico no se
puede despreciar.

Haciendo el cambio & — 2a , a > 0, en la soluciéon anterior, con el signo +, llegamos al
comportamiento asintotico para los estados ligados,

Yy = Cexp[—(ar + ;]—0 log ar)] = (ar)_%e_m , T — 00, (12.82)
a

y esta funcién de onda de estado ligado se desvanece muchas més lentamente que para el caso
s > 1, que es puramente una exponencial decreciente. Dado que el potencial de Coulomb no es
un potencial de corto alcance, no podemos determinar un rango propio de la interaccién, a — oo,
y en el desarrollo en ondas parciales se debe sumar sobre todas ellas, esto es, no se puede truncar
la serie después de considerar unos cuantos términos. Es, por tanto, necesario tratar el caso del
potencial de Coulomb separadamente, con métodos propios para este caso particular.

12.4. *Propiedades analiticas de las amplitudes de colision

La ecuacién integral (12.37) nos permite calcular las soluciones de dispersién. Es también muy
apropiada a la hora de estudiar las propiedades analiticas de A,(k,r) en funcién de k. De hecho,
recordemos que para k = i, a > 0, pasamos a la solucién de estado ligado R,(«,r), eliminando
el término de onda libre,

Ry(a,r) = a/ Je(iar Dhe(iars)U(r")Re(o, r')r' 2dr’ (12.83)
0

Esta estrecha relacién entre soluciones de dispersion y estados ligados nos sugiere que serd muy
provechoso el estudio de A,(k,r) con k una variable compleja.

Tan pronto como Imk # 0, Ay(k, r) no es de cuadrado integrable, dado que j,(kr) diverge como
una exponencial para r — oo. Sin embargo, el término puro de dispersién, proporcional a U(r’) en
(12.37), si que es convergente cuando |kr| — oo e Imk > 0, porque hy(kr) decae exponencialmente
en el plano superior de k.

Supongamos que,
R[(ko, 7")
Alk,r) = ————= +reg , 12.84
() = G (12.51)
donde m > 0 y reg indica términos regulares alrededor de kq. En la expresién anterior R,(ko, )
es un coeficiente. Para k — ko de la ecuacion integral (12.37) se llega a,

Rolko, ) = ik / Julkor Y hekor ) U () Rako, /) 2dr” (12.85)

De este modo, identificando ky = ia, @ > 0, recuperamos la ecuacién integral de estado ligado
(12.83) y podemos identificar Ry(ko,r) = Re(c,7), con energia E = —h%*a?/2p.

Por lo tanto, A,(k,r) con k complejo tiene, posiblemente, polos correspondientes a estados
ligados para ciertos valores de k sobre el eje imaginario positivo de energia E = —h?|k|?/2u. Por
otra parte, si A(z, ) tuviese polos en el semiplano superior de k, no contenidos en el eje imaginario
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puro, tendriamos soluciones a la ecuacién de Schrodinger estacionaria de cuadrado integrable
pero con energia imaginaria. Este aspecto estda en contradiccion con el caracter autoadjunto del
Hamiltoniano que obliga a que sus autovalores sean reales y, por lo tanto, no pueden existir tales
polos.

Los polos de la amplitud de colision son de hecho polos simples. Esta es una propiedad genérica
para cualquier potencial y tiene su origen en la funcién de Green de la ecuacion de Schrodinger.
Notemos que la funcién de Green (10.34) es la inversa de k* — 2uHy, siendo Hy el Hamiltoniano
libre. Podriamos haber tomado igualmente la inversa de cualquier otro Hamiltoniano no perturbado
y el resto, H — Hy haria las veces de potencial en las consideraciones seguidas hasta ahora,
similarmente a como procedimos en teoria de perturbaciones en las secciones 3.3 y 3.4. La inversiéon
de E — H, implica una integral sobre las autofunciones del espectro continuo mas una suma
sobre las autofunciones del espectro discreto del Hamiltoniano Hy. Los polos son simples en la
energfa puesto que en la base que diagonaliza a Hy, (E — Hy + i€)~! es diagonal y los polos para
E son aquellos valores que coinciden con algunos de los autovalores de Hy. La validez de esta
argumentacion, para entender el por qué los polos de las amplitudes de colision son simples, reside
en que sea posible elegir Hy tal que la diferencia pueda ser tratada como una perturbacion.

Los estados ligados corresponden a polos aislados para ciertos valores de Imk > 0, dado que
constituyen el espectro discreto. Por otra parte, esté el espectro continuo y, por tanto, se deben
esperar un continuo de singularidades en la inversion de E — H + i€, para valores de E contenidos
en el espectro continuo de Hy, y que, por tanto, den lugar a un corte en fy(E), E = k?/2u.
Mateméticamente esto se comprueba de (12.52), donde aparece k = +/2uE/h2. Dado que VE
es una funcién bivaluada, es necesario definir en qué hoja de Riemann se toma la misma. En la
hoja fisica o primera hoja, k es positivo para E > 0, lo que implica que k;(E) = /2uE/h? =
VI2uE|/R2eE)/2  con ¢(E) la fase de E entre [0,27]. En la segunda hoja, k;;(E) = —k;(E) y
se comprueba de forma directa que k;(E*) = —k;(E)*. En lo que sigue suprimiremos el subindice
I en kj(FE) y escribiremos simplemente k(FE), manteniendo la notacién que se ha seguido hasta
ahora.

Con este preambulo, veamos que en efecto Sy(F) dada en (12.52) es discontinua para E > 0,

lim [Se(E + i€) — So(E — i€)] = Se(k(E)) — So(—k(E)) . (12.86)

e—0F

Para calcular la diferencia anterior, consideremos la solucién formal iterativa de (12.52) a todos
los 6rdenes en potencias de U(r’). Se procede andlogamente a la serie de Born (11.19), pero ahora
para ondas parciales al resolver iterativamente (12.37) y sustituyendo orden a orden en (12.52).
Tenemos,

Se(k) = 1= 2ik(je, Ujie) — 2ik(je, UG Uje) — 2ik(je, UG UG Uje) + .., (12.87)
con la misma notacién que en (11.19) pero integrando sélo sobre la variable radial. Recordando
que jo(—kr) = (=1)1j,(kr) y que hy(—=kr) = (—=1)***h;(kr), y que son funciones analiticas en

kr, es directo comprobar que,

Se(—k) = 1+ 2ik(jo, Uje) + 2ik (o, UGV *Ujiy) + 2ik(Go, UGV *UG *Ujy) + ..., (12.88)
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puesto que siempre aparece un par explicito de funciones j, en (12.87) y G(_el)f(r, r') = G,(f) (r,r")",
como se desprende de (12.50). Por lo tanto se tiene,

Sg(—k) = Sg(k?)* s k>0. (1289)
Introduciendo este resultado en (12.86) obtenemos el valor de la discontinuidad,
11'%1+ (Se(E +i€) — Se(E —i€)) = 20 ImS,(k) . (12.90)

A partir de (12.57) obtenemos la expresion fy(E) = —+/4m(2¢+ 1)(j,, UAy). De este resultado
podemos proceder andlogamente a como hemos hecho para S;(E) y llegamos a que

1k

NS

h’rél+ (fe(E +i€) — fo(E —ie€)) = 2ilm fy(E) = (k) , (12.91)
teniendo en cuenta (12.62).

Desde un punto de vista fisico no deben existir en el plano complejo F mas singularidades
de S¢(E) o f,(F) impuestas por la estructura de (12.52) y vélidas para cualquier potencial. No
obstante determinados potenciales, por ejemplo, singulares en el origen, dan lugar a cortes adi-
cionales en Sy(E) debido a la dindmica particular contenida en el mismo. De esto se concluye que
S¢(E) es una funcién que cumple el teorema de reflexién de Schwartz, dado que es una funcién que
solo tiene como discontinuidades cortes y polos, y ademas en algiin fragmento del eje real de F es
real, por ejemplo para un segmento de £’ < 0 que no contenga ninguno de los valores discretos de
energia de enlace de estado ligado ni incluya un hipotético corte asociado a U(r’). Por lo tanto,
aplicando dicho teorema de variable compleja se deduce que,

Su(E)" = Sl(E),
fo(B) = fo(E") . (12.92)

Una vez hemos llegado a (12.92) se recobran (12.90) y (12.91) tomando en las expresiones anteriores
E — E +ie.

Dado un potencial V' que acepte transformada de Fourier, siempre podemos multiplicarlo por un
parametro adimensional A suficientemente pequeno tal que la aproximacion de Born sea aplicable.
Vimos en (11.21) que la amplitud de colisién de Born, f B(E " E), es proporcional a la transformada
de Fourier de V', y éste no serfa hermitico si en el espacio de momentos, es decir su transformada
de Fourier, tuviese cortes que se solapasen con el corte debido a (12.90), para E > 0. Por lo tanto
los cortes de f, inducidos por V' no se solapan con el corte que distingue entre la primera y segunda
hoja de Riemann debidos a la forma de la funcién k(E).

En la segunda hoja de Riemann seguimos teniendo el corte (12.90), que distingue entre esta
hoja y la fisica, y las posibles singularidades dependientes del proceso dadas por V. Ademas,
podemos tener también polos en Ay(k;;(E),r) para valores de k con Imk < 0. De hecho, se puede
utilizar el mismo argumento que anteriormente utilizamos para los estados ligados para concluir
que es posible que (12.37) pueda tener polos para kg = k. — ik;, con k; > 0. En este caso, el
coeficiente del polo satisface la ecuacién, andloga a (12.85),

Rolhko, ) = ik / Julkor Y he(kor ) U () Roko, /) 2dr” (12.93)
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fer(E), ImE <0 fei(E), ImE >0
[ N
\

f&]](E), ImFE >0 f&[[(E), ImFE <0

Figura 12.1: En el plano complejo k, se indican las distintas hojas de Riemann en funcién de la
energia F para la amplitud de colision fi(E).

No obstante, para r — oo estas funciones de r divergen para potenciales que se anulan para r > a,
por ejemplo pozos cuadrados, debido al comportamiento asintético de hy(kor) con Imky < 0,
ver (12.7). Cuando k, = 0, los polos anteriores se denominan estados ligados virtuales o estados
antiligados debido al comportamiento exponencial creciente para r — oo al que hemos aludido,
mientras que para un estado ligado el comportamiento es exponencialmente decreciente, segiin
hemos visto en la seccién (12.3). Cuando k, > 0 los polos se denominan resonancias. En la figura
12.1, haciendo uso del principio de reflexién de Schwartz (12.92), se han indicado las distintas
hojas de Riemann en la variable E, pero en plano complejo k. El transito entre la hoja fisica y la
segunda se indica mediante flechas. La verificacién de esta figura se deja como ejercicio al lector.

12.4.1. *Dispersion resonante

Analicemos a continuacién el significado de la divergencia exponencial presente en (12.93)
cuando se tiene un polo correspondiente a una resonancia. Para ello, consideremos que inicialmente
se dispone de un tren de ondas que suficientemente lejos de la zona de interaccion, evoluciona
temporalmente segiin el Hamiltoniano libre,

V() = / Bl (k)RR 20 (12.94)

La funcién y(k) determina la distribucién del tren de ondas en el espacio de ondas planas de
acuerdo a su energia. Supondremos en lo que sigue que se trata de una funcién muy picada
alrededor del valor k = k,., tal que, para k = k, — ik;, se tiene una resonancia en onda S, ¢ = 0.
Una vez tiene lugar la interaccién con el blanco, cada onda plana del tren de ondas ¢z(7) debe
ser reemplazada por ¢;(7) de (10.43) que, para r mucho mayor que el rango del potencial, adopta
la forma asintética (10.47). Sustrayendo de la solucién completa la parte libre (12.94), con lo que
nos centramos unicamente en la parte dispersada proporcional a f (E ! E), resulta,

1

2

3
21 , I
) - / APk x (k) e Fr=TER 20 (B fy (12.95)

r

(7, V)ais = (
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Como hemos supuesto una resonancia en ¢ = 0 y que x(k) estd muy picada alrededor de ésta,
tomamos la siguiente aproximacién para f(k', k),

1 Ry

~fi~_— -0 12.
f=fo e (12.96)
y supondremos que k; es mayor que la anchura de x(k) alrededor de k,. Por ejemplo podemos

tomar

x(k) = #OHK : (12.97)
tal que k > k;. A continuacién reescribamos la dependencia temporal de (12.95) como,
h—2k2 = h—z(k: — by + k)? = s ((k = ke)® + K2 + 2k, (k — k) (12.98)
241 21 241 " " "

Se trata de despreciar el término cuadratico frente al lineal puesto que como hemos dicho x(q)
estd muy picada alrededor de k,. Esta aproximacion es posible para tiempos t tales que,
R (k — k)%t
PR (12.90)
24

es decir, para tiempos t que sean mucho menores que el tiempo de ensanchamiento de un tren de
ondas gaussiano, de acuerdo a (10.12) con Ap ~ k. Una vez se desprecia el término cuadratico en
(12.98) el remanente se puede escribir como,
h—Qk‘Q - _thf n h2k,k
2p 2p Ju

(12.100)

En lo que sigue para simplificar la notacién denominaremos por w, = h?k?/2u vy por v, = hk,/u .
Teniendo en cuenta (12.100) reescribimos (12.95) como,

D7 )i \ﬁleiwft / " by ()T ikt (12.101)
y U)dis — T . X k—]{?r—i—Zl{ZZ . .

En esta integral hemos aumentado el dominio de integracion de [0,00] a | — 00, 00[ dado que
X(k) esta limitado a un entorno de k.. Puesto que el polo explicitamente mostrado en (12.101)
estd en el semiplano inferior de k, asi como el de x(k), segun (12.97), se sigue que para r > v,t
la funcién de onda dispersada es nula. Esto se sigue de calcular la integral (12.101) aplicando el
teorema de Cauchy de integracién completando el circuito de (12.101) con un semicirculo infinito
en el semiplano superior de k. Esto implica, que si hay un observador situado en ry éste no
recibira ninguna particula dispersada hasta que haya transcurrido un tiempo minimo de recepcién
t, = 1o/v,. Para r < v,t procedemos de igual modo, pero cerrando el circuito de integracién en el
semiplano inferior de k, y obtenemos entonces el siguiente resultado:

r > vt Yais(Fy 1) =0, (12.102)

r < Urt wdis(f; t) = _geiw’"t f?]i? {(kr - iki)ei(kr_iki)(r_vrt) - (kr - i"i)ei(kr_m)(r_vrt)} .
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Vemos por tanto que el tren de ondas mantiene una estructura de frente de onda habiendo un
tiempo bien definido de llegada de la funcién de onda, al igual que para el caso libre que ya
discutimos en la seccién 10.1.

Claramente hay dos contribuciones de estructura andloga en (12.102) dada la forma similar
de las funciones x(k) y fo(k). Supongamos que ha transcurrido el tiempo ¢, y que el frente de
ondas ya ha llegado a la posicién de los detectores y que ha transcurrido un intervalo de tiempo
suficientemente grande tal que t > t, = r/v,, recordemos que también habiamos impuesto la
condicién (12.99). Para estas circunstancias realistas de observacion, y dado que recordemos que
k > k;, los detectores comprobarian la siguiente probabilidad de presencia en funcién de tiempo,

R(Q)X%)k7%87re—2kiv,«(t—tr)

— C —(t—ty)/Tn

K2 r

[Yais (7, 1)

t>t,

con 7 = 1/2k;v, y C una constante positiva. Es decir, mucho después de haber pasado el frente
de ondas en t,, los contadores continuarian midiendo la llegada de una distribuciéon esféricamente
simétrica de particulas que decae exponencialmente en el transcurso del tiempo de acuerdo a una
ley de desintegracién de vida media 7, inversamente proporcional a k;.

Esta misma ley exponencial de desintegracién, se obtiene si la funcién de evolucién temporal
para una estado estacionario, exp(—iEt/h), la aplicamos para E igual a la posicién del polo de la
resonancia en la segunda hoja de Riemann, F ~ h%(k? — 2ik,k;)/2u para k; < k, . Asi, obtenemos
la funcién exponencialmente decreciente con el tiempo,

|~ iErt/|2 = g=h2kekit/n — o=t/T, (12.104)

Para finalizar estas consideraciones sobre dispersion resonante, calculemos la secciéon eficaz para
la amplitud de colisién dominada por una resonancia (12.96) pero en una onda parcial arbitraria.
La seccion eficaz viene dada por,

do 1 R? RPN

A k2 (k— k. )2 + k2 YEOF (12.105)
Ello induce la aparicién del arménico esférico Y,'(6) en virtud de (12.61). En la figura 12.2 se
muestra la dependencia en k de (12.105) para ¢ = 0 normalizada a 1 en el pico. Se aprecia
claramente un maximo localizado en k, y una anchura en la distribucién dada por k;, tal que para
k = k. + k; el valor obtenido es aproximadamente el valor en el pico dividido por 2. Esto hace que
si k; < k, podamos aproximar 1/k% en (12.105) por 1/k? y obtenemos,

do 1 R?
—~—— Y V9, 12.106
dQ kﬁ(k——kﬁ24—k§|£(>‘ ( )
que corresponde a una lorenciana. A partir de la seccion diferencial anterior, obtenemos la seccién
eficaz total,
1 R?
k2 (k=K )24k

g

(12.107)

que corresponde a la grafica en 12.2.
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Figura 12.2: Seccién eficaz total dominada por una resonancia localizada en k, y de anchura k;.

Por tanto, las resonancias se pueden distinguir experimentalmente mediante la presencia de
maximos en la seccion eficaz total. El momento angular ¢ al que estdn adscritas, se puede deter-
minar midiendo la distribucién angular, esto es, la seccién eficaz diferencial. A este respecto es
interesante darse cuenta que para k = k, la amplitud de colisién resonante (12.105) cumple el
requerimiento de unitariedad en ondas parciales (12.62) con:

Am(20+ 1)

R, = —
¢ ,

(12.108)
Entonces para k = k,., f; es en un niimero puramente imaginario y positivo, lo que corresponde a
un multiplo impar de /2. Para este valor se alcanza precisamente el méximo posible de o, véase
(12.58). Por lo tanto, otra forma posible de determinar el momento angular de la resonancia que
domina el proceso de colisién, es comprobar el valor en el maximo y ver que aproximadamente
corresponde al valor maximo de o, para algtun /.

12.5. *Desarrollo de alcance efectivo

A bajas energias, con {,,,, pequena, sélo unas pocas ondas parciales son suficientes para de-
scribir el proceso de colisién. En tales circunstancias, ademas, sélo unos pocos parametros son
suficientes para caracterizar los desfasajes de cada onda parcial en funcién de la energia. La
férmula original del desarrollo de alcance efectivo fue debida a J. Schwinger, pero H. Bethe [18]
ofrecié una demostracién mas sencilla en la que nos vamos basar en esta seccion.

Consideremos la ecuacién de onda radial (12.43) para ¢ = 0 y sean u; y us dos soluciones que
se anulan en r = 0, con nimeros de onda independientes, ki y ko, respectivamente. Escribimos
(12.43) particularizada a nuestro caso concreto:

d2
<ﬁ + k2 — U) u =0, (12.109)
y
d2
(P + k3 — U) Uy =0 . (12.110)
,
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Multiplicando (12.109) por us y (12.110) por uy, restando e integrando por partes, obtenemos:
" R
ugtty — urttylg = (k3 —k‘f)/ uyugdr (12.111)
0

donde el limite superior R es arbitrario. Asi mismo se ha indicado con una prima la derivada
radial.

Consideremos a continuacion las funciones de onda auxiliares ¢; y 15 que son iguales al com-
portamiento asintético de uq, us, en orden, para r — oo,

U (r) = Asen(kyr + (k1)) ,
Pa(r) = Agsen(kor + (ko)) . (12.112)

Los nimeros A; y Ay se pueden determinar comparando con (12.53). No obstante, para nuestras
consideraciones presentes, es conveniente ajustarlos de modo que 1, (0) = ¢5(0) = 1. Por lo tanto
tomaremos,

i(r) = sen(kr + 6)/send(k;) . (12.113)

Esta eleccion de los coeficientes A; fija a su vez la normalizacién de las funciones u;(r), ya que las v;
han de coincidir con el comportamiento asintético de las u;. Las v; satisfacen (d? /dr?+k2)y;(r) = 0
y por lo tanto se obtiene una relacién andloga a (12.114),

R
oty — G = (2 — K2) /0 rbodr (12.114)

Sustrayendo (12.111) a (12.114), teniendo en cuenta que u;(0) = 0 y que para R — oo u;(R) —
se tiene que

(e, — st Yoo = (k2 — k) /O (s — urus)dr . (12.115)

Puesto que las v;(r) vienen dadas por (12.113), es trivial calcular su derivada normal en r =0, y
teniendo en cuenta que estdn normalizadas a uno en r = 0 podemos escribir (12.115) como,

kocotd (k) — kicotd (ki) = (k3 — k2) /Oo(wlzbg — uyug)dr . (12.116)
0

Esta ecuacion es exacta. Hagamos a continuacion que k; — 0 y designemos en lo que sigue a ko
simplemente por k,

kcotdy(k) = kao kicotde(ky) + k2/ (Yot — ugu)dr (12.117)
1= 0

donde el subindice 0 indica que las funciones de onda correspondientes se han de evaluar en k = 0.
Notemos que la integral anterior estd restringida a la zona de colision donde se diferencian las
funciones u; y 1, puesto que fuera de dicha zona tienden a ser iguales. Asi, en el limite de bajas
energias, puesto que la energfa potencial V' en esta zona es mucho mayor que k2, dado que k — 0,
la dependencia de la integral anterior en energias es muy débil. Por lo tanto, a bajas energias
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dicha integral estd dominada por la contribucién que proviene de sustituir u por ug y ¥ por ¢ y
tenemos,

kcotd (k) ~ kao kicotd (ki) + k‘2/ (Y2 —ud)dr . (12.118)
1— 0
El limite,
, 1
]1:11)1(1] kcotd(k) = 2 (12.119)

fija la longitud de dispersion de onda S, ag. Mientras que es habitual denotar por,

o = 2 /oo(wg —ul)dr . (12.120)
0

A 7y se le conoce como alcance efectivo, puesto que el integrando es solo apreciable dentro de la
zona de colisién y, por ende, ry debe ser del orden del rango del potencial. Teniendo en cuenta
(12.119) y (12.120), podemos reescribir (12.118) como,

heotd = —— + lrokz + ... (12.121)
as 2
expresion que se conoce con el nombre de desarrollo de alcance efectivo. El resto en la expresion
anterior es de hecho de orden k*rd [18].

Para el resto de ondas parciales con ¢ > 0 el limite kcotdy(k) es cero [2]. Nosotros nos confor-
maremos en este texto con justificar dicho comportamiento para el limite de dispersién debida a
un potencial débil en el sentido especificado para la aplicabilidad de la serie de Born. En este caso
podemos sustituir Ag(kr) por je(kr) en (12.52) y desarrollando en serie de d, el lado derecho de la
férmula, se obtiene que en efecto los desfasajes para pequeias energias van como k%*! teniendo
en cuenta (12.4). Por lo tanto, en este limite de dispersién débil a bajas energias tendremos,

lim k% cotd, (k) = 1 , (12.122)
k—0 ap
con ay la longitud de dispersion de onda ¢-ésima aunque se debe tener en cuenta que sus dimen-
siones son las de (espacio)?*! y asf para las ondas P, a; tiene dimensiones de volumen.

12.6. Colisiones con sistemas complejos

La teoria de colisiones que hemos presentado hasta ahora se basa en la ecuacion de Schrodinger
para un cuerpo con un Hamiltoniano hermitico que conduce a la conservacién de probabilidad.

Sin embargo, muchos de los resultados obtenidos hasta ahora se pueden generalizar para incluir
las colisiones con sistemas complejos. En estos sistemas, por ejemplo, &tomos, nticleos, etc, el estado
inicial del sistema, si el intercambio de energia durante la colision es suficientemente elevado, puede
cambiar, pasando el blanco, por ejemplo, a un estado interno excitado con mayor energia que
tomaria de la energia inicial del proyectil. Puede incluso ocurrir que el proyectil quede absorbido
por el blanco y emita nuevas particulas,

T + 0% - NY +n+4+n. (12.123)
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En fisica de altas energias es corriente la generacion de nuevas especies de particulas a partir del
vacio sin necesidad de disponer de un blanco complejo,”?

7t — KK . (12.124)

No obstante, seguiremos hablando de sistema complejo para hacer la discusién mas intuitiva,
aun cuando todo lo que se diga aqui es valido para cualquier reaccion donde el estado final tras
la colision no contenga necesariamente las mismas particulas o sistemas en los mismos estados
internos de energia. En este punto seguiremos estudiando el canal eldstico, es decir, entre todos
los procesos posibles y abiertos para una cierta energia, seguiremos estudiando el estado final que
contenga las mismas particulas y con la misma energia interna que el estado inicial. No obstante,
debido a la apertura de otros canales (esto es, de otros procesos permitidos) la discusién no es tan
simple como la desarrollada hasta ahora a raiz de (10.23). Seguiremos considerando sistemas sin
espin.

Suponiendo que el potencial sea invariante bajo rotaciones, independientemente de si el blanco
es 0 no complejo, debe conservarse el momento angular orbital inicial. Por lo tanto, para r — oo,

Onda inicial Onda final
Je(kr) — hy(kr) 4+ nehe(kr) .

26,

(12.125)

Para los sistemas estudiados hasta el punto anterior, 1, = ¢, tal y como se discutié después
de (12.51). En nuestro caso presente esto no es asi, puesto que debido a la apertura de nuevos
canales, la probabilidad de volver a obtener el canal inicial no es 1 sino menor que 1. Por ello, en
lugar de que |n,| = 1 tendremos en general menor flujo de particulas salientes que entrantes y, por
tanto, [, <1,

ne = |ne|e* . (12.126)

A || < 1selellama inelasticidad. Si insistimos en expresar 1,(k) = ¢*%*) entonces los desfasajes

d¢(k) son complejos con una parte imaginaria positiva tal que se obtenga el médulo apropiado de
ne(k). Cuando se escribe explicitamente el médulo de 7, se tomaran los desfasajes d,(k) reales. Por
el contrario, cuando no se especifique el médulo de 7,(k), los d§; serdan complejos, en el caso, por
supuesto, de presencia de otros canales inelasticos.

A partir de este punto, sustituyendo €% por |n,| en (12.53) tenemos:

1
2ikr
Aplicando (12.54), obtenemos el desarrollo de la amplitud de colisién para el canal eldstico en
ondas parciales,

Ay(k,r) = (ethr=t2) it |y, | — milbr=E3)) (12.127)

fa(k,0) = o Z VAT (20 + 1) (|nele®P — 1)Y2(6) (12.128)

Por lo tanto, la seccion eficaz elastica es,

_ T = 2i6 2
ok k—; (20 4 1)||me|e®Pe — 1. (12.129)

#3El vacio real es de hecho en muchos aspecto similar a un blanco muy complicado.
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La seccién eficaz total tendrd dos contribuciones, la seccion eficaz elastica y la seccion eficaz
ineldstica (la que corresponde a la produccién de canales ineldsticos),

Otot = Oel T Oinel - (12130)

El célculo de 04y se puede realizar mediante la aplicacién del teorema 6ptico. En (10.77) y férmulas
posteriores, se establecié que,

/d37" V(7 t) = r2/der = —(27r)_3vk4%1mfel(9 =0) + (27) Py (12.131)

En el caso en que sélo se tenga abierto el canal eldstico, para energias suficientemente bajas,
la probabilidad se conserva y la integral primera se anula. En el caso mas general que estamos
considerando ahora, la integral no se anula en general, y es igual al niimero de particulas perdidas
respecto al canal elastico por unidad de tiempo. Menos este nimero, dividido por el flujo inicial,
nos da la seccién eficaz ineldstica. Dicho flujo es (27) vy, con lo que de (12.131) se obtiene:

4
Oinel = —Oe + %Imfel(e = O) -
4T
Otot = Ocl + Oinel = ?Imfel(e = O) . (12132)
De (12.132) y (12.128) es directo obtener,
2T
Ot = 13 (204 1)(1 — |ne| cos 20y) ,
=0
T [ee]
Ot = 73 ) 20+ 1)1 - me]?) - (12.133)
=0

De (12.129) o, esté siempre presente excepto cuando 7, = 1, en cuyo caso, Gie v 0yor también se
anulan. Es interesante recalcar que 0;,, = 0 siempre que |n,| = 1 y, por tanto, consistentemente
para energia inferiores a la apertura de los canales inelasticos o, = 0.

En esta seccién hemos obtenido tan solo una parametrizacion de la amplitud de colision elastica
(12.128), vélida en presencia de otros canales, ademds del importante resultado de extender el
teorema 6ptico para sistemas complejos. Sin embargo, para el caso puramente eldstico, analizado
en detalle en (12.2), también hemos desarrollado una teorfa dindmica que nos permite obtener
las amplitudes de colisién para cualquier potencial central. Para el caso de sistemas complejos
habria que disponer de una teoria dinamica que incluyese el blanco y sus interacciones propias que
caracterizan su estructura interna, asi como las de éste con el proyectil. De este modo, se podria
calcular las amplitudes de colision. Por ejemplo, si pensamos en las colisiones de un dtomo con un
electron, cuando éste fuese suficientemente energético y se excitase el dtomo, el estudio de estos
procesos requiere dejar de considerar al atomo como elemental y, por contra, hay que tomar el
ntcleo y los electrones que forman el atomo como grados de libertad y hacer el estudio completo
con el electrén incidente. Si la energia del electron incidente continua aumentando, cuando ésta
fuese suficientemente alta, haria necesario considerar los constituyentes elementales del nicleo,
protones y neutrones, y asi sucesivamente se van explorando distancias menores. Notese que la
longitud de de Broglie del electrén para ser sensible a la estructura interna del nicleo debe ser del
orden del fm = 105 Amstrong.
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12.7. *Relacion con la aproximacion eikonal

En el método de ondas parciales, se descompone el proceso en varios subprocesos con ¢ bien
definido y se suma sobre todos ellos para obtener la amplitud de colisién (12.56). Por otro lado,
en la aproximacion eikonal los procesos de colision se distinguen segtn el parametro de impacto y
se integran sobre todos ellos (11.59).

La aproximacién eikonal es vélida si 1/k < a. En este limite, puesto que ak ~ £, > 1 se
sigue que en el limite de validez de la aproximacion eikonal se debe sumar sobre muchas ondas
parciales. De (12.56) tenemos:

1 & 1 «
fa=57> AR+ 1) (e — )Y (0) = 5= > (20 + 1)(ne — 1) Py(cos ) . (12.134)
2ik 2ik £

Apliquemos esta serie al limite de validez de la aproximacion eikonal. Dado que ¢,,,, — o0
sustituimos la suma sobre ¢ en (12.134) por una integral. Ademds hacemos uso de la igualdad

Py(cos ) ~ J0(2€seng) , (12.135)

que es valida para sen?d/2 < 1 con £ > 1. Estas dos aproximaciones se espera que sean buenas en
el limite de aplicabilidad de la aproximacién eikonal puesto que (i) hay que sumar sobre infinitas
ondas parciales, (ii) las ondas parciales con ¢ grande estan amplificadas por el factor 2¢ + 1 y (iii)
no se espera ninguna razon dindmica por la que en el limite de proyectiles energéticos el factor
ne — 1 tenga que estar suprimido para ¢ > 1. Introduciendo estas aproximaciones en (12.134)
tenemos:

1 [e.e]
fer —/ deél(n, — 1)]0(2£sen€) , (12.136)
ik Jo 2

donde adicionalmente hemos despreciado el término 1 frente a 2/, puesto que estamos considerando
dominante el comportamiento para ¢ grandes. Si en la integral anterior hacemos ademas el cambio
de variable kb = ¢, llegamos a la siguiente expresién para fq(k,0),

fer(k,0) ~ —ik/ dbbJy(qb)(e*°® — 1), ¢ = 2k‘seng : (12.137)
0

Esta relacion se convierte en el resultado para la aproximacién eikonal (11.59) realizando la iden-
tificacién,
de(b) = A(D) . (12.138)

Como kb = {, se sigue por tanto,

Se(k) = A(L/K) (12.139)

que, teniendo en cuenta (11.60), nos proporciona el método eikonal para calcular los desfasajes.
Fijémonos que para obtener §,(k) compleja, como se requiere para sistemas complejos, el potencial
V en (11.60) debe ser complejo. Este es un método efectivo mediante el cual el Hamiltoniano deja
de ser autoadjunto y permite asi que haya pérdida de probabilidad correspondiente a otros canales
abiertos. A los potenciales complejos se les suele denominar potenciales 6pticos.
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Ejemplo: La esfera opaca.
Consideremos la colisién de un sistema con un potencial tipo esfera opaca de radio R tal que:

nb) = 0, b< R,
= 1, b>R, (12.140)

con b el pardmetro de impacto. Al ser 7(b) = 0 para r < R es por lo que a la esfera se le denomina
opaca, dado que de (12.127) la onda resultante del blanco sélo consta de ondas que asintéticamente
para r — 00 se comportan como ondas esféricas entrantes. Por tanto, también se podria calificar
este potencial como sumidero de radio R.

Haciendo uso de (12.137) tenemos para este caso:

R 0
: R o, J1(2kRsen3)
o =ik [ dbbJy(gb) = ik—Jy(qR) = iR*k———— 2~ 12.141
ik [ b = AR = R (12.141)
Aplicando el teorema éptico (12.132),
_ dAm o 5., J1(2kRsenf)
Otot — ?Imf(k,e = 0) =47 R éli}%m
= 27R?, (12.142)
teniendo en cuenta que
1
Ji(z) — 3%, T 0. (12.143)

Es remarcable destacar que oy, calculada en (12.142) es dos veces el drea geométrica de la esfera
opaca. De (12.129) calculamos la seccion eficaz eldstica sin mas que pasar de serie a integral en ¢,
despreciar el +1 frente a 2¢ y hacer el cambio de variable kb = ¢ | tal y como hemos hecho antes
para obtener f.;, mds rdpido que calcular [ d€|fq|* con f. dada por (12.137). Tenemos:

0o R
O = %/ db'2k*b|n(b) — 11* = %/ db2k*b = TR? (12.144)
0 0

que es igual al area de la seccién geométrica. La seccion eficaz o, # 0 , puesto que el flujo
final de particulas hacia fuera es nulo y eso es distinto con respecto a la situacion inicial. Asi, se
cuentan particulas para r — oo procedentes del flujo inicial que pasan el blanco sin interaccionar.
Finalmente la seccién eficaz inelastica,

Oinel = Otot — Ot = TR” . (12.145)

También es igual a la seccién transversal. Queda claro que el efecto sorprendente de que oy sea
dos veces el area geométrica de la seccién transversal de la esfera es porque la seccién eficaz elastica
no se anula debido a la contribucion de particulas no dispersadas que se alejan del blanco. Nuestra
intuicién si que se aplica a la seccion eficaz inelastica.
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Parte 1V

Simetrias de las amplitudes de colision
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Capitulo 13

Ecuacion de Lippmann-Schwinger

Con este capitulo se inicia la cuarta y tultima parte del curso donde exploramos las restricciones
y consecuencias que sobre las amplitudes de colisiéon supone la imposicién de las simetrias espacio-
temporales y de intercambio de particulas idénticas, discutidas en los capitulos 3-9. Para ello,
redescribiremos el proceso de colision en el presente capitulo segun el formalismo abstracto, sin
restringirnos a la mecanica ondulatoria. Este formalismo, méas general al tratar directamente con
operadores, es mas adecuado para estudiar la colisién con sistemas de muchos cuerpos (factores de
forma) y proceder a estudiar a continuacién las restricciones que sobre las amplitudes de colisién
imponen invarianza bajo rotaciones, paridad e inversiéon temporal, tanto para particulas sin espin,
en el capitulo 15, como para particulas con espin, en el capitulo 16. Para ello, se habra generalizado
el proceso de colision discutido en los capitulos anteriores a la presencia de espin. Concluiremos
el capitulo 16 con la colisién de particulas idénticas, tanto fermiones como bosones.

13.1. Matriz T de colisiones

Al igual que en la seccién 10.2, buscamos soluciones estacionarias que cumplan las condiciones
de contorno adecuadas para el proceso de colisién, esto es, que consten de una plana incidente
mas ondas esféricas salientes. Sea H el Hamiltoniano del sistema. En lo que sigue, designaremos
por Hy = p?/2u al Hamiltoniano libre. Designemos por |/;+) una de dichas soluciones que debe
satisfacer, . .

H|k+) = Ey|k+) , (13.1)

con energia Ej, = h?k?/2u. Descomponiendo H = Hy + V', podemos escribir

—

(Ho— Ex)lk+) = —VIk+),
k+) = (E,— Ho) 'VI]k+) . (13.2)

La inversa del operador (Hy — FEj)~! para E > 0 es singular puesto que los autovalores de Hy
constituyen un continuo de 0 a co. No obstante, extendiendo Ej al plano complejo, Ey = z, con
Imz # 0, entonces si que se puede proceder con la inversa del operador Hy — Ej. Este mismo
problema ya fue considerado en la seccién 10.2 para dar sentido a (10.34) y la solucién fue tomar
Imz > 0 y después pasar al limite Imz — 0, cumpliéndose entonces las correctas condiciones de
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contorno. Al igual que en dicha seccién notemos, ademas, que si |E> es una onda plana solucién
de
(Ho — Ey)|k) =0, (13.3)

entonces de la solucién |k+) de (13.2) podemos formar una nueva solucién, |k+) + |k) . De este
modo, la solucién buscada es,

|E+) = |K) + (z — Ho +i0%) "'V [k+) (13.4)

tomando el limite Imz — 07 al resolver esta ecuacién, que se especifica explicitamente en la
expresion anterior con 07. Esta es la conocida como ecuacién de Lippmann-Schwinger. Estos
resultados ya deben sernos familiares por su similitud con aquellos discutidos y presentados en
la seccién 10.2, ahora estamos considerando vectores y operadores dentro del espacio de Hilbert
sin establecer las ecuaciones anteriores en la base particular de posiciones. Por completitud en la
exposicion, veamos que en efecto en la base de posiciones (13.4) se reduce a (10.43),

(7F+) = 0x(7) = () + [ @ @ {71z — Ho+ 00) UF) VI . (135)

Evaluemos,

<ﬂ®<ﬂfl> _ 1 /d3 eiq(F_Fl) (136)

—H ‘0+—1*’:/d3 = '
(rl(z = Ho +407) 7)) @2+ ior — (2n) R 2t 0

La integral anterior es muy similar a (10.32), basta sacar factor comtin 2u/h? en (13.6) y entonces
ambas coinciden salvo un factor constante de proporcionalidad. Con ello aparece 2uz/h? que es
igual a k? y, por lo tanto, de (10.42) obtenemos,

2 M=

— H, 1O I VY —
<7’_"(Z 0o+1 ) |7’> A h2 |7—,'_7:'/‘

(13.7)
Que da lugar a la funcién de Green con el comportamiento asintético adecuado segiin se vio en
la seccion 10.2. Es mas, si como en esa seccion suponemos que V' es un potencial local, de modo
que,

(F"vIiEy = vErher ="y (13.8)

entonces sustituyendo la funcién de Green (13.7) y (13.8) en (13.5) obtenemos de hecho (10.43),

V() = 0 = 1= [ P U ) (13.9)
La ventaja de la ecuacién (13.4) reside en el empleo de un lenguaje abstracto que no requiere de
ninguna base en especial. De hecho, también permite generalizar de forma directa el proceso de
colisién para sistemas con espin, puesto que entonces V' es un operador potencial con dependencia
en el espin de las particulas involucradas, pero la ecuacién (13.4) no cambia, sélo que los estados
k+) v |K) pasardn a tener nuevos nimeros cudnticos Aj, Ay, referentes a las proyecciones de los
espines,

‘E_H 7|E> - V;v )‘1’)‘2+> ) |E> )\17)\2> ) (13.10)
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respectivamente. Como ejemplo de lo dicho, expresemos (13.4) en la base de momento lineal bien
definido. En lugar de impulso seguiremos hablando de niimero de onda, ello simplemente implica
eliminar el factor A=3/2 en las funciones de onda de los estados con momento lineal definido en
(4.44), como de hecho, ya hicimos al introducir ¢z(7) en (10.43), dada la relacién 6(p — p’) =
§(k — k")h®. La funcién de onda en el espacio de momentos la designamos por or(k') = (k'|k+),
y asl tenemos:

1

BlF) = 0 =B+ g VIR
. 1 L.
_ M”_k**E_h%wpu+w+/JW%”WW”@AW)‘ (13.11)

Definimos a continuacion el operador de transiciéon 7T tal que,
VIk+) =TIk) . (13.12)

Para ver que esta definicion no es vacia, es obvio que en el limite de potencial débil, en el sentido
discutido en la serie de Born, seccién 11.1, podemos hacer \E+) ~ |E> y, por tanto, para este caso
T~V.

Multipliquemos (13.4) por la izquierda por V' y apliquemos la definicién (13.12), llegamos a,

1

S — 13.1
E-Hy o k) (13.13)

Vk+) =T|k) = VIE) +V
que como es valida para todo \E} se convierte en una ecuacion operacional para T,

1
T=V4+V——"-"T, 13.14
E— HO + 0+ ( )
también conocida como ecuacion de Lippmann-Schwinger. En las dos tultimas relaciones hemos
empleado la notacién habitual de expresar (E — Hy +i07)"' = 1/(E — Hy +i0™).
De nuevo si el potencial V' se puede considerar pequeno en el sentido discutido en la seccién
11.1, la ecuacion (13.14) se puede resolver iterativamente,

1 1 1
T=V+V V+V 1% V + 0O\ 13.15
Ve m o TVESm o Eom o TN (13.15)

siendo A un parametro pequeno adimensional que caracteriza a V. Por ejemplo, para el potencial
de Coulomb éste es la constante o de estructura fina, a = e?/4mwephe, y para el potencial de
Yukawa (11.4), es A = 2uVy/h%a?, como vimos en la seccién 11.1.1. Al calcular los elementos de
matriz de T entre estados de particula libre, la serie (13.15) es entonces la misma que la serie de
Born (11.19), salvo el factor global constante —4m21/h* con que habria que multiplicar (13.15)
para que fuesen idénticas. De este modo resulta la importante relacion,

h2
Ar?p

(E'|T|k)y = Fk', k) . (13.16)
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13.2. Matriz S de colisiones

Consideremos de nuevo la ecuacién (13.4) y segun la definicién del operador de transicién 7'
(13.12), tenemos:

) !
P = (1 T |
k) <+Ek—H0+iO+ )|>

= S|k . (13.17)
El operador S es un operador unitario.

(k' +|k+) = 6(k'—k)= (k'|STS|k) ,
(13.18)

por tanto,
STS=88T=1. (13.19)

El operador S transforma los estados base {|k)} al conjunto de vectores {S|k)}, que es una nueva
base del espacio de Hilbert H. En efecto,

) = / R |F) (Flo) = / 0k STR+) (R + 15]6) |
Slg) = /d3k\E+><E+|S|¢>. (13.20)

La relacién de S'y T' dada en (13.17) se puede simplificar muy notablemente. Debido a la presencia
del operador singular (Ey — Hy+40")~! y dado que la matriz de colisién T sélo conecta a estados
con la misma energfa se tiene, por tanto, el resultado divergente (k’|S—1|k) — 1/i07 para (13.17).
Para solventar este problema calculemos los elementos de matriz de (13.17) entre dos trenes de
ondas en energia,

Wl%1> = /0 kfdk1X1(k1)\E1>,
o) = [ Bk (k) f) (13.21)
0

con x;(k) funciones centradas alrededor de k; > 0 y que consideraremos arbitrariamente picadas
en torno a dicho valor. Al final del calculo tomaremos el limite
1

El elemento de matriz viene dado por la integral,

1
h2k2 .0+<
o +1

Eo|T|ky) . (13.23)

(e lS — 1) = / K2k (k) / B2dbyxa (k1) =
0 1

0
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El dominio de integracién, tanto en k; como en ks, se puede extender de —oo a +00 puesto que las
funciones x;(k;) estdn centradas alrededor de k; > 0, tal que para k; < 0 son nulas. Procedamos
primero a realizar la integracién de ky. Debido a la singularidad en 1/(Ey, — Hy), tomaremos
Imk; > 0, tal y como se ha discutido en esta seccion y en la seccién 10.2. Por otra parte, dado que
X2(k2) esta picada alrededor de ko, podemos pensar en realizar la integral anterior empleando el
teorema de Cauchy con un circuito cerrado por un semicirculo en el infinito, similar a los circuitos
mostrados en la figura 10.2. El contorno de integracion lo cerramos por arriba puesto que, como
hemos visto en la seccién (12.4), la amplitud de colisién f(k,6) tiene un corte para k > 0y los
valores fisicos se obtienen de hacer el limite Imk — 07. De este modo, el polo ky = ki es el
que da contribucién (recordemos que Imk; > 0) al aplicar el teorema de los residuos. Notemos
que la contribucién del semicirculo en el infinito es nula puesto que yz(ks) se anula para valores
suficientemente alejados de ky. Por lo tanto (13.23) resulta,

2 o0 ) o
(W3, 1S = 1y, ) = —z—;;; k2dkyx1 (k) ko (B ) (e oo | T By ) (13.24)
0

En la expresion anterior ya hemos tomado también el limite de k; real y hemos representado por
koky el vector en la direcciéon de ky pero con médulo ky. Tomando el limite (13.22) en (13.24),
tenemos entonces los elementos de matriz de S entre estados |ky1) y |ka),

,2,&7'(']{31 5(]{31 ]{32)
TR k2

(ka|S — 1]ky) = — (ko|T|k1) (13.25)

donde (k1 — ko) asegura la conservacién de energia.

13.2.1. Unitariedad

En la seccién 12.2.3 obtuvimos la relacién de unitariedad (12.67) mediante el empleo del de-
sarrollo en ondas parciales que es valido para potenciales centrales. En esta seccién vamos a
profundizar en la demostracién de (12.67), de modo que obtendremos que es una consecuencia del
caracter unitario de S y, de ahi, que se hable de unitariedad en referencia a (12.67).

Dado que SST = 1y, teniendo en cuenta los elementos de matriz de S dados en (13.25), tenemos,

(k'|SSTk) = o(k—Fk')
- 2/,L7rk(5 k—Fk) - 2M7Tk‘(5(k‘ K'Y oo
= ok — k) i 2RO R Gy 2RO D o
4:u7T / WA W 7 TN %
+ 75% — k) | dk" (K'|T\E"k)(k|T|K"k)" . (13.26)
Introduciendo este resultado en (13.26) y simplificando, tenemos la relacién, valida para k' = k,
L L 2 L
(K'|T|k) — (K|T|k")* = —i g;k/dk:” (K'|T|k" (k| T k") . (13.27)
La relacién anterior es equivalente a,
RITIR) — (TR = 2B [ aier (R (8 (1.28)
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dado que (k|T|k’)* = (k'|T"|k) . Teniendo en cuenta (13.16), la ecuacién (13.27) en términos de
f implica,

- —

Flk k") — F(k' k)" z—— dE" f( )fH(k k") (13.29)
Si suponemos invarianza baJo rotaciones, como hicimos para obtener (12. 67), dado que f (k: k' ) =
F(k, cos), se sigue que f(k' k) = f(k, k') y, por lo tanto, f(k, k') — f(k' k)* = 2ilmf(k,6). Asi,
(13.29) se puede reescribir como,

Imf(k,0) = /ﬁmfke (13.30)

y recuperamos (12.67).#1

#1De hecho no es necesario suponer invarianza bajo rotaciones para obtener el mismo resultado anterior, y
combinando invarianza bajo paridad (15.8) e inversién temporal (15.5), también obtenemos que f(k’, k) = f(
con lo que obtenemos de nuevo (13.30).

a que,
ik,
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Capitulo 14

Factores de forma

Supongamos que una particula interactiia con un objeto compuesto y su longitud de onda de
de Broglie es lo suficientemente pequena para ser sensible a la estructura interna de dicho objeto.
Por ejemplo, un electrén interactuando con un conjunto de N electrones experimenta un potencial

total del tipo,
N

V() =) V(F-7), (14.1)
i=1
siendo 7 la posicién del i-ésimo electrén (particula) en la nube electrénica (sistema). Para el caso
de la colisién de Coulomb, V(|7 — 75|) = —e?/4meo|7 — 7).
Consideremos la transicion en el proyectil |k) — |k’), y en el blanco |n) — |n’). Entonces, a
primer orden en la serie de Born,

=, = 42 g MM AV = —42 N AT
fn’,n(kla k) _ ™ 'u<k} /n/| Zez(k—k )T kn) _ T Z/d?;TIHd&rs (27T)—3ez(k—k )77

s=1 i=1
— 42y \ i (F—k )7 .
X 72 /d T,Wv(r /) . (142)

Notemos que el factor de la tltima linea no es mas que la amplitud de Born (10.48) para un cuerpo
mientras que el término entre corchetes es el elemento de transicion

N

NF(@) = (| e®

=1

1
-
U

‘|n) (14.3)
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y F(q) se conoce como factor de forma de la transicién |n) — |n') y ¢ =k — k’. La funcién F(q)
tiene un significado muy claro si pensamos en que v, = 9,/ y viene dada por el producto de
funciones de onda de un solo cuerpo, ¥, = [[ ¥ (7;), puesto que entonces es simplemente,

n\ze (k=7 Z/d?’m =KD () (14.4)

y es el promedio de las transformadas de Fourier de las densidades monoparticulares. Si ¢ = 0
entonces se tiene que F'(0) = 1 y por eso es por lo que se incluye el factor de normalizaciéon N en
(14.3). Siguiendo para el caso de transicién elastica para el sistema compuesto, [n) — |n), es muy
interesante el desarrollo para bajas energias puesto que nos proporciona informacién directa sobre
el tamano del sistema. De (14.3) y haciendo un desarrollo en potencias de ¢ en la exponencial
tenemos,

N N N 3
l 1
(n| Z 1+ Z wqr; =5 Z Z QKT ik + O(q’a®)|n)
i=1 i=1 i=1 jk=1
LN 3
= N-— 5 Z ¢ qk(n|ri jrikln) + O(g*a®) , (14.5)
i=1 j k=1

donde a es el tamano tipico del sistema compuesto. Hemos supuesto que (n|r;|n) = 0 admitiendo,
por ejemplo, que el estado |n) es invariante bajo paridad o que tenga momento angular total bien
definido y por inversiéon temporal, tal y como vimos en la seccion 8.4, el valor medio anterior se
anula. Ademads por invarianza bajo rotaciones se sigue que,

1
<n|7’z’,j7’z’,k|n> = ]k§<n|7’z2|n> ) (14-6)

puesto que el tensor identidad es el tnico que podemos formar si el estado |n) es esféricamente
simétrico, como necesariamente ocurre para sistemas no polarizados que también es muy habitual.
De hecho para sistemas esféricamente simétricos el factor de forma sélo puede depender del médulo
de ¢. Pensemos por ejemplo en los estados fundamentales del atomo de Hidrégeno o de un potencial
esférico. Introduciendo (14.6) en (14.5) tenemos,

Flo) =1- & <% ;wrﬂm) +O) (14.7)

El coeficiente S°N  (n|r?|n) /N corresponde al radio cuadratico medio del sistema y, asf, se obtiene
informacion sobre el tamano del mismo a partir de la dependencia en energia del factor de forma.

También se puede tener en cuenta grados de libertad de espin a la hora de definir factores de
forma, pero en este caso se habla de los factores de forma asociados con los distintos operadores

que acompanan a las estructuras de espin permitidas en el Hamiltoniano, véase por ejemplo el
Hamiltoniano (16.31).
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Capitulo 15

Simetrias en las amplitudes de colision.
Particulas sin espin

Supongamos una transformacion de simetria, que por el teorema de Wigner corresponde a un
operador unitario U o antiunitario 6 en el espacio de Hilbert. En el caso unitario, esta transfor-
macién constituye una simetria dinamica si,

UH,U! = Hy,
uvut = v,

y, por tanto, se cumple que UHUT = H. De (13.14) se deduce,
UTU' =T . (15.1)

Por lo tanto, dados dos estados de particula libre |E> y \E "), con
k) = Ulk) , k') =U[k") (15.2)

entonces se deduce que las amplitudes de colision permanecen invariantes bajo la transformacion
de simetria,

(k'|T|k) = (k"|U'TU|K)y = (k'|T|k) . (15.3)

En estas circunstancias se habla de invarianza bajo dicha simetria o que dicha simetria se conserva.

Discutiremos a continuacién en detalle invarianza bajo paridad, rotaciones e inversion tem-
poral. Para un sistema cerrado, todas las interacciones fundamentales conocidas entre particulas
(gravitacién, electromagnetismo, interacciones fuertes e interacciones débiles) son invariantes bajo
rotaciones. Sin embargo, las interacciones débiles violan maximalmente paridad y también inver-
sion temporal, que si son conservadas por el resto de interacciones fundamentales. Téngase en
mente que cuando decimos que una simetria se conserva por una cierta interaccion, esta afirma-
cién tiene dos frentes. Por una parte, la teoria fisica que actualmente describe la interaccion es
invariante bajo dicha transformacién. Pero por otra parte, estd la verificacién experimental de
que, en efecto, dichas transformaciones son invariantes y en este ltimo aspecto las afirmaciones
no pueden ir mas alla de la precisién de los experimentos llevados a cabo hasta la fecha.
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= Para el caso de inversién temporal, como sabemos, el operador de la simetria es antiunitario.
La inversion temporal es una buena simetria dinamica cuando el Hamiltoniano sea invariante
bajo 6, 0HO~! = H. Como H, es trivialmente invariante resulta, por tanto, que se debe
cumplir §V0~! = V. Hagamos uso de la solucién formal (13.15) para determinar 6761,

1
7o' = - 07V + .
016 ovVe— +0ve HE—H0+2'0+9 A
1
_ — 7t
= V+VE_ O—z'O+V+"'_T . (15.4)

Haciendo uso de este importante resultado se deduce,

TR = (R'|TIRY" = (F'|TTIR) = (RITE")
(—k|T| - k') (15.5)
Fk kY = f(—k —k"), (15.6)

donde hemos hecho uso de (8.38) y, andlogamente a (15.3), hemos empleado la notacién
k) = 01k) ¥ [K) = 0])")
» [nvarianza bajo paridad:

(K'|T|ky = (k'|PTPYk) = (—k'|T| — k) . (15.7)

Se sigue por tanto, como consecuencia de conservacién de paridad, que,

FE"K) = f(—k',—Fk) . (15.8)
= [nvarianza bajo rotaciones:
(K'|T|k) = (k'|D(R)'TD(R)|k) = (Rk'|T|RE) (15.9)
por lo tanto, o L
f(k' k) = f(RE’", Rk) (15.10)

y la amplitud de colision es un escalar. Como ya sabiamos, f sélo puede depender de k y del
producto escalar kk'. Ademsds, si tomamos como estado inicial para el proceso de colision
un estado con momento angular orbital bien definido |E¢m), el que T sea invariante bajo
rotaciones es una nueva forma de verificar que las ondas parciales no se mezclan.

Si combinamos invarianza bajo paridad e invarianza bajo inversién temporal, sin imponer in-
varianza bajo rotaciones, se llega a que:

= f(=k',—k) = f(k, k"), (15.11)
P 0
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con lo que, o o
FRE) = R . (15.12)

Este resultado implica la importante conclusion de que, dada una interaccién invariante bajo
paridad e inversion temporal se tiene,

= , (15.13)

para transiciones eldsticas. Esta es la férmula de balance detallado que nos dice que la seccion eficaz
es independiente de cual de los dos estados sea el inicial o el final, es simétrica bajo el intercambio
de los mismos. Este resultado es muy intuitivo, dado que al actuar con paridad invertimos los
momentos, de modo que si invertimos temporalmente obtenemos una distribucion de momentos
de acuerdo a un proceso de colision con el estado final intercambiado por el inicial.
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Capitulo 16

Simetrias en las amplitudes de colision.
Particulas con espin

16.1. Colisién de particulas con espin

Para fijar ideas consideremos primero que el haz incidente tiene espin 1/2. Al tener las particulas
espin, el potencial V' serd un operador en el espacio de espin. Para s = 1/2 lo escribimos como,

_( Vit Vi
V= ( V. V. ) . (16.1)
La ecuacion de Schrodinger en este caso queda,
N A2 w72 N
—=V 4V V..
’Lh— d]-l-("; t) — 24 + ++ 2 ;‘ ’lvb-i-(?; t) . (162)
ot \ v_(7t) V. —LVie Vo V(1)

Notemos que si los potenciales no diagonales son nulos, V,_ = V_, = 0, entonces cada compo-

nente del espinor (¢, , 1_)T evoluciona independientemente, puesto que tenemos entonces dos
ecuaciones de Schrodinger desacopladas.
En general, para espinores de rango s, la solucién de (10.43) es
1 Zk"* "/| S

Vi (F) = o (7)) — — > U (7, (7 d™r (16.3)

Am | |7 =7 =

que incorpora las correctas condiciones de contorno discutidas en la secciéon 10.2. De hecho, para
r — oo y considerando un potencial de corto alcance, tenemos,

)~ 0~ o [ TS U g () (16.4)

V=—s

La ecuacién (16.3) para s = 1/2 es equivalente a la ecuacién de Schrodinger (16.2).
Comparando (16.4) con (10.47), se deduce que la amplitud de colisién es,

47r,u

Foulk' k) = ——5 (5, Vg) (16.5)
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donde los subindices p y v en fu,,(l; " E) se refieren a las componentes de espin del estado inicial
y final respectivamente. Notemos que el producto escalar también tiene en cuenta los grados de
libertad de espin,

(b, Vz) Z / &' ¢t Vas(F )z 5 - (16.6)

Es importante destacar que la ecuacién de Lippmann-Schwinger (13.14) es una relacién op-
eracional que involucra V' 'y 1/(E — Ho + i0") y su estructura es independiente de la presencia
del espin o no. Este sélo implicara la existencia de indices matriciales discretos en V' y T. Por
supuesto, £ — Hy + i0" es un operador diagonal en el espacio de espines.

Es conveniente introducir un operador de colision M (E ! E) en el espacio de espin, tal que,

MK’ k) |xn) = Z Fan (B ) Xom) - (16.7)

m=—s

De este modo, la seccion eficaz diferencial correspondiente al proceso de colision de un estado
inicial |k, x,) a otro final |k, x,) es igual a:

O MR B) X 1 = Ol MIx) (el MT1x) (16.8)

Si en el estado inicial cada estado de tercera componente de espin Ay tiene un peso w, y no se
detecta el espin en el estado final, para calcular la seccién eficaz diferencial hay que sumar sobre
todos los espines finales y promediar sobre los iniciales, de acuerdo a su peso relativo w,,, y asf se

obtiene,
S

D E—Fy= S ol Mpxwled M) = tr(MpMT) (16.9)

VU=—s

dado que la matriz densidad inicial es p = >, [x,)wu (Xl -
Respondamos a continuacion a la pregunta de jcudl es la matriz densidad resultante del haz
dispersado en la direccién k' 7. Dado que la amplitud de transicién del estado inicial |k, x,) al

estado |E ', Xv) es proporcional a f,,u(lg ' E), se sigue, por tanto, que la matriz densidad del haz
dispersado en la direccion k' es,

p;;f/ - Z M /7 ‘XH wﬂ(Xﬂ|M ( ,7 k) ) (1610)
,u——s
con N un factor de normalizacién que se determina tal que tr(p’,;,) = 1. De esta forma,
Py = M(k' B)pMI (k' k) /tr(MpMT) . (16.11)
Determinado p’E,, se dispone de toda la informaciéon posible sobre el haz dispersado en la direccién

de k'. Por ejemplo, la polarizacion después de la colision seguin k' para un haz de espin 1/2 es,

(16.12)
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A lo largo de este punto y en el resto del capitulo seguiremos considerando que el espin del blanco
es nulo. No obstante, todo lo que se diga en estas secciones se puede generalizar directamente a
este otro caso mas general sin mas que trabajar en la base de espin total definido del sistema
proyectil+blanco. Asi, en lugar de hablar de estados de espin |s ), tendremos estados de espin
total |S x,, s152).

16.2. Transformaciéon de M bajo simetrias

En (13.16) establecimos la relacién entre los elementos de matriz del operador de transicién 7'
y la amplitud de colisién f(k’, k). Su generalizacién para incluir los grados de libertad de espin es

directa,
2

% 7 _477-2/14 7 —h o
BB By = (' Xl =5 TR ) = 5 Ol MG B ) (16.13)
h 421
Veamos una a una las restricciones que sobre M imponen las simetrias tratadas en la seccion 15,
pero ahora generalizadas al caso con espin.

» Paridad: PTP~! = PTP =T,

. . A . . L.
(K Xul PTPIE, x) = =PRI T] = Foxw) = Ol M(=F', =B)lx,) . (16.14)

Por lo tanto,

fHV(k/7E) - qu(_E,7_E>>
M(E' k5 = M(—k' —Fk,3), (16.15)

donde se ha especificado explicitamente el operador de espin, 3, presente en M .

» Rotaciones:

<k /7 XM‘T|k7 XV> = M<Xu|M(k ,7 k? §>|XV>
= (k' Xu D(R)'TD(R)|k, x,,) = (Rk', Xrz ul T| RE, X R
2 L
= M()@M(Rk’, Rk, R3)|xv) - (16.16)
Por lo tanto, M (E ! E, ) es un operador escalar construido a partir de los vectores k' , k (son
autovalores) y del operador vectorial de espin §.

» Inversién temporal: Ya hemos visto en la seccién anterior que #T0~! = T't. Sigamos el mismo
razonamiento que en (15.5),

—~— ——~—— -

(" X Tk, XY = (k7 xulOT 1k, o) = (B xul TR, x0)* (16.17)
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Teniendo en cuenta las leyes de transformacién bajo inversién temporal (8.38) y (8.23),

(k'

) XM‘TU;:, Xu) = iQM(i2

que implica,

VR X T = Ry = P (<R T = x| (16.18)

Fun (B By =201 o (<K' =) . (16.19)
Si ademas imponemos inversién bajo paridad resulta,
fu (B k) =200 f (k' k) . (16.20)
Rotaciones MK’ k,5) es un escalar
Paridad M(k', E 4) M(—k' —k,3)

Inversién temporal fW(E E) Wn=v) f - u(— E’,—E)
(+ rotaciones)

Cuadro 16.1: Cuadro resumen de las restricciones impuestas por la conservacién de la simetria
correspondiente.

La expresiéon (16.19) se puede simplificar para espin 1/2 de forma notable. De la relacién
(6.157) podemos escribir,

(k'

Xl TR, X0)

POk, x| T = K x—p)
ZQ(V_M (_1)]'—#(_1)]'—1/(_]%'7 XV|Dy78pin(7r)TTDy78pin(7r)| - El’ Xu>

2
T MR~ Ry (s Ry (s Ry(m)52) )
_p2 L.
o DM (F =525, =.))
—h? LR
yro Xl M (=k, =k, =54, 8, —5:) x0)" (16.21)

donde se ha tenido en cuenta la ley de transformacién de los operadores cartesianos (6.163).
Dado que los coeficientes de Clebsch-Gordan son reales y, en virtud del producto de Kroneck-
er de matrices de rotacién (6.89), cualquier matriz de rotacién asociada a la representacién
irreducible j se puede construir a partir del producto de 27 matrices de rotacion de espin
1/2, con lo que el generador s, siempre serd una matriz imaginaria pura mientras que s, y
s, seran reales”!. Por lo tanto, si denotamos por v todos los posibles coeficientes complejos
que hayan en M, tendremos la relacion,

MT(—

—E’, — Sy, Sys —S2,7Y)" = M(—IZ, —E’, — Sz, =Sy, —S2,7) » (16.22)

#1Los generadores para espin 1 dados en (6.9) y (6.11) no estdn dados en la base esférica sino en la cartesiana.
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téngase en cuenta ademds que para particulas de espin 1/2 M sélo puede depender lineal-
mente de § ya que el producto de dos matrices de Pauli vuelve a ser una combinacién de la
identidad y de matrices de Pauli. Insertando este resultado en (16.21), tenemos,

2

—_ — —

<XM|M(_]{:7 _k/7 _8I7 _Sya _SZ7 'Y)|XV> 9 (1623)

kx| TIk, xo
(k" xulT'|K, x0) =

puesto que los estados |x,(,)) no inducen factores complejos adicionales ya que son vectores
columna reales. Resumiendo,

M(E' k5 = M(—k' —Fk,—3) . (16.24)

Combinando a su vez invarianza bajo paridad llegamos al resultado vélido para espin 1/2,

— —

M(E' k,5) = M(k' k,—3) . (16.25)

16.2.1. *Fdérmula de balance detallado

Empleando (16.20), podemos generalizar el resultado del balance detallado dado en (15.13)
para el caso de particulas con espin. En una colision no polarizada, donde no se determina el
espin de las particulas finales y todas las proyecciones de espin del estado inicial son igualmente
posibles, se tiene que la seccion eficaz viene dada por,

do \E’\ 1 ° =, =g
_— = s I/k7k 3 ]_ 2
aQ |k 23+1HZ [ fu( ) (16.26)

WV=—8

de (16.9) con w, = 1/(2s5+1). Para dar mayor generalidad a nuestros resultados no se ha supuesto
que necesariamente |E\ = |E 'l. Puesto que para el calculo de la seccién eficaz hay que dividir por
el flujo de particulas iniciales y estamos permitiendo que |IZ | # |E ', es por lo que aparece el factor
E'/k en (16.26), ya que las velocidades en (10.61) y (10.63) no son entonces iguales y no se cancelan
al calcular la seccion eficaz. De hecho, ni tan siquiera se requiere que el contenido en particulas de
los sistemas inicial y final sea el mismo, ya que, cualquier paridad intrinseca que podria aparecer
en (16.20) desaparece al calcular el médulo al cuadrado. Dado que estamos sumando sobre todos
los espines, podemos pasar de —u(—v) a v(u) en (16.26), y, como consecuencia de (16.20), resulta
la siguiente igualdad entre secciones eficaces,

k' do

L kdo -, -
(28i+1)zd—9(k’ — k') = (2Sf+1)?d—§2(k — k),
do ~ -, 2;+1 (K\*do -, -
Yk k) = ) @ 16.2
k= k) 23i+1(k ok =R (16:27)

donde s; y sy son los espines inicial y final, respectivamente.
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16.2.2. Forma general de M para el caso de espin 1/2

Determinemos la forma general del operador de espin M (k' k, s) para espin 1/2, imponiendo
invarianza bajo paridad, rotaciones e inversién temporal.
De invarianza bajo rotaciones se sigue,

M =g +3kxkg+k+k)gs+a(k—k)gs, (16.28)

donde g; = g;(k? k'?, k' IZ) son funciones escalares de los momentos. En la expresion anterior se ha
hecho uso de que las matrices 7; y la identidad constituyen un algebra cerrada bajo el producto de
matrices, por lo tanto, cualquier término cuadratico y de grado superior en &; se puede expresar
como combinacién lineal de la estructura general en (16.28).

Si ademds imponemos inversién temporal (16.24), esto implica que g4 = 0, puesto que, al
cambiar de signo los momentos y &, aparece un signo menos afectando a la estructura proporcional
a gy4.

Finalmente, inversién espacial (16.15) implica por si misma que no sélo g4 = 0 , sino también
g3 = 0.

Por lo tanto, la imposicion de todas estas simetrias implica una estructura en espin muy limitada
para M,

M =g+ (dn)h , (16.29)

donde 7 es el vector director de k' x k y g v h son funciones de k, k' y cos 6.

16.2.3. *Imposicion de simetrias en el Hamiltoniano

Si la interaccion no depende de espin, vimos en el capitulo 5, cuando se trato la invarianza bajo
las transformaciones de Galileo, que el potencial debe ser una funcién escalar de las coordenadas
relativas de las particulas del sistema, garantizandose asi invarianza bajo transformaciones de
Galileo, rotaciones, paridad e inversién temporal. Sin embargo, en la naturaleza existen fuerzas
dependientes de espin, muy conocida es la interaccién espin orbita en fisica atomica y nuclear o
fuerzas tensoriales en la interaccién nucleén-nucléon,etc.

Consideremos a continuacién un sistema de dos particulas de masa reducida p y espin 1/2; y
establezcamos las estructuras permitidas en un Hamiltoniano invariante bajo rotaciones, paridad
e inversién temporal. Por la misma razén que para el caso del operador M, es suficiente considerar
estructuras lineales en ¢. El Hamiltoniano sera una funcion de &, esto es, de espin, de momento
lineal, p, y de posicién, Z. A partir de ellos podemos construir los siguientes escalares,

a(Fxp), op, o7, (16.30)
no considerando términos posibles de interaccién cuadraticos en el operador p'y de potencias

superiores. Por lo tanto, en esta aproximacion, podemos escribir el Hamiltoniano como,

-2
H:%+%m+mmm, (16.31)

1
donde no hemos considerado op ni 67, puesto que violan paridad y la segunda estructura, ademas

inversiéon temporal. Las funciones Vy y V; son escalares y, por tanto, sélo pueden depender en
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general de r, p y de su producto escalar, ¥p, pr . No obstante, en el Hamiltoniano anterior sélo se
han supuesto dependientes de r dado que es el caso mas habitual y sencillo de resolver.

El termino ¢ es el denominado acoplamiento de espin-6rbita y como se ha mencionado es
fundamental en fisica nuclear y en fisica atéomica, donde da lugar a correcciones relativistas en el
espectro.

Si solo hubiésemos impuesto invarianza bajo inversién temporal, la estructura &p estaria per-
mitida y darfa lugar a un término adicional en el Hamiltoniano (16.31),

1

5 Va(r)ap+apVa(r)] (16.32)

donde la estructura simétrica anterior garantiza que H sea hermitico. Estos términos dan lugar a
contribuciones a M de la forma 5(E + k' ) , que conservan inversién temporal pero violan paridad,
como hemos visto en (16.28).

Si permitimos la violacion ademaés de inversién temporal, tendriamos términos en el Lagrangiano
de la forma V5(r)G7 , que darfan lugar a contribuciones en M (16.28) de la forma &(k — k') que
violan Ty P.

16.3. Polarizacién producida tras la colision

Aplicamos a continuacién las restricciones impuestas sobre M que hemos tratado en la seccién
16.2.2 para colisién de particulas de espin 1/2. Calculemos primero la seccién eficaz (16.9) de un
haz no polarizado, para M dada (16.29) y que conserva paridad, inversién temporal y rotaciones.
Resulta,

d 1 1 1
% = tr(MpM'") = §trMMT = 5t (g + dnh)(g* + onh*)] = St (lg* + [n[?)
= |g*+|h]*. (16.33)

Vemos, por tanto, que para la colisién de un haz no polarizado la seccion eficaz diferencial es
independiente del angulo acimutal que distingue entre distintos planos de colision.

No obstante, el haz dispersado en una cierta direccion si que puede resultar polarizado dado
que la interaccién puede favorecer unos valores de la proyeccion de espin sobre otros. Siguiendo
con el caso del haz no polarizado y con M dada en (16.29), la polarizacién del haz resultante en
la direccién k' viene dada por,

S tr (GMpMY) 4 2Regh*

16.34
VPSR PE T (16.34)

y es perpendicular al plano de la interaccién. Notemos que si hubiésemos considerado términos
que violasen paridad en M, de la forma 5(/; + k' ), en lugar de n en (16.34), tendriamos vectores
directores segin k+k' que darfan lugar a componentes en ]3f contenido en el plano de colisién. Por
lo tanto, la medida de la polarizacion del haz resultante se puede emplear para hacer pruebas de
violacion o conservacion de paridad. De hecho, asi se procedié en el descubrimiento experimental
de la violacién de paridad por las interacciones débiles [17].
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W

g,

a) b) 0) d)

Figura 16.1: Explicacién de por qué para un haz inicialmente no polarizado, el haz resultante sélo
puede tener polarizacion con componentes en el plano perpendicular al de colision.

Existe una explicaciéon pictérica muy adecuada de que la polarizacién del haz dispersado en una
cierta direccién esté contenida en el plano perpendicular al de colisiéon. Para ello, consideremos
la figura 16.1. En esta figura las componentes xy de la polarizacién en el plano de la figura, que
corresponde al de colision, se indican mediante flechas, mientras que la componente segtn el eje z
se senala mediante las flechas circulares, tal que el sentido z positivo corresponde al giro de éstas en
sentido antihorario. Hagamos las siguientes transformaciones sobre la figura 16.1a: (i) una reflexién
en el plano yz, (ii) una rotacién de dngulo 180° alrededor del eje z y (iii) una rotacién de angulo
180 alrededor del eje z. Estas operaciones dan lugar a las figuras 16.1,b,c y d respectivamente. Si
la interaccion conserva rotaciones y paridad, la probabilidad de que ocurra el suceso de la figura
16.1a y 16.1d es la misma y, por tanto, se cancelan las componentes de la polarizacién en el plano
de colisién que tienen signo opuesto en las dos figuras.

De hecho, el estudio de la dependencia acimutal en procesos de colisién, ausente como hemos
visto para el caso de polarizacién inicial nula, constituye un método experimental adecuado para
determinar la polarizacién inicial. Sea P la polarizacién del haz inicial, entonces

do
s

1 )
St [(1 + B)(g* + G h*) (g + Fih)
= |g]*+1g]> + 2PARe(g"h) . (16.35)

Dado un cierto vector niimero de onda dispersado k', sea k ;" el vector reflejado de k' por el plano
que contiene a k y es perpendicular al plano formado por k£ y k’. Se sigue,

do do || P

i — i _ 2/Regh”||P) (16.36)
do +d_[,q \g|2+|h|2 ) .
aQk’ ' dQk”

que se denomina asimetria izquierda—derecha. Mediante el estudio de haces no polarizados ini-
cialmente podemos conocer |g|* + |h|? (medida de la seccién eficaz diferencial), véase (16.33), y
midiendo entonces la polarizacién resultante, se determina Regh* segin (16.34). Con esta infor-
macién se puede conocer |P;| a partir de (16.36).
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16.4. Dispersion de particulas idénticas

16.4.1. Bosdén-boson

Consideremos la dispersion de particulas idénticas de espin nulo. Dada la simetria de la funcién
de onda bajo el intercambio de dos bosones, la parte libre de la funcién de onda sera,

1
7 (6™ + o_z(7)) (16.37)

Cada onda plana da lugar a una onda esférica saliente modulada por la amplitud de colisién
f(k', k). Por lo tanto, el comportamiento asintético para r — oo de 1z(7) es,

3 ko
1 1 5 - ikr L —ik7 ikr . 5
T () [ S B+ f<k:’,—k>] . (16.35)
Dado que f es un escalar, L L
f(k',—=k)= f(=k' k) . (16.39)

Se sigue de (10.62) que la corriente dispersada de probabilidad para r — oo es,

)

- ka - |2

Jaisp(Ty 1) = 2(2m)r? ‘f(El> k)+ f(—k',k

(16.40)

Procediendo igual que en el caso de particulas distinguibles, la seccion eficaz diferencial es,

do
aQ
o = [aalrE B R

= [s@ B+ r-EL R

i (16.41)

Es importante destacar el término de interferencia que aparece en el cdlculo de las secciones eficaces
para bosones idénticos,
do
ds2
este término de interferencia no tiene analogo clasico y produce efectos experimentales muy im-
portantes. Asi, para § = 7/2, tendremos una interferencia constructiva:
do
dde=z

[f(k, O + | f(k, 7w = )] + 2Ref (k, ) f*(k, 7 — 0) , (16.42)

=4|f(k,7/2)|*. (16.43)

Clasicamente se esperaria solo un factor 2 y no un factor cuatro, puesto que desde el punto de vista
clasico sumariamos particulas dispersadas segin # y m — 6 dado que, al ser particulas idénticas,
no se puede distinguir entre ambas configuraciones en el contaje experimental.

Desarrollo en ondas parciales En este caso el desarrollo en ondas parciales se debe hacer sobre
f(k,0)+ f(k,m—6). De (12.56) se sigue,

f(k,0)+ f(k,m—0) = % > VAm(20 + 1)esend, (Y (0) + Y (w - 6)) (16.44)
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teniendo en cuenta que Y?(m — 0) = (—1)*Y2(6), sdlo las ondas pares contribuyen. Haciendo
¢ = 2n, con n entero,

f(k,0)+ f(k,m—0) = % i VAT (4n + 1)e2msendy, Yo, (0) . (16.45)
n=0

16.4.2. Fermidn-fermién

Dado que el aspecto novedoso y el que recalcamos en esta seccion, es la presencia de dos
fermiones idénticos en el proceso de colisién, tomemos el supuesto mas simple respecto al resto
de variables que entran en el proceso de colisién. Asi, consideremos que se trata de particulas de
espin 1/2.

De la combinacién de dos espines 1/2 obtenemos las representaciones triplete (spin=1) y sin-
glete(espin= 0) de espin. Las funciones de onda de espin son respectivamente simétricas y anti-
simétricas bajo el intercambio de los dos espinores. Si pensamos en ondas parciales, los estados
triplete solo podran incluir ondas parciales impares mientras que los estados singlete requieren
ondas parciales pares, para que de este modo la funciéon de onda total sea antisimétrica. Por lo
tanto, en la medida en que se conserve paridad, como asi lo supondremos en esta seccion, los
estados singlete y triplete no se mezclan, puesto que la ondas parciales impares tienen paridad
—1 mientras que las pares la tienen +1. Por lo tanto, podemos abordar el problema de colisién de
dos fermiones de espin 1/2 como un doble proceso de colisién disjunto para los estados triplete y
singlete. Denotamos por el subindice ¢ las amplitudes de colisién referidas a los estados triplete
y, por el subindice s, aquellas otras referidas al singlete. La amplitud de colisién es una matriz
cuatro por cuatro en el espacio de espines, que podemos escribir como:

ME R = MS(/Z',/ZHMS(E',—E)}+[Mt(E',E)—Mt(/Z',—E) , (16.46)

donde M, es una matriz que sélo afezca al estado singlete y M; es una matriz en el espacio de
estados triplete. Ambas se calculan como si las particulas fuesen distinguibles (al igual que hicimos
en bosén-bosén) tal que la matriz de espin es M(k', k) = M,(k', k) + My(k', k) .

La seccion eficaz diferencial cuando el estado inicial, que incluye blanco y proyectil, tiene la
matriz densidad p en el espacio de espines viene dada en virtud de (16.9) por:

do
—— =t [ 16.47
0 rMpM ( )
La forma mds general de p para dos particulas de espin 1/2 es,
1 . .
p = Z 1+51P1+52P2+2’;01a02562a5 y (1648)

dado que cualquier otro término de mayor grado en las o, , se puede expresar como combinacién
de los términos dados por la misma razén que se adujo en (16.28). Es trivial comprobar que,

trp = 1,
t?"p0_"1 = ﬁl
trpd, = P, . (16.49)



AVICCWIveLW Wit JUSC /1. ULLe/

Téngase en cuenta que la traza se ha de tomar sobre el espacio directo del producto de los dos
espines. El tensor (), describe las correlaciones entre los espines de las dos particulas idénticas
en el estado inicial y también se puede generar en la matriz densidad de los haces finales tras la
colision aunque el estado inicial sea no polarizado.

De (16.11) la matriz densidad de un haz dispersado segtin k' es,

MpMt
Si p = 1/4, haz inicial no polarizado,
MM
También es directo calcular que,
tro1qos MM
Qup=— i (16.52)

para el haz dispersado segin la direccion k'

Dado el diferente comportamiento de los estados singlete y triplete es interesante introducir
un formalismo mas compacto. Esto se consigue mediante el empleo de los proyectores sobre los
subespacios triplete y singlete, P, y Pg, respectivamente, definidos por:

1
1
Poo= J(345:-5), (16.54)

teniendo en cuenta que el espin total al cuadrado, S2, viene dado por,
S? = 87 + 85 + 25815, , (16.55)

nos permite calcular & - g5 y, con ello, comprobar que P se anula cuando actia sobre estados
triplete y P, se anula sobre los estados singlete. De hecho, &1 - G5 = 1 para S =0, y 77 - 65 = —3.
Ademas es directo comprobar que,

P? = P,,
Pt2 - Pt 5
PtPS = 0 )
Pt + Ps - ]_ 5
trP, = 1,
trP, = 3 (16.56)
Por lo tanto podemos escribir,
My = BMP,
M, = P,MP, . (16.57)
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En lo que sigue consideramos el caso simple de un potencial cuya dependencia en el espin de
las dos particulas es de la forma,

V(r) =Vi(r) + 01 - 03 Va(r) . (16.58)

Dado que &, 7%, en virtud de (16.55), es una funcién del espin total S?, queda claro que el potencial
anterior conserva el espin total, tanto su magnitud (triplete o singlete) como su componente
tercera. De esta forma podemos hablar de una tinica amplitud de transicién para singlete-singlete
y de otra para triplete-triplete, tal que:

M = (fS(k> 9) + fS(kv ™= 9))Ps + (ft(kv ‘9) - ft(k>7r - 9))Pt
= f,P,+ [P . (16.59)

y con ello la seccién eficaz diferencial queda como,

do = ; x ;
q = trelsPs+ fiP) (P + fEP)
= |fs(k,0) + fo(k, 7 — (9)|2 trpPs + | fi(k,0) — fi(k,m— 9)|2tert ) (16.60)
Si el estado inicial es no polarizado tenemos sencillamente
do 3 1
o = Uk 0) = ks = ) 4+ 5 1fu(k,0) + filky = O) . (16.61)

Notese que hay tres estados triplete y uno sélo singlete.
Si el proceso es independiente de espin, V5 = 0, se tiene que f, = f; = f y, por lo tanto, en este

supuesto,
do 1
— = —|f(k,0 k,m—0) 16.62
o= M0+ (kT = ) (16.62)
igual que en la colisién de particulas idénticas de espin nulo (16.41).
También el desarrollo en ondas parciales es directo a partir de (12.56) y, procediendo andloga-

mente que en (16.44), se llega a,

fo(k,0) + fo(k,m—0) = % D> VAr(20+ 1)e®send, Y, (6) |

(=0,2,4...
F(5.0) — fu(km—0) = % S VATl F Deisens,YO(0) (16.63)
=1,35...

Calculemos (), resultante de la dispersion para haces no polarizados inicialmente. De (16.59),
es directo comprobar que,

MMT = fsf:Ps"i_ﬁft*Rfu
tTMMT = ‘fs(k79)+.f8(k377r_9)|2+3‘ft(k379)_ft(k:77r_9)|27

tro1a09sPs = —du3 ,
tro1ao2sPr = dap .
—Zt7’01a02551 “0y = —0ap ;

trMMio14005 = {[fu(k,0) — folk,m — 0)|* = [ fs(k,0) + fo(k,m — 0)°} Sap - (16.64)
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Teniendo en cuenta estos calculos, de (16.52) se sigue,

Qaﬁ = Q(k79) 5046 s
|fo(k,0) — fo(k,m— O)° — | f,(k,0) + fo(k,m — 0)|?

Q(k,0) 5 . (16.65)
|fs(k,0) + fs(k,m—6)]" + 3| fi(k,0) — fo(k, 7™ —0)|?
Si el proceso de colisiéon solo tiene lugar en uno de los dos canales de espin total,
Q) = 1/3 sdlo triplete, espines paralelos ,
Q@ = -1 sdlo singlete, espines antiparalelos , (16.66)
en general
1
—-1<Q< 3 (16.67)

Es importante destacar que la correlacion de espin es no nula incluso en el caso de que las fuerzas
sean independientes de espin. Sustituyendo f; = f; = f en (16.65),

_ Ref(k,0)f(k, 7 — 0)

©= do /dS) ’

(16.68)

con do/dS) dada en (16.61). Por ejemplo, a muy bajas energias sélo la onda S contribuird, por
tanto sélo habra estado singlete, y en este caso f(k,6) ~ f(k, m—46) y los espines son antiparalelos,
@ = —1, como debe ser.
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Parte V

Coleccion de problemas
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Apéndice A
Primer boletin

1. Encuentra los autovalores y autovectores de

0 —
o=\ o .

Supongase que un electrén esta en un estado,

(5)-

Si se mide S, determinar la probabilidad de obtener /2.

2. Considera la matriz 2 x 2 definida por:

ap + 10-a
U = S S
ay — 10 - a
donde ag es una variable real y @ es un vector tridimensional con componentes reales.
a) Prueba que U es unitaria y unimodular.

b) En general, una matriz unitaria 2 x 2 representa una rotacién en 3 dimensiones. Encuentra
el eje y el angulo de rotacién para U en términos de ag y a.

3. El Hamiltoniano dependiente de espin de un sistema formado por un electrén-positrén en la
presencia de un campo magnético uniforme B en la direccion z se puede escribir como:
H = 480 . §» 4 B g _ gy |
2m " ? ?
Supongase que la funcion de ondas del sistema es X(_)X(—+)-

a)En el limite A — 0, eB/m # 0, determinar si la funcién de onda anterior es un autovalor
de H. Silo es determinese su autovalor y si no su valor medio.

b) Lo mismo que en el apartado anterior pero para el caso eB/m — 0, A # 0.
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4. a) Considérese un estado puro de un sistema de espin 1/2. Supéngase conocidos los valores
medios (S), (S;) y el signo de (S,). Mostrar cémo podemos determinar el correspondiente
vector estado y justificar por qué es necesario conocer sélo el signo de (5,).

b) Considera un estado mezcla de sistemas de espin 1/2. Supongamos conocidos los valores
medios (S;), (Sy) v (S). Construir la correspondiente matriz densidad.

5. Considérese un estado mezcla de sistemas de espin 1. La matriz densidad es ahora una matriz
3 x 3. Determinar el nimero de pardametros reales para caracterizar la matriz densidad.
. Qué debemos conocer ademas de (S;), (Sy) v (S:)?.

6. Utilizando un espectrografo de masas y un aparato de Stern-Gerlach demostrar que L, y el
Hamiltoniano son observables compatibles para un atomo aislado.
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Apéndice B
Segundo boletin

1. Demostrar:

_ L 0G(p
[xz'aG(@] = Zthi )
. OF(@)
[p“F(l’)] - _Zh axz )

donde ¥ y p son los operadores de posiciéon y momento. F' y GG son funciones que se pueden
expresar en serie de potencias de ¥ y p, respectivamente.

2. Sea A una matriz arbitraria, demostrar:

AT
lm (1—i— | =e ™.
o (1-12)" =+
Haced uso del desarrollo en serie de potencias de la exponencial como definicién de e=#4.
3. Sea {|a’)} una base ortonormal del espacio de Hilbert, correspondiente a los autovectores

del observable A. No hay degeneracion.
a) Probar que:

b) Determinar el significado de:

A—ad’
H CL’—CL”'

a// #a/

c¢) Hlustrar a) y b) utilizando como A el operador S,, tercera componente del espin para
sistemas de espin 1/2.
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4. Un haz de dtomos de espin 1/2 recorre una serie de medidas Stern-Gerlach como sigue:
a. La primera medida acepta dtomos con S, = +h/2 y rechaza dtomos con S, = —h/2.

b. La segunda medida acepta dtomos con S,, = +h/2 y rechaza dtomos con S, = —h/2,
donde S,, es la componente del espin segun el vector director n contenido en el plano zz y
que hace un angulo (3 con el eje z.

c. La tercera medida acepta dtomos con S, = —h/2 y los rechaza con S, = +h/2.

. Cual es la intensidad del haz final con S, = —h/2 cuando la intensidad del haz con S, =
+h/2, superviviente del primer experimento, se normaliza a 17. ;Cémo se debe orientar el

segundo aparato de medida si queremos maximizar la intensidad del haz final con S, =
—h/27.

5. Considera un espacio tridimensional. Si un cierto conjunto de vectores ortonormales, digamos
1), |2) v |3), se emplea como base, entonces los operadores A y B se representan por:

a 0 0
A = 0 —a O
0 0 —a
b 0 0
B = 0 0 —ib ,
0 b O

donde a y b son ambos reales.
a) El espectro de A es degenerado, jocurre lo mismo con el de B?.

b) Mostrar que Ay B conmutan. Justificar el resultado por simple inspeccién de las matrices
Ay B.
¢) Encuentra un nuevo conjunto de kets que sean autovectores comunes de A y B. jEspeci-

fican los autovalores completamente a los autovectores?.

d) Sea un nuevo observable que viene dado por:

1

1
0
V210 1

O = O
O = O

Encontrar los autovectores normalizados a uno y los autovalores. ; Hay degeneracion?. Dar
un ejemplo fisico donde el resultado obtenido sea relevante.

6. Laimagen de interaccién se emplea usualmente para calcular probabilidades de transicion en
sistemas que se perturban débilmente. Como ilustracién, consideremos un oscilador arménico
unidimensional que se perturba por una fuerza débil, dependiente del tiempo, pero espacial-
mente uniforme K (t), donde K (t) = 0 para t < 0. Inicialmente (¢ < 0) el sistema estaba en
su estado fundamental |0), y para ¢ > 0 suponemos que la respuesta se puede tratar por la
serie de Dyson en imagen de interaccién, serie de potencias en K (t).
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a) Mostrar que en la aproximacién en que truncamos la serie de Dyson a orden K™, el sistema
no puede ser excitado més alld del estado excitado n-ésimo |n).

b) A primer orden en K, mostrar que la probabilidad de encontrar el sistema en |1) en el
tiempo t es:

1

pi(t) = W\K(tﬂ? )

donde
t
K(t) = / K(t)em dt' |
0

c) Para t > 0, sea

K(t) = Ko(1—e 7).

Mostrar que para tiempos grandes,

K2
t) ~ 0
() 2mhw? ’
siwt > 1. Si7 = 0, mostrar que p; () oscila indefinidamente. Compara el promedio temporal
de esta funcion oscilante con la formula anterior.

d) Consideremos un oscilador que estd en un campo de fuerzas uniforme y constante K
y designemos por [0) a su estado fundamental. Si [1) es el primer estado excitado del os-
cilador cuando K = 0, mostrar que |(1|0)|? viene dado por la ecuacién anterior, (B.1), en la
aproximacion mas baja en que dicho resultado es diferente de cero. Coméntese el resultado.

7. Sea el Hamiltoniano de un sistema de particulas de espin 1/2:

—92
H=Y B,
2m
M = —0(+—g, S,
2m+2mg

donde ¢ es el momento angular orbital, S es el espin y gs una constante.
a) Justificar que E_Q, (. y S, conmutan con el Hamiltoniano anterior si B es paralelo al eje z.
En lo que sigue consideramos la base de estados |[(£.S,).

b) Determinar la evolucién temporal de la polarizacién del haz P = (25/h) en la imagen de
Heisenberg siendo B||Z.

¢) Haciendo uso de la imagen de Dirac, considerando B como pequeno, determinar a primer
orden en la serie de Dyson la probabilidad de transicién de un estado [( ¢, +1/2) a [£{,—1/2)
cuando B||z.

d) Obtener el resultado anterior de forma exacta para una perturbacién —eg,S, B’ /2mbh.
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Apéndice C
Tercer boletin

1. a) Consideremos la desigualdad de Schwartz
{ala)(818) = [(alB)]* .
Demuestra que la igualdad se cumple si y sélo si:
@) = AlB)

con A un numero complejo.

b) Mostrar que el signo de la igualdad en la relacién de incertidumbre generalizada se cumple
s6lo si el estado en cuestion satisface:

AAla) = AAB|a) .

Con A un ndmero imaginario puro.

c¢) Un tren de ondas gaussiano puede escribirse como:

(¢|a) = (ond?) 4 exp | DL (T 2D

Dicho tren de ondas satisface la relacién de incertidumbre minima:

VB = 5

Probar que se satisface en este caso el teorema del apartado b):

(2’| Az|a) = (ntim. imaginario puro)(z'|Ap|a) .

d) Probar el resultado inverso, es decir, cualquier funcién de ondas que satisfaga el principio
de incertidumbre minimo debe ser un tren de ondas gaussiano.
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2. Considérese una particula libre en una dimensién. En ¢ = 0 satisface la relacion de incer-
tidumbre minima:
2

I
() (an?) =
Ademas se sabe que:

(r) =(p) =0 (t=0).

Utilizando la imagen de Heisenberg, calcular ((Az)?); como funcién de ¢ (¢ > 0) tomando
((Az)?)s—o conocido. (Ayuda : hacer uso del apartado b) del problema anterior.)

3. Una caja que contiene una particula se divide en dos compartimentos, izquierdo y derecho,
separados por una fina particién. Los autovectores de posicién |R)(|L)) representan estados
de la particula en los que con seguridad ésta se encuentra en el lado derecho (izquierdo) de
la caja. El estado vector mas general viene dado por:

@) = [R){Rl|a) + |L)(L|a)

donde (R|a) y (L|a) se pueden considerar como funciones de onda. La particula puede
atravesar la particién por efecto tinel, que se caracteriza por el Hamiltoniano:

H = A(|L)(R[ +|R)(L]) ,

donde A es real y tiene dimensiones de energia.
a) Encontrar los autovalores y autovectores normalizados a 1 de H.

b) Empleando la base de autoestados del Hamiltoniano del apartado anterior, determinar el
estado |, t) en un tiempo posterior ¢, ¢ > 0. Se considera que para t = 0 |«) es el vector
dado arriba.

¢) En ¢t = 0 la particula estd en el lado derecho con toda certeza. ;Cuél es la probabilidad
de encontrar la particula en el lado izquierdo como funcién del tiempo?.

d) Escribir las ecuaciones de Schrédinger acopladas para las funciones de onda (R|a,t) y
(L|a, t). Mostrar que la solucién de dichas ecuaciones es la misma que del apartado b).

e) Supongamos que H = A|L)(R|. ;Es hermitico este Hamiltoniano?. ;Se conserva la prob-
abilidad a lo largo del tiempo?.

4. Clasicamente el producto de una traslacién ¥ — '+ @ y una transformacion pura de Galileo
T — T+ Ut es ¥ — T+ Ut + da. Demostrar que en el espacio de Hilbert también se tiene esta
relacion salvo una fase global:

—iK7 —iPd\ iMav _ Ki+Pi
exp 7 exp i = exp 5% exp Ziﬁ ,

donde M es la masa de la particula. Discutir la regla de superseleccion a que la relacion
anterior da lugar en el espacio de Hilbert.

Ayuda : Hacer uso de la relacién e? ef = eA+BelABl/2 & [A [A, B]] = [B,[A, B]] =0
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5. Calcular la funcién de onda del vector estado resultante de una transformacién de Galileo
en términos de la funcién de onda del vector estado original.

6. Sean Oy (O dos sistemas de referencia inerciales. Demostrar que Ho = Hop.

7. Sea J°(Z,t) un operador densidad asociado a una carga @ tal que se satisface la ecuacién
de continuidad:

&]0 OJ (T, t)
2:

donde J(Z,t) = (J*, J2, J3) es una corriente. Se utiliza la imagen de Heisenberg. La carga
@ viene dada por la integral de la densidad:

Qz/ﬁmﬂfﬂ

a) Siendo |0) un estado invariante bajo traslaciones y con energia nula (vacio), dar una
expresion de (0|Q|0) en funcién de (0]J°(0, 0)|0), haciendo uso de invarianza bajo traslaciones
y desplazamientos temporales. {Qué condicién debe cumplir (0]J°(0,0)[0) para que (0]Q|0)
sea finito?.

b) Sea |p) un estado de una particula de momento p. Expresar (p|Q|0) en funcién de
(p]J°(0,0)]0). Utilizar el resultado obtenido para calcular (F|Q|0) siendo |F) el tren de
ondas:

n= | (;fr—,ﬁy,\mf@ ,

con f(p) en una funcién arbitraria de cuadrado integrable.
¢) Demostrar haciendo uso de la ecuacién de continuidad que

aQ

=0.
dt

d) ;Qué masa debe tener la particula |p) para que <F\§|O) =07.

e) Llegar a la misma respuesta del apartado anterior haciendo uso de:

2 =10, ).

8. Sean s; (i = x,y,z) las matrices de momento angular s; = J;/h de espin 1. Mostrar que

s3 = s; y de aquf deducir que:

W, B,7) = e~ [1 —isinBs, — (1 — cos ﬁ)szz;] e~ s:
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Apéndice D
Cuarto boletin

1. Calcular los coeficientes de Clebsch-Gordan (jm j — m|00).
2. Sea el estado fundamental de un atomo de hidrégeno y considérese la perturbacién 6V (7) =
B2?, siendo B una constante, que acttia para tiempos t > 0.

a) Calctlese a primer orden en teoria de perturbaciones el cambio en la energia del estado
fundamental n =1, ¢ = 0.

b) Si el estado inicial tiene ¢ = 0, ;qué momentos angulares puede tener el estado final tras
actuar la perturbacion un tiempo ¢.7

¢) Calcular en primer orden en teoria de perturbaciones la probabilidad de transicién desde
el estadon =1, £ =0 al estado n = 2, { = 1 tras un tiempo t.

Ayuda: Funciones radiales del dtomo de hidrégeno.

2 —Tr/a
Rlo(’l“) = 3—/2€Xp /O,
)

2 r
— _ —r/(2a0)
R21 (T) = (2a0>3/2 (1 2@0) exXp )
siendo ag el radio de Bohr.

3. De la definiciéon de D(R), derivar en sucesién las siguientes relaciones.

a)

0 s
ZD(R) = ~iD(R).,
0 .y
DR = i D(R).
9 o
a—vD(R> —ZﬁD(R) ;

donde:

1 , ,
Je = J,cos B+ 5 (e‘“"JJr + ew‘J_) senf ,
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[Je, J,] = —iJy senf
Jy = (e L)

J? = cosecB(J2+ JZ —2cos I, Je) + JA + iy cot B .

¢) De las relaciones anteriores derivar que las matrices d\9) satisfacen la ecuacién diferencial:

2 2 N2 _ !
d +ctﬁi—m + (m')* = 2mm/ cos 3
dp? dg sen?(3

+](]—|—1)}d(),—0
4. El producto escalar de dos tensores esféricos del mismo rango se define como:

T® .Uk = (-1 ’“WZ (km k —m|00yTWPU®) .

m=—k
Mostrar las siguientes igualdades:
a)
j+k
im|T® - UB | j'm') = V(27 +1)(25" + 1
(njm]| n’ ' m') 2]+1Z;//Zkl (2 +1)(25" + 1)
n =j

< (ngl[T®n" 3" - (n” 3| U0’ 5) -

b)
(gl 10’ ) = =Gudjp /3G + 1) -
Los operadores correspondientes a los niimeros cuanticos n conmutan con J.
c)
(njm Vil n' jm) = [5G+ D] ngm |V - Jin’ jm)(m]|Jelim’) .
Ayuda: Hacer uso del resultado del problema 1 de este boletin.

5. Sea P el operador de paridad. Invarianza bajo paridad implica que si U(t) es el operador de
evolucién temporal de un sistema tenemos que

PUt)=U(t)P .
No obstante podriamos introducir una fase global e® tal que:
PU(t) = e DU @t)P

donde w es una funcién real de t. Demostrar que si éste fuera el caso se tendrfa que e®® = 1
para todo t.
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6. Consideremos un haz de particulas de espin 1/2 sometidas a un campo magnético uniforme
y estacionario B = uB. El Hamiltoniano es:

]52 — —
H = —-M- B,
2m
. e - e
Moo= S0+ g5,
2m+2mgs

donde ¢ es el momento angular orbital y § el espin. El factor giromagnético de Lande g
vale muy aproximadamente 2 para el electrén (2.0023), -1.92 para el neutrén y 5.59 para el
protén, todas ellas particulas de espin 1/2.

Determinar la evolucién temporal del vector de polarizacion del haz P(t) = (25/h),, siendo
(A); el valor medio del operador A en el tiempo ¢. Se ha de obtener:

—

P(t) = Pcos(wt)+a(P- ’&)2sen2(w—t) + (P x u)sen(wt) ,

2

siendo P el vector de polarizacién inicial, supuestamente conocido, w = uB con pu el llamado
momento magnético intrinseco de la particula e igual a eg,/2m.

7. Considerar los procesos de desintegracion:
fo(600) — xO7Y
p(770) — 7wt
Las amplitudes de desintegracion corresponden a:
(m°m°|U(t)] fo(600)) = A, (fo(600) — 7r07T0) :
(wtr|U)|p(770)) = Ay (p(770) — 7ta™) .
La f,(600) es una particula escalar (J = 0, P = +1) mientras que la p(770) es una particula
vectorial (J = 1y P = —1). Los piones 7° (neutrones), 7 (carga positiva), 7~ (carga

negativa) son pseudoescalares (J = 0y P = —1). Estudiar invarianza bajo rotaciones,
paridad e inversién temporal aplicada a los procesos anteriores.

8. a) Escribir xy, 2z, 22 —y? y 322 — r? como las componentes de un tensor esférico irreducible
de rango 2.

b) El valor esperado:
Q = eajym = j[32° = r?la jm = j)
es conocido como el momento cuadrupolar. Evaluar:
efa, j,m'|2* = y?la, j,m = j)

en términos de () y de los correspondientes coeficientes de Clebsch-Gordan. En la expresion
anterior m’ = 5,7 —1,..., —j.

c¢) Particularizar para:

ela, 2,0|2% — y?|a, 2,2) .
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9. Sea |1/2,m;a) el vector correspondiente al estado de un sistema de momento angular total
1/2 y tercera componente m. Supéngase conocido el elemento de matriz

(1/2,1/2]2]1/2,1/2) = A .

a) Calcular (1/2,—1/2|2]1/2,1/2) y (1/2,—1/2|z|1/2,—1/2).
b) Calcular (1/2,—-1/2|x|1/2,1/2).
¢) Si suponemos que el estado |1/2m;a) es autoestado de paridad, ;Cuédnto vale A?.

d) Supoéngase que el estado anterior no es invariante bajo paridad sino que viene dado por
una combinacién lineal de estados |1/2,m;¢sn), donde ¢ es el momento angular, s es el
espin y n esta relacionado con la funciéon de onda radial.

1/2,m;a) = Cyl1/2,m;Lsn)
l

Tomemos el caso s = 1/2.

a) {Qué valores puede tomar £7.
b) Demostrar que dicho estado no es en general invariante bajo paridad.

¢) Demostrar que aun asi, suponiendo invarianza bajo inversién temporal, A = 0.
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Apéndice E

Quinto boletin

1.

La ecuacion integral de Schrodinger la podemos aplicar a problemas unidimensionales de
transmisién-reflexion con un potencial de rango finito, por ejemplo, apliquémosla para V' (x) #
0 sélo en 0 < |z| < a.

a. Suponer que tenemos una onda incidente desde la izquierda: (z|¢) = ¢**//27. ; Cémo
hemos de tratar la singularidad en el operador 1/(F — Hy) para tener sélo una onda
que se propaga hacia la derecha para x > a y onda reflejada e incidente para x < —a?.
. Es la prescripcién E — E + ie (e > 0) todavia correcta?. Obtener una expresién para
la correcta funcién de Green y escribir una ecuacién integral para (z|¥ ().

b. Considerar el caso especial del potencial de una delta de Dirac atractiva:

V=- (7—77”2) iz), (y>0).

2m

Resolver la ecuacién integral para obtener las amplitudes transmitidas y reflejadas.

c. El potencial unidimensional anterior admite para v > 0 un tunico estado ligado para
cada valor de . Mostrar que las amplitudes de reflexién-transmision computadas tienen
polos de estado ligado en el valor esperado de k, extendiendo k al plano complejo.
Calcular dicho valor resolviendo la ecuacion diferencial de Schrodinger estacionaria
directamente.

Probar que:

2 el
3 3 sen’k|¥ — 2|
Utot— /d /d Z/V ) ]{,‘2|.fl',’—l'/|2 )

siendo V' un potencial central.

a. Calculando la amplitud de colisiéon a primer orden en la serie de Born y a partir de ella
la seccion eficaz total.

b. Aplicando el teorema éptico, calculando la amplitud de colisién a segundo orden en la
serie de Born.
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3. Considerar el potencial, V =0 parar > R,y V = Vy parar < R, donde V{, puede ser positivo
o negativo. Utilizando el método de ondas parciales, mostrar que para |Vy| < E = h?k?/2m
y kR < 1, la seccién eficaz es isotropica y que la seccién eficaz total viene dada por:

(m) m2V2 RS
Otot = .

9 ht

Obtener el mismo resultado aplicando la serie de Born a primer orden y desarrollar en serie
de ¢gR < 1 a primer orden no nulo.

Suponer que la energia se incrementa ligeramente. Mostrar entonces que la distribucion
angular puede escribirse como:

do
d—Q—A—i-BCOSG.

Obtener expresiones aproximadas para A y B.
4. Una particula sin espin es dispersada por un potencial de Yukawa débil, V' = Voe ™" /ur,

donde p > 0 pero V| puede ser negativo o positivo. Vimos que la amplitud de colisiéon de
Born a primer orden es:

2mVy 1
P2 2k2(1 — cos ) + p? -

FO0) =

a. Utilizando f®(6) y suponiendo que |d;| < 1, obtener una expresién para d; en términos de
la funcion de Legendre de segunda especie,

1 /
e =5 [ Fa

b. Utilizar la férmula del desarrollo:

Qe(§) =

0! 1 ()0 +2)
20+ )l {gm 3@ 3
0+ 1)+ 2)(0+3)(L +4) }
24201 3)(20 4 5)Es

con [£| > 1, para probar:

i) J; es negativa (positiva) cuando el potencial es repulsivo (atractivo).
ii) Cuando la longitud de onda de de Broglie es mucho mayor que el rango del potencial,
¢ es proporcional a k21, Encontrar la constante de proporcionalidad.
5. Considérese el potencial tridimensional V' (r) = gd(r — a), siendo r la variable radial:
a) Discuitase para qué valores de g se puede aplicar la aproximacién de Born.
b) Obténgase la amplitud de colisién en la aproximacién de Born.

c¢) Obtener a partir del apartado b) la longitud de dispersién en onda S.
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6. Considerar la dispersion de una particula por una esfera impenetrable:

0 r>a,
vir) = {oo r<a.

a. Derivar una expresién para el desfasaje en onda S.

b. Dar la seccién eficaz total en el limite k — 0. Comparar con la seccién geométrica wa?.

7. Considerar el potencial gaussiano V' = Vj exp(—r?/a?), con Vj una constante.

a) Determinar qué relacién deben satisfacer los valores de Vj y a para que la aproximacién
de Born sea aplicable.

b) En el limite de baja energia la amplitud de colisién se puede desarrollar en serie de
potencias de ¢* f(k,0) = ag + az¢* + ... Obtener dentro de la aproximacién de Born los
coeficientes ag y as para el potencial dado.

Nota:
/ exp(—2?)dr = T
0 2

8. Utilizar el resultado o, = A(b), con b = {/k, para obtener el desfasaje J, a altas energias
para un potencial gaussiano, V' = Vyexp(—r?/a?) y para un potencial de Yukawa, V =
Vo exp(—pr)/pr. Verificar la afirmaciéon que 6, — 0 muy rapidamente al aumentar ¢ (k
fijado) para ¢ > kR, siendo R el rango del potencial.

9. Considerar la dispersion elastica de un electrén rapido por un atomo de hidrégeno en su
estado fundamental a primer orden en la serie de Born. Determinar el factor de forma.
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