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Introduccion

La primera version del presente apunte, corresponde a un trabajo de recopilacién realizado
por los alumnos Victor Bravo, Elena Orellana y Ambar Toledo de la Carrera de Matematicas
de nuestra Universidad durante el ano 2008.

El material se obtuvo de distintos anos en que fue dictada la asignatura de Introduccién al
Calculo y el trabajo consistié en darle una presentacion coherente a los diferentes borradores
seleccionados.



Capitulo 1

Los Numeros Reales

1.1. Introduccion

A continuacién presentaremos los niimeros reales R, de manera axiomatica, esto es, acep-
taremos que existe un conjunto, el de los niimeros reales, el cual bajo las operaciones de
suma (+) y multiplicacién (-) verifica ciertas propiedades.

Comenzaremos recordando algunas de las propiedades que satisfacen algunos conjuntos
notables.

Consideremos en primer lugar el conjunto

N=1{0,1,2,3,4,5,6,...}

llamado conjunto de los Niimeros Naturales, este conjunto provisto de la operacién pro-
ducto (-) satisface las siguientes propiedades:

1. Clausura: Si n,m € N, entonces n - m es un unico elemento en N.

2. Asociatividad: Para todo n,m,r € N, se tiene que

(n-m)-r=n-(m-r).

3. Existencia de neutro: Existe e = 1 € N tal que para todon € N

4. Conmutatividad: Para todo n,m € N

Pero en N no se verifica la propiedad de existencia de inverso multiplicativo, esto es,
para todo n € N no existe un elemento n’ € N tal que:

n-n =1.
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Si consideramos ahora la operacién suma (4) en N, tenemos que esta verifica (1), (2),
(3) v (4). Del mismo modo, no cumple la propiedad del inverso aditivo, esto es, dado n € N
no existe un elemento m € N tal que:

n+m =0.
Consideremos ahora el conjunto de los Niimeros Enteros
Z={..,-3-2-10123,..}
este conjunto lo podemos expresar en términos del conjunto anterior, esto es
Z =NUN",

donde
N™={-n|neN}

El conjunto bajo la suma verifica las siguientes propiedades:
1. Clausura: Si a,b € 7Z, entonces a + b es un tnico elemento en Z.
2. Asociatividad: Para todo a,b, c € Z, se tiene que

(a+b)+c=a+ (b+c).

3. Existencia de neutro: Existe 0 € Z tal que para todo a € Z

0O+a=a+0=a.

4. Existencia de elemento inverso: Para todo a € Z, existe (—a) € Z tal que
a+(—a)=(—a)+a=0.

5. Conmutatividad: Para todo a,b € Z

a+b=0>b+a.

Ahora bien, si consideramos la operacién producto (+) en Z esta verifica (1),(2),(3) y (5). Sin
embargo no se verifica (4) pues en general para a € Z no existe a €7 tal que

a-a = 1.

El hecho de que Z con la operacién suma (+) satisface las propiedades antes mencionadas
se resume diciendo que Z con la suma es un grupo.
Consideremos

@:{%‘anAbeZ—{O}}

el cual recibe el nombre de conjunto de los Niimeros Racionales.
Se definen en €l las siguientes operaciones:
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1. Suma
g_i_g_ad—l—bc
b d  bd
2. Producto
@ c_ac
b d bd

Con estas operaciones se tiene que, Q con (+) y Q—{0} con (-) son grupos, es decir, satisfacen
las propiedades de clausura, asociatividad, existencia de neutro y existencia de
inverso, ademaés se verifica la conmutatividad.

Otro conjunto notable es el conjunto de los Ntimeros Irracionales que usualmente es
denotado por 1.

Algunos ejemplos de ntimeros irracionales son:

T, e, V2.

Observacién. El conjunto I con la operacién (+) no satisface la propiedad de clausura, en
efecto, consideremos los irracionales V2 y —\/5, tenemos que V2 4+ (—\/5) =0, el cual es un
nimero racional (0 = % por ejemplo), de esto es evidente que I no es un grupo.

1.2. Grupo

Definicién 1 Sea G un conjunto no vacio. Diremos que x es una operacion binaria o clau-
sura en G si para todo a,b en G existe un unico axb en G, es decir

(Va,b e G)(3'ce G)laxb=c).

Definicién 2 Un grupo es un conjunto no vacio G y una operacion binaria *, tal que para
todo a,b y ¢ en G se cumplen los siguientes:
i) Asociatividad

Para todo a,b,c en G, se cumple

ax(bxc)=(axb)xc.

En simbolos
(Va,b,c € G)(a* (b*c) = (ax*xb)xc).

ii) Existencia de elemento neutro
Eziste e elemento neutro de G, tal que para todo a en G, se cumple

a*xe=aq=exa.

En simbolos
(Jee G)Vae G)(axe=a=exa).

iii) Existencia de elemento inverso
Para todo a en G, existe b en G, tal que

axb=e=bxa.
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En simbolos
(Va € G)(Ibe G)axb=e=bxa).

En adelante diremos que (G, *) es un grupo, para indicar que G con la operacion * es un
grupo.

Diremos que G es un grupo abeliano o conmutativo, si y solo si (G,*) es un grupo y
satisface la propiedad de conmutatividad, esto es:
(Va,b € G)(axb="bx*a).
Propiedad 1 Sea G un grupo entonces

1. El elemento e € G es unico.

2. El inverso de un elemento es unico

Ejemplo 1 Los conjuntos Z y Q con la suma habitual de nimeros son grupos abelianos.
Con la multiplicacion usual el conjunto Q — {0} es también un grupo abeliano.

Ejemplo 2 Sea X un conjunto no vacio y definamos
F(X,Q)={f: X — Q| fes una funcion}
el conjunto de todas las funciones' de X en Q y la suma (+) definida por:

f+g : X — Q
r — (f+9)(z):= f(z)+g(x)

entonces F(X,Q) es un grupo. La demostracion sera vista en el capitulo de funciones

1.3. Numeros Reales R

1.3.1. Axiomas de R como cuerpo

Existe un conjunto que denotaremos por R no vacio, cuyos elementos seran llamados
numeros reales, en el cual estdn definidas las operaciones binarias suma (+) y producto
(+), que satisfacen las siguientes propiedades:

Axioma 1 0,1 € R, 0# 1.

Axioma 2 (R,+) es un grupo abeliano.
Axioma 3 (R — {0},-) es un grupo abeliano.
Axioma 4 Distributividad:

(Va,b,c e R)(a-(b+c)=a-b+a-c).

'La definicién del concepto “funcién”sera visto con detalle en el capitulo siguiente.
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Ya que (R, +, ) o R satisface estas propiedades con las operaciones dadas, se dice que R
es un cuerpo.
Notacion: Si no hay peligro de confusién en adelante anotaremos sélo “ab”, para referirnos
al producto “a-b”, con a,b € R.
Observacién: A la propiedad Distributiva, también se le denomina Factorizacion, en los
casos cuando hay sumando que tiene un factor en comun.

Propiedad 2 FEn R tenemos que:
1. El neutro aditivo de un nimero real es unico.
2. Bl neutro multiplicativo de un niumero real es unico.
3. El inverso aditivo de un numero real es unico.

4. El inverso multiplicativo de un nimero real no nulo es inico.

Demostracién: Supongamos que 0 y 0’ son neutros aditivos, luego 0 + 0’ = 0, ya que 0 es
el neutro, del mismo modo 0+ 0’ = 0/, y ademés la suma es tnica. luego

0=0+0=0

Ahora supongamos que dado a € R, los nimeros b, b' son los inversos, luego a + & = 0
y b+ a = 0, de la propiedad asociatividad tenemos

b+(a+b) = (b+a)+¥

b+0 = 0+V
b = 0V
Las otras proposiciones se demuestran de manera similar 0

Notaciones: —a denota el inverso aditivo de a para todo @ € R y b~! denota el inverso
multiplicativo de b, con b € R — {0}.

Observacién: Un técnica de demostracién bastante utilizada es el llamada método del ab-
surdo. Este método muy 1util para demostrar proposiciones del tipo p = ¢. Notemos que

P=q<=DpVqg=DpAq.

El propésito es suponer que la proposicién p A g es verdadera, a partir de ello llegar a una
contradiccion, esto significa que la proposicién pAg es falsa y por lo tanto p A G es verdadera,
de otro modo que p = ¢ es verdadero.

Ejemplo 3 Sim? es par, entonces m es par.

Demostracion: Procedamos por absurdo.
Supongamos m? par y m impar. Como m es impar entonces existe k € Z tal que

m=2k+1



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 9

de esto tenemos que

m® = (2k+1)(2k+1)
= 4K* +2k 42k +1
= 4k* +4k+1
= 2(2k* +2k) +1

luego m? = 2k’ + 1, con k' = 2k®> + 2k, k' € Z de donde obtenemos que m? es un nimero

impar, lo que contradice nuestro supuesto de que m

2 es par, asf

m? par = m par. (1.1)

O

Propiedad 3 Sean a,b € R, entonces

1. —(a+b) = (—a)+ (—b).
2. —(—a) = a.
3. (ab)™' =ab7 a#£0,b0#0.
4. (@ t=a
5. a-0=0
6. —(ab) = (—a)b = a(-Db)
7. (—a)(=b) = ab.
8 ab=0< (a=0Vb=0).
Demostracién:
1. Sean a y b numeros reales, entonces también lo es a + b y como (R, +) es un grupo

abeliano, entonces existe —(a + b) inverso aditivo de a + b por lo tanto
(a+b)+ (—(a+10b)) =0. (1.2)
Por otra parte, también existen —a y —b tales que:

(@+0)+(=a) +(=b) = (a+(=a))+(b+(-D)
= 040
= 0

de esta ultima igualdad podemos concluir que (—a) + (—b) es también inverso de a + b
y luego por unicidad del inverso tenemos que

—(a+0b) = (—a) + (-b).
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2. Como (—a) es un numero real y (R, +) es un grupo abeliano, entonces existe —(—a)
inverso aditivo de (—a) tal que

() + (~(=a) = 0.

Por otro lado
(—a)+a =0,

de estas igualdades obtenemos que —(—a) y a son inversos de (—a), luego por unicidad
del inverso se tiene que
—(—a) = a.

3. Anéloga a (1), cambiando de notacién aditiva a notacién multiplicativa.
4. Andloga a (2), cambiando de notacién aditiva a notacién multiplicativa.
5. Como 0 es neutro aditivo se tiene que:
0=0+0,
entonces por distributividad tenemos
a-0=a-(04+0)=a-04+a-0
luego,
a-0 = a-0+a-0. (1.3)

Ahora, sumando a ambos lados de la igualdad en (1.3) el inverso aditivo de a - 0,
tenemos que

a-0+(—(a-0) = a-0+a-0+(—(a-0))
0 = a0+ (a-0+(—(a-0)))
0 = a-0+0
0 = a-0
a-0 = 0 (1.4)
6. Es claro que
ab+ (—(ab)) = 0 (1.5)

Por otro lado
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Tenemos entonces que tanto (—a)b como —(ab) son inversos de ab, luego por unicidad
del inverso se tiene que

—(ab) = (—a)b (1.6)
Ademds, por conmutatividad en (1.6) se tiene
—(ab) = —(ba)
= (—b)a
= a(-b)

por lo tanto,

7. Notemos que

(—a)(=b) = —(a(=b)) (usando (6))
= —(—(ab)) (usando (6))
= ab (usando (2))

luego,

8. (=) Observemos que
(ab=0)=(a=0VvVb=0)

es una proposicién del tipo p = (¢ V), la cual es equivalente? a (p Aq) = r, que es lo
que usaremos para probar esta parte de la demostracion.

Supongamos entonces a # 0, luego existe a~! tal que

ab=0 = atab = a0
= 16 = 0
= b = 0.

(<) Claramente si a = 0V b = 0 se tiene que ab = 0.

Concluyendo asi la demostracion.

Notacién: También debemos tener presente

a~b_1:ab_1:g:a:b

b

Con la notacién anterior, y las propiedades demostrada tenemos

2Este hecho se vera con detalle en el curso de Mateméticas Generales.
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Ejemplo 4 Reemplazar a = _71, b= % en

_ab—a
Ca+1
Solucion:
_ab-—a_ Fo3-5 F-F T 22 2
a+1  F+1 11— EHL 61 3

1.3.2. Potencias Enteras

Definiciéon 3 Sea a € R yn € Z". Se define la potencia real de base a y exponente n por:

av=ga-a---q
—

n—uveces

Mas precisamente, sea a € R, se define por recurrencia
a' = a

a"™ = a"-a, VYneN

Ademds para el caso a # 0, se define

a =1
1 1
a " = (a—l)n: —
(a)» a-a---q
N——

n-veces

Teorema 4 Sean a,b € R — {0} y n,m € Z entonces:
1. a™™ = a™a™.
2. a"b" = (ab)".
3. 4y =qgm .
= (8)"
5. (™)™ = a"™.

Demostracién: Probaremos sélo (1) quedando las demés propiedades como ejercicio. Pro-

cederemos por induccién® como sigue.
Sea p(n) : (Vm € Z)(Va € R — {0})(a™™™ = a™a"); n €Ny

3Técnica de demostracién que serd vista con detalle en el curso de Matematicas Generales.
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p(0) : (Vm € Z)(Ya € R — {0})(a™*® = a™a")

lo cual es verdadero por definicién de potencia.
Supongamos p(n) verdadero y demostremos que p(n + 1) es verdadero.

p(n+1): (Ym € Z)(Va € R — {0})(a™t" = a™a"")

a™ttt = gmtq  (definicién de potencia)
= (a™a")a (hipotesis de induccién)
= ( a) (asociatividad)
= a™a"™!  (definicién de potencia)
tenemos entonces que
(Vn € Ng)(Ym € Z)(Va € R — {0})(a™™ = a"a™) (1.7)

es verdadero por teorema de induccion.
Sea n € Z — Ny, luego

m+n

de este modo podemos concluir que
(Vn € Z)(Vm € Z)(Va € R — {0})(a™™™ = a™a™).

O
Observacién: Las propiedades antes mencionadas son validas para el caso a = 0 0 b = 0,
siempre que las expresiones que las definen tengan sentido en R.

1.3.3. Productos Notables

De acuerdo a las propiedades de potencias y axiomas de los niimeros reales tenemos la
siguiente lista de productos notables:
Sean a,b € R

1. a®> —=b* = (a+b)(a— D).

2. (a+b)? = a® =+ 2ab+ b*.

3. a® £ = (a+b)(a®F ab+V?).
4. (a+0b)® = a® £ 3a®b + 3ab® + b.

5. (‘v’m € Z+)(am — b = (a — b)(am_l + am2p 4+t ab™2 + bm—l) )
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Ejemplo 5 Simplificar completamente, para los valores de a € R donde estén bien definida
la siguiente expresion:

_1—-a
X_l a

Solucion: Sea a € R, tal que la expresion esta bien definida, luego podemos simplificar.

a l1—a
¥ -
a I—-a
a’+ (1 —a)?
a(l —a)
(1—a)?—a?
a(l —a)
a*+(1—a)?* a(l—a)
a(l—a) (1-a)?—a?
a’+ (1 —a)?
(1—a)?—a?
2a% — 2a + 1
1—2a

1.3.4. Sistemas de Ecuaciones Lineales
Definicién 4 Una ecuacion lineal en la variable x, es una expresion del tipo
ar+b=0, abeR,a#0. (1.8)

Encontrar el conjunto soluciéon para una ecuacién de este tipo, corresponde a determinar
x € R de modo que la igualdad en (1.8) se verifique.
Determinemos ahora la solucién de (1.8)

ar+b = 0
& ar = —b
O |

Luego el conjunto solucién de la ecuacién(1.8) es

s-{-1} w8

Ejemplo 6 Determinar la solucion de la ecuacion

4x — 31 = 5V2 — 8z.
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Solucién: Primero debemos llevar esta ecuacion a la forma dada en (1.8) obteniendo

dr — 31 = 52— 8x
& 4dr+8r—31r—5V2 = 0
& 120+ (-37-5vV2) = 0

ahora despejando tenemos que la solucion esta dada por

3w +5v2
12

31+ 5v/2
S:{T}

X

o bien el conjunto solucion es

0
Observacién: Por el momento estamos usando el resultado, que nos entrega la existencia
de la raiz cuadrada de un ntimero no negativo, en particular v/2.

Ejemplo 7 Determine el valor de A € R—{0} de modo que la solucion de la ecuacidn lineal
TAx+3X=4 (1.10)
sea igual a —%.

Solucidn: Primero determinemos la solucién de (1.10), esto es

Ax+3\ = 4
= A = 4—-3)\
como A # 0 luego, la solucién de la ecuacién es:
4 — 3\
r=——
A
Pero ella debe cumplir con:
4—-3\ _ _3
A )
& 20— 150 = —21A
& 6N = —20
Por lo tanto
N 10
=3
m
Definicién 5 Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables x1,xs,...,x, €S una
expresion de la forma
a1171 + Q19T + - + A1 Ty = bl
A21X1 + A2 + * + + + Aop Ty = b2
A1 T1 + Qa2 + -+ ATy, = bm

donde aij,bi Y T eR, Vi=1,2,....m,Vj=1,2... n
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Resolver un sistema de ecuaciones lineales, consiste en determinar las n-uplas (x1, za, . . ., z,)
que satisface todas las ecuaciones.

Observacién: El conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales cumple una de las
tres posibilidades siguientes:

1. El conjunto solucion tiene sélo un elemento.
2. El conjunto solucién tiene infinitos elementos.

3. El conjunto solucién es vacio.

Ejemplo 8 Resolver el sistema
r—oy = -3
3r —y = 8

Solucidén: Si multiplicamos por —5 la segunda ecuacion y la sumamos con la primera se
obtiene la ecuacion
—14x = —43

de donde x = % Sustituyendo este valor en cualquiera de las dos ecuaciones obtenemos

17

Luego el sistema tiene tnica solucién, y esta es
43 17
xr= — = —
1w YT

o de manera equivalente
S_ 43 17
C\\14r4 )
Ejemplo 9 Resolver el sistema

r+y+z = 1
r—y+z = 0

Solucion: Multiplicando la segunda ecuacion por —1 y suméandola con la primera obtenemos
la ecuacién
2y =1

de donde y = %

Luego reemplazando obtenemos

r+z =
r+z =

N[ =D | =
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Como ambas ecuaciones son iguales, se tiene que x = % — 2z, donde z € R es arbitrario, asi el
sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones y el conjunto solucién lo podemos expresar
del siguiente modo

1 1
s={G=27)

m
Ejemplo 10 Resolver el sistema
—2z+y+z = 0
r—2y+z = 0
r+y—2z = =2
Solucion: De la primera ecuaciéon obtenemos que
y = 2x—2 (1.11)

reemplazando en el sistema de ecuacién se tiene que

0 = 0

—3r+3z = 0

3r—3z = =2
La primera ecuacién es una tautologia, y de la segunda obtenemos x = z, reemplazando
en la tercer ecuacién obtenemos que 0 = —2, lo cual es claramente una contradiccién, en
consecuencia el sistema tiene solucién vacia. m

1.3.5. Problemas de Planteo

Comenzaremos recordando algunos conceptos que seran de gran utilidad para la resolu-
cién de problemas:

1. Se dice que y es el g por ciento de z, si y solo si

q

2. La razén entre los nimeros a : b es el cociente
a

6.
Se llama proporcion a una igualdad entre dos razones, por ejemplo
a:b=c:d

la cual se lee a es a b como c es a d.
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a) Se dice que a es directamente proporcional a b si y sélo si existe una constante k

tal que
a = kb.
b) Se dice que a es inversamente proporcional a b si 'y sélo si existe una constante k
tal que
.
a=ky.

La constante k (en ambos casos) es llamada factor de proporcionalidad.

3. Sea T un triangulo equilatero de lado a.

AlturadeT : h =
Area de T A =

s

Ejemplo 11 Para concluir un trabajo, un albanil corta dos pedazos de cerdmica siendo cada
uno un tridngulo equildtero de base c. Al unir estos pedazos por uno de sus lados, se forma
un rombo el cual al ser pegado en la pared no alcanza a cubrir la superficie deseada por el
maestro, quedando por rellenar un espacio con una cerdmica cuya forma debe ser también
un tridngulo equildtero, pero de drea igual al 60 % del rombo. ;Cudl debe ser la longitud del
lado de esta ultima cerdmica para que se tenga el trabajo terminado?.

Pared

AN— —

Solucion: Sea x la longitud del lado de la ceramica que buscamos.
Se tiene que el area del rombo es dos veces el area de los triangulos equilateros de lado

¢, esto es
/3
4 7

Area del rombo = 2 <

pero el area del tridngulo de lado z es el 60 % del area del rombo, o sea

x2\/§—ﬂcz\/§ & z2—§c2 & x_\/gc
4 100 2 5 V5

Asi la longitud del lado es z = c\/g . 0
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Ejemplo 12 En que tanto por ciento debe aumentarse el radio de una circunferencia para
que su drea aumente en un 30 %.

Solucién: Sean A = mr? el drea de la circunferencia de radio r y z la longitud del radio que
debemos aumentar para que su drea aumente en un 30 %.

Debemos ver que tanto por ciento es x de r.

Tenemos que el area de la circunferencia mas el 30 % de la misma esta dada por

L3mrl=na(r+a)leJ1dr=r+rer= <\/1,3—1>r%0,14r

De aqui tenemos que x es aproximadamente el 14 % de r, con lo cual concluimos que el radio
debe aumentar en un 100(y/1,3 — 1) % para obtener un 30 % més de érea. 0

Ejemplo 13 Dos personas A y B se encuentran realizando un trabajo. Si A realiza el trabajo
en 3 horas y B realiza el trabajo en 5 horas. ;Cudnto tiempo demoraran en hacer el trabajo
Juntos?.

Solucién: Sean T el trabajo y x el tiempo (en horas) que demorardn en hacer el trabajo los
dos obreros.
Como A demora 3 horas en realizar el trabajo, tenemos que en una hora A realiza % del

trabajo, razonando del mismo modo se tiene que B realiza % del trabajo en una hora.

De acuerdo a esto podemos concluir que en una hora ambos realizan %; + % = §1—T5 del

trabajo.
Luego tenemos que el trabajo total esta dado por la siguiente ecuacion

8T 15

— =T & ———

15" YT
simplificando obtenemos que x = 1,875 horas. Por lo tanto tenemos que los obreros demoran
1,875 horas en realizar el trabajo juntos. 0

Ejemplo 14 Un numero entero positivo de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de
sus cifras. Si la cifra de las decenas excede en 5 a la de las unidades, ;cudl es el nimero?.

Solucién: Sea z la cifra de las unidades e y la cifra de las decenas, en primer lugar tenemos
que el nimero buscado es * N = 10y+x, ahora bien de acuerdo a la informacién del problema
tenemos que

10y+2z=6(z+y)+ 18y quey =x+5.

En consecuencia tenemos el siguiente sistema

4Si un nimero N tiene n cifras Ny, Ni,...,N,_1 ordenados de izquierda a derecha entonces N =
Np—110""t 4o+ N110 4+ Ny
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—br+4y = 18
r—y = -5

multiplicando la segunda ecuaciéon por 4 y sumandola con la primera obtenemos que x = 2
y con esto que y = 7.
Por lo tanto el nimero buscado es N =7-104 2 = 72. O

Ejemplo 15 Una pareja de estudiantes universitarios debe resolver un determinado proble-
ma. Después que el primero de ellos a trabajado durante 7 horas en la resolucion del problema
y el seqgundo a trabajado durante 4 horas en la solucion del mismo, juntos han completado 8
de la solucion total. Si ellos siguieran trabajando juntos durante 4 horas mds, solo les que-
daria por resolver 1_18 del problema. ;Cudnto tardaria cada uno en resolver completamente

el problema?.

Solucion: Sea “s” la solucién del problema. Denotemos por “z” la cantidad de horas que
tardaria el primer estudiante en resolver el problema y denotemos por “y” la cantidad de
horas que tardaria el segundo estudiante en dar solucién al problema. Entonces en una hora
el primer estudiante realiza % de la soluciéon completa mientras que el segundo realiza en el
mismo tiempo 2 de la solucién completa.

De acuerdo a la informacién del problema tenemos que

5s
7 4—:—
* 9

4s 1 45 4o 1a solucién,

Ahora bien como ellos trabajardn juntos durante 4 horas, realizardn 7>+ U

que es igual a
D5 L 5 7s
s—|—+—=|=—=
9 18 18

asi se tiene que

4 4s _Ts
x Y 18
luego tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
75 5s
I 7
) _|_ _3 - 1‘%
simplificando obtenemos,
7.4 _ 5
rty = 9
4.1 _ 71
rT 'y — 18

resolviendo tenemos que x = 18 e y = 24. Por lo tanto el primer estudiante tarda 18 horas
en dar solucion al problema, mientras el segundo tarda 24 horas en realizar la misma tarea.
m
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1.4. R es un Cuerpo Ordenado

Adicionalmente el cuerpo de los numeros reales cumple los axiomas de orden

1.4.1. Axiomas de Orden

Existencia de un subconjunto de R — {0}, el cual sera denotado por R*. Los elementos
de este subconjunto se llaman ntmeros reales positivos y cumplen los siguientes axiomas:

Axioma 5 La suma es cerrada, esto es si a,b € R, entonces a +b € R*.
Axioma 6 FEl producto es cerrado, esto es si a,b € RT, entonces ab € R™.

Axioma 7 Ley de Tricotomia.
St a € R, entonces
acRtY Y a=0Y —acR".

Observacién: Los axiomas recién dados nos permiten ordenar totalmente los niimeros reales
y atin mas graficar este orden en una recta.

Propiedad 5 Sean a,b,c € R entonces se verifican:

1. a € R —{0} = a® € R", en particular 1 € RT.
2. a e Rt =a! eRT.

3. a—beRTAb—ceRT = a—ceR".
4.b—a€eR" < (b+c)—(a+c) e RT.

5. b—a€RTAceRY = bec—ac € RT.

6. b—a€RTA—ceR" = ac—bc € RT.
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Demostracién:

1. Tenemos que a € R — {0}, entonces por axioma (7),
aeR" vV —aeR".
Si a € R* entonces por axioma (6), a-a € RT, es decir

a € Rt = a® € RT.

Si —a € R™ entonces por axioma (6), (—a)(—a) € RT pero por proposicién (3) parte
(7), (=a)(—a) = (—a)* = a?, luego a® € R,

Asi
acR—{0}=a®cR".
2. Procedamos por absurdo.

Sea a € RT y supongamos que a~' & R, entonces por axioma (7)

al=0 Y —(a!)eR".

Supongamos a~! = 0 entonces aa~* = 0, pero aa~! = 1, lo cual es una contradiccién y
por lo tanto a=! # 0.

Supongamos que —(a~!) € RT. Como a € R* tenemos por axioma (6) que —(a™1)a =
—1 € R*, lo cual es una contradiccién.

Luego tenemos que
a€eR"=a ' €R".

3.
a—beRTANb—ceRT
= (a—b)+(b—c)eR" (por axioma (5))
= a+(-b+b) —ceR"
= a+0—-ceR"
= a—ceR".
4.
b—aecRT
& b—a+0eR"
& b—a+c—ceR"
& (b+c¢)+(—a—c) eRT
< (b+c¢)+(a+c) eRT.
D.

b—a€eRTAceRT
= (b—a)ceR* (por axioma (6))
= bc—aceRT.
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b—a€RTAN—ceRT
= (b—a)(—c) e RT (por axioma (6))
= (=bc) — (—ac) € R
= ac—bc e RT.

Definicién 6 Se define el conjunto de los nimeros reales negativos como
R ={aeR| —aeR"}.

Observaciéon: Notemos que por el axioma 7 podemos descomponer R en la unién disjunta
de R* {0} y R™, esto es
R=RTU{0}UR".

Definicién 7 Sean a,b € R. Se dice que a es mayor que b 6 b es menor que a si y solo si
a—beRT (1.12)

este hecho se anota como
a>b obien b<a.

Diremos que a es mayor o igual que b o bien b es menor o igual que a si y solo si a es
mayor que b o a es igual a b, es decir

a>b o a=0b,
de modo abreviado anotaremos este hecho como sigue
a>b obien b<a.

Observacién: De acuerdo a las notaciones precedentes, tenemos:
1. a € R" siy sélosia>0.

2. a € R siysoélosia<O.

Corolario 6 Sean a,b,c € R

~

a € R—-{0}=a*>0.
a>0=a?t>0.

a>bANb>c=a>c
b>asb+c>a+c.

b>aNc>0= bc > ac.

S v e e

b>aNc< 0= bec<ac.
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Notacion:
a<b<cea<bAb<ec

Teorema 7 (Tricotomia) Para todo a,b € R, se verifica una y sdlo una de las siguientes
PToOPOSLCLONES

Demostracién: Directa del axioma 7 y la notacién en (1.12), considerando el nimero real
a—b. O
Observacién: La relacién a < b, para a,b € R es una relacion de orden total. Pues se
verifican que, para todo a,b,c € R

1. Reflexividad

2. Antisimetria
a<bANb<a=a=hb

3. Transitividad
a<bAb<c=a<ec

4. Tricotomia
a<b ¥ a=0bVY b<a.

Propiedad 8 Sean p,q € Q con p < q, entonces existe r € Q tal que p < r < q.
Demostracion:

p<q = p+p<p+q (por corolario (6) parte 4)

= 2p<p+tq
= p<z%.

Por otro lado

p<q = p+q<q+q (por corolario (6) parte 4)

p+q<2q
= Z%<q.

4

Tenemos entonces que existe r = ]# eQtalquep<r<yq. U
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1.4.2. Raiz n-ésima

La existencia de la raiz n-ésima, se demuestra usando el axioma del supremo, que atin no
hemos presentado.

Propiedad 9 Dado a un niumero real positivo y un nuimero natural n, existe un unico b real

positivo tal que
a="b"

en simbolos
(Va € RT)(Vn € N)(3!b € RN (0" = a). (1.13)
Definicién 8 EI nimero b en (1.13) se llama raiz n-ésima de a y se denota por
b=<3a vV b=an.
Mads ain, si m € Z se define

m 1
n

an = (a=)™ = (a)" cona>0yneN,

ahora bien sin resulta ser un numero impar, podemos extender esta definicion a bases nega-

tivas, esto es
V/—a=—a, a>0.

Observaciéon: Si a > 0 podemos asegurar que

1

n my+ =\m n/\m

an = (a")r = (an)" = (Va)™

Propiedad 10 Sia,b e Rt,m € Z yn € Z — {0} entonces
(ab)» =a"b.

Este hecho nos dice que las propiedades de potencia dadas en el Teorema (4) se preservan
para exponentes racionales.

Propiedad 11 Sin es un nimero natural par y a < 0, entonces no existe un numero real
b tal que
a=">0".

Demostracién: Supongamos que existe b € R tal que
a=1"b",
como n es par se tiene que n = 2k para algin k € Z" luego

a = b2k — (bk)2

Ahora si b = 0 entonces a = 0 y si b # 0, entonces (b*)? > 0, es decir a > 0. Lo cual en
ambos casos es una contradiccion pues a < 0. 0
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Propiedad 12 Sin es un numero natural impar y a < 0, entonces existe un unico niumero

real b tal que

a="0b".

Demostraciéon: Como a < 0, luego —a > 0, por la propiedad 1.13, se tiene que existe b € R
tal que
—a=10b",

como n es impar se tiene que n = 2k + 1 para algin k € Z* luego

a = —(b") = ()b = ((~)*)(~b) = (-b)"
El cual debe ser tinico por la propiedad 1.13. O
Ejemplo 16 /2 es irracional.

Solucién: En efecto procedamos por absurdo, es decir supongamos que v/2 es racional, esto

es
Ve="L
q
conp € Zyq¢€Z—{0}, de modo tal, que la fraccién % esta simplificada al maximo, ahora
bien
2
P2 & & = 2
q q
PR p2 — 2q2

luego tenemos que p? es un nimero par, entonces por (1.1) p es par, es decir p = 2k para
algun k € Z*, luego tenemos que
p2 _ 4]{:2

pero p? = 2¢2, por lo tanto 2¢? = 4k? de aqui que ¢*> = 2k?, lo cual nos dice que ¢* es un
nimero par y nuevamente por (1.1) tenemos que ¢ es par.

Hemos concluido entonces que p y ¢ son pares lo que contradice el supuesto que la fraccién
P estaba simplificada al méximo, de este modo obtenemos por absurdo que v/2 es un nimero

q
irracional. O

Ejemplo 17 Simplificar completamente, para los valores de a,b € R donde estén bien defi-
nidas las siguientes expresiones:

1.
a3b\ " (a2 1\ ?
X‘(ﬁﬁJ ‘(c% )‘
2. , ) , )
X (a+0b)2 —(a—b)%(a+b)_% ~ 2(a*+0 )(aj—b) .
a—2>b (a—b)§
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Solucion:
1.-

B\ 1\
- (&) (@)
a®\>
= (b—) . (azb)G
10 10 1
- 0 a0’ = a2pi6 — 2pl6
De este modo se tiene que
1
X = 2p16
2.-
v _ ot b): (@ 0)iat b)b 2(a? + b?)(a + b) "z
a—b (a — b)2

(a+0)?+ (a—0b)*—2a* —21?
vVa—bv/a+b
a® + 2ab + b* + a? — 2ab + b* — 2a® — 2b?

va—bv/a+b
0

= e A 0
va—bJ/a+b
En este caso se tiene X = 0.
Observacién: Racionalizar una fraccién, consiste en obtener un expresion equivalente, en
la cual el denominador correspondiente, no incluye expresiones con raices. Para lograr este
cometido se recurre a los Productos Notables.

Ejemplo 18 Racionalizar las siguiente fracciones

1
1. —

V2

Solucion:

SIS
|G

1
V2

Sl
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1
2.
V3-—1

Solucion: Para resolver este problema tenga presente

(a+b)(a—b)=a®—b?

11 VB+1 V341
V3-1 V3-1v3+1 2
1
3 ——
V2 -1
Solucion:
1 L Vel VRl S
V2-1 VVe—1vive+r V2l
1
4 ————=
V2+V3
Solucion:
R VRN
Vies V2 e
) N
VB VRWE- V)
e
R
~ Vi3
;L
4
Solucion:
L 1ve V2 V2
vz Vav2 V42 2
1
6.
V2+1
Solucion: Para resolver este problema tenga presente
(a+b)(a* — ab+ b*) = a® + b*
1 1 VA-V2+1 VA-V2+1 VA-V2+1

V241 V241VA-Y241 0 B4 3
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1

R ERV I
Solucion:
1 B 1 V2+V3-1 V2+3-1
VIHVBHL  VEZHVBHL V24V3-1 (V24 VER -
V2= V3-1
 4+2V6
o V2—-V3-1 2-6
T 22+v6) 2-6
_ (V2-V3-1)2-V0)
2(4 —6)
_ (V2-VB-1)(V6-2)
4
g L
V24 V2
Solucion:
1 B 1 V2-v2 V2-32
V2492 N2 VRNV2—-V2 22
V2= V2 2+V2
2-V2 2442
_ (V2-V2)(2-V2)
2
g 1
V24 V2

Solucion: Para resolver este problema tenga presente

(a —b)(a®+ ab+V?*) = a® — b*

1 1 V2-V2 V22
V242 V242292 24
V33 4+ 29i1 VTS
2— VA 4+2VA+ /16
(VE - ¥3)(4-+ 201+ VT6)

8—4

Ejemplo 19 Para los valores de a = /3, b = (=2)7!, c = _13 Determine en forma exacta
y racionalizada el valor de
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Solucion: Simplifiquemos antes de reemplazar la expresion que la define

a beta
A_1+bc_ e bcta
Sl _a e oy

b c be

Ahora reemplacemos los valores conocidos

(27543 S5 VB VB 246V3
2 _ (=213 _13+£ V3 _ 2 3,/3_4

-3 2 2 3

Finalmente racionalizamos

_2+6V3 3vB+4  (2+6V3)(3V3+4)  62+30V3
S 3vB—4 3vB+4 (332 -4 11

1.4.3. Ecuaciéon de Segundo Grado

Definicién 9 Se llama ecuacion de sequndo grado en la variable x a una expresion del tipo

ar’ +bx+c=0 con abc€ER, a#0. (1.14)
Determinemos ahora las posibles soluciones de la ecuacion (1.14).

ar’ +br+c = 0 /da

& 4a’z? + 4abax + dac = 0
& (2ax)* +2(2ax)b+ b* — b + dac = 0
&= (2az +b)* = b —4ac

Notemos que estas ecuaciéon tiene solucion o raices en R si y sélo si
b2 — 4ac > 0.

y en este caso podemos calcular

2ax +b = £Vb% —4ac
& 2ar = —bx Vb —4ac
N I —b+ \/2122 — 4ac.

Ademas note que, en el caso que el discriminante es no negativo, podemos factorizar el
polinomio del siguiente modo

1.15
2a 2a ( )

_b_m) (x_ _b+¢m)

ax2+bx+c:a(x—
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Definicién 10 FEl discriminante de la ecuacion de sequndo grado (1.14) o del polinomio
ax?® + bx + ¢ corresponde a la expresion

A = b* — 4ac.
Teorema 13 Considerando la ecuacién (1.14) o el polinomio ax® + bx + ¢, tenemos que:

1. Si A >0, entonces la ecuacion (1.14) tiene dos soluciones o raices distintas en R

b+VE —b- A&

i 2a 2a

X2

2. Si A =0, entonces la ecuacion (1.14) tiene dos soluciones raices iguales en R

b
2a°

1 — T = —

3. Si A <0, entonces la ecuacion (1.14) no tiene soluciones o raices en R.

Observacién: Si denotamos S al conjunto solucién de la ecuacién (1.14), tenemos que
1. SiA>0,8 = {x,z2}.
2. 51A=0,8 ={x1}.
3. SiA<0,S=0.
Ejemplo 20 Determinar las raices y factoricé el polinomio
5% + Tz — 3.

Solucién: Como A = (7)%? + 60 = 109 > 0, entonces la ecuacién tiene dos raices reales y

distintas, a saber:
=T+ 109 =T+ V109

i 10 2 10

La factorizacién esta dada en (1.15)

—7+4/1 —7—-+/1
5xz+7x_3:5<x_7+1i009) (%)

Ejemplo 21 Determinar las raices y factoricé el polinomio

22 +2\/§x+3.
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Solucién: En este caso A = (2v/3)? — 12 = 0, luego la ecuacién tiene una raiz real (dos

raices iguales)
Ty = Tg9 = —\/g

La factorizacién se obtiene por (1.15)

2 +2V3z+3 = (z +V3)(z + V3) = (z + V3)?

m
Ejemplo 22 Determinar, si existen las raices de la ecuacion
2
x*+x+ 1.
Soluciéon: Como A = —3 < 0, tenemos que la ecuacion no tiene raices reales y por lo tanto
no se puede factorizar en producto de factores lineales. i
Ejemplo 23 Resolver la ecuacion
Vo +x=12.

Solucién: La restriccién del problema es Ry y usemos el cambio de variable u = 1/ es decir
u? = .
Reemplazando tenemos que

w4+ u—12=0,
y su discriminate es A =1—4-1-(—=12) =49 > 0, luego tenemos que

—14+7
2

u =

es decir
u=3V u=—4

pero volviendo a la variable original, tenemos una sola posibilidad
V=3
y por lo tanto S = {9}. O

Ejemplo 24 Resolver la ecuacion

9
-1 =

22—

Solucién: La restriccién del problema es R — {0, 1}, luego

(x? —2)? =9
22—z =+V9
2’ —2F3=0
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Para la primera ecuacién 22 —x — 3 = 0, se tiene A = 13 > 0. luego la solucién es

51:{1—\@ 1+¢T3}.

2 2

2

Para la segunda ecuacién z° — x + 3 = 0, tenemos A = —11 < 0. luego la solucién es

vacia
Sy = ¢.

Con lo cual se obtiene que

S:SlungSlu¢:{1_2\/ﬁ,l+2\/ﬁ}

Sistemas de Ecuaciones no Lineales.

Una herramienta de gran utilidad para la resoluciéon de sistemas no lineales, es el item
8 de la propiedad 3, de otras manera, la necesidad de factorizar la expresién polinomial o
algebraica no olvidado que debe estar igualada a cero.

Ejemplo 25 Resolver
(r—y)? =9
r+y = 2

Solucidén: De la primera ecuaciéon tenemos los casos
r—y=3 V z—y=-3.

1. Si x — y = 3 tenemos que

r—y = 3
r+y = 2
dedondex:%yy:—%.
2. Six —y = —3 tenemos que
r—y = =3
T+y = 2
1 5}

dedonde:c:—ﬁyy:?

Por lo tanto existen dos soluciones para el sistema, estas son

e =(3-3) @o-(-53)



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 34

Ejemplo 26 Resolver

20 —1 = 2zx
dy = 2zy
?+y2 =1

Solucion: De la segunda ecuaciéon tenemos que

2y(z—2)=0

de donde
y=0 V z=2.

1. Supongamos y = 0, reemplazando en la tercera ecuacién tenemos que

=1
de donde
r=1 V x=-1
luego, si x = 1, entonces z = % y siz = —1, entonces z = % Asi tenemos dos soluciones

(z,y,2) = (1,0,%) o (2, 2) = (—1,0,%) .

2. Supongamos ahora z = 2, reemplazando en la primera ecuacion tenemos que xr = —%.
Luego reemplazando en la tercera ecuacion se tiene que
3
2 _
y — 1 - 07
de donde

| S

y:

Tenemos entonces dos soluciones mas
1 V3 1 3
(xayaz): <_§>§a2> ) (xayaz): <_§>_§72> .

Por lo tanto existen cuatro soluciones para el sistema, estas son:

(2= (10%) (2,y,2) = (—1,0,%)

(x,y,2) = (—%,?,2) . (x,y,2) = (—%,—?,2) )
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Ejemplo 27 Resolver

y+2z4+wyz = 0
r+2z+wrz = 0
20+ 2y +wzy = 0

xyz:\/g

Solucion: Restando la segunda ecuacién a la primera se tiene que

y—rt+wzly—z)=0& (y—x)(14+wz) =0

de donde
1
y=x V (wz——,conz;«éO). (1.16)
z
1. Supongamos w = —%, reemplazando en la primera ecuaciéon tenemos que
22=0

con lo cual z = 0, esto es una contradicciéon pues z # 0, asi el caso 1 + wz = 0 no se
puede dar.

2. Supongamos entonces x = y, reemplazando en la tercera ecuacion obtenemos
(4 +wx)=0

de donde
4
r=0 V w=-——puesx #0
x

ahora si = 0, lo reemplazamos en la cuarta ecuacién obtenemos que 0 = v/5. Lo que
claramente es una contradiccién.

Ahora si w = —=, lo reemplazamos en la segunda ecuacién tenemos que
T =2z

Finalmente sustituyendo x = y y © = 2z en la cuarta ecuaciéon obtenemos que

3
e
/5
2\[

3/
dedonde:)s:\3/2\/5:y,z:—22—\/5)71,0:—3;1\/5

Asi la solucion al sistema es

Y = V2V5 4
(x,y,z,w)-( 2v/5, 1/ 2V/5, 7 m)
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Propiedad 14 Sean a,b € R,n € N entonces tenemos que

1. Sin es impar entonces
a=bsad"=0b"

2. Sin es pary a,b € Ry entonces

a=bsad"=0b"

Observacién: Tenga presente las hipdtesis de las propiedades, no hacerlo le puede significar
mas de un problema o error, por ejemplo:

Vi=-1aVi=(-1)2er=1

La primera ecuacién tiene como conjunto solucién a ¢ y la ultima ecuacién tiene como
conjunto solucién a {1}. Por lo tanto cuidado con la hipétesis.

Ejemplo 28 Resolver

V3z+1=2

Solucidén: La ecuacién tiene restriccién dada por:
1
3x+1>20 2> —3

Como v/3x+1 >0y 2 >0, luego podemos aplicar la propiedad

V3z+1 = 2 /()
3z +1 4

r = 1

Ejemplo 29 Resolver

V2r+1—+vVa—3=2
Solucion: La ecuacién tiene restricciones dadas por:
(2x+120/\3:—320)4:)@2—%/\1'23)
Para aplicar la propiedad despejamos
V2r+1=2++Vz -3
Como v2xr +1>0y 2+ vz — 3 >0, luego lo hacemos

VITFT = 24V =3 /()
2c0+1 = 444V —3+zxz—3
r = 4vxr—3
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Por restriccién tenemos que x > 3 > 0, luego volvemos aplicar la propiedad
v = 4r—-3 /()

r? = 16(x —3)
z? — 162 +48 = 0.

Calculando el discriminante A = 64 > 0, luego las soluciones estan dada por

16 £8
Tr =

2

Con lo cual
r=12 o xz=4

Considerando la restriccién obtenemos

S = {4,12}

Ejemplo 30 Resolver

Ve+1l4+vVr—7=4
Solucion: La ecuacion tiene restricciones dadas por:
(x+1>0N2 =720 (z>—-1Ax>T7)

es decir, la restriccion es x > 7.
Como vz +1++x—T7>0y 4> 0, luego podemos elevar al cuadrado

Ve+1l+vVer—7 = 4 /()2
c4+1+2y/(z+)(z-7)+2-7 = 16
22 -2 = 2\/(z+1)(z—7)
-2 = (z+1)(z—7)

Ademés \/(z + 1)(z — 7) > 0, luego tenemos 11—z > 0. Con lo cual tenemos que = < 11,
asi podemos elevar al cuadrado

HH—z = J@+1)(@-7 /()
121 — 222+ 2% = 22 —620—7
16z = 128
r = 8

Considerando la restriccién obtenemos

S = {8}
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Ejemplo 31 Resolver

ver+1l+x=6

Solucion: La ecuacién tiene como restriccion a
r+1>0 2> -1
Como v/x 4+ 1> 0, luego 6 — x > 0, es decir 6 > z, elevando al cuadrado tenemos

Vr+1l = 6—a/()?
r+1 = 36—12z + 22
2 =13z +35 = 0

Su discriminante es 169 — 140 = 29 > 0, luego tenemos

C13+V29

v 2

Note que un de los valores es mayor que 6, luego

52{13—2@}

1.4.4. Valor Absoluto

Definicion 11 Sea z € R, se define el valor absoluto de x como

x st x>0
|$‘: —x st x<0

Observacién: Note que se cumple Va2 = |a|, Va € R.
Ejemplo 32 Determinar los siguientes valores
1. |=3|=3
2. V3-2/=2-3
3 13-V3-2]|=13-2-V3)|=1+V3=1+3
4o VB =2 = V5| =2
Propiedad 15 Sean a,b € R entonces:
1. |a] > 0.

2. la| =|-al.
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3.
/.
5.
6

7.

|abl = |al[b].

ja? = |a®| = a.
—la[ < a < al.

la = |b] & a? = B2.

Va2 = |al.

Propiedad 16 Sean a,b € R,c € R} entonces:

1.
2.

la| =c< (a=cVa=—c).

la| = |b| & (a =bV a = —b).

Ejemplo 33 Resolver las siguientes ecuaciones

1.

[ =3
Solucién: De la proposicién 16 parte 1 tenemos que
r=3 V xr=-3

Luego el conjunto solucién es:

S =1{3,-3}

r=3l=v3-1

Solucién: Como /3 — 1 > 0, de la proposicién 16 parte 1 tenemos que
r—3=vV3-1V z2-3=—-(V3-1)
r=v34+2 V x=—-V3+4

Luego el conjunto solucién es:

S={V3+2,—V3+4}
122 — 7| =+/5—3

Solucién: Como v5—3 < 0, luego por propiedad 15, tenemos que el conjunto solucién
es:

S=¢
13— =3z—-1

Solucién: Como |3 — x| > 0, luego tenemos que 3x + 1 > 0 y por lo tanto = > —%,
ahora de la proposicién 16 parte 1 tenemos que

3—rx=3rx—-1V 3—z=—-3x—1)
—Adr=-4 V 2z=-2
r=1V z=-1

Note que uno de los valores no cumple la restriccion, luego el conjunto solucién es:

S = {1}
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5. |lz—1]-3|=5
Solucién: De la proposicién 16 parte 1 tenemos que

z—1—-3=5 V |z—1]—3=—5
z—1]=8 V |z—1]=-2

Como 0 < |z — 1| = —2 < 0 es una contradiccién, luego continuamos con la otra
igualdad
v —1] =8
r—1=38 \Y% r—1=-8

Luego el conjunto solucién es:
S ={-17,9}
6. ||[x—1| —3z| =2

Solucién: Podemos aplicar la propiedad 16 y tenemos que
lt—1|—-32=2 V |z—1]—-3zx=-2
lt—1=243z V |z —1]=-2+3z

Lo resolveremos por caso

Primer Caso |z — 1| =2+ 3z

Como 0 < |x — 1] = 2+ 3z, luego tenemos que = > —% y ahora aplicamos la propiedad
r—1=24+3x V z—1=—(2+32)

—2r=3 V 4dr=-1

= —— V —_
Ty YV Ty

1
Sl = {_Z}
Segundo Caso |z — 1| = =2+ 3z

Como 0 < |x — 1] = =2+ 3z, luego tenemos que z > % y ahora aplicamos la propiedad

Luego tenemos,

r—1=-243z V z—1=—(-2+3x)
—2r=-1 V 4x=3

1 y 3
T = r=—
2 4

=

Luego tenemos
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Asi el conjunto solucién es:

7. 20 =7 —|z| =2

Solucioén: Despejando tenemos

20 — 7| = |z| + 2

Ahora podemos aplicar la propiedad 16 y tenemos que

20 —T=|z|+2 V 2z —1=—(|z|+2)
lz| =22 -9 V |z|=-1-2x

Lo resolveremos por caso

Primer Caso |z| =2z —9

Como 0 < |z| = 2z — 9, luego tenemos que z > % y ahora usamos la propiedad

Luego tenemos,

r=2x—-9 V z=—2x-9)
r=9 V 3r=9
r=9 V =3

S ={9}

Segundo Caso |z| = —1 — 2z

Como 0 < |xr — 1| = —1 — 2z, luego tenemos que x > —% y ahora usamos la propiedad

Luego tenemos

r=-1-2x V z=—(—1-2x)
Jr=-1V —x=1

r=—-—=- V z=-1

Asi el conjunto solucién es:
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1.4.5. Inecuaciones

En la secciones anteriores, hemos resuelto problemas donde figura el simbolo de igualdad
en la funcién proposicion, lo que hemos llamado ecuacion. Ahora emprenderemos el desafié de
resolver problemas donde aparece el simbolo de desigualdad, llamadas inecuaciones.

Para ello, a continuacién formalizamos algunos conceptos que ya hemos utilizados ante-
riormente.

1. Conjunto Restriccion

Llamaremos conjunto restriccién de una expresién que involucra términos P(z) y Q(x)
al conjunto R de los € R para los cuales cada término de la expresion esta definido en
R. Los términos P(z) y Q(z) son tales que al menos uno de ellos involucra la variable
x.

2. Conjunto Solucién

Llamaremos conjunto solucién de la ecuaciéon P(z) = Q(z) o de la inecuacién
P(z) < Q(z) al subconjunto S de los z en R que satisfacen la ecuacién o inecuacion,
es decir

S={reR|[P)=Qx)} VvV S={recR|P) <)}

Intervalos en R: Sean a,b € R, con a < b se denotan

[a,b[={r € R | a<z<b};
la,b) ={z € R | a <x < b};
la,bj={z €R | a <z <b};
[a,b) ={z € R | a <z <b};

—o00,bl={r eR |z <b}
—oo,b[={r eR |z < b}
={reR|xz>a};
={zeR |z >a}.

Ejemplo 34 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion

3r +5 < 10.
En este caso R es todo R, ahora bien
3r+5 < 10
& 3r < 5
5
Tenemos entonces que
5 5
S = eR < - b= |—00,
{rem o3} =]

Propiedad 17 Sean a,b € R

1.ab>0& (a>0Ab>0)V(a<0AD<O).
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2.ab<0< (a>0Ab<0)V(a<O0OAb>0).

Demostracién: Demostraremos sélo (1), ya que, la demostracién de (2) es andloga y se
dejara como ejercicio.

(=)

Primer caso. Si a € R entonces a=! € RT, luego por axioma (6) y asociatividad se tiene
que a '(ab) = b € RT y en consecuencia

abe Rt =acRT"AbeR"

por lo tanto
ab>0=a>0Ab>0.

Segundo caso. Si a € R~ entonces a~! € R™, luego por axioma (6) y asociatividad se tiene
que a'(ab) = b € R™ y en consecuencia

abeRT=aeR AbeR™

por lo tanto
ab>0=a<0AD<O

tenemos entonces que ab > 0= (a >0Ab>0)V(a<0Ab<O0).
(<) Claramente por el axioma (6)

(a e R"ANbeRT) = ab e R

’ (aeR-ADERT) = ab=(—a)(-b) € RT.

En consecuencia
[(a>0Ab>0)V(a<0Ab<0)]=ab>0.

Corolario 18 Sean a,b € R
1.ab>0< (a>0ANb>0)V(a<0ADb<LO).
2.ab<0<= (a>0ANb<0)V(a<0OAD>0).

Ejemplo 35 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion

z—3
> 0.
r+5

Solucién: El conjunto restriccion de la inecuacién es R ={z € R | +5 # 0} = R—{-5},
ahora bien notando que a y a~! ambos son negativos o positivos, de otro modo el signo de
ay a! es el mismo, obtenemos que:
xr—3 >0
T+5

& (2-3>0A(z+5) "' >0)V(@—-3<0A(z+5)"'<0)
& (r—-3>20A24+5>0)V(r—-3<0Ax+5<0)
& (z>23Nz>-5)V(r<3Ax<-=hH)
(x >3)V(x < —b).
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Por lo tanto

S:{xER

z;;’ 20} ]~ o0, —5[U[3, 00].

m
Observacién: La resolucién de la inecuacién g—;g’ > 0, se puede resumir en la siguiente

tabla

]_007_5[ —9 ]_573[ 3 ]3700[
x—3 — — 0 +
T+ — 0 + +
=5l 0+ 1Al - Jof +

Donde el signo + y — indican que el factor es positivo o negativo en el intervalo analizado,
y la tltima fila se anota el signo del cuociente.
Ahora observando la tltima fila de la tabla tenemos que, la solucion a la inecuacién

r—3
>0
r+5

es S =] — 0o, —5[U[3, 0o.
Observacién: Recuerde que una expresiéon del tipo ax + b, con a # 0 en un punto es cero,
y en los intervalos complementarios es positivo o negativo

b b
ar+b>0 & z>— VY < ——
a a
b b
ar+b<0 & x> —
a a

1<
8
A
I
|

Ejemplo 36 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion

(1-20)(+3) _
x? — 49 -

Solucién: La restriccién de la inecuacién es R = {z € R | 2> —49 # 0} = R — {-7,7},

ahora bien
(4 —2z)(z+3) (4 —2z)(x+3) <o.
% — 49 (x+7)(x—=T7) —

Consideremos la tabla formada por todos los factores involucrados

<0 &

| —oo,=7[| =7 |]—=7,-3[|-=3|]=3,2[|2|]2,7]| 7 |]7,00]
4—2x + + + 0] — —
r+3 — — 0 + + +
T+7 - 0 + + + +
x =17 - - - - 10 +
| 5] o] - o[ 1] -
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(4 —2z)(z+3)
2 — 49

S=RN(] - o0, ~T[U[-3,2)U]7, 00]) =] — o0, —7[U[-3, 2]U]7, c0].

< 0en | — o0, —7[U[-3,2]U|7, c0], luego

Observando la tabla tenemos que

Propiedad 19 Sean a,b,c,d € Rt yne N
1. (a<bAe<d)=ac<bd.
2.a<b&a” <b.

Demostracién:
1. Inmediato del corolario (6) parte 5.

2. (=) De (1) es claro que
(a<bAa<b)=a®<b

Continuando con este proceso, se prueba inductivamente, ya que

(a<bAa™ <) = a™tt <t

(<) Sea
L — (an—l —|—CLn_2b—|—CLn_3b2 I —|—CLbn_2 + bn—l)

entonces se tiene que

a"—b"=(a—0b)L.

Ahora bien como a,b € Rt tenemos que L € RT y asi por corolario (6) parte 2
L=! € R*. Por hipétesis tenemos que a™ < b" < a™ — b" < 0, es decir

(a—bL <0
pero L' > 0, luego (a — b)LL™" < 0, de donde
a—b<0&a<b

concluyendo asi la demostracion.

Corolario 20 Para todo a,b € R™ yn e N

a<be Ya< Vb

n

Demostracién: Como a y b € Rt entonces a = ({/a)” y b = (¥/b)", luego de acuerdo a la

proposicién anterior tenemos que

Va < Vb (Ya)" < (V)" < a < b.
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Ejemplo 37 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion
r—5 < Var-2. (1.17)
Solucion: La restriccién de la inecuacién es

R = {z€R|2*-2>0}
= {ze€R|(z—V2)(z+V2) >0}
= {zeR|z>V2Vz < —V?2}
= ] —o0,—V2]U[V2, o]

Ahora debemos analizar los casos © —5 > 0 Ax — 5 < 0, esto es
1. Supongamos x —5 <0y z € R, es decir
€ Ry =RN| —00,5] =] — o0, —V2| U [v/2,5]

comox —5 < 0y 0 < Va2—2, para x € Ry la desigualdad © — 5 < Va2 —2 se
satisface. Luego la solucién en este caso esta dada por

Sl :] — 00, _\/5] U [\/§a 5]
2. Supongamos ahora x — 5> 0y x € R, es decir
x € Ry =RNI[5, 00[=[5,00]

ahora bien como z — 5 > 0y Va2 — 2 > 0 para x € R, podemos elevar al cuadrado
la desigualdad (1.17), asi

r—5 < 2 —2
s 22—10x+25 < 22-2
27

luego la soluciéon en este caso esta dada por

27
82:R2ﬂ |:E,OO|:: [5,00[

Tenemos entonces que la solucién de la inecuacién (1.17) es

S=8US; =] — o0, —V2] U [V2, .

Ejemplo 38 Resolver la inecuacion

Vr—-3—-V2r+1<1
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Solucion: La restricciones son x —3 >0 A 2x+1 >0, es decir, t >3 N x> —%, luego el
conjunto restriccion de la inecuacion es

R = [3,00].

Para poder elevar al cuadrado, debemos tener seguridad que los términos son no negativos

Vr—=3—-vV2r+1 < 1
V=3 < 1+V2z+1 ()
-3 < 1+2V22+1+22+1
—r—5 < 2V2x+1

Considerando la restriccion tenemos que
r>3& —r—5H< =8

Por lo cual obtenemos que,
—x—5H <2 1
x < T+
- +

de este modo la desigualdad se cumple siempre.
Asi el conjunto solucién es
S = [3,00].

Propiedad 21 Dado el polinomio ax® + bz + ¢, tenemos que:
1. Si A =0b*—4ac< 0y a>0, entonces

ar’ +br+c¢>0, VreR.

2. Si AN =0%—4ac <0y a<0, entonces

ar’ +br+c<0, VreR.

Demostracién: Dada la polinomio de segundo grado, tenemos que

(4a)(ax® +bxr +c) = 4a*x* + dabx + dac
= (2ax)?® + 2(2az)b + b* — b* + 4ac
(
= (2ax +b)* + dac — b?
De este modo tenemos )
(2az + b)” + 4ac — b
4a

Supongamos ahora que A < 0y a > 0, entonces se tiene que las expresiones (2ax + b)2 y
4ac — b* son siempre positivas, de lo cual se obtiene que (2ax + b)2 + (4ac—b*) > 0, es decir,

ar’> +br +c=

ar’ +bx +c>0, VreR.

Andlogamente se obtiene que si A < 0y a < 0, entonces ax® +br +c <0, VrcR. O
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Ejemplo 39 Resolver las siguientes inecuaciones

1. 22 4+2x+7>0

4.

Solucion: Tenemos que N = —24 < 0;a =1 > 0. Usando la propiedad 21 tenemos
que

S=R

202 4+2x+3<0

Solucion: Tenemos que N = —20 < 0;a = 2 > 0. Usando la propiedad 21 tenemos
que

S=¢
—2?+22—4>0
Solucion: Tenemos que A = —12 < 0;a = —1 < 0. Usando la propiedad 21 tenemos
que

S=¢
—2?—3r—-5<0
Solucion: Tenemos que A = —11 < 0;a = —1 < 0. Usando la propiedad 21 tenemos
que

S=R

O

Ejemplo 40 Resolver la inecuacion

z+1 T

V2 x 1
<

Solucién: La restricciones son z +1# 0 A x # 0, luego el conjunto de restriccion es

R=R-{0,-1}

La resolucion del problema lo tenemos

V2 1
<__
z+1 T
V2
r+1
V22 + 1z +1

z(x +1)

1
+-<0
T

<0

Como A(V2r? +2+1) =1—4v2 < 0;a = /2 > 0, luego se tiene que

V2t + 1z +1>0,Vr e R.

Para continuar con el desarrollo, utilizaremos una tabla
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] —o0,—1[| =1 |]—=1,0[| O | ]0,00]

x — — 0 +
r+1 — 0 + +
V2z® + 1 +1 + + +

\/ixz +z+1
z(r +1) A - Al T

asi se obtiene que
S=|-1,0]

Ejemplo 41 Resolver la inecuacion

2x—1+ T <9
r+1 r—1—

Solucion: La restricciones son . +1# 0 A o — 1 # 0, luego el conjunto de restricciéon es
R=R-{-1,1}

La resolucion o busqueda de la solucién del problema, la obtenemos de lo tenemos

2x—1+ T <9
r+1 r—1—
2z —1 T
—2<0
x+1+x—1 -
2z —1)(z—1)+x(x+1)—2(z* 1) <0
2 —1 -
2 —2x+3
- <0
2 -1 =

Como A(z? —2r+3)=4—-12=-8<0; a=1> 0, luego tenemos que
22 —2x+3>0,Vr e R.

Para concluir el desarrollo usaremos una tabla

r+1 — 0 + +
x—1 — — 0 +
x° — 2z + 3 + + +
% —2x + 3
R A - A+
e —1
asi tenemos que
S=]-1,1]
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Teorema 22 Sean x,y € R entonces:
1L z|<ye (-y<z<y).
2. |zl >y e (y> o Ve < —y).

Demostracién: (=) Supongamos que |z| < y.
Como z < |z| A |z| <y, entonces por transitividad

z < .

Ademas
2] <y & —y < x|

pero por Proposicién 15 parte (5) tenemos que
—lz| <=z

y nuevamente por transitividad

-y < x

Luego por (1.18) y (1.19) tenemos que —y < z < 3.
(<) Supongamos que —y < z < y.

Caso 1: Si z > 0 entonces |z| =z

ademas
<y
luego
[ <.
Caso 2: Si z < 0 entonces |z| = —z es decir, —|z| =z
ademas
—y <z
luego

—y < —lz| & [z] < .

En consecuencia
7/ <ye —y<z<y
con lo cual la demostracién de (1) estd terminada.

Demostremos ahora (2) usando la equivalencia

pegde@eq)

50

(1.18)

(1.19)
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aplicandola en (1) obtenemos

| >y < (x >y Vr<—y)
la cual puede ser extendida a

[z zy e (@=zyVae<—y)

Asi la demostracién de (2) estd terminada. O
Observacién: Notemos que el teorema precedente es valido para todo y € R, sin embargo
el caso en que y < 0 nos permite proceder de manera mas rapida, es decir, si y < 0 entonces
la proposicién |z| < y es falsa, y la proposicioén |z| > y es verdadera.

El hecho de asegurar que la expresion |z| < y es falsa se traduce diciendo que el conjunto
solucion de dicha inecuacién es

S=10.

Anélogamente si la expresion |z| > y es verdadera, su conjunto solucién es
S =R

Ejemplo 42 Resolver la inecuacion
lz| < —2

Considere la observacidn anterior, luego el conjunto solucién es S = ().
Pero si consideramos la inecuacion

|x| > —2
tenemos que la solucion es S = R. m
Ejemplo 43 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion
|z 42| > 3.
Solucién: Aplicando el teorema anterior tenemos que:

7+2/>3 & z+2>3Va+2<-3
&S r>1vVve<-=5
& ze(l,oo[U] — 00,5
& reR-]-51]

Luego el conjunto solucién de la inecuacién |x 4+ 2| > 3 estd dado por

S=R-]-5,1].

Ejemplo 44 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion

|z + V2| < 7.
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Solucion: De acuerdo al teorema precedente se tiene que:

lz+V2| <7 & —rm<z+V2<7
& —1—-V2<z<71-2
& ze[-m—V2,m—2).

Luego el conjunto solucién de la inecuacién esta dado por
S=[-1—V2,m— V2
Teorema 23 (Desigualdad Triangular) Sean z,y € R entonces
|z +yl < [z + Jyl.

Demostracién: Tenemos por Proposicién 15 parte (6) que para todo x,y € R

—|z] <z < || (1.20)
—lyl <y <yl (1.21)

luego sumando (1.20) y (1.21) se tiene que
—(lz[+y]) <z +y < 2| + |yl

asi
|z +y| < x| + |yl

U
Corolario 24 Sean x,y € R entonces ||z| — |y|| < |z —yl.
Demostracién: Notemos que |z| = |[(x —y) + y| < |z — y| + |y
De lo cual se obtiene
|z = |yl < |z —y| (1.22)
Por otro lado |y| = |(y — x) + z| < |y — x| + ||
yl = lz] < |y —af
&yl =z < |z -y
el =yl = —lz—yl (1.23)

Luego por (1.22) y (1.23) tenemos que

—lz =yl <lz[ =yl < |z —yl < [lz] = [yl < o —yl.
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Ejemplo 45 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion
v — V2| < Va2-3. (1.24)
Solucién: La restriccion se obtiene de
R = {zcR|2*-3>0}
= {zeR||z[>V3}
= {zeR|z>V3Ve<—V3}
= |- OO>_\/§] U [\/§>OO[

Ahora elevando al cuadrado en la desigualdad (1.24) se tiene

|z — V2] <2?-3

& 22 —20/2x+2 < 22— 3
YEN 5 < 22
= T >

95 _.
2v2
Tenemos asi que el conjunto solucién de la inecuacién (1.24) estd dado por

s-nnlgg] -]

Ejemplo 46 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion

(@ —2e —3)ya—lr -2 (1.25)

(x — 1) (2% — 2 +2) -

Solucién: La restriccibon es R = {z € R |4 — |z —2| > 0Nz —1#£0A2?> —2+2 # 0}.
Analicemos cada caso:

1.
4—|z—-2 > 0
& v —2] < 4
S 4<rx—-2 N z—2<14
& —2<z AN <6
& xe[-2,6].
2.

r—1#0sx#1.

3. Debemos encontrar los * € R de modo que 22 — x + 2 # 0, ahora bien como el

discriminante de la ecuacion cuadratica es A = =7 < 0y a = 1 > 0 tenemos por
Proposicién(21) parte (1) que la ecuacién 2 —z +2 > 0,Vx € R, lo cual en particular
nos asegura que 2 —x + 2 # 0,Vx € R.

Recuerde que el conjunto restriccion corresponde a la interseccion de los casos anterio-
res, ya que cada una de ella debe cumplirse, entonces que R = [-2,6] — {1}.
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Resolveremos la inecuacion, con el apoyo de una tabla, pero antes analicemos algunos fac-
tores, \/4 — |z — 2| > 0y 2* — x + 2 > 0 para todo x € R, basta sélo resolver la inecuacién

(2?2 — 22 — 3)
@G- -

(2% — 22 — 3)\/4 — |z — 2| >0

(x—1)(z*—2+2) —

0 (1.26)

para tener que

Resolvamos entonces (1.26)

(22 — 22 — 3)

>0
r—1

> 0. (1.27)

Consideremos ahora la siguiente tabla

]_007_1[ —1 ]_171[ 1 ]173[ 3 ]3700[
r—3 - - - 10 +
x—1 — - 0] + +
r+1 — 0 + + +
(z _(;))—(:CJ ) - 0| + |A] - o] +

De esto es claro que (1.26) se satisface en [—1, 1[U[3, oo, luego la solucién a la inecuacién
(1.25) es
8 = RN ([-1,11U3, 00]) = [~1,1(U[3, 6]

Ejemplo 47 Determinar el conjunto solucion de la inecuacion
e —1|+ ]z —2| < |z—3| (1.28)

Solucion: Para dar solucién a este problema consideremos la siguiente tabla, que nos ayuda
en la clasificacion de los casos que debemos estudiar.

]_ 0071[ ]172[ ]273[ ]3700[
x—1 — + + +
x—2 — — + +
r—3 — — — +

Note que esta tabla no permite resolver la inecuacion como en el ejemplo anterior, pero
gracias a la definicién de valor absoluto podemos obtener la siguiente informacion:

11,2] 12,3 | 13,00]
r—1 r—1 r—1
2)| x—2 |xz—2
)| —(x—3)| -3

[
e —1] | —=(x —1)
[z —2|| —(z—2)
[z =3 | —(z—3)

—(z —
—(z —
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Esto nos sugiere estudiar los siguientes casos cuatro casos:

1. Consideremos x €] — 00, 1], luego (1.28) es equivalente a

—(@-1+(-(z-2) < —(z-3)
& l—z+2—2 < 33—z
& z > 0.

Asi la solucién en este caso es

S =] — 00,11 N [0, 00[= [0, 1.

2. Consideremos z €]1,2], luego (1.28) es equivalente a

r—14+(—(z-2) < —(z—-3)
& r—142—2 < 33—z
& r < 2.

Asi la solucién en este caso es

S, =|1,2)n] — o0, 2[=]1, 2].

3. Consideremos z €]2, 3], luego (1.28) es equivalente a

r—14z2-2 < —(x—-3)
& 2¢r—3 < 3—=z
& r < 2.

Asi la solucién en este caso es
S3 =]2,3]N] — o0, 2[= 0.

4. Consideremos x €]3, oo[, luego (1.28) es equivalente a

r—14ox—-2 < -3
= 2z — 3
= X

VANIVAN
o

Asi la solucién en este caso es

84 :]3, OO[ﬂ] — O0,0] = (Z)

Tenemos entonces que la solucién de la inecuacién (1.28) es

S=8USUSUS, =10,2].

Ejercicio 48 Resolver las siguientes inecuaciones

55
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1.

o

10.
11.
12.

13.
14.

1.5.

<1
r+1 7~

Bx+1)(x+2)>0
(x+D(z+2) < (xr+1)(4x—T)
20 —1 x

x+1+x—1<2
22(2? + 1) (z + 2

(:i . 1_)(:)62 ++3)) =0
V3r+1<2

V2r +5<3—x
Vr—3>7-2z
VV2+1-1<yz

|br =7 >2—x

|3x — 5| >z +2

20 — 1| — |z —2| <3z -7

|20 — 1] —2| <3z —5
V2z&+1<|z|+3
Axioma del Supremo

o6

Rp. ] —1,00]

Rp. | — 00, —2[U] — 1/3,00]

Rp. | — 00, —1[U]3, 00|

Rp. ] —1,1]

Rp. | — o0, —2] U{0}U] — 1, 00[

Rp. [1/3,5/3)

Rp. [-5/2,4 —/12]

Rp. [13/4, 0.

Rp. 10, 00].

Rp. ] — 00, 5/4[U]3/2, o0
Rp. [3/4,7/2]

Rp. ]4,00]

Rp. |2, 00]

Rp. | =1/2,00]

Definicién 12 Sea A C R tal que A # ¢ y ¢ € R. Se dice que

1. ¢ es una cota superior de A, si y solo si

2. a es una cota inferior de A, si y solo si

(Va € A)(a < ¢).

(Va € A)(a > c).

3. A es un conjunto acotado superiormente, si y solo si existe una cota superior para el

conjunto A.

4. A es un conjunto acotado inferiormente, si y sdlo si existe una cota inferior para el

conjunto A.
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5. A es un conjunto acotado, si y solo si A es acotado superior e inferiormente se dice
que

Observacion: Si A = (), se dice que A es un conjunto acotado.

Definicién 13 Sea A C R tal que A # ¢ y L € R,
Se dice que L es el supremo de A, si y solo si, las dos condiciones siguientes se satisfacen:

1. L es una cota superior de A.
2. Si L' es una cota superior de A, entonces L < L'.

Notacidn: Si existe el supremo se denota por sup(A4) = L.
Observacién: Note que por definicién, sup(A) es la menor de las cotas superiores de A.

Definicién 14 Sean A C R tal que A # ¢ y L € R.

Se dice que L es el infimo de A, si y solo si, las dos condiciones siguientes se satisfacen:
1. L es una cota inferior de A.
2. Si L' es una cota inferior de A, entonces L' < L.

Notacidn: Si existe el infimo, se denota por inf(A) = L.
Observacién: Note que por definicién, inf(A) es la mayor de las cotas inferiores de A.

Ejemplo 49 Consideremos los conjuntos A =| — 00,5] y B =|7, 0], en este caso tenemos
que el conjunto A no es acotado inferiormente, pues no existe r € R de modo que r < a
para todo a € A, en cambio el conjunto B si es acotado inferiormente pues exister =7 € R
tal que r < b para todo b € B. Andlogamente podemos ver que el conjunto A es acotado
superiormente y el conjunto B no lo es.

Ademdas que todo r € [5,00[ es una cota superior para A, luego tenemos que el conjunto
de todas las cotas superiores de A es [5,00[, el sup(A) = 5. Del mismo modo tenemos que

todo 1’ €] — 00, 7] es una cota inferior para B, luego el conjunto de todas las cotas inferiores
de B es|—00,7], el inf(B) =T7.

Ejemplo 50 Sea A = {z € R | |z — 3| < v/2}. Determine el conjunto de cotas superiores e
inferiores del conjunto A.

Notemos que

A= {zeR||z-3<V2}
= {zeR| —V2<2-3<V2}
= {reR| —V2+3<2<V2+3}
= [-vV2+3,vV2+3).

De acuerdo a esto podemos ver que A es un conjunto acotado superior e inferiormente pues
existen r = V243 y 1 = —v/2+ 3 de modo que r' < a < r para todo a € A. Ademas
el conjunto de todas las cotas inferiores estd dado por | — 0o, —v/2 + 3] y el de las cotas
superiores esta dado por [\/5 + 3, 0.



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES 58

Teorema 25 Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota superior de A. Entonces,
L =sup(A) si y solo si (Ve >0)(Fz € A)(x > L —¢).

Demostracién: (=) Procedamos por absurdo, esto es supongamos que

(L=supA)A(Fe>0)(Vx € A)(x < L —¢) (1.29)
por (1.29) existe € > 0 tal que
r<L—¢ VreA

esto nos entrega que L—e es una cota superior de A (por definicién de cota), pero L = sup(A),
luego L < L — e de aqui que € < 0, lo cual contradice € > 0.
(<) Procediendo de la misma forma, sea L cota superior de A y supongamos que

(Ve > 0)(Fx € A)(x > L —€) N L # sup(A) (1.30)

Como L # sup(A) y L es cota superior de A, entonces L no es la menor de las cotas
superiores de A, esto es, existe L cota superior de A tal que

L' <L
luego existe € > 0 tal que
L'+e=1L (1.31)
pero por (1.30), existe x € A tal que
x>L—¢€ (1.32)

Asi por (1.31) y (1.32) tenemos que

T > Ll, reA
lo cual es una contradiccién pues L’ es una cota superior de A. O
Teorema 26 Sean A C R un conjunto no vacio y L € R cota inferior de A. Entonces,

L =1inf(A) siy solo si (Ve >0)(Fz € A)(z < L+e).

Demostracién: Ejercicio (andlogo a la demostracion del teorema anterior). O]
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1.5.1. Axioma del Supremo

El conjunto de los niimeros reales con el axioma del supremo recibe el nombre de cuerpo
ordenado y completo, o cuerpo totalmente ordenado lo cual caracteriza R.

Axioma 8 Si ¢ # A C R es acotado superiormente, entonces el supremo de A existe y es
un elemento de R.

Propiedad 27 El conjunto de los niimeros naturales N no es acotado.

Demostracion: Supongamos por absurdo que N es acotado superiormente. Luego por el
axioma del supremo existe sup(N) = L, L € R, esto es (Ve > 0)(In € N)(n > L —¢)
En particular si consideramos € = 1 > 0, entonces existe n € N tal que

n>L-—1
es decir,
n+1>1L
pero n + 1 € N, lo que es una contradicciéon pues L = sup(N). O

Teorema 28 (Propiedad arquimediana)

(Vx € R)(In € N)(z < n).
Demostracion: Procedamos por absurdo, esto es

(Fz € R)(Yn € N)(z > n).

Es claro que x es una cota superior de N, luego tenemos que N es acotado superiormente, lo
cual es una contradiccion. O

Corolario 29 La propiedad arquimediana la podemos expresar de manera equivalente como
sique

(Ve > 0)(In € N) (l < e) :

n
Demostracion: Sea ¢ > 0 y consideremos el nimero real %, entonces por la propiedad
arquimediana existe n € N tal que
1
n>-
€
de donde ]
—<E€
n
concluyendo asi la demostracion. U

Ejemplo 51 Sea

n
A_{xneR ’xn_2n+1,neN}

Demostrar que sup(A) = %
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1. En primer lugar demostremos que L = % es una cota superior de A.

Claramente
n<2n+1 VYVneN
luego
n
asi

1
a:n<§ Vn € N

con lo cual se tiene que L = % es cota superior de A.

60

2. Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(3z, € A)(z, > % —e€), lo que equivale a probar

la existencia de n € N de modo que

n >1
2n+1 2

—¢ VYe>N0.

Sea € > ( y consideremos el nimero real %, ahora bien por Teorema (28) tenemos

que existe n € N tal que

n o> 1—626
= dne > 1 —2e
& 2ne > %—e
& n > n—2ne+g—e
& n > Qn(%—e —I—%—e
& n > (2n+1) %—e)
n 1
< oyl - 27°€
Asi
dx, = A - —
(‘v’e>0)(a:n 2n+1€ )(:ﬂn>2 €
Luego
sup(4) = =
Ejemplo 52 Sea
A:{xneR Tn ,neN}

Demostrar que inf(A) = 0.
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1. En primer lugar demostremos que L = 0 es una cota inferior de A.

Es evidente que

1
0<—- VneN
n

luego
0<xz, VneN

con lo cual se tiene que L = 0 es cota inferior de A.

2. Solo nos queda demostrar que (Ve > 0)(3x,, € A)(x, < €), este hecho es clara conse-
cuencia del Corolario (29), asi

(Ve > 0) <E|xn:%€A) (xn, <€).

Luego
inf(A) = 0.

Teorema 30 Sean z,y € R tal que x < y. Entonces, existe p € Q tal que x < p < y.

Demostracion: Sean x,y € R. Claramente siz < 0 < yexistep=0€ Qtalquex <p <y
y el teorema queda demostrado en este caso.
Supongamos ahora que 0 < z < y. Sea

e=y—x>0

luego por la corolario de propiedad arquimediana tenemos

1
—<e=y-—u
n

Dado nx € R, nuevamente por la propiedad arquimediana, existe m € N tal que
m > nx.
Sea m el minimo que satisface m > nx, luego
m—1<nx

as{ tenemos
T <

m m—1 1

— = +-—<z+(y—z)=y.
n n n

Por lo tanto

m
r< — <y,
n

es decir, existe p = % ceQtalquez <p<uy.
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Por otra parte. Supongamos que x < y < 0, entonces 0 < —y < —z y por lo anterior
existe p € Q tal que

—y<p<-—ux.
Luego
T —p<y
y como —p € Q queda completa la demostracién. O

Definiciéon 15 Un subconjunto X C R es denso en R si y solo si entre dos niumeros reales
cualesquiera existe algun elemento de X.

Observacién: De acuerdo al teorema y definiciéon anteriores claramente el conjunto Q de
los ntiimeros racionales es denso en R.

1.6. Ejercicios Propuestos

1. Grupos
a) En Z se define la operacién * por:
rrxy=zy+r+y.
Decida si Z bajo esta operacién es un grupo.
b) Sean G = {(z,y) | r € Q Ay € Z} y * la operacion definida por:
(z,9) * («',y) = (e’ y +4/)
Decida si G bajo esta operacién es un grupo.
c¢) Sea G = {az? + bxr + c | a,b,c € R}, se define la suma
(ax’ 4 bx +c)+ (@ax*+bz+c)=(a+a)> + b+ b))z + (c+c)
Demuestre que G bajo esta operacion es un grupo abeliano.
d) Sea G un grupo. Demuestre que para todo a,b € G, la ecuacién
ar=>b

tiene Unica solucién.

e) Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G. Se dice que H es un subgrupo
de G si y sélo si las siguientes condiciones se satisfacen

1) (Va,be H)(ab € H)
1) (Va€ H)(a™' € H)
De acuerdo a esto demuestre que:

1) (Q,+) es un subgrupo de (R, +).
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1) Z={{g€ G| (Vh € G)(gh=hg)} es un subgrupo de G.

2. Resolver las siguientes ecuaciones

r+1 x+2_ 1
r—1 :17+1_x+3

)

b) Vr—3+x=6
) VA2 — 1427 =322 =|z|+5

d) Ve =5+ V7T —x=|z—3|

) VVE+3—/Vr-3=12x

f) z+V6 — 422 — 1z = 422
)
)
)
)
)

a

c

9) V]z+1—6=8r—22—-15
h) x —1=+2?2—2+2

i) ||2e+3] — |z —3|| =83z + 2|+«

7) |12z +1|| = 2z
:17—5 r+3

k =1
9+ -3
x T+ 2

) $2—4_x—2:1

r+m z+n m?>+n?

m) — = -2
m n mn
-1
) T+ 1+b:c b— 1= b x 2
n — A2 =2
e ) a7
3. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones
) r+3y = 4
YVoor+Ty = 15
204+3z = 4
b) 2x—6y+7z = 15
r—2y+52 = 10
r+4y+3z2 = 1
c) 2x+5y+4z 4
r—3y—2z = 95
de+y—22 = 0
d) r—2y+z = 0
Mz —4y+—2 = 0
2,2 _
¢) +y: = 4

3r+4y = 9
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?+ay+y® = 13
f) y+y

r+y = 4

= 2wz
4wy
wz
202 + 492+ 22 = 8

o~
~—
[N
I

N

20 —wy =
20 —wx =
Z+wz =
Phay—4 =

o O OO

2(y + z) + wyz
20 + 2) +twrz =
2(y + ) + wyx

Yz

I I
oo o

Il
(@)
o~

r+w(x—3
y+wly—4

— —
|
o O

o W
I
g
I\

(=3P (=1 =

yz = w(y+z)

xz = w(r+2)

ry = w(y+z)
Yy +xz+yz = 5

m)

4. Considere la igualdad
1 1

Jitz Ji-z

a) Determine para que valores de z € R estd definida.

0

b) Encuentre todos los = € R que la satisfacen.

5. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) (Va € RY) <\/a+ﬁ > %)
b) (Va,b € R) (a® + b > 2ab)
c) (‘v’aeR)(OSa#(a“ﬁfSa)

= aib)

—_

SN

d) (Ya,b € RY) (5 +

64
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e) (Va,b € R7)(a < b= a® > b?)

) (Ya,b € R*,a % b,n € N) (”*{/abn < %ﬂb)

) (
/) (vzeR)(Vy eR—{0}) (z<y=L<1)
g9) (Ve eR)(Vy eRY)(z <y =z < 2y)
h) Vr e R)(Vy e RN )(z <y=y ! <zt
i) (Ve eR)(Vy ER)(x+y=1= a2y <)
j) (v CR)(Wy e R)0< o <y= = < ¢ < =)
k) (Ve,y € R)(Jy — 2| = |y +2f) = (2 =0Vy =0)
) (Ve eR)(Vy e R)(2z +4y =1= 2% +y* > )
m) (Ve eR)(Vy e R)(2<2<3A1<y<2)=1<7<3)
n) (Vo,y € R)x3 +y> > 22 — 2y + ¢?
) (
) (

0) (Vo,y,z € R)(|x +y + 2| < |z[+ [yl + |2])

6. Considere en R la ecuacién m + y/xr = x, con m € R.

a) Determine todos los valores de m € R para los cuales la ecuacion tiene solucion.

b) Encuentre la solucién para m = —%

7. Determine en los siguientes casos condiciones sobre el parametro A € R de modo que
las ecuaciones

2+ X +3=0

2 —2(A+1)z+3=0

22+ 20+ 1Dz + 32 =0

Ar? — 2z + 32 =0

a
b
c

)
)
)
d)
tengan

i) Soluciones reales y distintas.
ii) Soluciones reales e iguales.

iii) No tengan solucién.

8. Simplificar al maximo las siguientes expresiones

a? a?—b% . a—b b
a) § - 5t
b —

a+2—

a

¢) (a*—0%): [(Zjigg) : (gjzggﬂ
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d) 22—y 22 + ay +
23—y ) \ 2 + 2xy + y°

(-3+8)

a+2b a
) (57— ah)
3
N axb o\ edb 9a4p
atb_p) aFbia-9p
g)f z+1 2t —a% 23— a?
2 —1 3+ 1
(x(x+y)+y(y—x) ) ( (z+2y)z+y? )
L y2—a? zy
) y>+a(z42y)
y(z+2y)
V2r+3—+/1—x

Vit +r+2—Vr+3
k) VIty—Vr—y
Vity+vVr—y

) v8x3 +3x—1—6x
3r—vVal+x+1
x

\/JH— r— T

W, n,m pares.

) VVE—1- Vo +2/x+ 1
Vo —1

9. Problemas de planteo

2 2
a) Sia:b:2:3yx:%,expresaraentanto % de x.

b) Para la altura del centro de gravedad de un tronco de cono rige la férmula si-

guiente:
_ R*+2Rr+3r

T 4R*+ Rr+17%)
/Qué tanto % de b mide X, si r mide 50 % de R?.

¢) En un tridngulo recténgulo se sabe que el cateto mayor mide 96 % de la hipotenusa.
. Qué tanto % de la hipotenusa mide el cateto menor?.

d) La ley de Newton nos da F' = m - a. {Qué tanto % aumenta la aceleracion a, si
la fuerza F' aumenta en 42 % y la masa disminuye en 4 %7?.

e) Las dreas A y B de la figura (1.1) estdn en la razén 2 : 3. Expresar r en tanto %
de R.
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f)

=

/ A
! I
—— R—
| |
Figura 1.1: Situacién del Problema 9e.

JEn qué tanto % hay que aumentar el radio de una esfera para que su volumen
aumente en 33,1 %?.

Los diametros de dos cilindros son entre si como 3 : 4 y sus alturas como 5 : 6.
. Qué tanto % del volumen del mayor mide el volumen del menor?.

Determinar dos nimeros enteros consecutivos cuya suma de cuadrados se 128,525.

Si A hace un trabajo en tres horas y B lo hace en cinco horas. ;Cuanto tiempo
demoran en hacer el trabajo ambos juntos?.

Hallar tres niimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre 20, el me-
diano entre 27 y el mayor entre 41, la suma de los cocientes es 9.

A tiene el doble de dinero que B. Si A le da a B 34 pesos. A tendra los 5/11 de
lo que tenga B. ;Cuanto dinero tiene cada uno?.

Dos trabajadores uno de los cuales empieza a trabajar uno y medio dias después
que el otro, pueden completar un trabajo en 7 dias. Si cada uno de ellos hiciera el
trabajo individualmente, el primero habria necesitado 3 dias més que el segundo
que empez6 después. jCuantos dias tardara cada obrero en realizar el trabajo
individualmente?.

Un ingeniero contrata a un técnico para una cierta labor. Para esto le ofrece un
sueldo anual de $500,000 y un lingote de oro. Al cabo de siete meses el técnico
termina su trabajo, por lo que recibe $250,000 y el lingote de oro. ;Cudl es el
valor del lingote?.

Un cierto nimero de estudiantes deben acomodarse en una residencial. Si se ubi-
caran dos estudiantes por habitacion entonces quedarian dos estudiantes sin pie-
za. Si se ubicaran tres estudiantes por habitacion entonces sobrarian dos piezas.
., Cuantas habitaciones disponibles hay en la residencial y cudntos estudiantes de-
ben acodarse en ella?.

Cuando el precio de una marca popular de articulos de video es $300 por unidad,
una tienda vende 15 unidades a la semana. Sin embargo cada vez que el precio
se reduce en $10 las ventas aumentan en 2 unidades a la semana. ; Qué precio de
venta debe ponerse para obtener ingresos semanales de $7,0007.

El cuerpo de la figura (1.2) estd formado por una semiesfera, un cilindro y un
cono. Calcular z, si el volumen total mide 112, 57[cm?].
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/'r_‘:\___"T

/

/ | \ X

T T - ——
5x

Figura 1.2: Situacién del Problema.90

p) Un estanque con cierta cantidad de agua tiene forma de cono invertido. Al agre-
garle 10 litros, como muestra la figura (1.3), el nivel de agua sube en un 20 %. Si la
base del cono fuese reducida en un 40 %, manteniendo la misma altura resultaria
un cono que estaria lleno con la cantidad de agua inicial.

Figura 1.3: Situacién del Problema.9p

Sabiendo que la altura del estanque es 50cm. Calcular el radio inicial y el volumen
de agua contenido en un comienzo.

10. Resolver las siguientes inecuaciones

a) =1 <25
b) (x+2)(z+1) <0
2 x

d) $+2+ZB—|—3§0
e) :1:—21'1,_321—3x
f) a:3—44§x21_5

=2 x x—1
9) TT227I3 74



CAPITULO 1. LOS NUMEROS REALES

N P+l S T2

iy 2Blz+26) 533
155(x +6) ~ 155(5z — 1)
j) V—az? 125 <3

k) V2 —1(z + 1)
(22 +1)(z — 2)

v
o

V1—|z|>1-3z
x° 4224 24
V2r+1(z* +2+5) —

V) lr 4+ 1+ e -1 +3[<|z+2]+8

w) '1—\/11__93 > 1
|x—1|—|x+1|<|x—1|
|z — 1|(Vz + 3+ |x])

Y a3 —z—4 2"

2) 3r+1+|z—1] <z
11. Axioma del Supremo

a) Determine el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos
1) A=[-2,3[U]5, V42|
) A =] -3,0[Ulv4,6]
1) A={xeR| |z| <5}
V) A={zeR | 2> -3z+2<0}
) A

{xeR\\/W<2}

—_—

A%

69
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vi) A={reR| 1 <2}
vin) A:{xeR\%gu—Hg%}
b) Sean
) A={z€eR|2?-T<1}yB={reR|z>—-2x—-3<0}
1) A:{x€R||z|§3}yB:{xeR ‘0<‘1‘x(f’3+1)}

x+1

Encuentre en cada caso (si existen) el Supremo e [nfimo correspondientes a los

conjuntos A, B, AUBy AN B.
c) Sea o« € Ry A C R acotado. Se define

a+A = {a+a|aec A}
a-A = {aa|ac A}
Demuestre que
1) o+ sup(A) =sup(a+ A)

a+ inf(A) = inf(a + A)

111) Si «v es positivo, entonces sup(aA) = asup(A)

V) Si « es positivo, entonces inf(aA) = ainf(A)

1)
)
)
V) Si « es negativo, entonces sup(aA) = ainf(A)

vI) Si « es negativo, entonces inf(aA) = asup(A)
d) Sean A, B dos subconjuntos acotados de R y
A+B={a+b|lac ANbeE B}.
Demuestre que:
1) sup(A + B) =sup(A) + sup(B)
11) inf(A+ B) = inf(A) + inf(B)

e) Demuestre que si

A:{atne]R

2
T, = n , nE N}
n+3
entonces el sup(A4) = 2.

f) Demuestre que si

A:{xneR

2
n — ’ N
’ 3n+1nE }

entonces el inf(A) = 0.

g) Determine y demuestre si existe el supremo y el infimo de

2
T, = ,neN}.
n+3

h) Determine y demuestre si existe el supremo y el infimo de

)

A:{atne]R

A:{anR




Capitulo 2

Geometria Analitica

2.1. Introduccién

La geometria es una parte importante de la matemética que tiene por objetivo el estudio
de las figuras que se encuentran en el plano (o en el espacio). En el desarrollo de este capitulo,
usaremos la terminologia habitual de geometria, entre otros

Recta: Es una linea sin principio ni fin que describe de forma idealizada de un hilo tenso
en el plano formado por una cantidad infinita de puntos.

Segmento: Es una parte de la recta que se encuentra entre dos puntos en la recta que
representan el principio y fin de este, llamados extremos.

Por otro lado, el concepto de analitica representa el andlisis que se necesita y se ocupa
para poder obtener la resolucion de problemas, lo que nos lleva a la definicién del concepto
de “geometria analitica” que esta dada por el analisis que se realiza a las distintas figuras
geométricas, que son subconjunto del plano, las cuales son definidas mediante funciones
proposicionales o expresiones algebraicas.

Para representar el plano donde se encuentras las figuras, recurriremos al producto car-
tesiano entre conjuntos, que se denota por R x R o de otra manera R?, que esta constituido
por los “pares ordenados”.

Estas ideas béasicas son las que nos permitiran el estudio de algunas figuras de la geo-
metria.

2.2. Plano Cartesiano
El producto cartesiano esta dado por
RxR=R":={(z,9) |2,y € R}

Un elemento de R?, es un par ordenado (z,y), donde z es la primera coordenada o abscisa
e y es la segunda coordenada u ordenada del punto (z,y)

Ademas dos puntos del producto cartesiano son iguales si y sélo si las abscisa y ordenadas
son iguales, es decir,

(v,y)= @) e r=2d"Ny=1vy, conz,2',y,y €R

71
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Un representacion del producto cartesiano es el plano cartesiano, que se construye con
dos rectas perpendiculares (ejes, un horizontal y otro vertical) que se intersecan en un pun-
to(origen), un elemento del producto cartesiano, se representa con la intersecarse de la recta
vertical que pasa por el eje horizontal en el valor de la abscisa y una horizontal que pasa por
el eje vertical en el valor de la ordenada

2.2.1. Distancia entre dos Puntos

Definicién 16 La distancia entre dos puntos equivale al valor numérico de la longitud del
segmento que une estos dos puntos.

En la recta real R, la distancia entre dos puntos esta dada por
dist(a,b) = |b — a| con a,belR

Por medio del teorema de Pitdgoras, podemos extender la férmula para la distancia entre
dos puntos en el plano.

Sean P, P, € R? donde P, = (z1,y1), P> = (22, 92). La distancia entre ellos la denotare-
mos por dist(Py, Ps)

Grafiquemos los puntos P;, P, en el plano cartesiano, y tracemos un triangulo rectangulo,
con las rectas paralelas a los ejes coordenados.

Y2 T
<

(V)

|

=

n N
Pr——o/lzy— x| —— R

xrq X2

Figura 2.1: Hipotenusa

Luego por teorema de Pitagoras tenemos que
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(hipotenusa)® = (cateto opuesto)? + (cateto adyacente)?

Observacién: Recordemos que la hipotenusa representa el lado que se encuentra opuesto
al angulo de 90° en la figura 2.1, el cateto opuesto que esta representado por la base del
triangulo y cateto adyacente el lado restante.

(hipotenusa)? = (cateto opuesto)? + (cateto adyacente)?
donde  (dist(Py, P2))2 = (25— 21)2+ (y2 — 11)? /\/
entonces |dist(Py, Py)| = \/(362 —21)%2 + (y2 — y1)?

Observacién: La distancia representa una longitud, por lo cual esta siempre es no negativa.

Definicién 17 Sean P, P, € R? con P, = (x1,11) y Py = (x9,92) entonces la distancia
entre los dos puntos es

dist(Py, Py) = \/ (x5 — 21)2 4 (y2 — y1)? (2.1)
Ejemplo 53 Considere los puntos (—2,—1) y (2,2) en R?, calcule la distancia entre ellos.
Solucion: Denotemos los puntos de la siguiente forma:
A=(-2,-1)y B=1(2,2)

luego calculemos la distancia entre ellos

dist(A,B) = /(2 T2 (-1

Vv

= \/(2+2 2+1)
= V(4> +3)

= V16+9

= V25=5

Por lo tanto la distancia que se encuentra entre los puntos A = (=2, —1) y B = (2,2) es

dist(A, B) = 5.
Propiedad 31 Sean P,, P>, R € R? entonces
1. dist(Py, Py) = 0 es equivalente a P, = P;.
2. dist(Py, Py) = dist(Ps, P,).
3. dist(Py, Py) < dist(Py, R) + dist(R, Py).

Ejemplo 54 Demuestre que los puntos (—2,—1),(2,2), (5, —2) son los vértices de un tridan-
gulo isosceles
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Solucién: Sean los puntos A = (—2,—1), B = (2,2) y C = (5, —2) en R?,
Sabemos que dist(A, B) = 5, calculada en el ejemplo anteriormente, entonces veremos
las distancias faltantes para verificar si A, B y C son los vertices de un tridngulo isosceles.

dist(A,C) = /(65— (=2))24 (=2 —(—1))2
= VA9+1=V50=5V2

dist(B,C) = +/(5—2)2+ (-2 —2)2
= V9+16=v25=5

En resumen se tiene lo siguiente
dist(A, B) = dist(B,C) =5, dist(A,C) =5v2

por lo tanto podemos concluir que los segmentos que se encuentran entre los puntos A, B y
C forman un tridngulo isésceles y no equilatero. m
Observacién: Recordemos que un triangulo isésceles siempre esta constituido por dos lados
que tienen igual longitud.

Ejemplo 55 Encuentre todos los puntos que pertenecen a R? y que estdn a una distancia
igual a 1 del origen (0,0).

Solucién: Sea P = (z,y) € R? tal que dist(Q, P) = 1 donde @ = (0,0). Como

dist(Q, P) =
VE— 0+ (5~ 0p
V2 +y?
% 4 92 = 1
x? = 1—9?

1
1
1

/0?

Como 22 =1 — 42, donde 2? representa un ntimero positivo, para que se cumpla la igualdad
1 — y? también debe ser positivo por lo tanto:

1—y2 > 0
<1y
lyl < 1
luego y € [—1, 1] entonces
x? 1 — 12 v
= 41 —9?

Por lo tanto

P=(z,y)=(W1-y>y)o P=(zy)=(-vV1-y%y) conye[-11]

0
Observacién: La ecuacién x? + y? = 1 graficamente corresponde a una circunferencia uni-
taria o de radio 1 que estudiaremos mas adelante.
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2.2.2. Punto Medio

Definiciéon 18 Dados Py, P, € R2, los extremos de un segmento, se dice que R es el punto
medio del segmento PQ) si y solo si

dist(Py, R) = dist(R, P,)

Py (22, o)

Definicién 19 Sean Py, P>, R € R?, se dice que R divide al segmento P, P, en la razdn r si
y solo si
r =dist(Py, R) : dist(R, P»).
Esto quiere decir:
o dist(Pl, R)
"7 dist(R, )

Si Py = (z1,y1), Py = (22,92) y R = (x,y), entonces se tiene la siguiente razon:

. dist(P,R)  x—x
 dist(R,Py)  my—x

Despejando = obtenemos

r — I

T =
To — X
r(zg—x) = z—x
rT+rr = rro+ 1
z(l+r) = rosta
rTo + X1

r =
14+7r

Anélogamente
dist(P,R)  y—n

"= dist(R, Py)  ya—y

Despejando y obtenemos

Y=y

r =
Y2 — Y
Y2 + Y1

y g
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Asi obtenemos que las coordenadas de R son :

Rz(w,y)z(

TTo +T1 TY2 + Y1
1+r > 147

El caso particular en que r = 1, se tiene el punto medio, y esta dado por:

To+2T1 Y2+

Propiedad 32 Sean P, P, y M € R?, tenemos que el punto medio del segmento P, P, esta
dado por:

M- <$2—2HC1’?J2—2H/1) (2.2)

donde Py = (w1,y1) y P2 = (%2, ¥2).
Ejemplo 56 Encuentre el punto medio del segmento AB donde A = (5,3) y B = (—10, —2)

Solucion: Calculemos separadamente x e y

To + T1 —10+5 5
x: = pu—

2 2 2

Yoty =243

1
2 2 2
(_

Por lo tanto el punto medio del segmento AB es el punto

%,%) O

2.2.3. Puntos Colineales

Sean P, = (x1,41), P = (v2,42) v P35 = (v3,y3) € R? por propiedad 3 de distancia
obtenemos
diSt(Pl, Pg) S diSt(Pl, PQ) + diSt(Pg, Pg)

Observando la grafica

P3(1’3>Z/3)
P2($2,y2)

Pl(ﬂfb y1)
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Se tiene que dist(Py, P3) = dist(Py, Py) + dist(Ps, Ps), luego
diSt(Pl, Pg) = \/(I3 — 1’1)2 + (y3 - y1)2

dist(P, Py) = /(2o —21)2+ (yo — 11)?
dist(Py, P3) = /(73— 22)%+ (y3 — 42)?

entonces
d’éSt(Pl, Pg) = diSt(Pl, Pg) + diSt(PQ, Pg)
V(g —2)2 4 (y3 — 1) =V (22— 21)2 + (Y2 — 11)2 -+ (23 — 22)2 + (3 — y2)? (2.3)

tenemos en la figura 2.2

Y3

Y2

U1

Consideremos los siguientes cambio de variables
a = To — Iy, b= x3— T,

de lo cual se tiene que x3 —x1 = a + b.
Ademas
C=1Y2 — Y1, d=ys— Y.
de manera similar obtenemos que y3 —y; = c+d
Reemplazando en 2.3

V(a+b)2+ (c+d)? = V@ +E+Vi2+d /()?
(a+b)?+ (c+d)? = a®>+ A+ 2v/(a®+ &) (12 + d?) + b + d?
a?+2ab+0* + A+ 2cd+d? = a*+ A +2y/(a®+ ) (1 + d?) + b + &
2ab + 2cd = 2y/(a>+ 2)(0* + &) /%
ab + cd = /(a2 + ) (1?2 + d?)
a*b? + 2abed + Ad? = (a®+ A + d?)
a*b? + 2abed + Ad? = a*V® + a*d* + PV + Ad?
2abcd = a’d® + Ab?

a’d?® — 2abcd + 2b? 0
(ad — cb)? =0
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Entonces ad — ¢b = 0, como

a = Tog—T1 C = Y2—U1
b = x3—22 ¢ = Y3— 1o
Por lo tanto
ad = c¢b

(r2 —21)(ys —y2) = (y2 —v1)(x3 — T2)

Definicién 20 Sean Pi, P», P € R?, diremos que Py, = (x1,91), Py = (22,92) y Ps = (23, 93)
son colineales si y solo si

diSt(Pl, Pg) = d’iSt(Pl, PQ) + d’iSt(PQ, Pg) o bien (IL’Q - Il)(yg — y2> = (y2 — y1>($3 — 1’2)

Ejemplo 57 Encuentre el conjunto de todos los puntos colineales a P = (13,3) y Q =
(9,15).

Solucién: Sean P, () y R colineales luego
dist(P,Q) = dist(P, R) + dist(R, Q)

equivalentemente
(z2 — 1) (Y3 — y2) = (y2 — y1) (w3 — 72)
Como P = (13,3) = (x1,11); Q@ = (9,15) = (x3,93) y R = (%2,y2) = (z,y) entonces
(z-13)(15—-y) = (y—3)(9—x)

152 —2y — 195+ 13y = 9y —axy — 27+ 3x
12z +4y = 168

168122
YT T
y = 42 -3z
Por lo tanto R € {(x,y) € R | y = 42 — 3z}. O

2.3. Ecuacion de la Recta

La geometria euclidiana nos ensena que dados dos puntos distintos, existe una tnica recta
que contiene a los puntos. Asi tenemos que una recta es el conjunto de puntos colineales a
dos puntos dados.

Sean Pj, P, € R?, luego la recta que pasa por los Py = (z1,y1), P» = (2, ¥2) es

Lpp, ={(z,y) € R? | (22— 21)(y — y2) = (2 — v1)(z — 22)}

Llamaremos linea recta o simplemente recta a la figura geométrica que resulta al graficar
los puntos de este conjunto en el plano cartesiano R2,
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Observacién: Para una mayor comodidad de escritura, al conjunto que forma una recta

Lpp, ={(z,y) € R® | (22— 21)(y —v2) = (Y2 — 1) (2 — 22) }

lo denotaremos por su ecuacion, es decir,

Lpp,: (2 —21)(y —y2) = (42 — 1) (2 — 22)
Ejemplo 58 Hallar las ecuaciones de la recta | que pasan por los puntos (5,—9) y (1, 3).

Solucién: Sabemos que (5,—9) y (1,6) € [, donde (5,—9) = (z1,y1) v (1,6) = (22,¥2)
tenemos

(z,y) €R* | (22 —21)(y — v2) = (2 — 1) (¢ — @)}
(z,y) €R* [ (1=5)(y—6) = (6—(-9))(x — 1}
(z,y) e R*| —4(y —6) =15(x — 1)}

(z,y) € R* | —4y+ 24 =15z — 15}

(z,y) € R* | 152 +4y — 39 = 0}.

e~ e~ o~ o~ e~

Definiciéon 21 Sean Pi, P, € [ distintos, se define la pendiente de la recta l en los siguientes
casos

1. St xy = w1 diremos que la pendiente es infinita, y escribiremos m = oo entonces la
recta | es
I={(z,y) €R* : 2=21} o l:z=mx

2. Si xy # x1, se define la pendiente

Y2 — 1
m:
To — T1

entonces la recta | es
l={(r,y) €R* : y=max+b}l o l:y=mx+b

con
Lol — T1Y2

b=
To — I

Observacién: Un caso particular es cuando la pendiente de [ toma el valor 0, es decir m = 0
entonces la ecuacion de la recta [ es

l={(z,y) eR*| y=b} o l:y=b

Graficamente se puede distinguir dos situaciones en la recta dependiendo del valor de la
pendiente, es decir, cuando la pendiente es positiva tenemos que es creciente y cuando es
negativa es decreciente

m>0 o m<0

este comportamiento lo observaremos mediante dos ejemplos
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y=—2x+4 20 + y=3r+5
15 +
10 +

Y] Y]

X X

pendiente infinita, vertical pendiente igual a 0, horizontal

Ejemplo 59 Sean A = (6,11) y B = (13,4) € R? dos punto que pertenece a la recta I.
Calcule la pendiente de la recta l.

Solucién: Sean A = (z1,y1) = (6,11) y B = (x2,92) = (13,4) reemplazando en la formula
de la pendiente tenemos:
CYe—yn 411 =7

= = — =—1.
To — X1 13—6 7

m

Por lo tanto, la pendiente de la recta [ es —1. O
Ejemplo 60 Calcule las pendientes de las rectas que pasan por el punto medio del segmento
AB con A = (5,7), B=(12,3) y que pasan por un punto que es colineales a los puntos de
C = (16,14) y D = (8,10).

Solucién: Sea A = (5,7) y B = (12, 3), luego el punto medio de AB esta dado por:

2 2 2 )\ 2 292 ) \(272) \2”
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Consideremos los puntos colineales a C' =

P = (a,b). Reemplazando tenemos que

(22 —21)(y3 — y1)

81

(16,14) y D = (8,10) que denotaremos como

(Y2 — y1) (23 — 72)

(a — 16)(10 — b) (b— 14)(8 — a)
10a — ab — 160 + 16b = 8b — ab — 112 + 14a
da — 8b - —48
a _ 81:48
a = 2b—12

Reemplazando en a = 2b — 12 en el punto P = (a,b) tenemos que P = (2b — 12, )

Luego si Q = (177, 5) = (z1,11) y P = (2b—12,b) = (22, y2) su pendiente es
Y2 — U1
m =

To — I

b—>5 41

= ————1 bF

2b—12 — 1 4
_2b-10
C 4b—41

Por lo tanto todas las rectas que pasan por el punto medio del segmento AB y por los
posibles puntos colineales de C' y D tienen como pendiente

_20—10 B
SR TUTIRA

El problema esta representado por la gréafica 2.3, es decir,
Sean Q, Py, P>, P3, Py, Ps, Ps, P7, Ps, Py € R? donde Q = (g,f)) es el punto medio del
segmento AB y Py, P», P3, Py, Ps, Ps, Pr, Py, Py algunos de los puntos colineales a C' y D
tenemos

o0

B
Figura 2.3:
Finalmente sus ecuaciones estan dadas por:
17 2b— 10 . 17
lb.(y—?)— 4[)_41(33—5) o bien z = 5
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donde P, = (2b — 12, ) punto colineal de C'D, con b # 17/2 . 0
A continuaciéon daremos algunas indicaciones para determinar la ecuacion de la recta
dependiendo de los datos proporcionados por el problema.

Primer Caso: Se conoce un punto de la recta y su pendiente.

La ecuacién de la recta [ queda totalmente determinada con un punto P; = (z1,¥1) v su

pendiente m.
a) Si la pendiente m = oo entonces la recta es:

que

Py (z1,y1)

Propiedad 33 Sean P, = (v1,y1) € R? y m € R donde m representa la pendiente de la
recta | entonces la ecuacion de la recta estd dada por:

y—y =m(z —x) (2.4)

Ejemplo 61 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto A = (11,3) y su
pendiente es m = 13.

Solucién: Como la recta pasa por el punto A = (x1,y;) = (11, 3) y su pendiente es m = 13,
reemplazando en la ecuacién 2.4 obtenida anteriormente tenemos

y—y1 = m(x— 1)
y—3 = 13(z—11).

Por lo tanto la ecuacién de la recta esta dada por

y = 13z — 140
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Segundo Caso: Se conocen dos puntos de la recta.

Sabemos que la ecuacién de la recta [ queda totalmente determinada por dos puntos.
Sean Py = (x1,v1), Py = (79,92) € R?
a) Si x1 # x9, reemplazando en la definicién de pendiente (21) obtenemos

Yo — 1
m:
To — I

para luego reemplazar en (2.4), y obtenemos
l:y—y=m(z—x1)
Si x1 = x9 entonces la ecuacion es
l:z=ux.

Propiedad 34 Sean Py = (w2,y2), PL = (71,31) € R? con xy # x5, entonces la ecuacion de
la recta que pasa por dos puntos dados es:

Y=
To — I

Y= (x—z1) con m # 2o (2.5)

Ejemplo 62 Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,9) y por el punto
(5,7).

Solucidn: Ya que la recta pasa por los puntos A = (z1,11) = (1,9) y B = (22,%2) = (5, 7).
Reemplazando A y B en la definicién de pendiente tenemos

e _7-9 1

1'2—1’1_5—1_ 2

m

Y la pendiente en ecuacién obtenida anteriormente tenemos lo siguiente

Yy—thn = m(if—l"l)
1

y—9 = —5(95—1)

1 +19

—= — =X —_—

4 2T

m
Observaciéon: Para encontrar la ecuacion de la recta cuando se conocen dos puntos el orden
en que se consideren los puntos, no afecta la expresion o ecuacion.

Ejemplo 63 La recta | interseca al eje Y en el punto (0,6) y pasa por el punto (5,8).
Encuentre la ecuacion de la recta [
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Solucién: Consideremos los puntos A = (z1,y1) = (0,6) y el punto B = (x2,y2) = (5,8),
luego calculemos su pendiente.

_Y%2"4% _

. §8—6 2
I2—$1—5—0—5.

Luego reemplazando en la ecuacién tenemos

Despejando y obtenemos la ecuacion pedida.

2
y:gx+6.

0
Observaciéon: La ecuacién de la recta se puede escribir de varias maneras y de acuerdo a
esta escritura es que recibe distintos nombres

Definicién 22 Sean A, B,C,a,b,m € R y [ una recta, entonces

1. Se dice que la recta
l: Az + By+C =0. (2.6)

esta definida por la ecuacién general o que Ax+ By + C = 0 es la ecuacion general de
la recta.

2. Se dice que la recta

r Yy
l:=—+-=1
a b
esta definida por la ecuacion simétrica o que % + % =1 es la ecuacion simétrica de

la recta.

3. Se dice que la recta esta definida por la ecuacién pendiente-ordenada o reducida cuando
la ecuacion tiene la siguiente forma

[:y=mx-+b.

Ejemplo 64 Considere la ecuacion de la recta

10
l:y—7:§(x—4).

Encuentre la ecuacion general, ecuacion simétrica y la pendiente-ordenada.

Solucién: Sea y — 7 = ) (z — 4)
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(i) Consideremos la ecuacién de la recta

10
y—7 = §($—4)

10 40
7 = L gp—_2 /.3
y—7 73 /

3y—21 = 10z — 40
102 —3y—19 = 0

Por lo tanto la ecuacién general de la recta es:

10z -3y —19=0

(ii) Tomemos la ecuacién general 10x — 3y — 19 =0

102 -3y —19 = 0
1

10z -3y = 19 /- —
0x — 3y /19

10 3
197 197
x Yy
19 19
0 3

Por lo tanto la ecuacion simétrica de la recta es:

vy _
+— =1

3

1

=1

=zl =

(iii) Consideremos la ecuacion general 10z — 3y — 19 =10

102 —3y—19 = 0
1
3y = 10x—19 /g

10 19
= — r — —
Y 3 3
Por lo tanto la ecuacién pendiente-punto es:
10 19
= — r — —
Y= 3

O

Ejemplo 65 Si [y es una recta que pasa por los puntos (7,11),(3,4) y ly es una recta de
pendiente 13 y pasa por (8,5).
Hallar la interseccion de las rectas 1y y ls.
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Solucién: Sabemos que (7,11),(3,4) € l; , luego tenemos que

Y2 — U1
y—tn = (x—x1)
To — I
411
1l = (x—7
y - @=7)
7 49
Ly = 11-==
y=u* A
7 5
e = 2 .4
¥ % 1 /

4y —Tx+5 = 0

Asi tenemos la ecuacion de la recta [y : 4y — Tx +5 = 0.
Para [y tenemos que pasa por (8,5) = (z1,y1) € [y y su pendiente es 13 por ecuacién 2.3
tenemos

y—y1 = m(z— 1)

y—>5 = 13(x—238)

y—5 = 13z — 104
y—13z+99 = 0

Sea P es el punto de interseccién de Iy y ls, es decir, [; Ny = {P}, luego satisface las
ecuaciones anteriores, por lo tanto tenemos que

dy—T7x+5 = 0
y—13z+99 = 0

despejando y de la segunda ecuaciéon obtenemos
y = 132z — 99
y reemplazando en la primera tenemos

4-(13x—99) —7x+5 = 0
920 —396 —Tr+5 = 0

4bx = 391
, 3
45
Reemplazamos x = % en y = 13z — 99 entonces
391 5083 628
— 13.(222) —9g9= 2722 g9 2°°
Y ’ (45) W=" ~ =33
Luego el punto interseccién es P = (%, %) 0
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2.3.1. Rectas Paralelas o Perpendiculares

Sean [q, [y dos rectas de la forma

ll LYy = m1x+b1 ll : A1$+B1y+01 =0

ZQ LYy = THQLU+b2 lg : A2$+B2y+02 =0

v lr /h v >

Rectas Paralelas Rectas Perpendiculares l2

Rectas Paralelas

Definicién 23 Diremos que dos rectas ly,ly son paralelas o 11/ /ly si estas no se intersecan
en ningun punto o bien son iguales.

Propiedad 35 Las rectas Iy y lo son paralelas si y solo si
mi=me o0 A1By=AyB,
es decir, 11/ /1y si y sélo si las pendientes son iguales.
Ejemplo 66 Sean las rectas ly : 3y+4x—15=0 y Iy : Qy+ 120+ 21 = 0, verifique sily//ls.
Solucién: Como [y : 3y +4x — 15 =0y Iy : 9y + 122 + 21 = 0 tenemos

ly: 3y+4x—15=0 lo: 9y+12x+21=0

3y =—4x + 15 9y = —122 + 21
_ +5 _ +7
Y=l YTT30 T3
Luego
4 4
m; = —— mo = ——
1 3 y 2 3

Por lo tanto, las rectas [; y Iy son rectas paralelas, es decir, I;//l5 i
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Rectas Perpendiculares

Definicién 24 Diremos que dos rectas son perpendiculares si y solo si se intersecan en un
punto formando un dngulo de 90°.

Propiedad 36 Las rectas Iy y lo son perpendiculares si y solo si
AlAg —|— BlBg = O

es decir, l1 L ly si y solo si la multiplicacion de sus pendientes es igual a —1 o una es
horizontal y la otra vertical.

Ejemplo 67 Sean las rectas Iy : 2y — Tx — 24 = 0 y Iy : 28y + 8x + 13 = 0, verifique si
Iy L.

Soluciéon: Como Iy : 2y — 7Tx —24 =0y [y : 28y 4+ 8x + 13 = 0 tenemos

L 2y—Te—24=0  lpy: 28y+8r+13=0

2y = Tx + 24 28y = —8x — 13
P _ 2 13
y=3" YTTT T8
Por otro lado
Luego
7 2
my = 5 y m2= 7
donde
7T =2 ]
mi -Mmo — — « — — —
LMy = o
Por lo tanto podemos concluir que las rectas [y y [ son rectas perpendiculares, es decir,
Iy L. 0

Definiciéon 25 Diremos que dos rectas son coincidentes si y sélo si las rectas son iguales.
Propiedad 37 Las rectas Iy y lo son coincidente si y solo si
mi=moAby=0by o0 C1By=CyB; NABy=AyB; N A Cy = A;C}
Ejemplo 68 Sean A = (2,5), B = (7,3) yl1,ls C R? rectas tales que A, B € ly y
l:kr+ (E+3)y+5=0.
Encuentre el valor de k € R para que:
1.1y L.

2. 1,// ly.
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Solucién: Calculemos la pendiente de I, con A = (x1,y; (2,5) y B = (z2,y2) = (7,3)

entonces

) =
Mo = y2_y1 :3_2:1
2 To — X1 7T—5 2

Entonces tomando el punto A = (2,5) y la pendiente my = %, la ecuacién de la recta [y esta

dada por:

y—»>5 = 5(95—2)
xr
5 = =—1
Y 2
xr
= —+4
y 2+

Luego la pendiente de [; la podemos obtener de la escritura de la recta:

kx4 (k+3)y+5=0
(k+3)y=—kx—5
—k 5
k+3 k+3
Observacién: El valor de k no puede ser igual a —3 en cuyo caso la pendiente es infinito y

no serian paralela ni perpendiculares.
Por lo tanto la pendiente de [; es

Y

—k
m; = ——
" k+3
1. Para que [y L [y necesitamos que my, - m;, = —1 luego tenemos:
1 -k
S ——
2 k+3
-k = =2(k+3) /-(-1)
k = 2k+6
k = —6.

Reemplazando k en la ecuaciéon obtenemos

6 5 1
llzy:—§x+§ y lg:y:§x+4

son perpendiculares.

2. Para que l1// I necesitamos que my, = my,

—k 1
k+3 = 2
2k = k+3
~3k = 3
ko= -1
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Reemplazando el valor de k en la ecuacién de la recta [; tenemos que:

1 5 1
ll.y—ix—i y lg.y—§x+4
son paralelas. a
Propiedad 38 Dada la recta
l:Az+ By =C

y el punto P = (x1,y,) entonces tenemos

1. La ecuacion de la recta Iy perpendicular a l que pasa por P es

lli B([L’—[L’l)—A(y—yl):O

2. La ecuacion de la recta ly paralela a l que pasa por P es

by: Alx —x1)+ By —y1) =0

2.3.2. Distancia de un Punto a una Recta

La distancia de un punto a una recta, es la distancia mas corta del punto a cualquier de
los puntos que pertenezcan a la recta, note que este punto corresponde a un punto cuya recta
es perpendicular a la recta original y pasa por el punto dado, ya que los otros formarian un
triangulo rectangulo cuya hipotenusa tiene una longitud mayor.

Sea [ una recta de ecuacién Ax + By = C'y P = (x1,11) € R%

\ Plz1,y1) \ P(z1,11)

Sean [; perpendicular a |l y P € [y, luego tenemos que
LBl —x1) —Aly —y1) =0
Calculemos @) = (z,y) el punto de interseccién de [ con Iy

Ar+By = C
Br — Ay = Bz — Ay,
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Multiplicando la primera ecuacién por A, la segunda por B y sumamos obtenemos

A(Ax + By) + B(Bx — Ay) = AC + B(Bzy — Ayy)
(A* + B*)z = AC + B*z, — BAy,
AC + B%x, — BAy,

- A2 1 B2

T

Anélogamente obtenemos
BC + A%y, — BAx,
y= A2 1 B2
Luego calculemos dist(P, Q) donde P = (x1,y1) vy Q = (x,y)
dist(Q, P) = \/(z — 21)* + (y — y1)?
Calculemos primeros (r — x1)?

) AC + B2z, — BAy, ?
(x —ap)° = YERE — 1
B (AC’ + B%xy — BAy, — A%z — BZ$1)2

A% + B2
AC — BAy, — A%z, 2
- ( A2 B )
(C'— By, — Ary)?
(A% + B2)?

Calculemos ahora (y — y;)?

) BC + A%y, — BAx, 2
(y—w)? = —

( A%+ B?
. <BC—|—A2y1 —BAZL'l —A2y1 —B2y1)2

A? + B2
BC — BAz; — B2y1)2
A% + B?
o (C'— By, — Axy)?
(A2 + B2)?

= B

Reemplazando obtenemos

(dist(Q, P))* = (z—x1)>+ (y — )

A2 (C — By, — A$1)2 1 B2 (C — By, — A$1)2
(A2 + B?)? (A2 + B%)?
_ 2 o\ (C'— Byy — Axy)?
= (A" + B7) (%1 D7)

(C — By, — Axy)?
A% + B2
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De lo cual

, C — By, — Axy)?
dist(Q, P) = \/( Azyj_ B2 2

Propiedad 39 Sea P = (z1,y1) € R? y la recta cuya ecuacion es

l:Ax+By=C o l:y=mz+b
entonces la distancia de un punto P a la recta | esta dada por:

. \Axl—i-Byl—C\
dist(P,1) = 27
WD = e 27)

o0 por
|yp —b—xym |

Vit m?

Ejemplo 69 Dado los puntos A = (—1,4), B=(1,2) y C = (3,—2). Determine el drea del
tridngulo ABC' (con vértices en los puntos A, B,C').

dist(P,1) = (2.8)

Solucion: La recta que pasa por A, B es

lap1y—2= (x —1)

—-1-1

es decir lap:y+x = 3.
Luego el area del triangulo es

Area = -dist(A, B) - dist(C,lap)

| —2+3—3
(=222 L2 0
(=2) Vil
9
S22

V2

Luego el area del triangulo ABC' es 2. m

N~ N~ DN~

2.3.3. Ejercicios Propuestos

1. Demuestre que los puntos A = (—3,1) , B=(5,3) , C = (3,9) y D = (—5,7) son los
vértices de un paralelogramo.

2. Dados los puntos A = (—4,1) y B = (1,—1), determine todos los puntos C sobre la
recta de ecuacion y = x + 4 para los cuales el tridngulo de vértices ABC' tenga éarea
igual a 1.

[Resp. C'=(3,7) 0o C =(-3,1)]
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10.

11.

Considere los puntos del plano A = (1,2) y B = (3,5) y sea AB el segmento que
los une. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto medio de AB y es
perpendicular a la recta que une A con B.

[Resp. 4x + 6y — 29 = 0]

. Encuentre la ecuacién de la altura del tridngulo ABC donde AB representa la base y

A=(-1,4),B=(1,2)y C =(3,-2).

[Resp. y—x—3=0]

Sea la ecuacién de la recta L : (k+ 1)y — kx — 3 = 0, encuentre el valor de k € R para
los siguientes casos:

a) L pasa por el punto (—1,2). [Resp. k = 1]

3
b) L sea horizontal.[Resp. k = 0]

)

)
¢) L sea paralela a la recta de ecuacién 3y + x — 2 = 0. [Resp. k = =]
d) L sea perpendicular a la recta de ecuacién 2z — 3y + 1 = 0. [Resp. k = %3]
)

e) L sea vertical. [Resp. k = —1]

Sean [; y 5 las rectas cuyas ecuaciones son x + 2y = 3 y —2x 4y = 4, respectivamente.
Determine la ecuaciéon de la recta [ que pasa por el punto de interseccion entre [y y o
y que es perpendicular a la recta 3 : 3z —y — 1 = 0.

[Resp. l:x+3y—5=0]

Determinar el area del tridngulo de vértices (—2,—1),(1,4) y (3, —3).

[Resp. 3]

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por P = (—2,3) y es perpendicular a la
recta l:3x — 2y +5=0.

[Resp. 2z 43y —5 = 0]

Dadas las rectas [y : 20 — 3y —2 =0,1lp : 3z —2y+1 =0y l3 : x +4y — 3 = 0.
Determinar la distancia del punto de interseccion de [; con [ a la recta 3.

[Resp. ~ 2,6]

Determine la recta | que esta a una distancia v/2 del punto P = (1, —2) e interseca
perpendicularmente a la l; : 3v —y + 1 = 0.

[Resp. x4+ 3y+(5—2vV5)=00x+3y+ (5+2V5) =0

Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es —4 y que pasa por el punto de inter-
seccion de las rectas 2v +y —8 =0y 3z — 2y +9=0.

[Resp. 4x +y — 10 = 0]
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

2.4.

Sean A = (=2,1), B = (4,7) y C = (6,—3) los cuales forman el tridngulo ABC,
determine su ortocentro (ortocentro: punto de interseccién de las alturas del tridngulo
ABC).

[Resp. (3, 3)]

Determine el valor de los coeficientes A y B de la ecuacion Ax — By + 4 = 0 de una
recta, si debe pasar por los puntos (—=3,1) y (1,6) .

[Resp. A= 2. B =1I]

19°

Encuentre los valores de k para que la reta 4z 4+ 5y + k£ = 0, forme un triangulo
rectangulo con los ejes coordenados (eje X y eje V'), donde su area sea igual a g

[Resp. k=100 k= —10]

Determine los valores para a y b de tal manera que las rectas ax + (2 —b)y —23 =0y
(a — 1)z + by + 15 = 0 pasen por el punto (2, —3).

[Resp. a=4,b=1|

Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que
su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es siempre igual a la mitad de su distancia al
eje Y.

[Resp. ©—2y+8=00 13z — 6y + 24 = 0]
Calcule la distancia entre las rectas

Li:20+3y—6=0 y Ly:2x+3y+13=0

[Resp. \}%]

La Circunferencia

Definicién 26 La circunferencia es el conjunto de todos los puntos que se encuentran a una
misma distancia (radio) de otro punto fijo (centro) en el plano.
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Denotaremos el centro de la circunferencia por Q = (h, k) € R? y al radio por r € RT ya
que representa la longitud entre dos puntos.
Sea P = (z1,y1) € R2. Luego la distancia entre P y @ esta dada por

dist(Q, P) = /(x1 — h)? + (y1 — k).

simplificando la expresion

dist(Q,P) = r

Vi —h)2+ i —k)2 = r /()P
(1 —h)?+ (y —k)> = r?

lo cual cumple cualquier punto de la circunferencia. Asi obtenemos

C(Q) = {TeR* | dist(Q,T)=r}
C(Q) = {(z,y) eR® | (x—=h)’+(y—k)?=r?}

Lo que permite entregar la siguiente definicién.

Propiedad 40 Sean Q = (h,k) € R? y r € R, luego la circunferencia de centro (h, k) y
radio r es:

C(Q) = {(z,y) € R? | (x — h)2 + (y — k)2 _ 7,2}
o0 la ecuacion de la circunferencia esta dada por C,.(Q) : (x — h)2 +(y— k)g _ 2

Observacién: Al igual que el ejemplo 55 la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro
en el origen, (h,k) = (0,0), y radio r esta dada por:

224y =
Cuya grafica es:
O
>
3
S
Q =10,0)

Observacién: Sean T € C,.(Q),Q € R?y r € Rdonde T = (z,y) , Q = (h, k) es el centro y
r que es el radio entonces la ecuacion de la circunferencia al igual que la ecuacién 2.9 es:

@=hP+y=h? = o
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Entonces
(x—h?+(@y—k)? = r

2 —2xh+h? +y* —2yk + k> = r?
vy —20h —2uk + K24+ R -1 = 0

|
<

Definamos las siguientes variables
A=—-2h, B=-2k, C=k+h>-r>2
luego reemplazando obtenemos
2> +y*+ Az + By +C =0

llama ecuacion general de la circunferencia.

2.4.1. Tangencia de una recta a la circunferencia

Una recta [ es tangente a una circunferencia C, en el punto P € [ NC,, si la recta es
perpendicular al radio de la circunferencia en el punto P.

Sean Q = (h, k) el centro de la circunferencia, P € R? el punto de tangencia entre la
recta [ y la circunferencia. Por lo tanto [pg es perpendicular a [, lo que graficamente tenemos
dado por:

0

Q)‘\
o v

Ejemplo 70 Encuentre la recta tangencia a la circunferencia (x —1)*+ (y + 3)* = 25 en el
punto (4,1).

Solucién: Notemos que el punto pertenece a la circunferencia 32442 = 25, ademas el centro
de la circunferencia es (1, —3).
La recta que une el centro (1, —3) y el punto P tiene pendiente

-3—-1 -4
m = = — =
1-4 —3

4
3

Luego la recta perpendicular tiene pendiente m’ = —

o
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Asi tenemos que

3
?/—1:—1(95—4)

Por lo tanto la recta tangente en el punto (4, 1) es
3z + 4y = 16.
O

Propiedad 41 Sean T = (z1,y1) € C.(Q) : (x — h)?> + (y — k)? = r? entonces la ecuacion
de recta tangente a la circunferencia es

(Y1 — k)Y — 1) = (21 — h)(x — 21).

Ejemplo 71 Encuentre P el punto de tangencia entre la circunferencia de radio /17 y
centro (3,6), con la recta | de pendiente m = i y que pasa por el punto (12,4).

Solucién: Como el centro de la circunferencia es (3,6) y su radio es /17 tenemos que la
ecuacién de la circunferencia es :

(x -3+ (y—6)?> = 17

Ya que la recta tiene pendiente m = —i y el punto (12,4) pertenece a esta, entonces su
ecuacion es :

y—b = m(x—a)

y—4 = —(x—12)

1
4
dy—x = 4

Luego tenemos el sistema

(=3)*+(y—6)7° = 17
dy—ax = 4

Despejando tenemos que = = 4y — 4, reemplazando obtenemos
(dy —4—3)*+ (y — 6)* =17
Simplificando se obtiene que
Y — 4y +4=0

De lo cual obtenemos y = 2, de ello se obtiene que z =8 — 4 = 4.
Por lo tanto el punto de interseccién es (4,2), el cual es facil verificar que pertenece a la
circunferencia (4 — 3)2 + (2 — 6)? = 17 y a la recta. Luego el punto pedido es P = (4,2). ©
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2.4.2. Interseccién entre una recta y una circunferencia

La interseccion de una recta con una circunferencia da como resultado un conjunto que
a lo mas tiene dos puntos que se encuentran en el plano cartesiano, los cuales se pueden
obtener a través de un sistema ecuaciones, es decir, un punto que pertenece a la recta y a la
circunferencia satisfacen ambas ecuaciones.

Sean (z — h)*+ (y — k)? = r? una circunferencia de radio r y centro Q = (h, k) y la recta
de ecuacion | : Az + By + C' = 0.

Sea P = (z,y) € R? un punto de la interseccién de la recta con la circunferencia:

(x—h)?+(y—k)? = r? (2.9)
Az +By+C=0 (2.10)

Veremos sélo el caso B # 0, despejando y en la ecuacién (2.10) tenemos
Yy =myix + by
Luego reemplazando en la ecuacién (2.9) obtenemos
(x —h)*+ (fmix + by] — k)? =72

2% — 2zh + h? + [myx + bi)? — 2k[myx + by + k2 =12
2 — 2zh + h® + mfo +2m bz + bf — 2kmyx — 2kmyby + K = r?
221+ m?) + z(—2h + 2miby — 2kmy) + (B + b3 — 2kmyby + k* — %) =0

Sean
a = 1+m?
b = —2h—2mix; + 2myy; — 2kmy
c = h*+miz? - 2myyizy + yi + 2kmyxy — 2myy; + k2 — 12

reemplazando obtenemos
ar’ +br+c=0

Luego consideremos el discriminante de la ecuacién que denotaremos por A.

1. Si A < 0 se tiene que la ecuacién tiene solucién vacia en los reales, es decir, la inter-
seccién de la recta con la circunferencia es vacia.
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2. Si A = 0 se tiene que la ecuacién tiene una tnica solucion real, es decir, la interseccion
de la recta con la circunferencia es unico el punto, lo cual indica que la recta [ es
tangente a la circunferencia.

3. Si A > 0 se tiene que la ecuacién tiene dos soluciones reales, es decir, la interseccion
de la recta con la circunferencia tiene dos puntos.

A <0

Ejemplo 72 Dada la circunferencia de ecuacion (x — 2)* + (y — 3)* = 4.
Determine en cuales puntos de la circunferencia pertenecen a la recta en los siquientes
casos.

1. l1:3\/§—|—6—x:\/§y
2. ly:x=y
3 lg:r—y=->5

Solucién: Consideremos la circunferencia (z —2)% + (y —3)? = 4 e intersectemos con la recta
en cada caso, lugo se obtiene un sistema de ecuaciones, en cada caso dado por:

1.
(r =22+ (y—3)? = 4
3V3+6—z = 3y

Despejando
\/gy = 3V3+6—2z
y = 3V3+6—x
V3
y = 3402

V3

Reemplazando la variable obtenida, en la ecuacion de la circunferencia obtenemos
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Luego el discriminante A = (6)2 —4-1-9 = 0, despejando x tenemos

Reemplazando en la recta, encontremos el valor de y

y=3+

(z—2)*+(y—3)°
@—2Y+<3+6_x—§y

V3
6—2\>
(:17—2)2—|-( 7 )
x2_4$+4+x2—1§x+36
322 — 122 + 22 — 122 + 36
4z? — 24x + 36
22 —6x+9

6+ /0 6

xTr = =

2 2

6—x 6—3 3

VS BV

Por lo tanto el punto de interseccién es

p=(3,3+3)

2. Consideremos el sistema de ecuaciones

Reemplazando la variable y ecuacién de la recta,

obtenemos

Luego el discriminante A = (10)? — 4 -2 -9 = 28, luego resolviendo tenemos

10+£v28 57

(z =2+ (y—3)° =

o O O =

3+

(z—2)*+(y —3)

(x —2)* + (v — 3)?

22 —dr+4+22—6x+9—4
272 — 100 + 9

Tr =

4

3v3
3

S O =

3

100

en la ecuacién de la circunferencia
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Por lo tanto

5

5+V7 b0
2 A

Tr1 =

Reemplazando en la ecuacion de la recta, encontremos y

a) Six= 5—+2—ﬁ entonces y = 5—+2—\/?
b) Six= 5_T\/7 entonces y = 5_Tﬁ

Por lo tanto los puntos de interseccién son

ne (D) e (R

3. Consideremos el sistema de ecuaciones

(x—=27+@—-3)? = 4 ‘
rT—y = —9d

Despejando, obtenemos
rT=y—95

Reemplazando ahora en la ecuacién de la circunferencia obtenemos

(x—2)+(y—3)? = 4

(y=5-20°+(y-3)?* = 4
(y=77+y -3 = 4
y? — 14y +49+1y> -6y +9—-4 = 0
2y — 20y +54 = 0
Anélogamente calculamos el discriminante y tenemos que A = —2, luego la interseccién

de la circunferencia con la recta l3 es vacia, es decir no tiene puntos.

Gréficamente nos encontramos en la siguiente situacion:
101
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2.4.3. Ejercicios Propuestos

1.

10.

Considere la recta y — 22 — ¢ = 0 y la circunferencia 2% + y? = i. Determine el valor
de c en cada caso

a) La recta es tangente a la circunferencia. [Resp. ¢ = %5 oc=

e

]

S

b) La recta y circunferencia tienen interseccién. [Resp. ¢ € R — [=¥2, ¥2]]

v ‘

. Encuentre la ecuacién de la circunferencia que contiene al punto (—1,—8) y que es

tangente a 3z — 4y —4 = 0 en el punto (0, —1).

[Resp. 2% + y* — 6z + 10y = =9

Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio es 9 y cuyo centro esta en la interseccion
de las rectas x — 4y =1y 2x —y = 2.

[Resp. 2% + y? — 2z = 82]

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es (0, —2) y es tangente a la recta
or — 12y +2 = 0.

[Resp. a? +y* + 4y = 0]

Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el vértice A = (—1, 0) del tridngulo
ABC'y es tangente a lpc con B = (2,2) y C = (5,0).

[Resp. x? + y? + 2z = 323]

Hallar la ecuacion de la circunferencia que es tangente a las rectas [y :x +y+4 =0y
ly: 7Tx —y+4 =0,y su centro se encuentra en la recta I3 : 4x + 3y — 2 = 0.

[Resp. (x— )2+ (y+3)*=220(z+1)2+ (y—2)? = 1]

Considere la circunferencia de ecuacién x? + y? + 2ky = 0, desde el punto A = (5,4)

se traza la tangente a la circunferencia siendo @ el punto de tangencia. Determine el
valor de k para que la longitud del segmento A(Q) sea 1.

[Resp. k = —5]
Considere la ecuacién de la circunferencia 2% + y? = 8z + 6y. Determine en cada caso
la ecuacién de la recta | que es tangente a la circunferencia y que pasa por:

a) P=(8,6) . Resp. l:3y=—4x+ 50]

b) Q= (11,4). [Resp. 1:3y—4x+32=001:4y+ 3z —49 = (]
Encuentre la ecuacién de la recta que es tangente a la circunferencia de ecuacién
22 — 2x = 2y — y? en el punto (2,2).
[Resp. v +y—4=0]
Determine la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (2, —2),(—1,4) y
(4,6) .

Resp. (o= 3"+ (0 - B = 38
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11. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esta sobre la recta © — 2y — 2 =0
y es tangente a cada una de lasrectas x —y+2=0yx+y—1=0.

2 2
[Resp. (x =57+ (y=3)°=(355) 0 e+ 3+ + 1’ = (35)]

12. Encuentre la ecuacién de la circunferencia de radio v/13 que es tangente a la circunfe-
rencia 22 + y? — 4x + 2y — 47 = 0 en el punto (6,5).
[Resp. (x—8)*+ (y—8)* =130 (v —4)° + (y — 2)* = 13]

13. Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio %5 y que pasa por la interseccion de

las circunferencias 2% + y* + 2z — 6y — 16 = 0 y 2® + 3% — 62 + 2y = 0.
[Resp. 2®+y? —2—3y—10=002>+y*>—Tr+ 3y +2 =0

2.5. Parabola

Definiciéon 27 Una pardbola es el conjunto formado por todos los puntos que se encuentran
a la misma distancia de un punto fijo llamado foco y de una recta llamada directriz.

Observacién: Solamente se analizaran los casos que la directriz sea paralela al eje X o al
eje Y

Sea F' € R? que representa el foco y [ una recta del plano (en el dibujo paralela al eje
Y'). Consideremos la recta que pasa por el foco y es perpendicular a [, es decir, I; L [, [ es
llamada eje focal.

Sea r € R la distancia que hay entre el foco y la directriz

dist(l, F) =r=2p

Si V € R? el punto medio F'P,, donde Py es el punto de interseccién de [ y i, el punto
anteriormente nombrado lo llamaremos vértice de la parabola

dist(1,V) = dist(F,V) = - =

5 p
l

v F

X o )4 b1

dist(l, F')
Sea P € R? un punto que pertenece a la parabola, luego

dist(l, P) = dist(F, P)

Asi tenemos que la pardbola con foco F'y directriz [ es:
Pur ={P € R? | dist(l, P) = dist(F, P)}

El cual graficamente corresponde a la siguiente figura
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Luego al considerando solamente los puntos, sin marcar las distancias, tenemos la siguiente
figura conocida como parabola.

Observacién: Note que hemos realizado el proceso en general y solamente hemos visualizado
una de las posibilidades que se pueden generalizar como sigue:

Iy l

2.5.1. Ecuacion de la parabola con eje focal paralelo al eje X

Sean F,V € R? con V = (h,k) el vértice de la pardbola, ' = (h + p, k) el foco y
ly : x = h — p la directriz. Como en este caso estamos con el eje focal paralelo al eje X nos
encontramos en los siguientes casos:
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Y L y b

N .

by 14

LB
S
-

Sea P = (z,y) un punto de la parabola, luego las distancia son:

l-24+0-y+p—h
dist(l, P) = | :’331217;1’ R

Luego por la formula de distancia entre puntos obtenemos

dist(F, P) = \/(352 —11)? + (Y2 — Y1) = \/(f —(h+p)*+(y — k)

Realicemos el cambio de variable u =z — h y v = y — k, en estas coordenadas obtenemos

| u+pl=(u—p)*+v?

(u+p)* = (u—p)*+0°
v? = (u+p)® — (u—p)*=dpu

Asi entonces tenemos que

volviendo a las coordenadas originales
(y—k)* = dp(x—h)

Propiedad 42 Sea F,V,P € R?, con V = (h, k) el vértice de la pardbola, F = (h + p, k) el
foco, 1 : x = h —p la directriz entonces P = (x,y) € Py r) pertenece a la pardbola si y sélo
si satisface la ecuacion

(y —k)* = 4p(z — h) (2.11)

Ejemplo 73 Encuentre la ecuacion de la pardbola, la directriz, el foco si esta tiene como
vértice (0,0), pasa por el punto (4, —3) y el eje focal estd en el eje X.

Solucién: Como la pardbola tiene su vértice en el origen (h,k) = (0,0), tenemos que su
ecuacion esta dada por:

y2 = 4pzx
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Pero ademds pasa por el punto (4, —3), el cual debe satisfacer la ecuacién

y* = Adpx
(=3) = 4p-4
9
P = 16

Luego el foco esta dado por el punto (p,0) lo que corresponde a (19—6,0). Finalmente la
directriz tiene ecuacién [ : x = —p, es decir,

O

Ejemplo 74 Encuentre la ecuacion de la pardbola, la directriz y su foco si el vértice es (6,2),
pasa por el punto (—3,5) y el eje focal es paralelo al eje X .

Solucién: Como la pardbola tiene su vértice en el punto (6,2) tenemos que su ecuacién esta
dada por:

(y—Fk)? = 4p(z—h)
(y—2)* = 4p(z —6)

Ademas, pasa por el punto (—3,5) el cual debe satisfacer la ecuacién

(y—2)* = 4p(z —6)
(-3—2)* = 4p-(5—-6)

25 = —4p
B —4
b= 95

Luego el foco esta dado por el punto

—4 146

Finalmente la ecuacion de la directriz [ : x = h — p es

—4 154

=0

2.5.2. Ecuacién de la parabola con eje focal paralelo al eje Y

Sea F.V € R? con V = (h,k) el vértice de la pardbola, F' = (h,k + p) el foco y
ly :y =k — p la directriz.
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Ly

Sea P = (z,y) un punto de la pardbola, luego las distancia son:
dist(l, P) = dist(F, P)
Usando la formula de distancia punto a recta tenemos

|0-2+1-y+p—Fk|
V0?2 + 12

Ahora la de distancia entre puntos tenemos

dist(F,P) = /e — 0P + (y — (kT )2 = /& — ) + (4 — F— p)?

Por lo tanto como

dist(l, P) =

=ly+p—Fk|

dist(l,P) = dist(F,P)
ly+p—k| = V&—h)?2+({y—k—p)?

Volvemos a hacer cambio de variable u =x — h y v = y — k, luego tenemos que

| v+p = Vu?+ (v —p)? /0)?

(v+p)? =u+(v—p)°

u? = (v—p)? = (v+p)* = 4dpv
Asi entonces tenemos

u? = 4pv

volviendo a las coordenadas originales obtenemos
(x—h)? = 4p(y —k)

Propiedad 43 Sea F,V,P € R? con V = (h, k) el vértice de la pardbola, F = (h,k + p) el
foco, 1 :y =k —p la directrizy P = (x,y) € P.r pertenece a la pardbola si y sélo si satisface
la ecuacion

(x — h)? = 4p(y — k) (2.12)
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Ejemplo 75 Encuentre la ecuacion de la pardbola, la directriz, su foco si esta tiene como
vértice (0,0), pasa por el punto (4, —3) y el eje focal es el eje Y.

Solucién: Como la pardbola tiene su vértice en el origen (h, k) = (0,0), se tiene que su
ecuacion esta dada por:

22 = 4dpy

Pero ademds pasa por el punto (4, —3) el cual satisface la ecuacién, reemplazando se tiene

(4 = 4p--3
_ =3
p=7

Luego el foco esta dado por el punto (0,p) lo que corresponde a (0, :4§) Finalmente la

directriz tiene ecuacién [ : y = —p

O

Ejemplo 76 Encuentre la ecuacidon de la pardbola, la directriz y su foco si el vértice es (6,2),
pasa por el punto (—3,5) y si su eje focal es paralelo al eje Y.

Solucién: Como la pardbola tiene su vértice es (h, k) = (6,2) y el eje focal es paralelo al eje
X, se tiene que la ecuacion esta dada por:

(x—h)* = 4p(y —k)
@67 = tp-(y-2)

Pero ademds pasa por el punto (—3,5), es decir, satisface la ecuacién

(=3-6)* = 4p-(5-2)

(-9 = 4p-3
_ 7
P =7

Luego el foco esta dado por el punto (h, k + p) lo que corresponde a (6,2 + —4—) = (6, %f—))
Finalmente la directriz tiene ecuacion [ : y =k —p

27 19
liy = 222
y 11

Observacién: El concepto de recta tangente a una parabola en un punto perteneciente a
ella es una recta que pasa por el punto y los otros puntos de la parabola perteneces al mismo
semiplano dado por esta recta.

Resumen: Dada una pardbola, sean V,F, A;, Ay € R? donde F = (a,b), V = (h,k),
Ay = (a1, b1), As = (az,by) y 1,11 rectas del plano cartesiano. Los distintos elementos de una
parabola distribuidos de la siguiente forma en la figura 2.4:
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Yl
A1(@1> bl)
Iy 14
2(a2, b2)
T
Figura 2.4:

1. Parabola con eje focal paralelo al eje X.

i) El Vértice de la pardbola estd dado por V' = (h, k)
ii) El Foco de la parébola estd dado por F = (h + p, k)

iii) La Directriz de la parabola esta dado porl:x=h —p

v) El Lado Recto de la parabola A; A mide 4|p|

V1

)
)
)
iv) El Eje Focal de la pardbola estd dado por [y : y = k
)
) La ecuacién de la parabola estd dado por (y — k)? = 4p(x — h)
)

vii) La ecuacién de la recta tangente a la pardbola en el punto (a,b), estd dado por
y—b=2(x—a),conb#k

2. Parabola con eje focal paralelo al eje Y.

i) El Vértice de la pardbola estd dado por V' = (h, k)

ii) El Foco de la pardbola estd dado por F' = (h, k + p)

iii) La Directriz de la parabola esta dado porl:y=h —p

)
)
)
iv) El Eje Focal de la pardbola estd dado por l; : x = h
v) El Lado Recto de la parabola A; A, mide 4|p|

)

)

vi) La ecuacién de la parabola estd dado por (z — h)* = 4p(y — k)
vii) La ecuacién de la recta tangente a la pardbola en el punto (a,b) estd dado por
y—b= %(1’ —a).

Ejemplo 77 Encuentre la ecuacion de la pardbola de vértice V. = (2,3), foco en la recta
Tr 4+ 3y — 4 =0 y eje focal horizontal.

Solucién: Como la pardbola tiene su vértice V' = (2,3) = (h, k) y eje focal horizontal su
ecuaciéon esta dada por:
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Ya que el foco esta dado por F' = (h + p, k) entonces
F=(2+p,3)

ademas el foco F estd en la recta, luego satisface la ecuacion 7z + 3y = 4, reemplazando
obtenemos

7(24p)+3-3 = 4
4+7p+9 = 4

mm = —19
_-w
b=
Por lo tanto el foco de la parabola es
—19 -5
F=24—17—,3)=(—=,3
(2+=2.3) = (353)

y su ecuacion es
(y—3)* = 4dp(z—2)
—19
w-3 = () -2

Observaciéon: La ecuacién general de la pardabola esta dada por

1. Consideremos la ecuacién de la parabola con eje focal paralelo al eje X.
(y—k)* = —dp(x—h)
y* —2ky +k* = —dpx +4ph
y? —2ky +4dpxr +k* —4ph = 0
Definamos las constantes
Al = —2]{3, Bl = 4]9, Cl = ]{?2 - 4ph
Reemplazando obtenemos la ecuacion

y*+ Ay + Bz +C1 =0

2. Ahora consideremos la ecuacién de la pardbola con eje focal paralelo al eje Y

(x—h)? = 4p(y—k)
2?2 —2xh+h? = dpy — 4dpk
v? —2hx —4py + h* +4pk = 0

Definimos las constantes
Ay = —2h, By = —4p, C,=h?+ 4pk.
Reemplazando obtenemos

22 4 Aoz + Boy + Cy =0
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Propiedad 44 Sean A,C € R, B € R* entonces

1. La ecuacion 2%+ Ax+ By +C = 0 corresponde a una pardbola, con el eje focal paralelo
al eje Y,

a) El vértice (h,k) = (—TA %)
b) El foco F = (h,k +p), conp= £,
c¢) La directriz 1 :y =k — p.

2. La ecuacion y*+ Ay+ Bz +C = 0 corresponde a una pardbola, con el eje focal paralelo
al eje X,

a) El vértice (h, k) = (%7 _TA)’

b) El foco F = (h+ p, k) conp::f—?,
c¢) La directrizl: x = h — p.

Ejemplo 78 Considere la ecuacién de la pardbola 22 + 5x 4+ y — 13 = 0. Encuentre toda
los elementos distinguidos de la pardbola.

Solucion: Para determinar los elementos, completaremos cuadrado, para ello tenemos que
la ecuacion de la parabola

20 + 5z +y—13 = 0

202 +5r = —y+13 /%
(x2+§x) S
2 2 2716
(x2+§x+§) - v, B.®
27 16 2 2 16
5\° —y 129
(“z) - 2 16
5\ -1 129
(“z) - 7(?"?)

Luego 4p = —% entonces p = —%.

Por lo tanto el vértice de la parabola esta dado por

V= (h k) = (%5%)

El foco dado por



CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA 112

La directriz de la parabola tiene como ecuacion

129 -1 130 65

S i S R
El eje focal es
. _ 5
4
Y el lado recto mide
dp = %

2.5.3. Ejercicios Propuestos

1. Grafique y encuentre vértice, foco y directriz en las siguientes ecuaciones.

a

b

Y2 —8r —4y+4=0

y?+8xr —4y — 28 =0
24l1=12

Y —r—6y+11=0

y?—6x+6y+27+27=0

x?

4

o

[&

f
9

)
)
)y
d)
)
)
)

2487 — 20y =T1

2. Encuentre el o los puntos de interseccién de las siguientes parabolas y? —8x —4y+4 = 0
ey?+8r —4y — 28 =0.
[Resp. (2,—2)y (2,6)]

3. Indique que representa la ecuacién 2% +4x — 8y + 36 = 0, grafiquela y encuentre todas
sus componentes.

4. Determinar la ecuacién de la pardbola cuya directriz pasa por (—3,0) con vértice en el
origen.

[Resp. y* = 121]

5. Encuentre la ecuacién de la directriz de la pardbola y = 2x2.

[Resp. y = ]

6. Hallar la ecuacién de la parabola cuyo eje paralelo al eje X y que pasa por los tres
puntos (070) ) (87 _4) y (37 1)

[Resp. y> —x+2y=0]



CAPITULO 2. GEOMETRIA ANALITICA 113

7.

10.

11.

12.

13.

2.6.

Hallar la ecuacién de la parabola de vértice el punto (4, —1), eje larecta y+1 =0y
que pasa por el punto (3, —3).

[Resp. y*+4x+2y—15=0]
Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades mayor que su
distancia del punto (1,1).

[Resp. y? —4dx —2y+1=0]

Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de centro de una circunferencia
que es siempre tangente a la recta y — 1 = 0 y a la circunferencia z? + y? = 9.

[Resp. 2> —4y—4=0 o z°+8y—16=0]

Hallar la ecuacién de la tangente a la pardbola 22 + 42 + 12y — 8 = 0 que es paralela
a la recta 3z 4+ 9y — 11 = 0.

[Resp. 2 +3y—2=0]

Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (1,4) a la pardbola y? — 3z —
8y + 10 = 0.

[Resp. +2y—9=0 o0 3z —2y+5=0]

Determine la ecuacién de la recta que es tangente a la parabola 2 = —5y en el punto
(5,=5).

[Resp. L:y=—2x+5]

Hallar la ecuacién de las tangentes a la parabola y? + 3z — 6y + 9 = 0 y que pasa por
el punto (1,4)

[Resp. Ly :2y=—x+9, Lo:2y=3x+5]

Elipse

Definicién 28 Una elipse es el conjunto de todos los puntos tales que la suma de las dis-
tancias a dos puntos fijos es constante, los dos puntos fijos son llamados focos.

Sean I, F, € R? donde F, y F, representan los focos de la elipse y P un punto de la
elipse, luego

diSt(P, Fl) + dZSt(P, Fg) =T
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Fl F2
diSt(Fl, FQ)

Repitiendo el proceso para todos los puntos del plano que satisfacen la definicién de la

elipse tenemos el conjunto

Er.m = {P € R? | dist(P, }) + dist(P, Fy) = r}

Si graficamos todos los puntos que pertenecen a £, p, tenemos lo siguiente:

Consideremos la distancia entre los focos dist(Fi, Fy) y el punto medio que hay entre
ellos que llamaremos centro de la elipse que denotaremos con la letra C' y [ € R? la recta

que pasa por ambos focos llamada el eje focal de la elipse.

2.6.1. Ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al eje X

Sea C, Fy, Fy € R? con C = (h, k) el centro de la elipse, F} y F} los focos y P = (z,y) €

Er m, un punto cualquiera que pertenece a la elipse.
Como C' = (h,k) y el eje focal paralelo al eje X luego Fy = (h+ ¢, k), Fy = (h — ¢, k),

por lo cual tenemos Observemos la grafica de la elipse para este caso.
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dist(Fy, P) + dist(Fy, P) = 2a

V@—h—c2+y—k2+(@—h+e)2+(y—k? = 2a

Realizando el cambio de variable u = x — h y v = y — k obtenemos

2a

2a

2a — \/(u+c)? +v?

(2a — /(u+ )2 +v2)?

(u+ )2+ 02+ (u+c)? + 0
(u+c)* — (u—c)? + 4d?

4a® — 4a

4a’® + duc

a® + uc

at + 2auc + u?c?

a* + 2a%uc + u3c?

a* + 2a%uc + u3c?

au? — w4 a*? + a*v® — ot
u?(a* — c*) + a*v?
u?(a® — %) + a*v?

u? v?

a a2 — 2

dist(P, Fy) + dist(P, F5)

V(uw—e)2+v2+/(u+c)?+ 02
Vu—c+v /()* (%)
(V= T

(u —c)? + v

dar/ (u + ¢)? + v?

N CE R
av/(utc)?+v2 /() (%)
a*((u+c)® +v?)

a?(u® + 2uc + & + v?)

a*u® + 2a%uc + a*>c® + a*v?

0

a* — a®c?

a2(a2 - 02) / 1
a2(a? — )

1

Como 2a > 2c¢ entonces a? — c2 > 0, sea b? = a? — ¢? < a?, luego b < a.

115
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Reemplazando tenemos

u? 0P

2y =1
en las variables originales se tiene
x — h)? —k)?
e h )
a b?
Observacién: Para lograr este resultado debemos considerar dos restricciones (*), la primera
de ella es:

=1 (2.13)

20—/ (u+e)2+12>0< (u+c)?+v° < (2a)

y corresponde a circunferencias con centro en F, y de radio menor que 2a, la segunda

restriccién es )

4a2+4u020<:>—a—§%
c

y son rectas paralelas al eje v, formando el semiplano derecho.

Propiedad 45 Sea C, Fy, F, € R? con C = (h, k) representa el centro de la elipse, F} =
(c+ h,k) y Fy = (—c+ h,k) los focos. P = (z,y) € Ep, F, pertenece a la elipse si y solo si
satisface la ecuacion

x —h)? — k)?
b = H)
a b?
Ejemplo 79 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro en el origen, el valor de a =4 y
pasa por el punto p = (3,2).

=1, con a>"b

Solucién: Como su centro esta en el origen y a = 4 tenemos que la ecuacién de la elipse
esta dada por:

N
[\

T Y
2Te =
22
etE =1
22 g
I AR |
6
Luego la elipse pasa por el punto p = (3,2) entonces satisface su ecuaciéon
22 g
L A |
6
32 n 22 _ 1
6 v
9 4
—+ 5 =1/ 16
6 12 /

92 +4-16 = 160>
64 = 16> —9b?
64 = TV
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Luego el valor de b? es:

V¥ = —<ad’=16
Por lo tanto la ecuacién de la elipse es

LL’2 y2

I A
16 64

3
O

Ejemplo 80 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro en el punto (1,3), el valor de
a =4 y pasa por el punto p = (2,5).

Solucion: Como su centro esta en el origen y a = 4 tenemos que la ecuaciéon de la elipse
esta dada por:

@=17, (y=3p

a? b? =1
(x—12  (y—3)
- =1
42 b?
C-1 w-3
16 + b? N

Luego la elipse pasa por el punto p = (2,7) entonces satisface su ecuacién

@=17, (y=3p

= 1
16 b?
(2-1?2  (5-3)
= 1
T
12 22
4+ =1 /-16b*
6 /- 16

+4-16 = 16b°
64 = 16b°> —b°
64 = 15b°

Luego el valor de b? es:
64
o= —<d=1
5 <a 6
Por lo tanto la ecuacién de la elipse es
x—1)2 —3)?
-1, -3

16 64
15

=1
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2.6.2. Ecuacion de la elipse con eje focal en el eje Y

Sea C, I, F, € R? y P € Ep, f,, donde C' = (h, k) representa el centro de la elipse, F} y
F; los focos y P = (z,y) un punto cualquiera que pertenece a la elipse.

Como el centro es C' = (h,k) y el eje focal paralelo al eje Y luego F} = (h,k+c¢) y
Fy = (h,k — ¢), por lo cual tenemos

d’LSt(Fl,P) +d’LSt(FQ,P) = 2a
Va—hP+y—k—cP+Va—hP+(y—k+0® = 2

Observemos la grafica de la elipse para este caso.

Realizando el cambio de variablev=2x—h y u=y—k
dist(Fy, P) + dist(Fy, P) = 2a
VE—h2+y—k—c?+/(a—h?2+@y—k+c? = 2a
V24 (u—0)24+ /)2 +(u+c)? = 2a

Y es un expresion igual a la obtenida en el caso anterior (x) de la seccién anterior, luego
usando el mismo desarrollo tenemos

u?(a® — ) +0v*2? = a*(a® — )

2 _ ¢? < a? con lo cual

w? v

prA i
volviendo a las variables originales obtenemos
(x—h)?*  (y—k)?
e = (2.14)
Propiedad 46 Sean C, Fi, Fy, € R?, con C = (h, k) el centro de la elipse, F1 = (h,c+ k) y
Fy = (h,—c+ k) los focos.

P = (z,y) € Ep p, pertenece a la elipse si y sdlo si satisface la ecuacion

(r—h)?  (y—Fk)?
b? * a?

de manera similar definimos b? = a

=1, con a>b.
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Ejemplo 81 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro en el origen, el valor de a =6 y
pasa por el punto p = (2,5).

Solucién: Como su centro esta en el origen y a = 6 tenemos que la ecuacién de la elipse
esta dada por:

1,2 y2
Phe =1
LL’2 y2
42 =1
T

Luego la elipse pasa por el punto p = (2,5) entonces satisface su ecuacién

1.2 y2

w2 Tag = !

4 25

2ty = 1 / - 36b

4-36+ 250> = 3612
144 = 36b% — 25b°

144 = 11%
144
¥ o= —
11
Por lo tanto la ecuacién de la elipse es
72 y?
= 4+ 7
144 3
1

O

Ejemplo 82 Encuentre la ecuacion de la elipse de centro (4,3), el valor de a = 6 y pasa
por el punto p = (2,5).

Solucién: Como su centro esta en (h,k) = (4,3) y a = 6 tenemos que la ecuacién de la
elipse esta dada por:

@=h? , =P

b? a? =1
(x—h)?  (y—k)?
+ -1
b? 62
(x—h)?  (y—k)?
+ -1

b? 36
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Luego la elipse pasa por el punto p = (2,5) entonces satisface su ecuacién

@=1? , (kP

b? 36 =1
(4-2? (3-5)
=1
EERET:
4 4
2t = 1 / - 360

4-36+4b> = 361
144 = 144b% — 4b°
144 = 1400

Luego el valor de b? es:

144
140

Por lo tanto la ecuacién de la elipse es
(z—4)*  (y—3)?

_l’_
144
140 50

=1

m
Observacién: Consideremos la ecuacion de la elipse donde el eje focal es paralelo al eje X,
para ello sean C' = (h, k) el centro de la elipse, F} y Fy los focos y P = (x,y) un punto
cualquiera que pertenece a la elipse.

(b2, (y=k? _

a? b2 1

Luego desarrollando la ecuacién obtenemos

(@=1? , (y—kp

Iy )
Pl — hY] + ¥y — b)) = o
V2 [x? — 2zh + h?] + a*[y? — 2yk + K] = a’b?

20 — 22hb* + B2V + yfa® — 2yka® + K*a®? = o*b?
220% — 20hb? + y%a® — 2yka® + k*a® + h*b* — d*b* = 0

Definimos las siguientes constantes A, By, C1, D1, E; € R dadas por
Ay =V By = —2hb*; C)=d* Dy=—2kd*; E,=Fkd®+h%’ —d?l’.
Entonces tenemos que la ecuacion general de la elipse para este caso esta dada por:

A11’2 + Bll’ + Cly2 + Dly + El =0
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Ahora consideremos la ecuacién de la elipse, con el eje focal es paralelo al eje Y dada
por:

1

(0= h?  (=k? _

b2 a?

Haciendo un desarrollo similar al anterior, podemos definir Ay, By, Cy, Do, Fs € R tales que
Ay = a* By = —2ha*; Cy,=10V% D,=—2kb* FE,=Fkb*+ h%a®>— b’
Entonces tenemos que la ecuacion general de la elipse para este caso esta dada por:
Asx® + Box + Coy® + Doy + E» =0
Propiedad 47 Sean A,C € R*, B, D, F € R la ecuacion
Ar* +Bx+Cy*+Dy+E = 0
define una elipse si y solo si

AC >0 y (B*C+ D*A—4ACE)C > 0.

Observaciéon: En algunos textos considera la primer condiciones solamente, pero debe notar
que la ecuacién x? + 4y* + 1 = 0, en el plano real tiene conjunto solucién vacio, por ello no
es facil aceptar que es una elipse, ya que las suma de longitudes es positiva.

Ejemplo 83 Hallar la ecuacion de la elipse de centro (1,2), uno de los focos es (6,2) y que
pasa por el punto (4,6)

Solucién: Como su centro es (1,2) y el eje focal es paralelo al eje X. Luego su ecuacién esta
dada por:

@=hP | (y=kp?

a? b? =1
CELTUEL S
Ya que pasa por el punto (4, 6)
CE T
2 2
% + % =1
% + 2—? =1 (2.15)

Tenemos que la distancia del centro al foco es:

c=dist(C,F)=+/(1—6)2+ (2—2)2=+/(-5)2 =25 =5.
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Entonces tenemos

A = -1

V' = a®—25
reemplazando en la ecuacion 2.15

9 16
2Ty
9 16
a2 a2—25
9(a® — 25) + 164> =
a' — 25a% — 16a* — 9a® + 225 =
a* —50a® +225 =

Sea u = a® entonces

122

1/-(a®—25)a®
?(a® — 25)

S O 2

u? — 50u + 225 =0

Luego
50 ++4/2500 =900 50 +£+/1600 50 £ 40
= 2 - 2 T
Entonces
~ 90+ 40 ~ 90— 40
Uy = 9 y 2 = 9
w W
Uy = 9 U9 9
Uy = 45 U = 5

Por lo tanto

a>=45 o a®>=5

Si a2 = 5 tenemos
I

Entonces a? = 45, luego

a? —25=5-25=-20 (=<«)

b2 =a?—25=45—25=20

Por lo tanto reemplazando los valores de a? y b? obtenemos que la ecuacién de la elipse es:

(x—1)?
45

(y —2)
Y

=1
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2.6.3. Ejercicios Propuestos

1. Grafique y encuentre todos los elementos de la elipse de la ecuacién.

a) 9z% + 2y% + 36z + 4y + 20 = 0
b) 162% 4+ 9y* —64x +54y+1=0
¢) 2522 + 16y* + 150x — 64y = 102
d) 4z* + 6y = 12
e) 22 +4y* — 6z + 16y +21 =0
f) 42® + 9y% + 320 — 18y + 37 =0
g) ¥+ 4y? — 10x — 40y + 109 = 0
2. Obtener la ecuacién de la elipse cuyos focos son (—1,0) y (1,0) y su didmetro mayor
es 6.
[Resp. %2 + y—; =1]
3. Hallar la ecuacién de la elipse de centro (1,2), uno de los focos es (6,2) y que pasa por
el punto (4, 6).

2—1)2 _0)\2
[Resp. %—i—%:l]

4. Determinar las coordenadas de los focos de la elipse 222 + Ty? = 3

Resp. Fi = (y/£,0), B =(=/5,0)]

5. Hallar los vértices y el area de un cuadrado con lados paralelos a los ejes de coordenados
inscrito en la elipse de ecuacién 922 + 16y? = 100.

[Resp. A=16,V; =(0,—-04), V5 =(0,04), V3 =(-0.3,0), V; =(0.3,0)]
6. El centro de una elipse esta en el punto (2, —4) el vértice y foco de un mismo lado del

centro estédn en los puntos (—2, —4) y (—1, —4) respectivamente. Hallar la ecuacién de
la elipse.

[Resp. %—I—@zl]

7. Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje X . Hallar su
ecuacion sabiendo que pasa por los puntos (v/6, —1) y (2,v/2).
[Resp. %2+y742:1]

8. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por el punto (g, 3), tiene su centro en el origen,

su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su eje mayor es el doble de la de
Su eje menor.

[Resp. %2+‘11’—2:1]
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9. Hallar la ecuacién de la elipse que contiene a los siguientes puntos (1,3), (—1,4),
(0,3 — @) y (—3,3) y tiene sus ejes paralelos a los coordenados.

[Resp. 2%+ 4y +2x — 24y +33 =0 |

10. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia del eje Y es siempre igual al doble de su distancia del punto
(3,2).

[Resp. 3x? + 4y* — 24z — 16y + 52 =0 |
11. Desde cada punto de la circunferencia 2%+ y? + 4z +4y — 8 = 0, se traza una perpendi-

cular al didametro paralelo al eje X. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
de los puntos medios de estas perpendiculares.

[Resp. x? +4y? + 4z + 16y +4=0]

2.7. Hipérbola

Definicién 29 Una hipérbola es una figura geométrica plano y corresponde al conjunto de
todos los puntos que se encuentran en el plano tales que el valor absoluto de la recta de sus
distancias a dos puntos fijos es constante, los puntos fijos se llaman focos.

Sean I, F, € R? donde F, y F5 son puntos fijos en el plano que denotaremos como focos
y P € R? un punto que satisface la definicién de la hipérbola

Fy Fy
d’iSt(Fb FQ)

entonces consideremos las distancias que hay entre estos 3 puntos
Como P satisface la definicién de la hipérbola tenemos
| dist(P, Fy) — dist(P, Fy) |=r

Luego Hp, p, representa al conjunto de todos los puntos que pertenecen a la hipérbola, es
decir,

Hpm={P€R* | |dist(P, F) — dist(P, Fy) |=r}
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2.7.1. Ecuacion de la hipérbola con eje focal paralelo al eje X

Sean V, Vo, Fy, L e R2y P € H F.F,, donde Vi, Vs representan los vertices de la hipérbo-
la, F} y F3 los focos y P = (x,y) un punto cualquiera que pertenece a la hipérbola.

Y

[o Vo Vi

IDB

/—‘

Sea C' = (h, k) el centro entonces los focos para nuestro caso estan dados por:

Fi=(h-ck) y Fo=((h+ck)

luego
| dist(P, Fy) — dist(P, Fy) | = 2a
[V —h+e?+(y—k2—(@—h—c+{y—k?| = 2a
usando el cambio de variable u =x —hyv=y—k
V=T P+ =k =V —h- P+ (= kP = 2
[ V(ute)+v = (u—cP+?| = 2a

De lo cual obtenemos los siguientes casos

1.

Vu+e)2+v2—/(u—c?2+0v2=2a

V4?2 +v2—/(u—c)?2+0v2=—2a

Si P esta en la parte izquierda de los focos tenemos que 1 es verdadero y si P se encuentra
en la parte derecha, 2 es verdadero, luego tenemos
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ViuEto)2+v2—/(uFe)2+02 = 2a (%)
(ztc)?+y*> = 2a++/(uFc)+y> /()
(utc)+v> = (2a+/(uFc)?+y?2)?
u? £ 2uc+ A +v* = 4a® +4av/(uF )2+ 02+ (uFc)? + 0P
u? £ 2uc+ A +v? = 4da®+4day/(uF )2+ 02+ u F 2uc+ A +v°
1
+4uc — 4a*> = 4dar/(uF c)?+ 02 /Z
tuc—a® = a/(uFc)2+v2  /()?

Antes veremos la restriccion

+uc—a>>0
we—a*>>0 VvV —uc—a>>0
a? a?
u>— VvV u< —
c c

luego es un semiplano o en el otro. Ademas como 2a < 2¢

u*c® F2a*uc+a' = a*((uFc)*+0?)

u’c® F 2a°uc+a* = a*(u? F2uc+ & +0?)
u?? F2d%uc+ o = a*u® F 2d%uc + a*? + a*v?
u*(? —a®) — a*v® = d*(* —d?)
Como 2a < 2c entonces a® < 2, es decir, ¢ — a? > 0.
Por lo tanto, sea b? tal que
V=c—a*>0
Reemplazando en la ecuacion, obtenemos
u(? —a®) — ad*v® = d*(* —d?)
1
W2 — a20® = o —
2 2
u* v
I
a?  b?
volviendo a las variables originales obtenemos
x—h)? —k)?
w=h® _ W=k _, (2.16)

a? b?
Propiedad 48 Sea V1, V5, C, F1,Fy € R? y P € Hp g, con C = (h,k) el centro de la
hipérbola, Fy = (h — ¢, k) y Fy = (h + ¢, k) los focos y P = (z,y) pertenece a la hipérbola si
solo si satisface la ecuacion

(x=h)? (y—k?
a? R =1

Los vértices son Vi = (h —a, k) y Vo = (h + a, k)
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Ejemplo 84 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un foco
Fy = (5,0), el valor de a =2 y el eje focal en el eje X.

Solucién: Como el centro de la hipérbola es C' = (0,0) y F; = (5, 0) tenemos dist(C, Fy) = ¢
entonces

dist(C,F)) = +/(5—0)24 (0 —0)2
= V()
=5

Ya que ¢ = 5, luego el valor de b esta dado por:

A = P+d

52 = v +2°
25—4 = b

¥ o= 21

Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es:

2 2
-5 =1
a b?

2
RN SR
12

O

Ejemplo 85 FEncuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el punto C' =
(4,3), un foco Fy = (8,3), el valor de a = 2 y el eje focal paralelo al eje X.

Solucién: Como el centro de la hipérbola es C' = (4,3) y F; = (8, 3) tenemos dist(C, Fy) = ¢
entonces

dist(C,F) = /(8—4)2+(3-3)2=/(4)2=4
Ya que ¢ = 4, luego el valor de b esta dado por:

¢ = b +a
¥o= 12

Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es:

O R
a? b2

O R
4 144 )
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2.7.2. Ecuacion de la hipérbola con eje focal paralelo al eje Y

Sea Vi,V5,C, Fy,Fy, € R? con F; v F, los focos de la hipérbola, Vi, Vs, los vértices y
P = (x,y) un punto cualquiera que pertenece a la hipérbola.

Sea C' = (h, k) el centro de la hipérbola entonces los focos para nuestro caso son Fj =
(h,k —c)y Fy = (h,k + ¢) luego,

| dist(P, Fy) — dist(P, Fy) | = 2a
|\/a:— (y—k+c)?— \/(a:—h)2+(y—k:—c)2 = 2a

usando el cambio de variable

v=x—h y u=y—=k

\\/(fﬁ—h)2+(y—k+c)2—\/(:c—h)2+(y—k:—c)2 = 2a
V)2 + (ut0)?2— /()24 (u—c)? = 2a

Y es un expresion igual a la obtenida en el caso anterior (%) de la seccién anterior, luego
usando el mismo desarrollo tenemos

volviendo a las variables originales obtenemos
(y — k) (v —h)?
a? B b?
Propiedad 49 Sea V;,V,,C, Fy, F, € R? con C = (h,k) el centro de la hipérbola, Fy, =

(h,k—c) y Fy = (h,k+c) los focos. P = (x,y) pertenece a la hipérbola si y sdlo si satisface
la ecuacion

=1

(y—k)? (z—h)

a? b2

Los vértices Fy = (h,k —a) y F» = (h,k + a)

=1

Ejemplo 86 FEncuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el origen, un foco
Fy =(0,7), el valor de a = 3 y el eje focal en el eje Y.

Solucién: Como el centro de la hipérbola es C' = (0,0) y F; = (0,7) tenemos dist(C, Fy) = ¢
entonces

dist(C,F)) = (0—=024+(T—02=+/(7)2=7
Ya que ¢ = 7, luego el valor de b esta dado por:
¢ = b +ad
7 o= 043
b* = 40
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Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es:

O

Ejemplo 87 Encuentre la ecuacion de la hipérbola que tiene su centro en el punto C' =
(5,9), un foco Fy = (5,16), el valor de a = 3 y el eje focal en el eje Y.

Solucién: Como el centro de la hipérbola es C' = (5,9) y F} = (5, 16) tenemos dist(C, Fy) = ¢
entonces

dist(C,F)) = /(5—5)2+(16-9)2=/(7)2="7

Ya que ¢ = 7, luego el valor de b esta dado por:

¢ = b +a
7= 0+ 3
v = 40

Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es:

(y=9° (@57
a? b2
-9 (-5 _
9 49 ’

m
Observacién: Sea Vi, Vo, C,Fy,Fy € R* y P € Hp py, con C = (h, k) el centro de la
hipérbola , F} y F5 los focos
Consideremos la ecuacion de la hipérbola donde el eje focal es paralelo al eje X

(=02 (b
a? b2

=1

Desarrollemos la ecuacion

(x—h)* (y—k)?

a2 - b2 = 1 /(a2b2)
Vl(x = h)’] —a®l(y — k)*] = a’F’
b [z? — 2zh + h?] — a*[y* — 2yk + K] = a’b?

220* — 22hb* + Wb — y?a® + 2yka® — k*a® = a*b?
20 — 22hb* — y%a® + 2yka® — k*a® + BP0 — a®b* = 0

Se define las constantes A, By, Cy, D1, Eq € R tales que

A, =V By = —2hb* Cy = —d* Dy =2kd* E,=—kd®+ h**— b’
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A1$2 + Blllj' + Cly2 + Dly + El =0

Anélogamente para la otra ecuacién

(y—k)? (x—=h)? _
a2 b2 =1

podemos transformarla
Agy? + Boy + Cox® + Doz + E5 =0

Con
Ay = b By = —2kb*; Cy= —a®; Dy= —2kb* Ey=—k*b*+ h%® — a’b>.
Propiedad 50 Sean A,C € R*, B, D, E € R la ecuacion
A? + Br+Cy*+Dy+E = 0
define una hipérbola si y solo si

AC <0ONCB?+ AD* —4ACE # 0

2.7.3. Asintotas de la hipérbola

Las asintotas de una hipérbola son rectas que se encuentran tangentes a la hipérbola; es
decir, para valores muy grandes la recta y una rama de la hipérbola estan muy juntas y que
graficamente se representa de la siguiente forma

By WVaN/Vi| Fy

Observacién: Consideremos la ecuacién de la hipérbola donde su eje focal se encuentra en
el eje X

1.2 y2
? — ﬁ =1 /(azbz)

a2 — a®? = o
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Despejemos y

BPa? —a?y? = a2
a2y = bR — a2
b2x? — a?b?
2 _
vy o= a2 /\/
b2 — a2b?
y = + s
y = 2/ -
a
b a?
— 422
Y ” z?( zg)
b a?
- 42 1 =
Y o ( x2)

2
Para valores muy grandes de z el valor de %; se va acercando a cero.
x
b a? b
—\[l—-—F~t—x
a x a

y=-=x, y=-—-=u
a a

Luego

para valores de x muy grandes

Definicién 30 Sean a,b € RT y la hipérbola Hp, F,.
Si el eje focal es paralelo a eje X, su ecuacion esta dada por

(=0 (kP
a? b2

entonces la ecuacion de las asintotas de la hipérbola estan dadas por

1

b
(y — k) =+— (z—h)
a
Si el eje focal es paralelo a eje Y, su ecuacion esta dada por

(y—k)? (z—h)

a? b?

entonces la ecuacion de las asintotas de la hipérbola estan dadas por

=1

(y—k)::l:g (x — h).

Ejemplo 88 Encuentre el lugar geométrico y toda la informacion posible de los puntos p =
(x,y) cuya distancia al punto fijo (1,4) sea igual a Z5I de la distancia a la recta bx — 1 = 0.
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Solucién: Calculemos la distancia del punto p = (z,y) al punto ¢ = (1,4)

dist(p,q) = \/(xl —22)? + (11 — y)? = \/(x —1)2+ (y —4)?
Calculemos la distancia del punto p a la recta [ : 5z — 1 = 0.

dist(lp) = LACHByrCl_|[etlyt (D] _|se—1]
S VA2 + B2 B (5)2 4 (0)2 o 5

Donde dist(p, q) es igual % a dist(l,p).

ViE-12+@y—4)? = Z%
| br — 1|
—1

()?
—1)?
=24yt -8y +17 = %/-16

162% — 322 + 169% — 128y + 272 = 252° — 10z + 1
92% + 220 — 16y* + 128y — 271 = 0
(922 + 227) + (—16y* + 128y) = 271

22 12
9 (x2 + 5:6) — 16 <y2 — 1—:y) = 271

Ahora completaremos cuadrado

Va2 —2r+14+y2—8y+16 =

11 121 121
9(2?+2— ) —16(w®—2-4y+16 —16) = 271
(:):+ 0%+ g 81) (y Y+ )

11 121 121
9<x2+2—x+—)—9-——16(y2—2-4y+16)—16-—16 = 271

9 81 81
11)? 121
9(x—|—§) —16(y — 4)* = 271 + == — 256
11)° 256
9 ) —16(y —4)? = ==
<x+ 9) (y—4) 5
G+ 9P -1
256 256
99 9-16

11)°
(24 85)  w-v
13)* 13)”
9 12
De donde podemos obtener que el centro de la hipérbola es (h, k) = (—1—91, 4), ademds a = %

y b= %—%, con estos valores obtenemos el valor de ¢

2 2 2
- +p2 =22
C a 9

256 256 400 (20’
81 144 81
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entonces ¢ = %Q, luego sus focos estan dados por:

11 20 31 11 20
F=(-—-24)=(-24 F=(——+=,4)=(1,4
1 ( 9 9 ) ) ( 9 ) ) y 2 ( 9 + 9 9 ) ( ) )

Los vértices son

11 13 2 11 13 8
—(—=—-24)=(-24 —(——=+24)=(2,4
= (g -pt) = (-54) v u= (-5 ) = (59)

Las asintotas estan dadas por

k) = + (z—h)
13
v-1) = i%gj§<x+1—91>
-="+5) v -=—(+g)

2.7.4. Ejercicios Propuestos

1

Graficar y encontrar todos los elementos que componen a la cénica de ecuacion

a) 9y? = 162% — 36y — 96 + 684
b) 922 — 25y? — 18z — 50y = 191

. Considere la recta [,,, de ecuacién y = mx + 1. Determine todos los valores de m € R
. o 2 2
tales que las recta [, interseca a la hipérbola £ — %~ = 1.

[Resp. m € ]—\/g,\/g[ym#j:\/?]

Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia del punto (6,0) es siempre igual al doble de su distancia de
la recta 2z —3 =10

[Resp. 3z? — y? =27 |

Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene el eje focal paralelo
al eje X, y sus asintotas son las rectas 2r +y—3 =0y 2xr —y —1=0.

[Resp. 42° —y? — 8z +2y—8=0]

Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal

manera que su distancia del punto (3,2) es siempre igual al doble de su distancia de
la recta y +1 = 0.

[Resp. 2% —8y? — 62 — 22y +4 =0 |
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6. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia del punto (2, —1) es siempre igual al doble de su distancia de
la recta x +2 = 0.

[Resp. 3z% —y? +20x — 2y + 11 =0 ]

7. Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx — 1 son tangentes

a la hipérbola 42% — 9y% = 36

[Resp. m = j:‘/Tg ]

8. Demostrar que la elipse 222 + y* = 10 y la hipérbola 4y? — 22 = 4 se intersecan.

Resumen de Cénicas

focos sobre el eje

2= a2 _p2

focos sobre el eje mayor

Parabola Elipse Hipérbola
p=dist(V, F) 2a =longitud eje mayor | 2a =longitud eje transversal
p = dist(V,1) 2b =longitud eje menor | 2b =longitud eje conjugado

2 = a2+ b?

focos sobre el eje transversal

Eje focal paralelo al ej

e X

G—h, 7 _,

@R _,

Ecuacién | (y — k)? = 4p(z — h) = 7 - 7
Centro (h, k) (h, k)
Foco(s) (h+p, k) (h+c k) (h+ ¢ k)
Vértice(s) (h,k) (h£a,k) (h£a,k)

Eje focal paralelo al eje Y

AY: — 12 AV — 72
Ecuacién | (x —h)* = 4p(y — k) (z 2h) + ¢ 2]{:) =1 y 2]{:) (2 2h) =1

b a a b
Centro (h,k) (h, k)
Foco(s) (h,k +p) (h,k+c) (h,k+c)
Vértice(s) (h, k) (h,k+a) (h,k+a)
Lado recto 4p 2762 2762

Excentri e=1 e:g<1 e:g>1

cidad




Capitulo 3

Funciones

3.1. Introduccién

La nocién de funcién estd presente en la vida diaria, cuando nos referimos o hacemos una
correspondencia estamos hablando de funciones. Por ejemplo cuando decimos:

- A cada rectangulo le corresponde su area.
- A cada persona la corresponde su peso.
- A cada persona le corresponde su cédula de identidad.

En éstos ejemplos se pueden distinguir dos conjuntos A y B. En el primer ejemplo A
denota el conjunto de rectangulos y B el conjunto de los niimeros reales positivos. Es decir,
a cada rectangulo z en A le corresponde un real positivo y en B que es su area. Los ejemplos
anteriores tienen la particularidad de que dado x que pertenece a A le corresponde un tinico
y que pertenece a B.

Al repasar el primer ejemplo, también es vélido decir que el area del rectangulo depende
de sus lados, aqui podemos distinguir el concepto de dependencia, donde una de las variables,
el area del rectangulo, depende de las otras, sus lados.

3.1.1. Relaciones

Una relacion asocia elementos de un conjunto de partida A, a algun o algunos elementos
del conjunto de llegada B, es decir, que dados dos conjuntos, una relacion R entre Ay B o
bien que va desde A hasta B es un subconjunto del producto cartesiano A x B. Los elementos
pertenecientes a la relacién se denota (z,y) € R o bien xRy.

Definicién 31 Una relacion de nimeros reales es un subconjunto de R?

Ejemplo 89 Los siguiente conjuntos son relaciones reales
1. L={(z,y) e R? | 22 + 3y = 1}

2. Py ={(x,y) e R? | y* =4z + 1}

135
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Py = {(z,y) € R? | 22 =2y + 3}
E ={(x,y) e R? | 222 + 4> =1}
E ={(x,y) e R? | 2?2 +3y*> =1}
Hi={(z,y) eR? [ 2® —y* =1}
Hy = {(z,y) € R? | y* — 322 =1}

ST B A

Ho = {(z,y) €R? | y? =322 =1 Ay <0Az >0}

Sea R una relacién entre A y B, se define el Dominio de la relaciéon R igual al conjunto
de todas las preimagenes de B y se denota como DomR, es decir,

DomR ={x € A|(3y € B)(zRy)}

Un subconjunto de B formado por las imagenes de los elementos del DomR C A se llama
recorrido, se denota RecR y esta definido del siguiente modo:

RecR ={ye€ B| (3 € A)(2Ry)}

Ejemplo 90 Sean A ={0,2,4} y B = {a,b} los conjuntos que siguen son relaciones entre
Ay B.

1. R1=4(0,a),(2,a),(4,a)}, el dominio y recorrido esta dado por

DomR, ={0,2,4}, RecR, = {a}.

2. Re ={(0,a),(0,0),(2,a)}, el dominio y recorrido esta dado por

DomRy ={0,2}, RecRs = {a,b}.
3. R3 = A X B, su dominio es DomRs = A y el recorrido es RecR3 = B.

Ejemplo 91 La circunferencia de radio 4 y de centro (0,0), es una relacion en el plano
cartesiano, es decir,

R = {(z,y) € R? | 2" +y* = 16},

Y en este caso tenemos que
DomR = [—4,4], RecR = [—4,4].
0

Definicién 32 Sea R C A x B una relacion, diremos que R~ es la relacion inversa de R
que va desde B a A y se denota como:

Rt ={(b,a) € Bx A (a,b) € R}.
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De la definicion se deduce que :
(u,v) € R <= (v,u) € R.
Ejemplo 92 Sea R = {(1,1),(3,2),(4,4),(1,2)}, luego la relacion inversa de R es:

R = {(1’ 1)> (2’ 3)> (4a4)> (2’ 1)}

Ejemplo 93 Sea £ = {(z,y) € R? | 2z + 3y = 1}, luego la relacidn inversa de L es:

L7 ={(a,b) € R* | 2b+ 3a = 1}.

3.2. Funcidon

Una funciéon f es una relacién de A en B tal que a cada elemento del dominio de la
relacion le corresponde un tnico elemento del recorrido de la relacion.

Definicién 33 Se dice que f es una funcion de nimeros reales si y solo si
i) f una relacion nimeros reales y
i) (Vz,y,z € R)((z,y), (z,2) € f =y =2

Observacién: En general, se dice que f es una funciéon de A en B si y sélo si f es una
relacién entre Ay By (Vo € A)(ly € B)(zfy).

Es decir, no es funcién cuando un el elemento tiene més de una imagen en el conjunto de
llegada. Podemos graficar esta situacién, donde f no es funcién, con el siguiente diagrama

A B
<<

En cambio el siguiente diagrama, representa una funcion.
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Ejemplo 94 Determinar si la siguiente relacion es una funcion
L={(x,y) €eR? | 22+ 3y =1}.

Solucién: Sean a,b, ¢ € R tales que (a,b), (a,c) € L
Luego tenemos que
20+3b=1 N 2a+3c=1

Reemplazando tenemos

20 +3b = 2a+ 3¢
3b = 3¢

Luego L es funcién 0
Ejemplo 95 Determinar si la siguiente relacion es una funcion
P={(z,y) eR? | y? =4x + 1}
Solucién: Sean a, b, c € R tales que (a,b), (a,c) € P. Luego tenemos que
V=4a+1 A F=4da+1

Reemplazando tenemos
b =c?

b=c¢c V b= —c

podemos considerar los pares ordenados (1,5) y (1, —5) ambos puntos pertenece a P pero
5 # =5, luego P no es una funcion. O

Ejemplo 96 Determinar si la siguiente relacion es una funcion

H={(r,y) eR* | * =322 =1Ay<0Az >0}
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Solucién: Sean a,b,c € R tales que (a,b), (a,c) € H. Luego tenemos que a € Rf,b,c € R~

ademas
¥—3a2=1 A ?-3a>=1

Reemplazando tenemos
b — 3a® = ® — 3d?

b =
b=c V b=—c
pero b < 0y ¢ < 0, luego es imposible que b = —c por lo tanto tenemos que
b=c.

Asi ‘H es una funcién. O

Ejercicio 97 Determine si los siguientes conjunto son funciones

1. F={(z,y) e RxR |y=3x+2}

2. F={(z,y) eERxR | 2> +y?* =4}

3 F={(z,y)) eERxR | (x =1+ (y—3)* =4Ay>3}
r+ 1) —1)?
(417, =17 _

4. F={(z,y) e RxR| 1}

4 9
12 _12
5.F:{(x,y)€]R><R|(x—Z)—l—(y9> =1Ay<1}

Observacién: Tenga presente que una funcién es un conjunto, luego la igual de funciones
es una igual de conjuntos.

Definicién 34 (Dominio y Recorrido de una Funcién) Sea f una funcion real.
Se define el Dominio de f igual a

Domf ={zeR | ByeR)(x,y) € f)}
Se define el Recorrido de f igual a

Ree(f) ={y e R | (3r e R)((z,y) € f)}
A continuacién revisaremos los ejemplos anteriores.

Ejemplo 98 Determinar dominio y recorrido de

L={(x,y) €R?| 22+ 3y =1}.
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Solucién: Sea € Dom/(L), luego existe y € R tales que (z,y) € L, es decir,

20+ 3y = 1.
Despejando obtenemos que
1 =2z
Y= 3
De lo anterior tenemos que:
Dado = € R, existe y = % € R tal que
1-2
2r) +3—— L =1,
3
de lo cual, (z,5%) € L.
Luego
DomL =R
Para el recorrido tenemos que un desarrollo similar, dado por y € R, luego x = % el

cual es un numero real, por lo tanto tenemos que el recorrido es:

ReclL =R

Ejemplo 99 Determinar dominio y recorrido de la siguiente funcion
f={(z,y) eR? | > = 32> =1Ay <0Az >0}

Solucién: Sea x € Dom(f) C R, luego existe y € R~ tales que (z,y) € f, es decir,

y? — 327 = 1.
Despejando obtenemos que
y? = 14 3%
2 2
y- = 1+ 32°.

ly] = V14 322
y = —Vv1+32? y<0

De lo anterior tenemos que:
Dado z € Ry existe y = —v/1 + 322 € R~ tal que

(—V1+322)? — 3(2)* =1,
es decir, (x, —V1 + 322%) € f.

Luego
Domf =R§
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Para el recorrido tenemos que un desarrollo similar, dado por y € R,

v —327 = 1
327 = y =1 (%)
o =
3
y*—1
= > ()
x 3 T =

luego la restriccién (x) esta dada por y* — 1 > 0, por lo tanto |y| > 1 con lo cual y < —1.

2_ , .
De este modo = = yTl es un numero real y por lo tanto tenemos que el recorrido es:

Recf =]oo, —1]

Ejemplo 100 Dada la relacion f = {(z,y) e Rx R |y(x —4) =2x+5} CR xR.
Determine el dominio y el recorrido de la funcion.

Solucidén: Sean z,y € R, tales que (z,y) € f, por lo tanto tenemos
ylx —4)=2x+5
Cuando x # 4 tenemos que existe un unico valor de y = %‘5
Para x = 4, reemplazando y tenemos que 0 = 13, lo que es una contradiccién, luego el
dominio de f es Domf =R — {4}
Sea y € Recf, luego existe x € R — {4} tal que (z,y) € f,

ylr —4)= 2x+5
yr—4y = 2x+5
yr —2xr = 5H+4y
x(y—2)= 5+4y

Para y = 2, reemplazamos obtenemos que 0 = 13, lo es falso.
Por lo cual tenemos que y # 2, y por ende podemos despejar el valor de:

9+ 4y
=3

X

Recordemos que = € Domf, para ello notemos lo siguiente

5+4
Y a5t dy=dy 8o 5=-8
y—2
es decir,
5+ 4
LA N SR
y— 2

Luego el recorrido de la funcién es Recf = R — {2}
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Ejemplo 101 Dada la funcién f = {(x,y) € R? |y = /r Az >0} C R%
Determine el dominio y el recorrido.

Solucién: Ya que f = {(z,y) e R? |y =z Az > 0},
Como la expresion y = 1/ estd bien definida solamente cuando z € R .
Luego
Domf =TR{.

Sea y € Recf, luego existe x € Domf = R, tal que (z,y) € f.

y = Vx

y> = xconx € Ry

sabemos que y? > 0 es siempre verdadero.
Por lo tanto el recorrido de f es Rec(f) = Ry 0

Ejemplo 102 Dada la relacion f = {(z,y) € AXx R |y(x —1) = 2% — 1}
1. Para A =R, determine si f es una funcion.

2. Determine A C R mazimal, tal que f es funcion, ademds su Domf y Recf

Solucién: Veremos si es funcién.

Si x # 1, tenemos que y = f__ll =z + 1, luego el valor de y es unico.

Siz = 1, se tiene que 0 = 0, luego todo los valores de y satisfacen, de otro modo (1,y) € f,
para todo y € R, por ende no es funcion.

El conjunto maximal tal que f es funcién esta dado por A = R — {1}, y en este caso el
dominio es Dom(f) =R — {1}

Para determinar el recorrido, sea y € Recf, con x € R — {1}, tal que (z,y) € f, luego
tenemos que

Falta analizar que y — 1 = x # 1, es decir,
y—1l=1y=2

de otro modo
y—1#1y#2

Por lo tanto el recorrido de la funcién es: R — {2}. 0
Notacion: Sea f una funcién de nimeros real, luego existe el Dominio de f y el Recorrido
de f, ademas a cada x € Dom f existe un tinico elemento y en el recorrido, el cual denotamos
por y = f(x). Luego la funcién, la podemos codificar del siguiente modo:

f: Domf — B
variable +—— tnica valor asociada
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Donde B es llamado “Conjunto de llegada” y es un subconjunto de los Niimero Reales
que contiene al recorrido, de otro modo Recf C B C R, la variable habitualmente empleada
es x, por ultimo note que el valor asociado debe pertenecer a B.

En los ejemplos usaremos los ejercicios anteriores.

El ejemplo 98 tenemos que

L={(x,y) €R?| 2z +3y = 1}.

podemos escribirlo usando la notacion:

El ejemplo 99 tenemos que
f={(z,y) eR* | y* =322 =1Ay<0Az >0}
podemos escribirlo usando la notacién:

f: RfY — ]—o00,—1]
r — —+/14 322

El ejemplo 100 se tiene que
f=A{(z,y) e Rx R |y(x —4) =2z + 5}.

en forma abreviada tenemos:

f: R-{4} — R
2r+5
x — S
o bien
f: :R-{4} — R-{2}
T — 2;_—1—5

El ejemplo 101 se tiene que

f=A(z,y) e R® |= Vr Az >0},
en forma abreviada tenemos:
f: Rf — Ry
x — 4z

El ejemplo 102 se tiene que

f=A{lx,y) eR?|y(x —1) =2® — 1,2 # 1},
en forma abreviada tenemos:

f: R-—{1} — R-{2}
22 —1

X r—1
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o bien
f: R-—{1} — R-{2}
T — x+1

Observacién: La igualdad de funciones corresponde solamente a una igualdad de conjuntos,
pero ahora es importante, reentender esta nocién de igualdad de funciones con esta nueva
notacion.

Definicién 35 Dadas dos funciones f : A — B y g: C — D se dice que f = g si y solo
si se cumple que:

1. A=C
2. (Ve € A)(f(x) = g(x))

o bien, dos funciones son iguales si tienen el mismo dominio, y para cada elemento del
dominio tiene idénticas imdgenes.
Ejemplo 103 Sean f: R — R y g: R—{0} — R
2
r — x+1 T Lz :;:k:c
En este caso tenemos que f # g ya que Domf # Domg.

3.2.1. Ejercicios Resueltos

Ejemplo 104 Sea f: D — [1,9]

r o f@) =21

Determine el dominio de la funcion.

Solucidén: Para determinar el dominio de la funcién, primero debemos restringirla, es decir,
determinar para qué valores de z la imagen son numeros reales.

|z —2 > 0/+2
z| = 2
r>2 VvV <=2

entonces
x €] — 00, —2] U [2, +00[

Como la funcién tiene como conjunto de llegada el intervalo [1, 9], debemos encontrar los
valores de x para los cuales la imagen esta en este conjunto.

yell,9] & 1<y<9

Vigl=2-1€[1,9] & 1</|]z|]—-2-1<9/+1
& 2</|z] —2 < 10/()?
& 4<|z]—2<100/+2
& 6< |z <102

Luego tenemos

6<|z] & z<-6V6<zx
lz] <102 < —102<z Az <102
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De lo cual tenemos
x €] — 102, —6] U [6, 102].
Entonces el dominio de f

Dom(f) = (] — 00, —2] U [2, +oo[) N (] — 102, —6] U [6, 102[)

Por lo tanto
Dom(f) =] — 102, —6] U [6, 102].

O
Ejemplo 105 Sea f: | —o0,—2] — R
— —— 4+ 1.
T NEE +

Determine el recorrido de f.

Solucién: Sean x €] — oo, —2[ e y € Recf, luego

y= f(z)
y = \/?%—1 /-1

y—1= N/ /()2719—120

y—1°= 55
1

|LU‘—1I (y—1)2 /+17y#1
2| = (y—ll)2 +1
Como z €] — 00, —2[, tenemos que |z| = —z y nos queda
—x = ﬁ +1  /-(=1
r= -1-_-1o

(y—1)°
por otro lado tenemos que z < —2, entonces

—1 —1
l-gpE<2 egps-1 /(]

@ﬁzl
S12(-12
S1>|y—1]

s -1<y—1<1

< 0<y<2

antes de concluir debemos considerar las anteriores restricciones, luego el recorrido de la
funcién nos queda:

Recf = [0,2]N]1, +o0[=]1,2].

O

Ejemplo 106 Sea f(x) =1 — x — 2? una funcidén real. Determine el dominio mdzimo y su
recorrido de f.
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Solucién: Como la expresién f(z) = 1—x—a?, siempre esta bien definida o siempre podemos
evaluar, luego Dom(f) = R.
Ahora, para encontrar el recorrido de f. Sea x € R, tal que

y = fl@)
Y l—z—2
?+r+@y—-1) = 0

2

La cual es una ecuacién de segundo grado, para determinar si existe x debemos calcular su
discriminante es 1 — 4(y — 1) > 0, luego aplicando la formula de segundo grado tenemos

154y
a 2

e

Entonces, la tnica restriccién es el discriminante

5—4dy >0
2 >y
Luego
Ree(f) =] — 00, ]

Ejemplo 107 Sea f: ACR — R
. . { 242 st <1
?+1 si o x>1
Determinar A igual al dominio mdzimo y el recorrido de la funcion.

Solucion: El dominio maximo de ésta funcion es R.
Como f es una funcién definida en tramos, para determinar el recorrido consideraremos
primero el tramo en que la funcién esta definida para todos los x < 1 y la llamaremos f;, es

decir
fl ]—00,1] — R

x = 24
Sea y € R tal que existe x < 1, tal que
y=24+rey—2==x
como x < 1, luego
y—2<1ey<3
Por lo tanto
Rec(f1) =] — o0, 3]

Ahora veremos que pasa con el recorrido cuando x > 1. Llamaremos f5 al segundo tramo
de la funcion, es decir,
f2 ]1, OO[ — R
|
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Sea y € R tal que existe z > 1, tal que
y=2’4+1y—1=2%
delocualy—1 >0y /y—1=|z|, perox > 1

Vy—-1>1ley—-1>1

Rec(f2) :] — 00, 2[

Finalmente el recorrido de la funcién f es

Rec(f) = Rec(f1) U Rec(f2) =] — o0, 3]

De este modo tenemos

3.2.2. Representacion Grafica

La grafica de una funciéon f : A — B, se define como el conjunto de pares ordenados
siguiente:
Graf(f) ={(z. f(x)) € Ax B |y = f(x),v € A} CR?

Note que hemos vuelto a la notacion de relacion de ntimeros reales.

La representacién gréafica de f se llama curva y se consigue marcando los puntos del
conjunto en el plano.

De lo anterior tenemos en el eje X los elementos del dominio y en el eje Y los elementos
del conjunto de llegada.
Observacién: Se dice que = es un cero de f, si y sélo si f(x) = 0. Geométricamente los
ceros de una funcién son los puntos en que la grafica intersecan o corta al eje X.

Ejemplo 108 Para f(x) = 2x+2, decimos que -1 es un cero de f(x) y por lo tanto el punto
(—1,0) es la interseccion con el eje X

Ejemplo 109 Graficar la funcion f(x) =2z + 5.

Para graficar podemos hacer una tabla en donde representemos a la variable dependiente
asignandole valores a la variable independiente y asi podemos representar algunos puntos en
el plano y conociendo la curva podremos trazarla, en este caso se trata de una recta luego
nos bastan dos puntos, ellos son (0,5), (1,7) € f.

y=2xr+5

15 A

10 A
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Observaciéon: La grafica de una funcién, nos ayuda a poder determinar el dominio y el
recorrido de ella

Ejemplo 110 Graficar la funcién f(x) = 2? — 5x + 6.

Para graficar, usamos el hecho que y = 2% — 5x + 6 es una parabola, para determinar los
elementos distinguidos completemos cuadrado y obtenemos

5
4

), para tener una mejor grafica, construyamos una tabla con algunos

cuyo vértice es ( i

valores, para ello

ly=12>—52+6

=W N~ Ol s
N OO NN DR

"1

-1 1 2 3 45

Usando la gréafica podemos constatar que el dominio es R y el recorrido es [—2, 0.

47
Revisemos el recorrido para ello consideremos la ecuacion de segundo grado

*—brx+6-—y= 0

544/25—4(6—y)
2
oEVItdy
2

T =

Luego la tnica restriccion es que el discriminante debe ser no negativo, es decir
1
144y >0y > 1

Por lo tanto el recorrido de f es [—1, 00]. O

3.3. Modelacion

Modelar matematicamente una situacién de la vida cotidiana se refiere a identificar en un
problema una expresion matemaéatica concreta que represente algunos aspecto del problema,
de modo que esta expresién nos permita obtener informacion actual o futura.

Esta expresion matematica puede expresarse mediante un enunciado o mediante una
ecuacion. En el siguiente ejemplo encontramos una situacion la cual se puede modelar me-
diante una funcién.
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Ejemplo 111 Cuando hablamos del impuesto a la venta de ciertos articulos, nos referimos a
una situacion de la vida diaria, la cual podemos modelar de la siguiente forma; si x representa
el valor del articulo en pesos y T es el impuesto a la venta del articulo, el cual es de un 19 %
sobre el valor de x, entonces podemos expresar T en funcion de x de la siguiente modo:

19

T(x) = — -
(@) =50 *
con x >0

Es decir, si tenemos un articulo cuyo valor es de $200 el impuesto a la venta se puede

calcular usando la expresion matemdtica encontrada:

19
T(200) = — - 200 = 38
(200) 100
m
Observaciéon: En el caso que el impuesto esta incluido en el valor, tenemos que la funcién
no es la misma, ya que
P=x+40,192=1,192

Luego si pagamos $200, el costo es 1,192 = 200, o bien z = 2% y el impuesto es 0, 19

1,19
31,9.
Cuando las personas pagan y le extiende una factura tenemos el primer caso, y el segundo
posibilidad es cuando se extiende una boleta, donde no figura los impuestos, sélo el valor
final.

200
1,19 ~7

Ejemplo 112 Considere un rectangulo ABCD con sus lados paralelos a los ejes, inscrito en
la elipse 922 + 4y* = 36. Sea z la distancia entre un lado vertical del rectdngulo y el eje y.

Y

D - C

A\ B

Determine el drea del rectdngulo en funcion de z, expresando claramente el dominio.
Solucion: El area del rectangulo, es el producto de las longitudes de los lados, para ello sean

|AB| =22 A |BC| =2y

Luego el area del rectangulo en funcién de z y de y es la siguiente:

A=2z-2y=4dzy
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Como el punto C pertenece a la elipse entonces satisface la ecuacién 922 + 4y? = 36, despe-

jamos y
922 +4y? = 36
4y? = 36 — 922 /(3)
N Y
_ 36 _ 9
lyl = T 17
ly| = %\/36 — 922
vl = $v/90=2)
Como y es una distancia, entonces el valor es positivo
3
Y= 5\/4 — 22

donde 4 — 22 > 0.
Por lo tanto, el area en funcién de z queda determinada como sigue

A(z) =4z - g\/él — 22

A(z) = 62v4 — 22
Ahora veremos cual es el dominio.

4—-22 >0

4 > 22 /\/

2 2|4

—2<2z2<2

Como z es una distancia entonces
DomA(z) =0, 2].

Los extremos no se incluye, ya que las linea, no forma un rectangulo

O

Ejemplo 113 Se desea construir una caja con tapa de base cuadrada con drea no mayor de
100 cm? como en la figura, de volumen 252 cm?®. Si el costo de la tapa es $2 por cm?, la base
$5 por em? y el costo de los lados es de $3 por cm?, exprese el costo C' como funcion de x y

el dominio de C
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Solucién: Dado que el volumen es V = 252em?, luego 22y = 252, ahora veremos el costo
por lado

El costo de la tapa es de $2 por cm?. La tapa tiene x
tapa es $222.

El costo de la base es de $5 por em?. La base tiene z2cm?, por lo tanto el costo de la
base es $522.

El costo de los lados es de $3 por em?. Cada lado tiene zycm?, por lo tanto el costo de
los lados es de $12zy.

El costo total de la caja es:

2em?, por lo tanto el costo de la

C =22 + 52 + 122y

252

pero y = =5
Entonces la funcién queda determinada como
252
3024
C(x) = T2* + ——
x
donde el dominio de C es |0, 10] O

3.3.1. Ejercicios Propuestos

1. Si el radio basal r de un cono circular recto aumenta en un x %, mientras que su altura
h disminuye en un 20 % formule una funcién en términos de x que permita obtener en
qué porcentaje varian:

a) El drea basal del cono.
b) Si el radio aumenta en 15 % jen qué porcentaje varian el drea basal y el volumen

del cono?

2. Una caja rectangular con la parte superior abierta tiene un volumen de 10m?. La
longitud de su base es el doble de su ancho. El material de la base tiene un costo de 10
délares por m?, el material de las caras laterales tiene un costo de 6 ddlares por m?.
Expresar el costo de los materiales en funcién del ancho de la base.

3. En una parcela, se desea encerrar dos porciones de terreno de igual area (como en la
figura) con una malla de longitud L. Expresar el drea de la parcela en funcién de x.

i T
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4. El drea de una piscina rectangular con bordes es de 18cm?. Si el borde superior e inferior
miden %m y los bordes laterales miden im. Expresar el drea comprendida entre los
bordes en funcién de uno de los lados de la piscina.

5. La asistencia media en un cine en el que la entrada vale $1200 es de 100 personas. El
empresario cree que cada vez que se reduce el precio en $80, el niimero de espectadores
aumenta en 20.

a) Determine la recaudacién R en funcién del precio p.
b) {Qué precio y numero de espectadores producirdn la mayor asistencia?

c¢) i Cudl es la recaudacién maxima por sesién?

3.4. Tipos de Funciones

Sean A y B subconjuntos de Ry f: A — B una funcién real.
Una clasificacién de las funciones reales es la siguiente:

Funciones Lineales

Son funciones de la forma f: R — R, con m,b € R.
xr +— mx+b
La grafica de las funciones lineales, corresponde a una recta de pendiente m.

Sim >0y b+#0 su grafica es la siguiente:
)

Sim < 0yb+#0, se grafica como sigue:
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Sim =1y b= 0, entonces llamaremos a esta funcién Identidad y se define como:

Id: R — R
r — Ild(z)==x
Su grafica :
44%
Yy=
24%
-4 =2 2 4
o4
4 4

Sim =0y b+# 0,entonces la funcién se llama funcién constante b y se denota por

f: R — R
r — b
Graficamente:

X

pendiente igual a 0

Funciones Cuadraticas:

Son funciones del tipo f: R — R, con a,b,c € Ry a#0.

r — ar’+br+ec
La gréfica de la funcién cuadrética y = ax® + bx + ¢, corresponde a una parabola.
Para conocer la grafica de una parabola es 1til calcular su vértice

-b —A
V= (74—)

donde A = b? — 4ac es el discriminante de la ecuacién de segundo grado y las intersecciones
con el eje X, si existen. Lo cual depende del discriminante, su nombre se debe a que discrimina
si la ecuacién tiene o no tiene solucién en el conjunto de los niimeros reales.

Cuando a > 0 su grafica corresponde a una parabola que se abre hacia arriba.
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Cuando a < 0 su grafica corresponde a una parabola que se abre hacia abajo.

Y

[,

Funcion Valor Absoluto:

Esta esta dada por:
f: R — R

z st x>0
—x st <0

T — |:)3|:{

La grafica de la funcion es la siguiente:

Funcién Raiz Cuadrada:
Esta funcién esta dada por:
f: Rf — RS

x —

La gréafica de la funcion es la siguiente:

154
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e}

Funcion Cubica:

Esta funcién esta dada por:

fr R — R
xr —
Graficamente:
64k
BAW
2411 1 2
3 A1
—6 4+

Funcién Parte Entera:

Dado un ntmero real z, se puede descomponer en una suma separando su parte entera
[z] =max{m € Z | m <z}

luego la parte decimal se define

d(x) =x — [7]

o bien
r = [z] +d(z)

donde [z] es un numero entero y d(z) un nimero decimal, 0 < d(z) < 1.
Luego la funcién parte entera se define como:

f: R — R

Su gréfica:
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3.4.1. Algebra de Funciones

Definicién 36 Sean [ y g funciones tales que D = Dom(f) N Dom(g) # ¢ entonces se
pueden definir nuevas funciones.

1.- La suma de f y g se define por

f+g9g: D —
v — f(z)+g(x)

2.- La diferencia de f y g se define por
f—-9g: D —
z — f(z)—g(z)
3.- El producto de f y g se define por
frg: D — R
r —r f(z) g(z)
4.- El producto por una escalar se define como:

af: Dom(f) — R
z o (af)(@)=af(z)

5-Si D' ={x € D | g(x) # 0} # ¢ entonces cuociente de f con g se define por

i D — R
! f(a)
e — m

6.- Sean A, B,C, D subconjuntos de nuimeros realesy f: A — By g: C — D dos
funciones tales que

E={rec Al f(x)eC}#¢.
Entonces se define la compuesta de f y g dada por:
(g o f) . F — D
z — g(f(x))
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Claramente tenemos que E = Dom(g o f)
Observacién: Un caso particular donde ésta definicién se cumple, es cuando tenemos que
B C C o Rec(f) C C, entonces Dom(go f) = Dom(f)=FE

Ejemplo 114 Sean

R

f: [-2,2] — R g: R —
r — 3xr+1

x— 4 — 22
Encontrar la suma, la resta, el producto y el cuociente de f con g.

Solucién: El dominio de f es Dom(f) = [—2,2] y el de g es Dom(g) = R.
Luego
Dom(f) N Dom(g) = [-2,2] # ¢

La suma de fy g

(f+9): [-2,2 — R
r— VA—22+ (Bx+1)
La diferencia
(f—9): 2,2 — R
r— V4d—2?2—3x+1)
El producto
(f9): [-2,2l — R
rr— V4—2%-(3z+1)

El cuociente

(D) rea-m1— w

Ejemplo 115 Sea
fo R={0} — R-{0}
T — 1

T

Encontrar fof, fofolf

Solucién: Sabemos que Recf C Domf, luego Dom(f o f) = Domf, calculemos ahora la
imagen.

(Fo o) = (7 @) = 5) =1 ==
luego tenemos

fof: R={0} — R-{0}
T — T
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La otra compuesta la obtenemos

(Fofo )= F((Fo P) = fla) =~

as{ tenemos

fofof: R-{0} — R-{0}
T — 1
0
Ejemplo 116 Sean f y g funciones dadas por
fr R — R g: Rt — Rt
r — T —2 x — Sr+x

Determinar go f y fog.
Solucion: Primero veremos el dominio de la funcion

Dom(go f) = {xz € Domf | f(z) € Domg}
( ) = {zeR | x—2€R"}
Dom(gof) = {z€R | z—2>0}
(gof) = J2.+odl

Veamos ahora la imagen de x

(9o f)(z) = g(f(z))
= g(z—2)
= 5(z—-2)+Vxr—2
= or— 10+ oz —2.

Por lo tanto
gof: ]2,+OO[ — RT

T — Sx— 10+ vz — 2

Ahora veremos el dominio de la otra funcién

Dom(fog) = {x € Domg | g(x) € Domf}
Dom(fog) = {reR" | bo+z eR}
Dom(fog) = R*.

Veamos ahora la imagen de x

(fog)(x) = f(g9(z))
f(5r + /)
= br+.r—2.

Por lo tanto
fog: Rt — RT
r — br+4/x—2
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Ejemplo 117 Sean f y g funciones dadas por

f: [l,oo[ — R g: Rf — R*
r — b—yr—1 x — Jr+2

Determinar go f y fog.

Solucion: Primero veremos el dominio de la funcion

Dom(go f) = {x€ Domf | f(xz)€ Domg}
Dom(go f) = {zel,oof | 5-Vr—1€eR]}
Dom(go f) = {zxe[loof | 5-Vo—-1>0}
Dom(go f) = {zel,ool | 5>Va—1}
Dom(go f) = {x€[l,00] | 26>z}
Dom(go f) = [1,26].
Veamos ahora la imagen de x
(go f)x) = g(f(x))
= g6—Va-1)
= Vb—Vr—1+2

Por lo tanto
gof: [1,26) — RT

T — /O —Vr—1+2

Ahora veremos el dominio de la otra funcién

Dom(fog) = {x € Domg | g(x)€ Domf}
{xeRy | Ve+2€l,00[}
{zeRy | Vz+22>1}
fweRS | Vi>—1)
Dom(fog) = R{.

)
S
3
o
Il

)
S
3
o
Il

)

S
AAE\AA
- = = = =

@)
s

I

Veamos ahora la imagen de x

(fog)x) = f(g9(z))
f(Vzr +2)
5—+vVr+2-—1.

Por lo tanto
fog: Rf — R

r — bh—/Vr+1
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Ejemplo 118 Sean f y g dos funciones definidas por

f: 0,4 — R
[

3r+4 si x€][0,2
x € [2,4]

v f(x):{xﬂ i 2,

g: [2,12] — R*

¥? si x €25

v 9(9“"):{ 4 si ze€[5 12
Determine (g o f)

Solucién: Primero veremos su dominio

Dom(go f) = {xz € Domf | f(x) € Domg}
Dom(gof) = {re(04 | f(z)e[212]}

Para el primer caso z € [0, 2] tenemos

lo cual ocurre siempre.
Para el segundo caso z € [2, 4] tenemos

2 < fz) < 12
2<zx+1<12
1< <11

lo cual ocurre siempre. Luego
Dom(go f) = [0,4].
ahora calcularemos la imagen por la compuesta
Primer caso: Sea x € [0, 2]
(go f)z) =93z +4)
Caso 1A) 3r+4 <5 & x < 3.

g3z +4) = (3x +4)?

lo cual esta definida en el intervalo [0, 5.
Caso 1B) 3:)3—|—425(:>x2%
g(3r+4)=4

esta definida en el intervalo de [3, 2
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Segundo caso: Sea = € [2,4]
(go f)(x) =glr+1)
Caso2A) z+1<bex <4
gx+1) = (z+1)
en el intervalo [2,4]
Caso2B) x+1>5< x >4, luego x =4
9(f(4)) = g(5) = 4
(Br4+4)* si 0<z <3
(go fllz) = 4 si s <z<20x=4
(x+1)?2 si 2<x<4
O

Ejemplo 119 Sean f y g dos funciones,

f: R — R
f(x):{\/x_l st x>1

T st z<1

X

—
g: R — R
—

X

2 st x>0
2041 st <0
Determine (g o f)

Solucion: Primero veremos su dominio

Dom(go f) = {x € Domf | f(x) € Domg}
Dom(go f) = {zeR | f(z) eR}
Dom(go f) = R

Veremos a continuacién la imagen.

(g0 f)(x) = g(f(x))

Para el primer caso z > 1 tenemos
9(f(@)) = g(Vx — 1)
pero tenemos que vx — 1 > 0, luego se tiene que:

WD) = (Va—1)P =o—1
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En el segundo caso tenemos que x < 1 luego
(g0 f)(@) = g(f(x)) = 9(=°)

Debemos analizar
Caso A) z° > 0 < z €]0, 1], luego tenemos que

o(a%) = (2 = 2°
Caso B) 23 < 0 <= 1 €] — 00, 0], luego tenemos que
g(z*) = 22° + 1
Asi tenemos

r—1 st x>1
(go f)(z) = 20 si x €]0,1]
20341 si <0

3.4.2. Ejercicios Propuestos

1. Sea f: A C R — R. Determine el conjunto A igual al dominio maximo de f y el
recorrido para ese dominio.

—2

8

0) fla) =22
b) flz) =vI—a?
¢) flz)=2*+x—1
d) f(z) = Fn

e) f2) = /5t

f) fla) = Yo

2. Dadas las siguientes funciones
f: R—{0} —R y g: [-1,1] —R
N \% r — 1 — 22
Determine:

a) Dom(go f)
b) (go f)(x)

3. Dadas las siguientes funciones
g: R — R
. _ 2 . <
f: R={0} —R vy - g(x):{l x? st |x| <1

. '_)|x£2| 241 si |xz]>1

Determine (g o f)
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4. Exprese la funcién f(z) = /(z + 2*)? como la composicién de tres funciones bdsicas.
5. Encuentre una funcién h(z) de manera que (g o h)(z) = x siendo g(x) = Va2 + 1
6. Sean f(z) =22 -1y g(x) =3z + 5 encontrar (fog)(z)y (go f)(x).

7. Sean f y g funciones tales que f(x) = I%H y g(x) =
Sea

fle+h)—(fog)(z+h)

(f - 9)(w + h) — L2

A(h) =

a) Calcule A(h) en funcién de h y x.
b) Calcule A(1) y A(—1).
c¢) Graficar la funcién
f: R—R
x> |z — 1|+ |2z + 3|

8. Graficar f(r) = —

|z| =1

9. Sean f y g funciones definidas en R por

flz) = {x+1 s >1

2—-1; z<1

() = 2x +3 ;<2
g - 202+ —-3 ; z>2

Encontrar (g o f)(x)

3.4.3. Funciones Crecientes y Decrecientes

Definicién 37 Sea f: A — B una funcion real.
Se dice que:
a) f es creciente en A si solo si

(Va,b € A)(a <b= f(a) < f(b))
b)f es decreciente en A si sdlo si

(Va,b e A)(a <b=> f(a) > f(b))
c)f es estrictamente creciente en A si solo si

(Va,b € A)(a <b= f(a) < f(b))
d)f es estrictamente decreciente en A si sdlo si

(VYa,b € A)(a < b= f(a) > f(b))
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Ejemplo 120 La funcién f(x) = /x con n € N es estrictamente creciente, pues
(Vo,y € RY)(z <y = x < /y)

Ejemplo 121 La funcion f(x) = mx + b es estrictamente decreciente si m < 0.
Sean u,v € R entonces se tiene que:

U< U= mu > mu
mu-+b >mv-+b

flu) > f(v)

Andlogamente si m > 0 entonces f es creciente.

2 2

Ejercicio 122 La funcion f(x) = x* es estrictamente creciente en RY y la funcion —x* es

estrictamente decreciente en R

Propiedad 51 Si f y g son funciones estrictamente crecientes tales que Rec(f) C Dom(g)
entonces g o f es una funcion estrictamente creciente definida en Dom(f).

Demostracién: Por definicién anterior sabemos que si Rec(f) C Dom(g) entonces Dom(go
f) = Dom(f). Luego sean x,y € Dom(go f) tales que < y entonces como f es estrictamente
creciente se tiene que

flz) < f(y)

y como ¢ también es estrictamente creciente se tiene

g(f(x)) < g(f(v))

luego
v <y= (g0 f)(@) <(g90°f)y)
O

Definicién 38 (Funciones Monétonas) Una funcion f : A — R se dice mondtona si
solo si es creciente o decreciente en el dominio de f

3.4.4. Funciones Biyectivas
Definicién 39 Una funcion f: A — B se dice que es inyectiva si y sélo si

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a=b)

Es decir, f es inyectiva si y sélo si todo y € Rec(f) tiene una y sélo una preimagen en el

Dom(f).
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Ejemplo 123 Seana yb en R cona # 0 y f definida por:
f: R— R
xr— axr—+b
Demostrar que f es inyectiva.
Solucion: Sean z,y € R tales que
flx)=fly) = ar+b = ay+0b
- ar = ay
e T =y
Luego f es inyectiva. 0
Ejemplo 124 Sea f una funcion definida por:
f: R—{2} — R
3x+42
T 22
Demostrar que f es inyectiva.
Solucién: Sean z,y € R — {2} tales que
3r + 2 3y + 2
= e =
f(r) = ) e~
== Bx+2)(y—2) = By+2)(z—2)
— doy+2y—6xr—4 = 3zy+2z—-6y—4
— 2y —6r = 2x— 6y
—— Yy = X
Luego f es inyectiva. m
Ejemplo 125 Sea f una funcion definida por:
f: [1,0o[— R
r— 22421 -2
Demostrar que f es inyectiva.
Solucién: Sean x,y € [1,00[ tales que
flz)=fly) = 2420 -2 = y>*+2y—2
- 22—y’ +20 -2y = 0
— (@+y)le—y)+2(z—-y) = 0
— -ty = 0
- r—y=0 V z4+y+2=0
= r=y V v+y=-2
Como z,y > 1, luego x +y > 2, por lo tanto, x + y = —2 es falso, asi tenemos que x = y,
con lo cual f es inyectiva. m
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Ejemplo 126 Sea la funcion
fr R — R

@)= ? siox>2
& V=Y 242 si x <2

Determine si [ es inyectiva.

Solucién: Sean z,y € R tales que f(x) = f(y).
Primer caso: z,y €]2, 00|

2?2 = 2
2] =yl
ro=Y

Segundo caso: z,y €] — 00, 2]

rT+2 = y+2
r =y

Tercero Caso: x €]2, 00, y €]—00, 2], para este caso, veremos si es posible que f(z) = f(y),
para ello calculemos el recorrido.
Six>2yu= f(z)
u=2><Ju==x

donde u > 0 A \/u > 2, por lo tanto u > 4. As{ tenemos que f(x) > 4,
Siz<2ywv=f(y)
v=y+2&0v-2=y

donde v — 2 < 2, por lo tanto v < 4, con lo cual f(y) < 4.
Es decir, 4 < f(z) = f(y) < 4. que es imposible, recuerde que (F' = F) =V, luego en
los tres caso la proposicion es verdadera. Con lo cual f es inyectiva. O

Ejemplo 127 Sea la funcion

f: R — R
N f(z):{\/:zg—l st x>1

T st xr<1
Determine si f es inyectiva.

Solucién: Sean z,y € R tales que f(x) = f(y).
Primer caso: z,y €]1, 0]

Segundo caso: z,y €] — 00, 1]
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Tercero caso: x €|1, 00[, y €] —00, 1], para este caso, veremos si es posible que f(z) = f(y),
para ello calculemos el recorrido.

Sixz>1yu= f(z)

u=Vr—1leu+l=x

donde v > 0Au?+1 > 1, por lo tanto u > 0. Asi tenemos que Recf; =]0, ool.

Siz<1yv=f(y)

v=yP e o=y

donde /v < 1, por lo tanto v < 1, con lo cual Recfs =] — 00, 1].

Es decir, hay elementos en comun en los recorridos, por ejemplo u = v = % Asi tenemos

que r = %, y=y %, tiene igual imagen. Con lo cual f no es inyectiva. m

Propiedad 52 Si f es una funcion estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente,
entonces f es inyectiva.

Demostracién: Supongamos que f es una funcién estrictamente creciente, es decir:
(Va,b € Dom(f))(a <b= f(a) < f(b))

y supongamos que f no es inyectiva, por lo tanto existiran a,b € Dom(f) tales que

fla)=fb) Na#b

donde
a>bVa<b=<«)

La demostracion es andloga si f es estrictamente decreciente. O

Definicién 40 Una funcion f : A — B, se dice epiyectiva o sobreyectiva si y sélo si

Rec(f) = B.

Definicién 41 Una funcion f : A — B, se dice biyectiva si y solo si es inyectiva y
sobreyectiva.

Propiedad 53 Sean f: A— B yg: B— C dos funciones. Entonces:
i) [ y g son inyectivas implica que g o f es inyectiva.
it) f y g son sobreyectivas implica que g o f es sobreyectiva.

Demostracion:
i) Sean f y g dos funciones inyectivas y z1, o € Dom(go f) = A tales que
(go f)lz1) =(go f)(z2)
9(f(z1)) = (9(f(22)))
f(z1) = f(z2)
ry = T2

ya que f y g son inyectivas.
ii) Sean f y g dos funciones epiyectivas luego el Recf = By Recg = C
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Sea x € C, como g es sobreyectiva Jy € B tal que ¢g(y) = =, ademds f es sobreyectiva,
luego 3z € A tal que f(z) = y. Entonces

(gof)(z) =g(f(z))
(gof)(2) =gly)
(9o f)z) ==
Por lo tanto Rec(go f) = C, es decir, g o f es sobreyectiva. U
Ejemplo 128 Dada la funcion g definida por
g: R—R
v g(x) = 255

Determinar si g es inyectiva y en caso de que no lo sea redefinir la funcion para que sea
myectiva.

Solucidn: Sean a,b € R tal que g(a) = g(b) entonces tenemos que

gla) = g(b)
F5 T P
a(b*+5) = bla*+5)
ab’> +5a = ba®+ 5b
ab> —ba®> = 5b—5a
ab(b—a) = 5(b—a)
ab(b—a)—=50b—a) = 0
(b—a)(ab—5) = 0
a=b V ab—-5=0
Sia=1,b=5, tenemos que f(1) = f(5) = ;. Por lo tanto g no es inyectiva.

Luego para redefinir el dominio de g de modo que sea inyectiva, se debe verificar que se
cumpla que:

a=bAab+#5
a=b A (ab>5Vab<5h)
(a=bAab>5) vV (a=bAab<b)
a>>5 VvV a*<5b
la| >vV5 Vv la| < V5
(a>vV5Va<—V5) V (=Vb<aha<+/5)

a €] — oo, —V5[U]V5, 00 V a€]—+/5,V5]

Pero —/5 v /5 pertenecen al dominio de inyectividad. Asi algunas posibles redefinicién de
la funcién

g1 [_\/5> \/5]

— R
r +—

2 +5
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ga: | —00,—V5] — R
v x2ﬁ5
g3: [V5,00] — R
v x2i5

Ejemplo 129 Sea f: R — R una funcion definida por

—x st x>0
flz) = { 22 si <0
Determinar si | es biyectiva.
Solucion:
1. Verificar si f es inyectiva.
Si z,y > 0 se tiene que
f@)= f(y)
=y
Siz,y<0
f (:Bg = fzgy)
=y
=y

169

Siz>0,y<0y f(x) = f(y), se tiene que —x = y? lo cual es una contradiccién, pues

—x < 0,y? > 0 luego no puede ser que f(z) = f(y), es decir, que si (F = F)=1V.

Por lo tanto, f es inyectiva.

2. Verificar si f es sobreyectiva.

Lo veremos en dos etapas:

a) Si z > 0, se tiene que f(z) =y = —z, luego © = —y € R y como x > 0 entonces

—y > 0, luego y < 0, Recf; =]oco,0].

b) Siz <0, se tiene que f(z) =y=2>€Rylz|=,y€R Vy>0ycomoz <0
entonces r = —,/y < 0, asi la tinica condicién para y es que y > 0, Recf, = [0, 0o|.

Luego

Rec(f)={yeR[y<0tU{yeR[y>0}=R

Por lo tanto f es sobreyectiva.

En consecuencia, f es biyectiva.
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Ejemplo 130 Sea f:R—-{0} — R—{1}

z—1

T
a) Determinar si f es inyectiva.
b) Determinar si f es sobreyectiva.

Solucién: Verificaremos que f sea inyectiva
(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a =)

Sean a,b € Domf tal que

Por lo tanto f es inyectiva.
Verificar si f sobreyectiva. Esto sucede si y solo si

Ree(f) =R — {1}

Sea y € Recf, luego existe x € Domf tal que

y = [()

y = =
ry—zv = —1
z(y—1) = -1
_ -1

x yTl

Asi tenemos que
Por lo tanto f es sobreyectiva. O

3.4.5. Funcion Inversa

Definicién 42 Sea f: A —> B una funcion, diremos que f es invertible si y sélo si existe
una funcion g : B — A tal que

(Vb € B)((f o g)(b) =b), A (Va € A)((go f)(a) =a).
La funcién g se llama funcién inversa de f y se denota por f=1.

Propiedad 54 Sean f: A— B yg: B — C funciones invertibles entonces
i) go f es una funcion invertible

(gof)y ' =f"og

i) 71 es una funcién invertible.

(fHt=f
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Demostracion: Verifiquemos la primera compuesta

(fTeg™)o(go fllx) =

La otra compuesta

(gof)o(fog™)(x) I(QOJ;)_f( g (2)))

Luego (go f) ' =1d flogt=1Id
Como fo(fy=1Idy (f™')of=Id, entonces f~! es invertible y ademds

folf™) =1Id
folf7h) =1d/o(f~)~"
f=0u"n"
Luego
h=f=("

Propiedad 55 Sea f: A — B una funcion entonces
f es invertible si y solo si f es biyectiva.

Si f es biyectiva la inversa estd definida por

f7': B— A,
y— ()

donde f~(y) = x es el winico elemento en A, tal que y = f(z).

Demostracién: =) Supongamos que f~! existe, entonces se cumple que Dom(f~') = By
para todo elemento en su dominio se tiene que, si x = y, entonces f~1(z) = f~(y).

Ahora el Dom(f™') = B si y sélo si el recorrido de f es igual a B, es decir, f es
sobreyectiva.

Demostraremos que f es inyectiva y para esto se debe cumplir que

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a=10)
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Sean a,b € A tal que f(a) = f(b) por la primera hipétesis f~! es funcién. Luego

7 (f(a)) ZJ)“l(f(b))

Por lo tanto f es inyectiva.

Dado z € A, luego f(z) € B y por lo tanto x = f~1(f(z)), con ello f~'es biyectiva.

<) Supongamos que f es biyectiva y f~! = {(x,y) € B x A | (y,x) € f} la relacién
inversa, por ser f epiyectiva tenemos que Dom(f~') = B, entonces debemos demostrar que
si (z,w) € f~'y (z,t) € f~! entonces w = t.

Como (z,w) € f~'y (z,t) € f~! entonces (w,z) € f y (t,z) € f. Es decir,

pero f es inyectiva se tiene que

U
Observacion: Sea f : [a,b] — [¢, d] una funcién invertible y f~' : [¢,d] — [a, b] su funcién
inversa, entonces las gréaficas y = f(z) e y = f~!(z) son curvas simétricas con respecto a la
diagonal y = z.

Ejemplo 131 Sea
f: A— B
r— Vad—1"~
Determine el dominio mdximo de f y el recorrido de modo que sea biyectiva y luego determine

=

Solucién: La funcién tiene como dominio el intervalo [1, co[ pues

»X2—-1 > 0
> 1 [y
z > 1
Su recorrido queda determinado por
-1 =y /0%y >0

-1 =y
3,2
o=y +l Jy
xr = Jy*+1
Entonces el recorrido de f es el intervalo [0, co].
Ahora debemos verificar si f es inyectiva, para esto se debe cumplir que

(Va,b € A)(f(a) = f(b) = a=1b)
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Sean a,b € Domf tal que f(a) = f(b) luego

-1 = V=T (7

ad—-1 = B¥-1 /+1
ad = /¥
a = b

Por lo tanto f es inyectiva.
Si B = [0, 00[, entonces [ es sobreyectiva. De este modo tenemos que f es biyectiva y la
inversa de f y queda determinada por

[t [0, 00[— [lioo[

r— [l x)=Va?+1

Ejemplo 132 Sea
fi+A — B

x — —L

11—z

Determine A, B mazimales tales exista f~' y en cuyo caso determine

Solucién: El dominio de f es el intervalo | — oo, 1] pues

11— > 0
1 > «

El recorrido de f es

y = \/lffx /0%y >0
=

y? =
y?—yPr = 1
yz;l = z, y#0
Rec(f) =|0, 00|
Veremos si f es inyectiva.
fla) = f(b)

1 —
1-b

Ta
> SN e
| Il
Q=
iy
| (=l
Q
~ T
—~
[N}

El recorrido ya esté calculado y es Recf =|0, +oo[, luego f es sobreyectiva.
En consecuencia f es biyectiva.
Entonces existe la inversa de f y esta dada por:

f71:0, 400 —] — o0, 1] ;
v () = T
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Ejemplo 133 Sea la funcion

f: R — R

2 siox>2

v f(x):{x+2 st ox <2

Determine la inversa de f.
Solucion: Por ejemplo 126 tenemos demostrado que f es biyectiva.
f1:' R — R
N f(:)s):{ Ve o osiox>4

r—2 st v<4

O

Definicién 43 (Funcién Periédica de Periodo p) Sea f : R — R una funcion yp > 0
diremos que f es una funcion periodica de periodo p, siy solo si p es el menor niumero positivo
que cumple

fle+p)=flz),Vr eR
Observacién: Con ésta propiedad tenemos que:
f(0+p)=f(0)=f(p)

f@2p) = fp+p) = f(p)
f0) = f(=p+p) = f(-p)

Definicién 44 (Funciones Pares e impares) Sean A, B dos subconjuntos de R tales que
(Vxe A)(—x € A) y f: A—> B una funcion. Se dice que

1. f es par siy sélo si (Vo € A)(f(—x) = f(z))
2. [ es impar si y sélo si (Ve € A)(f(—x) = —f(z))

Ejemplo 134 Dada la funcién real f : R — R, definida por f(z) = 4x* — 32% + 8.
Demostrar que f es una funcion par.

Solucidén: Sea x € R tal que
f(=z) = 4(—2)" = 3(—2)* + 8 = 42" — 32* + 8 = f(x)
Luego f es una funcion par. 0

Ejemplo 135 Dada la funcién real f : R — R, definida por f(x) = 32° — 423 + 2z.
Demostrar que f es una funcion impar.

Solucidén: Sea x € R tal que
f(=2) =3(—2)° — 4(—2)* + 2(~2) = —32° + 42° — 22 = — f(2)

Luego f es una funcién impar. m
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3.4.6. Ejercicios Propuestos

1. Para cada una de las siguientes funciones.
i) Determine el dominio y el recorrido

ii) Determine si son inyectivas y sobreyectivas. Si no lo son, redefinirlas, de modo que
sean funciones biyectivas.

2. Demuestre que
fi: R—R
x+— 28

es una funciéon inyectiva

3. Sea
fi]-1,1] —R

Determine si f es biyectiva.

4. Sea

fz) = 3z st —1<z<0
] 2 st 0<ax<?2
a) (Es f inyectiva?. Justifique.

b) Encuentre f~1(x).

¢) Grafique y = f~!(x)

__ bz+3
5. Sea f(x) =223
a) Determine si f es una funcién biyectiva. Justifique.
b) Si es biyectiva, calcule f~!(x).

6. Sea f(x) = 2% + x + 3. Determine el dominio y recorrido de manera que f sea una
funcién biyectiva y calcule f~1(z).
7. Sea
fz) = 1—=zx st 2<zx<0
]l 24+Vr st 0<az<2

Determine un conjunto B C R tal que f sea biyectiva.
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8. Sean f:R — R y g:R —R
r — 22+ 3x r — 3z +1

a) Demuestre que g es biyectiva.
b) Encuentre una funcién h indicando su dominio tal que go h = f.

c) ;Es f biyectiva? Si no lo es restringir f de modo que sea biyectiva y encontrar
=
3.5. Funciones Exponenciales

Teorema 56 Sea a € RT, x € R entonces existe una funcion f : R — R tal que
f(z) = a”

y cumple con las siguientes propiedades.
Sean a,b € RT y x,y, € R. Entonces

1. a°=1
2. @tV = g%V
5, = — g
4. a = (a")? = (a¥)"
—z _ 1
9. a™" = o7
6. (ab)® = a™b"
7. (3 =%
8. 810 <a <1 entonces f(x) = a® es una funcion decreciente.

9. Sia>1 entonces f(x) = a® es una funcion creciente
Definicién 45 Esta funcion se llama funcion exponencial en base a y se denota por exp,

Su gréfica es la siguiente:
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Ejemplo 136 Algunos ejemplos numéricos
1. (3%)(3%) =331 =37
2. L =253 =2

3.5.1. Funciones Logaritmicas

Teorema 57 Sea a € Rt — {1} entonces la funcidn exponencial en base a es biyectiva, por
lo tanto existe la funcion inversa.

Definicién 46 La funcion inversa de la exponencial en base a se llama funcion logaritmo
en base a y la denotaremos como log,, es decir:

log, =y <= exp,(y) ==
Sia € RT — {1} podemos definir la funcién como:

log,: Rt — R
x+—log,(x) =y

Las Grafica correspondiente son:

2 + 2 +

-2 4
O<axl1 a>1

Ejemplo 137 De algunos cdlculos numéricos

1. logyy 10® = 3, pues 103 = 1000

2. log, 1 =0, pues 2° =1
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Propiedad 58 Sean a € Rt — {1}, 2,y € RT,r € R entonces

1. log,(zy) = log, = + log, y

2. log, (%) = log,x —log,y

3. log,(x") = rlog, x

4. log,(1) =0

5. log,(a") =r

6. log,(z) =log,(y) &=z =y

7. 510 < a <1 entonces log, es una funcion decreciente.
8. Sia > 1 entonces log, es una funcion creciente

Demostracién: Sea u = log, v y v = log, y entonces a* =x y a’ =y
Para (1) tenemos que

log, (y) = log,(a"a") = log, a** = u + v

Luego
log,(zy) = log, = + log, y
En (2)
x _ _
log, (—) =log,(a"a™") =log,a" " =u—wv
)
log,, (f) =log,x —log,y
)
En (3)

log, " = log,(a")" =log, a™ = ru

log, " =rlog,

O
Las propiedades siguientes quedan como tarea para el lector.
Ejemplo 138 1. log,, 2%y = 2log,qx + log,, ¥y
2. logy = =logya™t = —log, @
0

Teorema 59 (Cambio de Base) Sean a,b € R — {1},z € R, entonces
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Demostracién: Sea u = log, x,v = log, z, entonces a" = x y b’ = x asi tenemos que

at = b
log,a" = log,b"
u = wvlog,b
log,x = log,xlog,b
log,z = log,
Spl = log, b
O
Ejemplo 139 Resolver la siguientes ecuaciones
1. y =log,8.
Luego 2Y =8, por lo tanto y = 3.
1
2. lOga 6 — 4.
Lo cual significa que a* = %, de este modo se tiene a = %
3. log, z = —2.
Traduciendo tenemos 372 =y, luego é =1.
m

3.5.2. Ecuaciones Exponenciales y Logaritmicas

Una ecuacion que contiene una o mas funciones logaritmicas con una o mas incognitas
se llama ecuacién logaritmica. Andlogamente para las ecuaciones exponenciales.

Ejemplo 140 Resolver la ecuacion
log(z — 2) +log(x + 1) + 1 = log 40
Solucion: Primeros veremos la restriccién, esta son,
r—2>0ANz+1>0

Entonces R = [2,400]
Ahora despejemos la variable, teniendo presente las propiedades de logaritmo

log(x —2) +log(x+1)+1 = log40

log(x —2) +log(x+ 1) +1log10 = log40

log(z — 2)(x +1)10 = log40
(x—2)(x+1)10 = 40

(x—=2)(x+1) = 4

2?—r—-6 = 0

(x+2)(x—3) = 0
r=-2 V x=3

pero x = —2, por restriccién no es admisible. Por lo tanto el conjunto solucién es {3}. 0
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Ejemplo 141 Resolver la ecuacion
log2 + log(4* 2 4+ 9) = 1 +log(2° 2 + 1)
Solucion: Veamos el conjunto restriccion
47249>0A2"%+1>0

Entonces R = R.
Luego resolviendo la ecuaciéon nos queda

log2 +1log(4*2+9) = 1+log(2"2+1)
log2(4"2+9) = log10(2*72+1)
24724+ 9) = 102" 2+1)
220 —20-2°4+64 = 0

Consideremos la variable auxiliar u = 2%, reemplazando obtenemos la ecuacién cuadrati-
ca.

u? —20u+64 = 0
(u—16)(u—4) = 0
u=16 V u=4
2*=16 VvV 2*=4
r=4 V x=2
Luego el conjunto solucién de la ecuacién es {2,4} u

3.5.3. Inecuaciones Exponenciales y Logaritmicas

Debemos tener presente que para resolver inecuaciones con logaritmo o exponenciales
es importante recordar que cuando la base es menor que 1, exponencial y logaritmo son
decreciente y en el caso que la base sea mayor que 1, se tiene que es creciente.

Ejemplo 142 Resuelva la siguiente inecuacion
1og%(log5(9:2 —4) > =2
Solucién: El conjunto restricciéon para la inecuaciéon cumple con:

22—=4>0 A logg(z?—4)>0
2>4 A 22 —-4>1
lz| >2 A Jz| > V5
Luego z €] — oo, —V/5[U]V/5, +00[= R.

Ahora resolvamos la inecuacion,

logi(logs(a? —4) > =2 /exps |
logy (e —4) < (1) /expy 1
2?2 —4 < 57
le] < VH9+4
-V +4 <zx< V544
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Luego el conjunto solucién es:

S =] — V59 +4,V5 + 4NR =] — V5% + 4, —V/5[UV5, V57 + 4.

0
Ejemplo 143 Resolver la inecuacion
logs, (9z) + logs(z”) < 2
Solucién: El conjunto restriccién de la inecuacién es RT — {3}
logs, (92) +logs(2%) < 2
log5(9x
e
og: 0g3 T
logz 3+log§x + 3 log?)('r) S
Sea u = logs = entonces
2+u
ML 3u < 2
2u4-3u? < 0
1+u S 0
Resumamos en una tabla
-1 -2/3 0
I4+u | —| 0 |+ + +
U — — — 10|+
2+ 3u| — -1 0 |+ +
— + — +
Luego tenemos u < —1 V —% < u < 0, reemplazando
loggz < —1 Vv —2 <loggz <0 /exps b
<31 v 3i<z<l1
Pero, por restriccion tenemos que z > 0y x # % entonces
1 1
O<zrz<-= V <zr<l1
3 /32
El conjunto solucién es
1 1
S:}o,g{u {332,1}

Ejemplo 144 Resolver la inecuacion

log%(x2 -1)<2
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Solucion: Primero veremos la Restricciones
2—1>0

(r+1)(x—1)>0
Por lo tanto
x €] — o0, —1[U]l,+00[=R
Veremos los elementos que la satisface

log% (2% —1

/exp |
2

S Owlr N

T
{E2
+

(z— P

|
N

w\a VIV IV A
+
8

3.5.4. Ejercicios Propuestos

1. Exprese como un solo logaritmo.

a) 3logs + +logs —log15

b) 1+ logsa+ 5logga® — 4logsa®

¢) 2logy — 1 log(c — ) + Llog(z — 2y + ¢)
2. Resolver las siguientes ecuaciones.

a) 7 -7 8 =0

b) 22:(:+1 + 2:(:+3 =10

¢) 5%*2 4+ 1 = (10 + 5%)5*

10* —107*

d) ——— =1
) 10¢ + 10— 3

e) % T 2_7 (x—l)_log4

9 8 ~ log8
f) loga® 4+ log?z +6 =0
g) (logyx)(logyx +1) =2

182
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h) log(7z — 9)? + log(3x — 4)? = 2

i) 3logsx —logs 32 = 2logys(5)

7) logs(5* —7) —logy; 324 =2 —x

k) log /7 — z) = log 1/log(100) + 10 — log v/x + 1
1) logi (log,(|z| — 1) =2

m) log, j3(x) + logg(z) =1

n) log,(52%)(log; 7)* = 1

3. Resolver las siguientes ecuaciones.

a) o’ a® = a**! cona# 1,a € RY
b) a2 = ¢5=3 con a €]1, 00]
)
)

¢) b6 = b7 con b €]0, 1]

p logyx  2log,x

(logya)?  log,pa (log 3z z)(log, ) con a # 1,a €

+ (logy, )(10g1/2 2z) =0
4. Resolver las siguientes inecuaciones.

logi (2% — 1) <2

)
N

)

b) logs(z? — 3z —4) < 1

¢) loge (z(4 — 1)) <1

d) 10g4:): + log,(z + 1) < log,(2x + 6)
)

e) logy @ +log; p(27) > 1

) logy(z — 3)

log, x
g) logy(logi(z* — 1) —logi(z +1)) <0

<2

5. Hallar la funcién inversa de

y =log,z —logy(1+xz), b>0
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6. Demostrar que

logy(vVr+2—+Vz+1)=—log,(Vor+2+ vz +1)

7. Resolver el sistema

1
logy x log—2 + logy y = logyx

xT

log, xlogy(z+y) = 3loggx




Capitulo 4

Trigonometria

4.1. Introduccion

En este capitulo trabajaremos con las funciones trigonométricas que corresponden a la
funcién seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante, que en sus inicio estaba de-
finida como proporciones en un triangulo, de este hecho proviene el nombre de trigonometria
(medida tridngulo)

Un concepto importante para introducir las funciones trigonométricas es el de angulo,
que es una figura geométrica plana que consiste en un sector del plano limitado por dos
semirectas con el punto extremo en comtn. Para medir un angulo, situamos el punto extremo
en el centro de circunferencia y uno de los lados en el semi-eje positivo X, decimos que el
angulo es positivo si se mide en sentido del contrario al movimiento del manecillas del reloj
en caso contrario negativo.

Existen varias formas de medir un angulo, entre las mas conocida estan: Radianes, Sexa-
gesimal y Centesimal, cada una de ella consiste en dividir, la circunferencia en 27, 360 o 400
partes iguales respectivamente.

Propiedad 60 Sean o, 3 € R, donde 3 es el dngulo medido en grados sexagesimales y a el
angulo medido en radianes entonces
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Observacién: Por medio de esta relacién obtenemos

180« 70

0
™ 180

4.2. Funciones Trigonométricas

Sea C la circunferencia unitaria de centro en el origen, es decir, de centro en C' = (0,0)
y radio 1, entonces la ecuacién que la define esta dada por :

4yt =1
Asi tenemos que
C = {(zy) €R |22+ y? 1}

Algunos puntos distinguidos de la circunferencia unitaria son (1,0), (0,1), (—1,0), (0, —1)
(0,1)

(—1,0) (1,0)

(07 _1)

Sea # un angulo, ubiquemos el lado inicial en el semieje X, luego el lado final del angulo
0 interseca la circunferencia en un punto, la primera coordenada se denota por cos(), y la
segunda por sen(6).

(cos(8),sen(h))

De esta manera se definen las funciones primera funciones trigonométricas.

Definicién 47



CAPITULO 4. TRIGONOMETRIA 187

1. La funcion seno, esta definida por:

sen : R — [-1,1]
0 — sen(6)

donde sen() representa la seqgunda coordenada del punto de interseccion del lado final
del angulo 0 con la circunferencia.

2. La funcion coseno, esta definida por:

cos : R — [-1,1]
0 +—— cos(f)

donde cos(0) representa la primera coordenada del punto de interseccion del lado final
del angulo 0 con la circunferencia.

Los puntos distinguidos de la circunferencia nos permiten calcular algunos valores dados
a continuacion:

(1,0) = (cos(0°),sen(0°))

(0,1) (cos(90°), sen(90°))

(=1,0) = (cos(180°),sen(180°))
1 ), sen(

: )
(0,—1) = (cos(270°),sen(270°))
(1,0) = (cos(360°),sen(360°))

Podemos ordenar estos resultados en la siguiente tabla

Valor de seno y coseno en ciertos dangulos
0 0° = 90°= 35 | 180° = | 270° = 37“ 360° = 27
sen(0) 0 1 0 -1 0
cos(f) 1 0 -1 0 1

Otros valores los podemos calcular, al dibujar un cuadrado de lado a en el primer cua-
drante.

(a,a)

Como el punto pertenece a la circunferencia tenemos

a?+a®=1
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y por lo tanto a = @, pero ademads el dngulo « es 7/4, con lo cual tenemos que

SRV SRV
COS<4) o sen(4) 2
Ahora bien, este cuadrado lo podemos situar en diferentes cuadrante y ello nos permite
calcular otros valores.
Para calcular otro valores usamos una propiedad de los tridangulos equilateros, los angulos
son todos iguales y la alturas son mediana.
Consideremos un tridngulo equilatero, con lado de longitud 1 y el a&ngulo interior o = 60°,

luego usando pitagoras tenemos que la altura mide @

Luego ubicamos el triangulo en la circunferencia unitaria y teniendo presentes la longi-
tudes, obtenemos que las coordenadas tiene los siguiente valores:

T \/_ T
w(E) -2 ()}

Realizando un reemplazo similar, es decir, mirando el triangulo desde el otro vértice

obtenemos
cos (T) = % sen (T) = V2
6/ 2 6/ 2
como resumen de los valores obtenidos hasta el momento ellos son:

sen | 0°=0 30"5% 4505% 6005% QOOEg
V0 Vi V2 V3 V4
2 2 2 2 2
CoS 90°Eg 60°E§ 45°E§ 3005% 0°=0

Las grafica de las funciones seno y coseno son:

2 + 2 +

sen(6) , | cos(f)
AN ANVANVANY/\WAY
9 6 — 3\/é 9\ \—;/—6 —_1*\?:/6&/
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Observacién: Ya que la ecuacion de la circunferencia unitaria esta dada por:
1,2 + y2 —

y ademds x = cos(f) e y =sen(d), son las coordenada de un punto de la circunferencia,
podemos reemplazarlas en la ecuacion de la circunferencia y obtenemos

(cos(9))* + (sen(6))* = 1 (4.1)
Despejando una de las funciones tenemos en
cos?(6) + sen?(0) = 1
Obtenemos:

cos?(f) =1 —sen?(6) ; sen?(0) =1 — cos?(f)

| cos(f) |= /1 —sen?(f) ; |sen(f) |=+/1— cos?(0)

Observacién: La funcién seno es una funcién impar y la funcién coseno es una funcién par,
para ello sea a € R, luego consideremos los siguientes valores:

(21, y1)

(0%

—

(z1, —11)

Claramente tenemos que
(z1,91) = (cos(a),sen(a));  (x1, —y1) = (cos(—a),sen(—a))
de lo cual tenemos que
cos(—a) = cos(a), sen(—a) = —sen(w)
Propiedad 61 Sea a € R, entonces tenemos
1. cos?*(ar) + sen?(a) =1
2. cos(—a) = cos(a)

3. sen(—a) = —sen(a)
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Definicién 48 Una igualdad funcional que contiene funciones trigonométricas en el domi-
nio comun es llamada una tdentidad trigonométrica.

Teorema 62 Sean o, 3 € R? tenemos que:

cos(a+ ) = cos(a)-cos(f) — sen(a) - sen(/3)
cos(a — ) = cos(a) - cos(f3) + sen(a) - sen(S)

Demostracién: Sean o, 3 € Ry P,Q, R € R?, pertenecen a la circunferencia unitaria, tales
que « es el angulo que termina en el segmento C'P y 8 que se encuentra entre los segmentos

CQyCP.

Por lo tanto el déngulo que termina en el segmento CQ es a+ By escogemos R de modo
que el angulo que termina en CR es —f3.
Ademas si tenemos presente que la funcién seno es una funcién impar y coseno una

funcion par. Luego tenemos

P = (cos(a),sen(c))
Q = (cos(a+f),sen(a+ f))
R = (cos(—B),sen(—B)) = (cos(—F), sen(—B)) = (cos(8), —sen(5)

Recordemos que la distancia entre dos puntos esta dada por:

dist(P,Q) = /(z/ — )2 + (v — y)?

Basandonos en que el arco 6’@ mide le mismo angulo que el arco PR de la circunferencia
unitaria, luego sus distancia al cuadrado son iguales tenemos dist*(C, Q) = dist*(P, R), las
veremos por separado

dist*(C,Q) = (1 —cos(a+ 8))*+ (0 —sen(a + B))?
= 1—2cos(a+ fB) + cos*(a + B) + sen?(a + B3)
= 1—2cos(a+fB)+1
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Note que sen?(v) + cos?(y) = 1.
La otra distancia

dist?(P,R) = (cos(a) — cos(B))? + (sen(a) + sen(B))*
= cos’(a) — 2cos(a) cos(B) + cos?(B) + + sen®(a) + 2sen(a) sen(B) + sen®(3)
= —2cos(a)cos(f) + 2sen(a) sen(f) + 2

Igualando tenemos

dist*(C,Q) = dist*(P,R)
2—2cos(a+ ) = —2cos(a)cos(f) + 2sen(a)sen(S) + 2
cos(a+ ) = cos(a)cos(f) — sen(a)sen(p)

Con lo cual hemos obtenido
cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sen(a) sen(p)

Ademads, podemos obtener

1) cos(§ + ) = —sen(B) 2) cos(§ — B) = sen(f)

3) cos(m — ) = —cos(B) 4) cos(m+ ) = —cos(p)
5) cos(% + ) = sen(s) 6) cos(% — §) = — sen(d)
7) cos(2m — B) = cos(3) 8) cos(2m + ) = cos(p)

La demostracién son directa de aplicar la identidad del teorema anterior y los valores
conocidos de las funciones y coseno

Teorema 64 Sean o, 3 € R? entonces tenemos que:

sen(a+ ) = sen(a)-cos(f) + sen(fB) - cos(a)
sen(av — 5) = sen(«) - cos() — sen(fB) - cos()

Demostracién: En la parte (2) del corolario tenemos que cos(; — ) = sen(/3), realizando
es cambio de variable a = § — 8 tenemos

cos(a) = sen (g - a)
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Y esto nos permite calcular:

sen(a + ) = cos

Ademas

sen(a — f) = sen(a+ (=p))
= sen(a) cos(—f3) + sen(—p) cos(a)
= sen(a) cos(B) — sen(f) cos(«)

Corolario 65 Sea 3 € R?, entonces tenemos que se cumple:

1) sen(3 + B3) = cos(f3) 2) sen(j — ) = cos(B)

3) sen(m — ) = sen(p) 4) sen(m + ) = —sen(f)
5) sen(¥ + ) = —cos(B) 6) sen(3 — ) = —cos(f)
7) sen(2m — ) = —sen(p) 8) sen(2m + ) = sen(B)

Observacion: Tenga presente que cos(2a) es distinto de 2cos(a), de la misma manera
sen(2a) es distinto de 2sen(«), es decir

cos(2a) # 2 cos(a) sen(2a) # 2sen(a)
lo que si es verdadero es
Propiedad 66 Sea o € R?, entonces tenemos que se cumple:
cos(2a) = cos?(a) — sen?(a) = 1 — 2sen?(a) = —1 + 2cos*(a)
Demostracién: Sea 3 € R?,

cos(2a) = cos(a + «)
= cos(a) cos(ar) — sen(a) sen(«)
= cos?(a) — sen’(a) (1)
= (1 —sen?(a)) — sen?(a)
1 — 2sen®(a) (2)

o de otra forma

cos(2a) = cos*(a) — sen?(a)
= cos?*(a) — (1 — cos?(a))
= 14 2cos’(a) (3)
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O
Observacién: Para conocer otros valores de las funciones trigonométricas seno, coseno po-
demos usar las identidades trigonométricas obtenidas.

Ejemplo 145 Calcule el valor de sen (IF)

Solucidn: El calculo lo podemos realizar en grados o radianes

sen (%) = sen(210°)

sen(m + %) = sen(180° + 30°)

sen () cos(%) + sen(%) cos(m) = sen(180°) cos(30°) + sen(30°) cos(180°)

Como sen(m) = 0 y cos(—1) reemplazando obtenemos

sen(m + 6) = sen(m) cos(g) + sen(g) cos()

= 0- cos(%) + sen(%) -—1
T
= —sen(g)

1

2
Ejemplo 146 Calcular

(%) = (5)
coS 12 , sen 12

Solucion: Para ello usamos un desarrollo similar, solo hacemos notar que

luego tenemos

() = oo (Z)n(3) s () ()

con lo cual obtenemos
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Para el otro valor tenemos,

(1) = =
sen 12 = Ssen

con lo cual obtenemos
( T ) V6 — 2
sen | — | = ———.
12 4

Ahora definiremos las otras funciones trigonométricas
Definicién 49

1. La funcion tangente
tg A — R
sen(q)

a — tgla):= cos(a)

DondeA:R—{a€R|a:(2k+1)%, kelZ}.

2. La funcion cotangente se define de la siguiente manera:

cot : B — R
a +— cot(a):= ggzgg;
Donde B=R—-{a€R|a=kr, keZ}
3. La funcion secante
sec : A — R
a — sec(a):= cosl(a)
DondeA:R—{a€R|a:(2k+1)%, kelZ}
4. Y por ultimo la funcion cosecante
csc : B — R
a — csc(a) = senl(a)

Donde B={a€R|a=knr, keZ}

Las graficas de esta funciones son las siguientes:
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w
o +
o +

Propiedad 67 La funcion tangente al igual que la funcion seno es una funcion impar,

tg(—a) = —tg(a)

ademds tenemos tg(a) + tg(B)
_ Bl Tis
to(a+0) = 7= tg(a) te(f)

Demostracién:
1. Tomemos tg(—a) tenemos:

) = sen(—a) _ —sen(«) _ _sen(a) — el
te(—) cos(—a) cos() cos() te(a)

Ademas podemos obtener la siguiente formula
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2.
_ sen(a+ )
te(a+5) = cos(a + )
_ sen(a) cos(3) + sen(f3) cos(a)
~ cos(a) cos(B) — sen(a) sen(f3)
1
Amplifiquemos por M, entonces
cos(a) cos(B)
sen(a) cos(3) + sen(3) cos(a)
B cos(a) cos(p)
tela+f) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(f3)
cos(a) cos(f3)
sen(a) cos(8) | Sen(f3) cos(a)
B cos(a) cos(B) COS(OZ) COS(B)
~ cos(a)cos(B)  sen(a)sen(f)
cos(a)cos(B)  cos(a)cos(B)

sen(a) | sen(p)
cos(a) + cos(3)
1_ sen(«) sen(f)
cos(a) cos(p)
tg(e) + tg(h)
1 — tg(a) tg(p)

O
Observacién: Para conocer el valor en angulo de las funciones trigonométricas seno, coseno,
tangente, cotangente, secante, cosecante, nos basta saber su valor en el primer cuadrante,
algunos de los cual podemos resumir en la siguiente tabla

Valores de funciones trigonométricas
0 s 515 ] 3
sen(d) | 0| = @ @ 1
cos(f) | 1 ? @ z 0
tg(0) |0] 5| 1]Vv3 3
cot(9) | B \? i % 0
sec(d) | 1 NG ? 3 7
cse(0) [ B] 2 =1 5 1

4.2.1. Identidades Trigonométricas

Basdndonos en las seis funciones antes definidas seno, coseno, tangente, cotangente, se-
cante, cosecante tenemos la siguiente lista de identidades trigonométricas bésicas:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

sen?(a) + cos?(a) = 1
sen(a + 3) = sen(a) - cos(f) + sen(f
sen(a — ) = sen(«) - cos(f) — sen(f
cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sen(a
cos(a — 3) = cos(a) - cos(f) + sen(«
sen(2a) = 2sen(«) cos(a)
cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)
cos(2a) = 1 — 2sen?(«)
cos(2a) = 2 cos?(a) — 1
sen(g) |= /e
| COS(%) |: cos(g)-l—l
| sen(a) |= /1 — cos?(«)
| cos(a) |= /1 — sen?(«v)
tan(a) + tan(S
tan(a + ) = 7 ‘Ear)l(oz) taxg(ﬁ))
tan(a) — tan(f3

tan(a — ) = 1+ t(ar)l(a) targ(ﬁ))
tan?(a) + 1 = sec?()
tan(20) = T emg)S

cot(a) cot(f) — 1
cot(a + ) = COE(OZ) + Ezo’)c(ﬁ)

cot(a) cot(f) + 1
cot(a — ) = 00‘5((02) - 202@
1 + cot?(a) = cse(a)
cot(2ar) = CO;Z)%%()S 1
cos(a) cos(3) [cos(a — B) + cos(a + B)]

_ 1
-2
sen(a) sen(f) = %[cos(a — B) — cos(a + )]

197
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1
—2
25. cos(a) sen(f) = %[sen(oz — B) —sen(a + fB)]

‘Q

26. sen(w) + sen(f) = 2sen(%35) - cos(*57)

27. sen(a) — sen(f) = 2 cos(%3%) - sen

29. cos(a) — cos(B) = 2sen(*32) - sen(%5
0. | tan(§) |= /e
31. tan(g) = S0

: 2 1+cos(a)

32. tan(§) = 1-cos(a)

sen(a)
Ejemplo 147 Compruebe la siguiente

sen?(a)

)
28. cos(a) + cos(B) = 2cos(2EE) - cos(%5
) )

‘R

(%37)
)
)

‘R

oL

wdentidad trigonométrica

+ sen(3a) _ cot(a)

cos3 ()

Solucidén: La justificacion la haremos

— cos(3a)

comenzando por el lado izquierdo de la igualdad

y obtendremos el lado derecho, para lo cual consideremos lo siguiente, simplifiquemos las

expresiones

1.

sen(3a) = sen(2a + «) = sen(2a) cos(a) + sen(a) cos(2a)

Por identidades 6 y 7 tenemos

sen(2a) = 2sen(a)cos(a),  cos(2a) = cos?(a) — sen*(a)

entonces

sen(3a) = sen(2a) cos(av) + sen (a) cos(2ar)

= [2sen(a)cos(a)] cos(a) + sen(a)[cos® (@) — sen®(a)]
)+

= 2sen(a) cos?(a

2. Por otro lado

sen®(a) +sen(3a) = sen’(a

sen®(a

se ( )[ cos®(a) — sen*(av)]

+ 2sen(a) cos* (@) + sen(a) [ cos*(a) — sen*(av)]

)
) + 2sen(a) cos*(a) + sen(a) cos®(a) — sen®(a)

= 3sen(a) cos?(a)
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cos(3a) = cos(2a + ) = cos(2a) cos(ar) — sen(2a) sen(«)

Ocupando lo anterior tenemos

entonces

cos(3a)

cos®(a) — cos(3a)

cos(2a) cos(ar) — sen(2«) sen()
[ cos®(ar) — sen®(r)] cos(ar) — [2sen(a) cos(a)] sen(cv)

cos®(a) — sen?(a) cos(a) — 2sen?(a) cos(a)

= cos’(a) — [cos®(a) — sen®(a) cos(ar) — 2 sen®(av) cos(a)]
= cos’(a) — cos®(a) + sen’(a) cos(a) + 2 sen®(a) cos(a)

= 3sen’(a) cos(a)

Tomando en consideracién todos los resultados obtenidos y reemplazandolos en lo que desea-
mos demostrar tenemos

sen®(a) +sen(3a)  3sen(a)cos*(a)
cos3(a) — cos(3a)  3sen?(a)cos(a)
_ cos(a)
~ sen(a)
= cot(a)
Lo cual concluye la justificacion. O

4.2.2. Ejercicios Propuestos

Demostrar las siguientes identidades

L sin(x)lcos(x) - :5((;) = Silnfx;f??g)
> i?f@i t;gg) — sin(z) tan(z)

3 - f”;f)‘zzx) — cot(x) = cse()
I
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sin(3z)  cos(3z)

S5

sin(z)  cos(z)
cos(3z) = sin(3z) cot(2z
v sin(x) * cos(x) = 2cot(2z)
1 —cos(2r) an(x
S sin(2z) = tan(z).

9. cos(2r) = 1 — 2sin?*(z) = 2cos?(x) — 1

10. sin(2x) = 2sin(z) cos(z)

2 tan(x)
11. tan(2x) = ————.
an(2) 1 — tan?(x)
t2(z) — 1
12, cot(2a) = X 1
2 cot(x)

13. sin(4x) = 4sin(z) cos(z) — 8sin®(z) cos(z)

14.

(@]

os(4z) = 8cost(x) — 8cos?(x) + 1

15. cos(3z)

+

sin(2z) = sin(4z) + cos(3z)(1 — 2sin(z))
16. sin(3z) — sin(z) — sin(5x) = (1 — 2 cos(2z)) sin(3x)
17. tan?(z) + sec?(y) = sec?(z) + tan?(y)

tan(z) + cot(y) _ tan(zx)
cot(r) + tan(y)  tan(y)

18.

4.3. Funciones Trigonométricas Inversas

La existencia de la funcién inversa para las funciones trigonométricas estan basada en el
siguiente teorema:

Teorema 68
1. La funcion sen : [5F, T] — [=1,1] es una funcion biyectiva.
2. La funcion cos : [0, 7] — [—1,1] es una funcion biyectiva.
8. La funcion tan :|5¢, Z[— R es una funcion biyectiva.

Como las funciones son biyectiva existe su inversa, por razones de no confundir la inversa
con las anteriores funciones trigonométricas, es que las inversa se llama usando el prefijo
arco, ya que es un trozo o un arco de la circunferencia que se considera.

Al igual que con cualquier otra funcién debe tener cuidado el dominio en que est definida
cada una de las funciones inversas
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Definicién 50

1. La funcion arcoseno dada por: arcsen : [—1,1] — [FF, ] es la funcién inversa de la
funcion seno

2. La funcion arcocoseno dada por: arccos : [—1,1] — [0, 7] es la funcién inversa de la
funcion coseno.

8. La funcion arcotangente dada por: arctg : R — [5F, 7] es la funcion inversa de la
funcion tangente.

No olvidemos que, el decir que una funcién es la inversa de otra, nos entrega informacién,
por ejemplo:

1. sen(x) = a si y sélo si x = arcsen(a), con r € [5, ],a € [-1,1]
2. cos(z) = a siy solo si x = arccos(a), con z € [0,7],a € [—1,1]
3. tg(z) = a siy solo si x = arctg(a), con x € [5F,Z],a € R

22

Usando lo anterior obtenemos:

Trigonométricas Inversas
L V2| V3
Ol 19195 |1
™ ™ s s
arcsen(a) | 0 | 5| T | 5 | 3
s s s s
arccos(a) | 5 |3 7 | 510

4.3.1. Ecuaciones Trigonométricas

El resolver una ecuaciones trigonométricas, al igual que las ecuaciones de funciones de
nimeros reales, consiste en determinar todos los valores en el universo (restriccion) que al
ser reemplazado en la incégnitas satisfacen o cumplen la igualdad.

De otro modo, es resolver una ecuacién que contiene al menos una funcién trigonométrica
en cuyo argumento esta la incégnita.

Ejemplo 148 Resolver

2sin(z) —1=0
Solucidén: Sea = € R tal que
2sin(z) —1=0
luego despejando obtenemos
sin(x) = =
Por lo tanto,
oT
r==Vr=—
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es decir,

T 51
S—{g+2k7r,k:€Z}U{F%—ka,k‘ez}

Para resolver las ecuaciones, recurrimos a la siguiente propiedad.
Propiedad 69 Sean x,a € R entonces:

1. Sia € [—1,1] entonces

sen(z) =a siysélosi (Ik €Z)(x=2kn+ arcsen(a) Ve = (2k+ 1)m — arcsen(a))
2. Sia € [—1,1] entonces

cos(r) =a siysdlosi (IkeZ)(xr=arccos(a)+ 2krVx = —arccos(a) + 2km) .
3. Sia € R entonces

tan(x) =a siy solo si (k€ Z) (x = arctan(a) + k) .

Para poder entender la resolucién de los distintos tipos de ecuaciones con las funciones
trigonométricas nos fijaremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 149 Resolver

Ssin(z) —3=0
Solucién: Sea x € R tal que
Ssin(x) —3 =10
luego despejando obtenemos
) 3
sin(x) = R

Por lo tanto, existe k € Z, tal que

3 3
x = arcsen (5) + 2km V x = —arcsen (5) + (2k+ )7

es decir,
3 3
S = {arcsen (5) +2km, k € Z} U {— arc sen <§) + (2k+ 1),k € Z}

Ejemplo 150 Sean a,b € R constante. Comprueba que la ecuacion
sen(ax) = cos(bx)
tiene como solucion

(a—b)x:g—l—Qkﬂ v (a+b)z:g—l—2k”7r
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Solucién: Sabemos que cos(bx) = sin(Z — bx) reemplazando tenemos

2
sin(ax) = cos(bx)
sin(az) = sin (g - bx)
Usando la identidad trigonométrica
sin(ax) — sin(g —bx) = 0

5 cos (#) “in (#) _ 0

es decir,
s —} T _ b
coS <—2 +(a )x) =0 V sin <—2 (a+ )x) =0
2 2
con lo cual,
Z+(a—b)x 7 T —(a+b)x
2 - = 2 — !
s 5 +kr V 5 k'm
(a—bx = g+2k7r V. (a+bx= g + 2k"

Ejemplo 151 Resolver
sin(7x) = cos(3x)

Solucidén:
sin(7z) = cos(3x)
sin(7z) = sin (g — 3x>
. . T
sin(7z) — sm(E —3x) = 0
-3 7 2 —-3rx—7
2COS<2 v x)sin<2 ° x) =0
2 2
es decir,
COS(%—I—Q:L'):O V sin(%—Sx)zO
con lo cual,
T s T
Z+2x = §+k7r Vv Z—5x—k7r
(4k + 1)m (1 —4k)m
= /7 V — N "W
v 8 v 10
4 1 1—-4

203
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Ejemplo 152 Sean A, B,C € R*, resolver la ecuacion
Asin(x) + Bcos(z) = C
Solucién:
Asin(z) + Bceos(z) = C
4 sin(x) + B cos(z) = __c
Nyerwy:2 VAT B Nyeswy:2
Como tenemos que
A ? B 2
| | =] =1
(m) (m)
luego existe a € [0, 27| tal que
cos(av) A sin(a) B
a) = in(a) =
JerB Y VA | B?
reemplazando tenemos
4 sin(x) + B cos(z) = __c
Nyerwy:2 VAT B Nyeswy:2
cos(a) sin(z) + sin(«) cos(z) = ¢
VA2 + B2
sin(a + ) = ¢
VAR
la ecuacién tiene solucién si y solo si ‘ﬁ <1y estan dadas por
« + x = arcsin (L) + 2km V oo + x = — arcsin (L
- VEL R - VAT B

Ejemplo 153 FEncuentre todas las soluciones para la siguiente ecuacion
V3 cos(2z) + sen(27) = 1
Solucién: Dada x € R tal que

V3 cos(2x) + sen(2r) = 1

luego calculamos /1% + \/52 =2

V3cos(2z) +sen(2z) = 1 /=

N —

3 1
% cos(2x) + 5 sen(2z) =

) + (2K + 1)m

204



CAPITULO 4. TRIGONOMETRIA 205

Busquemos en una solucién de

una solucion es: a = %, es decir,

T V3 m 1
Sen (g) = 7 y sen (6) = 5
Reemplazando obtenemos

1 1
? cos(2z) + 5 sen(2x) = 3
1
sen (z) cos(2x) + cos (I) sen(2x) = =
3 3 2
(7T 49 ) 1
sen (3 v) =

Como sen (%) = % luego % = arcsen (%)

Por propiedad anterior obtenemos

g—i—Qx:%—i-Qkﬂ, keZ o g+2x:—%+(2k+1)7r, keZ

12k — 1 4k +1
x:%,kez (0] .Z':%,kez

4.4. Funciones Trigonométricas en Triangulos

4.4.1. Triangulo Rectangulo

Sean «,a,b,c € RT, tales que son las longitudes de un tridngulo rectangulo, y « es el
angulo de unos de los lados como en la figura.

-
: T
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Podemos construir una circunferencia unitaria, con centro en el dngulo @ y por Thales
tenemos

cos(a) a  cat.ady.

1 c hip.

donde cat.ady. representa la longitud de cateto adyacente e hip es la longitud de la hipotenusa
desde el angulo «.
Otra proporciones

sen(a) b
1
b cat.op.
sen(a) = 7 = hip.

donde cat.op. representa la longitud de cateto opuesto e hip. es la longitud de la hipotenusa
en el tridngulo desde el angulo «. y también tenemos otra proporciones

sen(a) b
cos(a) a
b t.op.
a cat.ady.
La otras funciones las podemos describir por las siguientes proporciones:
t.ady. hip. hip.
cot(ar) = ¢ aracy. sec(a) = — = A csc(a) = R
b cot.op. a cat.ady. b cat.op.

Los resultados anteriormente obtenidos nos sirven para poder resolver ejercicios como en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 154 FEn el rectingulo siguiente se ha inscrito la figura
T S

(83

I Q

donde RS = 1lem, RQ =2cm y el KPRT = 5. Determine o de manera que PR sea el doble
de TR.
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Solucién: De la figura anterior obtenemos
Bb=4TRS =«

Luego £ PRQ = 5 —ay £ TRS = 8 de donde tenemos

ﬁ-l—g—i—g—oz = T

Luego 8 = «. Entonces

RS 1
cos(ar) = cos(ff) = T - T
Por lo tanto )
TR =
cos(av)
Por otro lado tenemos
RQ 2
sen(a) = = = =—
PR PR
De lo cual
PR =
R sen(«)
Como debe tenerse que PR = 2T R obtenemos
2 1
=2 de lo cual, tan(a) =1
sen (o) cos(a)

De este modo tenemos o = %.

4.4.2. Ley del Seno

Sean «, 3,7 los angulos internos de un triangulos arbitrario y a, b, ¢ las longitudes de los
lados como en la figura.

Figura 4.1:

Tracemos una altura en el triangulo
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Sabemos que

y ademas

sen(m — ) = — —

pero
sen(m — ) = sen(f)
Despejando h e igualando tenemos
h = bsen(a) = asen(3)
Por lo tanto

sen(a) _ sen(f)
a b

con un proceso similar obtenemos

sen(a)  sen(y)

a C

Igualando las dos expresiones obtenemos el teorema del seno

Teorema 70 (Ley del Seno) Sean «, 3,7, a,b,c € R, los dngulos interiores, y la longitu-
des de los lados de un triangulo, como en la figura 4.1

sena  sen(f)  sen(y)
a b B c
o de igual manera
a b B c
sena sen(f)  sen(y)

4.4.3. Teorema del Coseno

Sean «, 3,7 los angulos internos de un triangulos arbitrario y a, b, ¢ las longitudes de los
lados y ademds tracemos una altura como en la figura .
Usando el teorema de pitagoras en los tridangulos tenemos

a® = h? + 2
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Figura 4.2:

y en el otro tenemos
V' =h*+ (c+z)?
desarrollando el cuadrado de binomio,
b = h® + 2 + 2cx + 2

reemplazando obtenemos
b =a® 4+ 2cx

En el triangulo rectangulo se tiene

—cos(f) = cos(m — B) = g

luego tenemos
b = a® + ¢® + 2¢(—acos(B))

Teorema 71 (Ley del Coseno) Sean a, 3,7, a,b,c € R, los angulos interiores, y la longi-
tudes de los lados de un tridngulo, como en la figura 4.2

a> = b*+c* —2bccos(a)
b = a®+c® —2accos(B)
& = a®+b* —2abcos(y)

Resolucién de Triangulos Es el proceso mediante el cual se obtiene las longitudes de los
lados y la medida de los tres angulos.

Por congruencia de tridangulo tenemos que, las tnicas cuatro posibilidades en que se
obtiene un unico tridangulo son las siguientes.

1. Dados un lados y dos angulos.
2. Dados dos lados y el angulo comprendido entre ellos.
3. Dados dos lados y el angulo opuesto al mayor.

4. Dados los tres lados.

Veamos ahora algunos ejemplos de esta situacion:
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Figura 4.3: Tridngulo

Ejemplo 155 (Primer Caso) Con las notaciones de la figura 4.3, sean a,«, 8 conocidos.
Determinar b, ¢,y

Solucién: Como o + 4+ v = 180°, luego v = 180° — a — f3.
Ademas por Ley de los Seno

sin(a)  sin(y) sin(3)  sin(7y) ‘

a c b c

de lo cual
asin(7y) asin(f)
c= — , b= — .
sin(a) sin(a)

O

Ejemplo 156 (Segundo Caso) Con las notaciones de la figura 4.3, sean a,b,~ conocidos.
Determinar ¢, o, 8

Solucién: Por la ley del Coseno tenemos
c® =a* +b* — 2abcos(y)

luego

c=+/a? + b2 — 2abcos(v)

Ademas por Ley de los Seno

asin(7y)
c

tiene dos soluciones menores que 180° y esta son

« = arcsin (M) o = 180° — arcsin (asm(y))

C C

sin(a) =

Ademas
8 =180° — a — v,

que nos entregan el mismo triangulo. O
Ejemplo 157 (Tercer Caso) Con las notaciones de la figura 4.3, sean a,c,vy, a < ¢ cono-

cidos.
Determinar b, o, 5
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Solucion: Por ley del seno y ademés %(7) < 1, luego

a Sin(v))

C

« = arcsin <

de lo cual
£ =180°—a — v

Ademas por Ley de los Seno
o © sin(()
= sin()

Ejemplo 158 (Cuarto Caso) Con las notaciones de la figura 4.3, sean a,b,c conocidos.
Determinar o, B,y

Solucidon: Por la ley del Coseno tenemos

& = a® + b* — 2abcos(7)

luego
L ar+ =
cos(y) = g
v = arc cos (M)
2ab
analogamente

b? + % — a? a® 4 —b?
a = arccos | ——— |, B = arccos [ ——
2bc 2ac

Tipos de angulos
Para poder resolver algunos problemas de planteo es necesario tener claro algunos térmi-

nos empleado

angulo de elevacion: Es el angulo formado por la linea del horizonte del observador y la
linea formada por el observador y el objeto observado sobre el horizonte.

angulo de depresion: Es el angulo formado por la linea del horizonte del observador y
la linea formada por el observador y el objeto observado bajo el horizonte.
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angulo subtendido: El dngulo subtendido por un objeto es el angulo formado por la linea
del horizonte del observador y la linea formada por el observador y el objeto observado.

A A

Elevacion Subtendido

Depresion

Suelo Suelo

Ejemplo 159 Cuando el sol esta a 25°36" sobre el horizonte un silo da una sombra de 28
metros. Calcular la altura del silo.

Solucion: Grafiquemos el problema,

h
25°36
28
Calculando tangente se obtiene que
h
tan(25°36') = —
an( ) 5%
es decir, h = 28tan(25°36') = 28 tan(25, 6°) ~ 13,4153. La altura del silo aproximadamente
es 13,4153mts 0

4.5. Ejercicios Propuestos

Valor de la funcién trigonométrica

Calcule los siguientes valores, expresando el resultado con la funcién trigonométrica eva-
luada en un dngulo en [0, 7/2].

1. cos(13™)

2. sen(127)
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3. tan(16r)
4. cot(*")
5. sec(157)
6. csc(*5er)
7. sec(*r)
8. sen(7r)
9. sec(7T)
10. tan(97)

Identidades Trigonométricas

Compruebe las siguientes identidades.

1. cos(a)sec(a) =

csc(a)

)
2. sen(«) sec(a) = tg(a)
) _
sec(a) —

cot(a)

4. (1 + cos(a))(1 — cos(a)) = sen?(a)

3.

sen(a) | cos(a)
g cse(a) + sec(a) 1

6. (tan(a) + cot(a)) tan(a) = sec?(«)
7. tan(a) cot(a) =1
8. cos?(a) — sen?(a) = 2cos?(a) — 1
9. cos?(a)(sec?(a) — 1) = sen?(a)

10. 1 —2sen?(a) = 2cos*(a) — 1

— sen()) = —2
11. (1 +sen(a))(1 (a)) sec?(a)

12. (1 —sen?(a))(1 + tan?(a)) = 1

sen(a) + cos(a)

13. cos(a)

=1+ tan(a)

14. cos(a+ B) cos(B) + sen(a + ) sen(3) = cos(«)

1 1 _ 2
15 7 + sen(q) Tz sen(a) 2sec(a)
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16. sec*(a) + csc?(a) = sec?(a) esc?(a)
17. tan(a) + cot(a) = sec(a) esc(a)

cos(a) 1 —sen(a)
1 — sen(«) cos(a)

18. = 2tan(«)

19. cot(2ar) = 3[cot(a) — tan(w)]

sen® () + sen(3a)

20- cos?(a) — cos(3a)

= cot(a)

21. csct(a) — cott(a) = csc?(a)[sen?(a) + 2 cos? ()]

1 — cos(2ar) 4 sen(2«)

22. + cos(2a) + sen(2«)

= tan(a)

23. tan(5) + cot(§) = 2csc(a)

1 — tan?(a)

24 9 + tan?(a)

= cos(2a)

25. cos(3a) = 4 cos?(a) — 3 cos(a)

2 tan(«) B
26. fan(a) + cot(a) + cos(2a) =1
sen(2a) — L
27 ( ) SeC(a> ) _ COt(Oé)

1 —sen(a) + sen?(a) — cos®(a
28. tan®(a) + 1 = sec?(a)

_ cot(a) cot(f) — 1
cot(ar) + cot(3)

29. cot(a + )

30. cos(a)cos(B) = L

(@) 3l
31. sen(a)sen(f) = 3| cos(a — §) — cos(a + f)]
32. sen(a) cos(B) = %[ sen(a — B) + sen(a + )]
33. cos(a) sen(f) = 3 [sen(a — §) — sen(a + 5)]
34. sen(a) + sen(3) = 2sen(2E2) - cos(252)
35. sen(a) — sen(B) = 2cos(%2) - sen(%52)
36. cos(a) + cos(f3) = 2 cos(2E2) - cos(252)
37. cos(a) — cos(8) = 2sen(%42) - sen(252)
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Ecuaciones Trigonométricas

1.
2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

sen(a) =1

sen?(ar) — 2 cos(a) + 1 =0
cos?(a) + 2sen(a) +2 =10
sec(a) cos?(a) = v/3sen(a)
sen(5a — 234) = cos(2a + 5%
2csc?(a) = 3 + cot?(a)
3cos?(a) = 3 — sen?(a)
2(cos?(a) — sen?(a)) =1
sec?(a) + tan?(a) = 7

csc(a) sen® (o) = $v/3 cos(a)

_2tan(a) _ 1
1+ tan?(a) = 2
1 .1
cot?(a) + @ sec®(a)
cot(a
L+ cot%(oz) T 1- se(nz)(oz)
sen(a) — #(a) =1
2 tan(a) — cot(a)
sec’ () 2+ tan(a) + cot(a)
2 _ cot?(a) —1
csc*(a) 1+ cot?(a)
2sen’(a) —1 socla
2sen(a) cos(a) (a)
sen (o) 1
csc(a) — cot(a) * sec(ar) ’
cot(a) 1

I +tan(a) 1+ cot(a)
tan?(a) = 2 cot?(a)

_1
sec?(a

= 2tan(«)

7 4sen?(a) = cos®(a) — 3
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[Resp. a € {5 +2km | k € Z}]

[Resp. a € {5 + 2km, 2 + 2kn | k € Z}]
[Resp. v € {3 + 2k | k € Z}]

[Resp. a € {§ +km | k € Z}]

[Resp. o € {35 + 2km | k € Z}]

[Resp. a € {§ +2km | k € Z}]

[Resp. o € {km | k € Z}]

[Resp. o € {38 + 2km, = + 2km, HE 4+ 2kw | k € Z}]

6
[Resp. o € {5 + km, & + kr | k € Z}]

[Resp. o € {% +km | k € Z}]

[Resp. v € {Z5 + 2km |, 35 + 2km | k € Z}]

[Resp. a € {5 + 2km, 3% + 2km | k € Z}]
[Resp. a € {5 +2km | k € Z}]

[Resp. a € {5 +km | k € Z}]

[Resp. o € {§ + 2km | k € Z}]

[Resp. o € {5 + km, 2T + kr | k € Z}]

[Resp. a € {12335 + 2k, 225 + 2k | k € Z}]

[Resp. a € {5 + 2k | k € Z}]

[Resp. o € {% + 2km, B8 4 2kr | k € Z}]

[Resp. oo € {§ + kT | k € Z}]

[Resp. o € {5 + km, & + 2k | k € Z}]
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22.

23

24.

25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

sen(a) cos(ar) = 1v/3 [Resp. o € {5 + 2km, & + 2km | k € Z}]

2sen(a) cos(ar) = cos(a)

[Resp. o € {=2% + 2km, 3% + 2km, & + 2km, 3F + 2km, 5 + 2kw | k € Z}]

—tan(a) = cos(2a) [Resp. a € {2km, m + 2km, 5 + 2k7 | k € Z}]
V3 cos(2a) +sen(2a) = 1 [Resp. o € {75 + 2km, 2% | k € Z}]
7} — tan(a) =1 —sen(2a) [Resp. o € {km, 5 + km | k € Z}]
+ tan(«)
2 cos?(z) — 3cos(z) = 2; So=1{%.%
sin(z) sec(z) + v/2sin(x) — sec(z) — /2 = 0; So={%, T
V3sec?(z) + 2tan(z) — 2v/3 = 0; So={3F, 3 Bx LK
tan(x) — sin(2x) = 0; So=1{0,%, 7,
sin(2z) + sin(4x) = 2sin(3x); So=A{0,%, %, 7,4,
tan?(x) + sec’(z) = T, So={%, % 4 5
cos(6x) — 3 cos(3z) = —2; So=10,5. % m T, %

Ejercicios de Planteo

1.

Desde un barco se observan 2 puntos de la costa en direcciones que forman un angulo
de 135°. Si la distancia desde el barco a cada uno de esos puntos es de 20 y 5 millas,
respectivamente, entonces. ;Cual es la distancia entre ambos puntos?

[Resp. 23,76millas]

Desde un vehiculo que se desplaza por una carretera en linea recta, se divisa sobre la
cima de un cerro, que se encuentra ubicado en la misma direccién del vehiculo una
antena repetidora de T.V. en un angulo de elevacién de 35°. Momentos antes de entrar
al puente y cuando se ha avanzado 0,8km desde el punto anterior la antena se observa
con un angulo de elevacion de 42°. ;Cudl es la menor distancia la que pasara respecto
de la base de la altura?

[Resp. 3,82mts]

. Al poco rato de haber despegado 2 aviones se cruzan en el aire cuando son las 16 : 00

hrs. Uno se dirige en linea recta hacia una isla ubicada a 68° al noreste, mientras el
otro va a una ciudad ubicada al este. Si el primero se desplaza con una velocidad de
650 km/hrs y el segundo a 820 km/hrs. ;Qué distancia habra entre ellos a las 17 : 15
hrs?

[Resp. 1800,87mts]
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10.

11.

. Durante una carrera de atletismo, 3 jueces A, B, C' se ubican en 3 puntos distintos de

la pista de forma oval de modo que, medidas las distancias que hay entre ellos de linea
recta al juez A dicta 100mts de B, este dicta 140mts de C, y este ultimo dicta 160mts
del juez A. ;Cudnto miden los dangulos del tridngulo que se forman al unir los puntos
que representan la posicion de los jueces?

[Resp. oo = 60°, 8 = 785 0 101°5' y v = 41°5' 0 18°5/]

. Calcular el ancho de una calle (incluido vereda) si una escalera de 22mts de largo al

apoyarla contra la pared forma un édngulo de 18° con el suelo y al apoyarla contra la
pared del frente sin cambiar el punto de apoyo forma un angulo de 24° con el suelo.

[Resp. 20,9mts]

A que altura se encuentra un volantin si el hilo que lo sostiene mide 120mts y el
angulo de elevacién del volantin es de 40°7

[Resp. 76,8mts]

Un observador ve una torre con un angulo de elevacién de 40°, si se acerca a 100mts
hacia la torre el angulo de elevacién seria de 62°. Calcular la altura de la torre si el
instrumento que sirvio para medir los angulos de elevacion se encuentra a 1,6mts del
suelo.

[Resp. 150,19mts]

El asta de una bandera de 6mts de longitud esta ubicado sobre el techo de una casa.
Desde un punto en el plano de la base de la casa los angulos de elevaciéon a la punta y

™

a la base del asta son § y 7 respectivamente. Hallar la altura de la casa.
[Resp. 8,2mits]

El piloto de un avion observa que el angulo de depresion a una luz situada exactamente
abajo de su linea de vuelo es de §. Un minuto mas tarde el angulo de depresion es de
7. Si esta volando horizontalmente a una velocidad de 900km/hrs. Hallar

a) La altura a la que esta volando.

b) La distancia de la luz al primer punto de observacion.
[Resp. a) h =19,88km b) d = 39,76]

Un navio sale exactamente rumbo al este a una velocidad uniforme. A las 7 : 00 hrs
se observa desde el barco, un faro hacia el norte a 10,32 millas de distancia y a las
7 : 30hrs el faro esta a 18°13’ al oeste del norte. Hallar la velocidad a la que se mueve
el navio y el rumbo de este a las 10 : 00 horas.

[Resp. v = 6,6 mill/hrs d = 19,8 millas]

Al aproximarse una patrulla de reconocimiento a un fuerte situado en una planicie que
se encuentra desde una cierto lugar, el fuerte se ve con un angulo de 10° y que desde
otro lugar 200mts mas cerca del fuerte este se ve con un angulo de 15°. ;Cual es la
altura del fuerte?, ;Cudl es su distancia del segundo lugar de observacién?
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12.

13.

14.

15.

16.

[Resp. h = 98,22mts d = 377,77mts]

Un hombre observa desde un globo que las visuales a las bases de dos torres que estan
separadas por una distancia de 1 km, medido sobre un plano horizontal forman un
angulo de 70°. Si el observador esta exactamente sobre la vertical del punto medio de
la distancia de las dos torres. Calcular la altura del globo.

[Resp. T14,28km)|

Dos bollos son observados en la direcciéon sur desde lo alto de un acantilado cuya parte
superior esta a 312mts sobre el nivel del mar. Hallar la distancia entre los bollos si sus
angulos de elevacion medidos desde la punta del acantilado son 46° y 27° respectiva-
mente.

[Resp. 321,09mts]

Una escalera de 3mts de largo esta apoyada sobre la pared de un edificio estando su
base a 1,5mts del edificio. ;Que angulo forma la escalera con el piso?

[Resp. %]

Los lados iguales del triangulo isosceles miden 40cm cada uno y los angulos basales
son de 25° cada uno. Resolver el tridngulo y calcular su area.

[Resp. 604,8¢m)]

Desde una determinada posiciéon de un camino una persona observa la parte mas alta
de una torre de alta tension con un angulo de elevacion de 25°. Si avanza 45mts en
linea recta hacia la base de la torre, divisa ahora su parte mas alta con un angulo de
elevacion de 55°. Considerando que la vista del observador esta a 1,70mts del suelo.
., Cuél es la altura de la torre?

[Resp. 32,31mts]
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