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Capítulo 1

Introducción

La plásmonica, una rama de la fotónica que a su vez se puede considerar, por

ahora, como una muy plausible razón de avance de la electrónica, se basa en el

estudio y utilización de efectos resonantes entre ondas electromagnéticas y el plasma

de electrones cerca a la super�cie de un material conductor [1].

En equilibrio, un gas de electrones en un conductor está eléctricamente balan-

ceado (tanto global como localmente) por las cargas positivas de los iones residuales

que forman la estructura cristalina del metal. Si de alguna forma se perturba este

equilibrio local, produciendo un incremento en la densidad electrónica en algún sec-

tor y consecuentemente un decremento en otro, se generará una fuerza restitutiva

la cual no logra el equilibrio inmediatamente debido a la inercia de los electrones,

generando así una oscilación del gas de electrones, las denominadas oscilaciones de

plasma, caracterizadas por ωp, la frecuencia de plasma [2].

Un cuanto de oscilación de plasma en un metal se conoce como plasmón. La

existencia de estas oscilaciones cuantizadas posibilitan el control y direccionamiento

de sus interacciones con dipolos externos ubicados en la super�cie de nanoestructu-

ras metálicas. Por esta razón los sistemas que sustentan plasmones son hoy en día

grandes candidatos con própositos de información cuántica. Sin embargo, uno de

los problemas que suelen presentar estos sistemas es que se están viendo limitados

por las longitudes �nitas de propagación de los plasmones debido a las pérdidas por

disipación lo que hace que sean reabsorbidos por el material en longitudes del or-

den de 10 µm [3]. No obstante, existe un gran interés actualmente por desarrollar
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6 Capítulo 1. Introducción

diseños ingeniosos de circuitos basados en plasmones super�ciales (PS) [1]. Debido

a la interacción de corto alcance entre un PS y un sistema cuántico colocado en su

proximidad, se hace indispensable acercar un sistema cuántico a una nanoestructura

de metal y al generar en este último PS se obtiene un acoplamiento fuerte entre ellos.

Esto ha dado lugar al campo de la nano-fotónica.

Al acercarse en un sistema radiación-materia a la frecuencia de resonancia, es

decir, cuando la frecuencia del láser incidente está cercano a la de transición del

qubit, conlleva bastantes fenómenos interesantes explicados por la óptica cuántica,

entre ellos: el triplete de Mollow, transparencia electromagnética inducida, láser sin

inversión, switching cuántico y cancelación de emisión espontánea [4].

Al organizar nanopartículas metálicas de forma que su frecuencia de resonancia

plasmónica coincida o sea muy similar a la de resonancia del qubit este último expe-

rimenta un gran acrecentamiento del campo cercano junto con variaciones en su tasa

de decaimiento mejorando de esta forma la función de autocorrelación de segundo

orden g(2)(τ) para los fotones emitidos por el qubit [4].

En el presente trabajo se analizan los efectos que sobre algunos fenómenos de

resonancia tiene la presencia de nanopartículas metálicas que sustentan plasmones

super�ciales. Concretamente se analizan la modi�cación de la función de autoco-

rrelación de segundo orden, la cual en ciertas circunstancias presentará oscilaciones

coherentes, y la modi�cación de los distanciamientos y alturas de los picos del triplete

de Mollow.

Como un primer paso con el objetivo de estudiar estos sistemas plasmónicos se

requiere conocer la teoría detrás de las predicciones dadas por la óptica cuántica

de forma que durante el desarrollo de este proyecto se enfatizó en el estudio de las

herramientas y procedimientos llevados a cabo por ella en el estudio de sistemas

óptico-cuánticos y además la forma en que el efecto plasmónico toma un papel pro-

tagónico en sus resultados. Paralelo a esto se investigó en búsqueda de métodos que

permitan el cálculo del tensor de Green numéricamente, cantidad necesaria en el

análisis de sistemas plasmónicos dado que para llevar a cabo el análisis se utiliza la

técnica del tensor de Green de la cual se obtienen las cantidades de interés para com-

pletar la cuanti�cación de los fenómenos. Dicho tensor es calculado numéricamente

de forma iterativa usando la ecuación de Dyson[4] usando el lenguaje FORTRAN.
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Estos fenómenos ya han sido observados usando campos altamente enfocados a

temperaturas muy bajas, T = 1,4K, pero al utilizar el dramático ensanchamiento del

campo cercano debido a la presencia de plasmones super�ciales y a la modi�cación

de la tasa de decaimiento del qubit es posible detectarlos a temperaturas muchos más

altas [4]. El comportamiento del qubit depende enormemente de la posición relativa

a las nanopartículas metálicas de forma que existen lugares que magni�can el efecto

plasmónico sobre este, siendo este análisis uno de los objetivos principales de este

proyecto.



Capítulo 2

Aspectos básicos de la teoría de la

interacción radiación-materia

2.1. Teoría semi-clásica

Los sistemas formados por radiación electromagnética y por materia son de gran

interés y estudio debido a su amplio rango de situaciones relacionadas; en particular

el estudio de este proyecto se basa en el análisis de dos de tales sistemas. Como una

primera aproximación al estudio de la interacción radiación-materia existe el modelo

semi-clásico, que de igual forma se podría llamar semi-cuántico, en donde se supo-

nen campos clásicos, ondas electromagnéticas, interactuando con cuerpos descritos

cuánticamente. El Hamiltoniano cuántico del sistema radiación-materia está descrito

por [5]

Ĥ =
∑

α

1

2mα

[p̂α − qαÂ(rα)]2 + V̂Coulomb(rα) +
∑

j

h̄ωj

(
â†

j âj +
1

2

)
(2.1)

El término V̂Coulomb(rα) se re�ere al potencial de Coulomb que sobre la partícula

α actúa debido a las demás mientras que p̂α representa su momento lineal; y la

sumatoria del útlimo término se re�ere a todos los posibles modos j de la radiación.

A partir de ella y debido a la aproximación semi-clásica, el último término, que

contiene operadores creación y aniquilación no se tienen en cuenta y el operador
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2.1. Teoría semi-clásica 9

Â(r) es reemplazado por el potencial vector clásico A(r); entonces el Hamiltoniano

se reduce a

Ĥ =
∑

α

1

2mα

[p̂α − qαA(rα)]2 + V̂Coulomb(rα) (2.2)

Partiendo de la ecuación 2.2 se realizan algunas aproximaciones, que se describen

a continuación, las cuales aplicadas a los sistemas analizados resultan ser bastante

satisfactorias.

2.1.1. Aproximaciones

Aproximación dipolar y Hamiltoniano E · r

La primera es la llamada aproximación dipolar, la cual es válida cuando la longi-

tud de onda λ del campo electromagnético incidente es mucho mayor a las distancias

típicas entre las partículas analizadas. Como resultado de ella se puede asumir que

Ae(r, t) ≈ Ae(0, t) en donde el subíndice e se re�ere al campo externo.

De�niendo una transformación unitaria T̂ de la forma

T̂(t) = e−
i
h̄

P
α qαr̂α·Ae(0,t) = e−

i
h̄
d̂·Ae(t) (2.3)

en donde se ha usado la de�nición de momento dipolar eléctrico de la materia d̂ =∑
α qαr̂α con r̂α representando el vector posición de la partícula con rótulo α y qα su

respectiva carga. Se obtiene

T̂(t)P̂αT̂
†(t) = P̂α + qαAα(t) (2.4)

en donde P̂α corresponde al momento conjugado de la posición r̂α. A partir de lo

anterior se tiene

v̂′
α = T̂(t)v̂αT̂

†(t) = T̂(t)
P̂α − qαAe(t)

mα

T̂†(t) =
P̂α

mα

(2.5)

Ĥ′ = T̂(t)ĤαT̂
†(t) + ih̄

(
dT̂(t)

dt

)
T̂†(t) (2.6)
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de donde se llega, usando la relación Ȧ = −E válida en el gauge de Coulomb, a

Ĥ′(t) =
∑

α

P̂α

2mα

+ V̂Coulomb − d̂ · Ee(t) (2.7)

que se puede reescribir como

Ĥ′(t) = Ĥ(t) = Ĥ0 + Ĥint(t) (2.8)

con Ĥ0 =
∑

α
P̂α

2mα
+ V̂Coulomb que representa la parte del Hamiltoniano que se re�ere

a la materia sin interacción con la radiación mientras que Ĥint(t) = −d̂ · Ee(t)

representa la interacción radiación-materia.

Aproximación a sistema cuántico de dos niveles

Al tener la frecuencia ω de la onda incidente muy próxima a la separación ener-

gética (h̄ = 1) entre dos niveles de la materia tratada cuánticamente, junto con que

todos las demás frecuencias entre otros niveles estén alejadas de esa resonancia, la

materia cuantizada se puede considerar como un sistema de dos niveles |a〉 y |b〉 cuya
energía de transición ω0 es muy cercana a ω. Esta aproximación posibilita pasar de

los niveles cuánticos inicialmente con un número in�nito de estados a un sistema

cuántico de solo dos niveles o qubit.

Aproximación de onda rotante

A lo largo de los cálculos realizados existirán términos oscilatorios, algunos gene-

rados a frecuencias | ω−ω0 |mientras otros tienen frecuencias ω+ω0. Los del segundo

tipo al oscilar mucho más rápido sólo serán medibles a través de su promedio, que

es 0, por lo cual estos se eliminarán de los análisis que siguen.

2.1.2. Ecuaciones ópticas de Bloch

Un método bastante utilizado para obtener las ecuaciones de evolución temporal

del estado del sistema es mediante el uso del operador densidad ρ̂ junto con la
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ecuación de Liouville o Von Neumann2.9[6]

dρ̂

dt
= − i

h̄

[
Ĥ, ρ̂

]
(2.9)

con

ρ̂ =
∑
Ψ

PΨ|Ψ〉〈Ψ| (2.10)

y PΨ corresponde a la probabilidad clásica de encontrar al sistema en el estado |Ψ〉.
La ecuación 2.9 es inmediata al usar la ecuación 2.10 y la ecuación de Schrödinger[6].

Algunas propiedades importantes del operador densidad son:

Tr (ρ̂) = 1 (2.11a)

Tr
(
ρ̂2
)
≤ 1 (2.11b)

〈
Ô
〉

= Tr
(
Ôρ̂
)

(2.11c)

La igualdad en 2.11b se obtiene sólo cuando ρ̂ representa un estado puro, es decir,

se puede representar con un único |Ψ〉, es decir ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ|. La descripción hecha

mediante el uso de la ecuación 2.9 es más general que la que ofrece la ecuación de

Schrödinger ya que esta última está restringida a tratar solo sistemas que se puedan

representar con un sólo vector de estado |Ψ〉, estados puros.

Ecuación maestra

Para incluir en la evolución temporal los efectos de decaimiento es necesario

incorporar a 2.9 el operador de relajación Γ̂, obteniendo la ecuación maestra:

dρ̂

dt
= − i

h̄

[
Ĥ, ρ̂

]
− 1

2
{Γ̂, ρ̂} (2.12)

El segundo término de la parte derecha de 2.12 {Γ̂, ρ̂} = Γ̂ρ̂+ ρ̂Γ̂, representa la parte

incoherente de la evolución del sistema cuántico abierto en la ecuación maestra.
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Forma matricial de la ecuación maestra en la base propia de Ĥ0.

Si se escoge la base {|a〉, |b〉} tal que Ĥ0|a〉 = h̄ωa|a〉 y Ĥ0|b〉 = h̄ωb|b〉 cada uno

de los términos en la ecuación 2.12 toma la forma matricial

ρ̂ =

(
ρaa ρab

ρba ρbb

)
(2.13)

Ĥ =

(
h̄ωa −pabE(t)

−pbaE(t) h̄ωb

)
(2.14)

Γ̂ =

(
γa 0

0 γb

)
(2.15)

en donde pab = p∗ba = 〈a|r̂|b〉 corresponde al momento dipolar inducido en la materia

y en donde se está suponiendo que no tiene momento dipolar permanente, es decir,

〈a|r̂|a〉 = 〈b|r̂|b〉 = 0.

Al reemplazar en la ecuación 2.12, la representación matricial de cada operador,

se obtienen las ecuaciones ópticas de Bloch semi-clásicas:

dρaa

dt
=

i

h̄
(ρabρba − ρbaρab)E(t) − γaρaa (2.16a)

dρbb

dt
=

i

h̄
(ρbaρab − ρabρba)E(t) − γbρbb (2.16b)

dρab

dt
=

i

h̄
[ρba (ρaa − ρbb)E(t) + h̄ω0ρba] − ρba

(
γa + γb

2

)
(2.16c)

Estas ecuaciones si bien son de gran utilidad en sistemas en los que no sea re-

levante la naturaleza corpuscular de la luz, no permiten analizar fenómenos tales

como la emisión espontánea en donde las �uctuaciones del vacío son cruciales y por

lo tanto un análisis semi-clásico de este tipo de fenómeno es inapropiado.
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2.2. Teoría cuántica

Existen muchos fenómenos observables experimentalmente que no logran una

explicación satisfactoria al considerar de forma clásica la radiación. Un ejemplo es

la emisión espontánea que consiste en el paso espontáneo de un sistema a un estado

con menor energía emitiendo así un fotón.

Para realizar un análisis cuántico de la interacción radiación-materia se parte del

Hamiltoniano del sistema radiación-materia completo

Ĥ =
∑

α

1

2mα

[p̂α − qαÂ(rα)]2 + V̂Coulomb(rα) +
∑

j

h̄ωj

(
â†

j âj +
1

2

)
(2.17)

con la identi�cación usual[? ] para el operador potencial vector Â(rα), en términos

de operadores creación â†
εk

y aniquilación âεk
de fotones en cada uno de los modos

del campo, dada por

Â(rα) =
∑
k,εk

Aωεk

(
âεk

eik·rα + â†
εk

e−ik·rα
)
ε̂k (2.18)

en donde Aωεk
=
√

h̄
2ωε0(2π)3

, ε̂k representa el vector unitario en una dirección normal

al modo k y la sumatoria sobre εk tiene en cuenta las dos posibles direcciones normales

al modo k.

2.2.1. Aproximaciones y transformación a imagen de interac-

ción

A partir de 2.17 se realizan las aproximaciones dipolar, reducción a un sistema

cuántico de dos niveles para la materia y la de onda rotante, todos ellos ya descri-

tos. Con la primera aproximación citada se obtiene una expresión para el operador

potencial vector Â(rα)

Â(rα) ≈ Â(0) =
∑
k,ε

Aωε

(
âεk

+ â†
εk

)
ε̂k (2.19)
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De�niendo una transformación unitaria T̂ de la forma

T̂ = e−
i
h̄(

P
α qαr̂α)·Â(0) = e−

i
h̄
d̂·Â(0) = e

P
k(λ̂†

kâk−λ̂kâ†
k) (2.20)

λ̂k =
i√

2ε0h̄ωkL3
ε̂ · d̂ (2.21)

en donde ε̂ recorre las dos direcciones normales de cada modo k, L3 representa el

volumen del espacio donde existen campos electromagnéticos. Esta transformación

lleva el análisis del sistema al marco conocido como aproximación dipolar[6].

Algunas relaciones importantes al hacer actuar T̂ son:

T̂
[
p̂α − qαÂ(0)

]
T̂ † = p̂α (2.22a)

T̂ âkT̂
† = âk + λ̂k (2.22b)

T̂ â†
kT̂

† = â†
k + λ̂†

k (2.22c)

De ellas se desprende que

Ĥ′ = T̂ ĤT̂ † =
∑

α

p̂2
α

2m
+ V̂Coulomb(rα) + T̂

[∑
k

h̄ωk

(
â†

kâk +
1

2

)]
T̂ † (2.23)

Es claro que V̂Coulomb(rα) únicamente depende de rα y no se ve afectado por T̂ .

De la segunda parte del término de la derecha y teniendo en cuenta que T̂ â†
kâkT̂

† =(
T̂ â†

kT̂
†
)(

T̂ âkT̂
†
)
se obtiene

T̂

[∑
k

(
â†

kâk +
1

2

)]
T̂ † =

∑
k

[(
T̂ â†

kT̂
†
)(

T̂ âkT̂
†
)

+
1

2

]
=

=
∑

k

h̄ωk

(
â†

kâ +
1

2

)
+
∑

k

h̄ωk

(
λ̂kâ

†
k + λ̂†

kâk

)
+
∑

k

h̄ωkλ̂
†
kλ̂k

(2.24)
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El último término del lado derecho de 2.24 decrece proporcional a L3, razón por la

cual en los cálculos siguientes no se tendrá en cuenta[6].

Reemplazando 2.24 en 2.23 se obtiene la expresión para el Hamiltoniano trans-

formado Ĥ′ del sistema radiación-materia

Ĥ = Ĥ0 +
∑

k

h̄ωk

(
âkâ

†
k +

1

2

)
− d̂ · Ê(0) (2.25)

Se ha eliminado la prima buscando sencillez en la notación siguiente. Ĥ0 corresponde

al Hamiltoniano de la materia sin interacción con la radiación y se ha utilizado la

de�nición del operador de campo eléctrico cuantizado:

Ê(0) =
∑

k

i

√
h̄ωk

2ε0L3

(
âk − â†

k

)
ε̂k (2.26)

Se supondrá que Ĥ0 posee un espectro, aunque posiblemente in�nito, discreto de

forma que existe una base discreta {|n〉} tal que

Ĥ0|n〉 = En|n〉 (2.27)

Entonces Ĥ0 se puede escribir en esta base de la forma

Ĥ0 =
∑

n

En|n〉〈n| (2.28)

De�niendo el operador de transición σ̂nm = |n〉〈m| y el momento dipolar pnm =

〈n|d̂|m〉 se tiene, en representación de la base propia de Ĥ0,

Ĥ0 =
∑

n

Enσ̂nn (2.29a)

d̂ =
∑
nm

pnmσ̂nm (2.29b)

A partir de 2.29 se de�ne la constante de acoplamiento dipolar

g
(nm)
k = −(p · εk)

h̄
εk (2.30)
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Reemplazando 2.29 y 2.30 en 2.25 se obtiene una representación compacta del Ha-

miltoniano del sistema radiación-materia cuántico

Ĥ =
∑

n

Enσ̂nm +
∑

k

h̄âkâ
†
k + h̄

∑
nm

∑
k

g
(nm)
k σ̂nm

(
âk + â†

k

)
(2.31)

en donde los primeros dos términos de la derecha representan la energía de la materia

y de la radiación sin interacción y sólo en el tercer término se tiene en cuenta dicha

interacción. Cabe resaltar que en la expresión de la ecuación 2.31 se ha eliminado el

punto cero de los modos de la radiación lo cual no es más que mover el valor 0 de la

energía, hecho que no debe alterar la validez de los resultados obtenidos.

La siguiente aproximación que se realiza es la de reducir el comportamiento de

la materia al de un sistema de dos niveles, un qubit, restringiendo así la sumatoria

del primer y tercer término de la derecha de 2.31 a sólo dos valores para n y m. Esta

aproximación es válida al suponer que la transición entre los dos niveles se encuentra

cerca de la resonancia, no es necesariamente exactamente en resonancia, y que todas

las demás se encuentran lejos de ella. A partir de esta aproximación, se obtiene una

expresión para el Hamiltoniano del sistema, en la base que forman los dos estados

del qubit y usando las matrices de Pauli con σ̂+ = σ̂x+iσ̂y

2
y σ̂− = σ̂x−iσ̂y

2
, de la forma

Ĥ =
h̄ω0

2
σ̂z +

∑
k

h̄ωkâ
†
kâk + h̄

∑
k

gk

(
σ̂+ + σ̂−) (â†

k + âk

)
(2.32)

El último término de la ecuación 2.32 incluye un producto directo entre términos

de creación y aniquilación de fotones con términos de transición entre los dos estados

de la materia. En la aproximación de onda rotante se tendrán en cuenta únicamente

los términos en que intervengan aniquilación en la radiación junto con transición del

nivel bajo al alto en la materia, σ̂+â, o creación de un fotón en la radiación junto

con transición del nivel alto al bajo en la materia, σ̂−â†; esto tiene un signi�cado

análogo al dado en el análisis semi-clásico al observar la forma del operador evolución

temporal en cada uno de los términos de dicho producto.

Al incluir esta aproxmiación en la expresión dada por la ecuación 2.32 se llega a

Ĥ =
h̄ω0

2
σ̂z +

∑
k

h̄ωkâ
†
kâk + h̄

∑
k

gk

(
σ̂+âk + σ̂−â†

k

)
(2.33)
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que es el punto de partida para los análisis que siguen.

2.2.2. Modelo de Jaynes-Cummings: radiación en un único

modo

Aún después de la serie de aproximaciónes realizadas en la sección anterior, el

Hamiltoniano obtenido en la ecuación 2.33 no permite una solución analítica debido,

en parte, a la in�nidad de modos de radiación involucrados. En 1963, Edwin Jaynes

y Fred Cummings propusieron un análisis en el que se restringe a un único modo

de la radiación, es decir el segundo y tercer término de la ecuación 2.33 se reducen

a h̄ωâ†â y h̄g
(
σ̂+â + σ̂−â†) respectivamente. El Hamiltoniano de Jaynes-Cummings(

ĤJC

)
es

ĤJC =
h̄ω0

2
σ̂z + h̄ωâ†â + h̄g

(
σ̂+â + σ̂−â†) (2.34)

La forma de ĤJC , bajo la aproximación de onda rotante, permite identi�car una

simetría presente en el número de excitaciones total del sistema. De�niendo el ope-

rador número de excitaciones N̂ = â†â + σ̂z+1
2

, es fácil demostrar que N̂ conmuta

con ĤJC de forma que representa una constante de movimiento. En otras palabras,

se tiene que identi�cando un subespacio del espacio de Hilbert total generado por

un valor propio del operador N̂ al cual pertenezca el estado del sistema en algún

momento se asegura que este seguirá perteneciendo al mismo subespacio a lo largo

de todo el tiempo. Es fácil identi�car que los subespacios generados por los valores

propios N de N̂ son de dimensión 2, excepto para el caso N = 0 el cual tiene di-

mensión 1. Además dichos subespacios son disjuntos y cumplen, todos en conjunto,

con la propiedad de completez. Los elementos de la base de cada uno de estos sub-

espacios, por ejemplo para un número de exitaciones N, es {|a, N − 1〉, |b, N〉}, en
donde a representa que la materia se encuentra en el nivel alto, b en el nivel bajo,

N y N − 1 representan el número de fotones presentes en la radiación. En el caso de

N = 0 el subespacio es generado completamente por {|b, 0〉}. Al tener en cuenta esta

simetría se pasa de resolver un problema de dimensión in�nita a resolver in�nitos

problemas de dimensión 2 y uno de dimensión 1, pero además con la certeza de que

al conocer el subespacio al cual pertenece el estado del sistema este será siempre el
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caso. Considerando un subespacio N dado, N 6= 0, la forma matricial que toma ĤJC

es

ĤJC = h̄

(
ω0

2
+ ω (N − 1) 0

0 −ω0

2
+ ωN

)
+ h̄g

(
0

√
N√

N 0

)
=

= h̄

((
N − 1

2

)
ω + ∆

2
g
√

N

g
√

N
(
N − 1

2

)
ω − ∆

2

) (2.35)

en donde ∆ = ω0 − ω representa qué tanto el sistema se encuentra fuera de la

resonancia o detuning.

La solución de la ecuación de vectores propios

Ĥ|e1N〉 = e1N |e1N〉 (2.36a)

Ĥ|e2N〉 = e2N |e2N〉 (2.36b)

con

|e1N〉 = cos(ΘN)|a, N − 1〉 − sen(ΘN)|b, N〉 (2.37a)

e1N = h̄

(
N − 1

2

)
ω − h̄

2
ΩN (2.37b)

|e2N〉 = sen(ΘN)|a, N − 1〉 + cos(ΘN)|b, N〉 (2.37c)

e2N = h̄

(
N − 1

2

)
ω +

h̄

2
ΩN (2.37d)

en donde se ha utilizado: ΩN =
√

ΩRN + ∆2, ΩRN = 2g
√

N , cos(2Θ) = −∆
ΩN

,

sen(2ΘN) = ΩRN

ΩN
.

Para conocer la evolución temporal del sistema radiación-materia se utiliza ÛJC(t) =

e−
i
h̄
ĤJCt, el operador evolución temporal de Jaynes-Cummings, el cual se expande en
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la base de vectores propios {|e1N〉, |e2N〉} usando su relación de completez al tomar

todos los posibles valores de N ,

1̂ = |b, 0〉〈b, 0| +
∑
ν=1,2

∞∑
N=1

|eνN〉〈eνN | (2.38)

de forma que

ÛJC(t) = ei
ω0t
2 |b, 0〉〈b, 0| +

∑
ν=1,2

∞∑
N=1

e−
i
h̄

eνNt|eνN〉〈eνN | (2.39)

|Ψ(t)〉 = ÛJC(t)|Ψ(0)〉 (2.40)

Usando este operador evolución se pueden calcular varias cantidades de gran

relevancia como la probabilidad de que la radiación contenga n excitaciones al tiempo

t, P (n, t), o la probabilidad de inversión de población al tiempo t, W (t), dadas

respectivamente por:

P (n, t) = |〈a, n|Ψ(t)〉|2 + |〈b, n|Ψ(t)〉|2 (2.41a)

W (t) =
∞∑

N=0

[
|〈a, n|Ψ(t)〉|2 − |〈b, n|Ψ(t)〉|2

]
(2.41b)

2.3. Fluorescencia de resonancia: Espectro de Mo-

llow y función de coherencia de segundo orden

Al acercarse con un haz de luz incidente, posiblemente un láser, a la frecuencia

de resonancia de transición entre los dos estados de un qubit, no necesariamente a la

misma, es probable que alguno de los fotones del haz sea absorbido por este y luego

reemitido. Existen dos posiblilidades en el momento de ser reemitido: que lo haga

en el mismo modo en el que se encuentra el haz de luz incidente, llamado emisión

estimulada, o que lo haga de forma independiente a dicha dirección, es decir en

cualquier otra dirección, llamada emisión espontánea. El fenómeno de �uorescencia

de resonancia hace referencia a la emisión en direcciones diferentes a la del láser
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incidente y realizar conteo de fotones. Dos experimentos ampliamente realizados son

la medición del espectro de Mollow[4] y la de la función de correlación de segundo

orden[7].

2.3.1. Espectro de Mollow

El experimento de la medición del espectro de Mollow consiste en ubicar un foto-

detector en algún lugar distinto al recorrido por el haz incidente y realizar una grá�ca

de dispersión del espectro de los fotones detectados. Dicha función de dispersión está

dada por

S(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dτeiωτ

〈
Ê(−)(t0)Ê

(+)(t0 + τ)
〉

(2.42)

en donde se ha supuesto t0 → ∞, es decir la medición del espectro se hace en el

régimen estacionario. Esta función no es otra cosa que la transformada de Fourier

de la función de correlación de primer orden [6]. El objetivo en el desarrollo teórico

de este fenómeno es conocer la cantidad
〈
Ê(−)(t0)Ê

(+)(t0 + τ)
〉
. Dado que en esta

expresión el operador de campo eléctrico presenta una dependencia explicita del

tiempo, es entendido que se trabaja en la imagen de Heisenberg, en la cual el estado

del sistema es independiente del tiempo y la evolución temporal es asociada a los

operadores.

Para pasar de un operador ÔS en la imagen de Schrödinger, en la cual la de-

pendencia temporal la llevan los estados del sistema, a su representación ÔH(t)en la

imagen de Heisenberg se realiza la siguiente transformación unitaria

ÔH(t) = e−
i
h̄
ĤtÔSe

i
h̄
Ĥt (2.43)

en donde Ĥ está dada por 2.33. Se debe resaltar el hecho de que en los términos de la

radiación existe un kL especial, en el cual se encuentra el haz incidente, de forma que

se supondrá que todos los demás modos se encuentran en el estado vacío mientras

que el modo kL se encuentra en un estado coherente, suponiendo que se utiliza un

láser.

La ecuación de movimiento que describe el comportamiento del operador ÔH(t)
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está dada por

ih̄
dÔH(t)

dt
=
[
ÔH(t), Ĥ

]
(2.44)

A partir de la ecuación de movimiento para âk(t) se llega a

âk(t) = âk(0)e−iωkt + gk

∫ t

0

dt1σ̂
−(t1)e

iωk(t1−t) (2.45)

y teniendo en cuenta que

Ê(+)(t) = i
∑

k

Ekâk(t)ε̂k (2.46)

en donde E =
√

h̄ω
2ε0(2π)3

, se puede asociar la primera parte del lado derecho de 2.45

con el término de Ê(+)(t) que es generado por el láser incidente mientras que la

segunda parte con el generado por la reemisión llevada a cabo por el qubit, de forma

que este segundo término es el que contiene la información acerca de la �uorescencia

de resonancia:

Ê(+)(t) = Ê
(+)
0 (t) + Ê

(+)
FR(t) (2.47)

con

Ê
(+)
0 (t) = i

∑
k

Ekâk(0)e−iωktε̂k (2.48a)

Ê
(+)
FR(t) = i

∑
k

Ekgk

∫ t

0

dt1σ̂
−(t1)e

iωk(t1−t)ε̂k (2.48b)

Para simpli�car el cálculo de 2.48b se aproxima la sumatoria a una integral

∑
k

→
∫

d3k = 2
V

(2π)3

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθsen(θ)

∫ ∞

0

dkk2 (2.49)

en donde V = L3 representa el volumen ocupado por los campos electromagnéticos

y el factor 2 al inicio del último término de 2.49 se debe a que para cada valor de

k posible existen dos direcciones normales ε̂ de polarización. Además se realiza la
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aproximación de orden más bajo de la materia, es decir, partiendo de la ecuación de

movimiento 2.44 para σ̂−(t) se ignora el término dependiente de interacción con la

radiación, de forma que σ̂−(t) ≈ σ̂−(0)e−iωt. Siguiendo estas dos aproximaciones se

llega a una expresión para
[
Ê

(+)
FR(t)

]
z
, la componente z de Ê

(+)
FR(t), de la forma

[
Ê

(+)
FR(t)

]
z

=
2i

3(2π)2ε0c3
|d|σ̂−(0)e−iω0t

∫ ∞

0

dωω3

∫ t

0

dt1e
i(ω−ω0)(t1−t) (2.50)

en donde se han usado las relaciones d · ε̂k = |d|cos(θ), ωk = k
c
y las dadas para gk

y Ek; además ya se ha realizado la integral
∫ π

0
dθsen(θ)cos2(θ) y se ha adicionado el

término eiωote−iωot.

Dado que se está considerando t → ∞ es posible aproximar el último factor de

2.50 a πδ(ω − ω0) de forma que

[
Ê

(+)
FR(t)

]
z

= ih̄Γσ̂−(t) (2.51)

en donde Γ = 1
4πε0

2|d|2ω3
0

3h̄c3
es la tasa de emisión espontánea.

Al de�nir los operadores Ŝ±(t) = σ̂±(t)e∓iωLt, la función S(ω) se puede reescribir

de la forma

S(ω) = 2Re

{∫ ∞

0

dτ
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

−(t0 + τ)
〉

ei(ω−ωl)t

}
(2.52)

Ahora se de�nen las funciones u(τ), v(τ) y w(τ) de la forma

u(τ) =
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

−(t0 + τ)
〉

(2.53a)

v(τ) =
〈
Ŝ+(t0)σ̂z(t0 + τ)

〉
(2.53b)

w(τ) =
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

+(t0 + τ)
〉

(2.53c)

Utilizando las ecuaciones de movimiento para los operadores σ̂± y σ̂z dadas por

2.44 se obtienen unas ecuaciones de movimiento acopladas para u(τ), v(τ) y w(τ) de
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la forma [
d

dτ
+ i(∆ − iΓ)

]
u(τ) =

Ω

2
v(τ) (2.54a)

[
d

dτ
+ 2Γ

]
v(τ) = −2Γ

〈
Ŝ+(t0)

〉
− Ωu(τ) − Ωw(τ) (2.54b)

[
d

dτ
− i(∆ + iΓ)

]
w(τ) =

Ω

2
v(τ) (2.54c)

en donde ∆ = ω0 − ωL y Ω = E0d
h̄

que representa la frecuencia de Rabi asociada

al láser de excitación.

Cabe resaltar que en el caso en que ∆ = 0 y además Ω � Γ, u(τ) se puede

expresar analíticamente en la forma

u(τ) =

(
Γ

Ω

)2

+
1

2

[
eΓτ + e−

3Γ
2

τcos(Ωτ)
]

(2.55)

de forma que la función S(ω), usando 2.52, resulta ser

S(ω) = 2π

(
Γ

Ω

)2

δ(ω − ωL) +
Γ
2

(ω − ωL)2 + Γ2
+

+
3Γ
8

(ω − ωL − Ω)2 + 9Γ2

4

+
3Γ
8

(ω − ωL + Ω)2 + 9Γ2

4

(2.56)

De 2.56 se observa que existe un pico en ω = ωL debido al primer término de

la suma, el cual es de esperarse debido a que la frecuencia a la que emite el qubit

corresponde a esta. Pero además, siendo un efecto predicho por la óptica cuántica sin

tener explicación clásica, existen tres términos que representan funciones lorentzianas

centradas una en la misma frecuencia de emisión de qubit aislado ω0 mientras que

las otras dos se encuentran corridas ±Ω desde esta, de forma que la separación

entre los picos generados por estas tres funciones depende completamente del acople

entre el momento dipolar del qubit y el campo eléctrico presente, entonces al �jar

la dirección del momento dipolar se logra una dependencia total de la amplitud
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Figura 2.1: Tripelte de Mollow para Ω = 5Γ

del campo eléctrico presente mientras que el ancho de los picos dependen de Γ;

esta característica es precisamente una de las que permite diferenciar este efecto de

otros como por ejemplo la dispersión Raman en donde la separación entre picos es

completamente independiente de la intensidad del campo incidente.

En la �gura 2.1 se observa el aspecto del triplete de Mollow para el caso en que

Ω = 5Γ y se ha de�nido el origen en ω0.

2.3.2. Función de correlación de segundo orden

La interferometría de luz ha sido parte importante en el desarrollo de la nueva

física del siglo XX, como por ejemplo el interferómetro de Michelson para determinar

la velocidad respecto al éter, un experimento clave a favor de la relatividad especial[6].

El experimento de interferometría estelar llevado a cabo por Hanbury-Brown y Twiss

en 1955 en el cual buscaban obtener datos que permitieran conocer el tamaño de

estrellas sin que estos se viesen modi�cados por los efectos que sobre la luz tiene la

atmósfera terrestre representa, al aplicarse a la óptica cuántica, un fenómeno de gran

trascendencia en la era moderna de esta área.

Se han de�nido funciones medibles experimentalmente que caracterizan la natu-

raleza de la fuente. Este es el caso de la función de correlación de segundo orden

g(2)(τ), cuyo estudio fue iniciado precisamente por Hanbury-Brown y Twiss en su
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célebre experimento astronómico, y que si bien en sus comienzos no tiene relación

con la óptica cuántica, es de gran utilidad en esta última área en la que expone la

naturaleza cuántica de la fuente estudiada.

El experimento en el que se mide g(2)(τ) consiste en realizar dobles conteos,

los cuales pueden ser realizados por dos distintos fotocontadores a igual o distinto

tiempo, o, por un único contador igualmente al mismo o a distintos tiempos. Para

realizar un análisis de dicha clase de experimentos cabe destacar que la acción de

efectuar un conteo, dado su carácter destructivo, está relacionado con el operador

Ê(+) ya que este término es el que se relaciona con â, el operador aniquilación de

fotones. De forma que se puede de�nir la función P2(r1, t1; r2.t2) de la forma

P2(r1, t1; r2.t2) =
∣∣∣Ê(+)(r2, t2)Ê

(+)(r1, t1)
∣∣∣2 =

=
〈
Ê(−)(r1, t1)Ê

(−)(r2, t2)Ê
(+)(r2, t2)Ê

(+)r1, t1)
〉 (2.57)

Como la probabilidad de realizar un conteo en la posición r1 al tiempo t1 y otra

en r2 en t2. Si se de�ne G(2)(r1, t1; r2, t2; r3, t3; r4, t4)

G(2)(r1, t1; r2, t2; r3, t3; r4, t4) =
〈
Ê(−)(r1, t1)Ê

(−)(r2, t2)Ê
(+)(r3, t3)Ê

(+)(r4, t4)
〉

(2.58)

se tiene que P2(r1, t1; r2, t2) = G(2)(r1, t1; r2, t2; r2, t2; r1, t1) = G(2)(r1, t1; r2, t2). Aho-

ra de�niendo el grado de coherencia de segundo orden g(2)(τ)

g(2)(τ) = g(2)(r, τ) =
G(2)(r, 0; r, τ)

G(1)(r, 0; r, 0)G(1)(r, 0; r, 0)
(2.59)

en donde G(1)(r, 0; r, τ) =
〈
Ê(−)(r, 0)Ê(+)(r, τ)

〉
está relacionada con la función de

correlación de primer orden.

Al calcular g(2)(τ) para distintas fuentes de luz se obtienen resultados que se

pueden usar para caracterizar el tipo de la fuente

g(2)(τ) > 1: Se denominan super-poissonianas debido a que presentan este



26 Capítulo 2. Aspectos básicos de la teoría de la interacción radiación-materia

comportamiento al gra�car la distribución de conteos. A este tipo pertenece la

luz térmica.

g(2)(τ) = 1: Se denominan poissonianas debido a que presentan este compor-

tamiento al gra�car la distribución de conteos. A este tipo pertenece la luz

coherente, es decir, la luz láser.

g(2)(τ) < 1: Se denominan sub-poissonianas debido a que presentan este com-

portamiento al gra�car la distribución de conteos. A este tipo pertenece la luz

proveniente de la emisión de un qubit y es asociada a una fuente no clásica

pues no es posible explicarla a partir de un enfoque clásico de la radiación.

Esta característica también se asocia al fenómeno de antibunching.

g(2)(τ) en �uorescencia de resonancia de un qubit

Usando la ecuación 2.51 se tiene que

g(2)(τ) ∝
〈
σ̂+(t0)σ̂

+(t0 + τ)σ̂−(t0 + τ)σ̂−(t0)
〉

(2.60)

Se cambiará el proporcional por un igual en la expresión 2.60 para simpli�car la

notación. Si ahora se de�ne el operador Ŝ±(t) = σ̂±e∓iωt entonces 2.60 se convierte

en

g(2)(τ) =
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

+(t0 + τ)Ŝ−(t0 + τ)Ŝ−(t0)
〉

(2.61)

Usando una de las propiedades de las matrices de Pauli, σ̂+(t0 + τ)σ̂−(t0 + τ) =
1
2

+ 1
2
σ̂z(t0 + τ), se obtiene

g(2)(τ) =
1

2

〈
Ŝ+(t0)Ŝ

−(t0)
〉

+
1

2

〈
Ŝ+(t0)σ̂z(t0 + τ)Ŝ−(t0)

〉
(2.62)

El primer término de la parte derecha de 2.62 es la función de correlación de primer

orden g(1)(τ). Se procede ahora a de�nir las funciones

u(τ) =
〈
Ŝ+(t0)σ̂z(t0 + τ)Ŝ−(t0)

〉
(2.63a)
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v(τ) =
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

+(t0 + τ)Ŝ−(t0)
〉

(2.63b)

w(τ) =
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

−(t0 + τ)Ŝ−(t0)
〉

(2.63c)

La ecuación 2.62 se puede reescribir de la forma

g(2)(τ) =
1

2
g(1)(0) +

1

2
u(τ) (2.64)

y además utilizando las ecuaciones de movimiento dadas por 2.44 para σ̂±, σ̂z se

obtienen ecuaciones diferenciales acopladas de la forma

du

dτ
= −2Γg(1)(0) − 2Γu(τ) − Ω (v(τ) − w(τ)) (2.65a)

dv

dτ
= i (∆ + iΓ) v(τ) +

Ω

2
u(τ) (2.65b)

dw

dτ
= −i (∆ − iΓ) w(τ) +

Ω

2
u(τ) (2.65c)

Cabe resaltar que las ecuaciones diferenciales acopladas de 2.54 y 2.65, aunque

con de�niciones distintas de las variables, presentan la misma forma. Esto es una

consecuencia del teorema de regresión cuántica[6], el cual a�rma que todas las ecua-

ciones de movimiento que se cumplen para las funciones de correlación de cualquier

orden, en la aproximación de Markov, siguen la misma forma.

La condición inicial, u(τ = 0) es

u(τ = 0) =
〈
Ŝ+(t0)σ̂z(to)Ŝ

−(t0)
〉

=
〈
Ŝ+(t0)Ŝ

−(t0)
〉

= −g(1)(0) (2.66)

A partir de 2.66 y 2.64 se tiene que

g(2)(τ = 0) = 0 (2.67)

El resultado dado en 2.67 es un hecho de gran importancia en la validación de la

óptica cuántica dado que mediante un análisis clásico se obtiene que g(2)(τ = 0) ≥ 1
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Figura 2.2: Función g(2)(τ) para Ω =
5Γ

Figura 2.3: Función g(2)(τ) para Ω =
1
4
Γ

sin importar la fuente, o en otras palabras es una comprobación de la naturaleza

cuántica del fenómeno estudiado. Este fenómeno, g(2)(τ = 0) = 0 es llamado anti-

agrupamiento de fotones (antibunching), que no signi�ca otra cosa que decir que es

imposible detectar dos fotones provenientes de qubit al mismo tiempo, hecho espe-

rado dado que la generación de un fotón lleva al qubit al estado bajo del cual un

segundo fotón no puede ser emitido [7].

Para el caso en que ∆ = 0 se obtiene una expresión para g(2)(τ)

g(2)(τ) =
[
g(1)(0)

] [
1 − e−

3Γ
2

t(cos(Ω′τ) +
Γ

Ω′ sen(Ω′τ)

]
(2.68)

En donde Ω′ =
√

Ω2 − Γ2

4
.

En las �guras 2.2 y 2.3 se observa el aspecto de g(2)(τ) para Ω = 4Γ y Ω = 1
4
Γ, en

ambos casos es claro el fenómeno de antiagrupamiento pero el comportamiento que

toma la función para τ 6= 0 son bastante distintos, en donde se pueden identi�car

dos regímenes: débil y fuerte acoplamiento [7].



Capítulo 3

Plasmones super�ciales

3.1. Aspectos teóricos

Como un primer acercamiento a la interpretación de un plasmón se puede con-

siderar un gas electrónico perteneciente a un metal en donde las cargas positivas

y negativas se encuentran global y localmente balanceadas. Si de alguna forma se

realiza en una región R una variación de la densidad de carga Q (una perturbación

en la densidad electrónica), esto genera que en el lugar en que ha bajado la densidad

con respecto al equilibrio se genere una carga neta positiva. Esto genera un campo

eléctrico E(r) = Q r
r3 en donde el vector r tiene su origen en R. Cada electrón es

acelerado según la segunda ley de Newton md2r
dt2

= −eE(r, t), en donde m y −e re-

presentan la masa y carga respectivamente de un electrón. Teniendo en cuenta que

la densidad de corriente eléctrica j está dada por j = −nedr
dt
, entonces

∂j(r, t)

∂t
=

(
ne2

m

)
E(r, t) (3.1)

Al integrar a través de una super�cie cerrada Σ lo su�cientemente grande como

para que cubra todas las variaciones de carga, usando la ecuación de continuidad y

la ley de Gauss, se llega a

d2Q

dt2
= −4πne2

m
Q (3.2)

cuya solución es de la forma Q(t) = Q(0)e−iωpt, lo que corresponde a una oscilación

29
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con la frecuencia de plasma de bulk ωp.

ωp =

(
4πne2

m

) 1
2

(3.3)

Un análisis similar lleva a que la frecuencia de oscilación para un metal semi-

in�nito (interface metal-vacío) es

ωs =
ωp√

2
(3.4)

de donde se puede observar la dependencia que tiene la frecuencia de oscilación con

la geometría del material.

3.1.1. Modelo de Drude

Según la ley de Gauss se tiene que ∇ · D = 0, válida en ausencia de cargas

externas, en donde D = E + 4πP representa el campo de desplazamiento y P la

polarización. En un material homogéneo e isotrópico el vector de desplazamiento

eléctrico puede escribirse como

D = εE (3.5)

donde ε es la función dieléctrica y es una propiedad de cada material. A partir de

3.5 la ecuación 3.4 toma la forma

ε∇ · E = 0 (3.6)

La solución trivial ∇ · E = 4πρ = 0 corresponde a densidad de carga ρ nula. De

igual forma existe otra, generalmente pasada por alto, posible solución de la forma

∇ · E = 4πρ 6= 0, ε = 0; es decir, el campo eléctrico podría tener una contribución

longitudinal existiendo �uctuaciones de carga siempre y cuando la función dieléctrica

ε se anule [2]. Debido a la distinta respuesta de la materia frente a ondas electro-

magnéticas de distintas frecuencias se tiene que la función dieléctrica depende de

la frecuencia ε → εω, de forma que las oscilaciones de carga se obtienen para las

frecuencias que cumplen con εω = 0.
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En el modelo de Drude se asume que los electrones responden libre e indepen-

dientemente al campo eléctrico de perturbación. Aunque se espera que electrones

libres no lleven a oscilaciones colectivas la interacción electrón-electrón se incluye

parcialmente identi�cando el campo de perturbación con el campo eléctrico E au-

toconsistente el cual incluye el valor medio del campo producido por los mismos

electrones. La función dieléctrica de Drude se expresa como

εD
ω = 1 −

ω2
p

ω2
(3.7)

la cual lleva a oscilaciones de plasma con ωD = ωp.

3.1.2. Plasmones super�ciales

Al considerar una onda electromagnética de amplitud Ei que incide sobre una

super�cie de un conductor istotrópico y semi-in�nito dicha onda excita la carga

presente en el interior del conductor generando así la onda re�ejada de amplitud Er.

Para polarización incidente s (transversal eléctrica) y p (transversal magnética), la

onda re�ejada tiene la misma polarización, de forma que se pueden de�nir rs = Er
s

Ei
s

y rp =
Er

p

Ei
p
dadas por las ecuaciones de Fresnel

rs =
q⊥ − k⊥

q⊥ + k⊥
(3.8)

rp =
εωq⊥ − k⊥

εωq⊥ + k⊥
(3.9)

en donde, como se observa en 3.1.2, q = (q‖, q⊥) es el vector de onda de la onda

incidente en el vacío y k = (k⊥, k⊥) es el vector de onda de la onda transmitida en

el metal. Para cumplir con la ley de Snell se requiere que k‖ = q‖ y las ecuaciones

de las ondas electromagnéticas en el vacío y en el interior del metal requieren

q⊥ =

[(ω

c

)2

− q2
‖

] 1
2

(3.10)

k⊥ =

[
εω

(ω

c

)2

− q2
‖

] 1
2

(3.11)
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Figura 3.1: Diagrama de onda electromagnética incidiendo en un sistema semi-in�nito

Las amplitudes de re�exión 3.8 y 3.9 se pueden entender como las funciones de res-

puesta de la super�cie de forma que sus polos generan los modos normales super�cia-

les del sistema. Cabe notar que debido a la conservación de la energía Rs = |rs|2 ≤ 1,

Rp = |rp|2 ≤ 1, de forma que estos no podrían contener polos. Sin embargo, si q⊥ > ω
c
,

es decir esta se encuentra por fuera del cono de luz, la ecuación 3.10 genera un valor

imaginario para q⊥. En este caso las ondas transmitida y re�ejada no se propagan

sino que se comportan como ondas evanescentes las cuales no transmiten energía

a lo largo de la dirección normal de la super�cie[2]; únicamente en esta situación

las amplitudes de re�exión presentan polos. Para lograr que tanto la onda re�ejada

como la transmitida decaigan a medida que se alejan de la super�cie se debe tener

que Im(q⊥) e Im(k⊥) tengan el mismo signo. La ecuación 3.8 implica que no puede

existir tal situación en polarización s y que en polarización p sólo es posible si εω < 0.

Reemplazando en las ecuaciones 3.10 y 3.11 la condición εωq⊥ + k⊥ = 0, se obtiene

la relación de dispersión del plasmón super�cial

q‖ =
ω

c

(
εω

εω + 1

) 1
2

(3.12)
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Figura 3.2: Relación de dispersión para un plasmón super�cial[23].

En la �gura 3.1.2 se observa que el número de onda para cada frecuencia se

encuentra por fuera del cono de luz, de forma que no es posible que fotones libres en

el vacío generen directamente plasmones o viceversa.

3.2. Aspectos computacionales del cálculo del ten-

sor de Green

Con el objetivo de obtener las cantidades que se desean analizar como el acrecen-

tamiento del campo cercano[8], variación en la tasa de decaimiento [4] y la función

de segundo orden de autocorrelación [7] es indispensable conocer la función de Green

que describe al sistema [9][10][11].

La ecuación que describe el campo eléctrico, obtenida a partir de las ecuaciones

de Maxwell en ausencia de fuentes, en un medio caracterizado por ε(r, w) es [10],

−∇×∇× E(r) + k2ε(r, w)E(r) = 0 (3.13)

A partir de esta y teniendo en cuenta que la función de Green es la respuesta a

una fuente puntual, se obtiene la ecuación que se debe resolver para obtener toda la

información electromagnética condensada en la función de Green [12]

−∇×∇× G(r) + k2ε(r, w)G(r) = δ(r − r′) (3.14)
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Ahora, el sistema de interés consiste en un medio dispersivo descrito por una

constante dieléctrica ε(w) = εr + εs(ω) en medio de uno homogéneo con constante

dieléctrica εr. Introduciendo los operadores L, εr y εs en el lugar de −∇×∇×, k2εr

y k2εs(ω) respectivamente en la ecuación 3.13, se puede reescribir de la forma [13]

(L + εr + εs)E = 0 (3.15)

Además, el haz incidente debe cumplir con,

(L + εr)E
0 = 0 (3.16)

Como ya se ha dicho la función de Green se de�ne como la respuesta del sistema

a una fuente puntual de excitación. De forma que en la misma notación el operador

G0 se asocia con el sistema in�nito homogéneo de referencia,

(L + εr)G
0 = 1 (3.17)

mientras que el operador G se asocia con el sistema inhomogéneo completo,

(L + εr + εs)G = 1 (3.18)

Igualando 3.16 con 3.15 y usando 3.18 se obtiene una expresión para el campo eléc-

trico E en el interior del material dispersivo que en representación r es [13]

E(r) =

∫
dr′[δ(r − r′) − k2G(r, r′, ω) · εs] · E0(r′) (3.19)

A partir del campo eléctrico hallado al usar 3.19 se puede calcular el campo para el

resto del sistema usando

E(r) = E0(r) − k2

∫
drG0(r, r′, ω)εs(r, ω) · E(r′) (3.20)

Las ecuaciones 3.19 y 3.20 demuestran la gran utilidad que tiene el conocer el tensor

de Green del sistema para obtener el per�l completo de los campos eléctricos en un

sistema inhomogéneo formado por nano-objetos metálicos.
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3.2.1. Método numérico para el cálculo de la función de Green

(G)

Debido a la di�cultad inherente de calcular de forma analítica el tensor de Green

a causa de la complejidad de la geometría analizada [11] se ha recurrido a métodos

numéricos [13], en donde aprovechando algunas características matemáticas de las

funciones de Green[14], en un análisis basado en teoría de perturbaciones [15] con

la cual, usando la ecuación de Dyson 3.21, se llega a una expresión para el tensor

de Green del sistema en función de su análogo para el espacio vacío, este último

con solución analítica [13]. La expresión que relaciona dichas cantidades, llamada

ecuación de Dyson, es:

G = G0 − G0esG (3.21)

en donde es = k2ε(r, ω) − k2εr(ω) con ε(r, ω) siendo el tensor dieléctrico del

sistema y εr(ω) el del vacío.

La ecuación de Dyson discretizada es[13]:

Gi,j = G0
i,j − k2

N∑
p=1

G0
i,pε

s
p · Gp,j∆p (3.22)

en donde el material dispersivo se ha dividido en N porciones, cada una con un

tamaño ∆p, G0
i,j y εsp representan G0(ri) y εs(ri,w) respectivamente, en donde ri

es el centro de cada una de estas porciones. Con base en esta ecuación se realiza

el método numérico propuesto en [13] el cual consiste en un proceso iterativo que

se construye considerando cada una de las porciones del material dispersivo. Por

ejemplo en el paso m del cálculo se obtiene el tensor Gm
i,j asociado con la porción m.

La ecuación 3.22 se convierte en

Gm
i,j = Gm−1

i,j − k2Gm−1
i,m εs

m · Gm
m,j∆m (3.23)

El operador Gm−1
i,j se usa en vez de G0

i,j para tener en cuenta los anteriores n-1

porciones del material dispersivo. Para resolver la ecuación 3.23 se inicia despejando

los casos en que i = m lo cual es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones 3×3;

luego, utilizando estos valores, se hallan los casos i 6= m. Este procedimiento realizado
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sobre todas las porciones del sistema completo lleva a GN
i,j = Gi,j asociado con el

tensor de Green del sistema completo. Se debe tener especial cuidado al calcular

G0
i,i, cuyo caso debe ser correctamente renormalizado, lo cual se explica en detalle en

la referencia [16], proceso que depende de la geometría particular de las porciones

utilizadas.

3.2.2. Implementación del método

En la realización del método se escogió el lenguaje FORTRAN, y fue utilizado el

cluster del Departamento de Física de la Universidad de Los Andes, el cual permite

el trabajo remoto y la optimización de los tiempos de cálculo requeridos.

Se decidió dividir el espacio estudiado en cubos de forma que los términos del

tipo G0
i,i se normalizan a I

3iω0
[16]. En el método inicialmente se calcula el tensor de

Green en el espacio vacío siguiendo la solución analítica dada por [13][17]

G0(r, r′, ω) = −
(
1 − 1 − ikrR

k2
rR

2
1 − −3 + 3ikrR + k2

rR
2

k2
rR

4
RR

)
exp(ikrR)

4πR
(3.24)

en donde R representa la distancia vectorial entre r y r′, y R su norma; y kr el

número de onda de la luz estudiada. A partir de ella se realiza la iteración propuesta

anteriormente y �nalmente se guardan los datos en distintos archivos, uno por cada

componente del tensor.

El método se diseñó de forma que la nano-estructura se divide en secciones en

forma de paralelepípedos, donde se debe especi�car el punto de inicio y el largo en las

tres direcciones de cada sección. Para las geometrías propuestas a estudiar esta forma

de división facilita su de�nición en el método. Además se usaron siempre divisiones

de la geometría de forma que cada casilla individual formara un cubo, facilitando de

esta forma el cálculo del tensor de Green del tipo G(r, r′), un paso con el cual se

inicia la iteración.

En el apéndice A se encuentra el código utilizado para calcular el tensor de

Green para la geometría formada por cuatro nano-estructuras inconexas, cada una

un paralelepído, como se describe completamente en el capítulo siguiente.
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Restricciones del programa

A lo largo de la implementación del método se evidenciaron algunas limitantes

debidas a la capacidad en cuanto a memoria de acceso rápido permitida por el com-

pilador, hecho que imposibilitaba el almacenamiento del tensor de Green como una

variable en el programa, obligando de esta forma a utilizar el disco, superando así la

di�cultad pero alargando en gran medida los tiempos de los cálculos. Finalmente se

decidió restringir el tamaño de los cubos en que se divide el espacio de forma que se

logre un equilibrio entre las dos restricciones.

De forma complementaria para superar dicha di�cultad sin afectar los resultados

obtenidos, y dado que se deseaba conocer el valor del tensor de Green a alguna

distancia especí�ca de la nano-estructura, se programó un salto en la división del

sistema de forma que se pase del borde de la nano-estructura a esta distancia de

interés, evitando así la carga computacional de calcular el tensor para lugares no

requeridos y disminuyendo así los tiempos de simulación. Además se tiene que en la

forma en que se diseñó el método basta con realizar una pequeña modi�cación en

la de�nición del G0, ya que sólo en ese momento es realmente cuando se tienen en

cuenta las posiciones relativas de los puntos, mientras que en el proceso de iteración

sólo interesan los índices a los que corresponden los distintos vectores generados.

3.3. Validación del método computacional: ejemplo

Para comprobar el correcto funcionamiento del método de cálculo implementado

y antes de ser utilizado en los cálculos del sistema plasmónico de interés, se buscó

obtener las curvas de nivel del campo elétrico para la geometría con la constante

dieléctrica dada en la referencia [13]. Dicha geometría es una F metálica ubicada en

forma lateral con una constante dieléctrica de 2,5. La longitud de onda del haz lumi-

noso incidente elegido es de 633 nm. Cabe resaltar que en este caso no se excitaban

plasmones super�ciales dado que la constante dieléctrica del material no posee parte

real negativa.

Para calcular el campo eléctrico se generó otro método que se encargó de tomar

los datos obtenidos para el tensor de Green y, utilizando la ecuación 3.19, calcular

el campo eléctrico en el interior de la F y luego, usando 3.20, obtener el campo en
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Figura 3.3: Curvas de nivel del cam-
po eléctrico como se muestran en la
referencia [13].

Figura 3.4: Curvas de nivel del campo
eléctrico obtenidas usando el método
computacional diseñado en este traba-
jo de grado. Cada unidad en los ejes
corresponde a 2.5 nm.

el exterior. Calculado el campo eléctrico resultante, se guardó cada componente de

este en un archivo distinto, cada uno de los cuales se exportó a Matlab en donde se

realizó el respectivo análisis.

En la �gura 3.3 se muestra uno de los resultados descrito en [13] mientras que en

la �gura 3.4 se observan los resultados de la simulación obtenidos en este trabajo de

grado, donde se aprecia un buen acuerdo cuantitativo, hecho que valida el correcto

funcionamiento del método realizado.

Como segundo objetivo en dicho análisis se tenía el de lograr tiempos de cómputo

no muy superiores a los descritos en [13], obteniendo tiempos de simulación bastante

aproximados a los mencionados en dicha referencia, los cuales fueron de 5 minutos

en el cálculo del tensor de Green del sistema y de 3 minutos en el cálculo del campo

eléctrico resultante.

En la �gura 3.4 se observan en líneas negras los límites de la nano-estructura

metálica estudiada. Además, se pueden notar las tres regiones en que se dividió para
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llevar a cabo las iteraciones en el método computacional; todas las regiones poseen 3

casillas de alto. Luego de obtener estos resultados se dispuso a calcular las cantidades

requeridas para el análisis del sistema plasmónico iniciando con el tensor de Green.



Capítulo 4

Resultados interacción

qubit-plasmones super�ciales

4.1. Relación entre el tensor de Green y tasa de de-

caimiento de un qubit

Al conocer el valor del tensor de Green para el sistema plasmónico, es posible

conocer las propiedades tales como la tasa de decaimiento espontáneo de un qubit

ubicado en cercanías de un nano-objeto que soporta plasmones super�ciales. Usando

los valores obtenidos para la tasa de decaimiento y del campo eléctrico en cualquier

sitio cercano a la nanoestructura metálica, es posible calcular cantidades como la

función de correlación de segundo orden y el espectro de emisión de la luz que re-

emite un qubit forzado por un láser. La ecuación[7]

Γαα = 3λIm(Gαα)Γ0 (4.1)

determina la tasa de decaimiento espontáneo del qubit dado el valor de G calculada en

el lugar en donde este se ha ubicado, y donde α representa la dirección de polarización

del momento dipolar del qubit. Para determinar el espectro de emisión del qubit

40
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(�uorescencia de resonancia) se utiliza la ecuación [4]

S(r, ω) =
I0(r)

8π

[
3Γ
4

(ω − Ωr − ω0)2 +
(

3Γ
4

)2 +
Γ

(ω − ω0)2 +
(

Γ
2

)2 +
3Γ
4

(ω + Ωr − ω0)2 +
(

3Γ
4

)2
]

(4.2)

y para la función de correlación de segundo orden g(2)(τ) se usa la ecuación [4]

g(2)(τ) = 1 −
(
cos(µτ) +

3Γ

4µ
sen(µτ)

)
e−

3Γτ
4 (4.3)

en donde

µ =

(
Ω2

R −
(

Γ

4

2)) 1
2

(4.4)

con

ΩR =
E0 · d

h̄
(4.5)

representa la frecuencia de Rabi determinada por la amplitud del campo E0 asociado

al láser usado en la excitación. Γ0 es la tasa de decaimiento espontáneo del qubit

en el vacío, es decir sin interacción con la super�cie plasmónica y G es el tensor de

Green.

Para lograr un correcto balance entre ensanchamiento del campo cercano y un

descenso en la tasa de decaimiento del qubit es conveniente de�nir el coe�ciente Rα

Rα =
Eα

E0

Γαα

Γ0

(4.6)

donde Eα es el campo efectivo en cercanía de la nanoestructura, concretamente en

el sitio ocupado por el qubit, mientras que E0 es la amplitud del láser. Al aumentar

Rα se mejora la �uorescencia de resonancia del qubit.
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Figura 4.1: Geometría del sistema plasmónico estudiado. Tomada de [4]. las dimen-
siones de cada nano-estrucura son 50x110x40 nm3 y espaciadas 50 nm

4.2. Resultados en geometría de nano-estructuras

metálicas

Una vez que se han obtenido los valores del tensor de Green para la geometría

de interés se procedió al estudio del sistema plasmónico, el cual consta de 4 nano-

objetos en forma de paralelepípedos, como se puede observar en la �gura 4.1. Las

nano-estructuras metálicas estudiadas son de plata y tienen dimensiones de 50 nm

de ancho, 110 nm de largo y 40 nm de alto, además se encuentran separadas 50 nm

entre ellas. Para la simulación, cuyo código se encuentra en el apéndice A, se dividió

en casillas cúbicas de 10 nm de lado, además se dividió el material de plata en 4

secciones, una por cada nano-estructura las cuales, como ya se explicó, fueron de

relativamente fácil declaración en el código dadas sus fronteras planas.

Se utilizó un haz incidente de λ = 590 nm y se utilizó un valor para la constante

dieléctrica de las nano-partículas de ε = −16+0,14i para la frecuencia utilizada[18].

Además, se tomó una tasa de decaimiento del qubit sin interacción con los plasmones

de Γ0 = 18MHz[4], el momento dipolar del qubit se supone orientado en la dirección

X.

Al calcular el campo eléctrico y con el objetivo de minimizar los tiempos de

simulación se dividió el proceso de cómputo en dos partes principales: La primera
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parte, en que se de�ne un espacio de tamaño justo para contener el total de las

nano-estructuras, se encarga de calcular el tensor de Green usando el método ya

explicado, generando los archivos correspondientes a cada componente del tensor.

Un segundo método en el que se de�ne de tamaño mayor, tres casillas más a cada

lado en las direcciones X e Y y una más hacia arriba en Z el cual se encarga

de calcular el campo eléctrico a partir de lo obtenido en la etapa anterior. Esta

simpli�cación es posible gracias a que para calcular en campo eléctrico resultante del

sistema completo se requiere únicamente conocer el tensor de Green en el interior de

las nano-partículas[13].

Desafortunadamente no sucede lo mismo al intentar calcular la tasa de decai-

miento, dado que esta depende del valor de los términos diagonales del tensor de

Green para el lugar en que se sitúa el qubit, de forma que al intentar calcular esta

cantidad se requirieron tiempos de simulación más largos o un menor tamaño del

espacio en que se calculaba.

El qubit es ubicado 50 nm por encima de dichas nano-estructuras. La posición del

quibit en el plano XY a esta altura se varió para observar los distintos acoples entre la

super�cie plasmónica y este. Se calcularon en cada una de esas posiciones la función

g(2)(τ) y el espectro de emisión para detectar el triplete de Mollow. La razón de

escoger esta distancia entre el qubit y las super�cies plasmónicas es porque, si se situa

a menos de 30 nm aún mientras el campo eléctrico presenta un gran ensanchamiento

la tasa de decaimiento del qubit también es muy grande obteniendo un coe�ciente

de optimalidad R bajo, de forma que no es posible ver los fenómenos de interés.

Si por el contrario el qubit es situado muy lejos de la super�cie plasmónica, más

allá de 100 nm, tanto el campo eléctrico como la tasa de decaimiento son pequeños

obteniendo de nuevo un coe�ciente de optimalidad R bajo. El triplete de Mollow se

presenta debido a que el sistema de dos niveles presenta un desdoblamiento pasando

a estar constituido por cuatro niveles cuyas diferencias energéticas son proporcionales

a la frecuencia de Rabi Ωr, es decir, al acople que presenta el qubit con el campo

incidente. En la �gura 4.2 se presenta un esquema de dicho fenómeno tomado de ??.

En las �guras 4.3 a 4.5 se observan las componentes X, Y , Z respectivamente del

campo eléctrico a 50 nm de la super�cie de las nano-estructuras, plano en donde está

ubicado el qubit. Se han gra�cado las curvas de nivel en cada una de las componentes
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del campo normalizadas con la amplitud del campo incidente.

En las �guras 4.6 a 4.8 se observan las tasas de componentes X, Y , Z del decai-

miento del qubit dependiendo del lugar en que se encuentre a una distancia de 50 nm

de la super�cie plasmónica. En estas grá�cas también se presentan las curvas de nivel,

esta vez de la tasa de decaimiento para un qubit cuyo momento dipolar se encuentra

en la dirección señalada y normalizada con la tasa de decaimiento espontanea.

En las �guras 4.9 a 4.11 se observan los coe�cientes de optimalidad Rα en las

direcciones X, Y , Z respectivamente

Para calcular la función de correlación de segundo orden y el espectro de emi-

sión espontánea del qubit en los lugares estudiados, mostrados en la �gura 4.12, se

tomaron los valores del campo eléctrico y de la tasa de decaimiento del qubit en

dicho lugar en la componente X, las componentes Y y Z se ignoran dado a que no

contribuyen en la �uorescencia de resonancia dada la dirección del momento dipolar

del quibit. Utilizando las ecuaciones 4.3 y 4.2 se obtuvieron las funciones mostradas

en las �guras 4.13 a 4.24 para cada uno de los puntos etiquetados en 4.12

4.3. Discusión de resultados

El arreglo de las cuatro nano-estructuras metálicas genera lugares especí�cos,

especialmente en el intermedio de ellas, en los que se obtiene un gran ensanchamiento

del campo cercano mientras que mantiene una tasa de decaimiento del qubit poco

modi�cada; esta condición se cumple, para este sistema, cuando el qubit se ubica a

una distancia a las nano-estructuras de entre 30 y 100 nm. Debido a esta razón se

escogió el estudio a 50 nm, distancia que permite apreciar el triplete de Mollow y el

mejoramiento del fenómeno de antiagrupamiento presente en la función de correlación

de segundo orden. Cabe resaltar que se espera que los picos laterales del triplete

tengan una tercera parte de la altura del central[6].

En las �guras de campo eléctrico se observa que en la dirección Y no se logra un

gran ensanchamiento del campo de tal forma que ΩR es pequeña. En contraste al

comportamiento el Y , en la dirección Z se presenta un ensanchamiento del campo

pero también se presenta un incremento en la tasa de decaimiento en esta dirección

de forma que el coe�ciente de optimalidad R no es muy grande. De forma que un
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qubit cuyo momento dipolar se encuentre paralelo a alguna de estas dos direcciones

no presentará �uorescencia de resonancia [4], por dicha razón, como ya se señaló,

se ha escogido alinear el momento dipolar de qubit en la dirección X. Esta diferen-

cia en la dirección más favorable es debido a que las nano-estrucutras al presentar

diferentes dimensiones en cada componente, su comportamiento al incidir el campo

con la longitud de onda estudiada será distinto, por dicha razón la distribución de

los campos en las direcciones X y Y , pese a que la dos son normales al vector de

onda, son considerablemente distintas de donde se puede inferir que la resonancia

plasmónica se presenta en la dirección X..

Además se observa una clara dependencia de la posición relativa a las nano-

estructuras plasmónicas que presenta tanto el campo eléctrico como la tasa de de-

caimiento del qubit, modi�cando así la función de correlación de segundo orden y

el espectro de emisón espontánea de un qubit ubicado en alguno de estos lugares.

Este último fenómeno no se presenta en un sistema con la misma intensidad del haz

incidente sin la presencia de super�cies plasmónicas [4].

Es claro que la separación entre los picos del triplete muestra una gran depen-

dencia del lugar en que el qubit se ubique alrededor de las nano-partículas metálicas,

hecho que es de esperarse dada su naturaleza dependiente del valor de ΩR. Cabe re-

saltar que las mayores diferencias para las funciones de correlación de segundo orden

y del espectro de emisión del qubit se encuentran al comparar los puntos 1 y 3, lo

cual es coherente dado que en 1 es en donde el coe�ciente de optimalidad es mínimo

mientras que en 3 es máximo de los lugares estudiados. Además, dada la similitud

en los coe�cientes de optimalidad, para los puntos 3, 4 y 5 se obtuvieron funciones

bastante similares.

De las grá�cas para el campo eléctrico es claro que el efecto plasmónico sobre

este es de focalizar el campo en algunos sectores del espacio [19], hecho que, si bien

es un fenómeno conocido muy bien desde alrededor de 1950 [20], recientemente ha

creado gran interés dado que se tiene la necesidad de lograr controlar los campos

en distancias sub-longitud de onda con el objetivo de continuar miniaturizando y

acelerando la tecnología [21], como por ejemplo la fabricación de guías de ondas

plasmónicas [22].
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Figura 4.2: Esquema y espectro de un qubit en resonancia con una estructura plas-
mónica tomada de [4]

Figura 4.3: Componente X del campo eléctrico. Escala 1:10 nm.
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Figura 4.4: Componente Y del campo
eléctrico. Escala 1:10 nm.

Figura 4.5: Componente Z del campo
eléctrico. Escala 1:10 nm.

Figura 4.6: Componente X de la tasa de decaimiento Γ. Escala 1:10 nm.
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Figura 4.7: Componente Y de la tasa
de decaimiento Γ. Escala 1:10 nm.

Figura 4.8: Componente Z de la tasa
de decaimiento Γ. Escala 1:10 nm.

Figura 4.9: Componente X del coe�ciente de optimalidad R. Escala 1:10 nm.
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Figura 4.10: Componente Y del coe�-
ciente de optimalidad R. Escala 1:10
nm.

Figura 4.11: Componente Z del coe�-
ciente de optimalidad R. Escala 1:10
nm.

Figura 4.12: Lugares seleccionados para medir g(2)(τ) y el espectro de emisión.
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Figura 4.13: Función de coherencia de
segundo orden, g(2), para el qubit ubi-
cado en la posición 1.

Figura 4.14: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 1.

Figura 4.15: Función g(2) para el qubit
ubicado en la posición 2.

Figura 4.16: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 2.
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Figura 4.17: Función g(2) para el qubit
ubicado en la posición 3.

Figura 4.18: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 3.

Figura 4.19: Función g(2) para el qubit
ubicado en la posición 4.

Figura 4.20: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 4.
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Figura 4.21: Función g(2) para el qubit
ubicado en la posición 5.

Figura 4.22: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 5.

Figura 4.23: Función g(2) para el qubit
ubicado en la posición 6.

Figura 4.24: Espectro de emisión para
el qubit ubicado en la posición 6.
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Conclusiones

A lo largo del estudio durante este proyecto de grado se profundizó ampliamen-

te en los conocimientos de la Óptica Cuántica como una poderosa herramien-

ta para el análisis que describa correctamente el comportamiento de sistemas

nano-métricos interactuando con fotones, permitiendo el análisis de fenómenos

como el triplete de Mollow o el antiagrupamiento de fotones presentes en un

qubit que experimenta �uorescencia de resonancia al hacer incidir un haz de

luz cercano a su frecuencia de resonancia, ya que ninguno de estos efectos es

predicho al hacer un análisis semi-clásico como el descrito en el capítulo 2.

A partir de los resultados obtenidos para la función de correlación de segundo

orden y del espectro de emisión de �uorescencia de resonancia del qubit en

el sistema estudiado, es claro que la presencia de materiales metálicos que

sustentan plasmones super�ciales cerca a un qubit, afecta considerablemente la

estadística de los fotones emitidos por este último. Esto debido principalmente

al ensanchamiento del campo cercano.

Se logró un entendimiento claro de la naturaleza del plasmón super�cial y sus

consecuencias en sistemas óptico-cuánticos. Esta área de investigación repre-

senta un campo de gran crecimiento en la actualidad dada su gran rango de

aplicaciones en sistemas ópticos, como el de modi�car la estadística de los fo-

tones emitidos por un qubit. Este conocimiento permitirá realizar posteriores

avances en el tema de la plasmónica y sus aplicaciones como medio de desarrollo
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de la opto-electrónica [23].

La técnica del tensor de Green, ampliamente utilizada en el análisis de sistemas

de la óptica cuántica, fue implementado con resultados satisfactorios para el

análisis de nano-sistemas plasmónicos. El manejo de esta técnica permite el

análisis de un amplio rango de sistemas de óptica cuántica de forma que se

cuenta con una herramienta de gran utilidad para el modelamiento de otros

sistemas de interés [24]

Se utilizaron medios computacionales avanzados para realizar un análisis de

sistemas físicos de gran complejidad matemática. Medios que permitieron el

análisis de los nano-sistemas plasmónicos para los cuales no es posible lograr

una solución analítica debido a su compleja geometría y gran cantidad de va-

riables. Además, se aprovechó inmensamente el cluster de la Universidad lo

cual aceleró los procesos de simulaciones al permitir correr los programas de

forma autónoma.



Apéndice A

Programa Fortran para el cálculo del

tensor de Green

program metodo

implicit none

integer x1,y1,z1,xp,yp,zp,p,cubosx,cubosy,cubosz,i,j,k,l,m,n

integer x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR,zF,zC

parameter(zF=4)

parameter(zC=5)

integer meshx1,meshy1,meshz1,ia,ja, esVacio

integer xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh

integer meshx2,meshy2,meshz2

integer Inmeshx1,Inmeshy1,Inmeshz1,Inmeshx2,Inmeshy2,Inmeshz2

integer Inmeshx3,Inmeshy3,Inmeshz3,meshx3,meshy3,meshz3

integer Inmeshx4,Inmeshy4,Inmeshz4,meshx4,meshy4,meshz4

parameter(cubosx = 15)

parameter(cubosy = 27)

parameter(cubosz = 5)

!Se definen las distintas secciones de las nano-estructuras
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parameter(Inmeshx1 = 1)

parameter(Inmeshy1 = 1)

parameter(Inmeshz1 = 1)

parameter(meshx1 = 5)

parameter(meshy1 = 11)

parameter(meshz1 = 4)

parameter(Inmeshx2 = 1)

parameter(Inmeshy2 = 17)

parameter(Inmeshz2 = 1)

parameter(meshx2 = 5)

parameter(meshy2 = 11)

parameter(meshz2 = 4)

parameter(Inmeshx3 = 11)

parameter(Inmeshy3 = 1)

parameter(Inmeshz3 = 1)

parameter(meshx3 = 5)

parameter(meshy3 = 11)

parameter(meshz3 = 4)

parameter(Inmeshx4 = 11)

parameter(Inmeshy4 = 17)

parameter(Inmeshz4 = 1)

parameter(meshx4 = 5)

parameter(meshy4 = 11)

parameter(meshz4 = 4)

complex(8) A(9,9),b(9),x(9), const,rnorm, eS, prueba(9),integral(3)

complex(8) c2,c3,c4,gmAx1,gmAx2,gmAx3,gmAy1,gmAy2,gmAy3,gmAz1,gmAz2,gmAz3

parameter(eS = (-15,0.14))
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real pi, delta, konda,e0,dist,dist2

parameter(e0 = 1)

parameter(pi = 3.141592654)

parameter(delta = 1)

parameter(konda = 0.1064947)

complex(8) gx1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gx2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gx3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gy1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gy2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gy3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gz1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gz2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gz3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemx1(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemx2(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemx3(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemy1(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemy2(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemy3(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemz1(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemz2(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gMemz3(cubosx,cubosy,cubosz,cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmx1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmx2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmx3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmy1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmy2(cubosx,cubosy,cubosz)
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complex(8) gmy3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmz1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmz2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gmz3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNx1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNx2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNx3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNy1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNy2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNy3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNz1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNz2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gNz3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0x1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0x2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0x3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0y1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0y2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0y3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0z1(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0z2(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) g0z3(cubosx,cubosy,cubosz)

complex(8) gx1p,gx2p,gx3p,gy1p,gy2p,gy3p,gz1p,gz2p,gz3p

!Primero se define G en el vacio

do 119 x1R = 1,cubosx
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do 229 y1R = 1,cubosy

do 33 z1R = 1,cubosz

do 44 xpR = 1,cubosx

do 55 ypR = 1,cubosy

do 66 zpR = 1,cubosz

x1=x1R

y1=y1R

z1=z1R

xp=xpR

yp=ypR

zp=zpR

!Se realiza el salto a la distancia zF predefinida

if(z1R.GE.zC) z1=z1R+zF

if(zpR.GE.zC) zp=zpR+zF

dist2 = (x1-xp)**2 + (y1-yp)**2 + (z1-zp)**2

if(dist2.GT.0) then

dist = SQRT(dist2)

c2 = (1 - ((0,1)*3*konda*dist))*(konda**2*dist2)

c3 = (-3 + (0,1)*3*konda*dist + konda**2*dist2)/((konda**2)*(dist2**2))

c4 = (CEXP((0,1)*konda*dist))/(4*pi*dist)

gx1p = -(1 - c2 - c3*(x1 - xp)*(x1 - xp))*c4

gx2p = -(-c3*(x1 - xp)*(y1 - yp))*c4

gx3p = -(-c3*(x1 - xp)*(z1 - zp))*c4
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gy1p = -(-c3*(y1 - yp)*(x1 - xp))*c4

gy2p = -(1 - c2 - c3*(y1 - yp)*(y1 - yp))*c4

gy3p = -(-c3*(y1 - yp)*(z1 - zp))*c4

gz1p = -(-c3*(z1 - zp)*(x1 - xp))*c4

gz2p = -(-c3*(z1 - zp)*(y1 - yp))*c4

gz3p = -(1 - c2 - c3*(z1 - zp)*(z1 - zp))*c4

else

gx1p = (1,0)/(3*(0,1)*e0)

gx2p = (0,0)

gx3p = (0,0)

gy1p = (0,0)

gy2p = (1,0)/(3*(0,1)*e0)

gy3p = (0,0)

gz1p = (0,0)

gz2p = (0,0)

gz3p = (1,0)/(3*(0,1)*e0)

endif

gMemx1(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gx1p

gMemx2(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gx2p

gMemx3(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gx3p

gMemy1(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gy1p

gMemy2(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gy2p

gMemy3(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gy3p

gMemz1(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gz1p

gMemz2(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gz2p

gMemz3(x1R,y1R,z1R,xpR,ypR,zpR) = gz3p

66 continue
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55 continue

44 continue

33 continue

229 continue

119 continue

!Inicia el proceso iterativo

do 10 xmesh = 1,cubosx

do 11 ymesh = 1,cubosy

do 12 zmesh = 1,cubosz

! Se comprueba que el punto x1,y1,z1 este dentro de la nano-estructura

if(xmesh.GE.Inmeshx1.AND.ymesh.GE.Inmeshy1.AND&

.zmesh.GE.Inmeshz1.AND.&

xmesh.LE.(Inmeshx1+meshx1-1).AND.&

ymesh.LE.(Inmeshy1+meshy1-1).AND.&

zmesh.LE.(Inmeshz1+meshz1-1)) go to 45

if(xmesh.GE.Inmeshx2.AND.ymesh.GE.Inmeshy2.AND.&

zmesh.GE.Inmeshz2.AND.&

xmesh.LE.(Inmeshx2+meshx2-1).AND.&

ymesh.LE.(Inmeshy2+meshy2-1).AND.&

zmesh.LE.(Inmeshz2+meshz2-1)) go to 45

if(xmesh.GE.Inmeshx3.AND.ymesh.GE.Inmeshy3.AND.&

zmesh.GE.Inmeshz3.AND.&

xmesh.LE.(Inmeshx3+meshx3-1).AND.&

ymesh.LE.(Inmeshy3+meshy3-1).AND.&

zmesh.LE.(Inmeshz3+meshz3-1)) go to 45



62 Apéndice A. Programa Fortran para el cálculo del tensor de Green

if(xmesh.GE.Inmeshx4.AND.ymesh.GE.Inmeshy4.AND.&

zmesh.GE.Inmeshz4.AND.&

xmesh.LE.(Inmeshx4+meshx4-1).AND.&

ymesh.LE.(Inmeshy4+meshy4-1).AND.&

zmesh.LE.(Inmeshz4+meshz4-1)) go to 45

esVacio = 1

go to 47

45 continue

esVacio = 0

const = delta*eS*(konda**2)

!usando dos subrutinas se resuelve el punto inicial de la iteracion

!los G de tipo ri,ri

do 1010 ia = 1,9

do 1020 ja = 1,9

A(ia,ja) = (0,0)

1020 continue

1010 continue

gNx1(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemx1(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNx2(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemx2(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNx3(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemx3(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNy1(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemy1(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNy2(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemy2(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)
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gNy3(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemy3(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNz1(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemz1(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNz2(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemz2(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

gNz3(xmesh,ymesh,zmesh) = gMemz3(xmesh,ymesh,zmesh,xmesh,ymesh,zmesh)

A(1,1) = gNx1(xmesh,ymesh,zmesh)*const + 1

A(4,4) = A(1,1)

A(7,7) = A(1,1)

A(1,2) = gNx2(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(4,5) = A(1,2)

A(7,8) = A(1,2)

A(1,3) = gNx3(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(4,6) = A(1,3)

A(7,9) = A(1,3)

A(2,1) = gNy1(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(5,4) = A(2,1)

A(8,7) = A(2,1)

A(2,2) = gNy2(xmesh,ymesh,zmesh)*const + 1

A(5,5) = A(2,2)

A(8,8) = A(2,2)

A(2,3) = gNy3(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(5,6) = A(2,3)

A(8,9) = A(2,3)

A(3,1) = gNz1(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(6,4) = A(3,1)

A(9,7) = A(3,1)

A(3,2) = gNz2(xmesh,ymesh,zmesh)*const

A(6,5) = A(3,2)

A(9,8) = A(3,2)

A(3,3) = gNz3(xmesh,ymesh,zmesh)*const + 1

A(6,6) = A(3,3)

A(9,9) = A(3,3)
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do 13 xpmesh = 1,cubosx

do 14 ypmesh = 1,cubosy

do 15 zpmesh = 1,cubosz

gNx1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemx1(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNx2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemx2(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNx3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemx3(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNy1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemy1(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNy2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemy2(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNy3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemy3(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNz1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemz1(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNz2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemz2(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

gNz3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = gMemz3(xmesh,ymesh,zmesh,xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(1) = gNx1(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(2) = gNy1(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(3) = gNz1(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(4) = gNx2(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(5) = gNy2(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(6) = gNz2(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(7) = gNx3(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(8) = gNy3(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

b(9) = gNz3(xpmesh,ypmesh,zpmesh)

call lsqr(A,9,9,b,x,rnorm)

gmx1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(1)

gmy1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(2)

gmz1(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(3)

gmx2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(4)

gmy2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(5)
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gmz2(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(6)

gmx3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(7)

gmy3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(8)

gmz3(xpmesh,ypmesh,zpmesh) = x(9)

15 continue

14 continue

13 continue

do 20 x1 = 1,cubosx

do 21 y1 = 1,cubosy

do 22 z1 = 1,cubosz

gmAx1 = gMemx1(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAx2 = gMemx2(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAx3 = gMemx3(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAy1 = gMemy1(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAy2 = gMemy2(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAy3 = gMemy3(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAz1 = gMemz1(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAz2 = gMemz2(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

gmAz3 = gMemz3(x1,y1,z1,xmesh,ymesh,zmesh)

do 23 xp = 1,cubosx

do 24 yp = 1,cubosy

do 25 zp = 1,cubosz

gx1(xp,yp,zp) = gMemx1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gx2(xp,yp,zp) = gMemx2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gx3(xp,yp,zp) = gMemx3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gy1(xp,yp,zp) = gMemy1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gy2(xp,yp,zp) = gMemy2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)
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gy3(xp,yp,zp) = gMemy3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gz1(xp,yp,zp) = gMemz1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gz2(xp,yp,zp) = gMemz2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

gz3(xp,yp,zp) = gMemz3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

if(x1.EQ.xmesh.AND.y1.EQ.ymesh.AND.z1.EQ.zmesh) then

gMemx1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmx1(xp,yp,zp)

gMemx2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmx2(xp,yp,zp)

gMemx3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmx3(xp,yp,zp)

gMemy1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmy1(xp,yp,zp)

gMemy2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmy2(xp,yp,zp)

gMemy3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmy3(xp,yp,zp)

gMemz1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmz1(xp,yp,zp)

gMemz2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmz2(xp,yp,zp)

gMemz3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gmz3(xp,yp,zp)

else

const = delta*eS*(konda**2)

gx1p = gx1(xp,yp,zp) -&

const*(gmAx1*gmx1(xp,yp,zp) +&

gmAx2*gmy1(xp,yp,zp) +&

gmAx3*gmz1(xp,yp,zp))

gx2p = gx2(xp,yp,zp) -&

const*(gmAx1*gmx2(xp,yp,zp) +&

gmAx2*gmy2(xp,yp,zp) +&

gmAx3*gmz2(xp,yp,zp))

gx3p = gx3(xp,yp,zp) -&

const*(gmAx1*gmx3(xp,yp,zp) +&

gmAx2*gmy3(xp,yp,zp) +&



67

gmAx3*gmz3(xp,yp,zp))

gy1p = gy1(xp,yp,zp) -&

const*(gmAy1*gmx1(xp,yp,zp) +&

gmAy2*gmy1(xp,yp,zp) +&

gmAy3*gmz1(xp,yp,zp))

gy2p = gy2(xp,yp,zp) -&

const*(gmAy1*gmx2(xp,yp,zp) +&

gmAy2*gmy2(xp,yp,zp) +&

gmAy3*gmz2(xp,yp,zp))

gy3p = gy3(xp,yp,zp) -&

const*(gmAy1*gmx3(xp,yp,zp) +&

gmAy2*gmy3(xp,yp,zp) +&

gmAy3*gmz3(xp,yp,zp))

gz1p = gz1(xp,yp,zp) -&

const*(gmAz1*gmx1(xp,yp,zp) +&

gmAz2*gmy1(xp,yp,zp) +&

gmAz3*gmz1(xp,yp,zp))

gz2p = gz2(xp,yp,zp) -&

const*(gmAz1*gmx2(xp,yp,zp) +&

gmAz2*gmy2(xp,yp,zp) +&

gmAz3*gmz2(xp,yp,zp))

gz3p = gz3(xp,yp,zp) -&

const*(gmAz1*gmx3(xp,yp,zp) +&

gmAz2*gmy3(xp,yp,zp) +&

gmAz3*gmz3(xp,yp,zp))

gMemx1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gx1p

gMemx2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gx2p

gMemx3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gx3p

gMemy1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gy1p
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gMemy2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gy2p

gMemy3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gy3p

gMemz1(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gz1p

gMemz2(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gz2p

gMemz3(x1,y1,z1,xp,yp,zp) = gz3p

endif

25 continue

24 continue

23 continue

22 continue

21 continue

20 continue

47 continue

12 continue

11 continue

10 continue

!Archivos en donde se guardan las componentes de G

OPEN (14,FILE='gMemx1.dat',status='unknown')

OPEN (15,FILE='gMemx2.dat',status='unknown')

OPEN (16,FILE='gMemx3.dat',status='unknown')

OPEN (24,FILE='gMemy1.dat',status='unknown')

OPEN (25,FILE='gMemy2.dat',status='unknown')

OPEN (26,FILE='gMemy3.dat',status='unknown')

OPEN (34,FILE='gMemz1.dat',status='unknown')

OPEN (35,FILE='gMemz2.dat',status='unknown')
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OPEN (36,FILE='gMemz3.dat',status='unknown')

do 123 x1 = 1,cubosx

do 124 y1 = 1,cubosy

do 125 z1 = 1,cubosz

do 126 xp = 1,cubosx

do 127 yp = 1,cubosy

do 128 zp = 1,cubosz

write(14,*)gMemx1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(15,*)gMemx2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(16,*)gMemx3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(24,*)gMemy1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(25,*)gMemy2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(26,*)gMemy3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(34,*)gMemz1(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(35,*)gMemz2(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

write(36,*)gMemz3(x1,y1,z1,xp,yp,zp)

128 continue

127 continue

126 continue

125 continue

124 continue

123 continue

return

end

!Inician subrutinas
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subroutine lsqr (A,m,n,b,x,rnorm)

implicit none

integer, intent(in) :: m, n

complex (8), intent(in) :: A(m,n), b(m)

complex (8), intent(out) :: x(n), rnorm

! QR factorization

complex(8), dimension(m,n) :: Q

complex(8), dimension(n,n) :: R

complex(8), dimension(n,m) :: Q_T

complex(8), dimension(n) :: btilde

! Other

integer :: i, k

call zqrfac4(m,n,A,Q,R)

Q_T = transpose(Q)

Q_T = conjg(Q_T)

! The least squares solution for the x vector

! The back transformation

btilde = matmul(Q_T,b)

! btilde = conjg(btilde)

x = 0.0

do i = n, 1, -1

do k = i+1, n
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x(i) = x(i) - R(i,k)*x(k)

enddo

x(i) = (x(i) + btilde(i))/R(i,i)

enddo

rnorm = sqrt(sum(abs( b - matmul(A,x)) )**2)/real(n) !/dble(L-nh)

return

end subroutine lsqr

!Segundo subrutina

subroutine zqrfac4(m, n,a_in, q, r)

! calls no other routines

! Forms a QR decomposition of a = q*r

! Method - modified Gram-Schmidt.

! See Golub and Van Loan: Matrix Computations (p 152)

! m, n dimension of a

! a matrix ---- overwritten with q array with n orthogonal cols

! r upper triangle such that a = q*r

implicit none

! Input

integer, intent(in) :: m, n

complex(8), dimension(m,n), intent(in) :: a_in

! Output

complex(8), dimension(m,n), intent(out) :: q

complex(8), dimension(n,n), intent(out) :: r
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! Working variables

integer :: i, k, j

complex(8), dimension(m,n) :: a

a(:,:) = a_in(:,:) ! Avoid overwriting the input matrix

do k=1,n

! find constants for rotation and diagonal entry

r(k,k)=0.00

do i=1,m

r(k,k)=conjg(a(i,k))* a(i,k) + r(k,k)

enddo

r(k,k)=sqrt(r(k,k))

do i=1,m

a(i,k) = a(i,k)/r(k,k)

enddo

do j=k+1,n

r(k,j) = 0.0

do i=1,m

r(k,j) =conjg(a(i,k))*a(i,j) + r(k,j)

enddo

do i=1,m

a(i,j) = a(i,j) - a(i,k)*r(k,j)

enddo

enddo

enddo

q = a

return

end subroutine zqrfac4
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