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Introducao

Quando se fala eminais geralmente associado a medi¢do ou ao registo de algum
fendmeno fisico ou, em outras palavras, desistema Portanto,sinais e sistemas
sao conceitos bastante interligados.

No presente capitulo 1 faremos uma breve revisadivdasos tépicos basicos da
matematica que serdo Uteis para os capitulos seguRecapitularemos varios resul-
tados, expressdes e formulas da algebra, da allyedaa, da analise, do céalculo dife-
rencial e integral e da trigonometria que seraoaita forma usado neste texto.

Nos capitulos 2 e 3 trataremos da descricdo erdantogia dossinais enquanto
gue no capitulo 4 trataremos slstemas

Nos demais capitulos trataremos de algumas fertasae analise de sinais
Transformadas de Laplace (capitulo 5), Transformadacapitulo 6), Séries e
Transformadas de Fourier (capitulos 7 e 8, res@aotnte) e Diagramas de Bode
(capitulo 9).
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Base Matematica

1.1 — O nUmero imagqinario

O numero imaginario | é definido como:
Na literatura de matematica € muito comum usarise(le “imaginario”) para o
namero imaginario:

| =+—-1,

Entretanto, em engenharia a letrid ‘€ normalmente reservada para a corrente eléc-
trica (medida em Ampéres) enquanto que para O rolmeaginario usa-se a letra

J".
Logo,

Portanto,
Pejgt=i=v-1
fejgi=p=-1
=0 = =1
P =jg*=10=1

e assim por diante.

Além disso:
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ou seja,

Semelhantemente,

=1
7=
jf=-1
1 —
Alguns exemplos imediatos deste resulta}j(? J
2 : -3
—=-2] — =3
] |
1 1 -5
~ =~ — =-5
i 4 j

1.2 — NUmeros complexos

Um namero complexo @ C é expresso por:
zZ=0+f]

ondea e O ® (nUmeros reais) e j € 0 numero imaginario purdarome definido
acima.

o e 3 sdo chamados de:

0 = parte real de z, e

B = parte imaginaria de z
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e sao representados por

o =Re (2)
B =1Im (z).

Um numero complexo @ C escrito na forma acima € dito estar na forgatesiand
ou “algébricd.

Plano s
Plano s

GE. ------------- 1Z

W

1
1
1
1
1
1
1
!
eixo real 0 o

N

eixo real 0

eixo imaginario
eix0 Imaginario

Fig. 1.1 — Oplano s a representacédo cartesiana (a esquerda) e agef@gio
polar (a direita).

Um numero complexo [Z C pode ser escrito de forma equivalente como
— 0
z=pe&
onde p e B sdo numeros reais, sendo que 0 e 6 (emradiano9 é um arco.

A expressdo acima € muito comummente abreviadededmente em textos de
engenharia) para

z=pI[00O.

por uma questao de simplicidade. Além disso, neste, quando se usa esta notacao
para z, € comum se denotar o anguemgrausem vez deadianos

p e 6 s&o chamados de:

P =mobdulode z, e
B = angulo ou fasede z

5
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e sao representados por
pP=lzl
0 =0z.

Um namero complexo z escrito nesta forma acimaa efitar na formagblar” ou
“trigonomeétricd.

A representacédo grafica de um numero compleXd zfeita no plano complexo (ou
plano § em termos dax, B, P e O é dada nas figuras 1.1 e 1.2.

Plano s

N

eixo real

eix0 imaginario

Fig. 1.2 — Oplano s as coordenadas cartesianas e polares

A transformacao da forma cartesiana para polamassmo da forma polar para car-
tesiana sao facilmente obtidas pelas relacbesdsadae geometria (teorema de Pita-
goras) e da trigonometria (senos e co-senos).

As relacbes que permitem transformar da forma siarta para a forma polar sao:

p= |z|=+/a® + [ G:Dz:arctg(’gj

a

e as relacbes que permitem transformar da forna pata a forma cartesiana séo:

a =Re(z) =plcosd B=1Im(z) = plserd
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Alguns exemplos:

z,=2-2]j
21:2[D21(P :2\/55_450
=2 -15¢ = 2/20317
— 2 [@ 12618 = 27 @I
=132 = 2828408107
z, =1[045° |
. Z, =]
— e10,785 — 0 +1J
_V2 V2 oY
—S T J — @l(2)
. — Ai57)
= 0,707+ 0,707] = e
Ay
0,707
-1,732 .
f}jpﬂ[ﬁ}f eixo real *
-

giX0 imaginario

Fig. 1.3 — A representacao grafica dos nimeros [Bxog z, 2, z € %.
7
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O conjugado de um nimero complexa &

Z=a +[3]

é 0 nimero complex@ ou Z'
Z=2"=a—-[3]

ou seja,Z ou Z é o rebatimento do ponno plano s em relagéo ao eixo real.

A

Pjr--z Z

P
6 5 .
0[<=0 L g
P
'B_] _____________ Iz*

Fig. 1.4 — O conjugad@ ou Z' de um nimero complexo z.

Em termos da forma polar o conjugadmu Z* de um nimero complexo:

z=p@je
€ dado por:
Z=Z7 =pldio
Note que B
Z=(Z) =z

e, além disso, se x € um numero reall(R), ou seja, x € um nimero complexo com
a parte imaginaria igual a zero, entao:

(X' =X.

Xl
[
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1.3 — Operacoes com numeros complexos

A forma cartesiana é mais apropriada para operat@®ssma(z; + z) e subtraccao
(z1 — ) de nUmeros complexos,

(o, +B, 1))+ (o, +B, L) = (o, +0,)+ (B, +B,)1]
(0(1"'[31 D)_(az +Bz [j) = (al_a2)+(Bl_BZ)[j

enquanto que a forma polar € mais apropriada ppesagdes demultiplicacéo
(z, [Z,) edivisdo(z,/ z,) de nUmeros complexos:

(o, @ )dhp, @)= p, [p, (&7

(0.2") _ oy e
(pz @Jez) P,

ou, equivalentemente:
(0,12 ) lp, @™ )= p, [, (18, +6,)

@jel
gl @jez :%[ﬂj(el_GZ)
2 2

Um resultado bastante util é dado pela equacaaabai
(o +Bj)do -Bj) = a® +p?

ou seja, o produt&Z[Z de um nimero complexo z pelo seu conjugdd um
namero real (um numero complexo sem a parte iméagj)né cujo valor é a soma do
guadrado da parte real de z com o quadrado daipwtgnaria de z.

Este resultado permite que se escreva uma fradz@made z e 2’ sdo 2 numeros
complexos

z=0+|p e Z’=0+jl®

na forma cartesiana A #Bj}, ou seja,

©
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Note que, multiplicando-se ambos 0 numerador enomeador de z/z’ pelo conju-
gado do denominaddZ temos

z _7Z _(a+jB)(o-jw) _ (ao+Bw)+jl(Bo-aw)

Z 77 (o+jw)(o-jw) 0%+
ou seja,
z _[(ao+Bw) , . (Bo-aw)
z (o?+a?) [0+
e portanto,
(00 +Bw) (Bo-aw)

Ao dd) e *T )

Alguns exemplos:

z_2°1
) Z -1+j2

entdoon =2, =-5,0=-1, ew= 2, logo

5, _ (_2_10)+j5(5_4) - —24+i02
Z 5 5

e Z=372
) Z 1+

entdoo =3, =-2,0=1, ew=1, logo

Z = (3_2)+j5(_2_3) = 05-j[25
Z 2 2

_3

C) J

N‘|N

entdoo =3, =0,0=0,ew=1, logo

2 _ (040 ;029 | 5o g
z (D)D) (D=1
Neste ultimo caso observe que seria mais simpgleediato se fosse utilizado o
resultado

10
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gue ja vimos mais acima.

Outro resultado bastante util € o seguinte:

\ei"\:l, 0e

. _ i . . ~ . . .
ou seja,z = e é um ponto da circunferéncia de raio 1 centradarigem do plano s.

Na verdadez=e'® é o ponto desta circunferéncia cujo angulo corixo eal posi-
tivo €.

BIX0
imaginario
j .
z=el
B
-1 0 T eixo
real
]

Fig. 1.5 — Circunferéncia de raio 1 centrada ngeon do plano s.

Logo, é facil de verificar que

11
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1.4 - O seno e 0 C0-Seno

O seno e o co-seno de um andailbe um triangulo rectangulo séo definidos como:

C _ catetooposto

sen(8) =—=—
a hipotenusa
cos(6) = b _ catgtoadjacente

a hipotenusa

a
C
v ]

b

Fig. 1.6 — Triangulo rectangulo.
Usando o Teorema de Pitagoras
a®=b’+c?

pode-se facilmente encontrar os seguintes senmsenos conhecidos:

sen(®®) =ser{0)=0 cos(®®) =cod40)=1

sen(d®) = ser(’—j = @ cos(@?) = CO{EJ = ﬁ
4 2 4) 2

sen(Q®) = ser{gj =1 cos(Q0) = CO{T—ZTj =0

12
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Outros senos e co-sSenos notaveis:

—serl &
sen@B0°) —ser{6j

sen(6(?) = ser(’—?j V3

2

Seb = wx, onde

—00 <t <oo,

e

cos@B) = co{ﬂj = £
6 2

—cod Tt|=2
cos(60°)—cos(3j >

w> 0,

entdo senf) e cos @) se transformam em func¢des de t,

x(t) = sen (1) ,

x(t) = cos () ,

cujos graficos pode-se ver abaixo nas figuras 1.Be

w>0

w>0

1 x(t) = sen(ot)

mae T -

Fig. 1.7 — A funcéo seno, x(t) = saxt), tLl(—o, ), w> 0.

13
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1 x(t) = cos(ot)

Fig. 1.8 — A func&o co-seno, x(t) = cag)(, tt(—oo, «), w> 0.
Algumas relacdes que envolvem senos e co-senos:
Versao trigonomeétrica do Teorema de Pitagoras:

serf (8)+cog (6) =1

Relac6es do arco complementar (para 0 seno e [Earseno):

T T
cog0) =sen —-0|=sen 0+—
“©=sef 500+
ser(8) = co{e —Ej
2
Relac6es do arco suplementar (para o0 seno e Ea-s3eno):

ser() =ser{n-6)

cog6) = —coqm-6)

14
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Relacdes de paridade para o seno e para 0 CO-Seno:

sen8) = —sen(-6)
cog6) = coq- )

Seno e co-seno da soma de 2 arcos:
ser(8, +6,)=ser(8,)cod,) +cod6, )ser(B, )
cog8, +8,)=cog8, )cod8, ) -ser(s, )ser(s,)

Seno e co-seno do dobro de um arco:

sen(26) = 2ser(8)codd)
cod28) = cog(6)-serf(6)

1.5 — A equacao de Euler

O matematico e fisico sui¢aonhardEuler (1707-1783) publicou o seguinte resul-
tado em 1748:

e’® =cosB + j[3end

e por esta razao ele é chamadoatpiacao dé&uler”.

Com a equacédo de Euler é facil de se compreenttansformacao da forma polar
para cartesiana ja vista acima. S&@ escrito na forma polar,

z:p@je
= p{co + j erp)
= (p[EosB) + j L{p [3erd)
logo,
Z=a+f3]
onde

o =plcosd B=plsend

15
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TU L TT

B L L
. o - 0 L
O seguinte exemplo serve para verificar as relagfiesa paree’ . e 2,e 2 ¢ e

e’® =cos(0)+ j®en(0)=1+00 =1

iz m . T .
e?=cog— |+]j8en—-|=0+10=
{zj ’ r(zj 1=
-2 m . T .
e 2=cog—— |+]Ben—-—-|=0-10=-
{ 2) ’ r{ 2) =)

e”™ = codqn)+jBenn) =-1-0 =-1

Da equacdo de Euler é facil de obter-se as seguiniagbesl também bastante
conhecidas:

el® +p718
coP =
2
el® —p7®
semd = _
2]

Como exemplo, vamos utilizar estas relagdes acimdaoda equacdo de Euler para
verificar alguns senos e co-senos bastante conhecidos:
0470 141

cog®) = cog0) = 5 = =1

el0_p 0 94

sen((®) =sen(0) = : ==——==0
2j 2j
cos(90°):cos(ﬂj _ e“@ +e_j@§) R ) S
2 2 2
sen(90) :se’(ﬂj - ej%] —e_j%] =1=6D -y
2 2j 2j

16
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cos(—goo):co{-’_;j ), ) it

2 2

sen(—90°)=ser(—g)= e_jféz - St S

e M4l —14(-1) _
2 2

cos(18@) = cos(m) =

e 1T oI _~1-(D _,
2 2

sen180) =sen(m) =

1.6 — A tangente

A tangente de um angubde um triangulo rectangulo é definida como:

catetooposto
tg(6)=-_= i
b catetaadjacente

e, pelas definicdes de seno e co-seno, faciimdrémmnse:

ser(0)
cosP)

e desta forma pode-se facilmente encontrar asrgeguangentes conhecidas:

tg (°) =tg(0) =

tg(8) =

tg @3) = tg(%j =

tg O0°) = tg(g)

w\a

tg BP) = tg(Gj

5

tg (60°) = tg@

17
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Seb = ux, onde

—00 <t <oo, e w> 0,
entao tg @) se transforma em uma funcgao de t,
x(f) = 19 (@) , w>0

cujo grafico pode-se ver abaixo na figura 1.9.

T x(t) = tg(ot)

1 s
.f(-; # ”
T AT I e N 3T Tt
. 2! 4 4 2 4

Fig. 1.9 — A funcéo tangente, x(t) = tgt), tll(—oo, ), w> 0.

Assim como 0 Seno e para 0 CO0-Seno que se repetamaaintervalo deTtf a tan-
gente se repete a cada intervalagwdeogo,

tg(6)=tg(6+m)=tg(6—1).
ou melhor:

tg(6) = tg(0+ k), ko{ox1+2..}

18
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1.7 — As inversas de seno, co-seno e tangente

Nitidamente as fun¢des seno, co-seno e tangenteduémversiveis. Pelo grafico de
X(t) = sen (), x(t) = cos () e x(t) = tg () vemos que sea e 3 forem valores no
intervalo [0, 1], ey for um valor real qualquer, ou seja,

a U[-1, 1], O[-1, 1],y (-0, o),

entdo vao haver muitos valores dg-to, o) para os quais
X(t) =sen @) =a
x(t) = cos () =B
X(t) =tg @) =y

Portanto, para poder se achar a funcao inversarge so-seno e tangente temos que
limitar o intervalo destas funcoes.

No caso desenolimitamos ao intervaloi[-172 , 172], no casa@o-sendimitamos ao
intervalo t1[0 , 1, e no caso d#éangentelimitamos ao intervaloi[-172 , 172]. Os
gréaficos destas funcbes sdo apresentados nassfijle 1.11.

“x(t)= sen(at) “x(t)=cos(mt)

(=]
m|’5._:]’ :
¥

------- -1

Fig. 1.10 — A funcao seno, x(t) = sent) limitada ao intervaloi[-172 , 172] (1° e 4°
quadrantes), & > 0 (a esquerda), e a funcao co-seno, x(t) =@)difni-
tada ao intervaldi[0 , 17 (1° e 2° quadrantes)w@> 0 (a direita).

19
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Ix(t) = tg (1)

]
. -h-|"‘,:|

w3
=)
INE
_t:.J—l_.-“'_l
¥

Fig. 1.11 — A funcao tangente, x(t) = tgt) limitada ao intervaloli[-1v2 , 102] (1°
e 4° quadrantes),we@> 0.

Esta € a norma geral adoptada pelas maquinas addcak e meios informaticos de
calculo modernos. Limita-se o arco a 2 quadrantes:

1° e 4° quadrante, no caso do seno ou da tangente;
1° e 2° quadrante, no caso do co-seno.
Desta forma € possivel falar nas fun¢des inversagdo, do co-seno e da tangente:
arcsen ), arccosf§) e arctg ).
Por exemplo, sg= 1, 0 arco cuja a tangente € 1 € dado por
arctg(l) = 2 = 45

embora, como ja foi visto acima, existam muitosasiarco® cuja tangente também
€ 1. Na verdade as solucdes possiveis sao:

e:£+krr, ko{o+1+2..}

ou seja:
0=43 e 6=229

sdo 2 possiveis solucbes de arcig) E 6 = 45° esta no primeiro quadrante e
0 = 225° esta no terceiro quadrante.

20
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No caso particular da inversa ser de uma fraccéo

arcsen (b/a), arccos (b/a) e arctg (b/a)

entdo podemos levar em consideracdo o quadramqerdo (a, b).

1

z=el®
_T
0=7
(1° quadrante)

L 4

z-el®

5z -
O=—7 ]

(3° quadrante)

Fig. 1.12 — Dois arcos que tém a mesma tanger8°lourv4, 1° quadrante)
e 225° (ou &4, 3° quadrante).

Desta forma a inversa do seno, do co-seno ou gernésn ndo fica limitada ao inter-
valo [72 , 2] ou [0 ,1] que representam apenas 2 quadrantes, pois tefdona-
¢ao suficiente para determinar o arco nos 4 qusekaRor exemplo:

1) m

ardg (1} = 2 =43 (1° quadrante)
-1)_ 5m_ _

ardg (_— - 7 =228=-133 (3° quadrante)
-1\ -1 _ _

ardg T — T =-45°=313 (40 quadrante)

1 3n
ardg _—1 = Z =139 (2° quadrante)

21
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1.8 — Exponenciais e logaritmos

O “numero neperiane@” (devido ao matematico, astrélogo e teélogo estalEhn
Napier, 1550-1617) vale aproximadamente

e=2,7183

Mais precisamente, ele pode ser escrito como un& isfinita ou como um limite
(esta ultima forma devido ao matematico suigkob Bernoulli 1654-1705):

n
o= Iim(1+ 1)

O “ndmero neperiariotambém é chamado dednstante de Eulére € a base dos
logaritmos naturais (In). Portanto:

ex @y :ex+y z = ex—y (ex )y — ex@

In(xCy)=In(x)+In(y) In[gjzln(x)—ln(y) In(x*)=aln (x)

Transformacao da base para a base 10:

l0g,.(x) = |:((1X3) - '”2(;) - 04343In(x)

Transformacéo da base 10 para a base

In(x) = logy o(x) - logy o) = 230og; o(X)
logiole) 04343

Transformacao de qualquer base “b” para a base “a”

_ logy(x)

o5 0g, o)

22
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1.9 — Derivadas

A teoria do célculo diferenci# de autoria do fisico e matematico ingSir Isaac
Newton (16431727) e dofilosofo e matematico alemaGottfried Wilhelm vol
Leibniz(1646-1716).

A notacao das derivada de uma funcao f(t) poc

df
a (devido aNewtor)
ou
f(t) (devido &L eibni2).

A derivada de uméuncéo f(t) no instante t nos dénclinacdo (ou declivg de uma
rectatangente a curva naquele instal

Se f(t) é crescente em t = a, entédo a derivadgssifiva naquele instan

df
f'l@=— >0
@=5 >0

Isso € ilustrado na figuralB.

A

ft)

df
dt

<
[ BT .
'—r.

Fig. 1.13 -Inclinacédopositiva (oudeclivepositivo) da recta tangente a curva
no instante t a.

Por outro lado, esf(t) € decrescente em t = a, entdo a derivadarsgyativa nague
instante

23



J. A. M. Felippe de Souza 1 —Introducéo e Base Matemati

f'@) = a <o

dt|=, '
Isso é ilustrado na figuraly.
A
f(t)

. df

! —_ <0

| i t=a

0 | a th

Fig. 1.14 -nclinacdonegativa (owdeclivenegativo) da recta tangente a curva
no instante £ a.

A

f(t)

'—r_
Il
o

Fig. 1.15 -nclinacdonula (oudeclivenulo) da recta tangente a curva f(t) nc-
tante t = aCaso de maximo loce

Finalmente, se f(t) ndo € crescente nem decreseemtie= a, entdo a derivada s
zero naguele instante

df
f'@ =— =0
@=g

24
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Neste caso pode-se t@m maximo ou um minimo lo¢, mas as vezes nenhum ¢
dois Isso é ilustrado nas figurl.15, 1.16 e 1.17.

A

ft)

N o &
dtt=a

0 a t

Fig. 1.16 — Inclinacdaula (oudeclivenulo) da recta tangente a curva
no instante = a. Caso de minimo local.

S
/ dt

Fig. 1.17 -nclinacdonula (oudeclivenulo) da recta tangente a curva f(t) nc-
tante t = aCaso de ponto de inflexdo, ndo é maximo nem mitoe.

A

f(t)

=0

t=a

Algumas propriedades e regras das derive

+ Linearidade:

w =c BC% =ch'(t) (homogeneidade)

d(fl(t)d: f,(0) _ dfélit) . dféit) IR (aditividade)

25
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+ Regra do produto:
Lomo)=2 Lo+ 0 - rouo+gono

+ Regra do quociente:
P ¢ oy (F90
g(f(t)ng‘t) a O _gwom-fmmo
dt\ g(t) g°(t) g°(t)

+ Regra da cadeia:
d. - df o) _ .. .
1w = 5 ) % (g(0) ' (1)

Se definirmos

u(t) =1(t) e v(t) = 9(1)

entdo,

df dg _
—=u e — =V
dt dt

E as regras acima podem ser reescritas de fornsacmipacta como:

(c EJ)’ = cl (homogeneidade)
(U + V), = u'+Vv (aditividade)
(U B’)' =ulv+uly (regra do produto)
( u j vl - ul/

v, V2 (regra do quociente)
du _ du Egv

dt - dv dt (regra da cadeia)
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+ Algumas derivadas de fungdes simples:

d c=0
dt
d 1
—(t")=n"
d _ .
ite 1 (caso particular, n =1)
d
a(C d)=c (aplicando a homogeneidade)
d(1)_d/._ o _~1
J = a('[ 1): -t = ra (caso particular, n = -1)

Sle

=1
7~ N 7\

d(-m “me 1 _
j = _(t )= -mO™"™" = -m E',[m—+1 (caso particular, n = —m)

d J_ d ]/2 1 _]/2 1 .
—Wt)=—lt"" )J==""=——, t=20 =
dt( ) dt( ) 5 o0 (caso particular, n = 1/2)
dp It
—|t|=—=sign(t), t#0
| t1= =sign()
+ Derivadas de funcdes exponenciais e logaritmicas:
Ect =c'nc
dt
aet =e' (caso particular, ¢ g a Unica funcado que € igual a prépria derivada)
1
EIogct =
dt tlnc
d I _
a'n t= T =t, t>0 (caso particular, c @
1 ..
d In[t|===t
dt t

d
—Int'=t'{1+Int
" [{ )
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+ Derivadas de funcdes trigonométricas:

d _
ot sen(t) = cos(t)

d - —
acos(t) = —sen(t)

1
cos (t)

d _ _
o tg (t) =sec (t) =

%sec(t) =tg (1) $ed(t)

d o _ -1
acolg(t)— cossec (t) ser? (0

%cossec(t) = —cossed(t) [¢oty (t)

Earcser(t): !

dt 1—t2
Earccos(t): 1

dt 1-t2

d 1

—arctg(t) =

dt 9 1+t°

d 1
—arceqt) = —F—
dt [t|3/t? -1
garc::otg(t): _

dt 1+t°

d -1
—arccosec(t) =—————
dt [t 3/t? -1
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+ Derivadas de funcdes hiperbdlicas:

t

%senh(t) =cosh(t) = ¢

et

%cosh(t) =senh(t) =

d

—1ah(t) =sed’ (1

%sech (t) = —tgh(t) [$ed (1)
%cotgh(t) = —cosech® (t)
d csd (t) = —cotgh(t) [cossed (t)

dt
1

VtZ+1
1

Jt2 -1

1
1-t?

d
— arcsenkt) =
ot 1)

d
—arccos (1) =
” (t)

d _
aarctgh (1) =

-1
ty/1— t?

d
—arcsed (t) =
" (t)

1

2

d arccoth (t) =
dt 1

-1

[ t]V1+t?

d arcsed (t) =
dt
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1.10 — Integrais

A integral indefinida de uma funcéo f(t) é repreaada como
j f (1) ot

Por outro lado, a integral definida, representamacc

[, e, J.. f(o ou [ f(nr

faz a Soma de Riemann que calcula a area sob a earyn intervalo bem definido
como por exemplo:

[a.b], ]=, b] ou [aw]

Este nome acima é dado em alusdo ao matematic@@l@eorg Friedrich Bernhard
Riemann (1826-1866).

A integral é um processo inverso do da derivadaidgdes pois,

, _ ¢ df _ o df(t) B
[ f (t)dt_ja(t)dt_j - dt = [df =f(t) +C
ou
d _
a(jf(t)mt) =f(t).
Mais precisamente:
F(t) = jtf (t) et
€ chamada de primitiva de f(t).

Este resultado € chamado de Teorema Fundamentafidalo e faz a interligacéo
entre o Calculo Diferencial (seccéo anterior) edc@o Integral (desta seccao).

Algumas regras de integracéo de funcbes em geral

[af(t)dt = acff(t)dt + C (regra da homogeneidade)
j[f (t)]dt = [f(t)dt +]g(t)dt + C (regra da aditividade)

j [f'(t) ()] dt = f(t) (L) +jf(t) [y'(t) dt (regra da integral por partes)
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Se definirmos

u(t) = g(t) e v(t) =f(t)
entao,
du=g'(t) [dt e dv="f'(t) [dt

e aregra da integral por partes pode ser esautmadform::

Iu [dv = uv —I v du (regra da integral por parte

Por outro lado, se
u(t) =f(t) e du=f'(t) [dt,

entdo antegral definida € calculada con
b b
ja du = u]z = u(b) - u@)

* fo)

ral
5 "~

>

0 a b t

Fig. 1.18 -A area S sob a curva f(t) no intervidefinido [a b].

A integral definida desde até b da funcao f
b
j f(T)(Et = S
a

€ a area S sob a curva, conforme ilustrado naaf1.18.
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A figura 1.19mostra dois exemplos da integral definida desd& @ ala funcéo
onde areas abaixo do eixo das abcissas contanmvaegeinte

ft =S -,
.L

e
Lb f(DUWT =S5 -5, +5;
A
f(t
= S=55 IR0
; S=S-S+8,
4 /
Sl / S 4
o a 3 T g br

Fig. 1.19 -Dois exemplos da area sob a curva f(t) no interdefinido [a, b].
As areas abaixo do eixo cabcissagontam negativament

A figura 1.20 mostra dois exemplos da integral definiem intervalos infinitc
como: ] -0, b], [a,o].

j_t; f(T)@ET =S . j: f ()t =S
A
£(t)
—~
o
__./ >
0 b t

Fig. 1.20 — is exemplos da area sob a curva definidosem intervalos infini-
tos: ]-eo, b] € [a, [.
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Apresentamos agora uma tabela das integrais daspais funcoes.

+ Integrais de funcdes racionais:

Idu =u + C
un+l

ju”mu: C, nzl
(n+1)

ju'ltuu = [du Injul + C

u

I 21 > Ldt = lmrctg(gj + C
u“+a a a

I Zdu ~0= i@rct{u_aj + C, u?>a?
u°-a 2a u+a

+ Integrais de funcdes irracionais:

du _ CEN)
jﬁm_ Inju+Ju?+a| + C

j%mz nju+su?-a?| + C

O= 1&rcser{gj + C

du
IUB,UZ _a2 a a
du _ 'Eu] 2 o
I—D— arcsen— | + C, u°<a
vat -u? a
+ Integrais de logaritmos:

[ log, @) dt = tlog, @) -~tlog,e + C (*)

j|n @d)dt = tOn@d) -t + C
[caso particular_b = da integral (*) acima]

n+l t n+l

On @) -

n+1 (n+1)° e o

jt"uh(a[ﬂ)dt =

[t @) dt = %[[In @M} + C
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dat
jm = In[in@®)] + C

+ Integrais de funcdes exponenciais:

u

[a'fHu = 2 _+c,  azl a>0 (**)
In @)
je“ [Mu =e" + C [caso particular_a & da integral (**) acima]
at 1 bat
[btdt= —B—— +C (+*)
a In(b)
j e dt = gea‘ + C [caso particular_b z da integral (***) acima]

at
jt@a‘dt = Z—z(at—l) +C

j t" @ dt = E t" o2 _EI tn—leat dt
a a
t"b* n
alln(b) alln(b)

jt”mat dt = It”'lb"“dt, b>0, bzl

[ e senbr) dt

ﬁy[aﬁer{bt)—bmosbt)] + C

a eat
[ e Gospt) dt m[a&tosbt)+b@er(bt)] +C

+ Integrais de fun¢bes trigonométricas:

I sen(u) du
[ coslu)du

[ tg(u)du = In(sequ)) + C

~cos(u) + C

sen(u) + C

[ cog(u)du

In|sen(u)| + C

I L = In|secu) +tg (u)| + C

I sec(u) @ cos(U)

34



J. A. M. Felippe de Souza 1 — Introducéo e Base Matemética

I coec (u) [Mu = J.se%m(u)mu = In|coec(u) - cotg(u)| + C

I ec(u) fy(u)Hu = I stgrgiju))mu = sec(u) + C

I coec(u)Eag(u)Hu = Jmﬂju = -cosec(u) + C

I e (u)du = Jcosz( )Edu = tg(u) + C

[ coec (u)ru = |

[du = —-cotg(u) + C

senz( )
[ ser(at)dt = — cos(at)
[ codat)dt = % senfat) + C
[ serf (at)dt = % - serLSaZat) + C
[ cog(at)dt = % + serjaZat) C

+ Formula de recorréncia para integrais de poténigdancdes trigonométricas:

_ —ser™ (@) [dos@lw) L n-1
n(a

[ serf (arw) du [ ser™ (aru) du

cos'™ (alll) Ben(@) L n-

[ cos' (arm) du - ! [ cog'™ (aru) du

n@&
[ g (atm)du = timni?) [ tg™ (art) du
[ cotg” (am) du = -%ﬁ)ﬂ” - [ cotg™ (art) du
[ se¢ (am)au = °€ ;a[é'ﬂ?(am ( quee (aw) du
[ cosed (am)du = - 2= ;am“n*) El‘t)"tg(am) (';;_i)q cosec™ (aril) du
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+ Integrais de outras fung@es trigonométricas:

[ sen(at)os(b®)dt = - cod@+b)y _ cod@-by C
2@+ D) 2@-D) ’

sef@@-h)t] _ sen@+h)i] +C
2(@-b) 2(@+b) |

[ senfam)@en(b@)dt =

[ coslam)os(b®)dt = sei@-b)t] | se@rbye] C
2@-b) 2@+ D) '

_ cos(2[al)

[ sen(att)cos(art)dt = ey

+C

[tgfa) dt =] serlalt) dt = —i[ln|cos(a[ﬂ)| + C

cos(a[ﬂ)
[ cotg(am) dt = | coslat) dt = 1[]In|sen(at)| + C
sen(at) a
ft@;en(a[t)dt = —aizsen(atﬂ) —%cos(a[ﬂ) + C

j t[¢os(at)dt = aizcos(at) +%sin @t) + C

tn

J' t" Ben(at)dt = —gcos(at) +%jt”‘1cos(at) dt

j t" [dos(at)dt = t;sen(at) —%J't”‘lsen(at) dt
+ Integrais de funcdes hiperbdlicas:

j senh(at) dt

%ECosh(at) + C

j cosh(at) dt %Bsenh(at) + C

senh(zat) _t
4a 2

j senit (at) dt = + C

senh(2at) +£+ c
4a 2

f cosl? (at) dt

[ tsenh(ay dt = gEtosh(at)—izEsenh(at)+ C
a
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j t (tosh(at) dt =

j t" benh(at) dt

j t" [tosh(at) dt

j tanh(at) dt = j

j coth(at) dt = j

senh(at)
cosh(at)

cosh(at)
senh(at)

! Senh(a) - = Ceosh@at) + C
a a

v [cosh(at) -
a

%E'Benh(at) -

+ Integrais definidas:

2t feosh(at) dt +
a

2" senh(a dt +
a

= a%l[]n[cosh(at)] + C

t = §Hn|senh(at)| + C

[“Vtetmt = 2yn
0 2
Iwe‘axz dt = 1 /0
0 2Va
[Tevdt = Zym
QLI s
0 e -1 6
3 A
U =
0 e -1 15
» sent) it = mn
Jo 1 2
[ftretd = r) = (n-1)!
1R2B0--[(n-1) [—E
” ” 236 h
[ “ser (t)mt = [ “cos' (1)t
23®0- T
3GITE-[n-1) 2°
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1.11 — Decibéi$dB)

A unidadeBell (B) tem este nhome em alusdo ao escddézander Graham Bell
(1847-1922). QleciBel (dB)é um submultiplo d&ell que corresponde a um décimo
do Bell. Entretanto, aleciBeltornou-se uma unidade de uso muito mais comum que
o Bell.

O deciBel (dB) é usado para uma grande variedade de mediciesiiamente em
acustica (intensidade de sons), mas também comaandd ganho ou intensidade
relativa na fisica (paramessaq) e na electronica (parat@nsao eléctricas, para a
corrente eléctrica, ou para goténciaP).

O decibel (dB) é uma unidade de medida adimensiasgim como as medidas de
angulo: o radiano (rad) e o grau (°), ou a pergema(%).

O decibel é portanto uma unidade de intensidadetincia relativa (uma medida da
razdo entre duas quantidades, sendo uma de rafgrénc

A definicdo do dB é obtida com o uso do logaritracséguinte forma: x em decibéis
usualmente é definido como:

x |, =200bg,,(x)

gue é a expressao que vamos utilizar neste texd® asivezes x em decibéis também
pode ser definido como:

X ‘dB =10bg,,(x)

Como odeciBell € uma medida relativa de ganho relativo (em relacém valor de
referéncia) somente sdo calculados os decibéisldecs positivos. Ndo faz sentido
calcular os decibéis de um valor negativo.

E facil de se verificar qud,|,, = 200bg,,(1) = 0dB, logo
1|, =0dB

Valores maiores que 1 se tornarao positivos aarsgansformados em dB. Eles re-
presentam um ganho de facto. Por outro lado, v&lorenores que 1 (i.e., valores
entre 0 e 1) se tornardo negativos ao serem tramsfios em dB. Eles representam
uma atenuacgao.

Outro detalhe:
1

X ldB

X|gg =
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Note que:
sex>1 ==> X|g@ >0dB
sex=1 ==> X|4@ =(0dB
se0<x<l ==> X cIB<OdB
se x <0 ==> n&oexiste X | .

Isso esta ilustrado na figura 1.21.

X

N —— xldB > 0dB

- xldB=0dB

\

|"""—-—.___}

LT sl<ow

\

_}gl
de

o

Fig. 1.21 — o valor de x em dB.

Alguns exemplos:

10| _ =200og,,(10) = 20dB

1

S| =01, = 200log,,(10) = (- 1) (20Mog,,(10) = ~20dB

dB

100|,, =107 | = 20(lIog,,(10?) = 4008

1000|,, =10°| =200og,,(10°)= 60dB

dB
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2|,, =200og,,(2) = 20{03) = 6dB

1

= 05| _ = 20(log,, G] = 200og,, (2) = (-1) 20{03) = - 6dB

dB

dB

V2| =200g,,(v2)= 20[110910(2%) (ij[ﬂoe,) 3dB

1 V2

V24

200, = 20(Iog;,(2100) = 20§l0g,,(100) + log,,(2)} = 20{2+ 03) = 46dB

= 20%910(%j = 20E[bglo(2%j = (—%j 200{03) = -3dB

dB

02|, = 2| =20m0g, 2| = 2010g,(2) +10g,,10)} = 20r{03-1) = -14a

50],, = %) = 20%%{%} = 20dlog,,(100) - log,,(2)} = 20C{2 - 03) = 34dB
dB

1l =2 =20mg (ij = 20flog,,(2) - log,,(100)} = 20{03 - 2) = - 34dB

50| 100|4 9 100 10 10

Resumindo os exemplos acima:

10| , =20dB 01|, =-20dB
100| , =40dB 1000|,, =60dB
2|, =6dB 05|, =-6dB
2| =3dB 1| =-3d8
s V2 |,
200| ;= 46dB 02|, =-14dB
1

=-34dB

50| 4= 34dB 0

dB
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