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RESUMO

Neste trabalho vamos introduzir contetidos fundamentais de Topologia Geral, com
o objetivo de adquirir um conhecimento de requisitos basicos para o prosseguimento
de estudos em Topologia. Portanto, iremos estudar basicamente alguns conceitos de
topologia sobre um conjunto qualquer, espaco topolégico, conjunto aberto e base de uma
topologia.
Palavras-chave: Topologia. Espaco Topolégico. Conjunto Aberto. Base de uma Topo-

logia.



ABSTRACT

In this work we will introduce fundamental contents of General Topology, in order to
acquire a knowledge of basic requirements for further studies in Topology. Thus, let us
basically study some topology concepts about any set, topological space, open set and

base of a topology.
Key-words: Topology. Topological Space. Open Set. Base of a Topology.
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INTRODUCAO

No decorrer do século XX, muitos dos conceitos basicos da Matemaética passaram por
evolucoes e generalizacoes notaveis, e areas de importancia fundamental, como a Teoria

dos Conjuntos, a Algebra Abstrata e a Topologia se desenvolveram enormemente.

Hoje em dia, pode-se considerar a Topologia como o estudo da Invariancia! das propri-
edades das figuras geométricas sob transformacoes chamadas transformacgoes topologicas,
isto é, sob aplicacoes continuas que tém inversas também continuas. Resumidamente,
a Topologia pode ser definida como o estudo da Continuidade em Matemaética e que
as figuras geométricas se referem a um conjunto qualquer, nao vazio, de pontos em um

espaco tridimensional ou maior.

Assim, a Topologia utiliza os mesmos objetos que a Geometria, com a seguinte dife-
renc¢a: nao interessa a distancia, os angulos nem a configuracao dos pontos. Na Topologia,
tais objetos chamados de objetos topologicos? que possam transformar-se em outros, atra-
vés de funcoes continuas reversiveis, sao equivalentes e indistinguiveis. Ou seja, para um
topologo, nao interessam as medidas dos objetos estudados, mas sim, as propriedades
topologicas® que nao se alteram sob transformacoes continuas. Por exemplo, para um
topologo nao existe diferenca entre um biscoito em forma de rosquinha e uma xicara de
café. Apesar de que nao seja possivel transformar um verdadeiro biscoito em forma de
rosquinha em uma xicara de café, pode-se provar que topologicamente sao a mesma coisa,

isto é, do ponto de vista teérico essa transformacao é possivel.

Nesse sentido, todas as transformagoes topologicas demonstradas nas Figuras 1.2, 1.3
e 1.4 envolvem uma propriedade denominada “genus” da superficie das figuras geométri-
cas. De modo geral, o genus ¢ definido conforme o niimero de buracos que tem o objeto
topologico ou, como dizem os topologos, pelo nimero de cortes que nao se interceptam

e que podem ser feitos na superficie desse objeto topologico sem dividi-la em dois pe-

!Invariancia é a falta de mudanca em meio & mudanca, ou a persisténcia de configuracoes que conti-
nuam iguais apesar de incontaveis transformagoes curiosas.

20bjetos topolégicos podem ser transformados em outros sendo dobrados, torcidos, esticados, puxa-
dos, empenados ou por outras transformacoes.

3Propriedades topolédgicas sdo aquelas que se conservam apés deformacdes que ndo provocaram ras-
gaduras.



dagos. As trés ilustragdes da Figura 1.1 indicam tipos de genus. Observe que nenhum
corte pode ser feito na esfera sem seccionéd-la em duas partes, portanto seu genus é 0. S6
um corte pode ser feito em um toro sem dividi-lo em duas secgoes, logo seu genus ¢ 1.

Similarmente, um bitoro tem genus 2.

Figura 1.1: Da esquerda para a direita temos respectivamente que: a esfera contém genus
0, um toro contém genus 1 e um bitoro contém genus 2.

Fonte: BERGAMINI, 1969, p.178.

Quando uma crianga pega uma bola de massa de modelar, expreme-a na forma de uma
caixa e depois a amassa no formato de uma figura geométrica informe, esta executando
transformacoes topoldgicas, pois o que realmente fez foi deformar a bola de massa sem

parti-la ou rasga-la. Ver Figura 1.2.

OS>

Figura 1.2: A esfera, o cubo e a massa informe tém a mesma propriedade topologica:

genus 0.
Fonte: BERGAMINI, 1969, p.178.

Na Figura 1.3 um toro pode ser transformado em uma caneca abrindo-se a parte

interna em sua superficie.

O]

Figura 1.3: Um toro e uma caneca tém a mesma propriedade topologica: genus 1.
Fonte: BERGAMINI, 1969, p.178.

Do mesmo modo, na Figura 1.4, observa-se que um bitoro pode ser transformado em

um acucareiro abrindo-se a parte interna em sua superficie.
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Figura 1.4: Um bitoro e um agucareiro tém a mesma propriedade topoldgica: genus 2.
Fonte: BERGAMINI, 1969, p.178.

A Topologia compreende dois ramos principais: a Topologia Geral ou Conjuntista
e a Topologia Algébrica ou Combinatoria. A Topologia Geral usa como grande instru-
mento a Teoria dos Conjuntos, enquanto que a Topologia Combinatéria usa a Algebra,

especialmente a Teoria dos Grupos.

Sendo assim, neste trabalho iremos fazer um estudo de alguns conceitos bésicos de
Topologia Geral. Desta forma, temos o proposito que ele seja um suporte para estu-
dos posteriores de Topologia. Para uma melhor assimilacao dos conceitos trabalhados,
recomendamos, como pré-requisito, que o leitor compreenda algumas defini¢oes e propri-

edades de Conjuntos.

Em relagao a estrutura deste trabalho, o texto principal esta organizado no capitulo
Espago Topologico que por sua vez esta subdividido nas se¢oes Espacos Topologicos, Base
de uma Topologia e Aplicacao: Topologia em R. Além disso, nos Apéndices, encontram-

se algumas extensoes do texto e pré-requisitos.

Na secao Espagos Topologicos, vamos definir uma topologia sobre um conjunto qual-
quer, espaco topologico e conjunto aberto. Iremos, também, estudar alguns exemplos de
topologias e algumas relacoes entre elas. Posteriormente, na secao Base de uma Topolo-
gia, vamos trabalhar com as definicoes de base para uma topologia sobre um conjunto
qualquer e de topologia gerada por uma base, além de que, destacar dois exemplos de ba-
ses para topologias sobre o plano e algumas relacoes existentes entre bases e as topologias
geradas por tais bases. Finalmente, na secao Aplicacdo: Topologia em R, vamos definir
duas topologias da reta real e estudar a relacao existente entre elas. A fundamentacao
teorica esta pautada principalmente em [10], com a complementacao significativa de [6],
|71, 18], [9], [11] e [12].



1. ESPACO TOPOLOGICO

Neste capitulo, em um primeiro momento, vamos trabalhar com as definicdes de uma
topologia sobre um conjunto qualquer, espaco topologico e conjunto aberto. Além disso,
mostraremos alguns exemplos de topologias sobre um conjunto qualquer. Em um segundo
momento, iremos definir o que é uma base para uma topologia e também estudar algumas
relacdes existentes entre bases e as topologias geradas por essas bases. E valido ressaltar

que a principal referéncia utilizada é a [10].

1.1 Espacos Topologicos

A defini¢ao de espaco topologico que conhecemos hoje demorou muito tempo para ser
formulada. Varios matematicos, tais como Maurice Fréchet (1878-1973), Felix Hausdorff
(1888-1942) e outros, propuseram diferentes defini¢oes durante as primeiras décadas do

século XX até estabelecerem a definicao mais apropriada.

Definicao 1.1 Sejam X um conjunto e &(X) o conjunto de todos os subconjuntos de
X. Uma topologia sobre X é uma colegao* T, com T C P (X)), satisfazendo as sequintes

condicoes:

1. 0,XeT.

2. A unido de uma familia® qualquer de elementos de T é um elemento de T. Isto é, se

{Ax}rer € uma familia, onde Ay € T, entdo

UAAGT'

AEL

3. A intersecao de uma familia finita de elementos de T é um elemento de T. Isto é,

se {Ay, ..., A} € uma familia finita de elementos de T, entdo

4Ver apéndice D.
5Ver apéndice E.

11
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Um conjunto X para o qual foi definida uma topologia J é chamado de espaco topo-
logico. Logo, um espago topologico ¢ um par ordenado (X, T), onde X é um conjunto
e J & uma topologia em X. E comum dizer apenas “o espaco topologico X”, deixando

subententida a topologia T.

Definicao 1.2 Seja X € um espaco topoldgico com uma topologia T, dizemos que um

subconjunto A de X é um conjunto aberto de X se A pertence a colecio T.

Assim, podemos dizer que um espago topologico é um conjunto X junto & uma colecao
de subconjuntos de X, chamados de conjuntos abertos, tais que () ¢ X sao ambos abertos

e tal que unioes arbitrarias e intersecoes finitas de conjuntos abertos sao abertos.

Exemplo 1.1 Seja X um conjunto com trés elementos:
X ={a,b,c}.

Existem muitas topologias sobre este conjunto X, mas indicaremos apenas nove na figura
1.5.

Figura 1.5: Representacdo de algumas topologias sobre o conjunto X = {a,b, c}.
Fonte: Adaptado de MUNKRES, 1974, p.76.

Cada uma dessas topologias é representada por um diagrama maior em forma de elipse
que contém outros menores e o conjunto vazio. O diagrama maior indica que o conjunto
X ¢ um aberto dele mesmo. Ja os diagramas menores indicam os outros abertos de X,
ou seja, os outros elementos da topologia. Por exemplo, na topologia indicada no canto

inferior esquerdo os abertos sao:



13

0, {a,b} e X.
Enquanto que na topologia indicada no canto superior direito os abertos sao:
0, {b}, {a,b}, {b,c} e X.

O proximo exemplo mostra que nem toda colecao de subconjuntos de um conjunto

X é uma topologia sobre X.

Exemplo 1.2 Nenhuma das cole¢oes de subconjuntos de X = {a,b, c}, indicadas na

figura 1.6, ¢ uma topologia sobre este conjunto.

VO

Figura 1.6: Representagao de duas cole¢oes de subconjuntos do conjunto X = {a, b, c}.
Fonte: MUNKRES, 1974, p.77.

Com efeito, Seja & a colecdo do lado esquerdo. Observe que
{a},{b} € &.
No entanto,
{a}u{b} ={a,b} ¢ &.

Portanto, & nio ¢ uma topologia sobre X = {a,b,c} porque nio satisfaz a condi¢io 2

da Definicdo 1.1. Seja Z a colecio do lado direito, note que
{a,b},{b,c} € 9.
Mas,
{a,b} N {b,c} ={b} ¢ D.

Portanto, & nio é uma topologia sobre X = {a,b,c} porque nao satisfaz a condicio 3
da Definigao 1.1.

Definicao 1.3 Seja X é um conjunto qualquer. Uma topologia sobre X é chamada de
topologia indiscreta (ou topologia trivial, ou topologia cadtica) se X e () sio os

unicos conjuntos abertos de X.
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Exemplo 1.3 Na Figura 1.5, a topologia indicada no canto superior esquerdo e designada

por J; é um exemplo de topologia indiscreta, pois
T ={0,X}.

Definicao 1.4 Seja X um conjunto qualquer. Uma topologia sobre X € chamada de

topologia discreta se todos os subconjuntos de X sao conjuntos abertos de X.

Exemplo 1.4 Na Figura 1.5, a topologia indicada no canto inferior direito e designada

por Jg & um exemplo de topologia discreta, porque

Jo = 2(X) = {0, {a}, {b} . {c}, {a, b}, {b, c}. {a,c}, X}.

Exemplo 1.5 Sejam X um conjunto e J; a colegao de todos os subconjuntos A de X,
tais que X — A ¢ finito ou é todo o X. Temos que J; ¢ uma topologia sobre X chamada

de topologia dos complementos finitos. Isto significa:

(i) X e 0 pertencem a Ty

Com efeito,

(i.1) se A= X, entdo X — X = () (¢ finito) e
(i.2) se A =10, entao X — ) = X.

(ii) A unido de uma familia qualquer de elementos de T; ¢ um elemento de T;:
Com efeito, seja M o conjunto de indices obtido pela retirada dos conjuntos vazios com
indices em M’. Dai, podemos considerar uma familia de conjuntos nio vazios de J; tal

que

UAA: U Ay,

AeM AeM’

onde M C M’. Dessa forma, se

{A)\})\EJV[

¢ uma familia de elementos nao vazios de Ty, entdo para mostrarmos que

UA,\E]}%

AeM



15

tomemos

X - U Ay = C (U A,\> (ver Apéndice I)

= ﬂ CA, (ver Apéndice G)

O ultimo conjunto é finito, visto que

(X —Ay)C(X-A) VAeM

ANEM

e cada conjunto X — A,, para todo A € M, é finito (ver Apéndice K). Logo,
X - A
é finito.

(iii) A interse¢do de uma familia finita de elementos de J; é um elemento de T:

Com efeito, se
A, A,
sao elementos ndo vazios de T, entdo para mostrarmos que

tomemos

X - ﬂ A, = C (ﬂ Ai> (ver Apéndice F)

= U CA; (ver Apéndice G)

O ultimo conjunto é finito porque cada conjunto X — A;, para todo 1 < ¢ < n, é finito.

Logo,
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é finito.

Definicao 1.5 Suponhamos que T e T’ sejam duas topologias sobre um dado conjunto X .
Dizemos que T' € mais fina (ou maior) que T ou que T é mais grossa (ou menor)

que T se
T77>T

Se T contém propriamente T, dizemos que T' é estritamente mais fina que T ou que T

¢ estritamente mais grossa que J' (ver Apéndices B e C).

Exemplo 1.6 Esta terminologia ¢ sugerida ao pensarmos em um caminhao cheio de seixo
como sendo um espaco topologico, onde as pedras do seixo e todas as unioes de colecoes
das mesmas sao os conjuntos abertos. Ao quebrarmos as pedras para dar lugar & outras
menores, o seixo fica mais refinado. Entao podemos dizer que a colecao de conjuntos

abertos se amplia, caracterizando uma topologia mais fina que a anterior.

Exemplo 1.7 Observe na Figura 1.5 que a topologia do canto superior direito é estrita-
mente mais fina que cada uma das topologias da coluna da esquerda e estritamente mais

grossa que cada uma das outras topologias da coluna da direita. Com efeito, seja

T% = {(Z)a {b}7 {av b}? {b7 C}7 X}

a topologia do canto superior direito e sejam
Ti={0, X}, T ={0,{b}, X} e T3 = {0,{a,b}, X}
as topologias da coluna da esquerda. Observe que
20, 2T e T 27
Logo, T é estritamente mais fina que T;, J5 e J5. Além disso, sejam

Ts = {0, {b}. {c} {a, 0}, {b,c}, X} e To = {0, {a}, {0}, {c} . {a, b}, {b, c} {a,c}, X}.

as outras topologias da coluna da direita. Note que

5277 e T2 70



17

Logo, J; é estritamente mais grossa que Jg e Ty.

Definicao 1.6 Sejam T e T duas topologias sobre um mesmo conjunto X. Dizemos que

T é compardvel® com T se

T">TouTDT.

Exemplo 1.8 Na figura 1.5, a topologia do canto superior direito nao é comparavel com
a topologia superior do meio. Em outras palavras, a topologia do canto superior direito

nao contém a topologia superior do meio e vice-versa. Com efeito, sejam
Tr = {0, {0}, {a, b} {b,c}, X}
a topologia do canto superior direito e
T ={0,{a},{a, 0}, X}
a topologia superior do meio. Veja que
{0} € Tr e {0} ¢ Tu.
Logo,
Ta 3T
Observe também que
{a} € Tie{a} ¢ Tr.
Logo,
T: 2 Ta.
Portanto, mostramos que
a2 Tr e T B 14,

entao J; nao é comparavel com Jy.

5Ver Apéndice C.
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1.2 Base de uma Topologia

Podemos especificar uma topologia sobre um dado conjunto X se descrevermos a
colecao completa de conjuntos abertos dela. No entanto, isto é complicado e, na maioria
dos casos, especificamos uma colecao menor de conjuntos de X que seja capaz de definir

a mesma topologia.

Definicao 1.7 Se X ¢ um conjunto, uma base para uma topologia sobre X é uma cole¢ao
B de subconjuntos de X, chamados de elementos bdsicos, satisfazendo as sequintes

condicoes:
1. Para cada x € X, existe pelo menos um elemento bdsico B tal que x € B.

2. Se x € ByN By, onde By, By € A, entio existe By € A tal que x € Bs C BN Bs.

Observacao 1 Em particular, a condicdo 2 é cumprida quando B; N By € A.

Se 4 & uma base para uma topologia T sobre X, entdo a topologia T gerada por

A ¢ definida da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.8 Dizemos que um subconjunto A de X € aberto em X (isto €, um elemento

de T) se para cada v € A, existe um elemento bdsico B € A tal que v € B e B C A.

De acordo com a Definicao 1.8, todo elemento basico B é um aberto em X de modo

que B T

Mostraremos brevemente que a colecdo T é, efetivamente, uma topologia sobre X.

Mas, primeiro, consideraremos alguns exemplos.

Exemplo 1.9 Seja A a colegdo de todos os interiores de circulos (ou regides circulares,
ou bolas” abertas) no plano. Entdo % satisfaz ambas condicoes para uma base (isto é,

P satisfaz as duas condicoes da Definicdo 1.7).

(i) Mostremos que A satisfaz primeira condigao da Defini¢io 1.7:
Com efeito, dado x € R? vamos considerar uma bola B € % com centro em z e raio
R > 0 dada por

BR(.I)

Assim,

"Ver Apéndice J.
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x € Bg(x).

Portanto, para cada = € R?, existe Br(x) € A tal que = € Bg(7).

(ii) Mostremos que A satisfaz a segunda condi¢io da Defini¢do 1.7
Com efeito, sejam By = B, (y) e By = Bpg,(z) duas bolas abertas de Z. Caso B; e By

sejam disjuntas,
BN By = 0.
No entanto, se By e By nao sao disjuntas, podemos considerar
r € BN B,.
Dai, existe uma bola aberta B; € %8 com centro em z e raio R3 > 0 dada por
Br, ()
tal que

x € Bg,(x) e Bg,(x) C Bg,(y) N Bg,(z) (ver Figura 1.7).

Figura 1.7: Ilustracio da segunda condicdo da Definicao 1.7 para a base %.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Com efeito, x € Br,(z), pois « é o centro desta bola aberta. Agora, vamos mostrar que
de fato Bg,(x) C Bg,(y) N Bg,(z). Para tal, considere

RS = min {Rl - d(l’, y)v R2 - d(l’, Z)}7

sendo d a métrica® euclidiana. Dado w € Bg,(x) vamos mostrar que w € Bpg, (y). Com

efeito, temos

8Ver Apéndice I
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d(w,z) < Rs,
e da desigualdade triangular
d(w,y) < d(w, z) +d(z,y),

como podemos ver na Figura 1.8.

Figura 1.8: Ilustracao da desigualdade triangular d(w,y) < d(w,z) + d(x,y).
Fonte: Elaborada pelo autor.

Sem perda de generalidade, vamos supor que
Ry = Ry —d(z,y),

temos

dw,y) < d(w,z)+d(z,y)
< R3+d(z,y)
= Ri—d(z,y) +d(z,y)
= R,

Logo, d(w,y) < Ry. Entado w € By, (y). Portanto,
Bpr, () C Bg, (y)-
Por outro lado, dado w € Bg,(x) vamos mostrar que w € Bg,(z). Com efeito, temos
d(w,z) < R
e da desigualdade triangular,

d(w, z) < d(w,z)+ d(z, z) (ver Figura 1.9).
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Figura 1.9: Ilustragao da desigualdade tridngular d(w, z) < d(w,x) + d(z, 2).
Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos

d(w, z) d(w,z) 4+ d(x, z)
Rs +d(z, 2)
Ry —d(z,z) +d(z, 2)

Ry

IN A A

Logo, d(w, z) < Rs. Entdo w € Bg,(z). Portanto,
Br,(z) C Bg,(z).
Portanto, mostramos que
Br,(z) C Bg,(y) e Br,(z) C Bg,(z),
entao
Br,(z) C Bg,(y) N Br,(2).

Portanto, na topologia gerada por este % do Exemplo 1.9, um subconjunto A do plano

é aberto se todo ponto x de A esta dentro de alguma regiao circular contida em A.

Exemplo 1.10 Seja A’ a colecio de todas as regioes retangulares (interiores de retan-
gulos) no plano, onde os retangulos tem lados paralelos aos eixos de coordenadas. Entao
P’ satistaz ambas condicoes para uma base (isto é, P’ satisfaz as duas condicoes da
Defini¢do 1.7).
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(i) mostremos que A’ satisfaz a primeira condicio da Defini¢io 1.7:
Com efeito, sejam x € R? e uma regidao circular Bg(z) de centro em z e raio R > 0.
Vamos considerar um quadrado B’ € 28’ inscrito em Bpg(x) e com lados paralelos aos

eixos de coordenadas (ver Figura 1.10). Assim, x € B'.

Figura 1.10: Ilustracdo da primeira condicdo da Definicao 1.7 para a base A’
Fonte: Elaborada pelo autor.

Portanto, para cada x € R?, existe B’ € 4’ tal que x € B'.

(ii) Mostremos que A’ satisfaz a segunda condicio da Definigio 1.7:

Com efeito, sejam B, e B} dois elementos de Z8’. Caso B} e B sejam disjuntos,
BN By =10.

Entretanto, se B} e Bj nao sao disjuntos, podemos considerar
B} N By # 0.

Dai, a intersecao de duas regioes retangulares nao disjuntas no plano e com lados paralelos
aos eixos de coordenadas, é também uma regiao retangular com lados paralelos aos eixos

de coordenadas, como é mostrado no Apéndice 1. Entao, pela Observagao 1,
B, N By c A (ver Figura 1.11).
Logo, conforme a Observagao 1, a segunda condi¢ao da Definicao 1.7 é cumprida.

B,

B,

L

Figura 1.11: Ilustracdo da segunda condicdo da Definicdo 1.7 para a base %'
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Portanto, na topologia gerada por este %’ do Exemplo 1.10, um subconjunto A do plano

é aberto se todo ponto x de A esta dentro de alguma regiao retangular contida em A.

Agora, vamos mostrar que a colecio T de subconjuntos de X gerada por uma base %

é, de fato, uma topologia sobre X.
(i) Mostremos que X e ) pertencem a T (ver condigdao I da Defini¢ao 1.1). Temos:

(i.1) Vamos supor que ) ¢ T, logo deve existir z € () tal que para todo B € A te-
mos z € Bmas B ¢ (), o que é uma contradicdo, pois o conjunto vazio nao tem elemento

algum. Entao, () ¢ aberto.

(i.2) Para cada = € X, existe algum elemento basico B € % tal que x € B e B C X, pois
qualquer elemento basico B € A ¢é subconjunto de X (a topologia é sobre X). Entdo,

pela Definicao 1.8, o conjunto X é aberto. Portanto,
X, 0eT

(ii) Mostremos que a unido de uma familia qualquer de elementos de T ¢ um elemento de
T (ver condigao 2 da Definigao 1.1):

Tomemos uma familia { Ay} cs de elementos de T e provemos que

UA)\GT.

AeJ
Com efeito, dado x € U A, existe um X\ € J tal que x € A,. Como A, é aberto, entao,

AeJ
pela definicao 1.8, existe pelo menos um elemento basico B € 4 tal que

r € Be BC A,.
Visto que

A)\ C U AA,
AeJ
entao

reBeBC|]A.

AeJ

Logo, U A, é aberto. Portanto,
reJ
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UA)\ET:

AeJ

(iii) Mostremos que a interse¢do de uma familia finita de elementos de T é um elemento
de T (ver condi¢io 3 da Definigao 1.1):

Inicialmente, tomemos dois elementos A; e Ay de T e provemos que
AiNAyeT
Com efeito, dado = € A; N A,, entao
rz €A ex e As.

Como A; e A, sao abertos, entao, pela Defini¢ao 1.8, escolhemos um elemento basico B;

que contenha x tal que
B, C Al

e um elemento basico By que contenha x tal que
By C As.

Logo,
T € B CA ex € By C As.
Entao,
x € BiNBy C AN A,

Dai, pela condi¢ao 2 da Definicao 1.7, escolhemos um elemento béasico B3 que contenha

x tal que

Bs C By N By (ver a Figura 1.12).

Figura 1.12: Tlustracao de que = € B3y e B3 C B1 N Bs.
Fonte: Elaborada pelo autor.

Entao, pela Definicao 1.8,
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x € Bye By C A; N As.
Logo, A1 N A, é aberto. Portanto,
Al N A2 € T (*)

Finalmente, mostraremos usando inducao que qualquer intersecao finita A; N...N A, de
elementos de T é um elemento de J. Observe que este fato ¢ verdadeiro para n = 2 (ver
resultado (%)) e supondo que seja verdadeiro para algum n — 1 € N, vamos mostrar que

¢ valido para todo n € N. Com efeito,
(AiN..NA,)=(A1N..NA, )N A,.
Visto que,
(A;N..NA, 1) €T (hipotese da indugio)
e A, € T (para todo n € N) entdo, pelo resultado (x), temos
(AiNn.NA,_)NA, eT

Portanto, a colecdo de conjuntos abertos gerados por uma base & &, efetivamente, uma
topologia.
|

Outro modo para descrever a topologia gerada por uma base é dada pelo seguinte

lema:

Lema 1.1 Sejam X um conjunto e B uma base para uma topologia T sobre X. Entdo,

T ¢ igual a colecdo de todas as unides de elementos de AB.

Demonstracio: Vamos chamar de U para a colecio de todas as unides de elementos

de A e provar que T = W. Ou seja, devemos mostrar que
TcUelUcCT

(i) Mostremos que U C T:

Dada uma unido de elementos de %, isto é

UBAELL.

el

Note que By € T, para todo A € I, pois
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BT

Visto que T é uma topologia, entdo, pela condicdo 2 da Definicao 1.1,

UB)\GT

A€l

Portanto, mostramos que

UBMﬂiéLﬂﬂeI

Ael el

entao

UWcT

(ii) Mostremos que T C U:

Uma vez que & é uma base para uma topologia T sobre X, entdo 2 gera a topologia J.
Entao (pela Definigdao 1.8) dado A € T, escolhemos para cada # € A um elemento B, €
A tal que

r € B, C A
Ou seja,
{z} C B, C A.

Tomando unioes, obtemos

A=|J{z} c|JB.cA=A=|]B.

T€EA €A T€EA

isto é, A é igual a uma unido de elementos de 2. Entao,

A:Lﬂ%ew
z€EA
Portanto, mostramos que
AcT=Acl,
entao
TcU.

Portanto,
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UWcTeTcll = T=U.

O Lema 1.1 estabelece que cada conjunto aberto A em X pode ser expresso como

uma uniao de elementos béasicos.

Quando as topologias sao dadas a partir das bases, é 1til ter um critério em termos
das bases para determinar se uma topologia é mais fina do que outra. Um critério é o

lema a seguir.

Lema 1.2 Sejam B e B’ bases para as topologias T e T, respectivamente, sobre um

conjunto X . Entao sao equivalentes as proposicoes:
I. 7" é mais fina que J.
II. Para cada x € X e cada B € B, com x € B, existe B' € B’ tal que x € B' C B.

Demonstragao:
12) Provemos que I = I
Tomemos = € X e B € A, com z € B. Temos que

BeT

Além disso, por hipotese (condigao I) T é mais fina que T, isto &,
TcT.

Logo,
BeT.

Seja T’ gerada por A’. Entdo, pela Definicdo 1.8, para cada = € B, existe um elemento
B' € A tal que

xz € B' C B.

22) Provemos que Il = I.
Dado A € T, queremos provar que A € T, ou seja, que J' O T. Seja T gerada por A.
Entdo, pela Definicdo 1.8, para cada = € A, existe um elemento B € A tal que

xr € B C A.
Por hipotese (condicdo IT), existe um elemento B’ € %’ tal que

xz € B' C B.
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Como
re€B CBeBCA,
entao
r € B CA
Logo, pela Definicao 1.8, A é um aberto da topologia J’, isto é,
AeT,

mostrando que J’ é mais fina que T.
|

Exemplo 1.11 Ainda fazendo analogia entre espaco topologico e a cacamba cheia de
seixo, vamos pensar nas pedras como sendo os elementos basicos da topologia J. Ao se-
rem reduzidas a po, as particulas do po se tornam os elementos basicos da topologia J”.
Logo, a nova topologia J’ ¢ mais fina que a topologia antiga T e cada particula do po

estava contida em alguma pedra, como afirma o Lema 1.2.

Vimos acima como ir de uma base para a topologia que ela gera. Fxm alguns momentos
precisamos ir na direcao oposta, de uma topologia para a base que gera a topologia. O

proximo resultado proporcionarda uma maneira de obter a base para uma topologia dada.

Teorema 1.1 Seja X um espaco topoldgico. Suponha que € é uma colecio de conjuntos
abertos de X tal que para cada conjunto aberto A C X e cada x € A, existe um elemento

C € 6 tal que x € C C A. Entdo, € € uma base para a topologia sobre X.

Demonstracio: Para mostrar que % é uma base para a topologia sobre X, primeiro
vamos provar que a colecdo @ é uma base e, posteriormente, que G gera a topologia de
X.

(i) Provemos que € & uma base:

(i.1) Vamos mostrar que € satisfaz a primeira condicdo da Defini¢ao 1.7:

Dado z € X, visto que X é um conjunto aberto, existe, por hipétese, um elemento C' €
€ tal que

reC CX.

(i.2) Vamos mostrar que & satisfaz a segunda condicio da Definicio 1.7:
Seja x € C7; N Cy, onde
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01702 € Cg

Como C; e C5 sdo abertos, entdo C; N Cy é aberto (pela condigdo & da Defini¢ao 1.1).

Logo, existe, por hipotese, um elemento C5 € € tal que
xeC; C C1NCs.

Portanto, segue de (i.1) e (i.2) que € ¢ uma base.

(ii) Provemos que % gera a topologia sobre X:

Seja T a topologia de X, devemos provar que a topologia ]’ gerada por € coincide com

a topologia T, ou seja,
TcTeT"cT

(ii.1) Vamos mostrar que T C J”:
Dados A € Te x € A, existe por hipotese um elemento C' € € tal que

reC CA.

Sabemos que % é uma base da topologia T’ e A é um elemento da topologia gerada por

%, ou seja, temos pela Definicio 1.8, que

AeT.
Portanto, mostramos que
AeT=AeT.
Entao
TcT.

(ii.2) Vamos mostrar que J' C T:
Dado A’ € 7', entdo (pelo Lema 1.1) A’ ¢ igual a uma unido de elementos da base G de
T, ou seja,
A=]a.
Aer

Ja que € @& base para a topologia T, entdo todo elemento de & pertence a J. Assim, cada
Cy € Te pela condicao 2 da Definicao 1.1,

A/IUC)\GT

Ael
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Portanto, mostramos que
AcT = AeT,
entao
T7cT
Portanto,

TcT e TcT = T=T.

1.3 Aplicacao: Topologias em R

Existem duas topologias interessantes da reta real que podem ser descritas em termos

de bases: a Topologia Padrao e a Topologia do Limite Inferior.

Definicdo 1.9 Se X ¢ a colecio de todos os intervalos abertos na reta real,
(a,b) ={r € Rja<x < b} Va,beR,
a topologia gerada por AB se chama Topologia Padrdao sobre a reta real.

A colecio A ¢ base para a topologia padrio sobre R porque:

19) Satisfaz a condigao I da Defini¢ao 1.7:

Com efeito, para cada x € R basta tomar qualquer € > 0. Dai, o intervalo aberto
(x —e,x +¢)

contém x.

Portanto, para cada r € R, existe (v —c,2 +¢) € B tal que x € (v —&,2 + ¢).

22) Satisfaz a condi¢ao 2 da Definigdo 1.7:
Com efeito, sejam By = (a1, b1) e By = (a9, by) dois elementos de A.
Se

$€BlﬂBg7

entao
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T € Byex € B,.
Dai, Tomemos um ¢; tal que o intervalo aberto
(x —e1,z+¢e1) C By.
Tomemos também um &5 tal que o intervalo aberto

($—€2,$+€2) C B,.

Seja
e =min{ey, e}
Entao,
(x—e,x+e)C By e (v—e,x+¢)C Bs.
Assim,

(x—e,x+¢) C By N Bs.

Portanto, existe um intervalo aberto (z—e, x+¢) € AP tal que x € (x—e,x4¢) C BiNBs.

Observacao 2 Dado = € (a,b), para todo a,b € R, a existéncia de ¢ > 0 tal que
(x —e,x4+¢) C (a,b)

segue do fato que todo ponto de (a,b) é ponto interior (ver o capitulo Topologia da Reta
da Referéncia [8]).

Definigio 1.10 Se B’ ¢ a colecio de todos os intervalos semiabertos da forma,
la,b) ={z € R;a <z <b}Va,beR,

onde a < b, a topologia gerada por B’ se chama Topologia do Limite Inferior sobre
R.

A colecio %8’ é uma base para a topologia do limite inferior sobre R, porque:

12) Satisfaz condi¢ao 1 da Definigao 1.7:
Com efeito, para cada x € R basta considerar o intervalo semiaberto [z,b), com x < b.
Dai,
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x € [z,b) CR.

Portanto, para cada z € R, existe [z,b) € %', com z < b, tal que x € [z, D).

29) Satisfaz a condi¢ao 2 da Definigao 1.7:

Com efeito, sejam B} = [z,b1), com = < by e B} = [x,by), com x < by, dois elementos de

A

Se
x € By N B,

entao

r € By e x € B).
Seja

b = min {by, b }.
Entao,

[z,0') C B} e [z,b) C BS.

Logo,

[z,b') C B} N Bj.
Portanto, existe um intervalo semiaberto [z,V) € A, com = < V', tal que x € [z,V) C
Bi N Bj.
A relacao entre as topologias Padrao sobre a reta real e a do Limite Inferior sobre R

é a seguinte:

Teorema 1.2 A Topologia do Limite Inferior T’ sobre R ¢ estritamente mais fina que a

Topologia Padrao T sobre a reta real.

Demonstracao: Devemos mostrar que
T >TeTpT.

(i) Mostremos que J' D T:
Dado um elemento (a,b) € % (colecio de intervalos abertos de R) e um ponto x € (a, b),

existe um elemento [z,b) € A’ (colecio de intervalos semiabertos de R) tal que
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x € [x,b) C (a,b).
Logo,
PBcH.
Portanto, pelo Lema 1.2,
T7oT

(ii) Mostremos que T 5 T
Dado um novo elemento [z,d) basico para Z4’, nio existe um intervalo aberto (a,b)

satisfazendo a condicao
x € (a,b) C [z,d).
Logo,
T5T.
Portanto, mostramos que
T'>TeTT",

entdao J' é estritamente mais fina que J.



CONSIDERACOES FINAIS

A Topologia é fonte de muitas pesquisas apesar de que, em nivel local e nacional, sao
poucos os trabalhos voltados para esta drea. Nesse sentido, a escolha desse tema para o
desenvolvimento deste Trabalho de Conclusao de Curso deve-se ao fato de que nos tltimos
oito anos, até a data da defesa desta monografia, ndo houve no curso de Matematica
da Universidade Federal do Amapa, monografias exclusivamente direcionadas para a

Topologia Geral.

Este trabalho abrange alguns conceitos béasicos de Topologia Geral com a expectativa
que ele seja um suporte para os estudos de quem deseje aprofundar seus conhecimentos
nesta area, pois vai contribuir para o entendimento de contetidos mais avancados da
Topologia, tais como, entre outros: Conjuntos Fechados, Funcoes Continuas, Topologia
Métrica e Topologia Algébrica.

Atualmente, a Topologia compoe, juntamente com a Algebra, a Geometria e a Analise,

parte fundamental da Matematica.



APENDICES

APENDICE A - Subconjunto

Dados os conjuntos A e X, dizemos que A estd contido em X
AcCX
quando todo elemento de A é também elemento de X. Simbolicamamente, temos:
ACX e (Vx)(zr e A — x e X).

Logo, se existe pelo menos um elemento de A que nao pertence a X, entao A nao esta
contido em X. Neste caso, temos:

A X & (@x)(reAeaxgX).

Assim, todo conjunto A que esta contido em um conjunto X é chamado de subconjunto
de X ou parte de X.

Quando A esta contido em X também se diz que X contém A, o que indicamos pela
notacao

X D A.

Todo conjunto estd contido em si mesmo. Logo, as notacoes A C X e X D A nao
excluem a possibilidade de A ser igual a X. Além disso, o conjunto vazio esta contido
em qualquer conjunto.

APENDICE B - Subconjunto Préprio

Um subconjunto A de X, com
A#£De A+ X,

¢ denominado subconjunto préprio de X (ou A esta contido propriamente em X
ou, ainda, A é parte propria de X) se existe pelo menos um elemento de X que nao é
elemento de A.
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Exemplo B.1 O conjunto A = {1,2,11} é subconjunto proprio do conjunto A =
{1,2,7,9,11}

Exemplo B.2 Todo ntimero natural que é multiplo de 6 também é multiplo 3, no entanto
existem ntimeros naturais mitiplos de 3 que nao sao mualtiplos de 6. Logo, o conjunto
M (6) dos ntimeros naturais miltiplos de 6 é suconjunto proprio do conjunto M (3) dos
nimeros naturais multiplos de 3.

APENDICE C - Conjuntos Comparaveis

Dois conjuntos A e B sao denominados comparaveis se
ACBouBCA,
isto é, se um dos conjuntos esta contido no outro. Logo, A e B nao sao comparaveis se
A¢g Be B¢ A.
Neste caso, existe pelo menos um elemento de A que ndo pertence a B, e existe pelo
menos um elemento de B que nao pertence a A.

Exemplo C.1 Os conjuntos A = {«, 5} e B = {«, 3,0} sdo comparaveis pois A C B.

Exemplo C.2 Os conjuntos C' = {a,0} e D = {f3,, 7} ndo sdo comparaveis pois
aeCead¢D.
Além disso,
seDefp&C.
Dai, C¢ De D ¢ C.
Exemplo C.3 Vamos considerar M (2) o conjunto dos nimeros naturais que sao miltiplos
de 2 e M(3) o conjunto dos niimeros naturais que sdo miltiplos de 3. Observe que,
M(2) & M(3) e M(3) & M(2)

porque existe pelo menos um miltiplos de 2 que ndo é miultiplo de 3 (o 4, por exemplo)
e existe pelo menos um miltiplo de 3 que nao é multiplo de 2 (0 9, por exemplo). Logo,
os conjuntos M (2) e M(3) nao sdo comparaveis.

APENDICE D - Colecao de Conjuntos

Uma colegao de conjuntos (ou familia de conjuntos) é um conjunto cujos ele-
mentos também sao conjuntos.

Podemos designar uma colecao de conjuntos por letras caligraficas maitsculas, como
por exemplo
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A B, GC...., P, S T,.

para diferenciar das letras latinas maidsculas que ja utilizamos para designar conjuntos.

Exemplo D.1 O conjunto .-# = {{a, b}, {c}, {b,c,d}} é uma familia de conjuntos, cujos
elementos sao {a, b}, {c} e {b,c,d}.

APENDICE E - Familias

Uma familia é uma funcao cujo valor em um ponto z se indica com f, em vez de
f(z). Seja L um conjunto, cujos elementos chamaremos de indices e representaremos
genericamente por A\. Dado um conjunto X, uma familia de elementos de X com indices
em L é uma funcao

z: L — X.

O valor de x no ponto A € L sera indicado com o simbolo z), em vez da notagao usual
x(A). A familia x é representada pela notagao

{Z’A}AGL

ou simplesmente {x)} quando ndo houver diavida sobre o conjunto de indices L.

Exemplo E.1 Tomemos L = {1,2} como conjunto de indices. Dado um conjunto X,
uma familia de elementos de X com indices em L é uma funcao

z:{1,2} — X,

onde os valores desta funcao nos pontos 1 e 2 sao representados por x; e x».

Quando L = {1, 2,...,n} é o conjunto dos nameros naturais desde 1 até n, uma familia
x : L — X chama-se uma n-upla de elementos de X. Uma n-upla

T = (Ti)ier
é comumente representada pela notagao
T = (T1,..., ).

O elemento x; é chamado a i-ésima coordenada da n-upla x = (x4, ..., z,).

Seja { Ay }rer uma familia de conjuntos com indices em L, Isto é, a cada A € L fazemos
corresponder um conjunto Ay. A reuniao dessa familia é o conjunto dos elementos que
pertencem a pelo menos um dos conjuntos Ay. Ela é representada pela notacao

U4

AEL

ou, simplesmente, UA,. Assim,
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U A\ ={xz; existe A € L com x € A,}.

AEL

Em outras palavras, U A, é o conjunto dos elementos que pertencem a algum A,. Ana-

logamente, a intersegao da familia {A)},cr € 0 conjunto dos elementos que pertecem
simultaneamente a todos os Ay. Ela é representada pela notacao

N4

AEL

ou simplesmente NA,. Portanto,

ﬂ A\ ={z; x € Ay para todo \ € L}.

AEL

Quando L = {1,2,...,n}, escreve-se

1€L i=1

ﬂAi:ﬁAi:Alﬂ...ﬂAn.

€L =1

APENDICE F - Diferenca e Complementar

A diferenca entre os conjuntos A e B é o conjunto A — B formado pelos elementos
de A que nao pertencem B. Simbolicamente, temos:

A—B={x;zx€ Aex ¢ B}.

Nao se exige que B esteja contido em A para formar a diferengca A — B. Quando Ae B
sao disjuntos, nenhum elemento de A pertence a B, portanto, A — B = A. Em qualquer
caso, tem-se A— B=A— (AN B).

Quando se tem B C A, a diferenca A — B chama-se o complementar de B em
relacao a A e escreve-se

A— B =C0,4B.

Frequentemente, tem-se um conjunto F denominado conjunto fundamental (ou
universo do discurso ou conjunto universo) que contém todos os conjuntos que
ocorrem numa certa discursao. Neste caso, a diferenca F — X chama-se simplesmente
o complementar de X e indica-se com a notacdo X, sem necessidade de mencionar
explicitamente que se trata de complementar em relacao a E.
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APENDICE G - As Leis de De Morgan

As leis de De Morgan afirmam que:
(i) o complementar da intersecao é igual & reunido dos complementares e
(i) o complementar da reunido ¢ igual & interse¢ao dos complementares.

Em outras palavras, a complementacao transforma a intersecao na reuniao dos com-
plementares e a reuniao na intersecao dos complementares.

Exemplo G.1 Dada uma familia (Ay)xcps de subconjuntos de um conjunto funda-
mental X, vamos provar que:

(1)C<U AA) =) CAx e (ii)X—ﬁAi:E<ﬁAi> :OEAZ-.

Em relacdo a (i), devemos mostrar que

E(UA)\>CHEA)\€ ﬂEA)\CE(UA)\>
AeM AEM AeM AeM
12) Vejamos que
C (U A)\) C m CAA-
AeM AeM
Com efeito, dado = € F, temos:

a:eB(U AA) = z¢ | A

AeM AeM

= T E ﬂEA)\

AeM

22) Vejamos que

(] CA\ C(U AA>.

AeM AeM



Com efeito, dado x € FE, temos:

re ()0Ay = a:gZE(ﬂCAA>

AeM AeM

= z¢ [ JC(CA))

AeM

= ¢ | A

reM

= er<UAA>.

ANEM

Agora, em relagao (ii), devemos mostrar que

i=1 =1 i=1 1

i=

19) Vejamos que

Com efeito, dado x € FE, temos:

xEC(ﬁAz) = ngﬁAi

=1

=1

22) Vejamos que

Qmi c C(ﬁAl).

= =1
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Com efeito,

xGUEAi = a:gZE(OEAl)

i=1

=1

i=1

APENDICE H

Vamos mostrar que a interse¢io de quaisquer duas regiGes retangulares (interiores
de retangulos) no plano, com lados paralelos aos eixos de coordenadas, é também uma
regiao retangular com lados paralelos aos eixos de coordenadas ou é vazio.

Demonstracao: Sejam R, e Ry dois retangulos quaisquer do plano com lados paralelos
aos eixos de coordenadas. Vamos mostrar que R; N Ry é também um retangulo com
lados paralelos aos eixos de coordenadas ou é vazio. Com efeito, se Ry e Ry sao disjuntos,
R N Ry = (. Caso contrario, temos duas situagoes:

12) Se R; e Ry sao comparaveis, entdo Ry C Ry ou Ry C Ry e Ry N Ry é algum de-
les.

22) Se Ry e Ry nao sado comparaveis, entdo Ry ¢ Ry e Ry ¢ Ry. Uma vez que R; e
Ry sao paralelos aos eixos de coordenadas, os lados de R; N Ry também sao paralelos
aos eixos de coordenadas. Entao, os lados opostos de R N Ry sao paralelos. Consequen-
temente, dois lados consecutivos dessa intersecao sao perpendiculares e todos os seus
angulos internos sao iguais a 90°. Portanto, R; N Ry é um retangulo com lados paralelos
aos eixos de coordenadas.

APENDICE I - Definicao e um Exemplo de Espaco Mé-
trico

Uma métrica num conjunto M ¢é uma funcao d : M x M — R, que associa a
cada par ordenado de elementos =,y € M um namero real d(z,y), chamado a distancia
de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer z,vy, z € M:
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d1) d(z,y) = 0;

d2) Se x # y entdo d(z,y) > 0;
d3) d(z,y) = d(y,x);

d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Os postulados d1 e d2 dizem que d(z,y) > 0 e que d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.
O postulado d3 afirma que a distancia d(z,y) é uma fun¢ao simétrica das variavéis x, y.
A condicao d4 chama-se desigualdade do trangulo; ela tem origem no fato de que, no
plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um triangulo nao excede a soma
dos outros dois.

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em
M.

O espaco euclidiano R™ é um exemplo de espago métrico. Os pontos de R™ sao as
listas © = (x1, ..., z,) onde cada uma das n coordenadas x; ¢ um numero real. Ha trés
maneiras naturais de se definir a distancia entre dois pontos em R". Dados z = (1, ...2,,)
ey = (y1,...Yn), €SCrevemos:

n 1/2
d(z,y) = \/(xl —y2)? ot (T —Yn)? = [Z (25 — yi)2] )

d(z,y) = |vv— |+ + len —gul = D i —wil
i=1
d"(v,y) = max {[z1 — v, ..., [Tp — yal} = max [z; — yil.
1<i<n

As funcoes d, d', d’ : R" x R" — R sdo métricas. A meétrica d ¢ chamada euclidiana.
Ela provém da formula para a distancia entre dois pontos do plano (em coordenadas
cartesianas). Evidentemente, para consideragoes de natureza geométrica, d é a métrica
natural pois fornece a distancia da geometria euclidiana. Por outro lado, d' e d” sdo
formalmente mais simples, de manipulacao mais facil.

Observacao: quando nao dissermos explicitamente que métrica estamos trabalhando
em R" fica subentendido que se trata da métrica euclidiana.

APENDICE J - Bolas e Esferas

A nocao de bola é fundamental no estudo dos espacos métricos. Seja a um ponto no
espaco métrico M. Dado, um nimero real R > 0, definimos:

A bola aberta de centro a e raio R ¢ o conjunto B(a; R) ou Bg(a) dos pontos de M
cuja distancia ao ponto a é menor do que R. Ou seja,
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B(a;R) = {x € M;d(x,a) < R}.

A bola fechada de centro a e raio R é o conjunto Bla; R], formado pelos pontos de
M que estao a uma distancia menor do que ou igual a R do ponto a. Ou seja,

Bla;R] = {z € M;d(z,a) < R}.

A esfera de centro a e raio R é o conjunto S(a; R), formado pelos pontos = € M tais
que d(z,a) = R. Assim:

S(a; R) = {z € M;d(z,a) = R}.

Evidentemente, Bla; R] = B(a; R) U S(a; R), reunido disjunta.

APENDICE K

Colorario 6.5 da Referéncia [10]: Se B é um subconjunto do conjunto finito A,
entao B é finito. Se B é um subconjunto proprio de A, entao o niimero de elementos em
B é menor que o nimero de elementos em A.
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