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Resumen

En este trabajo analizamos la arquitectura de cQED para el caso en que un qubit
superconductor de flujo esta sujeto a un forzamiento armoénico en el flujo magnético
y se encuentra acoplado capacitivamente a una guia de transmision de microondas, la
cual se comporta como un resonador foténico. En particular estudiamos la dindmica

para dos escenarios posibles:

» Kl caso ideal en ausencia de disipacién: consideramos el Modelo de Jaynes-
Cummings forzado para describir la interacciéon qubit-resonador y resolvemos la

dinamica del sistema compuesto mediante el Formalismo de Floquet.

= El caso més realista en que el sistema interactia con el entorno y como conse-
cuencia el resonador sufre perdidas de fotones: consideramos una interaccion tipo
Rabi entre el qubit y resonador, y utilizamos la Ecuaciéon Maestra de Floquet-

Born-Markov para resolver la evolucion temporal.

El principal interés y motivacién a lo largo de esta tesis es el estudio de las transi-
ciones entre los estados del qubit, considerado como sistema de dos niveles, las cuales
son inducidas por el forzamiento periédico y resultan fuertemente dependientes del
estado del resonador. Hemos obtenido resultados numéricos y analiticos aplicando lo
que se conoce como Interferometria de Amplitud de Landau-Zener-Stiickelberg. Estos
resultados demuestran la posibilidad de obtener informacién respecto al estado del re-
sonador y su interaccion con el qubit y con el entorno, a partir de la manipulacién y
mediciones sobre el qubit. Los resultados obtenidos resultan potencialmente aplicables
a la realizacién de Teconologias Cuanticas en el area de cQED y también son generali-
zables a diversos sistemas fisicos descriptos por el mismo modelo efectivo. Por ejemplo,
se pueden considerar diferentes tipos de qubits superconductores, puntos cuanticos y

resonadores mecanicos.

Palabras clave: INFORMACION CUANTICA, QUBITS SUPERCONDUCOTRES,
ELECTRODINAMICA CUANTICA DE CIRCUITOS, SISTEMAS CUANTICOS ABIER-
TOS CON FORZAMIENTO PERIODICO






Abstract

In this work we analyze the cQED architecture for the case of a superconducting flux
qubit that is subject to a harmonic driving in the magnetic flux and is capacitively
coupled to a transmission waveguide, which behaves like a photonic resonator. In

particular we study the dynamics for two possible scenarios:

= The ideal case in absence of dissipation: we consider the Jaynes-Cummings Model
to describe the qubit-resonator interaction and solve the dynamics of the com-

posite system through Floquet Formalism.

= The more realistic case in which we take into account that the system inter-
acts with the environment and, as a consequence, the resonator suffers photon
losses: we consider the Rabi interaction between qubit and resonator, and use

the Floquet-Born-Markov Master Equation to solve the time evolution.

The main interest and motivation throughout this thesis is the study of the tran-
sitions between the qubit states, considered as a two-level system, which are induced
by the external driving and turn out to be strongly dependent on the state of the
resonator. We have obtained numerical and analytical results by applying Landau-
Zener-Stiickelberg Amplitude Interferometry. These results demonstrate the possibil-
ity of obtaining information regarding the state of the resonator and its interaction
with the qubit and with the environment, by manipulating and measuring the qubit.
The results obtained are potentially applicable to Quantum Technologies in the area
of cQED and are also generalizable to various physical systems described by the same
effective model. For example, different types of superconducting qubits, quantum dots

and mechanical resonators can be considered.

Keywords: QUANTUM INFORMATION, SUPERCONDUCTING QUBITS, CIR-
CUIT QUANTUM ELECTRODYNAMICS, PERIODICALLY DRIVEN OPEN QUAN-
TUM SYSTEMS
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Manual de Instrucciones y

Advertencias

Usted acaba de adquirir una tesis de maestria en Ciencias Fisicas equipada con 8
capitulos que intentan cumplir con el ambicioso objetivo de ser autocontenidos. No
obstante, si no entendiera alguno de los temas que aqui se tratan, no dude en consultar

a su autor, quien intentara no confundirlo atin mas.
CARACTERISTICAS DEL TRABAJO

Posiblemente se encuentre leyendo esto porque sienta inquietud por emprenderse en
el vasto y atractivo mundo de la Computacién Cuantica y se enterd, de alguna manera,
que una de sus numerosas aristas es la Electrodinamica Cuantica de Circuitos. En este
punto me voy a tomar la libertad y el atrevimiento de apostar que, si Ud. es atn
estudiante de grado, quizas su Unico conocimiento previo en el tema sea que existen
objetos llamados qubits que sirven para llevar a cabo tareas asombrosas, imposibles de
resolver utilizando computadoras clasicas. Seguramente oy6 hablar de su prometedor
potencial para concretar infinidad de aplicaciones que pueden mejorar el bienestar
de la humanidad por un lado, pero que también van a imponer nuevos desafios en
el manejo de informacién secreta. Si Ud. esta leyendo este trabajo en un momento
suficientemente alejado de su fecha de publicacion, es posible que ya sea espectador
(o no) de alguna de todas estas promesas cudnticas que se escuchan por ahi y que
atraen el dinero de los inversionistas y las grandes empresas. Cualquiera sea el caso,
este trabajo debe entenderse como una guia que pretende brindar al lector por un lado
conceptos mas o menos concretos sobre cQED para que se lleve una idea del tema y
por otro proveer también de un pequeno arsenal de herramientas generales sumamente
interesantes para la cartera de la dama y el bolsillo del caballero. Le prometo que si
se queda hasta el final, va a aprender cosas que nunca le contaron cuando tomé cursos
de Mecanica Cuantica, y que respresentan areas de investigacion en si mismas. Una de
ellas es el Formalismo de Floquet, que se utiliza para estudiar sistemas con forzamiento
periddico en el tiempo. La otra se trata del estudio de Sistemas Cuédnticos Abiertos, cuyo

objetivo mayor es entender y describir los efectos debidos a la interaccién (generalmente

1



2 Manual de Instrucciones y Advertencias

indeseada) del sistema de interés con el entorno amplio y fluctuante. Dicho esto, queda
en Ud. la decision y el riesgo de continuar leyendo. Le advierto que puede llevarse
sorpresas! Puede ocurrir que este trabajo no cumpla con sus expectativas respecto a
lo que pensaba que era investigar algo relacionado con la Computacion Cuantica, pero
quizas también sea ésta la puerta de entrada a ramas de la Fisica cuya existencia Ud.

desconocia y que lo van a maravillar.
USOS DE ESTE EJEMPLAR

El trabajo que Ud. tiene entre manos le puede proveer el mas variado espectro de
posibilidades en lo que hace a su uso. Permitame enumerarle aquellos con los que ha

sido concebido por el autor. He aqui las distintas alternativas:

= Ud. quiere enterarse de todo lo que hizo el autor: Léase el trabajo completo, sin

saltear ningin renglén y también todas las referencias.

= Ud. estd aburrido y en un momento libre, como quien no quiere la cosa, tiene
ganas de leer un poquito para ver de qué se trata: Lea la Introduccién (son tres

péginas, no sea vago)

= Ud. es un ser matematico que no quiere perder tiempo leyendo detalles de ex-
perimentos que nunca va a ver ni realizar en su vida y sélo le interesa hacer
Fisica Teodrica como una forma de ejercer sus habilidades matematicas. En ese
caso comience en la seccion 2.5 donde le muestro el Hamiltoniano efectivo con el

que voy a trabajar de ahi en adelante. Asi de facil, se olvida de todo lo demaés.

» Ud. es de las personas a las que le gusta que se les explique todo con los dedos
sin sentarse a hacer ninguna cuenta. En ese caso deléitese con el capitulo 4, en el
que intento convencerlo de que podemos entender el espectro de energias de un
Hamiltoniano que no se puede diagonalizar analiticamente, utilizando inicamente

un manojo de graficos y el poder de la palabra (yo me convenci!).

= A Ud. le dijeron que va a tener que aprender a usar el Formalismo de Floquet o la
Ecuacion Maestra de Floquet-Born-Markov para aplicar luego a un sistema fisico
que no tiene nada que ver con los qubits superconductores ni con resonadores
fotonicos. Dirijase entonces a los capitulos 4 y 5 donde hago el desarrollo mas
pesadito de las herramientas generales que uso a lo largo del trabajo. No olvide
descargarse todas las referencias para que le den una explicacion mejor que la

que le ofrezco yo.

= La fuerza impulsora que lo trajo hasta aqui no es la curiosidad, Ud. piensa que

la Computacion Cudntica es un hot topic y que trabajar en eso le va a garantizar



un futuro exitoso y con buen rédito econémico. Deje de sonar, la Academia no
funciona asi, para eso vaya a conseguirse un trabajo en YPF que seguro lo aceptan

facil y gana bien desde el principio. Eso si, si después se aburre, no se queje.

ESPECIFICACIONES

Dimensiones: 30 cm x 21 ¢cm x 1.5 cm

Paginas: Del orden de 80, no me pida que le dé una incerteza porque yo no soy

experimental !
Figuras: 45
Referencias: Mas de las que Ud. y yo podriamos desear, se lo aseguro.

Rango de temperatura tolerada: -10°C a 233°C (después se quema).

Lo intenté pero no pude lograrlo. . .






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Tecnologias cuanticas

El objetivo de las tecnologias cuanticas es manipular sistemas cuanticos de alta com-
plejidad para utilizarlos con diferentes finalidades, tales como sensores, encriptacion,
simulacion de sistemas fisicos, implementacién de algoritmos de optimizacién, etc [1,
2]. El origen de estas disciplinas se debe buscar en la década del 80, impulsado por un
grupo de pioneros entre los que se encuentran Richard Feynman, Paul Benioff y David
Deutsch, entre otros [1, 3-5]. Inicialmente estas ideas permanecieron en el plano de la
teoria, debido a las grandes dificultades para poder producir experimentalmente esta-
dos cuanticos aislados, sin que el entorno destruya sus propiedades cuanticas esenciales:
superposicion y entrelazamiento. En las ultimas dos décadas se han realizado avances
experimentales que posibilitaron la manipulacién de tales sistemas. Sin embargo sigue
siendo de gran importancia el estudio del ruido introducido por el entorno, ya que
los efectos de decoherencia estan presentes y son relevantes en cualquier experimento
realista [6].

El bloque elemental para el Procesamiento de Informacién Cuéntica (QIP) es el qubit,
que consiste en un sistema cuantico de dos niveles. Existen diferentes implementaciones
de qubits, cada una de las cuales presenta ventajas y desventajas de acuerdo a la
aplicacion que se busca. Un ejemplo son los iones frios, que se pueden disponer en
arreglos mediante la utilizacion de lasers. Por un lado estos sistemas se pueden aislar del
entorno en forma muy efectiva, obteniendo tiempos de coherencia largos. Sin embargo
resulta dificil entrelazarlos entre si. En particular, una de las implementaciones mas
prometedoras consiste en circuitos superconductores, que estan formados por junturas
Josephson y componentes electronicos. Los mismos se comportan como resonadores no
lineales en los cuales se pueden aislar el nivel fundamental y el primer excitado para
utilizarlos en forma efectiva como sistema de dos niveles. Aunque estos qubits son mas

sensibles a los efectos del entorno, es posible entrelazarlos con mayor facilidad y han

5



6 Introduccion

demostrado ser una propuesta robusta debido a las ventajas de escalabilidad [6, 7].
En el presente trabajo nos enfocaremos en los llamados qubits de flujo, que consis-
ten en un anillo superconductor interrumpido por una o varias junturas Josephson y
que es atravesado por un flujo magnético. Si se aplica un flujo externo oscilante de
frecuencia fija y amplitud variable, es posible forzar el qubit generando oscilaciones
en las poblaciones de sus dos niveles de energia a través de las denominadas tran-
siciones de Landau-Zener-Stickelberg (LSZ) [8]. Este procedimiento se conoce como

Interferometria de Amplitud y sera explicado en profundidad mas adelante.

1.2. Electrodinamica Cuantica de Cavidad y de Cir-

cuito

En 2012 el Premio Nobel de Fisica fue entregado a Serge Haroche y a Dave Wineland
por sus innovadores métodos experimentales que permitieron la medicion y manipula-
cién de sistemas cuanticos individuales dentro del area de Electrodindmica Cuantica
de Cavidad (Cavity QED). Esta disciplina estudia la interaccién entre un atomo como
sistema de dos niveles y el campo electromagnético cuantizado dentro de una cavidad
optica. En los experimentos usualmente se hace transitar el atomo a través de la cavi-
dad, tiempo en el cual interactiia con los fotones y luego se infiere informacién sobre
el estado del atomo a partir de mediciones en la cavidad [6, 9].

Inspirada en la Electrodinamica Cuéantica de Cavidad, ha aparecido una nueva disci-
plina sumamente activa en las ultimas décadas, tanto tedrica como experimentalmen-
te. Se trata de la Electrodindmica Cuantica de Circuitos (Circuit QED), en la cual
se reemplazan los atomos por qubits superconductores, también denominados atomos
artificiales, y la cavidad por lineas de transmision de microondas (resonadores) [9-12].
Estos circuitos proveen una arquitectura eficiente para la implementacién en tecnolo-
glas cuanticas de estado sélido, ademéas de abrir un nuevo camino para el estudio de la
fisica de entrelazamiento y mediciones cudnticas con sistemas mesoscopicos [9].

La Figura 1.1 muestra un esquema comparativo entre las arquitecturas de la Electro-
dindmica Cuantica de Cavidad y de Circuito. En ambos se tiene un elemento atémico
de dos niveles y un oscilador armoénico, que se encuentran acoplados. En la Electrodi-
namica Cuantica de Cavidad el 4tomo se acopla al campo electromagnético a través
de su momento dipolar eléctrico, mientras que al utilizar atomos artificiales existen
diferentes alternativas de acoplamiento, por ejemplo capacitivo o inductivo.

Cuando el acoplamiento entre el qubit y el resonador es fuerte, existen dos regimenes
diferentes en los cuales se suele operar: el régimen resonante y el régimen disper-
sivo. En el primer caso la separacion entre los dos niveles de energia del qubit esta

en resonancia con la frecuencia de la linea de transmision. De esta manera se generan
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Traditional form... Cavity QED analogy With on-chip superconducting circuits...
E; g K atom transmon E * g
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Figura 1.1: Esquema de comparacién entre las arquitecturas de Electrodiné-
mica Cudntica de Cavidad y de Circuito. Extraido de [6]

estados entrelazados qubit-fotones, y ambas partes del sistema pueden intercambiar
excitaciones [11].

En el régimen dispersivo, la frecuencia de la linea de transmision difiere de la sepa-
racion entre los niveles de energia del qubit. En esta situacion los niveles de energia
del qubit van a depender del estado de los fotones y viceversa. Como consecuencia el
resonador se puede utilizar para obtener informacién del estado del qubit y para acoplar

multiples qubits entre si [11].

1.3. Sistema de estudio

En las dos secciones anteriores mencionamos que por un lado es posible forzar pe-
riodicamente los niveles de energia de un qubit modificando el flujo magnético que lo
atraviesa y que por otra parte también se pueden acoplar los qubits a una linea de
transmision.

En este trabajo realizamos un abordamiento teérico, reportando resultados analiticos
y numéricos para el problema de un qubit acoplado capacitivamente a una guia de
transmision, sujeto a un forzamiento armoénico en el flujo magnético que lo atraviesa,
para frecuencias y amplitudes arbitrarias. En particular estudiamos las transiciones
entre los dos niveles de energia del qubit inducidas por el estado de los fotones en
la linea de transmisiéon y por el forzamiento. Consideramos también los efectos de
decoherencia introducidos por el entorno. El anélisis de estos efectos es de fundamental

importancia ya que en las realizaciones experimentales su contribucién es importante.






Capitulo 2

cQED: Descripciéon de los

componentes fisicos

2.1. EIl qubit

Un bit cuéntico o qubit es la unidad béasica de informacién cuantica y consiste en
cualquier sistema cuantico con espacio de Hilbert de dimension 2. Usualmente se suele
trabajar con la denominada base computacional, conformada por los estados |0) y
|1). Estos estados 16gicos no estén relacionados necesariamente de manera obvia con
los autoestados del sistema, simplemente son una base que se define para codificar

la informacion. De esta forma cualquier estado normalizado se puede expresar como

V) =al0)+4|1) =« (;) +p <(1)> = (g) donde « y 3 son dos niimeros complejos

que satisfacen |a|* + |5]? =1 [6].

En el presente trabajo reemplazamos las etiquetas |0) y |1) por |1) v |{) en analogia
con los estados de espin up y down, esta notacién aparece ampliamente en la literatura
9, 13].

Algunos ejemplos de sistemas fisicos que permiten la implementacién de los qubits
son: El espin del electrén, atomos frios, fotones polarizados, puntos cuanticos y qubits
superconductores basados en junturas Josephson, entre otros [7].

Quisiéramos mencionar que los 4&tomos naturales (iones atrapados y atomos neutros)
han demostrado ser candidatos muy buenos para su manipulaciéon con gran precision.
Los mismos se pueden enfriar y disponer en redes 6pticas utilizando lasers, y poseen
niveles de energia no equiespaciados bien definidos y ampliamente estudiados. De estos
se intenta aislar dos niveles suficientemente alejados del resto, de manera que no haya
transiciones con los demés y que el atomo se comporte en forma efectiva como un
sistema de dos niveles. Otra de las caracteristicas que los vuelve atractivos es su débil

interacciéon con el entorno, lo cual se traduce en tiempos de coherencia largos. Sin

9



10 cQED: Descripcion de los componentes fisicos

embargo acoplarlos entre si para realizar operaciones de multiples qubits puede resultar
un desafio [7].
Adicionalmente tenemos a los qubits superconductores, también conocidos con el

nombre de atomos artificiales, los cuales presentamos en la siguiente seccion.

2.2. Qubits superconductores

Los qubits superconductores consisten en sistemas mesoscopicos que presentan com-
portamiento intrinsecamente cuantico: tienen niveles de energia cuantizados de modo
que su separacion es mayor que las fluctuaciones térmicas y pueden encontrarse en
estados superposicién[14]. El factor comiin a todos ellos es que se realizan con compo-
nentes superconductores y junturas Josephson, las cuales introducen anarominicidad
al sistema, obteniendo asi niveles de energia no equiespaciados. Al igual que en las
propuestas con atomos frios, se intenta trabajar efectivamente con dos niveles de ener-
gia aislandolos del resto. A diferencia de los atomos naturales, estos qubits pueden ser
disenados, fabricados y controlados variando sus parametros, lo cual ofrece enormes
ventajas y flexibilidad para diferentes propoésitos, convirtiéndolos en candidatos muy
prometedores para el desarrollo de arquitecturas escaleables a un gran niimero de qubits
[7, 10].

De acuerdo a la teoria BCS, en un superconductor los electrones forman pares de
Cooper (con carga 2e, masa 2m, y espin 0) que son los responsables de llevar la super-
corriente. Una juntura Josephson estd compuesta por dos electrodos superconductores,
separados por una delgada capa de material aislante, que puede ser atravesada por los
pares de Cooper mediante efecto tinel. A fines practicos la juntura se comporta como
un inductor no lineal y es el elemento fundamental de estos dispositivos [10, 11].

Hay tres tipos basicos de qubits superconductores que se diferencian por la relacion
entre sus parametros caracteristicos y que determina cual es la variable cuantica bien
definida con la que se codifica la informacion. Estos son los qubits de carga, de flujo y
de fase, los cuales mostramos esquematicamente en la Figura 2.1.

Los qubits de carga (o cajas de pares de Cooper) estan formados por una pequena
isla superconductora conectada a tierra a través de una o dos junturas Josephson.
Utilizando un capacitor se aplica un voltaje a la isla para controlar la separacion entre
los niveles de energia. La informacion se codifica a partir del nimero de pares de Cooper
en la isla, que al ser suficientemente pequena hace que la diferencia entre tener un par
de Cooper de més o de menos genere un cambio apreciable en la energia del sistema.

Los qubits de fase consisten en una juntura Josephson polarizada por una fuente de
corriente DC' que se utiliza para controlar el potencial [10, 11].

La versiéon mas simple del qubit de flujo consiste en un anillo superconductor inte-

rrumpido por una juntura Josephson. En la siguiente secciéon describiremos este tipo
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(a) charge qubit (b) flux qubit (c) phase qubit
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Figura 2.1: Diagramas esquemaéticos de los tres tipos basicos de qubits super-
conductores y su energfa potencial. (a)qubit de carga, (b)qubit de flujo y (c) qubit
de fase. Extraido de [10]

de qubit en mayor profundidad, dado que es el que nos va a interesar para este trabajo.

2.3. El qubit de flujo

Esta seccién esta basada en la Referencia [6], en la misma daremos una descripcién de
los fendémenos fisicos mas importantes involucrados en la realizacion de un qubit de flujo
y haremos una deduccién que nos permitira tratar el mismo mediante un Hamiltoniano
efectivo de 2 x 2.

En un anillo superconductor, el estado de todos los pares de Cooper del condensado
se describe a través de una tnica funciéon de onda total 15 = ¥ eiP T/t En esta expresion
P es el momento de cada uno de los pares de Cooper, [1|? es la densidad de pares de
Cooper y P /h es la fase asociada a cada punto del espacio. Debido al hecho de que esta
funcién de onda debe ser univaluada, el cambio de fase acumulada al recorrer un camino
cerrado alrededor del anillo debe ser un miltiplo de 27, es decir Ap = n27. Existen
tres efectos que pueden generar una diferencia de fase superconductora alrededor del

circuito:

= Debido al efecto Josephson: cuando los pares de Cooper atraviesan coherentemen-
te una juntura Josephson, la supercorriente I esta relacionada con la diferencia
de fase entre cada uno de los electrodos a partir de la expresion I = Iysin . En

donde I es la corriente critica méaxima que la juntura puede mantener.

= Debido a la supercorriente: aparece un cambio de fase intrinseco calculando la
integral de linea del momento Palo largo de la curva, por el movimiento de los

pares de Cooper.

= Debido al flujo magnético externo: del Electromagnetismo Clasico y las leyes de

Maxwell sabemos que un campo magnético que cambia con el tiempo induce
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un campo eléctrico y éste a su vez modifica el momento de las particulas con
carga al ejercerles una fuerza. El momento de los pares de Cooper esta dado por
P =2m. v+ 265, en donde la primer componente corresponde a la parte cinética
y la segunda a la contribuciéon del campo, siendo A el potencial vector. Por lo
tanto se debe tener en cuenta el efecto del campo externo sobre el momento al

calcular la integral de linea de P alrededor del anillo.

La juntura Josephson se puede pensar como un inductor no lineal. Sin embargo,
en la practica estas junturas presentan también una capacitancia por tratarse de dos
electrodos superconductores separados por un aislante. Por lo tanto se puede considerar
a la juntura en forma realista como un circuito LC con inductancia no lineal.

El Hamiltoniano de un qubit de flujo con una sola juntura Josephson esta dado por

Q*
H:%—FU(CI)), (2.1)

con la correspondiente energia potencial

- P2 2T /4
U(®) = 57 — By cos {470 (cb - @ewtﬂ . (2.2)

En estas expresiones ® es el flujo en la juntura Josephson y @) es la carga del capaci-
tor, ambos son operadores candénicamente conjugados analogos a posicién y momento,

respectivamente. ®.,; es el flujo magnético aplicado externamente, C y L son la capaci-
h

tancia e inductancia de este circuito, F; es la energia Josephson y ®; = 5 es el cuanto
de flujo magnético.

La expresion (2.2) consta de un término cuadrético y un coseno, de modo que se forma
un doble pozo de potencial. Este potencial presenta niveles de energia anarmonicos y
en la practica alcanza con considerar solamente el estado de menor energia de cada
uno de los dos pozos, estos corresponden a corriente circulando en sentido horario y
antihorario, o equivalentemente en estados con flujo apuntando hacia abajo |]) y hacia
arriba |1), respectivamente. Si ®.,; = Py/2 el potencial es simétrico, mientras que
si se aplica un campo magnético externo diferente se vuelve asimétrico, favoreciendo
energéticamente el estado con corriente en uno de los dos sentidos. Utilizando como
base del espacio de Hilbert los dos estados mencionados y aplicando un modelo de

Tight-Binding, el qubit puede ser descripto por el siguiente Hamiltoniano efectivo

1 €0 A
Hy = - , 2.3
0 2 (A —6()) ( )

donde ¢ define la diferencia de energia entre los estados ||) y |1) mientras que A es
el elemento de matriz de acoplamiento entre los mismos. A la cantidad ey = 2|1,|0P,

se la denomina usualmente desfasaje (detuning), siendo I, la corriente persistente en
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el anillo superconductor y 6®epy = Peyr — Po/2 el desfasaje en el flujo. La Figura 2.2
muestra las autoenergias Fy = +hw,/2 con hw, = \/€5 + A?

[T 1)

I

:

0 4
Figura 2.2: Diagrama de energia para el qubit de flujo en funcién de ¢

La Figura 2.3 muestra esquematicamente el doble pozo de potencial en funcién de

® para el caso en que se aplica o no un desfasaje en el flujo externo respecto a medio

cuanto de flujo.

cDext > Po/2

I S "

Figura 2.3: Gréficos del potencial U(®) y amplitudes de probabilidad de los
autoestados del Hamiltoniano

Finalmente, si consideramos la situaciéon en que se suma una componente armoénica
al campo externo aplicado, simplemente debemos reemplazar €, por €(t) = €9+ A cos wt
en el Hamiltoniano efectivo del qubit, siendo A la amplitud y w la frecuencia del forza-

miento.

2.4. Linea de transmision de microondas

La idea central de la mayoria de las propuestas para arquitecturas de multiples qubits
se basa en acoplar los mismos a una linea de transmision, o quantum bus, y seleccionar
a partir de la frecuencia qué qubits se acoplan entre si [11].

En forma general la linea de transmisiéon de microondas coplanar consiste en un

arreglo compuesto por un cable unidimensional evaporado en un sustrato aislante y con
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dos planos superconductores paralelos a él en la misma superficie. Podemos distinguir
entre lineas de trasmision infinitas, semiinfinitas y finitas. Estas tltimas se obtienen
interrumpiendo en dos puntos el cable central, de manera que se obtiene un resonador
que soporta un modo electromagnético cuantizado, comportandose como un armoénico
[14].

Existen diferentes maneras de acoplar qubits a lineas de transmisién, por ejemplo el
acoplamiento puede ser capacitivo o inductivo y depende del tipo de qubit involucrado.
Una de las caracteristicas mas destacables de estos atomos artificiales es que se pueden
disenar con parametros que permiten obtiene factores de acoplamiento de hasta cuatro
6rdenes de magnitud mayores que los conseguidos con atomos naturales [12].

Para ilustrar esquematicamente la forma de las lineas de transmisiéon de microondas
y un ejemplo de cémo se acoplan qubits superconductores a las mismas, la Figura 2.4

muestra un qubit de carga acoplado a un resonador fotonico.

Figura 2.4: Qubit de carga ubicado en el antinodo del campo electromagnético en una linea de
transmisién de microondas que actia como resonador foténico. Extraido de [11]

De forma también ilustrativa para el lector, la Figura 2.5 muestra dos qubits de flujo

acoplados capacitivamente en extremos opuestos de una linea de transmision coplanar.

Figura 2.5: (a) Micrografia 6ptica de un chip compuesto por dos gubits de flujo y una guia de ondas
A/2 (b) Imagen de microscopia electrénica del capacitor de uno de los qubits , el plato inferior acopla
el qubit al resonador (c) Vista amplificada del anillo superconductor con sus tres junturas Josephson.
Extraido de [15]
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2.5. Qubit de flujo forzado y acoplado a la linea de

transmision

El sistema de interés en este trabajo consiste en un qubit de flujo forzado, acoplado
capacitivamente a un tnico modo del campo electromagnético de una linea de trans-
mision, que actia como resonador. A continuacion mostramos el Hamiltoniano del
sistema, que consta de tres partes: el término del qubit, el término del campo elec-
tromagnético confinado en el resonador y el término de interaccion tipo Rabi. Este

Hamiltoniano se expresa como

1 1
H = - (lt)o. + Ac,) + i, (CM i 5) +hgoy (o +a), (2:4)
- - —

donde €(t) = €y + Acoswt, 0, 0, y 0, son las matrices de Pauli, a' y a son los opera-
dores de creaciéon y destruccion de un fotén, respectivamente, y w,. es la frecuencia del
resonador. La intensidad del acoplamiento entre el qubit y el campo electromagnético
es g. De ahora en adelante descartaremos el término %th por ser una contribuciéon
constante en la energia. El espacio de Hilbert compuesto es Hgupit @ H fotones- A lo largo
de todo este trabajo mantendremos en forma explicita la constante de Planck reducida
h en las formulas y desarrollos. Sin embargo en la exposicién y descripciéon de graficos
y resultados, adoptaremos la adimensionalizaciéon A = 1, de manera que ¢, A, Ay
w estaran expresados en las mismas unidades adimensionalizadas de E;, siguiendo la
convencién utilizada en [16].

En este punto quisiéramos destacar que el Hamiltoniano efectivo expuesto también
se puede utilizar para describir otros tipos de qubits superconductores con otros acopla-
mientos a al resonador, por lo que los resultados de este estudio se pueden generalizar
a otras situaciones de interés.

Quisiéramos también mencionar que existen estudios de la dindmica del qubit forzado
armonicamente aplicando el Formalismo de Floquet [17]. Por otro lado, el andlisis del
qubit sin forzamiento y acoplado a la linea de transmisién ha sido resuelto en forma

analitica en cierto régimen de parametros a partir del Modelo de Jaynes-Cummings

[9]-






Capitulo 3

Hamiltonianos modelos

qubit-resonador

La elaboracién de este capitulo se basé principalmente en la referencia [10]. Para
caracterizar la intensidad del acoplamiento qubit-resonador, el valor de la constante g
que aparece en (2.4) se puede comparar con las frecuencias de transicién del qubit y el

resonador, y con los parametros vinculados a los procesos de decoherencia del sistema:

= La tasa de pérdida del resonador k: se debe a que el resonador no es ideal y esta
acoplado al campo electromagnético del entorno, generando asi una pérdida de

fotones.

= La tasa de relajacion del qubit v: se debe a que el qubit es sensible a diferentes

tipos de ruido del entorno que tienden a restituirlo al estado fundamental.

Se suelen definir los siguientes regimenes:

1. Acoplamiento débil g < maz{y,x} y g < 0,1w,,

2. Acoplamiento fuerte g > max{vy,s} y g < 0,1w,/q

3. Acoplamiento ultrafuerte (USC) ¢ 2 0,1w,,

4. Acoplamiento profundamente fuerte (DSC) g 2 w,/q

Bajo ciertas restricciones es posible aplicar el Modelo de Jaynes-Cummings en los
regimenes 1 y 2, mientras que en 3 y 4 es necesario utilizar el Hamiltoniano de Rabi.

En la siguiente secciéon analizaremos el espectro de energias del Hamiltoniano de Rabi,
que constituye el caso mas general posible. Luego de este analisis nos concentraremos
en la deduccién y caracteristicas del Modelo de Jaynes-Cummings, que es ampliamente
utilizado en experimentos de Electrodinamica Cuéantica de Circuitos. En particular, lo

mas usual experimentalmente es trabajar en el denominado Régimen Dispersivo,

17
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que es un subrégimen del modelo del Jaynes-Cummings [9]. En ese caso se pueden
realizar mediciones no demoledoras del estado del qubit en forma indirecta actuando
sobre el resonador. En esa situacion simplemente se renormalizan los niveles de energia
del qubit en funcion del estado del resonador y viceversa, la frecuencia del resonador
cambia de acuerdo al estado del qubit. De esta manera, se envia una senal a través
de la guia de ondas variando su frecuencia hasta que sintonice la nueva frecuencia del
resonador, cuando esto ocurre se mide una senal transmitida a través de la guia de
ondas y a partir de esa frecuencia se determina el estado del qubit. Adicionalmente, se
puede manipular el qubit forzando el resonador con una senal enviada a través de la

guia de ondas que tenga frecuencia cercana a la frecuencia natural del qubit]9].

En este trabajo el régimen dispersivo no es de interés ya que nosotros estudiamos la
situacién en que el qubit es forzado a través del flujo de campo magnético y analizamos
cémo este sistema de dos niveles interacttia con el resonador generandose oscilaciones
en donde el gqubit intercambia excitaciones con el mismo, contrariamente a lo que ocurre
en el régimen dispersivo [9]. El lector interesado en aprender mds sobre las aplicaciones

del régimen dispersivo puede referirse a [18] y a su material complementario.

3.1. Hamiltoniano de Rabi

En esta seccion estudiaremos en detalle el espectro de energias del Hamiltoniano de

Rabi sin forzamiento como funciéon del pardmetro de control e:

1
H= 5(60'2 + Ao,) + hw, a'a + hgoy(a + a'). (3.1)

Los cruces evitados en el espectro resultaran relevantes para interpretar los patrones
de resonancias que se obtienen al estudiar el sistema fisico mediante Interferometria

LZS.

A pesar de que el Hamiltoniano de Rabi es el mas simple que se puede plantear para
estudiar la interaccion de la radiacion con la materia, fue recién hace unos afios que se
pudo encontrar una solucién analitica, expresada en término de funciones trascendentes
en el caso A = 0 [19]. La gran dificultad que presenta su resolucién exacta se debe a que
se trata de una matriz infinita que no puede ser separada en bloques de 2 X 2 como en
la aproximacion de Jaynes-Cummings, la cual desarrollaremos en la siguiente seccién.
En forma ilustrativa mostramos a continuacién un truncamiento del Hamiltoniano,

restringiendo el espacio de Hilbert en una cantidad maxima de 3 fotones:
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€ A :

S £ —ing 0 0 0 0 0

0 ihg —§+hw, 5 0 iv/2hg 0 0
—ihg 0 3 £+ hw, —iv2hg 0 0 0

0 0 0 iV2hg  —%+ 2hw, 2 0 iv/3hg

0 0 —iv2hg 0 2 £+ 2hw, —iv/3hg 0

0 0 0 0 0 iV3hg  —%+ 3hw, 2

0 0 0 0 —iv/3hg 0 & £ + 3w,

El mismo esta escrito en la base producto {|J. 0) , [T 0),[4 1), [T 1), [J 2),[12),]43),...}.
Podemos ver que los elementos de la diagonal corresponden simplemente a los dos nive-
les de energia del qubit mas la energia de los fotones. Los elementos fuera de la diagonal

A

se deben al término S0, y a la interaccion qubit-resonador.

En este trabajo estamos interesados en entender en forma cualitativa y cuantitativa
el espectro de autoenergias de este Hamiltoniano para interpretar los resultados de
la Interferomentria de LZS. Por ello estudiaremos a continuacién de manera progre-
siva como los términos no diagonales modifican el espectro respecto al esquema sin

interaccion qubit-resonador.

Como primer indicacion queremos destacar que en el caso extremo de e suficientemen-
te grande (e > A, hw,.), todos los términos no diagonales se vuelven despreciables y las
autoenergias del Hamiltoniano resultan simplemente las energias del qubit, que son li-
neas rectas ascendentes y descendentes de pendiente 4-1/2, respectivamente, replicadas
por la energia de los fotones del resonador. Por otro lado también es importante desta-
car que los elementos de matriz no diagonales debidos a la interaccion qubit-resonador
son proporcionales a g v a v/n + 1. Debido a esto, cuanto més intenso sea g y mayor
sea el numero de fotones en el resonador, mas dominante sera su efecto respecto a la

contribucion de los demads términos del Hamiltoniano.
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La Figura 3.1 muestra los dos niveles de energia del qubit. Vemos que para ¢ > A

las autoenergias F, = :I:—WQQW toman los valores 4¢€/2 con autoestados 1) y |).

0.04 %
0.02}
ui' 0.00 N ::
// \\
-0.02 |
-0.04t | | | ‘
-0.05 0_20 =

Figura 3.1: Autoenergias del qubit. Las lineas rojas (negras) corresponden a tomar A =
0,005 (A = 0). Las lineas punteadas verticales indican los valores € = £4A

En la Figura 3.2 se muestra cémo el espectro de energias del qubit de la Figura 3.1
se replica hacia arriba con una separacién en hw, cuando incluimos la energia de los

fotones del resonador pero no el término de interaccién de Rabi.

0.4f

—015 -010 -005 0.00 005  0.10 0.15
€

Figura 3.2: Niveles de nergfa del qubit replicadas hacia arriba debido a la energfa de los
fotones. Los pardmetros utilizados son A = 0,005 y w,. = 0,08
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La Figura 3.3 muestra el espectro al incluir el término de interaccion de Rabi conside-
rando g = 0,001. Aunque este término mezcla los estados de la base producto en forma
no trivial, vemos que cualitativamente el efecto mas notorio en las energias es la aper-
tura de gaps que presentan una zona de influencia acotada por las lineas punteadas,

fuera de ese rango las energias siguen viéndose como rectas ascendentes y descendentes.

04— T T N R B

03

02 o - i

L - P el o =

oo —— |
Z015 -010 -005 000 005 010 015 ]

€

Figura 3.3: Autoenergias del Hamiltoniano de Rabi truncado a un maximo de 4 fotones.
Los parametros son A = 0,005, g = 0,001 y w,. = 0,08

Los cruces evitados en € = hw, (e = —hw,) son entre estados [T n) y [{ n—+1) (|| n)
y |1 n+1)). Para dar una estimacion del tamano de los gaps que se abren realizamos
el siguiente analisis: como primer paso diagonalizamos localmente el Hamiltoniano de
2 x 2 restringido solo a los estados correspondientes al cruce, de esa manera se obtiene
una separacién en energias de 2hgv/n + 1. El siguiente paso consiste en aplicar teoria
de perturbaciones no degeneradas considerando el término de interaccion de Rabi co-
mo perturbacién dado que g < w,. De esta manera se obtiene como los dos estados
involucrados en el cruce se mezclan con todos los demas. El resultado de la perturba-
cién no afecta en forma significativa el tamaifio del gap y por lo tanto el mismo resulta
aproximadamente 2hgv/n + 1.

En este punto resulta de fundamental importancia introducir una notacién para
referirnos a los diferentes niveles de energia del Hamiltoniano de Rabi. Por la explicacion
precedente y para el rango de parametros considerados en este trabajo, podemos afirmar
que lejos de los cruces evitados las energias son lineas rectas ascendentes y descendentes
cuyo valor es esencialmente +€/2 + nhw, y los autoestados correspondientes tienen
un peso mayoritario en |1 n) y || n), respectivamente, sin embargo también tendran
contribuciones de otros estados de la base producto. Debido a esto, vamos a utilizar la
notacion m y m para referirnos a los autoestados del Hamiltoniano de Rabi.

La Figura 3.4 muestra el mismo espectro de la Figura 3.3 pero truncando el Ha-



22 Hamiltonianos modelos qubit-resonador

miltoniano en 9 fotones y considerando un rango més grande de e. En este gréfico
podemos observar que las rectas ascendentes y descendentes se cortan cuando € = mw,

con m = £+1,+£2,.... Mas precisamente:

—_~—

» Cuando m es positivo, en € = mw, se cruzan las energias de los estados |1 n) y

e~

L+ m).

—~—

» Cuando m es negativo, en € = mw, se cruzan las energias de los estados || n) y

10— m).

—06 —04  —02 00 02 o4 0.6
€

Figura 3.4: Energias del Hamiltoniano total truncado en un nimero méximo de 9 fotones.
Los parametros son A = 0,005, w, = 0,08 y g = 0,001

De esta forma podemos etiquetar cada uno de estos cruces en forma univoca con
el par de nimeros (m,n) teniendo en cuenta que la convencién para reconocer los
estados que se cruzan es diferente para valores de m negativos que positivos. En forma
consistente, denominamos A a los posibles gaps que se abran en esos cruces debido a la
interaccion. La Figura 3.5 muestra el espectro de energias con los mismos parametros y
truncamiento, pero tomando g = 0,009. Vemos que los gaps Al y A~1 se incrementaron
notablemente (deberfa ser por un factor 9 de acuerdo a nuestra estimacién). También
notamos que los cruces para m pequenos estan corridos respecto a € = mhw, pero que
para valores mayores se acercan mas dado que el espectro se ve distorsionado mucho
mas por la interaccion que en la situacion con g = 0,001. Destacamos que si bien en este
caso la regién de influencia de los gaps Al y A~ es mas extendida, es posible seguir
numerando los cruces de energias con las etiquetas introducidas anteriormente. Lo que

ocurre es que para un nimero suficientemente grande de fotones los gaps AF! van a
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ser mayores que w, y por lo tanto en ese punto se van a perder los cruces (m==42,n)
debido a que el espectro se distorsiona demasiado. De esta manera, a medida que se
incrementa n se van a ir perdiendo cruces con valores mayores de m debido a que los

gaps AEt van como 2hgy/n + 1 y tienen un rango de influencia cada vez mayor.

~06 ~04 02 0.0 0.2 04 0.6
€

Figura 3.5: Energias del Hamiltoniano total truncado en un nimero méximo de 9 fotones.
Los parametros son A = 0,005, w,, = 0,08 y g = 0,009

En el espectro de la Figura 3.5 se produce una apertura de gaps en los cruces (m =
+3,n), sin embargo eso no ocurre para los cruces (m = +2,n) dado que el Hamiltoniano
de Rabi tiene simetria de paridad en el nimero excitaciones en esa region del espectro.
El término %UI del Hamiltoniano mezcla estados |} n) y [T n), es decir que mantiene el
numero de fotones y crea o destruye una excitacién del qubit. Por lo tanto no conserva
el nimero de excitaciones, sin embargo para valores || > |A| este término puede ser
despreciado. En ese rango los tinicos elementos no diagonales son los de la interaccién
hgo,(a + a') que tampoco conservan la cantidad de excitaciones pero si su paridad,
pues los cuatro términos resultantes que se obtienen al reescribir o, como i(o_ — o)
mezclan estados que difieren en 0 6 2 excitaciones. Mas explicitamtente: o_a' v o a
conservan la cantidad de excitaciones, mientras que o_a destruye dos excitaciones y
o,a' crea dos. Debido a esto, el espacio de Hilbert se puede dividir en dos subespacios

segun la paridad del nimero de excitaciones

e PAR: (| 0),[11),112),[13), 1L 4), .}
= IMPAR: {[10),[L 1), [12),[13),[14),..}

y diagonalizar H en cada uno de esos subespacios separadamente. Esta observacion

es sumamente importante ya que nos permite afirmar que en los cruces con m par y
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distinto de 0 no se abren gaps, es decir que A]" = 0 para m = +2,+4, £6, .... La Figura

3.6 muestra las energias obtenidas para cada subespacio.

€

Figura 3.6: Energias del Hamiltoniano total truncado en un nimero méximo de 9 fotones
y diagonalizado separadamente en el subespacio par (color rojo) e impar (color azul). En la
regién central entre las lineas punteadas no hay una paridad definida. Los pardmetros son
A = 0,005, w, = 0,08 y g = 0,009.

Seguidamente, queremos hacer notar que aunque para m impar se abren gaps en los
cruces, los tinicos dominantes son AX! mientras que los demds resultan comparativa-
mente muy pequefios. Esto se debe a que los dos estados que se cruzan en AE! estdn
conectados directamente por un elemento de matriz no nulo del Hamiltoniano, pues son
estados que difieren en 1 foton. Contrariamente, los demés cruces involucran estados
que difieren en al menos 3 fotones y por lo tanto el grado en que se mezclan es mucho
menor, aplicando teoria de perturbaciones degeneradas a segundo orden se obtiene que
dichos gaps son del orden de (hg)?/hw, < 1. Por esa razén, cuando estudiemos la
Interferometria de LZS, restringiremos el intervalo de forzamiento (g — A, e+ A) a la
region central del espectro, ya que ahi es donde se encuentran los gaps predominantes

y por lo tanto donde van a ocurrir los procesos de resonancia mas importantes.

3.2. Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings fue originalmente formulado para estudiar la inter-
accion de atomos con fotones confinados dentro de una resonador. A lo largo del tiempo

el mismo ha sido ampliamente aplicado dentro del campo de la 6ptica cudntica y pos-
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teriormente para estudiar qubits superconductores acoplados a lineas de transmision

de microondas.

Como veremos en el desarrollo a continuacion, este modelo describe la interaccion
qubit-resonador bajo la condicién de acoplamiento débil, cerca de la condiciéon de
resonancia ¢ ~ fuw, y lejos del cruce evitado del qubit |¢| > |A|. En el calculo
mencionaremos en qué paso se utiliza cada una de estas suposiciones.

AN
2

Hamiltoniano, pues se estd en la region en donde el gap del qubit no tiene efecto, en

Primero notamos que al tomar |ey| > |A| podemos eliminar el término 5o, del

ese caso hw, = €, directamente. Obtenemos asi

H=H,+H, + H,

= %Oaz + hw, a'a + hgo,(a + a)

hw
= —2o, + hw,a'a+ hgo,(a + a'), (3.2)
N 2 , %/_/
Ho H

Ahora pasamos a la representacion de interaccion con la elecciéon de operadores indica-
da arriba. En esta representacién el Hamiltoniano se calcula como H! = UHUT+iUUT,

donde utilizamos el operador evolucién U(t) = 0. Hacemos el siguiente desarrollo:
H(t) = U HU(t) + U(t)H U (t) + iU (1)U ()
= B+ Ut H,(H)UT(t) + iU 1)

— U(t) hgo,(a + a")U (1) (3.3)

— U0 hgilo- — o4)(a+ a0
=ihgU(t)[o_a' — oy a+o0_a—o.allUN(1)
= ilig(o_alelwitent _ g qel@awnt 1 gemi@atwnt _ 5 gfilwatenty (3.4)

habiendo reescrito o, en término de los operadores de subida y bajada del qubit

0 1 0 , : .
oL = 00 yo_ = Lol respectivamente. Los mismos satisfacen que oy |]) = [1)
y o_|1) = |}). Este Hamiltoniano contiene términos que oscilan como (w, — w;) y

otros que lo hacen como (w, + w,). De los cuatro términos presentes, los dos primeros
llevan el nombre de rotantes y conservan el nimero total de excitaciones del sistema

qubit-resonador, pues el primero desexcita el qubit y crea un fotéon mientras que el
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segundo excita el qubit y aniquila un fotén; por otro lado los dos tltimos términos se
denominan antirrotantes y no conservan el nimero de excitaciones. Cuando se cumple
la condicién de cuasiresonancia y acoplamiento débil se tiene que {|w, — w,|, 9} <
|w, + w,| ¥ por lo tanto los términos antirrotantes son rapidamente oscilantes, por lo
que su contribucién a la dinamica del qubit puede ser despreciada, obteniendo asi un
Hamiltoniano aproximado, que escrito nuevamente en la representacion de Schrodinger

queda como:

1
H'C = §hwqaz + hw,ata +ihg(o_a’ — o,.a). (35)

Esta es la Aproximaciéon de Onda Rotante (RWA) y es exacta en la situacién de
resonancia w, = w,. La gran ventaja de realizar esta aproximacién es que H’¢ conserva

el nimero de excitaciones del sistema, es decir, conmuta con el operador nimero:
10
N, = a'a + (0 o] = a'a + (1 — 0.)/2. Esto implica que la interaccién sélo puede

acoplar dos estados [t,n) y |{,n + 1). De esta manera H'¢ es diagonal por bloques,
con bloques de 2 x 2. Por lo tanto alcanza con diagonalizar ese Hamiltoniano en cada

subespacio {|T,n), |[{,n + 1)}. Los bloques de 2 x 2 que se obtienen son:

ihgvn+1  (n+1)hw, — Shw,
O equivalentemente:
1 10 1 (RS —iA
H®™ = (n+ =), 4= " 3.7
(nt3) 0 1) 2\iA, —ho (3.7)

donde 6 = wy; — w, es el desfasaje entre la frecuencia del qubit y la del resonador; y
A, = 2hgyv/n + 1 actiia como un gap efectivo generado por los fotones. Este Hamil-
toniano tiene autoenergfas EV"” = (n + $)hw, £ 31/(h6)? + A2, las cuales mostramos

esquematicamente en la Figura 3.7.
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(n+ 3)hw,
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Figura 3.7: Autoenergias de H(™) en funcién de &

Por ultimo, podemos anadir nuevamente el término de forzamiento, que quitamos

inicialmente por simplicidad:

1 10 1 [ (hd+ Acoswt) —iA
H(n) — - hwr + = " 3.8
(n 2) (0 1) 2 iA, —(hd + Acoswt) (3:8)

Como consecuencia, en el régimen donde es valida la aproximacién de onda rotante
el sistema se comporta como una coleccion de qubits efectivos forzados que presentan
un corrimiento global de energia y un gap dependientes del nimero de fotones. Por lo
tanto, esta aproximacion es atractiva por su gran simplicidad de interpretacion. Parte
del presente trabajo se basa en el estudio de las transiciones de LZS en el rango de
parametros donde es valido el Modelo de Jaynes-Cummings.

Por otro lado, recientemente se han podido realizar experimentos que alcanzan el
régimen de acoplamiento ultrafuerte (USC), en el que la intensidad de acoplamiento
alcanza valores comparables a la frecuencia del resonador y donde no es valido el modelo
de Jaynes-Cummings [10, 20-22]. Esto ha motivado desarrollos tedricos en esa direccién
por la gran variedad de fenémenos fisicos novedosos que presenta ese régimen y por
sus potenciales aplicaciones en Computacién Cuantica. Como se vera mas adelante,

considerar el Hamiltoniano de Rabi nos permite obtener resultados en ese régimen.






Capitulo 4

Interferometria de
Landau-Zener-Stiickelberg y

Formalismo de Floquet

Una transiciéon a velocidad constante entre los niveles de energia en un cruce evi-
tado se conoce como transiciéon de Landau-Zener. Cuando se considera un sistema de
dos niveles que esta sujeto a un forzamiento periddico con amplitud suficientemente
grande, se produce una secuencia de transiciones. La fase acumulada entre transiciones
(cominmente conocida como fase de Stiickelberg) puede resultar en una interferencia
constructiva o destructiva. En consecuencia, los observables fisicos del sistema muestran
una dependencia periddica de los pardmetros del forzamiento (Amplitud y frecuencia)
y del sistema estatico (tamano del gap). Este fendmeno a menudo se conoce como In-
terferometria de Landau-Zener-Stiickelberg (LZS) y ocurre en una gran variedad de
sistemas fisicos. En particular, experimentos recientes con qubits superconductores han
demostrado el potencial para utilizar este tipo de Interferometria como una herramien-
ta efectiva para realizar una manipulacién rapida y confiable del sistema cuéntico [8].
Adicionalmente se ha mostrado en diversos trabajos que cuando se aplica Interfero-
metria de LZS a sistemas de muchos niveles con cruces evitados, aparecen fenémenos
interesantes tales como patrones de resonancias que forman diamantes, inversién de po-
blacién en el régimen asintético cuando se incluye disipacion, resonancias simétricas,

antisimétricas y de banda lateral, etc.[16, 23-25]

En la siguiente seccién desarrollaremos estos conceptos en mayor profundidad, lle-
gando a descripciones cuantitativas y cualitativas para el caso sin disipacion. Luego
introduciremos el Formalismo de Floquet, que permite la resolucién exacta de la dina-

mica de sistemas con forzamiento periédico arbitrario.

29
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4.1. Interferometria LZS

Consideremos un sistema cuantico que presenta un cruce evitado descripto localmen-

te con un Hamiltoniano de 2 x 2 representado en la base computacional o base

diabatica {|1),|})}:
1{e A
Hy = 3 (A _6> , (4.1)

donde € es la diferencia de energia de los estados |]) y [1) mientras que A es la
intensidad de acoplamiento entre los mismos. Generalmente A esta fijado por las pro-

piedades del sistema mientras que € es un parametro de control ajustable. La Figura
4.1 muestra las autoenergias £, = j:%\/ €2+ A?

T

[1) 1)

l
0 e
Figura 4.1: Diagrama de energia del sistema en funcién de e
En el cruce evitado donde € = 0 los dos niveles estan separados por A y los auto-
estados corresponden a la combinacién simétrica y antisimétrica de los estados de la
base computacional: (|1) +[4))/v2 v (|1) — [1))/v/2. Para |¢| > A las autoenergfas se

vuelven esencialmente F. = +¢/2 con autoestados |1) y |{).

Cuando se aplica un forzamiento armonico en el tiempo, el Hamiltoniano del sistema

H(t) = % <€X) _f(t)> : (4.2)

en donde €(t) = €9 + A coswt, A es la amplitud y w es la frecuencia del forzamiento,

se vuelve

que en este caso es llamado diagonal o longitudinal. La Figura 4.2 muestra esquemati-
camente esta situacion.

Para este problema existen dos regimenes diferenciados por la velocidad a la cual
se atraviesa la region del cruce evitado; esta velocidad es del orden de Aw. Se distin-
gue entre el Régimen de Forzamiento Lento (Aw < A?) y Forzamiento Rapido
(Aw > A?). Existen diferentes abordamientos para resolver el problema que son apro-

piados dependiendo el régimen de parametros en el que se trabaje. A continuacion
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Figura 4.2: Diagrama de energias del sistema y en presencia de un forzamiento
armonico

analizaremos la probabilidad de transicién entre los dos niveles del cruce evitado para
cada uno de los regimenes mencionados. Para el caso de forzamiento rapido aplicare-
mos una Aproximacién de Onda Rotante (RWA) mientras que para forzamiento

lento utilizamos el Modelo de Impulso Adiabético [8].

4.1.1. Probabilidad de transicién y resonancias
Régimen de Forzamiento Rapido

Consideremos el siguiente Hamiltoniano, correspondiente a un sistema de dos niveles

con forzamiento armoénico de amplitud A y frecuencia w:

1 A
H(t) = 5(60 + Acoswt)o, + 5% (4.3)

A continuacion lo resolveremos en forma analitica aplicando una aproximacién de
onda rotante (RWA).

En forma general, una rotaciéon del sistema de coordenadas dada por un angulo ¢(t)

alrededor de un eje con direcciéon n se realiza a partir de la transformacion unitaria
_ie® s . .

Uy(t) = e "2 ¢-n, de manera que la funciéon de onda y el Hamiltoniano transformado

resultan
W) = [ (1) = Uy (1)) (4.4)

H(t) — H'(t) = UsHU, ' +iUU; " (4.5)
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Como primer paso aplicaremos la rotacién Uy, = e=i%50: con oy = —[Nwt +
% sinwt|, de manera que el nuevo Hamiltoniano queda como
/ 1 ’ A - i
H' = 5(60 + Acoswt + ¢n)o, + §(Z€ No_ + h.c.)oy,. (4.6)
Utilizando la identidad ¢ = S~ J,(z)e?*® hacemos la aproximacion
k=—o00
N — e—i[Nwt-i—% sinwt] Z T —i(k+N)wt Jn i (47)
k=—00 ) hw

que es valida para |eg — Nhw| < A, es decir cerca de la condiciéon de resonancia
€0 = Nhw. En este paso despreciamos los términos rapidamente oscilantes k # —N
(RWA). Introduciendo la aproximacion (4.7) en (4.6) obtenemos

1 A A
H/%H,/:§<€O—NM)UZ+EJ_N (E) Oy-. (48)

. AJ_y
Finalmente diagonalizamos H" al aplicar la rotacién Uy = e~139% con tan f = (e—zv(hbJ)
0 w)

de modo que se llega a

1
H" = UH"'U, ' = 5hQNUZ, (4.9)

en donde Afdy = \/ [e0 — Nhw]? + [AJ_y (#5)]? corresponde a la frecuencia de Rabi

generalizada. Notar que el Hamiltoniano H" resulta independiente del tiempo y posee
1 0
autoestados (0) y <1> que evolucionan con autoenergias ey = :l:%hQN. Con este

resultado es posible calcular la probabilidad de transicién del estado inicial |]) al estado

|1} transcurrido un tiempo t

LAy ()P

N
By (t) = 2 (hy)? (1 = cosQnt), (4.10)
y promediando en un periodo del forzamiento
Py = 2 () (4.11)

Por un lado, de (4.10) predecimos que va a haber oscilaciones en las poblaciones
con frecuencia 2. Por otro lado, en la condicién exacta de resonancia ¢ = Nw, la

). En esta situacién (4.10) y (4.11)

frecuencia de Rabi resulta ser hiQdy = AJ_pn ( i

quedan como:

res 1
P@g—m)( )= 5 (1 —cosQnt) (4.12)
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—=Nres 1
Pyom =5 (4.13)
Las expresiones (4.10) y (4.11) son validas en un entorno alrededor de cada condicién
de resonancia €y, &~ Nw pero como estas probabilidades decaen al alejarse de dicha
situacién podemos expresar en forma general las probabilidades de transiciéon sumando

sobre todas las resonancias (o valores de N), de manera que

Ply-m = Z P|¢ Y= [1)- (4.14)

Como mostramos unas lineas mas arriba, la probabilidad de transiciéon promediada
en un periodo del forzamiento, como funcién de los parametros del problema, esta dada

por la expresion:

1 (AT v (7)P
— 2]eg — NIw]? + [AJ_y (A)]?

huw

Piyom(A, A,w

(4.15)

es decir, se trata de una colecciéon de curvas lorentzianas centradas alrededor de las
condiciones de resonancia ¢ = Nw y cuyo ancho estd modulado por AJ_y (%) Esta
modulacién dependiente de las funciones de Bessel es la que genera una estructura ca-
racteristica de lobulos. En este punto vale la pena resaltar el fenémeno de "Destruccion
coherente del tunneling"[24]. Esto se produce en los puntos donde la funciéon de Bessel
se anula, haciendo que la probabilidad de transicion valga 0, a pesar de encontrarse
en condicion de resonancia, donde vimos que dicha probabilidad es de manera general
igual 1/2. También queremos destacar que cuando el valor de |eg| excede al de A no
hay transiciéon debido a que en ese caso el sistema es siempre forzado lejos del cruce
evitado. Cuando se tienen en cuenta la disipacién producida por el contacto con el
entorno, se producen efectos de relajacién y decoherencia que pueden ser modelados
fenomenolégicamente mediante las ecuaciones de Bloch y generan un ensanchamiento

de las resonancias [8].
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La Figura 4.3 muestra la esctructura de resonancias observada en este régimen de

forzamiento teniendo en cuenta la influencia del entorno.

0.5
B
0.3

0.2
0.1

0 ' 4 s Alo

Figura 4.3: Mapa ilustrativo de la probabilidad de transicién al estado [1)
promediada en un perfodo del forzamiento, en funcién de ey y A (normalizados por
w) tomando A/w = 0,88 y considerando efectos de disipacién. Esto corresponde
a la situacion de forzamiento rapido en donde las resonancias describen 16bulos
modulados por diferentes funciones de Bessel alrededor de ¢g = Nw. Extraido de

8]

Régimen de Forzamiento Lento

Mientras que en el planteamiento anterior trabajamos estudiando la evoluciéon del
sistema en la base diabatica {|1),|{)}, en el desarrollo que sigue haremos una descrip-
cién utilizando la denominada base adiabatica {|p.(t)),|p_(t))}, que consiste en
los autoestados instantaneos del Hamiltoniano dependiente del tiempo H (t) |¢+(t)) =
EL(t) |p+(t)). Este problema tiene como solucién los siguientes autoestados y auto-

energias instantdneos:

o= (2)) = B=(0) 1) F B(t) )

B, = i%Q(t), (4.16)

en donde Q(t) = /A% +€(t)?y f+(t) = %ﬁ)@) En la Figura 4.4 se esquematiza la
dindmica del problema en términos de ambas bases.

Cuando se utiliza la base diabatica, vemos las autoenergias del Hamiltoniano inde-
pendiente del tiempo como funcién del parametro de control e. También esta ilustrado

como el forzamiento armonico realiza un barrido en € en el rango (g — A, e + A).
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ESQUEMA DE EVOLUCION ESQUEMA DE EVOLUCION
EN LA BASE DIABATICA EN LA BASE ADIABATICA

Ea (a)

Figura 4.4: Dindmica del sistema descripta en la base diabética (izquierda) y
adiabética (derecha). Extraido de [8]. Ver texto para més detalles.

Para el andlisis en la base adiabatica el grafico muestra las energias instantaneas como
funcién del tiempo a lo largo de un periodo del forzamiento. Los niveles energéticos
E.(t) alcanzan un separacién minima igual a A cada vez que el sistema atraviesa el
cruce evitado en € = 0, esto se produce periédicamente para t = t1 2 + 27n/w, donde n

es cualquier niimero entero, wt; = arcsin(—eg/A) y wty = m — wt;.

En la Figura 4.4 se puede ver que las autoenergias instantaneas cambian rapidamente
cuando el sistema atraviesa el cruce, mientras que en los tramos intermedios lo hacen
en forma mas suave. Separando la evoluciéon de esta forma se tiene por un lado que
en los tramos adiabaticos el sistema tinicamente acumula una fase y por otro lado que
en los puntos de separaciéon minima ocurre el equivalente a un proceso de scattering
y las poblaciones de los dos niveles se mezclan. La evolucion adiabéatica se describe a
partir de las matrices U; o = exp(—i(120,), en donde la fase adquirida es igual al area
entre las dos curvas. La evolucion en la cercania de los puntos del cruce evitado se
puede tratar como un problema de Landau-Zener, obteniendo asi la probabilidad final
de que el sistema pase al nivel superior si inicialmente se hallaba en el inferior: Py .
Intuitivamente uno se puede imaginar que mientras mas rapidamente se atraviese el

cruce, mayor serd la probabilidad de que haya una transiciéon entre los dos estados.

Con estos dos tratamientos se puede obtener una expresiéon que describe la proba-
bilidad de que el sistema pase al estado final [1) luego de haber atravesado multiples

veces el cruce evitado. Se puede ver que en la condicién de resonancia (; + (o ~ k7 el
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sistema muestra oscilaciones entre los dos estados, donde k es cualquier entero, pero no
hay una expresion analitica cerrada para (; y (2 [8]. La Figura 4.5 muestra un mapa de
la probabilidad de transicién promediada en un periodo en funcién de los pardametros
€0 v A. Alli vemos que la condicién de resonancia en donde dicha probabilidad alcanza
el valor maximo 1/2 describe arcos centrados alrededor del punto A = ¢y = 0. También
destacamos que dicha probabilidad se vuelve despreciable en al regién |ey| > A ya que

en esa situacion el sistema es forzado lejos del cruce evitado.

o 3 5 4/

Figura 4.5: Mapa ilustrativo de la probabilidad de transicién al estado |1)
promediada en un periodo en funcién de ¢y y A (normalizados por el gap A)
tomando A/w = 3,125. Esto corresponde a la situacién de forzamiento lento en
donde las resonancias describen arcos de ancho modulado

Quisiéramos destacar que para cualquier velocidad de forzamiento, estas aproxima-
ciones analiticas describen en forma precisa la probabilidad de que el sistema se en-
cuentre en el estado final |1) cuando ya se alej6 de la region del cruce evitado, pero
que no describe la dinamica transitoria en el entorno del cruce. Esto esta ilustrado en
la Figura 4.6, en donde se comparan los resultados analiticos para una transiciéon LZ
con los resultados numéricos exactos. Vemos que en el transitorio aparecen oscilaciones
de alta frecuencia que no estan predichas por el resultado analitico. Se hace mencion
de este fenémeno ya que cuando mostremos mas adelante los resultados obtenidos,

observaremos las mismas oscilaciones en los graficos de evolucién temporal.
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Figura 4.6: Transicién de LZ entre los dos niveles para un pasaje a través del
cruce evitado. La linea azul representa los resultados numéricos exactos para la
probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado superior, mientras que la
linea punteada roja corresponde a la soluciéon analitica. El intervalo temporal del
cruce estd delimitado por las lineas punteadas verdes.

4.2. Formalismo de Floquet

De la misma manera que el Teorema de Bloch predice la forma de las soluciones de
un Hamiltoniano con simetria de traslacion espacial discreta, el formalismo de Floquet
permite resolver sistemas cuyo Hamiltoniano es periédico en el tiempo H (t) = H(t+T),
siendo T el periodo [26].

Dada la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo

i (1)) = H (1) ho(r) (4.17)

La solucion general se puede escribir como

(1) =D calta(t) (4.18)

a

donde {|1,(t))} es un conjunto completo de autofunciones de H(t). De acuerdo al

Teorema de Floquet, es posible hallar un conjunto de autofunciones de la forma

Ya(t)) = e~/ |a(t)) . (4.19)

donde |a(t)) se denomina un modo de Floquet y satisface |a(t)) = |a(t + T')), siendo ¢,
la cuasienergia correspondiente, obtenidos de diagonalizar el Hamiltoniano de Floquet

A = H(t) — ihZ, es decir:

Hlalt)) = ea|alt)) . (4.20)
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Haciendo uso de las expresiones (4.18) y (4.19), el operador evolucién estd dado por

Ult:to) = 2 [$a(t)) (Walto)| = 2 e~ t=0/M (1)) (a(to)], de manera que [1)(t)) =
U(t, o) W(to)>'
Expandiendo H(t) y |a(t)) en sus componentes de Fourier se transforma un problema

de dimensién finita peridédico en el tiempo en un problema de autovalores de dimensiéon

infinita independiente del tiempo. Las expansiones son las siguientes

Z Hmle=iwmt (4.21)

m=—0o0

[e.9]

la(t)) = Y lam) e ™, (4.22)

m=—0Q

en donde H™ y |a,,) se expresan en una base de Hilbert del sistema independiente
del tiempo (de dimensién d). Reemplazando estos desarrollos en (4.20) obtenemos la

siguiente ecuacion matricial

o0

> (HM — ho M) am) = € |anr) - (4.23)

NS
m=—00 e

Hm

siendo 7}, los bloques de d x d que componen la matriz de dimension infinita. Como
resultado de la diagonalizacion se obtienen infinitos modos de Floquet y cuasienergias.
Aqui es importante notar que si |a(t)) es un modo de Floquet con cuasienergia ,,
entonces |am(t)) = ™! |a(t)) también es un modo de Floquet, con cuasienergia €4, =
€a + mhw. Sin embargo ambos generan la misma solucion de H(t): ¥, (t) = Yam(t).
De esta manera vemos que los infinitos modos de Floquet se agrupan en familias de
soluciones {€,} = {€, + mhw}mez de forma que las soluciones de una misma familia
pueden ser trasladadas a la primer zona de Brillouin. Por lo tanto una vez que se
obtienen los modos de Floquet debemos restringirnos a aquellos que se encuentren en
dicha zona ya que el resto solo aporta réplicas de los mismos. Asi conseguimos los d
autoestados de H ().

En forma ilustrativa mostramos las componentes de Fourier de los Hamiltonianos

efectivos de Jaynes-Cummings H™ obtenidos en la seccién 3.2:

1 .
gmol _ g, ((n +y)wr+6/2  —igyn+1 > 7 (4.24)

igvn +1 (n+ 3)w, —6/2

. A/4 0
FE ( ! _A/4>, (4.25)
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0 0
FrmF0E] _ (0 0). (4.26)

Finalmente con esto construimos la matriz ™ que resulta ser tridiagonal y la

resolvemos numéricamente truncando el nimero de bloques de Floquet.

4.2.1. Probabilidades de transicion

Como mostramos en la seccién anterior, dado un estado inicial general del sistema

) = [¥(to)) = ¢ e ato/M a(ty)), la evolucién temporal del mismo se pude obtener
mediante el operador evolucion U(t,ty) = > e t=%0)/"|q(t)) (a(ty)|, de manera que

|(t)) = U(t, to) |1(to)). Luego, la probabilidad de encontrar al sistema en un dado
estado f a tiempo t resulta P,_5(t,t0) = | (8| U(t,to) |@) |*. Reemplazando la expresién
anterior del operador evolucién y haciendo uso del desarrollo de Fourier de los modos

de Floquet (4.22) llegamos a la siguiente expresién

Pa—}ﬁ(t7t0) — Z Z e—i[eb—ea-i-(kg—kl)fuu](t—to)/ﬁ e—i(kl—kg—k3+k4)wt0 (427)
ab kikoksks

(Blak,) (any] ) {e|br,) (brs|B) (4.28)

en donde la primer sumatoria recorre todos los modos de Floquet y la segunda los
indices de Fourier.

En los experimentos, el tiempo inicial ¢y (o equivalentemente la fase inicial del flujo
magnético vista por el qubit) no estd bien definido. Por lo tanto la cantidad de interés
suele ser la probabilidad de transicién promediada sobre los tiempos iniciales ty y a
su vez promediada en un periodo del forzamiento. Haciendo el calculo, obtenemos la

siguiente expresion para dicha cantidad

Poss = > [ Blan) Pl an|e) I* (4.29)

a kiks
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4.2.2. Ejemplo de aplicacion: qubit forzado aislado

Con fines ilustrativos para el lector, aqui mostraremos los resultados que se obtienen
al aplicar el Formalismo de Floquet al caso sencillo de un qubit forzado. La Figura 4.7
muestra las cuasienergias del qubit aislado tomando A =0.5, w = 1 y A=5, obtenidas

numéricamente a partir del formalismo de Floquet.

o=1 Aw=0.5 A/n=5

1 E

cuasienergia / ®

g/ o

Figura 4.7: Cuasienergias para el qubit forzado aislado, con A =05 w =1y
A=5

Las cuasienergias contenidas en el rango ( -0.5 , 0.5 ) corresponden a la primer zona
de Brillouin y el resto son réplicas. Como se puede observar para valores suficientemente
grandes de € los niveles se vuelven lineas rectas. Esto se debe a que en esta situacion ¢
predomina frente a los demas parametros que aparecen en el Hamiltoniano de Floquet.
Despreciando dichos pardmetros, 7 es diagonal con elementos de matriz 4-€,/2+mhw
con m entero. La Figura 4.8 muestra el mapa de probabilidades de transicion del estado
inicial |} al 1) del qubit promediadas temporalmente, considerando A=0.5y w = 1.
En este grafico observamos que cuando €y es un multiplo de w el qubit se encuentra en
resonancia con el forzamiento y es donde se obtienen las probabilidades de transicién
maxima. En esa situacion el qubit se encuentra en promedio la mitad del tiempo en el
estado |1) y la mitad del tiempo en el estado |}). Adicionalmente vemos que alrededor
de los valores de resonancia exactos se forman lébulos con probabilidades de transicién
también altas y que disminuyen moduladamente a medida que ¢ se aleja de la situa-
cién de resonancia. Como vimos en la seccion 3.2.1 cuando realizamos aproximaciones

analiticas para las probabilidades de transicién en el régimen de forzamiento rapido, ese
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comportamiento esta asociado a funciones de Bessel. También volvemos a recalcar que
para cada €g existe un valor minimo de A a partir del cual son posibles las transiciones,
por debajo de dicho valor la probabilidad es nula ya que el qubit nunca se acerca al

cruce evitado.
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Figura 4.8: Mapa de probabilidades de transicién del estado inicial [{) al |1)
promediadas temporalmente para el qubit forzado aislado, con A =0.5 y frecuencia
del forzamiento w = 1

La Figura 4.9 muestra un corte del mapa de probabilidades correspondiente a A = 5.
En este grafico se aprecian los maximos correspondientes a cada condicién de resonan-

cia.
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Figura 4.9: Probabilidad de transicién del estado inicial down al up promedia-
das temporalmente para el qubit forzado aislado, con A =0.5,w =1y A=5






Capitulo 5

Modelo de JC: Resultados para el

sistema forzado sin disipacion

En este capitulo exponemos los resultados obtenidos para el régimen de forzamiento
donde es valido el Modelo de Jaynes-Cummings, es decir, alrededor de la condicion
de resonancia qubit-resonador. En esta situacion el problema de estudio se separa en
el de qubits efectivos independientes entre si que presentan un corrimiento global en
energia y un gap dependientes del nimero de fotones. El Hamiltoniano efectivo de 2 x 2

correspondiente al subespacio de Hilbert {|t,n),|},n+ 1)} es

1 10 1 [ (hd + Acoswt) —1A
HO = (n+ Y, 41 " , 5.1
(n 2) <O 1) 2 iA, —(hd + Acoswt) (5:1)

escrito en términos del detuning 0 = €y/h — w,. Los parametros utilizados son: w =
0,003, w, = 0,08, dpaz = 3,25w, Apae = 3,25 hw v hg = 0,00015 6 0,009. En lo que
sigue nos restringimos a un régimen de forzamiento rapido, ya que es el que permite
un manejo y control confiables sobre las poblaciones del qubit y ademas puede ser
comparado con resultados analiticos. Primero analizaremos los patrones de resonancias
obtenidos mediante interferometria de amplitud y luego consideraremos en detalle las
oscilaciones temporales y su dependencia con los parametros involucrados.

La Figura 5.1 muestra las cuasienergias obtenidas numéricamente correspondientes
al subespacio con n = 10, es decir en el que se consideran los estados |1,10) y |/, 11),
tomando intensidad de acoplamiento hg = 0,0001 y amplitud del forzamiento A =
0,00432. Vemos que es similar al grafico correspondiente al qubit aislado y sacamos
las mismas conclusiones del mismo. En este caso, la intensidad del acoplamiento g y
el nimero de bloque con el que se trabaja n aparecen en el Hamiltoniano tinicamente
a través del gap efectivo A, = 2hgy/n + 1 y también a través del corrimiento en las
energlas (n + 3)hw,.
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g=0.0001 A=0.00432
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Figura 5.1: Cuasienergias para el qubit forzado acoplado a la linea de transmisién, correspondiente
a tomar g = 0,0001 y A = 0,00432 para el bloque con n = 10

La Figura 5.2 muestra los resultados numéricos para los mapas de las probabilidades

de transicién promediada en un periodo del forzamiento con diferentes valores de g y

n=3 g=0.00008 n=3 g=0.00015

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

n=10 g=0.00008 n=10 g=0.00015
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1 B ———————
0.3
3
B 0 e
- B — 0.2
3 e [
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0 05 1 15 2 25 3 0 1
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Figura 5.2: Probabilidad de transicién del estado inicial || n + 1) al |1 n) promediada en un periodo
del forzamiento para el qubit acoplado al resonador foténico, tomando diferentes valores de n y g.
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Podemos ver que a mayor numero de fotones o mayor g aumenta el ancho de los
l6bulos alrededor de las resonancias debido al aumento de A,,.

De aqui en adelante trabajaremos siempre con g = 0,00015. La Figura 5.3 muestra las
probabilidades de transicién promediadas en un periodo de forzamiento para diferentes
valores de n y A. En este grafico podemos apreciar la estructura de curvas lorentzianas

centradas en las diferentes resonancias.
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Figura 5.3: Probabilidad de transicién del estado inicial || n + 1) al [t n) pro-
mediada temporalmente para el qubit forzado acoplado al resonador foténico,
tomando g =0.00015 y considerando diferentes valores de n y A

En la Figura 5.4 comparamos los resultados numéricos exactos y la solucién analitica
obtenida a partir de una aproximacién de onda rotante, para n = 10. Ambos graficos
demuestran un muy buen acuerdo.

El panel (b) de la Figura 5.4 se realiz6 aplicando las siguientes expresiones:

" L AN (AP

P — = 5.2

I 2 (RS — Nw)P + [And_w ()P 2
Pl nt1)sitm E Pl 1)l (5.3)

que fueron deducidas en la subseccion 4.1.1 para la condicién de forzamiento rapido.
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(a) NUMERICO (b) ANALITICO
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Alw A/w

Figura 5.4: Comparacion de las probabilidades de transicién promediadas con
pardmetros n = 10 y ¢ =0.00015 (a) obtenidas numéricamentamente y (b) con la
aproximacién analitica.

Vemos que en la condiciéon exacta de resonancia la probabilidad de transicién pro-
mediada es 1/2. Por otro lado al separarse de dicha condicién, resulta que el ancho
caracteristico de los diferentes lobulos se relaciona con una competencia entre el tér-
mino [A(8 — Nw)]? y [A,J_n (#)]? del denominador.

A continuacién consideraremos la probabilidad de transicién instantanea || n + 1) —
|t n). Para su interpretacion tendremos las expresiones analiticas en aproximacion de

onda rotante (4.10) y (4.12), que transcribimos a continuacién:

1A TN ()]
P@fn—}—l)—)ﬁ,n) (t) = 5 (hQN)ﬁQM (1 — COS QNt) (54)
Nres 1
BnSny s () = B (1 — cosQnt), (5.5)

siendo A0y = A, J_xN (%) =2hgvn+1J_N (%) la frecuencia de Rabi generalizada.
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En la Figura 5.5 mostramos las funciones de Bessel y los valores A/hw que analizamos

en esta secciéon, esto resulta visualmente util para interpretar los resultados.

PN

Whenefeeemmmm==

0.75 1.44 1.75 24

Figura 5.5: Funciones de Bessel y los puntos en donde se evaluaron para los
célculos de esta seccién

En la Figura 5.6 exponemos la probabilidad de transicion temporal obtenida numé-
ricamente para diferentes valores de n, a igualdad de condiciones en § y A. Es posible

apreciar que la frecuencia de las oscilaciones de Rabi aumenta al incrementar n.
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Figura 5.6: Evolucién temporal de la probabilidad de transicién variando n,
para A =0.00432y 6 =0
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En la Figura 5.7 mostramos la probabilidad de transicion en la resonancia ¢ = 0
con n = 6 y diferentes valores de A. Vemos como la frecuencia de Rabi se ve afectada
por el punto en que se evalian las funciones de Bessel al variar A. Notamos que los
resultados muestran oscilaciones de mayor frecuencia no predichas por la aproximacion
de onda rotante. Estas oscilaciones se deben los rangos del forzamiento en que el sistema

atraviesa la region del cruce evitado.

n=6 A=0.00225 §=0 n=6 A=0.00432 3=0
1 T 1 T T
s 09¢f 09 H
S 08 0.8 - R
S 07F 0.7 | .
s 06 06 | -
g 05 | 05 | f
g 04 | 04 1
5 03 0.3 R
g o2 02 8
s 0.1 0.1 f
0 | 0 | | | |
0 5 0 5 10 15 20 25
n=6 A=0.0072 5=0
c 1 : 0.14 : :
o 09 B
é 08 I 0.12 [
g o7} 0.1
g 06 0.08
5 05
S 04r 0.06
5 03Ff 0.04 .
g 02}
S 0.02 .
oS 01
o 0 ! ! ! 0 \
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
tiempo [2n/®] tiempo [2n/®)]

Figura 5.7: Evolucién temporal de la probabilidad de transicién, variando la
amplitud del forzamiento, para los pardmetros § =0y n =6

Se puede observar que las oscilaciones rapidas son sensibles a la amplitud del forza-
miento A y que en menor medida al niimero de fotones en el resonador. Esto se asocia
al hecho de que para las transiciones de Landau-Zener-Stiickelberg la probabilidad de

transicion en cada pasaje por el cruce evitado estd dada por Py zg oc e~ 2n/Am 8, 13].
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La Figura 5.8 muestra graficos en los que se cambié el desfasaje d, manteniendo
constantes n y A. La gran diferencia en la frecuencia de Rabi se debe a que al evaluar
en diferentes resonancias se estd evaluando el mismo argumento A/hw pero en diferentes
funciones de Bessel. A su vez vemos que las oscilaciones de mayor frecuencia son muy
sensibles al cambio de § ya que eso modifica la velocidad con la que se atraviesa la

region del cruce evitado.

n=6 A=0.009 6=0 n=6 A=0.009 $=0.003
1 T T T T T
c
Re]
%5 08 8 : 8
c
g
o 06 ) |
©
3
o 04 f . f
=
8 o2} . :
o
o
O | | | 0 | | | |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
n=6 A=0.009 §=0.006 n=6 A=0.009 6=0.009
c T T T 1 T T T T
il
o
@ R 0.8 - B
o
© . 06 | ]
©
]
3 04 i
g 0.2 | :
o
‘5_ | | | 0 | | |
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
tiempo [2n/®)] tiempo [21/m]

Figura 5.8: Evolucién temporal de la probabilidad de transicién variando el
desfasaje 9, para n =6 y A =0.009
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En la Figura 5.9 mostramos los resultados tomando defasajes entre 0 y w/2 para dos
valores de amplitud diferentes. Esto nos permite analizar cémo cambian las probabi-
lidades de transicion al alejarse de la situacion de resonancia 6 = 0 y como varia esto
al tomar un valor de A de manera que A/hw corresponda a una zona comprendida
dentro de un l6bulo o a un punto donde Jy(A/hw) = 0. Como era de esperarse, en el
primer caso vemos que la probabilidad de transicién maxima disminuye al alejarse de la

resonancia mientras que en el segundo no se observan grandes cambios, manteniéndose

probabilidades cercanas a cero en todo momento.
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Figura 5.9: Evolucién temporal en situaciones que se alejan de la resonancia
6 =0, paran =6, A=0.00432 y A=0.007214
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Finalmente, luego de considerar los resultados numéricos para analizar las diferencias
en la dinamica debido a los parametros A, 0 y n; mostramos a continuacién las proba-
bilidades de transicién obtenidas con la aproximacion analitica (RWA) comparandolas

con los resultados numéricos exactos:
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Figura 5.10: Comparacién entre resultados numéricos exactos y analiticos en
aproximacién de onda rotante para diferentes condiciones de A, n y delta

Podemos observar en general una muy buena concordancia entre los resultados nu-

méricos y analiticos.






Capitulo 6

Efectos de la disipacion en la

dinamica del sistema forzado

Uno de los grandes desafios de la computacion cuantica es la lucha contra la decohe-
rencia. El problema se plantea porque las propiedades cuanticas de un sistema como el
entrelazamiento y la superposicion son muy fragiles y se destruyen con facilidad debido
a la interaccion con el entorno, que es un medio ruidoso no controlado con muchos gra-
dos de libertad. Por esa razén es deseable aislar el sistema de interés lo mejor posible
del mundo externo. Sin embargo no es de utilidad aislarlo completamente ya que debe
ser posible preparalo en un estado inicial, manipularlo y realizar mediciones sobre él.

Como resultado, cualquier modelado realista debe incluir los efectos del entorno [6].

Cuando un sistema cuantico sin forzamiento es puesto en contacto con un reservorio
térmico, el sistema alcanzard un régimen estacionario en el cual su matriz densidad
se volvera diagonal en la base de autoestados del sistema, con poblaciones dadas por
el nimero de ocupacién de Boltzmann p, = %. Este estado mezcla resultante
corresponde simplemente a un ensamble clasico. Por otro lado, cuando al sistema se
le aplica un forzamiento peridédico, se lo mantiene constantemente fuera del equilibrio.
En ese caso el estado asintético para tiempos largos también es periédico en el tiempo

y posee una matriz densidad diagonal en la base de Floquet [27].

6.1. Ecuaciéon Maestra de Floquet-Born-Markov

Esta seccién estd basada en la Referencia [27]. Aqui describimos el formalismo utili-
zado en este trabajo para obtener la dinamica de un sistema cuantico forzado perioédi-
camente cuando estan presentes efectos de disipacion.

La evolucién de un sistema cuantico periddico en el tiempo en contacto un bano esta

dada por el siguiente Hamiltoniano compuesto

53
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Hiot(t) = Hy(t) + Hg, + Hy, (6.1)

en donde H,(t) = Hy(t + 22) es el Hamiltoniano del sistema de interés, H, describe
el bano y Hy, es el término de interacciéon. La dinamica total del sistema con el bano
estd caracterizada a través del operador densidad ps, que evoluciona de acuerdo a la

ecuacion de von Neumann en la representaciéon de interaccion

L0 ~ .
1haptot(t> = |:HSb(t)u ptot(t)] ) (62)
en donde los operadores transforman respecto a la representacion de Schrodinger
como O (t) = Ut (t) OU (t), siendo el propagador
. i [t
U(t) =T exp (_ﬁ/ dt'[H, (') + Hb]) :
0
Integrando la ecuacién (6.2), reinsertandola en si misma y trazando sobre los grados de
libertad del bano se obtiene una ecuacion integrodiferencial exacta para la evolucién

del operador densidad reducido del sistema p = Try (piot ), que resulta

() = _% Tr, [F[Sb(t), pmtm)] - % /0 4 T, [Flsb(t), [HSb (t') , Prot (t’)” . (6.3)

En forma general, esta ecuacién no es resoluble y para obtener una expresion tutil se

van a tener en cuenta las siguientes condiciones y aproximaciones:

= Se especifica la interaccion como Hy, = YA ® B, en donde A y B son operadores
hermiticos que actiian sobre el sistema y el bafio, respectivamente, y v es la
intensidad del acoplamiento. Por compatibilidad con la explicacion del modelo

de Caldeira-Leggett absorberemos la constante v dentro del operador del bano
» Sistema y bafio inicialmente descorrelacionados py:(0) = ps(0) ® pp(0)
= Interaccién con promedio cero < B(t) >= Try(B(t)py) = 0

= Aproximacion de Born: Se considera que la interaccion sistema-bano es débil y
que el bano térmico es grande comparado con el sistema, de modo que el estado
del bano no se ve afectado por el sistema y se desprecian las correlaciones entre

ambos. pit(t) = ps(t) ® pp dentro de la integral. Se supone entonces que el
e BHy

T'rb(e*BHb)

simplemente un ensamble cldsico sin coherencias con los niimeros de ocupacion

bafio se encuentra en un estado térmico estacionario p, = p, = que es

determinados por los pesos estadisticos de Boltzmann.
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= Aproximacion de Markov: El tiempo de correlacion del bafio es pequenio com-
parado con el tiempo caracteristico de evolucion del sistema, de manera que se
pueden despreciar efectos de memoria con el bano y la tasa de evolucién de la
matriz densidad del sistema depende sélo de su valor actual y no de tiempos

anteriores.
De este modo se obtiene la ecuaciéon maestra en aproximacion de Born-Markov

0 i

5:/(1) = = 3 [Hs(t), p(t)]
— % Tare (') (A(t)A (t—t)pt)— At —t) p(t)A(t)) (6.4)

+ G (1) (pOA (=) AL) — AP A (L~ 1)) .

donde G (t —t') = <B(t)f3 (t’)>b = Tr, <B(t)fﬁ’ (t) pb> es la funcién de correlacién
del bano.

A continuacion reescribiremos la ecuaciéon de Born-Markov en la base de Floquet.
Dada la ecuacién de Schrédinger del sistema aislado ih [¢)) = H,(t) |1), el Teorema
de Floquet establece que existe una base completa ortonormal de autofunciones de
H(t) que tiene la forma |¢;(t)) = e7** |u;(¢)), en donde |u;(t)) son modos de Floquet
que satisfacen |u;(t)) = |u;(t + 27/w)) y €; son cuasienergias elegidas en el intervalo
(0,w). Estos se obtienen de diagonalizar el Hamiltoniano de Floquet Hp = H,(t)—ih-Z

ot
es decir,

Hp |u(t)) = € |u; (1)) - (6.5)
Los modos de Floquet se pueden escribir expandidos en Fourier |u;(t)) = >~ ,, [u;j(M)) eM«t

y utilizarse para obtener los elementos de matriz del operador densidad en esta base

pis() = (s ()] p(t) [y (1)) (6.6)

Por otro lado los elementos de matriz (u;(t)| A(t) |u;(t)) son peridédicos en el tiempo

y se pueden expandir en Fourier

Ay(t) = Ay(L)e™. (6.7)

L

De esta forma se obtiene la ecuacion maestra de Floquet-Markov

<% + ihaz‘j) pij(t) = —% ; (1 () Riksare(t) 4 pia () R () — pra(t) (Rujiei () + Rii; (1))
’ (6.8)
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que estd expresada en término de las tasas de transicion termodinamicas definidas

como
Rijii(t) = Riji(L)e™, (6.9)
con )
Rijwi(L) =Y RiEL(L) = 27% > " A(K + L) Ap,(K)g (e — Khw), (6.10)
K K
en donde g(F) = 52+ [*_dtG(t)e"F/" es la transformada de Fourier de la funcién

de correlacion (escaleada correctamente en unidades de energia) y €; = € — €; son
las diferencias entre cuasienergias. En este punto del desarrollo promediamos las tasas
de transiciéon en un periodo del forzamiento, suponiendo que el mismo es menor que
el tiempo de relajacion caracteristico del sistema. Es decir, hicimos la aproximacion

le;]ﬂ;(t) = le;ki = le;ki(K = 0) = %fOT dtle;ki(t), siendo 7 = %r

De esta manera definimos la matriz
1 . . 1
Mijir = 5 (Z ROt + D RimimOir = Rjari — Rki;lj) +peidud  (6.11)
m m
y reescribimos el conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas como

pii = Mijmpu (6.12)
ol

6.2. Evolucién temporal y probabilidades de tran-
sicion

Para calcular las probabilidades de transiciéon primero es necesario resolver la ecua-
ci6én (6.12) y asi obtener la matriz densidad reducida del sistema a todo tiempo. En esta
ecuacién M es un superoperador que actiia sobre p(t). Para un sistema de N niveles es
posible hacer un cambio de notacién y pasar a representar la matriz densidad como un
vector de dimensién N2 y M como una matriz de N? x N2, de manera que la ecuacién

ahora es:

C1o(t) = ~Mlo(t)). (6.13)

Diagonalizando esta matriz se obtienen los autovalores A, con sus respectivos auto-

vectores a derecha e izquierda:
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M‘Tu) = )‘u|ru)
(6.14)
(lu|M = /\u (lu|

Finalmente con estos elementos calculamos la matriz densidad a todo tiempo:

p(t)) = D (Ll p(0))e™r,) (6.15)

o
Los autovalores A, € C cumplen que Re()\,) > 0. En particular siempre existe un

autovalor igual a cero y es el que determina la solucién en el régimen asintético.

6.3. Modelo de Caldeira-Leggett

En las secciones anteriores del presente capitulo desarrollamos el tratamiento general
para estudiar la evolucién de un sistema con forzamiento periédico en contacto con un
bafio. Ahora, para poder aplicarlo a nuestro problema particular, necesitamos establecer
cémo modelaremos el entorno y su interaccion con el sistema, para lo cual emplearemos
el Modelo de Caldeira-Leggett [27-29]. Este modelo describe el movimiento Browniano
de una particula de masa m y coordenada z que se mueve en un potencial V(x) y esta
acoplada a un entorno fluctuante. Si ninguno de los grados de libertad del bafio esté
fuertemente excitado, entonces es posible representar el mismo como una coleccién de
osciladores arménicos independientes y considerar que el acoplamiento sistema-entorno
es lineal. Esto esta expresado con los siguientes Hamiltonianos del sistema, bano e

interaccién, respectivamente:

p2

H = — -]_
=5+ V(@) (6.16)
=3 o, (b1 41 = Po_ Mt o (6.17)
N - A2 ) — \ 2m, 2 '
Hy =—=x chxn = —aB, (6.18)

en donde los osciladores del bafio tienen masa m,,, frecuencia w, y estan acoplados al
sistema mediante el operador posicion con constante de acoplamiento c,.

De esta manera se obtiene el siguiente Hamiltoniano total

mp,w? c 2
H=H,+ Hy+ Hy — Ml (1 _Cn (6.1
+ Hpy+ Hg 2 ) + Z <2mn <x T x) ) (6.19)

en donde se agrega ademas un contratérmino para evitar que la interaccién renormalice

las energias del sistema dadas por el potencial V' (z). Con este modelo para el bano y la

interaccién con el sistema estamos en condiciones de calcular la funcién de correlacion
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del operador relevante del bano y finalmente resolver la dinamica del sistema de la
forma que explicamos en las secciones anteriores. Partimos de la expresion para B en

la representacion de Schrodinger,

/| h

y luego pasamos a la representacion de interaccion

® . h —iwnt iwntpt
B(t) = Zn:cml ST (e by, + €0} . (6.21)

Finalmente calculamos la funcion de correlacion, que adquiere la siguiente forma

sencilla por tratarse de osciladores independientes:

G(tt) = <B@)B (t’)>b -3 n’iciw <(e’i‘”"tbn + entpf) (aiwnt’bn + ewnt’bL) >b

~~

Gn (Lt 6.22)
6.22

en donde introducimos la funcién de autocorrelacion G, (t,t') del operador b, -+ bl
correspondiente a cada oscilador. Recordando que estamos tomando el valor medio para
un estado térmico del bafo, resulta G, (¢, ') = e =ng(w,) + e« =D (ng(w,) + 1)
siendo ng(w) = ﬁ la funcién de Bose-Einstein. Aqui vimos en forma explicita que
la funciéon de correlacién depende tnicamente de la diferencia de tiempos G(t,t') =

Gt —1t,0) = G(t —t'), es decir que es estacionaria.

El siguiente paso en el desarrollo es reescribir la funciéon de correlaciéon en términos
de la Densidad Espectral del Baio J(w) = £ 3 -2 §(w—w,). Notar que en esta

2 n Mywn

funcién esta codificada toda la informaciéon de la coleccién de osciladores armonicos y

la intensidad con la que se acoplan al sistema. La funcién de correlacién resulta:

= h/oo dwJ(w)[e™“ ng(w) + e (ng(w) + 1)], (6.23)
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de modo que su transformada de Fourier en energias queda como:

g(E) = %h/w dt /000 de(w)[ei(“_E/h)tnﬁ(w) + e_i(“’J’E/h)t(nﬁ(w) +1)]
= /000 dwJ(w)[d(w — E/h)ng(w) + d(w + E/h)(ng(w) + 1)] (6.24)

Por ultimo calculamos explicitamente g(F) segtn el signo de E:

o(E) = J(E/R)ng(E/h) s? E>0 (6.25)
J(—=E/h)(ng(—E/h)+1) = =J(—E/h)ng(E/h) si E <0
mientras que para I/ = (0 obtenemos
9(0) = Tim, %J(w)[l + 2n,(w)). (6.26)

6.4. Aplicacién al sistema de estudio

En la presente seccion resolveremos la dinamica del qubit de flujo forzado acoplado
al resonador y este tltimo acoplado al campo electromagnético del entorno, que tiene

la forma de osciladores armoénicos independientes. El Hamiltoniano total resulta:

1
H =5 (e(t)o: + A%)fr hgoy (a' + a) + hw,a'a +
H, Hy—r H,
2
f n(bn + B ho, bl by, N2\ G 6.27
+(a+a)zn:c( +n)+zn: i +(a+a)zn:hwn (6.27)
) H:—:m o H:,rm 0 norm

Para obtener una dindmica irreversible se introduce una distribucién continua de
modos del bafio y generalmente se establece una disipacion éhmica con la siguiente

densidad espectral:

J(w) = kwe™w/wp, (6.28)

en donde aparece una constante de amortiguamiento x y ademés una frecuencia de
corte wp.

Notar que hasta el momento en nuestro problema no hemos especificado cudl es el
sistema y cudl el bano, éste es un factor técnico importante para poder aplicar la
Ecuacion Maestra de Floquet-Born-Markov respetando las hipétesis correspondientes.
Consideraremos dos planteamientos diferentes, cada uno de los cuales tiene su validez

de acuerdo a la intensidad del acoplamiento qubit-cavidad g:



60 Efectos de la disipaciéon en la dinamica del sistema forzado

= Qubit+resonador como sistema: Este esquema se justifica en el hecho de que el

parametro k que acopla el resonador con el entorno es pequeno. Por lo tanto es

un analisis valido para cualquier valor de g

= Qubit como sistema: Este esquema estd justificado cuando g no es demasiado

grande. En esta situacién consideraremos al conjunto formado por resonador +
ruido electromagnético del entorno como bano. Como veremos en la subseccién
6.4.2, en este caso existe un mapeo exacto a un bano estructurado de oscila-

dores independientes.

6.4.1. Resonador incluido como parte del sistema

La Figura 6.1 esquematiza esta situacién. Al considerar el qubit+resonador como
sistema estamos enfrentandonos a un Hamiltoniano con infinitos niveles energéticos.
Aunque esto pueda parecer un problema imposible de resolver, para su resolucién
alcanza con restringirnos a los niveles de menor energia. Esta suposicion es similar
a la que se hace cuando consideramos tnicamente los dos niveles de menor energia
de un sistema fisico para utilizarlos como qubit. En realidad el sistema tiene infinitos
niveles de energia, pero manteniendo un régimen de baja temperatura no es posible
excitar el sistema a esos niveles y por lo tanto podemos despreciarlos, incluso cuando
estamos aplicando un forzamiento al sistema para manipularlo. Existen en la literatura
numerosos trabajos que hacen este truncamiento del Hamiltoniano para estudiar su

dindmica y estructura de niveles [16].

J(0)

€ iy
Qubit

Resonador Entorno Electromagnético

Figura 6.1: Esquema de acoplamiento qubit-resonador fuerte

6.4.2. Resonador incluido como parte del bano

Cuando el valor de la constante de acoplamiento g es pequeno se estd suponiendo

que el qubit interactia débilmente con el resonador, el cual a su vez esta acoplado al
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entorno. Por lo tanto es apropiado aplicar el desarrollo de Floquet-Born-Markov con-
siderando que el sistema esta conformado tnicamente por el qubit. Este abordamiento
se utiliza cominmente en la literatura siempre que se estudia un qubit acoplado a un
banio 6hmico en forma indirecta a través de un oscilador arménico [16, 30-32]. En esta
situacion se reemplaza el oscilador armoénico + bano éhmico por un tinico bano de osci-
ladores armonicos independientes. Este calculo estd detallado en [33] y requiere el uso
de integrales de camino. En forma resumida el procedimiento es el siguiente: Primero
se diagonaliza la parte del Hamiltoniano que no depende del qubit para obtener los
modos normales. Luego se reescribe el Hamiltoniano total original en término de esos
modos normales (osciladores armonicos independientes) acoplados al qubit. Finalmen-
te se calcula la funcién J,.rr(w) necesaria para estudiar la dinamica del sistema. Esta

transformacion esta esquematizada en la Figura 6.2.

SISTEMA BANO
4 X S @ S
€ 0
Qubit Risanadai Entorno Electromagnético
’ MEPEG

g BANO
3
¥ ESTRUCTURADO

logi 1)
Figura 6.2: Esquema de acoplamiento qubit-cavidad débil
La densidad espectral efectiva del bano estructurado resulta

16xg%*w2w
(W2 — w?)? + (kw,w)?’

Jepf(w) = (6.29)

siendo 6hmica a frecuencias bajas y presentando un pico en la frecuencia del resona-

dor.






Capitulo 7

Resultados para cQED con

disipacién

En el presente capitulo analizamos la dinamica del sistema a partir del Hamiltoniano
de Rabi forzado armoénicamente teniendo en cuenta efectos de disipacion. Este cambio
de abordamiento respecto al estudio de la dinamica del sistema cerrado, en donde
aplicAbamos el modelo de Jaynes-Cummings, se debe principalmente a los siguientes

motivos:

= Como vimos en el capitulo 4, cuando se ignoran los efectos del entorno es posible
trabajar separadamente con Hamiltonianos efectivos de dimensién 2. En cambio,
al considerar la situacién mas realista, el resonador no se encuentra perfectamente
aislado sino que sufre pérdidas de fotones que escapan al entorno. De esa manera
los diferentes subespacios de dimension 2 del Modelo de JC se encuentran ahora
conectados debido a los efectos del bano térmico. Como consecuencia, se pierde
la caracteristica que constituia el principal atractivo y motivaciéon para estudiar
el problema en aproximacion de Jaynes-Cummings. Al incluir la disipaciéon se
vuelve entonces necesario resolver el problema completo y considerar todos los
niveles de energia, de modo que computacionalmente resulta igual de costoso

para el Hamiltoniano de Rabi que para el modelo de Jaynes-Cummings.

= Cuando se plantea el estudio del problema de Jaynes-Cummings con disipa-
cion como resultado de la aproximaciéon de onda rotante en la interaccion qu-
bit-resonador, es necesario plantear que la interaccion entre el campo electro-
magnético del resonador y del entorno también se encuentre en aproximacion de
onda rotante [34, 35]. Esto se debe a una cuestién de consistencia en las aproxima-
ciones. Es decir que debemos reemplazar el término (a + a')(b, + b!) introducido
en la seccién 6.4 por (abl + a'b,). En ese caso, ya no se tiene una interaccién
de la forma A ® B, con A y B observables del sistema y el bano, respectivamen-

te. Esto complejiza la forma que adopta la ecuacion maestra, representando una

63
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dificultad técnica para el planteo del problema numérico a resolver.

= Como vimos en la seccion 3.2, existen diferentes condiciones que limitan el ré-
gimen de validez de la aproximacion de Jaynes-Cummings. Esta aproximaciéon
estd justificada cuando se trabaja en un rango de forzamiento donde €(t) se halla
restringido en la vecindad de la frecuencia del resonador w,. Adicionalmente fue
necesario suponer que w, > A para que el efecto del término %aw sea desprecia-
ble. Este término mezcla estados que difieren en el estado del qubit pero no en
el numero de fotones, de manera que no conserva el numero de excitaciones del
sistema y su por lo tanto hace que se mezclen lo que considerabamos como subes-
pacios separados de dimensién 2. Como consecuencia, esto permite que se cree
entrelazamiento entre un mayor nimero de estados del qubit-resonador, siendo
el entrelazamiento uno de los principales recursos que se intenta conseguir en el

planteo de arquitecturas aplicables en Computacion Cuéntica.

» Experimentalmente existe un amplio rango de valores para los parametros de
los qubits y guias de onda. En particular, hay casos en los que no se cumple la
condicién de que el tamano del gap del qubit sea mucho menor que la frecuencia
del resonador w, > A. Por lo tanto en esos casos el modelo de Jaynes-Cummings

no estd justificado.

En lo que sigue analizaremos la probabilidad de medir el qubit en estado |1) si inicial-
mente fue preparado en el estado |) con el resonador en el estado vacio |0). Mostramos
los resultados en mapas como funcién de los parametros del forzamiento ¢; y A. No
estudiaremos la probabilidad instantanea sino que estamos interesados en considerar el
promedio en un periodo del forzamiento, pues esa es la forma en que se trabaja experi-
mentalmente, esto permitira entender los patrones de resonancias debido a la estructura
de niveles en el caso aislado. Seguidamente analizaremos los efectos producidos al con-
siderar la situacién mas realista, en la que el resonador no esta perfectamente aislado,
sino que sufre de una pérdida de fotones que escapan al entorno. En esta situacion
expondremos resultados para el régimen asintético y para tiempos finitos.

Tomaremos los parametros adimensionalizados: Frecuencia del forzamiento w = 0,003,
gap del qubit A = 0,0003, frecuencia del resonador w, = 0,08 y parametro de disipa-
cién del bano 6hmico k = 0,001. Consideramos que el bano se encuentra en un estado
térmico a T' = 0,0014 (correspondiente a 20 mK). Estos pardmetros son consistentes
con los reportados en la referencia [16].

Existen dos contribuciones importantes a los patrones de espectrosocpia: Las tran-
siciones de LZS mediadas a través de los cruces evitados del espectro de energia y los
procesos de relajacion en las regiones intermedias entre cruces evitados producidos por

efecto de la disipacion [24].
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Mostraremos resultados para dos valores diferentes de la constante de acoplamiento

qubit-resonador:

= g = 0,00015: En este caso todos los cruces evitados se corresponden con el régimen
de forzamiento rdpido (Aw > A?) y por lo tanto los patrones de resonancia

observados tienen forma de l6bulos alrededor de valores ¢y determinados.

s g = 0,009: Al aumentar la constante de acoplamiento por un factor 60, los gaps
fotonicos en € = +w, incrementan notablemente su magnitud ya que son propor-
cionales a g (A, ~ 2hgy/n + 1). De esta manera, esos cruces evitados correspon-

den ahora al régimen de forzamiento lento (Aw < A2).

Comenzamos aplicando el esquema explicado en la subseccion 6.4.1, en el cual con-
sideramos el resonador como parte del sistema cuantico que esta en contacto con el
bano térmico. Este planteamiento es valido para cualquier valor de la constante de
acoplamiento qubit-resonador. Seguidamente compararemos los resultados para el caso
g = 0,00015 con los que se obtienen al aplicar el esquema que considera el resonador
como parte del bafio, haciendo un mapeo a un bano estructurado (explicado en la

subseccion 6.4.2).

7.1. Resultados con g=0.00015

La Figura 7.1 muestra el espectro del Hamiltoniano de Rabi tomando g = 0,00015 y

considerando los primeros 8 niveles de energia.
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Figura 7.1: (Izquierda) Energias del Hamiltoniano del sistema qubit+resonador truncado,
tomando g = 0,00015 y A = 0,0003. (Derecha) Ampliacién de los cruces evitados del espectro
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En este grafico se pueden apreciar los siguientes cruces evitados:

» De magnitud A en e = 0, conectando los estados || n) (linea recta descendente)

y |1 n) (linea recta ascendente)

» De magnitud A ! en € = —w,, conectando los estados || n) (linea recta descen-

dente) y [T n + 1) (linea recta ascendente)

» De magnitud Al en € = w,., conectando los estados |1 n) (linea recta ascendente)

y |4 n+ 1) (linea recta descendente)

Para entender la contribucion de los diferentes gaps a los patrones espectroscopicos
basta con concentrarnos en los 3 niveles de menor energia, que se encuentran conectados

por los siguientes cruces evitados:

= El gap de magnitud A separa el primer nivel del segundo en ¢ = 0 y tiende a

causar transiciones || 0) <> |1 0) para ¢y = mw.

= El gap de magnitud A, separa el segundo nivel del tercero en € = —w, y tiende

a causar transiciones || 0) <> |1 1) para ¢y = —w, + mw.

» El gap de magnitud A}_, separa el segundo nivel del tercero en € = w, y tiende

—_—

a causar transiciones |1 0) <> |} 1) para €y = w, + mw.

La Figura 7.2 esquematiza las regiones en donde se espera encontrar resonancias aso-
ciadas a cada uno de los cruces al graficar la probabilidad de transicién promediada en

un periodo como funciéon de los pardmetros del forzamiento €5 y A.
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Figura 7.2: Diagrama de las regiones en donde se espera observar resonancias asociadas a los dife-
rentes cruces evitados del espectro de energias en los mapas de probabilidad de transiciéon promediada
en un periodo como funcién de los pardametros del forzamiento ¢y y A.
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Como hemos explicado, los diferentes cruces evitados del espectro energético contri-
buyen a los patrones de resonancias cuando el forzamiento es tal que €(t) pasa por el
entorno del cruce correspondiente, es decir que dado un valor de ¢; existe una amplitud
minima del forzamiento necesaria para que se observen resonancias en el plano €yA.
Esto se ve en los mapas como una envolvente triangular que limita la region donde se
espera encontrar resonancias.

Recordamos que en la situacién de forzamiento répido (Aw > A?) un cruce evitado
media una transiciéon entre los dos niveles involucrados cuando la diferencia entre sus
energias es un multiplo de la frecuencia de forzamiento, es decir cuando £, — E_ =
mw. En un espectro como éste, se produce una competencia (coordinacién) entre los
diferentes cruces evitados para suprimir (fortalecer) la transicién neta entre pares de
niveles de energia cualesquiera [24].

Consideremos dos niveles de energia F; y Es no necesariamente consecutivos. Si el
forzamiento es tal que en el intervalo (g — A, €9+ A) hay un conjunto de cruces evitados
que conecta sucesivamente niveles entre si y me permite llegar de F; a F,, entonces ese
conjunto de cruces evitados va a inducir transiciones entre ambos niveles energéticos
siempre que F; — F3 = mw. Cuando es necesario un tinico cruce para ir de Fq a FEy
decimos que se trata de una transicion directa, mientras que cuando se atraviesa
mas de un gap la transicién se dice indirecta.

En nuestro andlisis consideramos el estado inicial qubit-resonador |} 0) y estamos
interesados en todas las transiciones al estado |1) del qubit. De esta manera, tendremos
que para valores pequenos de ¢y y A Unicamente se va a visitar el cruce en ¢ = 0
y observaremos simplemente la estructura de resonancias con forma de l6bulos para
€9 = mw, debido a las transiciones ]I\OJ> — ]?6) inducidas en forma directa por ese gap.
Al aumentar A, se llega a visitar el cruce en € = —w, induciendo las transiciones también
directas |I\O/> o |T1/>, observando asi la aparicién de nuevos l6bulos en ¢y = —w,. +mw.
Por el contrario, la visita al gap en € = w, tiende a suprimir las transiciones al estado
final |1) (ver Figura 7.2). Esto se debe a que mientras el sistema tiene una probabilidad
de transicién HAED — |/T\O/> cuando pasa por el cruce A en € = 0, luego cuando llega al
cruce Al_, en € = w, se favorece la transicién \TO/) — \I\l/> de manera que en forma
neta se suprimen las transiciones al estado |1)

Para un rango de amplitudes suficientemente grande, se puede llegar a visitar en

forma indirecta el cuarto nivel energético, y por lo tanto indcir transiciones || 0) — |1 1)

cuando w, + ¢y = mw. Estas resonancias se conocen como transiciones de sideband [16].
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La Figura 7.3 muestra el mapa espectroscoépico que se obtiene por el forzamiento
armonico del sistema. En este grafico podemos reconocer las contribuciones a las tran-
siciones con estado final 1) mediadas por los dos gaps de magnitud A ubicados en
¢ = 0 (en forma directa e indirecta) y por el gap A;' =0 en € = —w,. La probabilidad

maxima de transicién se produce en las resonancias antes explicadas, alcanzan el valor

1/2.

g/ ®

Figura 7.3: Probabilidades de transicién promediadas en un periodo del forzamiento para el caso
sin disipacion, en funcién de A y €y, con parametros g = 0,00015, A = 0,0003 y w,- = 0,08

A continuacién estudiaremos cémo se modifican estos patrones de resonancia como
consecuencia de la disipacion. Los niveles superiores del espectro no son estables debido
a la pérdida de fotones en el resonador y por lo tanto tienden a decaer a los niveles
fundamentales de menor energia, que esencialmente corresponden los autoestados |1) y
|4} del qubit con 0 fotones en la cavidad, mas contribuciones menores de otros estados
de la base producto debido al acoplamiento qubit-resonador. Aqui destacamos que en
el Hamiltoniano de Rabi, estos dos niveles de menor energia son los que se encuentran
menos mezclados con el resto ya que los elementos de matriz que conectan || 0) y |1 0)
con los demds estados son menos y de menor magnitud que en el resto de la matriz
hamiltoniana. Los procesos de relajaciéon van a producir transiciones en las regiones
intermedias entre cruces evitados del espectro entre estados que difieren en el niimero

de fotones pero tienen el mismo estado del qubit.
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La Figura 7.4 muestra los resultados obtenidos para al caso disipativo, a tiempo
t = 10007.
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Figura 7.4: Probabilidades de transicién promediadas en un periodo del forzamiento para el caso
con disipacién a tiempo finito ¢ = 10007, con parametros g = 0,00015, A = 0,0003, w, = 0,08,
k= 0,001 y T = 0,0014

La diferencia fundamental que queremos destacar en este grafico respecto al caso
aislado es que ahora la probabilidad de transicion maxima toma un valor de 1 y se
produce en las resonancias asociadas a los gaps situados en € = —w,. Esto significa
que alli se produce una transferencia total de la poblacién inicial a estados con el qubit
|1). Este fenémeno se conoce como inversion de poblacién y estd generado en forma
conjunta por la contribucion del forzamiento armoénico y la interaccién del sistema
con el entorno [16, 36]. Ademas de aumentar el valor maximo de la transicién en esas
resonancias, se genera un ensanchamiento muy marcado de los l6bulos debido a los
decaimientos |1 n) — |?6), indicando que es alrededor de esos valores de ¢, que se
vuelve efectivo el mecanismo del entorno para enviar el sistema al estado de menor
energia \?03

Por otro lado queremos hacer notar también que en las regiones intermedias entre
las resonancias ensanchadas se pueden apreciar l6bulos oscuros. Estos se corresponden
con las transiciones inducidas por los gaps en €y = w,., los cuales tienden a suprimir en

forma neta la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado final |1).
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La Figura 7.5 muestra el mapa de probabilidades de transicién || 0) — [1) en el

régimen asintético.
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Figura 7.5: Probabilidades de transicién promediadas en un periodo del forzamiento para el caso
con disipacién en el régimen asintético, con pardametros g = 0,00015, A = 0,0003, w,- = 0,08, x = 0,001
y T =0,0014

Aqui podemos ver que el fenémeno de relajacion al estado de menor energia debido a
la presencia del bafio alcanza su maxima eficiencia, extendiéndose ya no solo alrededor
de las resonancias en ¢y = —w, + nw sino a todo el rango de pardametros. Podemos
identificar varias regiones marcadamente diferenciadas de acuerdo a la influencia de los

cruces evitados. Esto estd esquematizado en la Figura 7.6 y la tabla que le sigue.
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Figura 7.6: Esquema de regiones observadas en el patrén de resonancias para el régimen asintético
del sistema forzado con disipacion
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I|II|III |1V | V| VI | VII | VIII
gap en € = —w, ) . °
gap en € = () oo | o | o
gap en € = w, o | o °

Primeramente hablaremos de la estructura de diamantes que aparece, la cual ya ha
sido observada en el estudio de problemas similares [16, 36]. Existen dos diamantes:
uno entre A/w = 0y A/w = 10 aproximadamente (regién I), y el otro a partir de
AJw =10 (region II).

En el interior del primer diamante sélo esta presente la influencia de los cruces de
magnitud A en € = 0. Alli podemos identificar en forma muy clara la relajacion al
estado de menor energia debido al entorno. Para valores de ¢, positivos el fundamental
es |} 0) mientras que para €, negativo es |1 0). Por esa razén las transiciones observadas
en el grafico son mayores o menores que 0,5 de acuerdo al signo de ¢.

En el segundo diamante podemos apreciar un patrén de lébulos brillantes con pro-
babilidad de transiciéon méaxima igual a 1 en las resonancias ¢y = —w, + mw. Estas
regiones de alta probabilidad de transiciéon estan intercaladas con lébulos oscuros que
presentan probabilidad de transiciéon minima igual a 0, centrados en las resonancias
€9 = w, +mw. El marcado ensanchamiento de los 16bulos brillantes debido a los efectos
de relajacién hace que los mismos se conecten entre si en los puntos donde los 16bulos
oscuros presentan destruccion coherente del tunneling.

Entre los diamantes recién descriptos podemos hallar una zona intermedia correspon-
diente a la regién III (regién IV) en donde se aprecian las resonancias de probabilidad
méxima igual a 1/2 debidas a los gaps A en € = 0. Entre esas resonancias se puede
ver también la contribucién de 16bulos oscuros (brillantes) mediados por los gaps AL

(A ene=w, (6= —w,)
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7.1.1. Comparacién con el abordamiento de bano estructura-
do

En la Figura 7.7 comparamos los resultados obtenidos para la probabilidad de tran-
sicion promediada en un periodo del forzamiento en el régimen asintotico, obtenidos
para los parametros g = 0,00015 y A = 0,0003, aplicando las metodologias explicadas

en las subsecciones 6.4.1 y 6.4.2.
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Figura 7.7: Probabilidades de transicién promediadas en un periodo del forzamiento para el caso
con disipacién en el régimen asintético, con pardametros g = 0,00015, A = 0,0003, w,- = 0,08, x = 0,001
y T =0,0014. En (a) se incluyé al resonador como parte del sistema y se realiz6 un truncamiento del
Hamiltoniano. En (b) se consideré que el resonador formaba parte del baio y se realizé un mapeo
exacto a un bano estructurado.

Vemos una coincidencia perfecta entre ambos graficos. Dado que el mapeo al bafio
estructurado es exacto y que la intensidad de acoplamiento qubit-resonador cumple con
las hipotesis consideradas para aplicar la Ecuacion Maestra de Floquet-Born-Markov
al qubit considerado como sistema, esta concordancia entre ambos métodos sirve como
verificacion para mostrar que la resolucion del problema tomando al resonador como
parte del sistema y truncando la cantidad de niveles de energia en 8 es correcta. Po-
demos inferir a partir de esto que, para los parametros utilizados, si inicialmente el
resonador se encontraba en el estado vacio, el forzamiento no puede generar que en el

régimen asintético haya una cantidad mayor a 3 fotones en el resonador.
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7.2. Resultados con g=0.009

La Figura 7.8 muestra el espectro del Hamiltoniano de Rabi tomando g = 0,009 y
considerando los primeros 8 niveles de energia. Comparando este grafico con el de g =
0,00015 (Figura 7.1) vemos un notable incremento en el tamano de los gaps foténicos

en € = tw,.
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Figura 7.8: Energias del Hamiltoniano del sistema qubit+resonador truncado,
tomando g = 0,009 y A = 0,0003

Debido al aumento en la magnitud de los gaps fotonicos, se modifica la forma de las
resonancias asociadas, que ahora resultaran arcos concéntricos por tratarse de la situa-
cién de forzamiento lento. Esto se puede apreciar en la Figura 7.9 donde mostramos la
probabilidad de transicion || 0) — |1) promediada en un periodo del forzamiento para
el sistema cerrado. Podemos también reconocer que en esta situacién las resonancias
correspondientes a diferentes gaps se cruzan entre si, y por lo tanto en algunos pun-
tos la probabilidad de transicion al estado |1) alcanza valores superiores a 1/2. Otra
caracteristica destacable es que ahora los 16bulos asociados al gap A en € = 0 sufren
una desviacién para valores de A grandes, respecto a la condicién de resonancia que
uno esperaria (¢y = mw, ), debido a la pronunciada influencia de los gaps foténicos en
el espectro de energias. En este caso ya no es posible pensar a los niveles de energia
como conectados por un conjunto cruces evitados bien diferenciados y separados unos

de otros.
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g/

Alw

Figura 7.9: Probabilidades de transicién promediadas en un periodo del forza-
miento para el caso sin disipacién, en funciéon de A y €, con parametros g = 0,009,
A = 10,0003, w, = 0,08, kK = 0,001 y T"= 0,0014

Siguiendo el mismo orden que la seccién anterior, consideraremos a continuacién
los resultados con disipacién. La Figura 7.10 muestra los resultados obtenidos para al
caso disipativo, a tiempo ¢t = 10007. Notamos un ensanchamiento de las resonancias

foténicas y el ya explicado fenémeno de inversién de poblacion.

g/

Alw

Figura 7.10: Probabilidades de transicién promediadas en un perfodo del for-
zamiento para el caso con disipacién a tiempo finito ¢ = 10007, en funcién de A
y €p, con parametros g = 0,009, A = 0,0003, w, = 0,08, x = 0,001 y 7' = 0,0014
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Finalmente, en la Figura 7.11 exponemos los resultados para el régimen asintotico.
Aqui podemos diferenciar las mismas regiones de I a VIII que habiamos utilizado en la
seccién anterior para clasificar y describir las distintas contribuciones a los patrones de
resonancias. La diferencia estd en que en este caso la forma de las resonancias debidas a

gaps foténicos es de arcos en lugar de lobulos, y que todo el panorama se ve deformado.

g/

0 10 20 30 40 50 60

Figura 7.11: Probabilidades de transiciéon promediadas en un periodo del for-
zamiento para el caso con disipacion en el régimen asintético, con parametros
g = 0,009, A =0,0003, w, = 0,08, xk = 0,001 y T"=0,0014

Como ultima observaciéon queremos destacar la marcada similitud entre los patrones
de resonancias para el régimen asintotico y a tiempo finito ¢ = 10007. Esto es evidencia
de que cuando la intensidad del acoplamiento qubit-resonador corresponde a USC,
el sistema alcanza el estado asintético més rapidamente. Seria de interés analizar la

dindmica en tiempos intermedios.






Capitulo 8
Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos analizado la dindmica de un sistema fisico conformado por un
qubit superconductor de flujo sujeto a un forzamiento armoénico en el flujo magnético y
acoplado capacitivamente a una guia de transmision de microondas, la cual se comporta
como un resonador foténico. En particular hemos obtenido resultados numéricos y

analiticos considerando dos escenarios posibles para este sistema cuantico:

= El caso ideal en ausencia de disipacion: consideramos el Modelo de Jaynes-
Cummings forzado para describir la interaccién qubit-resonador y resolvemos
la dindmica del sistema compuesto mediante el Formalismo de Floquet. En este
esquema fue posible dividir el Hamiltoniano total en bloques independientes de
2 x 2. Demostramos que cada uno de estos subespacios presenta un comporta-
miento equivalente al de un qubit efectivo en el cual el tamano del cruce evitado
entre los dos niveles de energia de los estados involucrados depende del ntime-
ro de fotones y la intensidad del acoplamiento qubit-resonador. Realizamos un
estudio de las transiciones entre los estados [T n) <> || n + 1). En particular hi-
cimos un andlisis de las oscilaciones de Rabi generalizadas entre las poblaciones
de ambos niveles en funcién de los parametros propios del sistema y del forza-
miento armoénico aplicado. También estudiamos los patrones de resonancia que se
observan en los mapas espectroscopicos obtenidos por Interferometria de Landau-
Zener-Stiickelberg, considerando la probabilidad de transicion promediada en un
periodo del forzamiento. En todos los casos observamos concordancia entre los re-
sultados numéricos exactos y las predicciones obtenidas analiticamente al aplicar

una aproximacion de onda rotante a la dindmica del sistema.

= El caso més realista en que el sistema interactia con el entorno y como conse-
cuencia el resonador sufre perdidas de fotones: consideramos una interaccion tipo
Rabi entre el qubit y resonador y utilizamos la Ecuacion Maestra de Floquet-
Born-Markov para resolver la evolucion temporal. Hemos estudiado los mapas

espectroscopicos de probabilidad de transicion || 0) — [1) promediada en un
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periodo del forzamiento. Realizamos un andalisis de los patrones de resonancias
observados teniendo en cuenta la contribucion de los diferentes cruces evitados
que presenta el espectro de energias estatico debidos al resonador y al gap del
qubit. Mostramos cémo este patron se ve afectado por los efectos de disipaciéon
en el régimen asintético y a tiempo finito, respecto a los resultados observados
en el sistema aislado. En primer lugar analizamos el régimen de acoplamiento
fuerte qubit-resonador. En este caso, los patrones de interferometria mostraron
consistencia con los obtenidos cuando se mapea el resonador y el entorno electro-
magnético a un bano estructurado. Adicionalmente consideramos el régimen de
acoplamiento ultrafuerte (USC), el cual se ha podido realizar experimentalmente
en los tultimos afios y despierta enorme interés por sus potenciales aplicaciones en
Computacion Cuéntica y por la gran variedad de fenémoenos fisicos novedosos

que presenta[10].

Durante largo tiempo en el area de Sistemas Cuanticos Abiertos se dedico especial
atencion al estudio de sistemas con disipacion 6hmica debido al contacto con un bano
bosonico en estado térmico. Hoy en dia los avances experimentales hacen posible otros
tipos de entornos mediante lo que se conoce como Ingenieria del Ruido, en la cual el
entorno no es considerado necesariamente como un elemento indeseable, sino que se
realiza un disefio del mismo y de su interaccién con el sistema de interés.

Como perspectiva de trabajo futuro seria interesante el estudio del sistema compuesto
por el qubit de flujo forzado y acoplado a la guia de ondas, para diferentes modelos del
entorno. Por ejemplo podria considerarse que el mismo no tiene una densidad espectral
6hmica, sino que se trata de un tnico modo que se encuentra en estado coherente, en
acuerdo con los escenarios que se presentan en experimentos de cQED[37]. También
resulta de interés el estudio del sistema compuesto por dos qubits superconductores
acoplados a uno o mas resonadores, en concordancia con experimentos que se realizan
actualmente. Esta clase de arquitecturas permite la generacién de entrelazamiento entre

los qubits y los fotones del resonador debido al forzamiento externo y la disipacion
[38-40].
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