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Capitulo 1

La integral indefinida

E: principal interés que tenemos en este capitulo es el de recuperar una funcién a partir de
su derivada, la cual asumiremos conocida. En particular, estudiaremos algunas técnicas que en

muchos casos nos permitirdn alcanzar nuestro objetivo.

1.1. Introduccidon

Ya estamos familiarizados con la derivada de una funcién; operacién que recibe el nombre de

derivacién. Por ejemplo, sabemos que

i(sen;zc):cosac y i(3U2+23U+1):23:—1—2:2(35—1—1).

dx dx

Por otro lado, en matemética es usual estudiar procesos inversos. Por ejemplo, para operaciones
entre niimeros reales la operacién inversa de la adicién es la sustraccién, la operacion inversa de
la multiplicacién es la divisién y una operacién inversa de una potencia con exponente natural es
la raiz n-ésima. Més aun, para cierta clase de funciones nos interesamos en determinar su inversa.
Luego, considerando la derivacién como una operacién sobre una funcién, una cuestion de interés

que surge ahora es tratar lo siguiente,
Dada una funcion f(z), ;es posible encontrar una funcion F(z) tal que F'(x) = f(x)?

En otras palabras, nos interesa saber si podemos definir una operacién inversa para la derivacién.

EJEMPLO 1.1.1 ;Qué funcién tiene por derivada a cos z?

Solucién. La respuesta es senx + ¢, conc € R, pues

a(senx +c¢)=cosx. O

EJEMPLO 1.1.2 ;Qué funcién tiene por derivada a x;‘ﬁ.
Solucién. La respuesta es In(z% + 1)? + ¢, con c € R, pues

4z
2+ 1

d
a(ln(az2 +1)2+¢) =



CAPITULO 1. LA INTEGRAL INDEFINIDA [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

1.1.1. La antiderivada (o primitiva) de una funcién

DEFINICION 1.1.1 Sea I C R un intervalo y sea f : I — R una funcién. Una funcién continua
F : I — R se llama antiderivada (o primitiva) de la funcién f si F'(x) = f(x) para toda = € I, salvo

tal vez para un ntiimero finito de puntos en /.

EJEMPLO 1.1.3 Sea f(z) = 202 + 2z, = € R.Encuentra algunas antiderivadasde f.
Solucién. Notar que F(z) = 52* + 22 4+ 2, z € R es una antiderivada o primitiva de f pues
F'(z) = 2023 + 22° = f(x) Vo € R.
Observemos también que G(x) = 5z* + 22 + 10, z € R también es una antiderivada o primitiva de

f, pues
G'(x) = 202> + 222 = f(x) Vo € R.

En general F.(x) = 52* 4+ 2% + ¢, con ¢ una constante, es una antiderivada de f, pues

Fl(z)= f(x). O

Cc

OBSERVACION 1.1.1

» Una funcion derivable en un intervalo abierto I puede tener derivadas discontinuas en algtin punto.
Luego, el hecho que una funcion f sea discontinua en un punto a € I no impide necesariamente que

ella tenga una primitiva en 1.

» Siuna funcion es derivable en un intervalo abierto I, su derivada no puede tener discontinuidades de
salto infinito en 1. Luego, si f es una funciéon continua a trozos en I, que posee una discontinuidad

de salto infinito en un punto a € I, entonces f no tiene primitiva en I.

Los siguientes ejemplos ilustran la observacion previa.

1 >0

. Encuentra una antiderivada de f.
-1 <0

EJEMPLO 1.1.4 Sea f(x) = {

Solucién. Notar que F'(z) = |z| + ¢, con ¢ un nimero real fijo, es una antiderivada o primitiva de

f pues F' es continua en R y aunque AF’(0), se tiene que

F'(z) = f(x) veeR\{0}. O

2 1) — cos(2 0
zsen(z) —cos(3) = # . Encuentra una antiderivada de f.

EJEMPLO 1.1.5 Sea f(z) = { 0 .
xr =

z?sen(2) z#0

Solucién. Notar que F'(z) = { , es una antiderivada o primitiva de f pues F'es

0 =0
continuaen Ry
F'(z) = f() veeR. O

2 Estaversién puede contener errores
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<0

EJEMPLO 1.1.6 Sea f(x) = { . (Es posible encontrar una antiderivada de f?

8= =

x>0

T+ z<0
Inz+c x>
Sin embargo, no existe forma de elecciéon de c; y ¢z para que F' sea continua en 0, por lo tanto ' no

Solucién. Notar que F(z) = , debiese ser una antiderivada o primitiva de f.

es una antiderivada de f en R. El problema radica en que la funcién f es discontinua en 0 con salto
infinito. Sin embargo, si miramos las ramas continuas de f, cada una de ellas tiene antiderivadas

(que son las correspondientes ramas de la funcién F). O

TEOREMA 1.1.1 Si F'y G son dos funciones tales que
F'(z)=G'(x) Vzel,
entonces existe una constante ¢y tal que
F(z) =G(z)+ co Vo el
Demostracién. Sea H(x) = F(x) — G(z); entonces
H'(z)=F'(z) - G'(x) =0 Vxel,

pues por hipétesis F'(z) = G'(x) para cada = € I. Luego, como la derivada de una constante es 0;
tenemos que existe una constante ¢ tal que: H(z) = ¢y para cada z € I, y por definicién de H:

F(z)—G(z) =co Vrxel.

F(z) = G(z) + ¢ Veel. R
Como aplicacién directa del Teorema 1.1.1, obtenemos el siguiente resultado.

COROLARIO 1.1.1 Si F'es una primitiva particular de f en un intervalo I, entonces cualquier otra
antiderivada de f estd dada por

F(z)+e¢
donde c es una constante arbitraria.

Demostracién. Sea G una antiderivada cualquiera de f en I, entonces
G'(x) = f(x) Vzel.

Como F' es una primitiva particular de f en I, tenemos
F'(z) = f(x) Veel,
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y asi
F'(z) = G'(x) Vezel,

y, desde el Teorema 1.1.1, se sigue que existe una constante ¢, tal que
G(z)=F(z)+ ¢ Vo el

Dado que la derivada de una constante es 0, vemos que cualquier otra antiderivada G de f debe

tener la forma
G(z)=F(z)+c Veel,

donde ¢ es una constante arbitraria. W

EJERCICIOS 1.1.1 Encuentra una antiderivada o primitiva de la funcion:
a) f(z)=x+ 1.

b) f(z) =senx.

0) f(z) = 15

Para ver los Desarrollos de los Ejercicios 1.1.1 presiona aqui !

1.1.2. Laintegral indefinida

Como hemos dicho en la introduccién, la antiderivacion es el proceso inverso de la derivacién.
Ademas,
“F  esunaantiderivadade f” <« F'(x)= f(x).

De acuerdo al Corolario 1.1.1, sabemos también que cualquier otra antiderivada de f tiene la forma

F + ¢, donde c es una constante real cuaquiera.

DEFINICION 1.1.2 Sea F' una primitiva cualquiera de f. La integral indefinida de f(x) con respecto
a z se denota como [ f(z)dx y se define como

[ f@)do = F@)+e
donde ¢ es una constante arbitraria.

OBSERVACION 1.1.2 En otras palabras, la integral indefinida de f es un representante de la familia de
todas sus primitivas posibles. Es muy importante entender esto, pues quiere decir que al evaluar una
integral indefinida, podremos reunir todas las constantes que surjan en su evaluacién en una iinica
constante genérica que denotaremos c. De esta forma, evaluar una integral indefinida de f equivale a

encontrar a una antiderivada genérica.

A continuacién presentamos una tabla con algunas integrales indefinidas que se pueden

obtener directamente.
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Tabla 1.1. Tabla de integrales indefinidas

Derivadas Integrales Indefinidas

d
d—(k:m):k: /kdz:kx+c

5
d—(cosx):fsenx /sen:pdxzcostrc

x
d—(senx):cosx /cosazdx:senx+c

75
d—(tanx)zsec%c /sechdx:tanx—Fc

x
d—(cotx)z—csc%c /ccha:dx:—cot$+c

x
d
a(cscx):—cscx-cotx cscx - cotzdr = —cscax +c¢
d—(sec:c):secx-tanx /sec:c‘tan:cdx:secx—i—c

x
d xT x xT x
d—(e):e eder=¢e"+c

x
i(l‘erl)—(m-i-l)l‘m /xmdx— o +c ; meQ,m#-1
dz N S om+1 ’ ’

( ) ! / L 4 +
—(arccosr) = ——— ———=dz = —arccosx +c¢
dz V1— a2 V1-—2a?

1 1

—(arcsenz) = — ———=dz = arcsenz + ¢
da:( ) V1 —z? /\/1—x2

(arctang) = — / L 4 tanz +
— (arcta =— = arcta
gpretan ) = -7 [ 2 dv =arctanz +c

(arc ot z) ! / L4 to+
—(arccotz) = —— xr = —arccotx +c
dz 14 22 1+ 22

( ) - / -4 +
—(arcsecr) = ————= ——————dx = arcsecx +c¢
dzx |z|vVa? —1 lz|vVa? —1
d( ) 1 / 1 q N
—(arcesc ) = —————= r = —arcescx + ¢
dx |z|vz2 — 1 |z|vaz? -1
d 1 1
a(lnx):(lnx)':; /:de—lnx—l—c
d
d—(ln‘secx—ktana:D =secw /secxdx:ln!secx+tanx‘ e
x
d
d—(ln!cscm—co‘cx‘):cscx /cscxdlen‘cscx—cotﬂ—kc
x
d
d—(ln‘sen:c‘) =cotx /cotxdx:ln‘senﬂ—i—c

x
d
d—(ln‘seca:‘) =tanz /tanmdx—ln‘secﬂ—i—c

x
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1.1.3. Propiedades de la integral indefinida

Como la antiderivacion es la operacién inversa de la derivacion, los siguientes teoremas acerca
de las integrales indefinidas se pueden obtener desde los teoremas dados para las derivadas. Por

lo tanto, aqui omitimos las demostraciones.

TEOREMA 1.1.2

i) Sea f una funcién que posee antiderivada. Entonces

[at@dz=a [ 1@

donde « es una constante.

i) Sean fy g dos funciones que poseen antiderivadas sobre un mismo intervalo. Entonces
/ ((@) + g(=)) dz = / Al / o)

iii) Méas generalmente, si f1, fo,...,f, son funciones que poseen antiderivadas sobre un mismo

intervalo, entonces:
/ (Oqfl(:L')—‘r()zgfg(l’)—l—. ) .—i—ocn,fn(;c))d:L' = ozl/fl(:L') d.’IJ-‘r(l/Q/fg(:L‘)dw—‘r. } .+(yn/fn(:p) dz,

donde a1, as, ..., «;, son constantes.
EJEMPLO 1.1.7 Calcula / (3z* — 223 + 9z + 4) da.

Soluci(’)n./(3x4—2x3+9x+4)dx = 3/x4dx—2/x3da:+9/mdx+4/dx
_ 3 5 2 4 9 2
= 595 +c 437 +c+2:1: +c+4x+c

3 1 9
= 5x5—§$4+§x2+4x+c. O

EJEMPLO 1.1.8 Calcula / Nz (:c + l) dz.

1
Solucién. / NI (x + :c) dz =

3 1
= /mdx—l—/x_2da:

o+l o 341 .
= 3 ¢ 1 ¢
5.1 14

2
- 5xg Y23 te O
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2 cot x — 3sen?
EJEMPLO 1.1.9 Calcula / core SN T e

sen T

2 cot x — 3 sen?
Solucioén. / conT Sen xda: =2 /
sen x

2
cotxdx—?)/sen xd:c

senx

senx

= 2/cscx cotxdx—?)/senxdx

= —2c¢cscx +3cosx +c. O

EJERCICIOS 1.1.2

a) Evalua la siguiente integral indefinida:

/(tan2 z + cot? z + 2) dz.

b) En cualquier punto (z,y) de una curva en particular, la recta tangente tiene una pendiente
igual a 4 — 5. Si la curva contiene al punto (3, 7), formula su ecuacion.

Para ver los Desarrollos de los Ejercicios 1.1.2 presiona aqui _

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.1.1 Evaltia cada una de las siguientes integrales indefinidas:

a) /3m4dx.

b) / 10V 22 dz.

1
d) /(5cosx—4senx)dx.
5 / COSQl’ da.
sen? x
i) /(4cscxcotm+2se02x)dm.

3tanf—4cos?6
do.
8) / cos

h) /(2 cot? 6 — 3tan? 0) d6.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios Propuestos 1.1.1 presiona aqui
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RECURSOS MULTIMEDIA (ES NECESARIA UNA CONEXION A INTERNET) 1.1.1
e Para visitar un sitio web donde se encuentra una poderosa herramienta de integracién

online, presiona aqui . En esta pagina web podras evaluar una integral indefinida y, de
paso, chequear tus célculos.

1.2. Métodos de integracion (Técnicas de antiderivacién)

1.2.1. Método de integracién por sustitucion

Comenzamos recordando la regla de la cadena:
Siu es derivable en x y f es derivable en u(x), entonces
!/
(F(u(@) = £ (u(@) (@)

para todo valor de = donde la compuesta estd bien definida y es derivable.

Luego, desde la definicién de integral indefinida, obtenemos

/f’(u(x)) o (z) do = f(u(a:)) +c,

y como u = u(z), entonces du = «'(z) dz y asi obtenemos

EJEMPLO 1.2.1 Evalda la integral indefinida / 2z sen(1 + %) dz.

Solucién. Si ponemos u = 1 + z2, entonces du = 2x dz. Luego,

/2m sen(1+x2)dx:/senudu:—Cosu+c:—cos(1+x2)—|—c. O

EJEMPLO 1.2.2 Evalda la integral indefinida / zV1+22dx.

Solucién. Si ponemos u = 1 + 22, entonces du = 2z dz, de donde

1
u% =+/1+ 22 y Edu:xdx.

1
/u2du—

Luego,

/x\/l—i—x?dx—

Nlw

u%+c: +ec O

N =

(14 2?)

W =

2
3

N =

8  Esta version puede contener errores
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EJEMPLO 1.2.3 Evalta la integral indefinida / sen* r cos z dz.

Solucién. Si ponemos u = sen z, entonces du = cos z dz. Luego,

1 1
/sen4xcosxdm:/u4du:5u5+c:5sen5m+c. O

EJERCICIOS 1.2.1 Evalta las siguientes integrales indefinidas:

a) /tanxdx
) | &

C) /x\/ a? + b2z dx

z
D [
) V14 22
Para ver los Desarrollos de los Ejercicios 1.2.1 presiona aqui _

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.2.1

1. Evalua las siguientes integrales indefinidas:

a) /a:Q\/l +axdr Sugerencia:Usau =1+z; du =dz; v =u— 1.

b) / 8:U3

@/mmmﬂmm
d) / sen f

2. Una herida cicatriza de tal forma que t¢ dias a contar del Lunes el drea de la herida ha

comenzado a decrecer a razén de —3(t + 2)2cm? por dia. Si el dia Martes el 4rea de la
herida fue de 2 cm?,

a) ¢Cuadl fue el érea de la herida el dia Lunes?

b) ¢Cual sera el drea anticipada de la herida el dia Viernes si ésta continta cicatrizandose
con la misma rapidez?

Para ver las Soluciones de los Ejercicios Propuestos 1.2.1 presiona aqui
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RECURSOS MULTIMEDIA (ES NECESARIA UNA CONEXION A INTERNET) 1.2.1

1. Para ver un video donde se evalda la siguiente integral indefinida usando el método de
integracion por sustitucion presiona aqui

/ x(2® — 3) da.

2. Para ver un video donde se evaltian las siguientes integrales indefinidas usando el método
de integracién por sustituciéon presiona aqui

a) / "¢ dx

b) /cot z In(senx) dz

C)/ m dx
1—22—+v1—22
d) /:1: vV + 4dz.

1.2.2. Método de integracién por partes

Recordemos ahora la regla de la derivada de un producto:
Sean u y v dos funciones derivables en x, entonces
(u(x) v(x))/ — ' (2) v(z) + u(z) o' (2),
para todo valor de = donde el producto estd bien definido y es derivable.

Luego, desde la definicién de integral indefinida, tenemos que

/ (u(x) U(m))/d:zr =u(x)v(z)+¢

y, por la regla de la derivada del producto, obtenemos

/ w(z) v/ (2) do + / o(z) ¥ (z) dz = u(z) v(z),

donde la constante c ha sido absorbida por las integrales indefinidas a la izquierda de la igualdad.
En particular,

/ w(z) v (z) do = u(z) v(z) — / v(z) ! (z) dz,

Esta tltima férmula es conocida como la férmula de integracion por partes.

10  Esta versién puede contener errores
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Poniendo
{ u=u(x) dv ='(z) dx

du =v(z)dx v =vuv(x),

la férmula de integracion por partes puede ser expresada de la siguiente forma:

/udv:uv—/vdu.

EJEMPLO 1.2.4 Evalda la integral indefinida / ze’ dz.

Solucién. Ponemos
{ u=x dv=e"dx

du = dx v = e~

Luego,

/xezdx:/udv:uv—/vdu
—wem—/exdx

=ze® —ef +ec. O

EJEMPLO 1.2.5 Evalda la integral indefinida / x senx dx.
Solucién. Ponemos

u=x dv=-senx
du=dxr v=—cosz.

Luego,

/xsenxdx—/udv —uv—/vdu

= —xcosx — /(—cosa:) dz

= —zxcosx +senzx +c [

EJEMPLO 1.2.6 Evalda la integral indefinida / e’ cosx dx.
Solucién. Ponemos

x

U = COS T dv =e*dx
du=—senxdzx v =_—¢€".
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I:/e“cosa:dx:/udvzuv—/vdu:e$cosx+ /emsenxdx . (%)
| S —

I

Luego,

Ahora, para I; ponemos:
U = senzx dv = et dx
d

Luego,
I =e®senx — /excosxdx =e"senz — 1.
Volviendo a (), obtenemos
I =¢€"cosz+e*senx — I

de donde

2] = e"cosx + e® senz.

Por lo tanto,

X X
e’ cosx + e senx
/e”cosmdx: 5 +ec O

EJERCICIOS 1.2.2 Evalta cada una de las siguientes integrales indefinidas:

a) /lnxdx

ze”
b ——d
)/(1+:r)2 ’
c) /arcsenxdx.

Para ver los Desarrollos de los Ejercicios 1.2.2 presiona aqui !

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.2.2 Evaltia cada una de las siguientes integrales indefinidas:

o) / arc cot f

b) /x2exdx
c) /:Eln:l:d:n
d) /sec?’xdx.

Para ver las Soluciones de los Ejercicios Propuestos 1.2.2 presiona aqui
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RECURSOS MULTIMEDIA (ES NECESARIA UNA CONEXION A INTERNET) 1.2.2

1. Para ver un video donde se evalda la siguiente integral indefinida usando el método de
integracion por partes presiona aqui

/{132008(21,‘) dz.

2. Para ver un video donde se evalta la siguiente integral indefinida usando el método de
integracion por partes presiona aqui

/1‘3643: dz.

3. Para ver un video donde se evaltian las siguientes integrales indefinidas usando el método
de integracién por partes presiona aqui

a) /xe_mdm.
b) /lnxdx.
c) /w5xdx.

1.2.3. Integraciéon de funciones racionales: Método de integracién via descomposicién
en fracciones parciales

m Caso 1.

Sean P(x) y Q(z) dos polinomios con coeficientes reales tales que grado (P(z)) < grado (Q(z)).

Asumamos que

Q)=(r—a)(zr—a)...(x—ap) con a; #a; Yi#j.

Entonces existen Aj, As, ..., A, € R tales que
P A A A
() A 2 4 A
Qx) x—a; x—ay T —ap
, . . .. r—1
EJEMPLO 1.2.7 Evalda la integral indefinida / 5= dz.
T’ — x4 — 2x

Solucién. Notemos que
23— - =x(?—zx-2)=z(x-2)(z+1).
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Luego,
z—1 r—1 A B C

w3 —22 -2 z(x—2)(z+1) E+w—2+$+1’
de donde
r—1=Ax—-2)(z+1)+ Bax(z+ 1)+ Cx(z —2)

= A(z? -2 -2)+ B2 +2) + C(2? — 22)
Por lo tanto,

(A+B+C0)r* + (—A+B—-20)r —2A =02+ 1x —1=2 — 1.

Ahora resolvemos el sistema asociado a la ecuacién previa, el cual proviene de igualar los
coeficientes de las distintas potencias de z:

A+B+C =0
—-A+B-2C =1
—2A = —1.

Desde la tercera ecuacién, obtenemos que A = . Reemplazando este valor en la primera y
segunda ecuacion formamos el sistema

1
B+C =—=
+ 2
3
B-2C = -=
27
de donde obtenemos 3C' = —2, que conduce a
2 2 1 1
3 v 3726
Luego,
—1 1 1 1 1 2 1
/xdx:/dx+ dx/ dz
3 — 22 -2z 2 z 6) z—-2 3) z+1
1 1 2
:§ln|x\—{—61n|aj—2|—§In|x+1|—|—c
B |x’1/2‘x_2‘1/6
—1H<‘x_i_1|2/3 + c. ]
= Caso 2.

Sean P(x) y Q(z) dos polinomios con coeficientes reales tales que grado (P(z)) < grado (Q(z)).

Asumamos que

Qz)=(x—a1)"(x —a2)™...(x —ag)™ con a; #a; sii#j, n,...,n; €N
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Entonces existen AH, A12, cee 7A1n1 y A21, AQQ, . ,A2n2, . ,Akl, AkQ, NN >Aknk € R tales que

P(x) Ay Agg A, A Apo Ak,
+ o + L
Qz) (r—a) (r—a)? (x —ay)™ (x—ar) (v —ax)? (x — ag)"™

En particular, si

Q) = (&~ a)",

entonces existen Ay, As,..., A, € R tales que

P($) - Al A2 4 An

Q) z-a (z-a? 7 (z—a)

P B : : B z? -1
EJEMPLO 1.2.8 Evalia la siguiente integral indefinida de.
g =
Solucién. Notemos que
| B C

Luego,

de donde obtenemos
(A+B)z? + (—4A - 2B + C)z + 4A = 2% — 1.

Ahora resolvemos el sistema asociado a la ecuacién previa, el cual proviene de igualar los
coeficientes de las distintas potencias de z:

A+B =1
—4A—-2b+C =
4A = —1.
Obtenemos: . . = s
A=—= B="- =—14-=2
1 AN 1 AN C +2 5
Luego,

1 /1 5 1 3 1
I=—--1[Z= he A
4/md$+4/(x—2)dx+2/(x—2)2d$

1 D 3

|x—2|5/4 3
=1 — O
" || 1/4 2(x —2) e
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m Caso 3.

Sean P(x)y Q(z) dos polinomios con coeficientes reales tales que grado (P(z)) < grado (Q(z)).
Asumamos que
Q(x) = az® +bx +c¢ conb® —4ac < 0,

ue implica que ax? + bx + ¢ no es factorizable en polinomios de primer grado. Entonces,
q P q p P g

existen A, B € R tales que
P(x) Az + B

Q(z) ax?+br+c

(2 — 2z — 3)
(x —1)(22+1)

EJEMPLO 1.2.9 Evalta la integral indefinida / dz.

Solucién. Notemos que el polinomio 2+ 1 no es factorizable en polinomios de primer grado,
de manera que

22 —2x—3 A +Baf:+C'
(z—1D(224+1) (x—1) a2+4+1°
Luego,
Az +1)+ (Bz 4+ C)(z — 1) = 2® — 2z — 3,
de donde

Az? + A+ Ba> — Bz +Cox — C =% — 22— 3,

que conduce a
(A+B)z*> + (C = B)x + (A —C) = 2% — 2z — 3.

Ahora resolvemos el sistema asociado a la ecuacién previa, el cual proviene de igualar
los coeficientes de las distintas potencias de z:

A+B =1
C—-B= -2
A—-C = -3
Obtenemos,
A=-2, B=3 y C=1
Luego,

(22 — 2z — 3) B /d:L' / x / dz
/(x—l)(x2+1)dx_ 2t 2t i

3
= —2ln|z — 1| +arctana:+§ln\1+a;2| +c. O
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m Caso 4.

Sean P(x) y Q(z) dos polinomios con coeficientes reales tales que grado (P(z)) < grado (Q(z)).

Asumamos que
Q(z) = (ax® + bx +¢)" conb® — dac < 0,

de manera que az? + bz + ¢ no es factorizable en polinomios de primer grado. Entonces,
existen Ay, By, A2, Ba, ..., Ay, B, € R tales que

P(ZE) . Ajx + By Aosx + By A,z + B,
Q(xr) ax?+br+c (ax2+br+c)?2 T (ax?+br+c)n
EJEMPLO 1.2.10 Evalta la siguiente integral indefinida / &=2 dx
J ohme g g x(xQ _4x+5)2 *

Solucién. Notemos que el polinomio x? — 4z + 5 no es factorizable en polinomios de primer

grado, de manera que

T —2 A n Bxr+C Dx+FE
r(z2 —4x+5)2 z (22 —4x+5) (22 —4x+5)?
Luego,
A(x® — 42452 + (Bz + Q)z(2* =42 +5) + (Dx + E)z =z — 2
de donde

Azt + 16Ax? + 25A — 8Ax3 4+ 10Ax? — 40Ax
+Bx* —4Bx3 + 5B22 + Ca3® — 4C22 + 5Cx + Da? + Ex =z — 2,

que conduce a
(A+B)z*+(—8A—4B+C)a* 4+ (16 A4+10A+5B—4C+D)a? +(—40A4+5C+ E)x+25A = 2 —2.

Ahora resolvemos el sistema asociado a la ecuacién previa, el cual proviene de igualar los

coeficientes de las distintas potencias de z:

A+B =0

—8A—-4B+C =0

16A+10A+5B—-4C+D =0

—40A+5C+FE =1
25A = 2.

Obtenemos, 0 5
A=—-2 B=2 (¢c=_-° p== B=_".
25 25 25 5 7 5
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Luego,
(z —2)
d
/x(z2—4x+5)2 v
_ 2 (h;+2/ zdz 8 dz +2/ zdz 3/ dx
0 25) x 25) 22 —4dx+5 25) (22 —4x+5) 5) (22 —4x+5)2 5) (22 — 4w +5)2
=h+l—I3+ 11— I,
donde
2 [dx 2
n=—=[Z=_2)
1= 755 ) 7 T gl
2/ rdx
I = =
25 ) 22 —4x+5
2 /1 20 —4 1 4
== (/=" _dr+- [ —d
25 <2/x2—4x+5 ‘”+2/x2—4x+5 x>
2 (1 dx
== (ZInjz?—4 P e —
25<2 nla” —dzw 45+ /(w—2)2+1>
—11\2 4+5|+4 tan(z — 2) +
= o5 n|\xr X o5 arctan(x C,
8 dx 8 dx
I = — — _—_— = —— _—_—— e —— t —2 ,
2= 55 ) ot T ) Googyl g ictan@—2) 4
7 _2/ xdx
Y75 (22 — 4x + 5)?
_2/ zdz
C5) (x—2)2+1)?
2 / T —2 q +/ 2dz
= — _— — Jdx -
5\ ((z—-2)?+1)? ((z —2)2+1)?
2 /1 2u du
=z ———sdu+2 | ———= donde u =z — 2
5<2/<u2+1)2 " /(u2+1>2) ey
1 1 2 2 (z-2)
- - - _ t -2 - @7
5(x72)2+1+5arc an(z )+5($72)2+1+c
y
I _ 3/ dx
P75 ) (a®—4x+5)2
__3/013«“
—5) ((z—2)2+1)?
3 3 (z-2)
= - arctan(z — 2) — — ———~ 4.
1g 21¢ an(x — 2) 10 (@ —22 41 +c
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Por lo tanto,

(x—2) 1
do = —1
/x(a:24x+5)2 ST

22 —4x+5 3 1 x—4
xQ

_ 2 aret oy - T
go Aretan(z = 2) + 55— et

EJERCICIOS PROPUESTOS 1.2.3 Evalta las siguientes integrales indefinidas

1
% /x2—5x+6dx

T —5
dx
)/2562—513—12

c)/ i 2 dx
3 — 322+ 22 —6

)/ 22+ z+2 W aEAas
x
3+ 222 + 2

2 +1
e) dx
(x+1)(x2+z+1)

1
nf CESVE RS

Para ver las Soluciones de los Ejercicios Propuestos 1.2.3 presiona aqui

RECURSOS MULTIMEDIA (ES NECESARIA UNA CONEXION A INTERNET) 1.2.3

1.

Para ver un video donde se evalia la siguiente integral indefinida de funciones racionales
usando descomposicién en fracciones parciales presiona aqui

5z + 1
— 5 do.
v +x—2
Para ver un video donde se evalia la siguiente integral indefinida de funciones racionales
usando descomposicién en fracciones parciales presiona aqui

dx.

/3x3+6x2+4x—24
x4 4 413 + 82

Para ver un video donde se evalta la siguiente integral indefinida de funciones racionales
usando descomposicién en fracciones parciales presiona aqui

/ —zt — 2?47
dx
34+ 22 +4x+4

Esta version puede contener errores 19
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1.2.4. Integracién de funciones trigonométricas

a. Potencias de senos y cosenos / sen” x dz, / cos" zdz.

e Caso n impar.

Podemos asumir que n = 2k + 1, k € INU {0}. Luego factorizamos el integrando de forma

conveniente.

Por ejemplo, si ponemos

sen” z = (sen? z)¥ sen

y usamos la identidad
2

sen® z + cos? z = 1,
junto al cambio de variables
u=cosx du= —senzdx,
obtenemos
/sen” xdx = /(1 — cos? )k sen z dx

= —/(1 —u?)* du.

cos™ & = (cos® z)F cos x,

Similarmente, si ponemos

y hacemos el cambio de variables
u=senx du=coszdz,

obtenemos

/cosn rxdr = /(1 —sen®z)¥ cosz dx
= /(1 —u?®)* du.
EJEMPLO 1.2.11 Evalda la integral indefinida / sen® z dz.

Solucién. / sen® zdx = / sen? z sen z dz

= /(1 — cos® x) senx dz

=— /(1 —u?)du donde u = cosx; —du = senz dx

3

T u+
=— —u+c

3

COS?)J;

= — O
3 cosxT + ¢
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EJEMPLO 1.2.12 Evalia la integral indefinida / cos® z dz.

Solucién. / cos’ rdx = / cos’ x cos x dz
= /(1 —sen?z)? coszdx
= /(1 —u?)?du  donde u = senz; du = cosz dx

:/(1—2u2+u4)du

2u3 . u® n
=u——+ —+c
3 5
2sen®x  2sen’
=senx — 3 + 3 O

e Caso n par.

Podemos asumir que n = 2k, k € IN U {0}. Luego factorizamos el integrando de forma

conveniente.

Por ejemplo, si ponemos

2k 2

sen” z = sen?* & = (sen? 2)*,
usamos la identidad trigonométrica:

1— 2
Sen2x:‘3;s”>

Similarmente, si ponemos

2k

cos™ z = cos®* & = (cos? z)¥

y usamos la identidad trigonométrica:

1 2
cos’z = 1 Hcoster) C;S( :E)

EJEMPLO 1.2.13 Evalta la integral indefinida / sen* zd.

Solucién. / sen* zdr = / (sen? z)? dz

_ / <1—czs(2x)>2dw

= i / (1 — 2cos(2x) + 0052(237)) dz
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1 1 1
== — = [ 2cos(2 - 22
4/dav 4/ cos( x)dx+4/cos (2z) dx
1

1 1 1 + cos(4x)
= — _—— 2 —
i 4sen( :c)+4/( 5 )dx

1 1 1 1
=z — —sen(2z) + —x + = 4
2% 4sen( x) + 8x+ 8/005( x)dx

1 1
= gx ~ 1 sen(2z) + 3 sen(4z) +c. O

b. Productos de potencias de senos y cosenos / sen™ z cos" x dx

e Caso my n par.
Si m y n son pares, al integrar utilizaremos las identidades
9 1 — cos(2x)

sen” r =
2

1 2
cos? 4 — +C;S<w>

EJEMPLO 1.2.14 Evalda la integral indefinida / sen® x cos® x d.

2 2

_ / (1 —c0482(21:)> dz

Solucién. /sen2 reo rdr — / (1 - cos(29:)> (1 + cos(2x)> &

1 1
=-z—= [ 2cos?(2
12 8/ cos”(2z) dzx
11 )
—430—8/(305 udu
1 1 1 + cos(2u)
—43}—8/( 5 )du
1 1 1
=g = — = [ 2cos(2
157 16 du 5 cos(2u) du
RV DU D
= 1%~ 1gY T g 5en(2u) +c
1 1 1
= g ~z— ——sen(4
5% 33 sen(4z) + ¢
1 1
:gx—ﬁsen(élx)—i—c. O
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e Caso m o n impar

Si m o n impar, al integrar utilizaremos, de ser necesario, la identidad
sen’z + cos’z = 1

y/o el método de sustitucion.
EJEMPLO 1.2.15 Evalta la integral indefinida / sen” z cos® z d.

Solucién. / sen? zcos® xdr = / (1 — cos® x) cos® zdz

:/cos3mdx—/cos5a:dx

:/coqu:cosxd:c—/cos4a;cosa;da:

—/(1—u2)du—/(1—u2)2du donde u = senz; du = cosx

ud +2u3 u5+
=u———u —— —+4c

3 3 5

sen® z 2sen®z  sen’ =z
=senzx — —senx + — +c
3 5
5 3
sen°xr sen°zx

=— + +c O

5 3

c. Productos de potencias de tangentes y secantes / tan” zsec” x dx

e Caso m par.

Si n es par usamos la identidad

sec?z =1+ tan? z.

En efecto, considerando el cambio de variables
w=tanz; du=sec?zdz,
y m = 2k, k € IN, obtenemos

/tann zsec? rdr = /(8602 ) tan™ zsec? x dx = /(1 + u?)F Ly du.

e Caso n impar.
Si n es impar usamos la identidad

2

tan®z = sec’z — 1.
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En efecto, considerando el cambio de variables
u=secr; du=secxtanzdr,

yn =2k+ 1, k € N, obtenemos

/tanzlCH xsec" xdr = /(tan2 z)¥tan zsec™ trsecx dr = /(u2 — DEum=1 du.

e Caso n par y m impar.

En este caso podemos usar otros métodos, por ejemplo integracién por partes, que permitan
reducir nuestro estudio a integrales conocidas.
1.2.5. Método de integracién por sustitucion trigonométrica

Este método es un caso especial del método de sustitucion.

e Caso 1. Va? — 22

Figura 1.1. Tridngulo rectdngulo asociado a la relacién x = a sen 0

Notemos que
Va2 —122cRe 1< z < 1.

Ademais, resulta natural realizar el siguiente cambio de variables

S|

xr =asenf = <\/a2 —22=acosf A dz= acos@d@).
Por dltimo, observemos que de acuerdo a nuestro cambio de variables

0 = arcsen (E)

a

EJEMPLO 1.2.16 Evalia la integral indefinida

/m

Solucién. Ponemos x = 3 sen 6 y obtenemos

VO—a22=3cos A dr=3cosfdd A xz°>=09sen’b.
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Luego,
V9 — 22 3 cos cos? 6
W

—/9 — -3 cosf df _/sen29d0

:/cot29d0
—/(05029—1)d0
=—cot0—0+c

)0 _ 2
zﬂ—arcsen<§>+c. O

T

e Caso2. Va2 + x?

Figura 1.2. Tridngulo rectdngulo asociado a la relacién x = a tan6

Notemos que
Va+22eR VzeR.

Ademas, resulta natural realizar el siguiente cambio de variables
r=a tanf = (\/a2 +22=qasecl AN dx=a se020d9>.
Por altimo, observemos que de acuerdo a nuestro cambio de variables

f = arctan (g)

EJEMPLO 1.2.17 Evalta la integral indefinida / (9:2_2—;?‘_5)2
Solucién. Tenemos,
[ /  de _ / dx
(22 — 4z +5)? (22 — 4z +4) +1)°
B dz
B / ((x— 2)2 + 1)2
:/du dondeu=z-2 ; du=dzx
(u2 + 1)2 ?
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Ahora ponemos u = tan @ y obtenemos du = sec? § df. Luego,
sec? 0 do
I_/sec49d9 _/86020
= / cos® 0 df

/ 1 + cos(26) 40

2
0 1 U 1
= —+ —sen(20) +c <sen 20) = 2senfcosf = 2 . )
2 4 (26) (26) Vi+u?2 V1+u?
L arctanu+1—% 4
= — arcta B
5 rctanu 2Tl c
1 1 (z—2)
:iarctan<x—2>+§m+c. |:|

o Caso3. Va2 —a?

12— a?

Figura 1.3. Tridngulo rectdngulo asociado a la relacion x = a sec 6

Notemos que
\/xQ—aQEIR(:)({S—l V 521).
a a

Ademas, resulta natural realizar el siguiente cambio de variables
T =a sech = (\/1‘2 —a2=qatand A dxr=a sec@tan@d@).
Por dltimo, observemos que de acuerdo a nuestro cambio de variables

0 = arcsec <£>

a

8602 T

———dzx.
VtanZz — 16

EJEMPLO 1.2.18 Evalda la integral indefinida

Solucién. Tenemos,

sec2 T

dz
dx:/
Vtan?z — 16 V22 —16

26 Esta versién puede contener errores
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Ahora ponemos z = 4 secf y obtenemos
V22 —16=4tan A dz=4sech tan6do.

Luego,

I:/““emnede :/se09d0
4 tan 6

=In|sech + tanf| + ¢

2z V22 —-16
4*4’”

tanx + VtanZx — 16
4

:ln‘ tanx+\/tan2:c—16‘+c. |

=1In

zln‘ ’-l—c

1.2.6. Método de integraciéon para funciones racionales de seno y coseno

Si un integrando es una funcién racional que sélo depende de sen z y cos =, entonces haciendo

w (3)
Zz =Ttlan |\ —
27

ésta se puede reescribir en forma de una funcién racional que depende sélo de z, y la integral

el cambio de variables

resultante serd mas facil de evaluar.
Veamos a continuacién cdmo se origina este cambio de variables. Como ya sabemos:

sen(20) =2 senacosa A cos(2a) =2 cos® a — 1.

Luego, si ponemos

obtenemos

sen (%
" senx = 2 sen (f) cos (f) =2 (2) cos? (%)

2

9t (g) 1 2tan ) 2
N 2 secg(g) 1 —|—tan2(%) 1422
PR E)_ _ 1
m COST 2 cos (2 1 secQ(%) 1
2 . 2 1— 22

:1+tan2(§) T1422 T 1422

= z =tan <g> =dz = 38602(3)(11‘ = ;(1 —|—tan2(a2c>>dx = %(1 —{—zQ)dac
= (1_i_222)dz = dz.
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dx
1 —senxz +cosz’

EJEMPLO 1.2.19 Evalda la integral indefinida /

Soluciéon. Usamos el cambio de variables

wn(3)
Z =tan | —
27

que implica que

2d
do = ==,
1+ 22
Luego,
/ do _ / H% dz
— o 1—22
1—senz +cosx 1— 1+z2 + 1+;

_/ 2dz
(14 22) =22+ (1—22?)

:2//1—2

=—Inll—zl+¢

:fln‘lftan(gﬂﬂLC- U

EJEMPLO 1.2.20 Evalda la integral indefinida / secz dx.

Solucién. Usamos el cambio de variables

o (3)
Zz=Ttlan |\ -
2 )

que implica que

q 2 q 2z 1—22 . 2z
r=-———-dz senz = COST = —— anxy = —.
(14 22) 1+ 22 1+ 22 1—22
Luego,
1 2
/secmdx—/ dx=
CcoS T 1—2
1
/dz+dz
+
1—2z
=1In +c
1+ 2
1—2z+ 22
=In|———
1— 22
1+ 22 2z
= 1—22 1-— 22 te

=lInlsecx —tanz|+c. O
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1.2. METODOS DE INTEGRACION (TECNICAS DE ANTIDERIVACION)

1.2.7. Resumen sobre algunas técnicas de integracién

Tabla 1.2. Método de integracion por sustitucion

Integral

[ fu@) v'(e)do

/ £(u) du

du = u/(z) dx

Tabla 1.3. Método de integracion por partes

Integral

/u(w) V' (z) dz

/udvzuv—/vdu

u = u(x)

dv =/'(z)dx

du =/ (z)dx v =v(x)

Tabla 1.4. Método de integracién por sustitucion trigonométrica

Expresién Sustitucién Tridngulo asociado Expresiones asociadas
dz = a cos 6 df
a a’? — 2% = a®cos® 0
a’>— 122> x=asend ‘ 0 = arcsen (2)

a? —

Otras expresiones se obtienen
desde el tridngulo asociado

Va2 + x2

T =a tanf

dz = a sec26do
a? 4+ 22 = a?sec?6
6 = arctan (%)

Otras expresiones se obtienen
desde el tridngulo asociado

o p—

T = asect

V12—a?

dz = a secd tan 6 db

2 —a? = a’tan? 0

0 = arcsec (g)

Otras expresiones se obtienen
desde el tridngulo asociado

Esta version puede contener errores
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P(z)
(

Tabla 1.5. Método de integracion por descomposicién en fracciones parciales de la funcion racional i3

‘ Se asume que grad(P(z)) < grad(Q(z))

Forma de la integral [ 2@ dz  Forma de la descomposicién
8 Q(z) p

P(x) A B
——d d d
,/(J:—a)(x—b)z /x—a er/x—bz
e d —=_d —d
/(x—a)”dx /xfa e (x —b)? T (x —a)™ *
A B
/713(@ dz, b —4ac <0 /71’Jr dx
ax? +br+c ax? +br+c
P(.’B) 9 Al.CL'—f—Bl / AQJ}-FBQ / An$+Bn
—_— — 4 0 —d ——d ——d
/(ax2+bx+c)"dx'b ac < /ax2+bx+c Chl (az? + bx + ¢)? ChEA (az? + bx + c)” .

Nota: Sigrad(P(z)) > grad(Q(z)) entonces gg; =C(z) + ggi;
con grad(R(z)) < grad(Q(z)) y P(z) = C(z)Q(z) + R(x)

Tabla 1.6. Método de integracion de funciones racionales de seno y coseno

Expresiones asociadas

Sustitucion
_ 2
dx = o dz
_ 2z
. . senz = 1%
2= tan (3)

COST = {73

_ 2z
tanz = =5

EJERCICIOS DE REPASO 1.2.1

1. Evalaa las siguientes integrales indefinidas usando el método de sustitucion

u)/2x sen(1 + x?) dx b)/x\/1+x2 dx c)/sen4xcosazdx
_ V4
d)/ldx e)/w\/a2+b2x2dx f)/wdw
(3—2x)3 x

2. Evalua las siguientes integrales indefinidas usando el método de integracién por partes

a)/eh sen(e”) dz b)/ex sen x dz c)/x4 V6 — 3z dx

d)/cosmcos(Qm) dx e)/(lna:)2 dz f)/cosxln(senx) dz
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3. Evalua las siguientes integrales indefinidas mediante una descomposicion en fracciones

4 —2 622 — 2z — 1 2+ +2
ﬂ)/$3_m2 dCC b)/g_dﬂf C)/Md$

4z — 323 +13x+4 22
d)/x3—2x2+4x— dz )/ prany ﬁ/x4+2x2+1dx

4. Evalta las siguientes integrales indefinidas usando sustitucién trigonométrica

parciales

1 3 sec x
—d b —_dt — - d
a)/w2 vw? —7 v )/ (25 — t2)? C)/ (4—tan233)% v

d)/ < d e)/ ! /
VA
(2% + 87 +7)% (02—60+18% sv/In%s —4

5. Evalua las siguientes integrales indefinidas

1 (2
a)/tan4xsec6:cdx b)/sen 2o 2 dp C)/ + cos(27)

sen?(2z)

1 1+
d)/Qsen$+2cosx+3dx 6)/ 1_$d:c f)/1+cosxdx

Para ver las Soluciones de algunos de los Ejercicios de Repaso 1.2.1 presiona aqui

1.3. Aplicaciones de laintegral indefinida en problemas de valores iniciales

1.3.1. Preliminares
Ecuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacion diferencial ordinaria es una ecuacion en la que intervienen derivadas respecto a una
variable independiente de una o mas funciones desconocidas.
Algunas ecuaciones diferenciales ordinarias son
dy 5 dy 222 d%y Az +3
— =2r, —=_-—, —5 =4r+3.
dz " odr 3y da?
Se dice que las ecuaciones son de primer orden si las derivadas que contiene son de primer orden,
de sequndo orden si las derivadas que contiene son de segundo orden, pudiendo contener otros
términos con derivadas de primer orden, y asi. ..
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Variables separables

Una ecuacion diferencial de primer orden muy simple es

dy

dr = f(x),

que también se puede escribir en la forma

Esta ecuacién la podemos resolver integrando directamente en cada lado de la igualdad, de forma

/dy—/f(x)dwz

de donde, al integrar en cada lado de manera independiente, obtenemos,

que

y=F(x)+c¢
donde F es una antiderivada de f.

Mas generalmente, ecuaciones diferenciales ordinarias que se pueden reducir a la forma

dy  f@)

dz  g(y)

7

o bien a la forma
g(y)dy = f(x)dx

reciben el nombre de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de variables separables, las que
se pueden resolver directamente al integrar en cada lado de la igualdad. Es decir,

[owav= [ ras,

G(y) = F(z) + ¢,

de donde obtenemos

donde F' es una antiderivada de f y G es una antiderivada de g.
EJEMPLO 1.3.1 Transforma la ecuacién diferencial
fi(@) g1(y) dz — fa(x) g2(y) dy = 0
en una ecuacién de variables separables.
EJEMPLO 1.3.2 Resuelve la ecuaciéon diferencial
coty cscydx + (1 + x) cscydy = 0.
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EJEMPLO 1.3.3 Resuelve la ecuacion diferencial

Sugerencia: Usa el cambio de variable y = uz.

1.3.2. Problemas de valores iniciales

Si al formular una ecuacién diferencial en términos de una variable “y” que depende de una
“"_r

variable “z”, se especifican condiciones sobre la variable “y” en un tnico valor de “z”, entonces

denominamos a este problema, problema de valores iniciales o PVI.

EJEMPLO 1.3.4 Encuentra una solucién general de la ecuacién diferencial

dy 222

dz 3%
Luego, encuentra una solucién particular que satisfaga la condicion inicial y = 1 cuando = = 1.

OBSERVACION 1.3.1 Otra forma de plantear el problema anterior es la siguiente: Resuelve el PV

p 222
V===
SR
y(1) =1.
EJEMPLO 1.3.5 Resuelve el PVI
y' =4z +3
y(1) =2
y'(1)=-3

EJEMPLO 1.3.6 Sea S el conjunto de todas las curvas cuya pendiente estd dada por:

; _3x+my2
2y + 22y’

Encuentra la curva en S que pasa por el punto (2, 1) del plano cartesiano.

1.3.3. Aplicaciones

Modelamiento Matemaético

Los modelos matemdticos se usan para describir mateméticamente un fenémeno de la vida

real. El modelamiento matematico corresponde a la formulacién de un modelo matematico. Algunas

etapas para formular un modelo son:
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= A partir de cierta informacién respecto de un hecho o fenémeno, se identifican aquellas

variables que son agentes de cambio del fenémeno usando notacién matematica.

= Se plantea una (o0 més) preguntas respecto del hecho o fenémeno y se identifica el problema
a investigar, complementando la informacién que se conoce con alguna informacién adicional,
la cual generalmente corresponde a leyes empiricas, y que ayuden a contestar la (las)
pregunta(s).

» Una vez establecido el conjunto de hipétesis razonables acerca del fenémeno en cuestion
(también conocidas como leyes empiricas aplicables), se plantea el modelo y se realizan las

operaciones necesarias para resolver el problema planteado.

Dentro de las hipétesis que ayudan a describir un fenémeno, con frecuencia encontramos a la
razén de cambio de una o mas de las variables que intervienen. Luego, el enunciado matemaético
correspondiente a cada hipétesis por lo general se representa mediante una o méas ecuaciones en

las que intervienen derivadas de funciones.

Reacciones quimicas y desintegracion

Sea t la variable tiempo medida en una unidad de tiempo determinada y supongamos que en
t = 0 se tienen zp gramos de una cierta sustancia (puede ser cualquier otra unidad de medida
como kilogramos, centigramos, etc. ..). Nos interesa saber como se desintegra esta sustancia con el
paso del tiempo.

» Denotemos por z(t) a la cantidad de la sustancia en el tiempo ¢. Entonces z(0) = xy.

= Sabemos que
dz

dt

representa la razén de cambio de la cantidad de la sustancia con respecto al tiempo ¢.

= Asumamos, para efectos de plantear nuestro problema, que la velocidad con que se descompone
la masa de la sustancia es proporcional a la masa. Esto es,

dz
T —kz,

donde k£ > 0 es la constante de proporcionalidad. El signo negativo se explica pues se espera
que la cantidad de sustancia disminuya con el paso del tiempo. Ademads, notemos que el
supuesto que la velocidad con que se descompone la masa de la sustancia es proporcional a la masa
es muy razonable, pues se sabe que para cierto tipo de moléculas que se desintegran por la
accién del medio, el nimero de moléculas que se descomponen en una unidad de tiempo es

proporcional al nimero de moléculas total presente.
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» Entonces, debemos resolver el PVI

dx
&k
at v
x(0) = xo.

= Notemos que la ecuacién en el PVI es de variables separables, y es equivalente a la ecuacién

do
xz

d
/x——k/dt,
X

In|z| = -kt +c,

= —kdt,

la cual se resuelve integrando,

de donde obtenemos que

o equivalentemente
z(t) = Ce™®' para alguna constante C' > 0,
pues x(t) > O paratodot > 0,y e Fi+e = e¢e™Ft = Ce™*t, con C = e°.
» Evidentemente, como z(0) = x, el valor de C debe ser exactamente igual a x(. En efecto,
(z(0)=z9 A z(0)=Ce*=0C)= C =

Por lo tanto, la solucién del PVI es

z(t) = zge ¥,

= En muchas ocasiones se pregunta por la vida media o semivida de la sustancia, que es el
tiempo requerido para que la sustancia se reduzca a la mitad. En nuestro caso estudiado, la
ecuacion a resolver para t seria

Lo —
— =XIpe€ kt.
2

EJEMPLO 1.3.7 (Desintegracién de sustancias radiactivas) Una sustancia radiactiva se desintegra
a una velocidad que es proporcional a la cantidad presente. Ademas, se sabe que de 200 gramos
de esta sustancia radiactiva, al cabo de 100 afios quedan s6lo 50 gramos.

a) Calcula la vida media de esta sustancia.

b) (Cuéntos gramos de sustancia radiactiva quedarén al cabo de 200 afios?
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Solucién. De acuerdo a la informacién del problema, la cantidad inicial de la sustancia radiactiva

es
xo = 200.

Si x(t) es la cantidad de la sustancia radioactiva en el instante ¢, entonces
z(t) = 200e~*¢,

donde k es la constante de proporcionalidad entre la velocidad con que se descompone la masa
de la sustancia y la masa. Para responder a las preguntas planteadas es evidente que necesitamos
encontrar previamente el valor de k.

De acuerdo a la informacién del problema, tenemos que

(100) = 50.

Por otro lado,
z(100) = 200e 100,

Luego, podemos calcular k resolviendo la ecuacién
50 = 200e 100k,

de donde obtenemos que
k= In 470,

Ahora responderemos a las preguntas planteadas.

a) Nos piden calcular la vida media de la sustancia. Tenemos,

200 _ 5ge-mao"
2 7
que conduce a
1, 1 _1
47 100" = 5 =4z,
de donde
1 1
==
100 2
Luego,
t = 50.

Por lo tanto la vida media de la sustancia es de 50 afios.

b) Nos piden calcular 2(200). Tenemos,

200

L _
£(200) = 200470 = 20017 = T2

=12,5.
Por lo tanto, en 200 afios quedaran 12,5 gramos de la sustancia. [J
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Crecimiento exponencial de poblaciones

Sea t la variable tiempo medida en una unidad de tiempo determinada y supongamos que en
t = 0 hay P habitantes en de una cierta especie en un determinado lugar. Nos interesa saber como
varia la cantidad de habitantes con el paso del tiempo.

» Denotemos por P(t) al nimero de habitantes de la especie (en un determinado lugar) en el
instante ¢. Entonces P(0) = P,.

= Sabemos que
dpP

dt
representa la razén de cambio de la cantidad de poblacién con respecto al tiempo t.

» Establezcamos algunas condiciones razonables que debe satisfacer P. Sea N(t) = N la tasa
de natalidad de la especie y M(t) = M la tasa de mortalidad de la especie. Si At es un
intervalo de tiempo pequefio, tendremos que

P(t + At) — P(t) = N P(t) At — M P(t) At.

Luego, dividiendo por At en ambos lados y pasando al limite cuando At tiende a cero, obte-

nemos que

dP
— =kP,
dt

donde k = N — M es la tasa de crecimiento neto de la poblacién (k puede ser positiva o
negativa, dependiendo de los valores de M y N).

» Entonces, debemos resolver el PVI

ap

=kP
dt
P(0) = Fo.
= Notemos que la solucién de este PVI es
P(t) = Pyekt.

EJEMPLO 1.3.8 La poblacion de cierta ciudad se duplic6é desde el afio 1980 hasta el afio 2000. Si la
tasa de crecimiento natural de la poblacién es proporcional a la poblacién en cualquier tiempo y
la poblacién en 1960 era de 6.000 habitantes, estima la poblacién para el afio 2016.

Solucién. De acuerdo a la informacién del problema, la poblacién inicial estd dada en el afio 1960,

y es
Py = 6.000.
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Si P(t) es el niumero de habitantes de la poblacién en el instante ¢, entonces
P(t) = 6.000e"?,

donde k es la tasa de crecimiento neto de la poblacién. Nos piden calcular el nimero de habitantes
de la poblacién para el ano 2016, y como 2016 — 1960 = 56, debemos calcular P(56), por lo que
necesitamos encontrar el valor de k.

De acuerdo a la informa