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Com o intuito de auxiliar no aprendizado de algumas disciplinas o grupo
PET-CEM resolveu incluir em suas atividades o desenvolvimento de algu-
mas apostilas. Tais apostilas foram feitas em cima da ementa da matéria de
interesse, bem como do seu livro texto.

Como mencionado acima, o objetivo desta apostila é auxiliar os estudos,
em momento algum o aluno deve deixar de lado a leitura do livro texto e o
aproveitamento em sala de aula com o professor.

Esta apostila contém somente as principais formulas do célculo vetorial, sem
suas deducoes nem condicoes de uso. Portanto, para a leitura da mesma, é
tido como pré-suposto que o graduando ja tenha em mente o que existe por
traz dessas "simples féormulas".

Com isso, é fundamental, antes do apoio desta apostila, que o aluno ja tenha
tido um contato mais completo com a matéria.



Capitulo 1

Unidade 1

1.1 Operacoes Vetoriais

As operacbes vetoriais, tais como as escalares, sdo: adicdo; subtracdo; e
multiplicacdo. Esta tGltima podendo ser escalar ou vetorial, como veremos
no decorrer do capitulo.

1.1.1 Adigao e subtragao

Sao as operagoes mais simples a serem feitas, apenas sendo somados os ve-
tores termo a termo.

Exemplo 1 (Adicao e Subtragao vetoriais) Sendo, u=< 1,2,3>e¢ V=<
3,2,1 >, calcule :

a)u+uv:
u+v=<1,2,3>+<3,2,1>
u+v=<1+38, 2+2, 3+1>
u+v=<4, 4, 4,>

b)u-v:
u-v=<1,2,8>-<8,2,1>
u-v=<1-3, 2-2, 3-1>
u-v=<-2, 0, 2,>

1.1.2 Multiplicacoes Vetoriais

Sao duas as operacoes possiveis: a primeira resulta um um escalar, e por isso
chamada de Multiplicacao Escalar Vetorial; ja a segunda tem como resultado
um vetor e por isso se diz que é uma Multiplicacdo Vetorial.

Na escalar, tem-se a multiplicacao, termo a termo, dos vetores, para entao a
soma desses resultados.



Exemplo 2 (Produto Escalar Vetorial) Sendo, u=<1,2,3 > e v=<
3,2,1 >, calcule :

a)uv
u-v=<1,2,3>-<3,2,1>
u-v=1%x34+2x24+3x%1
u-v=10

Quanto a multiplicagdo vetorial, existe mais de uma maneira de ser cal-
culada. Aqui sera apresentada aquela que é conhecida como o método "da
primeira linha". E interessante lembrar, que esta operacio fornece o vetor
normal aos voetores calculados.

Exemplo 3 (Multiplicagao Vetorial) Sendo, u=< 1,2,3>e¢ V=< 3,2,1>
,calcule :

a)uxv :
uxv=<12,3>x<3,2,1>
5> = =
i J ok
uxv=|1 2 3
3 2 1
- - —
uxv=4 *x(2x1—-3%x2)— j *x(1x1—-3%3)+ k #(1*x2—2x%3)

1.2 Equacgoes Paramétricas de Retas, Planos e ou-
tras Superficies

1.2.1 Retas

A equacao de uma reta pode ser obtida por um ponto rg, pertencente & reta,
e o vetor diretor da mesma, ou seja, aquele que dara a direcdo para a reta.
Sendo assim, a equagao vetorial de uma reta tem a forma:

_>
r=rg+tv

Sendo:

— 1o, um ponto pertencente a reta;
— t, pardmetro, ou variavel, onde cada valor dado para o mesmo fornece uma posicao, r, na

- .
— v, vetor diretor da reta.



A notacdo usada para o vetor diretor foi s6 para uma melhor visualizacao da
equacao. Mas, devg—se_l)embrar de que estamos tratando de calculo vetorial,
ou seja, os termos 7 e rg, também sao vetores. Eles sao, para esclarecimento,
vetores que fornecem a posi¢ao de um ponto na reta em relagdo a origem do
sistema de coordenadas.

Exemplo 4 Determine a equacdo paramétrica da reta que passa pelos pon-
tos (4,-1,2) e (1,1,5).

—Sado dados dois pontos pertencentes a reta.

— Um deles serd diretamente usado da equacdo de parametrizacao.
—Ambos o0s pontos serdo usados para definir um vetor diretor da reta.

— Feito isso, basta colocar os resultados obtidos na equacdo de parametriza-
cao e o problema estard resolvido.

7o =<4,-1,2>

v=(1,1,5) - (4,-1,2) =<1—-4,1—-(-1),5—-2 >

=

v=<-3,2,3 >

— — —
r ro +t v
To= <4,-1,2> 4t < -3,2,3>
%
r(t) = <4-3t,2t—1,3t+2>

Exemplo 5 Determine a equagio da reta que passa pelo ponto (—2,2,4) e
€ perpendicular ao plano 2z — y + 5z = 12.

—E fornecido wm ponto pertencente a reta e € dito que a mesma € perpen-
dicular a um plano.

— Temos um ponto na reta, nos falta somente um vetor diretor, aqui cha-
mado de v para a mesma. Como foi dito que ela é ortogonal ao plano, logo
seu vetor v poderd ser o vetor normal do plano, aqui chamado de n.
—)Sabengl}o disso e por inspecio a equagdo do plano que foi fornecida, temos
o vetor v da reta.

—Caso o leitor nao se lembre, o vetor n do plano é facilmente obtido ins-
pecionando os coeficientes das varidveis x,y e z, da equag¢do do plano. No
caso o vetor normal serd: ﬁ):< 2,—1,5 >.

—Tendo essas informacoes, basta substituir na equacdo da reta.

ro=< —2,2,4 >

=v=<2-1,5>

3

— —
ro +t v
<=2,24>4+t<2,-1,5>
= <20-2,2—t,5t+4>

AT
|



1.2.2 Planos

Para determinar a equagao de um plano sao necessarios, um ponto perten-
cente ao mesmo e o seu vetor normal. Assim sendo, definimos um ponto
genérico no plano e dizemos que o vetor formado pelos pontos no plano, o
genérico e o tido, serd ortogonal ao vetor normal do plano. Ou seja, mate-
maticamente, temos que:

’ ne(r-ryp) =20 ‘

Considerando um espago tridimencional e espandindo os termos com as
operacoes vetoriais, ficamos com:

a(x-x0) + b(y —yo) + (2 —20) =0

Sendo:
—n = <a, b, ¢>, um vetor normal ao plano;
—r9 = <Xp,Yo0,20 >, um ponto pertencente ao plano; e
—r = <X,y ,z>, um ponto genérico do plano.

Exemplo 6 Determine a equag¢ao do plano que passa pelo ponto (2,1,0) e
¢ paralelo a ¢ + 4y — 3z = 1.

— Ponto pertencente ao plano € dado.

—E dito que é paralelo a outro plano. Com isso, podemos usar o vetor
normal do plano fornecido para obter a equagdo do novo plano.

%

ro=<2,1,0 >

-

n=<1,4,-3>

a(z — o) +b(y — yo) +c(2 —20) =
(r—2)+4(y—1)—3(z—0)
r—24+4y—4—-3z =
r+4y—3z =

o O O O

Exemplo 7 Determine a equagdo do plano que passa por (3,—1,1), (4,0,2)
e (6,3,1).

— Trés pontos no plano sio dados.

— Naturalmente um serd usado como ponto dado do plano.

— E utalizaremos os trés para definir wm vetor normal ao plano.

— O wvetor normal serd definido com o multiplicacdo vetorial de dois vetores
contidos nos planos, estes vetores serao formados por esses trés pontos for-
necidos.

ro=<3,—1,1>

— —

N
U X w=n



=<3,-1,1>—<4,0,2>=< —1,—1,—1>

=<6,3,1>—<4,02>=<23 —1>
- = S

glsl

- = i J k
uxuw=|_1 -1 -1
2 3 -1
U X w=<4,-3,—1>
n=<4,-3 1>

a(x —xo) + by —yo) +c(z — z0) =
A4z —-3)-3y+1)—(2—1)
dr —12-3y—3—2+1

de —3y—2z = 14

Il
oo o

1.2.3 Superficies

Nesta secdo, serdao apresentadas algumas superficies fundamentais, usadas
na matéria.

Quadricas

Consiste em superficies tridimencionais, formadas por equacdes do segundo
grau. Essas superficies podem ser parametrizadas da forma:

r = X
y =y
z = z(z,y)

A funcdo dependente de x e y, neste caso, terd a forma de uma das fungoes
quédricas: parabola, hipérbole ou elipse. Esta é obtida, apenas isolando a
varidvel z na equagao.

Exemplo 8 Parametrizacio do paraboldide x2+y2—z = 0, mostrado abaizo:




— Através da imagem, verificam-se duas informagoes importantes. 1) Temos
uma pardbola em z. 2) Temos circunferéncias no plano xOy.

—Serdo mostradas duas parametrizacées, uma com coordenadas retangu-
lares e outra com coordenadas polares.

Coordenada retangular
— Esta serd feita conforme o apresentado nesta se¢do.
—Serdo usados x e y como pardmetros e também uma funcao z(z,y).

— Para tal basta isolar z na equacdo fornecida.

Assim,
4y —2=0
o
Com 1isso,
T = =z
riry)=q ¥y =y
z = z(=zy)
T =
rny)= y =
R

— Embora os limites nao tenham sido especificados, estes podem ser en-
contrados fazendo z2 + y? = r2, onde r é o raio do circulo no plano zOy.

— Com isso, vé-se factlmente que x e y variardo de —r & +r.

Usando Coordenadas Polares

—Para fazer a parametrizacdo tendo r e 0 como pardmetros, sendo r o
raio do circulo em xOy e 0 o dngulo entre o raio e x. Faz-se x = rcos(f) e
y = rsen(0).

Ficando,
x = x
riry)=g v =y

z = x2+y



x = rcos(f)
r(r,d) =< y = rsen(d
z = r?
— Com isso temos 0 € [0,27| e para acharmos o raio devemos substituir

em z =12 0s limites conhecidos de z.

Cilindricas

Superficies cilindricas sdo normalmente expressas em coordenadas cilindri-
cas, por uma questoes de simplicidade dos ciculos. Mas, também, podendo
serem expressas em retangulares. Em coordenadas retangulares, temos:

r = X

re—=x

z = Z

Ja, em coordenadas cilindricas ficamos com as seguintes equagoes:

= rxcos(h)
y = 7rxsen(d)
z = z
Sendo:
— 1, o raio do cilindro, uma constante;
— 0,6 €0, 27]
—z, a "altura", z, do cilindro
Cénicas

Superficies conicas tém uma parametrizacdo bastante parecida com a de
uma superficie cilindrica. Sendo a difenga, que: em um cilindro o raio é uma
constante; e em um cone ele varia de forma linear com a altura do cone.
Sendo assim, podemos fazer:

x = 1r(z)*cos(0)
Yy r(z) * sen(0)

Sendo:

—T1, o raio do cone, agora uma variavel que depende da altura do mesmo;
— 6,0 €0, 27];
—z, a "altura", z, do cone.



Esféricas

Embora dé de parametrizar uma esfera pelo modo apresentado na secfo
das superficies quadricas, ¢ muito mais conveniente, para efeito de céalculos,
parametriza-las em coordenadas esféricas. Ficando:

x = rxsen(f)cos(o
= rx Sen(g)sen((b) Furta: Htpif e commornn. wikimediaarg’
z = rxcos(f)

~—

<
|

Sendo:

—r, 0 raio da esfera;
—¢, menor angulo entre = e r * sen(f), ¢ € [0, 27];
—6, menor angulo entre p e z, § € [0, 7]

1.3 Parametrizacao e Curvas Espaciais

E usual representar funcées no plano por:

onde x é a varidvel independente e y é a variavel dependente. Neste caso,

o grafico é formado pelo conjunto dos pontos da forma (z, f(x)).
A
y f(x)

\

X

Agora vamos usar um parametro independente adicional ¢ para descrever
T ey, assim :






Neste caso o grafico é formado pelo conjunto dos pontos da forma (z(t), y(¢)).
) f(x(t),y(t))
y(to

N

\

v

x = z(t)
fla(t),yt),z(t) =4 yv= y((t; t é o parametro.
z=z(t

As vantagens de usar esse tipo de representacao sao:

1. Algumas curvas sdo melhor representadas quando colocamos x e y em
funcdo de uma terceira varidvel.

2. Do mesmo modo algumas vezes é melhor usar um novo sistema de
coordenadas.




Exemplo 9 Em coordenadas retangulares o circulo de rato 2 é representado
por z? + % = 22,
Neste caso temos duas funcdes implicitas de x.

fa) = y =22 —a? parte superior
y=—2%— 2 parte inferior

Observando a Figura 1, percebemos que os pontos do circulo podem ser
representados por:

r(t) = { x = rcos(t) te [0,2r]

y = rsen(t) r=cte
A
Y
R*sen(a
(0% T
R*cos(a) >
Figura 1

Fssa € a representacdo paramétrica do circulo.

1.4 Funcoes Vetoriais e Calculos de Campos Veto-
riais
E interessante colocar a definicdo dessas funcoes segundo James Stewart:

"Em geral, uma fungdo é uma regra que associa a cada elemento do seu
dominio um elemento de sua imagem. Uma funcao vetorial, ou fungao de
valor vetorial, ¢ uma fun¢do cujo dominio é um conjunto de niimeros reais



e cuja imagem é um conjunto de vetores. Em particular estamos interessados
é fungdes r cujos valores sdo vetores tridimensionais. Isso significa que para
todo ntmero t no dominio de r existe um tnico vetor deVs denotado por
r(t). Se f(t), g(t) e h(t) sdo os componentes do vetor r(t), entao f, g e h sdo
funcoes de valor real chamadas de fungoes componentes de r e escrevemos:

r(t) = <f(t), g(t), h(t)>
r(t) = £(t)i + g(t)j + h(t)k

Campos vetoriais sdo campos que associam a cada ponto do seu espago
um vetor. Neste capitulo serdo vistos conceitos de calculos para esses campos
que sao expressos por funcdes vetoriais.

1.4.1 Aplicacao do Calculo Diferencial e Integral as Fungoes
Vetoriais

— O limite de uma funcao vetorial é calculado fazendo o mesmo limite para
cada uma de suas fungdes componentes.

limr =< lim f(¢), lim g(¢), lim h(t) >

t—a t—a t—a t—a

— A derivada de uma funcéo vetorial é calculada fazendo a derivada de
cada uma de suas fungdes componentes.

| r(t) = <F(t), g(t), h'(t)> |

— A integral de uma funcao vetorial é calculada fazendo a integral para
cada uma de suas fungdes componentes.

/abr(t)dt =< /abf(t)dt,/abg(t)dt, /abh(t)dt >




1.5 Comprimento de Arco

Para uma curva em coordenadas cartesianas, temos:

b
dy
= [ 1+ 24
/a +dmm

Supondo uma curva C descrita pelos parametros x = f(t) e y = g(t),
com t € [a, B] e f'(t) > 0, que quer dizer que C ¢ percorrida somente uma

vez, temos:
dy/dt dy/dt
/ \/ d:z:/dt / \/ d:z:/dt A\

Theorem 1 Se uma curva C for descrita por x = f(t) e y = g(t), onde
t € [a, 8], onde f' e g sdo continuas em Ja, B] e C é percorrida somente
uma vez quanto t varia de o até beta entao o comprimento de C ¢ dado por:

Exemplo 10 Comprimento de um circulo

L =

~[*™ [ d(rsen(t)) d(rcos(t))
L= \/(clt)2+(clzf)2dt

27
L = / V (reos(t))? + (—rsen(t))2dt
0

L = 2nr

(1.1)

1.6 Integrais de Linha

As integrais de linha se assemelham as integrais ja vistas em outros célculos.
Sua diferenca é que nao é mais calculada em um invervalo [a,b], mas sim ao
longo de uma curva C. Para o cédlculo de uma integral de linha, a mesma
serd reduzida a uma integral normal. Para tal serd utilizada a nogdo de
comprimento de arco.



Theorem 2 Se f ¢ definida sobre uma curva lisa C, entdo a integral de
linha de f sobre C é:

xz,y)ds = lim Ax;, Ay;)As;
|t i 3 i Au)

Se esse limite existir.

Tente pensar que as integrais de linha sfo as infinitas somas, e por isso
integral, de pequenas variagbes da fungdo multiplicadas pelo comprimento
de arco "andado'"com essas variagoes.

Com isso, podemos introduzir o conceito de comprimento de arco na integral
de linha e assim, reduzi-la a uma integral simples, que ir4 variar de acordo
com a parametrizacao da curva C.

dzr

B a0
/wamds = / Flae), o) (2 + ()2t

Repare que agora temos um parametro que descreve a curva, nesse caso
chamado de t. Repare também que ao parametrizar a curva, fazendo x = x(t)
e y = y(t), também foram substituidas as varidveis z e y da funcdo, por suas
respectivas parametrizagoes. Para um melhor entendimento, seguem alguns
exemplos:

Exemplo 11 Calcule a integral de linha da da fungao f = y,com x € [0,2],
com a curva mostrada abaizo (C : x = y>):

44

x=y*

4

—Se observarmos, veremos que a curva jo é dada paramatrizada, com:



w={} 2 %

— Para sequir uma notacao padrdao, utilizaremos a varidvel t para a pa-
rametrizacgo. Ficando:

T t
r(t) =
®) { y Vit

—Tendo a fungdo escalar, f =y, e a parametrizacdo da curva. Para o
cdlculo da integral de linha basta uitilizar o definicdo.
Seque a resolucdo:

—Como as questoes de integrais de linha exigem uma série de passos
para a concretizacdo do cdlculo. Calcularemos antes algumas informagées
que serao usadas na integrol.

r(t) = <t; \/E>

1)

@) = 12+(1t>2

g
—~
=
—~
o~
S~—
S~—

|
o~

ﬂ\
=
Il
/\g

<

[ rewis = [rew)lo]a
[swaas = o ()2 (5 ) 2
[rwas = [wiy(3)+

/Cf(x,y)ds: = /02 t+ 1dt

/Cf(ﬂﬂ,y)d‘f’i =

[ fapds = Ser-y
C

Exemplo 12 Calcule a integral de linha da funcgao f(z,y) = 22 4+ % sobre
a por¢ao do primeiro quadrante de um circulo de raio r = 2 com o centro na
origem.



—E notoria a conveniéncia, nao a obrigatoriedade, do uso de coordena-
das polares.

— Para este caso, temos que:

x = rcos(t) f(@.y) = o+
i) 82 T Ha o) = (reos(0) + (rsen)?
fr®)) = 1

r(t = (2cos(t);2sen(t))

flr®) = 4

' (t) = (—2sen(t);2cos(t))

()] = A(sen(t) + cos?(t)) = 2



/f(x,y)ds
/Z faads = [
/Cf(x,y)ds :

/ flay)ds = S[2
C

/ fl.y)ds = 4n
C

1.7 Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Theorem 8 Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva
lisa C dada pela funcao vetorial r(t), a < tb. Entao a integral de linha de F
ao longo de C é:

/CFodr:/abF(r(t))or’(t)dt

Ezxzemplo 13 Calcule a integral de linha do campo vetorial F' sobre a curva

C, t €10,1]. Sendo:

— A parametrizagdo da curva ja foi dada. Com isso, podemos fazer

F(r(t)).

—Com a finalidade de organizar as informagoes tidas, serdo calculados
F(r(t)) er'(t) antes da integral.

F(r(t)) = <t4t9,—t3¢ﬁ>
() = (2t,3t%)

Tendo os dados em maos, basta utilizar a definicdo de integrais de linha
para campos vetoriais:



S & S S &
S = S S =
[ ] ® [ ] [ ] [ ]

N R R R K



Capitulo 2

Unidade 11

2.1 Teorema Fundamental das Integrais de Linha

Considerando V f, uma derivada de f. Entdo o que seque abaizo seria um
Teorema Fundamental do Cadlculo para as Integrais de Linha.

Theorem 4 Seja C uma curva lisa dada pela fungao vetorial r(t), t € [a,b].
Seja f uma fungdo diferencidvel de duas ou trés varidveis cujo vetor gradi-
ente Vf é continuo em C. Entdo:

/C Vfedr = f(r(b) — f(r(a)

Exemplo 14 Determine o trabalho realizado pelo campo vetorial F' para mo-
ver uma particula de (0,1) a (2,3):
P 3/2 7 -
F(z,y) =2y"" i +3a\/y
— Verificar se é um campo vetorial conservativo, por:

0oQ opP
dr Oy
— Apds verificado € sabido que, se F' é um campos vetorial, entdo F =

Vf.
—Achar a funcdo f.

—Com isso, podemos aplicar o Teorema Fundamental das Integrais de
Linha.

23



oQ oP

Oz 3y
93z.\/y 92y°/?

ox oy
Vy = 3y

Logo, o campo € conservativo. Entdo, o proximo passo € achar f.

Vf = <f:27 fy>
Da definicao de gradiente, sabemos que as fungoes f; e f, sdo, respecti-
0 0
vamente, a—f e 8—f Com isso, € intuitivo que a funcgdo f seja obtida fazendo
£z Y

as integrais nessas varidveis.

;o= /fxdw
o= [ty

Como essas integrais sio indefinidas elas gerardo constantes. E inte-
ressante lembrar que quando se integra em x, y é considerado constante e
vice-versa. Para o inicio da definicdo de f pode-se escolher qualquer uma
das duas fungoes, f, ou f,. Aqui iniciaremos os cdlculos com f,, com isso
aparecerd uwma constante que poderd ser em funcao de y, aqui chamada de

c(y).

f = f:vdw
f = 2y3/2da?
fo= 2y +c(y)

Uma vez feita a integral, falta-nos definir a constante de integra¢ao c(y).
Para isso derivaremos em y e compararemos o resultado obtido com o f,
fornecido no exemplo.

of  02zy* + cly))
oy dy

0

E)ng = 3:6\/g§+c'(y)

Comparando o resultado vemos que c'(y) = 0. Agora integraremos em y
para retornar para o funcgdo f.



[ = fydy

f 3z+/ydy
o= 2ay*?+c(a)

Novamente, derivaremos em x e compararemos o resultado.

of d(2zy3/? + c(x))

@ Ox
ox

= 27 4 (a)

Assim vemos que ¢ (x) também é zero. Portanto a constante de integra-
¢cGo independe de x ou y. F ficamos com:

f =2z +k
Agora, basta aplicar o teorema fundamental do cdlculo:

j[CFdr = ivm
f(2,3)

Vfidr = — f(0,1)
C

= 2*2*33/2+k—(2*0*13/2—|—k)
Vidr = 4V27

2.2 Teorema de Green

O Teorema de Green fornece uma relacdo entre as integrais de linha e as
wntegrais Duplas. Serd visto mais adiante que ele é uma forma mais simples,
um caso especial melhor dizendo, do Teorema de Stokes.

Theorem 5 Seja C' uma curva plana simples, fechada, continua por trechos,
orientada positivamente, e seja D a regido delimitada por C. Se P e Q tém
derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma regido aberta que
contenha D, entdo:

oo [

Ezxzemplo 15 Calcule a integral de linha j{Fdr onde C € a curva fronteira,

orientada positivamente, da regido delimitada pelas pardbolas y1 = ++/ e



yo = 2. Sabe-se também que:

F={y+e™ 22+ cos(y2)>

— A drea de interesse € a regidgo entre duas pardbolas.
— Para determinar o ponto de intersec¢ao basta igualar y1 a yo.

—E de bastante ajuda o grifico dessas funcées para a andlise dos limites
de integracgao.

fror [ f (240

]{ Fdr = / /D 3(2w+8(;08(y2))_3(ygyeﬁ)>dA
j{m - /0 /0y2(21)dxdy

?{ Fdr = /0 1y2dy

]{Fdr = [1y3r

fro o1



2.3 Superficies Paramétricas e Suas Areas

[ —

Tal como foi feito com as curvas espaciais, usando um pardmetro t para
suas paramelrizacoes. A paramelrizacao também pode ser aplicada em su-
perficies. Com isso, através de dois pardmetros u e v, por exemplo, pode-se
ter uma descrigio de uma superficie no 1.

Quanto a drea de superficies, serd visto que para tal cdlculo serao usadas
a parametrizacao de superficies, bem como uma aprozimacdo da dreg da su-
perficie pela drea de um plano, infinitesimal, tangente a ela.

Figura 2.1 — Superficie Paramétrica e seu Plano Tangente.
Fonte:math.etsu.edu. Acessado em: 19/08/2014

Sendo D o dominio dos pardmetros u e v, e S a superficie que tem x, y
e z como coordenadas. Através da parametrizacao obtem-se x(u,v), y(u,v)
e z(u,v). Com isso, conforme sio variados 0s paramétros u e v € obtida a
varredura da superficie S.

Theorem 6 Se uma superficie paramétrica lisa S é dada pela equacgio

r(u,v)=x(w,v)i+y(u,v)j+z(u,v)k
(u,v)€ D



e S € coberto por uma tnica vez quando (u,v) varre todo o dominio D dos
pardmetros, entio a drea de superficie de S €

A(S)//D|ru><rv|dA

Ezemplo 16 Calcule a drea de wm cilindro, incluindo o fundo e o topo, de
rato 2 e allura 5.

—Para a drea lateral serd utilizada coordenada cilindrica com z € [0, 5],
que € a altura.

—Para as extremidades, devido a simetria, basta calcular a drea para
uma extremidade e multiplicd-la por 2.

— Por questao de organizacao, serao feitos alquns cdlculos introdutorios
necessdrios para o cdlculo da drea superficial.

J

AT

I

Para a lateral temos:
x = 2cos(0)

r(u,v)=¢ y = 2sen(0); 0 €0, 2]
z = z; z€]0,5]

Uma vez definida a parametrizagdo, os vetores tangentes podem ser obti-
dos:

or
T =
rg = <—2S€TL(6), 2C05(9)7 0>
.

0z
r, = (0,0,1)



Com os vetores tangentes pode ser obtido a equacdo dos planos que tan-
genciam essa superficie. Lembrando que o wvetor normal resultante deverd
apontar para fora da superficie (Regra da mao direita).

- — -
i J k
Tg X1z = | —2sen(f) 2cos(f) 0
0 0 1

Tg X 1, = (2co0s(0), 2sen(6),0)
Para as extremidades temos:

x = rcos(f)
r(r,d) =< y = rsen(0)
z = 0ou/eb

O cdlculo do vetor normal para as extremidades € andlogo, porém ele pode
ser facilmente deduzido. Como estamos:
considerando um cilindro em z;
limitado entre os planos z=0e z=5; ¢
o vetor normal sempre deverd apontar para fora ia superficie, por definicao.

Logo o wvetor normal na parte inferior serd — k e na parte superior serd

_)
+ k. Que sdo os versores que apontam na dire¢cdo negativa e positiva de z,
respectivamente.

Tendo posse das parametrizagoes e dos vetores normais, podemos iniciar
os cdlculos.

A(S) = // I X 10| dA

A(S) = //Z’Z‘dA—l—//D jk:’dA+//D|(2003(9),25@n(0),0>|dA

A(S) = 2 / / ‘Z‘dA%— / J, |(2¢0s(0), 2sen(0), 0)| dA

27r 2m
A(S) = / / drdf + / / V/22(cos2(0) + sen2())dOdz
AS) = 2700157 +26|7
A(S) = 8m+20m
A(S) = 28mu.a.

2.4 Gradiente, Divergente e Rotacional

As trés Operagées apresentadas neste capitulo serdao bastante usadas no de-
correr desta disciplina como também em outras, como Mecidnica dos Fluitdos
e Eletromagnetismo, portanto € de grande valia o entendimento das mesmas.



Tenha em mente, o que representam, como podem ser calculadas e quais as
restricoes de cada uma dessas operagées.

2.4.1 O Operador Nabla

O nabla é usado em matemdtica para denominar o operador diferencial V
no cdlculo vetorial.

2.4.2 Gradiente de Fungoes (Escalares)

Podendo ser calculado somente em fungoes escalares, o gradiente de uma
funcio escalar resulta em uma fungao vetorial que da a direggo de md-
zima variacdo da funcdo escalar calculada. Por isso, visualmente, o campo
gradiente de uma fungdo escalar apontard para a regigo de maior variagdo
da funcdo.

Figura 2.2 — Campo gradiente em um grafico de curvas de nivel (Equipoten-
ciais).

Sendo f(x,y,z) uma funcdo escalar, seu gradiente serd dado por:
of - of » of -

Vf = — i+ —=
/ oz " +8y J +8z K




2.4.3 Divergente

oP 0 OR
Se F = Pi+ Qj+ Rk é um campo vetorial em R> e existem —, 9Q e —,
oxr’ dy 0z
entdo a divergéncia de F é uma funcdo de trés varidveis, definida por:
oP 0@Q OR
divF = F = —+—=+—
w Ve 97 + dy + 9z

2.4.4 Rotacional

Se F = Pi+ Qj+ Rk é um campo vetorial em R e as derivadas parciais
em P, Q e R existem , entdo o rotacional de F é um campo vetorial no R2,
definido por:

OR 0Q) . OP OR) . 0Q OoP
F= F = [=—-2=X —_—— — —— )k
rot VX (8@/ 8z>z+<8z 0:1:>J+<83: 0y>

Chega-se no mesmo resultado, fazendo:







Capitulo 3

Unidade 111

3.1 Integrais de Superficie

De modo semelhante como foi feito com a integral de linha através do com-
primento de arco, podemos fazer para as integrais de superficie. Imagine
uma superficie lisa, ou lisa por partes,S que estd contida no dominio de uma
funcao f, definida e continua em S. Sendo D o dominio dos pardmetros u
e v, a integral de f sobre S € definida por:

//Sf(“*"y’z)dsz//Df(w(u,v),y(u,u),z(u,v)) 7y @ 7| dA

Ezxzemplo 17 Seja S a parte do cilindro 2 +y2 =1 entre os planos z =0 ¢
z=x+ 1.
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a) Parametrize e esboce S.

b) C’alcule//zdS
S

33



— A paramelrizacio € de um cilindro que varia entre valores de z, que
neste caso é zero e uma funcdo dependente de x.

— Feita a parametrizacao, o vetor normal deve ser calculado.

—Com o0s dois passos anteriores feitos, basta aplicar o conceito de inte-
gral de superficie.

Usamos 0 e z como pardmetros para parametrizar S.
Temos:

x = cos(f)
a) r(0,z) =< y = sen()

Onde 6 € [0,271] e z € [0,1 + 2 =1+ cos(0)].

b)O graduando deve ficar a vontade para a solu¢ao do vetor normal. FEla
¢ feita de forma andloga ao exemplo jd feito nesta apostila. Porém, esse
vetor normal € facilmente obtido quando se observa que, em um cilindro,
0s vetores normais o superficie lateral serdo sempre vetores com a direcdo e
magnitude do raio .

Como no presente caso o raio é um, logo o mddulo do vetor normal serd
também um, entao: |rg X r,| = 1.
Com 1ss0:

2m  pl+cos(0)
//zdS = / / zdzdl
S 10 50
//zdS = / (1 + cos(6))? — 0%dh
s 2 Jo

//SzdS = /O27r (1 + 2cos(0) + cos*(6)) db

??gws - W[H—G—Qsen(@)%-; (9+ Seg(eﬂzﬁ
s = 5

3.2 Integrais de Superficie de Campos Vetoriais

WN| — N~

Theorem 7 Se F for um campo vetorial continuo definido sobre uma super-

ficie orientada S com wversor normal n, entdo o integral de suoperficie
de F sobre S é:



//SFodS://SFondS

Essa integral também é chamada de fluzo de F sobre S.

Exzemplo 18 Seja o campo vetorial F=(x —y,y + x,z >. Calcule o fluzo
de F através de S se S : x> +y*> = a® com a >0 e z € [0, h].

—Superficie: cilindro de raio ’a’ e altura ’h’.
—Antes do cdlculo da integral serdo feitas a parametrizacio desse cilin-

dro, com as devidas variagoes nos pardmetros; o cdlculo do vetor normal aos

S - =
planos tangentes; e a multiplicacdo escalar de [ e 1.

x = acos()
Parametrizacao r(0,z) = ¢ y = asen(f), 0 € [0, 27]
z = z,z€]|0,h]
ﬁ
n = TrgXry
— - —
5 i J k
Vetor normal n = —asen(8) acos(f) 0
0 0 1
4)
n = {(acos(),asen(6),0)

FEscalar: ]? ° 72

= (acos(0) — asen(0), asen(0) + acos(0), z) @ (acos(0), asen(0),0)
a® + a(cos(h) — sen(h))

— — — — — —
Integral de Superficie: // FedS= // FedS +// FedS
S S1 Sa
— —
+// FedS
S3

— Dividida em 8 partes: lateral, topo e embairo. Sendo que no topo e
— —

R AN

°
3] 3

embaizo, os vetores normais sao k e —k, respectivamente.



N N 2
// FedS = / / a® + a(cos(0) — sen())dzdo
S1

//Slf_%°‘zg = /0 za —i—za(cos(@)—sen(@))‘ do

N 2m

Lateral // FedS = / ha? + ha(cos(#) — sen(f))dd
S1 0

- S 2

dS = 0ha® + ha®(sen(0) + 608(9))‘0

F
— —
// FedS = 2ma?h
S1

— — —
// FedS = // (x —y,x+y,z)e k dAno topo temos z=h
Sa D

N N 2 pra
Topo // FedS = / /hrdrdﬁ
Sy o Jo
nah

—
@
ol
[ ]
&l
I

/ < —y,r+y,z)e Z dAno topo temos z—0
D

27
Ordrd@

&
3
~a
S
8
Q
—
T
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°
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S S—
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Ezemplo 19 Calcule o fluxo de F= (x,y,0) para uma esfera de raio a’.

x = pxsen(f)cos(9)

y = p=sen(f)sen(o)
z = pxcos(f)
ﬁ) = Tg X7y N
. i J ?
Vetor normal n = acos(f)cos(¢p)  acos(0)sen(d) —asen(0)
R —asen(f)sen (o) asen(@)cos(d)) 0
n = a’ <sen (8)cos(¢), sen®(# )sen(¢), sen(8)cos(0))



FEscalar: ﬁ ° FZ

E. n o= a (cos(¢)sen(8), sen(f)sen(¢),0) o a* (sen®(0)cos(), sen®(0)sen(¢), sen(d)cos(6))
}_«i en = a cos?(¢)sen®(0) + a*sen®(0)sen?(¢)
Fen = a 3sen(0)

Integral por substituicao trigonométrica

b b
sen®(t)dt = sen’(t)sen(t)dt
J, J,
/ sen®(t)dt = / (1 — cos®(t))sen(t)dt
b b
/ sen®(t)dt = / sen(t) — cos®(t)sen(t)dt

b
1
/SenS(t)dt = fcos(t)|z+§cos?’(t)‘z

— — — —
Integral de Superficie: // FedS= // FendA
S D

//F «dS — /ZZD]ioﬁdA
//SFodS = / 4asen()d9dq§
//F-cfS = a3/ d¢/ sen®

1

n

//S}_%odS = a‘/%d¢/ sen®
//SF.C? = d —cos(@)+36053(0)}0[¢]3ﬂ
//F.cfs = a’x-*2m

[[Feds =

3.3 O Teorema de Stokes

Sendo uma versio "3D"do Teorema de Green, o Teorema de Stokes
relaciona o integral de linha da curva fronteira de S com o integral
de superficie do rotacional de F.

Theorem 8 Seja S uma superficie orientada, lisa por trechos, cuja fronteira
é formada por uma curva C simples, fechada, lisa por trechos, com orien-
tagcdo positiva. Seja F um campo vetorial cujos componentes tém derivadas
parciais continuas na regido aberta de ®° que contém S. Entio



Figura 3.1 Tlustragao do Teorema de Stokes.
Fonte:http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/Calclll/StokesTheorem.aspx.
Acessado em: ago/2014.

/Fodr://rotFOdS
C S

Ezxzemplo 20 Verifique o Teorema de Stokes onde F = (y,—x,0) e a super-
ficie € o paraboldide z? + y2 — z = 0 interseptado pelo plano z = 1.

— 0 teorema € comprovado fazendo: Fedr= rotFedsS.

C S
— Portanto terao que ser calculadas a integral de linha da funcdo e tam-
bém a integral de superficie do rotacional da mesma.



Integral de linha

—Para obter o resultado correto, é preciso calcular a integral de linha
considerando a orientagdo positiva da superficie.

—Devido ao fato da orientacdo da superficie aparece o sinal negativo na

integral. Em caso de ndo entendimento, vide 'Stewart’.

27 —

N
Fe T,(t) dt

[ ]
ol

|

|
S~

2T
- (sen(t), —cos(t),0) e (—sen(t), cos(t), 0) dt

N
qo

= / (sen®t + cost)dt
0

ST T NN
[ ]
St
I

&b &

= 27

SeSe_SeSe

Integral de superficie

T

7 J k
Rotacinal rotF = 3 2 2
or Oy 0z

y —x 0

rotF = (0,0,—-2)

%

no= 7y X7y
- 7 =
i J ok

o=

Vetor normal N 1 0 22

0 1 2y

n o= (—2z,-2y,1)

- =
Produto FEscalar rotFF e n= —2

— Atento para o fato de o dominio de pardmetros a sequir ser um circulo de
raio unitdrio, portanto sua drea serd: A(D) = mu.a.



— —
//rotFodS = rotFondA

/]
jw.ds -

Integml/ rotFodS = —2A(D)

=

//rotFodS = 27

3.4 Teorema da Divergéncia
O Teorema de Gauss, também conhecido como Teorema da Divergéncia,

relaciona a integral de fluxo de F através de uma superficie S com a
integral volumétrica do divergente de F por S.

dsS

Figura 3.2 — Fluxo de um campo elétrico por uma superficie. Fonte:
http://acer.forestales.upm.es/basicas/udfisica/asignaturas/fisica/electro/gauss.html.
Acessado em: ago/2014.

Theorem 9 Seja E uma regido sdlida simples e seja S a superficie fronteira
de E, orientada positivamente (para fora). Seja F um campo vetorial cujas
fungoes componentes tém derivadas parciais continuas em uma regiao aberta
que contenha E. Entao

//SFodS:///EdideV

Ezxemplo 21 Verifique o Teorema de Gauss utilizando o exemplo 18.




//5;.0% ///dideV
?//‘/ddeV - //fv(1+1+1)dvz3%¢lzndro

divFdV = 3ma’h
1%

Ezxzemplo 22 Verifique o Teorema de Gauss utilizando o exemplo 19.

/L;”%//ATWW

//d’LUFdV = /// 1+1+0)dvzz‘/;sfera
\%4

/
//fmwmf:2ém%
/]

jdideV = §7Ta3
v 3



