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Breve descripcién del contenido
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Resumen

En este trabajo se presentan los conceptos preliminares y la explicacion de uno de los al-
goritmos fundamentales de la computacién cuantica: el algoritmo de Shor, que consiste en la
factorizacién de un niimero entero en sus factores primos. Para ello, recordaremos conceptos béa-
sicos de algebra lineal, asi como la representaciéon de ntimeros naturales como ntimeros binarios.
También hablaremos de la importancia que presentan los niimeros primos en el algoritmo de Shor
mediante la presentaciéon y explicacion del sistema de encriptacion RSA. Una vez vistos estos
conceptos, explicaremos las particularidades presentes en las funciones cuénticas, asi como su
representacion en forma de circuitos cuanticos, que nos serviran para entender la Transformada
Cuantica de Fourier (QFT), una de las funciones principales de nuestro algoritmo. Finalizaremos
el documento explicando paso a paso el algoritmo de Shor, ilustrandolo con un ejemplo sencillo

y comentando cuestiones relacionadas con la eficiencia del mismo.

Abstract

In this work we are going to show the preliminary concepts and the description of one of the
fundamental algorithms in quantum computation: Shor’s algorithm, which gives a factorization of
an integer number into its prime factors. To do this, we will recall basic linear algebra concepts, as
well as the representation of natural numbers as binary ones. We will also discuss the importance
of prime numbers in Shor’s algorithm by presenting and explaining the encryptation system called
RSA. After seeing these concepts, we will explain some particularities of quantum functions, as
well as their representation as quantum circuits, which will help us to understand the quantum
Fourier transform (QFT), one of the main functions of our algorithm. We will finish the document
by explaining Shor’s algorithm step by step, illustrating it with a simple example and discussing

issues related to the algorithm efficiency.
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Introduccion

Una de las principales aplicaciones de las matemaéticas ha sido la aplicacién de la teoria de
nimeros a los sistemas encargados de la seguridad informatica. Los sistemas de cifrado actuales
estdn basados en operaciones matemaéticas. Un ejemplo muy importante es el algoritmo de cifrado
RSA. La idea béasica detras del algoritmo es la dificultad para encontrar los dos factores primos
en los que podemos factorizar un nimero entero (que puede ser de muchas cifras). El proceso
de encontrar los factores primos de un niimero entero es una problema de una gran complejidad
computacional en ausencia de informacion adicional sobre los mismos. Otro problema anadido a
esta cuestion es que los algoritmos actuales mas eficientes presentan un rendimiento de orden de
complejidad exponencial, lo que implica un proceso de factorizacién mucho mas lento y costoso
a medida que aumenta el tamafnio del nimero que queremos factorizar.

La computacién clasica esta basada en el empleo de operadores logicos que se entremezclan para
crear funciones logicas més complejas. Dichos operadores pueden ser implementados mediante la
electrénica de los semiconductores, formando la base de la computacién digital actual. Ademés,
cabe recordar que esta tecnologia es la responsable de la presente revolucién en los campos de la
computaciéon y las comunicaciones.

Recordemos también que la informética estd basada en el empleo de funciones binarias, cuyos
argumentos son combinaciones de ceros y unos. De esta manera, podemos aplicar operadores
lineales sobre estos elementos (que no son otra cosa que la expresion equivalente de los operadores
logicos) de modo que el algebra lineal aplicada sobre cuerpos finitos nos aporta un modelo 1til
y con una fuerte base matemética para la construcciéon de algoritmos.

En esta linea de pensamiento, Paul Benioff propuso en 1980 un modelo cuantico de la maquina
de Turing propuesta 56 anos antes por el matemaético y precursor de la informéatica moderna,
Alan Turing. Analogamente a la expresion matricial de operaciones binarias, podemos formalizar
también las principales operaciones légicas en las que se basa la computaciéon cuantica mediante

el empleo de matrices unitarias complejas.
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XTI INTRODUCCION

En este contexto, el mateméatico estadounidense Peter Shor propuso en el afio 1994 un al-
goritmo (que lleva su propio apellido) que utilizando técnicas caracteristicas de la computacion
cuantica consigue reducir a un orden de complejidad polindémico el proceso de factorizacion de
nimeros enteros comentado anteriormente que en la actualidad presenta un orden de compleji-
dad exponencial. Por esta y otras contribuciones, Peter Shor recibi6 en el congreso internacional
de Mateméticas celebrado en Berlin en el ano 1998 el premio Nevanlinna otorgado por la IMU
(Unién Matematica Internacional).

El algoritmo de Shor se basa en un uso de la Transformada cuéntica de Fourier, operador que
podemos describir en términos de funciones cuanticas bésicas. De esta manera, el objetivo de
este trabajo no es otro que comentar las principales cuestiones realcionadas con la descripcion y
aplicacién préctica de este reconocido algoritmo.

Para ello, hemos organizado el contenido del trabajo en una serie de capitulos cuyo contenido

procederemos a describir a continuacién:

1. Capitulo 1: Cuestiones preliminares. En este capitulo hablaremos de como representar
nimeros naturales como cadenas binarias (y viceversa) y las operaciones que podemos
realizar con ellas, ademas de introducir también los conceptos relacionados con el orden de

complejidad de algoritmos.

2. Capitulo 2: Preliminares de algebra lineal. Expondremos en este capitulo las de-
finiciones y resultados de dlgebra lineal que conforman la base para la parte clasica del
algoritmo de Shor, fijando notaciones e incluyendo también conceptos de espacios comple-

jos, importantes también en la computacién cuantica.

3. Capitulo 3: Sistema RSA: claves ptblica y privada. Comentaremos aqui las cuestio-
nes relacionadas con el sistema de encriptacion RSA. Para ello, introduciremos definiciones
de gran importancia para nuestro algoritmo como las congruencias. Expondremos también
el enunciado y demostracion del resultado [3.4] de gran importancia en el capitulo, asi co-
mo un ejemplo de aplicacion de dicho algoritmo para afianzar los conceptos presentados

previamente.

4. Capitulo 4: Funciones binarias, bits cuanticos y factibilidad. En este capitulo pre-
sentaremos los principales conceptos relacionados con las funciones binarias y las funciones
cudnticas, asi como el concepto de factibilidad en cada uno de estos dos grupos de funcio-
nes. Por ultimo, nos centraremos en la representacion de estas funciones como circuito de
puertas cudnticas y definiremos los dos principales tipos de matrices cudnticas que utiliza-

remos en el algoritmo: las matrices de Hadamard (en la seccion 4.4.2)) y las matrices U1 («)

(‘en la seccion [4.4.3]).
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5. Capitulo 5: Transformada Cuantica de Fourier (QFT). Definiremos y hablaremos
de las propiedades y la representacion como circuito cudntico (con su correspondiente
demostracion) de una de las funciones mas importantes y versatiles de la computacion
cuantica: la Transformada Cudntica de Fourier (QFT). Para terminar con los contenidos de
este capitulo presentaremos la aplicacion fundamental de la QFT en el algoritmo de Shor:
determinar el periodo de una funcion f. Para ello, incluiremos la definicion de funcion
periddica y a continuacion enunciaremos y demostraremos el Lema [5.6] fundamental en

dicho proceso.

6. Capitulo 6: El algoritmo de Shor. Comentaremos finalmente los pasos en los que se
divide tanto la parte cldsica como la parte cudntica del algoritmo de Shor. Para ello, defi-
niremos los conceptos claves siguientes: la raiz cuadrada no trivial médulo (N) y el orden
r de un entero m mddulo (N ); ademas de enunciar y demostrar los dos resultados en los
que se sustenta toda la teoria del algoritmo: el Lema [6.5] y el Lema [6.7] Finalizaremos la
primera seccién de este ultimo capitulo presentando un ejemplo de aplicacion del algorit-
mo para afianzar los conceptos previamente comentados. Para terminar con el capitulo,
comentaremos las cuestiones relacionadas con la principal aplicacién real del algoritmo:
la criptografia; y también analizaremos las razones que explican su mejor desempenio en

cuanto a orden de complejidad en la ejecucion respecto a cualquier algoritmo clésico.
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Capitulo 1

Cuestiones preliminares

1.1. Numeros naturales y cadenas binarias

En este capitulo, hablaremos de los ntmeros naturales y su representaciéon como cadenas
binarias de unos y ceros, fundamentales en la computaciéon debido al establecimiento de roles
contrarios en la informéatica: encendido/apagado o cargado/descargado, donde cada uno de estos
estados es representado por un bit diferente (0 para el apagado y 1 para el encendido).
Recordemos que una cadena binaria es un conjunto de bits cuyos elementos solo pueden tomar
dos valores: 0 o 1. Con estas cadenas podemos realizar operaciones simples: el tamafio de una
cadena es el nimero de bits presentes en la misma, y si x e y son cadenas binarias, entonces xy

es la concatenacion de ambas cadenas.

Ejemplo 1.1. Si x=01 e y=11101, entonces el resultado de concatenar ambas cadenas es el
siguiente: xy=0111101.

Esta operacién de concatenacion la podemos entender como una operacién interna para las
cadenas binarias, pero en este caso no utilizaremos un simbolo explicitamente. Por otro lado,
hablaremos del producto interior binario: si z e y son cadenas de longitud m; entonces x e y

representa dicho producto y esta definido de la siguiente manera:
ToYy=T1Y1 D" D TmYm

En este caso, el simbolo & denota el OR exclusivo (tnicamente es verdadero cuando ambos
valores difieren; es decir, cuando uno es 0 y el otro es 1 o viceversa) [9].

Una vez comentadas estas primeras cuestiones, lo siguiente que debemos conocer es cémo pasar
de un nimero natural a una cadena binaria y viceversa, ya que en ciertos casos serd mas util
utilizar una forma que otra. Esta correspondencia es muy importante en la computacion, y més

concretamente en los algoritmos cuénticos.
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A continuacion, mostramos los procesos que nos permiten pasar de una forma a otra:

Un nimero m € N admite una tnica representaciéon en forma de cadena binaria:

m=2""tz,_1 + -+ 221 + 20,
donde cada x;, con i € {1,...,n — 1}, es un bit (0 0 1) y en el que z,,—1 # 0.

Ejemplo 1.2. El niimero 9 se representaria en binario como 1001 (23-14+22-0+2'.0+20.1 =
8+0+0+1=09).

En el otro sentido, podemos emplear la cadena binaria
Tp—1 ... 10
para denotar el niimero natural
2y 14+ 221 + 0.

De esta manera, la cadena 101010 representa el nimero natural 2° 4+ 23 42! = 32 + 8+ 2 = 42.
Surge la necesidad de fijar dichas representaciones de tal manera que sean tnicas. Para ello, es
necesario conocer la longitud de las cadenas; ya que en otro caso, no sabriamos, por ejemplo, ;que
cadena representaria al niimero 0: si 0 0 00 o0 000 y asi en adelante? Para resolver este problema,
lo que podemos hacer es especificar la correspondencia univocamente entre los niimeros naturales
y las cadenas de longitud n, que son de la forma {0,1}". Si hacemos esto, vemos que ahora el
nimero natural 0 se corresponde de manera tnica con la cadena binaria 0---0, que presenta n
CEros.

Ademas, las cadenas binarias se pueden usar para representar los diferentes subconjuntos de un

conjunto. Para ilustrarlo, veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.3. Denotemos por A = {1, 2,3} nuestro conjunto. Entonces, 000 se corresponde con
el conjunto vacio, 011 se asocia con el subconjunto B = {2, 3}, 110 con el subconjunto C' = {1, 2},

111 con el conjunto A y asi sucesivamente.
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1.2. Notacidon asintotica

Una cuestion muy importante a tener en cuenta en los algoritmos es el orden de complejidad,
que representa la cantidad de recursos (temporales) que necesita un algoritmo para resolver un
problema y por tanto permite determinar la eficiencia del mismo [5]. A continuacién, introduci-

remos un par de definiciones relacionadas con el orden de complejidad de los algoritmos:

Definiciéon 1.4. Dos funciones s(n) y t(n) definidas en N son asintoéticamente equivalentes

)

si limy, oo i((—z) =1.

Definicion 1.5. Dadas dos funciones s,t : N — R tenemos que:

siendo O(t(n)) el limite superior asintotico; que es una medida de la mayor cantidad de tiempo
que podria tardar el algoritmo en completarse, (¢(n)) el limite inferior asintético, que es una
medida de la menor cantidad de tiempo que podria tardar el algoritmo en completarse y por
ultimo, ©(¢(n)) representa el tiempo real de ejecucion del algoritmo [8].

De esta forma, estas definiciones serédn utilizadas mas adelante para estudiar el orden de com-

plejidad de los algoritmos y procesos involucrados en nuestro estudio.
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Capitulo 2
Preliminares de algebra lineal

En este capitulo fijaremos notaciones y recordaremos resultados y definiciones de algebra

lineal que utilizaremos posteriormente.

2.1. Espacios de Hilbert

En primer lugar, recordemos que un espacio de Hilbert real es un espacio euclidiano, que
se denota por Hy siendo IV la dimensién de dicho espacio y cuyos elementos a son vectores reales

de dimensiéon N, que se representan de la siguiente manera:

a

as

an

En él, estan definidas las siguientes operaciones:

= Suma de vectores: si a y b son vectores del espacio; su suma a + b también pertenece al

espacio y esté definida como:
a; b1 a;+b;
at+b=| |+ ]| | =

ay by an + by
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= El producto de un vector a € Hy y un escalar ¢ € R, es el vector ca

a c-a)

ay c-an

= El producto escalar de dos vectores a y b € H que se suponen escogidos de una base

ortonormal es

N
a‘b:at~b:Za,~bi.
i=1

» La norma de un vector a € H se define como:

> ai
k

1
2

lall = ~Va'-a.

En el caso de que nuestro espacio sea tnicamente de dos dimensiones, la norma del vector a

= o]

es la longitud del vector en el plano: \/a% + a%. Por dltimo, recordemos que un vector unitario

es aquel cuya norma es 1.

2.2. Producto: usual, tensorial y vectorial

El producto cartesiano H; x Hy entre un espacio de Hilbert de dimensién m, que denotare-
mos por H; con otro espacio de Hilbert de dimensién n, denotado por Hs es el espacio de Hilbert
de dimensién m + n obtenido concatenando vectores del espacio H; con vectores del espacio Hy.
De modo més preciso, si & = {e1,...,en} es una base ortonormal de Hy y & = {e},...,e,} es
una base ortonormal de Hy, los elementos de Hy x Hs estan identificados en la base ortonormal
¢1o=1{e1,...,em,€},...,e,} por vectores de R**",

Por otro lado, el producto tensorial de ambos espacios, denotado por H; ® Hy es un espacio de
Hilbert de dimensioén n - m con base ortonormal asociada §; ® & = {e; ® e;, ie{l,...,m}, j€
{1,...,n}}.

El producto tensorial de dos vectores a € Hy, b € Hy es el vector ¢ = a ® b determinado en

coordenadas respecto a la base £ ® & por la expresion
cij = aibj

a partir de las coordenadas de a en £ y las de b en &. Por tanto, utilizando la base £ ® & el

espacio Hy x Hy se identifica con R™™.
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Estos vectores se utilizan en computacién cuéntica para denotar estados cuénticos puros y se

dividen en dos grupos:

= Vectores separables: son aquellos vectores que son el resultado del producto tensorial

realizado sobre otros dos vectores. Ejemplos: los vectores ey 0 eq1.

= Vectores entrelazados: son aquellos vectores que no se pueden escribir como el producto
tensorial de otros dos vectores. Ejemplos: la combinacion lineal de los vectores anteriores

%(eoo + e11) es entrelazado.

Asi, los vectores que forman la base del espacio Hy ® Hy son separables, pero esto no es cierto
en general para las combinaciones lineales de los mismos.
Por ultimo, recordemos también que el producto escalar de dos vectores reales a € R™ y

b € R™ viene dado por:

<CL, b) = Z akbk.
k=1

2.3. Matrices

Las matrices representan operadores lineales en los espacios de Hilbert. Podemos sumarlas,
multiplicarlas y aplicarlas sobre vectores. Recordemos también la notaciéon béasica de matrices
y su aplicacién sobre vectores con el siguiente ejemplo. Asumiremos sin mencionarlo que las

matrices tienen las dimensiones adecuadas para realizar las operaciones indicadas.

Ejemplo 2.1.
UVa=0b>

Esto significa que en primer lugar aplicamos la matriz V' sobre el vector a cuyo resultado
es un vector al que a continuaciéon se le aplica la matriz U dando como resultado el vector b.
Por otro lado, la matriz Iy denota la matriz identidad de dimensién N x N, y cualquier matriz
se representard como U ij], la entrada correspondiente a la fila i y columna j de la matriz U.
Recordemos también que en un lenguaje matricial diremos que una aplicacién es lineal si verifica

las siguientes propiedades:

» U(a-a) =aUa.
» U(a+b)=Ua+Ub.
Ademés, diremos también que si U es una matriz, entonces U* denota la k-ésima potencia

de la matriz U. Recordemos también diferentes tipos de matrices muy utilizadas en diferentes

contextos.
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Definicion 2.2. Denotaremos por U” a la matriz traspuesta de U, es decir
Ui j] = Ulj. 1]

El producto escalar de dos vectores de Hy se obtiene respecto a una base ortonormal mediante

la expresion matricial

(a, b) = a'b.
Definicién 2.3. Diremos que U es una matriz inversible si existe una matriz V' que verifica:
VU =UV =1
Tal matriz V si existe, entonces es tnica y se denota por V. =U"!.
Definicion 2.4. Diremos que U es una matriz unitaria si verifica que:
U'v =1
es decir, si su inversa coincide con su traspuesta.

Definicion 2.5. Diremos que U es una matriz de permutacion si es una matriz cuadrada
y que presenta todo ceros en cada fila y columna excepto un tnico 1. Todas las matrices de
permutacién son unitarias. Las matrices unitarias preservan la distancia euclidiana, como veremos

en el siguiente lema [I]:

Lema 2.6. Si U es una matriz unitaria real y a es un vector real, entonces ||Ual| = ||a]|.

Demostracion. El resultado se obtiene:

|Ua|? = (Ua, Ua) = (Ua)!Ua = a'U'Ua = (a, a) = |a|? (2.1)
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2.4. Espacios complejos y producto escalar

Muchos algoritmos cuanticos (en especial el algoritmo base de este documento, el de Shor)
presentan una parte de computacion clasica, basada en las nociones de &lgebra vistas, pero
también presenta una parte de computaciéon cuantica, basada en espacios vectoriales complejos.
Como en los espacios reales, en los espacios complejos utilizaremos matrices y vectores complejos
para representar la informacién, cuyas operaciones sobre ambas son similares al caso real excepto
la transposicion y el producto escalar. Para poder entender ambas operaciones, es necesario definir
la operaciéon conjugacién: si z = x +iy, con z € C, 7,5y € R e i = /—1, entonces el conjugado

de z (se denota por z) es x — iy.

Definicion 2.7. Sea U una matriz compleja de dimensiones n x n. Entonces, V es la matriz

adjunta de U si:

Vii,j = UG
es decir, V es la matriz conjugada y traspuesta de U. Se denota por V = U™.

Definicion 2.8. Una matriz compleja U de dimensiones n X n es una matriz unitaria si verifica
que
U'Uu=1

es decir, si la matriz adjunta de U coincide con su inversa.

Recordemos la definicién del producto escalar hermitiano y sus propiedades, ademés de se-
nalar también sus diferencias respecto al caso real. El producto entre los vectores a y b € C esté

definido de la siguiente manera
(a,b) =) aiby (2.2)
k=0

y determinado por las siguientes propiedades:

(a+b,c) = (a,c) + (b,c), Ya,b,ceC.

(aa,b) = @(a,b), Va € Cy Va,beC.

» (b,a) = (a,b), Va,beC.

(a,a) >0, Va € C con a # 0.

En otras palabras, un producto escalar hermitiano es una forma bilineal simétrica con forma
cuadratica real y definida positiva. Esta definicion generaliza el caso real, ya que también cumple
la definicién de modo que para nuestros propoésitos tiene sentido unificar en la misma nocién

los espacios de Hilbert reales y complejos.
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Para el caso de espacios complejos el siguiente lema se demuestra de la misma manera que

el lema [2.6| anterior [1]:

Lema 2.9. Si U es una matriz unitaria compleja y a es un vector complejo,

entonces ||Ual = |a|.

Recordemos también que en espacios complejos podemos realizar el producto tensorial de
matrices de dimensiones diferentes: si U es una matriz compleja de dimensiéon m xn y V es otra
matriz compleja de dimensiéon r x s, entonces W = U ® V es la matriz de dimensiéon mr x ns

que aplicada sobre los vectores complejos de la forma: ¢;; = a;b; presenta el siguiente resultado:
Wcij = (Uai)Vbj

Ademés, esta operacion esta bien definida debido a que cada vector d de dimension rs (sea o no
separable) se puede escribir como la combinacion lineal de vectores de la base y de esta manera

al aplicar la accion Wd ésta se realiza sobre las mismas combinaciones lineales utilizadas para

d=>") dije;®e,,

i=1 j=1

definir al vector d. Esto es:

entonces:

Wd = i i dij(Uei) ® (Vej)

i=1 j=1



Capitulo 3
Sistema RSA: claves piiblica y privada

Otro aspecto fundamental para poner en contexto el algoritmo de Shor es conocer el sistema
de cifrado RSA. ;Qué relaciéon guarda dicho sistema de cifrado con nuestro algoritmo? El
objetivo final de nuestro algoritmo es descomponer un niimero en factores primos, que a su vez
son utilizados en el sistema RSA para poder cifrar y descifrar mensajes. Como veremos mas
adelante, una de las principales aplicaciones del algoritmo de Shor es la criptografia y supone
una gran mejora respecto a la criptografia actual; debido a que consigue factorizar nimeros en
tiempo polinomial (O(n)) por la utilizacion de de un algoritmo cuantico, superando con creces
el orden de complejidad exponencial (O(n"™)) que presenta este problema de factorizacion de
enteros en el caso real y que supone la base de la utilidad practica del algoritmo RSA. De esta
manera, es necesario conocer los detalles presentes en el sistema RSA para poder comprender la
importancia que tienen los niimeros primos en la criptografia actual, y por tanto en el algoritmo
de Shor.

Pasemos entonces a comentar las particularidades del sistema RSA. Partiremos de un intento de
comunicacion entre dos usuarios, A y B. A (emisor) desea enviar un mensaje a B (receptor) sin
que nadie més se entere, pero en el medio de la transmision hay usuarios indeseados (como C)
que desean enterarse también del mensaje. Tanto A como B como C conocen la clave publica,
pero tnicamente B (el receptor) conoce la clave privada. De esta manera, pongamos el siguiente

ejemplo:

Ejemplo 3.1. A quiere enviar el mensaje “Hola” a B. Para ello, cifra el mensaje con su clave
publica para convertirlo en “&j@s”, y tanto B como C reciben este mensaje encriptado “&jQs”.
Sin embargo, tnicamente B (dado que posee la clave privada) puede decodificar el mensaje, y

por tanto obtener el mensaje original “Hola”.

11
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De esta forma, es necesaria una combinacién del par clave publica-privada para poder en-
criptar y desencriptar un mensaje. Pero podemos preguntarnos, ;si yo realmente puedo encriptar
dicho mensaje con la clave piiblica y sé el proceso que he realizado, deberia saber desencriptar
también dicho mensaje, no? Es una pregunta habitual que nos podemos hacer en esta situa-
cién, pero resulta que no es cierto. Para darnos cuenta, pensemos en el siguiente ejemplo; cuyas

condiciones serén las que utilizaremos para explicar el algoritmo utilizado en RSA:

Ejemplo 3.2. Supongamos que nuestro mensaje es un vector real s de tamano 6, y que la
clave piiblica es una matriz M de dimensién 6 x 6. Por tanto, la operacién necesaria para poder
encriptar nuestro mensaje sera multiplicar dicho vector s por nuestra matriz M y de esta manera
obtendremos un vector resultante ¢ de dimensién 6. Pues bien, para poder desencriptar y volver
a obtener el mensaje original no podemos volver a aplicar la matriz M sobre nuestro vector
encriptado t, sino que lo que tenemos que hacer para poder desencriptar el mensaje es calcular la
matriz inversa de M (M ™!) y aplicar dicha matriz al vector t, para obtener finalmente nuestro
vector mensaje de partida s. De esta manera, en este ejemplo el mensaje serfa el vector s, la

clave piiblica la matriz M y la clave privada seria la matriz M ~1.

Asi, vemos como se ilustra claramente la idea de disponer de dos claves piblica y privada para
poder encriptar/desencriptar un mensaje. Una vez entendido dicho ejemplo, pasemos a comentar

los pasos en los que se divide el algoritmo RSA:

1. Buscamos en N dos ntimeros primos distintos p y ¢ suficientemente grandes.
2. Calculamosny 6 (n=p-qyf0=(p—1)-(¢g—1)).

3. Elegimos e € Z, e >1 coprimo con 6 y tal que e < . Este paso es muy importante, ya que

en caso de que ambos valores no fueran coprimos; no existirfa el inverso de e médulo 6.
4. Obtenemos d como el inverso de e médulo 6 (d - e = 1(mod #)). Véase el lema [3.4]

5. Para encriptar, el texto encriptado es: ¢ = m®(mod n), correspondiendo m al mensaje que
queremos codificar. Ademas, al par (e, n) se le conoce como la clave publica de nuestro

proceso.

6. Para desencriptar, aplicamos: m = c%(mod n), donde al par (d,n) se le conoce como la

clave privada de nuestro proceso.

Antes de presentar el enunciado y demostracion del lema [3.4] recordemos brevemente que signi-
ficaba dado un ntmero entero n > 0 que dos nimeros enteros sean

congruentes médulo n.
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Definicion 3.3. Dado n > 0, diremos que dos ntmeros enteros a, b son congruentes mddulo

n (a = b(modn)) con n € N si el resto de dividir a entre n y b entre n coinciden.

Lema 3.4. Sea e € N tal que e es coprimo con 0. Entonces, 3d € N que satisface:

e-d=1(mod#).

Demostracion. Para demostrar este resultado, empezaremos utilizando el teorema de Bezout,
que determina el maximo comdn divisor de dos ntimeros a,b € N y una soluciéon x,y € Z de la
ecuacion az + by = med(a,b). Asi, tomemos en nuestro caso e = a y § = b. Entonces, existen

x,y € Z tales que:
ex +0y =1, (3.1)

ya que por hipétesis, med(a, ) = 1.

A su vez, esta expresion anterior implica que
ex =1— 0y,

y que por tanto

ex = 1(mod #).

Si z > 0, entonces escogemos d = x; mientras que si z < 0 (el caso x=0 esta excluido por ,
seleccionaremos un [ € N tal que z +10 > 0y asi d = z + 10 € N. Para ambos casos tenemos que
deNy

ed = 1(mod 0),

tal y como queriamos demostrar. O

Una vez demostrado este lema, pasaremos a demostrar porque podemos recuperar nuestro
mensaje una vez hemos comprobado que se cumplen las condiciones descritas previamente. Re-
cordemos que p,q € N son primos distintos, n =p-q, 0 = (p—1)-(¢—1) y que e > 1 es un
entero coprimo con #. Partamos de que nos llega el mensaje encriptado ¢, que recordemos que era
¢ = mf(modn). A continuacion, elevamos en ambos lados de la igualdad y asi: ¢? = m®(modn).

d

Por tanto, si conseguimos demostrar que m* = m(mod n) habremos terminado, ya que tendria-

mos que:

¢ = m® = m(modn).

Por definicion, sabemos que e - d = 1(mod #), que es lo mismo que decir que e - d = kf + 1 para

cierto k € Z. Es decir, queremos demostrar que

m**+t = m(modn),
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(contando que m # 0, ya que en caso contrario ya se habria cumplido la igualdad) o lo que es lo

mismo (dividiendo por m en ambos lados de la igualdad):
m* = 1(modn)

Llegados a este punto, para poder continuar con la demostracion necesitaremos utilizar la funcion
de Euler (¢). En este caso, como n es el producto de dos ntimeros primos distintos p y ¢, entonces
e(n) = (p—1)(g — 1), que es justo el valor de #. Volvamos entonces a la demostracion.

Por tanto, sera lo mismo demostrar m* = 1(modn) que m*®(™ = 1(modn). Esta ualtima

identidad es consecuencia de que si m?™ fuese congruente con 1 médulo n, dado que:

mPP) = g2 e ) — 1.1 1 = 1(modn)

k veces

Pero esto es exactamente lo que afirma el teorema de Euler, cuyo enunciado es que si dos ntimeros
m y n son coprimos, entonces me™) = 1(modn), y por tanto queda demostrado que podemos

recuperar el mensaje original a partir del mensaje encriptado.

Para ilustrar el proceso descrito anteriormente, pongamos un ejemplo donde veamos todos

los pasos anteriores:

Ejemplo 3.5.

= Supongamos p = 11 y ¢ = 23 dos niimeros primos.

» Calculamos entonces n =11-23 =253y 60 = (p—1)- (¢ — 1) = 220.

= Seleccionamos e = 3 un nimero coprimo con 6 y menor que él.

» Calculamos ahora d € N tal que d - e = 1(mod 6). En nuestro caso, obtenemos d = 147.

= Una vez obtenidos estos valores y sabiendo que el mensaje es m = 2, el mensaje encriptado
serd ¢ = mé(modn) = ¢ = 23 = 8(mod 253), y el par (e,n) = (3,253) es la clave
publica.

= Por tltimo, desencriptamos el mensaje aplicando que m = ¢?(modn) = m = 87 =
2(mod 253), y el par (d,n) = (147,253) es la clave privada.



Capitulo 4

Funciones binarias, bits cuanticos y
factibilidad

4.1. Funciones binarias

Antes de comentar los contenidos de esta seccién recordemos la identificaciéon entre espacios

de Hilbert de dimensién finita:
(Zs,+,-) — ({0,1}, XOR, AND),

que establece una correspondencia entre el cuerpo Zs con las operaciones suma y producto usuales
y el conjunto {0, 1} junto con las operaciones XOR (equivalente a la suma) y AND (equivalente
a la multiplicacion). En este documento utilizaremos la segunda forma por ser utilizada en la
Ingenieria Informatica, y por tanto mas conocida y adecuada para las cuestiones de las que

hablaremos.

4.1.1. Conceptos generales

Una funcién binaria f es una correspondencia entre {0,1}" y {0,1}™, con m,n € N. De
esta manera, considerando f(z1,...,2,) = (Y1,-.-,Ym), tenemos que los x; con i € {1,...,n}
son los datos de entrada en la funcién; mientras que los y; con j € {1,...,m} son los datos de
salida de la funcién.

Estas funciones son muy tutiles, dado que nos permiten representar los valores basicos de las tablas
de verdad, cadenas binarias e incluso (tal y como vimos en la representar también
nimeros y otras estructuras. La mayoria de funciones de este tipo estan definidas inicamente para

1 o 2 dimensiones; como la funcion NOT (f(0) =1y f(1) =0), el AND binario (f(0,0) = 0,

15



16 4. Funciones binarias, bits cuanticos y factibilidad

f(l,O) =0, f(071):OYf(171) :1)71a OR (f(0,0) =0, f(170): L, f(O,l) :1Yf(1¢1): 1)
ola XOR (f(0,0) =0, f(1,0) =1, f(0,1) =1y f(1,1) = 0). A continuaciéon mostraremos las
3 ultimas operaciones comentadas en el caso de estar trabajando en un espacio de dimensiéon

mayor que 2. En ese caso, definimos

» AND: f(z1,...,2,)=1&siz; =1 Vie{l,...,n}.
» OR: f(z1,...,2p) =1 sidie{l,...,n} tal que z; = 1.

» XOR: f(z1,...,2,) = 1 & si el namero de indices ¢ € {1,...,n} tales que z; = 1 es

impar.

De hecho, estas operaciones binarias se pueden aplicar en pares de cadenas bit a bit. Para

ilustrarlo, si z e y son cadenas binarias de dimensién n, entonces x @ y es igual a:

z2=(x1DY1,..., Ty DYn)

Igual que en el ejemplo anterior, podemos definir también las operaciones AND y OR bit a
bit para el caso de dos cadenas binarias de igual longitud. Es importante recordar que no son lo
mismo que las funciones descritas anteriormente, no son operaciones en n dimensiones, si no que
son la aplicaciéon de n operaciones binarias, dénde cada operaciéon de las anteriores conecta el
1-ésimo bit de x con el ¢-ésimo bit de y para cada i. De esta manera, el producto interior binario
se define aplicando primero la funcién AND bit a bit y después a cada uno de esos resultados

se les aplica la funcion XOR tal y como se muestra a continuacion:

rxeoy=XOR(x1 Ayt Tn AYn)

En casos como el de la operaciéon x @ y, diremos que tenemos un circuito de n puertas binarias
que computan la funciéon binaria f : {0,1}" — {0,1}", siendo r = 2n y f definida por f(x,y) =
x @ y. Una vez llegados a este punto, es importante comentar que dichas funciones binarias se
representan mediante puertas logicas, y estas se interconectan formando circuitos para obtener
la salida deseada segtn los parametros de entrada. Es légico pensar que a mayor ntimero de
puertas en el circuito, mayor esfuerzo deberé ser realizado por el circuito para poder computar
el resultado requerido y por tanto, mayor tiempo necesitaréa para poder calcular el valor final.
Ademaés, dichos circuitos deben de cumplir la siguiente propiedad: iinicamente se pueden utilizar
operaciones béasicas y éstas solamente se pueden aplicar a valores calculados previamente. De esta
manera, podemos construir circuitos que computen cualquier funcién que deseemos. El problema
radica en la eficiencia que podemos conseguir para poder crear dichos circuitos. Relacionado con
esta cuestion, hablaremos a continuacién de las nociones de factibilidad de las funciones binarias,
que nos permitiran afirmar de manera objetiva el grado en el que una funcién binaria puede ser

computada eficientemente o no.
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4.1.2. Funciones binarias factibles

Existen distintos niveles de complejidad en los que podemos encuadrar a las funciones bi-
narias. Dichos niveles pueden ser definidos gracias a la Ingenieria Informatica: por ejemplo, las
funciones AND y OR son computables en un nimero lineal de pasos, y por tanto su orden
de complejidad es O(n), mientras que existen otras cuyo orden en exponencial, esto es, O(n"™)
con m € N. Para visualizar esta circunstancia de la diferencia entre los érdenes de complejidad,

consideremos la tabla de verdad para la operacion XOR. exclusiva binaria:

TY | TDY
00 0
01 1
10 1
11 0

Cuadro 4.1: Tabla de verdad de la operacion XOR-exclusiva binaria

La tabla representa la salida que produce la funcion OR-exclusiva segtin los datos de entrada
utilizados por la funcién. En general, una funcién binaria f(z1,...,x,) se define mediante una
tabla de verdad que tiene de tamafio 2" filas (una por cada posible combinacion de los datos de
entrada). Como es logico, la dificultad radica en que a medida que aumenta el ntimero de datos
de entrada; el nimero de filas presentes en la tabla de verdad aumenta de manera exponencial.
De esta manera, la representacion de funciones binarias como tabla de verdad siempre es posible,
pero no factible; debido a que las tablas asociadas a funciones con un gran de nimero de entradas
serian demasiado largas para poder representarlas.

Como tltimos contenidos de esta seccion, comentaremos los conceptos de familia [f;] = {f1,..., fr}
de funciones binarias y la factibilidad de las mismas. En primer lugar, cada familia [f;] de cadenas
binarias representa el conjunto formado por cada una de las funciones f; que toman n; datos de
entrada. De esta manera, la familia [f;] determina una tnica funcién que actia sobre cadenas
de todas las longitudes consideradas; esto es: f : {0,1}" — {0,1}", con n = n; + --- + n,
generalizando también la dimension de la salida generada por la funcién considerada. Una vez

comentada esta cuestion, podemos indicar ya la definiciéon de factibilidad:

Definiciéon 4.1. Una familia de funciones [f;] = {f1,..., fr} es factible si cada una de las

funciones f; es computable mediante circuitos de puertas logicas de orden de complejidad n©®).



18 4. Funciones binarias, bits cuanticos y factibilidad

4.2. Representaciéon cuantica de argumentos binarios

En primer lugar, denotaremos por |z) = |2,Zp—1 - Z0o) = |Tn) @ |Th—1) @ - - @ |x0) al qubit x
siendo z; € {0,1} coni € {1,---,n} las coordenadas binarias de un ntumero binario x. Ahora, sea
N = 2", Entonces, cada vector bésico en un espacio de Hilbert de dimensién N se corresponde
con una cadena binaria de dimensiéon n. El esquema de codificacién estandar asigna a cada
indice j € {0,...,n — 1} la cadena binaria de n bits que representa dicho indice en notacion
binaria, anadiendo ceros al principio si es necesario. De esta manera, para poder representar una
funcion binaria cualquiera (y = f(x1,...,zy)) necesitaremos n + 1 coordenadas binarias, lo que
implica 2N = 2 - 2" = 2"*! coordenadas matriciales. Realmente, lo que estamos computando es
la funcion:

F(xi,...,xp,2) = (1, ..., Tn, 2D f(T1,...,24))
Una propiedad importante de esta funciéon es que es invertible, y ademas la inversa es ella misma.

Veamoslo:

F(F(z1,...,2n,2)) = F(a1,..., 20,2 & y) (4.1)

=(21,...,2n, (2B Y) DY) = (z1,...,Tpn, 2)
La segunda propiedad importante es que tenemos una matriz de permutacion Py de dimension
2N x 2N que se describe facilmente: el tnico 1 de cada fila z1zs...z,2 estd en la columna
X122 ...xnb, donde b = z ® f(x1,...,2y,). Sin embargo, este es el caso en el que la salida de
la funciéon f es solamente un bit. Generalmente, si la funcion f presenta m valores de salida

(y1,---,Ym), entonces la funcion F se aplica de la siguiente manera:

F(z1,...,Tny 21, 1 2m) = (1, o, Tnys 21 D Y1y e+ oy Zm D Ym)

Por lo tanto, la matriz Py sigue siendo una matriz de permutacion, pero ahora tiene dimension
2n+m X 2n+m'

Por otro lado, es importante comentar también lo que sucede en los casos en los que necesitamos
h “bits de ayuda” para poder calcular la funcion f. Con este esquema, utilizando el sistema
de computacion clasica de “filas y columnas”’, toda nuestra informacion esta contenida en n’ =
n+m+h filas con la entrada x situada en la primera columna. De esta forma, cada fila representa
un qubit, abreviatura de bit cudntico; mientras que las h filas de ayuda se conocen como qubits
auxiliares. Estos qubits auxiliares se utilizan porque en la computacién cuantica es necesario
igualar la dimensién del conjunto de datos de entrada al de los datos de salida.

Como es logico, escribir una matriz de dimensién 2n" % 2" golo para una permutaciéon no es
factible. Esta razon es suficiente para pensar utilizar los operadores Py como piezas de codigo.
Realmente, estos qubits son coordenadas de las cadenas binarias que representan los indices de
estos programas. Dichas cadenas tienen dimension n’, y sus indices 1,...,n’ es lo que denotamos
por coordenadas cuanticas. Por lo tanto, nuestro siguiente paso seré determinar cuales son las

operaciones factibles dentro de la computacion cuantica; que es lo que trataremos a continuacion.
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4.3. Factibilidad cuantica

Un algoritmo cuantico lo que hace es aplicar una serie de matrices unitarias a un vector inicial.
Ante la pregunta de si es posible aplicar cualquier matriz unitaria que deseemos, la respuesta
obviamente es no; debido a que los algoritmos cuénticos estan disenados para ser eficientes, y es
por esta razén por la que debe de haber una restricciéon en las matrices que pensamos utilizar.

Antes de seguir, recordemos ciertas particularidades de las matrices P:

» El disenio de P no depende de la complejidad de la funcion binaria f.

» Aunque empleemos operaciones simples (como por ejemplo la AND(z1,x2,... ,2,), dicha

matriz seguira siendo demasiado grande para poderla computar de manera factible.

Por lo tanto, esta circunstancia nos permite plantear varias dudas: ;Cémo podemos distinguir
operaciones bdsicas factibles? ;jQué debemos usar como variables de nuestras funciones? ;Si te-
nemos un vector de tamano 2", cuéntas variables necesitaremos? La respuesta a estas preguntas
se basa en darse cuenta que si conseguimos mantener el nimero k de argumentos de cualquier
operacién como una constante, entonces 2k permanecerd constante. Asi, podremos utilizar ma-
trices de dimension 2% x 2F que aplicaremos sobre solo algunos argumentos. Estos argumentos
no deben confundirse con las coordenadas 0, ... , N —1 de los espacios de Hilbert. Por otro lado,
las coordenadas cuanticas empiezan siendo nombradas como x1, o, ... , T, igual que las cadenas
binarias de entrada y se extienden para representar también los bits de salida de la funcion y los
bits acompanantes que ya comentamos anteriormente.

Una vez entendidas estas cuestiones, la nocién de factibilidad en matrices unitarias no es mas
que la extensiéon natural de la misma aplicada sobre circuitos binarios. Cualquier matriz unitaria
B de dimension 2% x 2% siendo k constante y k < 3 es factible. Este tipo de matrices operan
en cualquier subconjunto de k coordenadas cuanticas, dejando sin tocar el resto de n’ — k coor-
denadas.

A continuacién, supongamos que U es una matriz unitaria cualquiera de dimension N x N.
Entonces, diremos que es factible si existe una manera sencilla de crearla empleando matrices
bésicas, que son el resultado de realizar el producto tensorial entre una matriz B y matrices
identidad aplicadas sobre las demas coordenadas cuénticas. Técnicamente, estamos suponiendo
que U pertenece a la familia infinita [U,] parametrizada por m, siendo cada matriz U € U,

O() matrices basicas.

constructible mediante n
Una vez comentado lo anterior, mostraremos a continuacién la definicién de que una computacion

cuantica sea factible:
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Definicién 4.2. Una computaciéon cudntica C' en s qubits es factible si:
C = UtUtfl...Ul,

donde cada U; con i € {1,... ,t} es una operacion factible, y donde s y ¢ estan acotados por un

polinomio de grado el namero n de qubits de entrada.

4.4. Circuitos y matrices cuanticas : Hadamard y U; ()

4.4.1. Introducciéon

Los circuitos cuénticos permiten representar el proceso de aplicar una serie de transforma-
ciones cuanticas a un conjunto de datos de entrada para generar un conjunto de datos de salida.
Dichos circuitos se pueden representar mediante matrices unitarias y las transformaciones que
se llevan a cabo son las denominadas puertas cudnticas. Un ejemplo de un circuito de este tipo

se presenta en la siguiente imagen:

X1 H Vi

N NV S
Figura 4.1: Ejemplo de circuito cuantico

De esta manera, podemos observar como se representa un circuito cuantico: las lineas ho-
rizontales (similares a las de un pentagrama) representan las entradas z1,... ,z, (en nuestro
ejemplo n = 2). Por otro lado, el recuadro con la H representa una de las puertas cuanticas (en
este caso la de Hadamard, que veremos en la siguiente subseccion), y la linea vertical representa
el origen (o control) en el punto negro situado en la linea 1 y el objetivo en la segunda de una
puerta cuantica (en este caso la CINOT') que no se muestra explicitamente. Asi, para obtener
el resultado tras aplicar el circuito a los bits de entrada se realiza la composiciéon de las puertas
cuénticas involucradas, de la misma manera que se hace un producto de matrices. En nuestro

ejemplo, el resultado se obtendria al realizar el producto de matrices CNOT - H.
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Una vez indicado como funcionan y se escriben los circuitos cuénticos, pasaremos a comentar
en las dos siguientes subsecciones los dos tipos de puertas cuanticas que tenemos que saber para
poder comprender los pasos previos al algoritmo de Shor (debido a que van a ser usadas durante
el proceso de determinar el periodo de nuestra funcién tras emplear la Transformada Cuéntica de
Fourier). Estas puertas son las denominadas puertas (o matrices) de Hadamard y las matrices
U1 (a) .

A continuacion, pasemos a comentar cada una de ellas:

4.4.2. Matrices de Hadamard

Consideraremos en nuestro caso que N = 2" para cierto n € N. Asi:

Definicion 4.3. La matriz de Hadamard H y de orden N esta definida recursivamente por
Hy;=H y para N > 4:

HN :HN/2®H:7

1 [Hyp  Hpyp
V2

Hy;, —Hyy

También podemos utilizar H; = [1} como base y de esta manera tendriamos:

1 1 1 1

1 |H, H, 1|1 1 1 |Hy, Hy| 1]1 -1 1 -1
H2:7 = — 7H4:7 = —

V2 |H, —H, V21 -1 V2 |Hy, —H,| 21 1 -1 -1

1 -1 -1 1

Esta definicién recursiva nos muestra las caracteristicas mas importantes de este tipo de matrices.

1
VN
son +1 y —1. Por otro lado, este tipo de matrices solo existen si su orden es 1, 2 o un multiplo

Por ejemplo, implica que en general; H y = A, donde A es una matriz cuyas tunicas entradas

de 4. Veamos por qué:

Demostracion. Dos filas cualquiera de una matriz de Hadamard de dimension n x n son ortogona-
les. Para una matriz formada por 1 y —1, significa que dos filas cualquiera difieren exactamente en
la mitad de sus valores, lo cual es imposible cuando n es un nimero impar. Cuando n = 2(mod 4),
dos filas que son ortogonales a una tercera fila no pueden ser ortogonales entre si. Por tanto,
juntando todo lo anterior: podemos afirmar que una matriz de Hadamard n x n solo puede existir
sin € {1,2,4k}, siendo k € N. dJ



22 4. Funciones binarias, bits cuanticos y factibilidad

4.4.3. Matrices U; ()

Definicién 4.4. La matriz U; () realiza un control sobre una rotacion en el &ngulo especificado
(). Asi, podemos definir este tipo de matrices de la siguiente manera:
’0>7 sl = ‘O>

Uy(a) () =4 0
ey, sixz = |1)

Para el caso de un qubit de entrada de dimension 2 (|z) = |z120)), esta matriz es de la forma:

Ui(a)(z) = [(1) e?a] (4.2)

Por tanto, un control en este caso no es mas que la identidad si la entrada es el qubit 0 o aplicar

una rotaciéon de dngulo « si la entrada es el qubit 1.



Capitulo 5

Transformada Cuantica de Fourier

(QFT)

Pasamos entonces a comentar los detalles detras de la Transformada Cuéntica de Fourier
(QFT, siglas de Quantum Fourier Transform). En primer lugar, definiremos este tipo de matrices.
Después, veremos su representacion como un circuito cudntico de puertas ldgicas y en la tltima
seccion de este capitulo explicaremos el principal uso que tiene dicha transformada en el algoritmo

de Shor: calcular el periodo de una funcion.

5.1. Definicién y principales propiedades

Definicion 5.1. Sea N = 2" y sea w = ¢2™/N_ denominada habitualmente como la raiz prin-

cipal N-ésima de la unidad. Entonces, la matriz QFT (F ) de dimension N x N es la matriz

1 1 1 1 1
1 w w? w3 whN-1
1 1 w2 o W0 WwN-2
FN:TN . i 6 9 JN-3| (5.1)

es decir, la matriz que tiene en el lugar (i,7) el valor Fy[i,j] = wmodN,

A continuacién, mostraremos el enunciado y la demostracion de una de las propiedades funda-

mentales de este tipo de matrices.
Proposicion 5.2. Las matrices QFT son unitarias.

23
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Demostracion. Veamos que FF* = F*F = I. Asi, para un elemento F';; de FF”*, tenemos que

En el caso en el que j = r (elementos de la diagonal) , tendremos que sus elementos (F';;) seran

de la forma

| V-1 | V-1 1 N-1 1
P Yk = SRR = LS s LN L (0 N - 1)
k=0 k=0 k=0
Por tanto, si a continuacién conseguimos ver que el resto de elementos F;; = 0 con i # j

habremos concluido. Entonces, puesto que si i # j entonces wg = w’? ™" # 1 es otra raiz N-ésima

de la unidad. Por tanto

5.2. Transformacion a circuito cuantico

El objetivo principal de aplicar la Transformada Cuéntica de Fourier es transformar la base
computacional en la base de Fourier, entendiendo como base computacional aquella que permite
formar los nameros en binario, mientras que la base de Fourier trabaja con estados en superpo-
sicion. Para ello, es necesario convertir la expresion anterior en un circuito cuantico, asi que
pasemos a ver dicho proceso.

Antes de empezar, recordemos que N = 2" y w = €2™/N_ También, recordemos que el qubit |x)
se puede representar mediante |z,_1 Zp—2 ...Z1 Zg) ¥ que a su vez esta expresion es equivalente
al|Tn_1)®|Tp_2)® ...|Tn1) ®|zo). Recordemos también que todo nimero natural x presenta su

correspondiente expresiéon en nimero binario como
n—1
xr = g . - 2" (5.2)
k=0

Partimos entonces de nuestra expresion que transforma el qubit |z) en \F Zy 0 Lt y).
Haciendo operaciones, tendremos que se da la siguiente igualdad (que demostraremos a conti-

nuacion):

Z

Z w™y) = (j0) +2(1)) @ ([0) + 1)) @ @ ([0) + L) (5.3)

:O e
Tn—1 Tp—2 Zo
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Una vez llegado a este punto, lo que nos interesa es trabajar con las coordenadas binarias del
ntmero z y no con él directamente. Por tanto, aplicando [5.2] tendremos que la expresion [5.3] es

equivalente a:

(‘O>_’_627ri(%0+yf+%+/) ’1>)®(‘0>+62m(%0+%1+%+ﬂ INER _®(|0>+62m(§fg+2§11 ) ).
(5.4)
Como podemos ver, el ltimo qubit de la expresion anterior [5.4] presenta la interaccion de todos
los demés; ya que en el resto de casos podemos prescindir de los elementos de la forma e?™™ con
m € {1,...,n}, ya que siempre van a ser 1, y por tanto solo tendremos en cuenta los elementos
de la forma 25 con k € {0,...,n -1}y j € {1,...,n}.
Hemos visto como podemos escribir nuestra expresion de la Transformada Cuantica de Fourier en
una expresion equivalente mas manejable para poder representarla como un circuito de puertas
cuanticas. Sin embargo, antes de visualizar y explicar como seria nuestro circuito; nos quedé

pendiente demostrar el por qué se da la igualdad [5.3] Veamoslo:

Demostracion. Escribiendo y como su correspondiente forma en niimero binario, tenemos que

N

1 N-1 1 -1 ot yp2t ok
= UF 2 = g 2 e ), (5:5)
y=0 y=0

ademas (utilizando que €20 = e® - ¢?)

N—-1n—1

Z QFZLUEn lykf H 27”1211 k|y (56)

yOkO

A continuacion, recordemos que por definicion: |y) = |yp—1Yn—2 - --yo). Por tanto

N-1 1 1 1
Z ‘y) = Z Z Z ‘ynflynf2'--y0>
y=0 Yn—1=0yn—2=0 yo=0

De esta manera, el cambio que realizaremos a continuacién es el siguiente

Yk -
~ e . \/7 H 62 an keQma}/Z’lyn 9. y0>)

(5.7)
La segunda igualdad de [5.7 se verifica porque estamos escribiendo esta suma de forma explicita,

primero y,—1 = 0 y luego y,—1 = 1. Si nos fijamos también y recordando que |ab) = |a) ® |b),

podemos extraer factor comin.
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Por tanto, la expresion [5.7] se puede escribir de la siguiente manera:

1
Yk
Z I |y o) (5.8)

yo=0

3

1
() =(0) +e™ 1)@ Y -

Yn—2=0

a1

Llegados a este punto, podemos darnos cuenta de que la expresiéon «; anterior es exactamente
igual a la expresion inicial [5.3] pero con un qubit menos, por lo que si repetimos hasta el final el

proceso presentado en las ecuaciones y obtendremos:
(¥) = (10) + 2" 2[1)) @ (|0) + 2™/ [1)) @ - @ (|0) + 27/2"|1)) (5.9)

tal y como queriamos demostrar. O

Tras demostrar los pasos necesarios para poder transformar nuestra expresion inicial en una
més manejable, pasamos a mostrar la conversiéon de la Transformada Cuantica de Fourier como
circuito cuantico. Para eso, debemos comentar que utilizaremos las matrices de Hadamard y
las Uy (ax), que ya vimos en las subsecciones “ 4.4.2 y 4.4.3] - Recordar también que se cumple la
siguiente igualdad:

50 + 7)) = Hin), (5.10)
siendo H la matriz de Hadamard de dimensién NV x N. Para ilustrar esta transformacion y poder
visualizarla sobre un circuito cuantico factible, supondremos 4 bits de entrada (xg, 1,22 y x3),
y los correspondientes 4 bits de salida (recordemos que en computacion cudntica la dimension
de los datos de entrada y la de los de salida deben de coincidir). Asi, el circuito correspondiente

a la expresion:

O

(|0> o2mi( ) |1>)®(|0>+€2m(—8 |1>)®(|0>+e2”i(%+%+%!1>)®(|0> 2R+ R+ B+ S

-

1))

Vv TV
x3 ) x1 o

(5.11)

sera el siguiente:

Figura 5.1: Circuito cuantico de la QFT de dimensién 4
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Antes de pasar con la siguiente seccidn, en la que explicaremos la principal aplicaciéon de la
QFT para el Algoritmo de Shor, el cilculo del periodo de una funcién, explicaremos brevemente

por qué se construye asi el circuito explicando los pasos 1 y 2 llevados a cabo (que se muestran

en la imagen :

1. Centrémonos en la expresion de xg. Vemos que el término x3 presente en el exponente esta
dividido por 2. Entonces, este 2 se cancelaria con el 2 presente en 27i y de esta manera
obtendriamos que dicha expresion es igual a aplicar la matriz de Hadamard al qubit |x3)
tal y como hemos visto en [5.10] Por tanto, debemos situar una puerta H como primer
elemento en la linea de x3. El siguiente paso seria determinar la puerta para el qubit xo
dentro de la expresion de zp. Asi, en este caso debemos aplicar la puerta Uy (a) sobre
el qubit xy, siendo en este caso la rotacion correspondiente al angulo a = 5. De manera
analoga, y puesto que la expresion del exponente de e en el término correspondiente a y3 es

2mi(5% + 55 + 5% + %), aplicaremos también una puerta Uy () sobre 1 y xq, con o = §

y a = g respectivamente. De manera analoga, repetimos el proceso para cada uno de los

qubits de salida restantes (y2,y1 € yo).

2. Una vez incluidas todas las puertas necesarias y con sus correspondientes valores a para el
caso de las puertas Uy (a), debemos darnos cuentas que tenemos los valores cambiados: en
xg estamos almacenando la informaciéon que querriamos almacenar en x3 y viceversa y lo
mismo para x1 y x2. Por tanto, el paso final es realizar un SWAP o intercambio entre los
qubits (representados mediante lienas verticales y X), para que de esta manera se almacene

la informacion adecuada en cada uno.

Acabamos de ver un ejemplo de como convertir nuestra QFT en un circuito cuantico, explicando
la inclusion de las puertas y como actiian sobre los qubits de entrada. Pese a que en la realidad
esta funcién esté ya implementada y que para utilizarla iinicamente se incluye la libreria corres-
pondiente y después se ejecuta, es 1til dar una explicaciéon detallada ya que aporta una visiéon
y un nivel de detalle muy importante para poder comprender en profundidad como funciona la

Transformada Cuantica de Fourier.
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5.3. Calcular el periodo de una funcién

En esta seccién, veremos una aplicacion practica de la QFT. Pero antes de empezar con los

conceptos de esta seccion, recordaremos brevemente la nocién de funcién periddica.

Definiciéon 5.3. Una funcion periddica es una funcion f : Z — Z/nZ tal que Vo € Dom(f),
f(x)=f(z+k-p),conk €Zydonde p € R, es el periodo de nuestra funcion.

Ejemplo 5.4. Las funciones trigonométricas, cuyo periodo es 27, son funciones periddicas.

De esta manera, en el caso de las funciones trigonométricas tendriamos infinitos puntos en
los que podriamos obtener el valor del periodo de estas funciones, debido a que son funciones
continuas. Ante la pregunta de si en nuestro caso es posible evaluar infinitos puntos, la respuesta
es no, ya que estamos trabajando en un circuito con una funcién que trabaja con un ntmero
finito de qubits, de tal manera que si trabajamos con 3 qubits de entrada tnicamente podemos
representar nimeros en binario del 0 al 7 o si usamos 4 qubits del 0 al 15, por poner un par
de ejemplos. El ntimero total de elementos que podremos representar lo denominaremos M. Por
tanto, nuestro objetivo seré encontrar el valor del periodo de nuestra funcién entre el conjunto
de valores disponibles M.

Es importante también comentar que presentaremos un caso més sencillo realizando unas ciertas
y fuertes suposiciones, para esclarecer la idea que hay detras que es la misma. Asi, evitaremos
aumentar la complejidad en la explicacién de manera innecesaria.

De esta manera, daremos las dos siguientes cuestiones por supuestas:

1. Una funcién f es periodica si, f(z) = f(y) < y = z+k-p, siendo p el periodo de la funcion
y keZ.

2. El conjunto de valores disponibles M sera un miultiplo del periodo.

Tras estas consideraciones, pasamos a mostrar la base del proceso que debemos realizar para
encontrar dicho periodo. A dicho proceso se le conoce como realizar mediciones parciales: si
tenemos dos qubits, medimos tnicamente uno de ellos para ganar informacién sobre el segundo
evitando que colapse, dado que no lo estamos midiendo. Recordemos también que en la compu-
tacion cuéntica es necesario conservar las dimensiones; partiremos del qubit |z 0) y tras aplicar
la funcién correspondiente lo llevaremos a |z f(z)). Veamos entonces un ejemplo de mediciones

parciales:
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Ejemplo 5.5. Supongamos que M = 5 y que tenemos una funcion f que funciona de la siguiente

manera:

|00) — |04)

110) — [13)

120) = [21)

130) — [33)

|40) — |42)

Entonces, si medimos el primer qubit
en cada uno de los datos de salida de la

funcién; y por ejemplo medimos un 2, sa-

de ser 1. jPor qué? Porque la tinica combi-
nacion posible de datos de salida de la fun-
cion cuyo primer qubit sea un 2 es aquella
en la que el segundo qubit es un 1. De for-
ma anéloga, supongamos que ahora medi-
mos el segundo qubit. Si medimos en este
caso un 3, estamos en un caso diferente al
anterior; ya que hay dos valores del primer
qubit en los que su pareja es un 3. En estos
casos, el valor del primer qubit es un esta-

do en superposiciéon cuya expresion es

bemos que el segundo qubit de ese par ha de la forma: %(ID +13)).

Observando el proceso anterior, podemos ver como en los estados en superposicion se sigue
un patrén de la forma —= |:L‘0+k -p), en donde la inclusion del factor f se debe a la necesidad de
trabajar con un vector unltarlo. Nuestra intencién es poder expresar dichos estados tinicamente
como |k - p), que si nos fijamos es similar a la expresion anterior excepto por la adicion del
término xg. Para eliminar dicho término de la expresién anterior y poder llegar a la expresiéon
que deseamos utilizaremos la QFT vista en las secciones y de este capitulo. Empleando
la QFT, determinaremos multiplos de M/p, pero después podremos despejar y calcular p, que
es nuestro objetivo desde el principio.

De esta manera, nuestro objetivo ahora sera aplicar la QFT para poder demostrar:

Lema 5.6. Dado M el nimero total de elementos y |xo + k - p) la expresion de estados en

superposicion sin el factor multiplicativo, tendremos que:

M -1 1
\/72 o + k- p) L5 Z (5.12)

k

aplicando la Transformada Cudntica de Fourier.
Antes de comentar la demostraciéon del lema, explicaremos el enunciado:

1. Partimos de & o elementos, y es por esta razon por la que el factor que multiplica antes de

la suma es \/—ﬁ = %, pero tras aplicar la QFT, pasamos a tener p elementos (y por

tanto, en este caso el factor multiplicativo de la suma es %)
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2. El término ¢ es una fase global que no afecta a la medicion final, y que por tanto podemos

prescindir de él.

3. Si realizamos una medicién antes de aplicar la QFT, podemos obtener cualquier valor de-
bido al término xy que aparece sumando. Sin embargo, tras aplicar la QFT nos aseguramos

obtener tinicamente multiplos de %.

Sin més dilacién, pasemos entonces a ver la demostracion:

Demostracion. Antes de profundizar en la demostracion, recordemos que:

1. M es un multiplo del periodo p.
2. QFT [r) = A S wmly).

Por lo tanto, aplicando la definicién de la QFT a nuestro estado:

p [ QFT ( +kp)y \/f)M_l v y
zQ .Y
LS faotkp) & 2 Z Z ) = YOS @A) |y)
k=0 y=0 k=0
(5.13)
Llegados a este punto, debemos separar en dos casos:
En el primero de ellos, tendremos que si y es multiplo de %, entonces 2™ i = 1. Ademas,

. . @, 9 \/]3 M omiZ0Y\ 1
tendremos que el coeficiente asociado a ese valor “y” serd 7 (— e“™ M) = quy

(lo denotamos por ¢,, que es una fase global que no afecta a la probabilidad de medir ese qubit).
Por otro lado, sabemos que dentro del conjunto M existen p multiplos de %. Entonces, cuando

nuestro “y” recorra todos esos valores, estard cumpliendo la condicién anterior de ser miltiplo de

M p veces, y la de no ser multiplo en el resto de casos. Por tanto, y dado que los p coeficientes

de estos estados son f’ tendremos que la probabilidad total serd 1, por lo siguiente:
1 1
P =
VP VP
p veces

Esto quiere decir que el coeficiente de todos aquellos elementos que no sean miltiplos de % sera,

0, llegando asi a la solucién deseada:

P [ QrFr 1 LM
Vi ) |ao + k- p) —>% > |k"?>¢k- (5.14)
k=0 k=0
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Lo que acabamos de demostrar nos permite afirmar que cuando tengamos un estado en
superposicién y lo midamos, siempre vamos a obtener un miltiplo de %. Una vez hecho esto,
ejecutaremos el circuito varias veces, obteniendo un valor miultiplo de % diferente ( 0 no) en cada
una de ellas. De esta manera, lo Gnico que tenemos que hacer para determinar dicho periodo es

calcular el maximo comuin divisor de estos valores calculados previamente y despejar p de la

siguiente expresion (considerando que z; con i € {0,...,n} son los multiplos de % encontrados
tras ejecutar el circuito):
M M
m.cd(z;)) = — —=p=——— 5.15
(:) D b m.c.d(z;) (5.15)

Antes de pasar con el capitulo en el que explicaremos los pasos que presenta el algoritmo de
Shor, debemos mostrar el circuito que debemos utilizar para poder obtener dicho periodo. Un

ejemplo con 3 qubits de entrada aparece representado en la siguiente imagen:

Figura 5.2: Circuito cuéntico para 3 qubits de entrada para determinar el periodo

Como podemos ver en la imagen [5.2] partimos de 3 qubits de entrada y los correspondientes
3 qubit 0 para equivaler las dimensiones. A continuacion, creamos la superposicion de estados
aplicando una puerta de Hadamard a cada qubit xg,x1yx2 involucrado, y después aplicamos
nuestra puerta cuantica Uy asociada a la funcion f a todos los pares |x;0), con j € {0, 1,2}.
A continuacion, medimos la superposicion de estados generada; cuya interacciéon en este caso es

de 8 elementos (ya que 23 = 8), y asi podemos representar 8 niimeros (del 0 al 7) en binario.
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Una vez hecha esta medicién para conseguir que el primer qubit colapse hacia donde nos
interese (no utilizaremos el resultado de esta primera medicién), aplicaremos a g, z1yzs la QFT
y una vez aplicada, medimos la salida generada por esta funcion. Es esta medicion la que nos
dara siempre un miltiplo de %, y al obtener varios valores de estos miltiplos; podremos aplicar
el méaximo comin divisor y despejando p como en la expresion [5.15, obtendremos el periodo de

la funcién; que es lo que queriamos desde un principio.



Capitulo 6
El algoritmo de Shor

Llegados al tltimo capitulo del documento y tras haber comentado todos los preliminares
necesarios para poder entender el algoritmo de Shor, explicitaremos los pasos en los que se
divide el algoritmo y también presentaremos algunos aspectos importantes del mismo: divisiéon

en parte clasica y cuantica, y eficacia respecto a la computaciéon actual.

6.1. Descripcion del algoritmo: pasos y ejemplo de aplicaciéon

El algoritmo en si se divide en dos partes: una parte cuantica, que es la que hemos visto
sobre todo en este documento, que consiste en encontrar el periodo de una funcién, y después
una parte clasica, que emplea el resultado del periodo calculado en la anterior fase para poder
descomponer un nimero en factores primos, objetivo final de nuestro algoritmo.

La parte cuantica es fundamental, ya que aunque se pueda determinar el periodo de una funcién
mediante un método clésico; este seria mucho mas costoso, porque habria que evaluar demasiados
puntos para poder llevar a cabo dicho célculo y convertiria el algoritmo en impractico.

Antes de empezar con la explicacion, debemos conocer un par de conceptos que seran empleados
en el algoritmo. El primero de ellos es la llamada raiz cuadrada no trivial médulo (N), que

definiremos a continuacion:

Definicién 6.1. Diremos que z € N es una raiz cuadrada no trivial médulo (N) si
2?2 =1(mod N) y z € (2, N — 2)

Ejemplo 6.2. 5 es una raiz cuadrada no trivial médulo (8), ya que el resto de dividir 5% = 25

entre 8 es 1 y ademas 5 € (2,6).

El otro concepto que definiremos es el denominado orden de un natural médulo (N):

33
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Definicién 6.3. El orden de m € N moédulo (N) es el menor entero r € Z tal que m" =
1(mod N).

Ejemplo 6.4. 10 es el orden de 7 moédulo (11); ya que 7% = 1(mod11) y 77 # 1(11) con
jedl,...,9}

Tras haber comentado estos dos conceptos, pasamos a ver los resultados en los que se sustenta

fundamentalmente la teoria aplicada en nuestro algoritmo.

Lema 6.5. Dado un nimero N producto de 2 numeros primos distintos p y q, encontrar la raiz

cuadrada no trivial mddulo (N) es equivalente a encontrar p y q.

Demostracion. Sea N = p-q. Recordemos que por definicién, si x es una raiz cuadrada no trivial
modulo (N) esto quiere decir que 22 = 1(mod N) y ademés que x € (2, N — 2).
Asi:

2% = 1(mod N) = 2>—~1 = 0(mod N) = (z—1)-(z+1) = 0(mod N) = (z—1)-(z+1) = k-N.
(6.1)

Entonces, y recordando que N = p - ¢, nuestro objetivo sera demostrar que p es un factor de

(x —1) y que g lo es de (z + 1) o bien que p es un factor de (z +1) y ¢ lo es de (x — 1).

Para ver esto, utilizaremos que z € (2, N —2)yasiz—1 < N y x+1 < N. Por tanto, ni x —1 ni

x 4 1 pueden ser multiplos de N; ya que para ser multiplos deben ser mayores o iguales que N.

Como N es producto de dos factores primos, la tinica opcion posible es que uno de los factores,

supongamos p sea factor de (x — 1) y que el otro ¢ lo sea de (x + 1).

Por ultimo, calculando el mcd de cada uno de los términos z + 1 y « — 1 respecto de N, se tiene

que med(z — 1, N) = p y que med(z + 1, N) = gq. O

De esta manera, si somos capaces de calcular la raiz cuadrada no trivial modulo (N), también
podremos calcular los factores primos a emplear en la factorizacion utilizada en el algoritmo de
Shor. ;Cémo podemos encontrar dicha raiz cuadrada no trivial z? Para ello, debemos darnos
cuenta que la siguiente funcién f(i) = x*(mod N) con i € N es periddica, donde su periodo es
exactamente el orden de z moédulo (N), cuya definicién vimos antes.

De esta forma, la idea detras del algoritmo se basa en escoger un valor dentro del intervalo
(2, N — 2), construimos la funcion f(i) = x*(mod N) y calculamos el periodo. Si el periodo
obtenido es 2, ya hemos terminado; puesto que si el periodo de esa funcién es 2 hemos encontrado

una raiz cuadrada no trivial, tal y como queriamos.
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En general, realmente nos vale con encontrar cualquier periodo par, ya que si por ejemplo
tenemos un periodo p = 6; es decir, nuestra funcién es 2%(mod V), realmente esta expresion es
equivalente a (23)?(mod N), y de esta forma nuestra raiz cuadrada no trivial serfa 23
Por ultimo, solo nos queda saber como debemos de escoger este valor dentro del intervalo (2, N —2)
para poder obtener un periodo par. Pero, a priori esta decisién es azarosa, jcémo podemos
asegurarnos de escoger un valor adecuado? Pues aqui es donde entra en juego el segundo resultado
que utilizaremos, pero antes de verlo enunciaremos y demostraremos un lema que es necesario

para poder demostrar nuestro resultado.

Lema 6.6. Sea N € N impar. Entonces, al menos la mitad de los elementos de (Z/NZ)* tiene

orden par.

Demostracion. Supongamos que el orden r de = es impar. Entonces,
(—z)" =(-1)"z2" = (-1)" = —1(mod N).

Por tanto, —x debe tener orden 27, que es par. De esta manera, al menos la mitad de los elementos
de (Z/NZ)* tiene orden par. O

Ahora si, pasamos enunciar y demostrar el segundo resultado fundamental para el algoritmo

de Shor:

Lema 6.7. Sea N € N impar con descomposicion en factores primos N = p{'---p%m. Sea
ademds un nimero al azar x € (2, N —2) coprimo con N yr su orden. Entonces, la probabilidad

de que al mismo tiempo T sea par y x2 # —1(modN)) es mayor o igual que 1 — (%)m

Demostracion. Por el Teorema chinés de los restos, escoger un x € (Z/NZ)* al azar es equi-
valente a escoger x; € (Z/p;'Z)* para cada p; de manera aleatoria, con i € {1,...,m} tal
que z; = x(mod N). Sea ahora r el orden de = y sea r; el orden de cada z;. En particular,
z"/2 4 1(mod N). De esta manera, lo que queremos ver es lo mostrado en el enunciado, que la
probabilidad de que r sea par o que z'/2 = 1(mod N) es mayor o igual que 1 — (%)m

Como los primos pi,...,pm, son distintos, se tiene que r = mcm (71, 72,. ..,y ), donde mem
denota el minimo comdn multiplo.

Supongamos que r es impar. Entonces, esto solo sucedera si y solo si cada uno de los r; son
impares. Aplicando el Lema anterior, sabemos que cada r; es impar con una probabilidad de

al menos 1. Entonces, r es impar con una probabilidad de al menos (3)™.
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Ahora, supongamos que 7 es par. En este caso atin debemos comprobar si no se da el caso
en el que z7/2 = +1(mod N). Aplicando el Teorema chinés de los restos, esta situacion solo pasa
cuando z"/2 = +1(mod pfi),V pi. La probabilidad de escoger un = tal que cumpla alguno de los
dos casos anteriores es 2 - 27 = 2™+ v combinando ambas probabilidades obtenemos una
probabilidad de éxito de al menos (1 —27%)(1 —27%+1) > 1 -3.27% O

De esta manera, escogiendo pocos nimeros podemos asegurar con una probabilidad elevada
que alguno de ellos presentara un periodo par.
Para ilustrar todo lo explicado en este capitulo hasta ahora, proponemos el siguiente ejemplo de

aplicaciéon del algoritmo de Shor:

Ejemplo 6.8. Trataremos de descomponer el nimero 33 en factores primos. Para ello, selec-
cionamos en primer lugar un ntimero al azar en el intervalo (2,31); por ejemplo, el namero 10.
Ahora, vemos que 102> = 100 = 1(mod 33); y por tanto 10 es una raiz cuadrada no trivial mo-
dulo (33). Por lo tanto, aplicando el lema tendremos que los factores primos de 33 seran el
mcd(10 — 1,33) = med(9,33) = 3 por un lado y el med(10 + 1,33) = med(11,33) = 11 por el

otro. Por tanto, los factores primos de 33 son 3 y 11.

Ya hemos visto todos los pasos necesarios para poder explicar de manera completa el algoritmo
de Shor y un ejemplo sencillo de aplicaciéon del mismo. Para terminar, en la dltima seccién

comentaremos brevemente cuestiones referidas a la eficiencia del algoritmo.
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6.2. Principal aplicacién y eficiencia del algoritmo

Como vimos en el capitulo |3] el sistema RSA constituye una de las bases en las que se
sustenta la criptografia actual, y vimos en su caso la importancia de los nimeros primos. De
esta manera, la principal aplicacién del algoritmo de Shor no es otra que la criptografia. Este
algoritmo es tan poderoso que si se consiguiera implementar en un ordenador cuantico podria
terminar con la criptografia actual; debido a que la factorizaciéon de primos necesaria para poder
determinar las claves publica y privada presenta orden de complejidad exponencial empleando la
criptografia clasica; mientras que el orden de complejidad empleando el algoritmo de Shor y la
computaciéon cuéntica es polinémico, siendo radicalmente superior en velocidad al caso clésico. De
esta manera, este algoritmo conseguiria en muchisimo menos tiempo encontrar la factorizacion
en primos de cada numero resultado de la encriptaciéon correspondiente, de tal manera que
los sistemas actuales de contrasenas y seguridad serfan muy vulnerables a esta solucién. Este
aumento de rapidez respecto al caso clasico se debe al empleo del algoritmo cuéntico basado en
los capitulos [4 y 5], que permiten encontrar el periodo de la funciéon evaluada en muchos menos
intentos que en el caso clasico, que al necesitar muchos mas puntos dificulta y ralentiza la labor
de dicho algoritmo.

Pese al principal inconveniente que acabamos de comentar respecto a la brecha de seguridad que
se puede generar si se consigue desarrollar este algoritmo; viene también acompaniado de buenas
noticias: el algoritmo de Shor puede suponer una nueva base para un sistema de encriptacion
cuantica mucho més seguro que el actual y que permita mantener la seguridad y la privacidad
de los usuarios en la red en cualquiera de sus ambitos.

Atn nos queda mucho por aprender de la computacién cuantica, pero estoy seguro de que de la
misma forma en la que se ha descubierto y estudiado este algoritmo, apareceran muchos mas que
nos permitira a los usuarios navegar de la manera més cémoda y segura posible en la nueva era

de la computacion cuantica que se avecina en los préoximos anos.
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