ECUACIONES
DIFERENCIALES
PARCIALES

VERSION 2018

Salomon Alarcon Araneda






SALOMON ALARCON ARANEDA

APUNTES

MAT 247 | ECUACIONES
DIFERENCIALES
PARCIALES






Prefacio

E stimados alumnos, en el contexto de la asignatura MAT 247 que se dicta en nuestra Universidad,
me es grato presentar esta version actualizada de mis apuntes de Ecuaciones Diferenciales Parciales,
la cual incluye correcciones de la versién anterior. El principal objetivo de estas notas es ofrecer

un material de consulta acorde a los contenidos tratados en clases.

Es importante sefialar que estos apuntes no reemplazan a los libros de la Bibliografia del programa
de la asignatura, ni tampoco a los que cito en la Bibliografia al finalizar estos apuntes. Por esta
razoén, recomiendo revisar aquellos libros con la finalidad que puedan profundizar en el estudio
de los contenidos aqui tratados y, de esta forma, puedan conocer puntos de vista diferentes a los
expuestos aqui.

Agradezco desde ya los comentarios y sugerencias que ustedes puedan hacerme llegar para
mejorar estas notas y corregir erratas que puedan existir. Para ello, pueden contactarme por correo
e-mail a:

salomon.alarcon@usm.cl.

Espero que este material les sea de utilidad.

Atte.
SALOMON ALARCON ARANEDA.

Valparaiso, Octubre de 2019
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Notacion

Al ntes de comenzar es conveniente introducir algunas notaciones y definiciones.

DEFINICION 1 Diremos que 2 es un dominio en R" si Q es un subconjunto abierto y conexo de
RY, con int(Q2) # @.
NOTACION 1 Introducimos las siguientes notaciones:

» B(z, R): La bola abierta de R" con centro en = y radio R

= B(r, R): Labola cerrada de R" con centro en z y radio R

» RY: el semiespacio en R" definido por el conjunto {z € R" : zy > 0}

» w € : w es un subconjunto abierto de 2 C RY tal que @ es compacto y @ C (0.

De ahora en adelante, y a menos que se indique explicitamente otra cosa, asumiremos que §2 es un

subconjunto abierto de RY.

NOTACION 2 Sea u :  — R una funcién. Es usual escribir, en caso que existan:

La primera derivada de u respecto a la i-ésima coordenada

8xi:
ou 0 0
» Vu=Du= (8;1’ 07;2’ el 8;\{) El gradiente de u
0%u . o . .
. La derivada con respecto a la i-ésima coordenada de la primera derivada de u
L0 4
respecto a la j-ésima coordenada
» O*u . . .
» Dy = SeBe. | Hess[u]: La matriz Hessiana de las derivadas de segundo orden de u
L0 4
D« Sl donde ( ) € (NU{0})" es un multi-indice de
. U= , a=(a1,09,...,x H
0z 0xy? ... Oz b N
orden

N
la] = Zai
i=1

IX



NOTACION

DFy = {D% : |a| = k},donde k e NU {0} y a = (a1, @a,...,ay) € (INU {0}V

3
| DFu| = < Z |Dau]2> ,donde k € NU {0} y a = (a1, 9,...,ax) € (NU {0}V

|a|=k
Y 52y
n Au = 92 = tr(D?*u):  El Laplaciano de u
=1 ®
» Sea u : Oy, x Oy, € RM x RM — R una funcién. Si z = (21,22,...,2n,) € Qn, ¥
y = (y1,%2,...,Yn,) € Qn,, entonces
Veu = <8u7(‘?u"”78u ) y Vyu= (m,%,...,au >
Ox1’ Oxo ox N, Oy1” Oy2 YN,

DEFINICION 2 Sea k € IN. Se define el conjunto de las funciones de clase C* en (2, al conjunto

CF(Q) ={ueC(Q): D e C(N),V|a| < k}.

DEFINICION 3 Se define el conjunto de las funciones de clase C*° en 2, al conjunto

C°(Q) = {u € C(Q) : D% € C(Q),V|a| < k,Vk € N} .

DEFINICION 4 Sea k € IN. Se define el conjunto de las funciones uniformemente de clase C* en Q, al
conjunto
C*(Q)={ue C*(Q): D*u es uniformemente continua para todo |a| < k}.

DEFINICION 5 Se define el conjunto de las funciones uniformemente de clase C*° en €2, al conjunto

0> (Q)={ue C*(Q): D*u es uniformemente continua para todo |a| < k, Vk € IN}.

DEFINICION 6 Sea u : 2 — R una funcién. Se llama soporte de u al conjunto

suppu = {z € Q: u(z) # 0}.

DEFINICION 7 Sea k € INU {oc}. Se define el conjunto de funciones con soporte compacto de clase C*
al conjunto
CH(Q) = {u € C*(Q) : suppu es compacto en Q}.

DEFINICION 8 Sean zp € 2 y u : © — R una funcién. Diremos que u es Lipschitz continua en x

si verifica
o [10) = @0)

z€Q |l' - x0|



NOTACION

DEFINICION 9 Sea © un conjunto medible en RY y sea 1 < p < oc. Se definen los espacios de

funciones
LP () = {u : @ = R : u es medible Lebesgue A / |ulP < oo} .
Q

DEFINICION 10 Sea © un conjunto medible en R”. Se define el espacio de funciones

L> () = {u : Q2 — R : ues medible Lebesgue A supess|u| < oo} :
Q

Sea ) un conjunto medible en R y sea 1 < p < oo, y consideremos en £P(2) la relacién de

equivalencia R dada por

fRg & f=g ctpenQ.

DEFINICION 11 Sea € un conjunto medible en RY y sea 1 < p < occ. Se definen los espacios de

funciones
P ={u: Q> R:ueLlP(Q)/R},

a los cuales se les asocia, respectivamente, la norma

1

P

lull oy = ( / |u|p) |
(9]

DEFINICION 12 Sea © un conjunto medible en R”. Se define el espacio de funciones
LY Q) ={u: Q> R:ue L®Q)/R},
al cual se le asocia la norma
||u||Loo(Q) = su%ess|u|.
DEFINICION 13 Sea 1 < p < co. Se definen los espacios de funciones

LP

loc

(Q)={u:Q—=>R:ue LP(w)paracadaw € Q}.

NOTACION 3 Introducimos las siguientes notaciones:

N

ou
= [[Vull ey~ =
(L7 (@) z; 821 1oicn
N N
0u
= || D?ul| (o (yyvxn = g
(@) ;; 92025 || Lo ()

<

XI



NOTACION

DEFINICION 14 Sea U : Q — R” una funcién tal que
U=Uie1+Uzes+...+Unep,

donde {ey, e, ...,ey} es la base canénica de RY ylasU;, i =1,2,..., N, representan funciones
a valores reales que son diferenciables en 2. Llamamos divergencia de U a la funciéon

divU:=V-U= Zax
1

OBSERVACION 1 Sea u : Q — R una funcién cuyas derivadas parciales de sequndo orden existen en (.

Si consideramos . ;
U=Vu= <“ gu “)

81’17 ({9%27 ’ a%'N

entonces

div U = div (Vu) Z

i=1

N o
) %:Au.

ox; (GJLZ — 8:L’?

DEFINICION 15 Sea €2 un abierto de R con 9 acotada, y sea k € IN. Diremos que 952 es de clase
C* sipara cada punto z € 9Q exister > 0y una funciénn € C*(RN~!) que, salvo reordenamiento
y reorientacién de los ejes coordenados si es necesario, verifica

QN B(z,r)={x € B(z,r) : xn > n(z1,22,...,TN-1)}
Ademas,
= Si 9N es de clase C* para todo k € IN, diremos que 992 es de clase C*™.

= Sin es analitica, diremos que 02 es analitica.

XII



Capitulo 1

Introduccion

U na de las grandes motivaciones y fuente de inspiracién para los cientificos ha sido la de
resolver problemas de la vida cotidiana. En este sentido, son muchos los nombres que a través
de la historia han dejado una profunda huella en el desarrollo de las ciencias; en particular de la
matematica y sus aplicaciones.

Teniendo en cuenta que muchos de los problemas interesantes de estudiar son aquellos que
evolucionan continuamente en el tiempo, y que una de las herramientas basicas para describir tales
procesos es la derivada (total y/o parcial), resulta natural describir una gran cantidad de modelos
matemadticos a través de ecuaciones diferenciales. En particular, las ecuaciones diferenciales
surgen cuando se abordan, en un sentido amplio, problemas de diversa naturaleza; por ejemplo,
problemas de Fisica: mecdnica, dindmica, eléctrica, ...; Biologia: dindmica de poblaciones,
coopeticiéon entre especies, ...; Economia: problemas de mercados financieros sin friccion,
problemas de consumo en una cartera dindmica de un agente en tiempo continuo con procesos de
difusion de precios; Astronomia: problemas de mecénica celeste (por ejemplo, problemas de
interaccion entre estrellas aglomeradas y problemas de dindmica entre cuerpos celestes, en
particular el de la Tierra, la Luna y el Sol); Quimica: movimientos subsonicos de gases, equilibrio de
un gas en un contenedor, .. .; etcétera. Los problemas pueden ser de tipo estdtico o dindmico. Los
estaticos usualmente son descritos por ecuaciones diferenciales elipticas, mientras que los
dindmicos generalmente son descritos por ecuaciones diferenciales parabdlicas o hiperbdlicas.

En este capitulo se pretende entregar algunos argumentos necesarios para justificar, desde el
punto de vista de las aplicaciones, el estudio de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).

1.1. Modelos Matematicos

Cuando se quiere abordar algin problema real, tanto desde el punto de vista cientifico como
desde el tecnolégico, es usual hacerlo por etapas.

Etapa 1: El problema real y el modelo matematico. Se requiere un profundo conocimiento del
problema concreto que se ha de abordar; en particular, de las innumerables variables que estan
envueltas en el problema y de las diversas leyes o principios que influyen sobre ellas. El paso

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

del problema real al modelo matemdtico cae en un inmenso campo tedrico relacionado con el cémo
interpretamos y estudiamos la informacién y el conocimiento relacionado con el problema que
se desea abordar. En nuestro caso, nos interesa estudiar determinados problemas mediante la
creacion de modelos matematicos basados en el estudio de una EDP. Ahora, teniendo en cuenta
que el modelo matemdtico es una aproximacién del problema original, en la Etapa 1, parece
razonable que la conformacién de la EDP se guie por el siguiente esquema:

Leyes Hipétesis sobre

asociadas al problema el problema particular Un Problema en EDP.

A modo de ejemplo, para obtener la EDP de difusién del calor, se requiere considerar la Ley de
conservacion de la energia calérica y algunas hipétesis adicionales sobre el problema concreto de
estudio, entre ellas, la Ley de Fourier del flujo de calor.

Etapa 2: El modelo matematico y el estudio de sus soluciones. En esta etapa interesa responder
satisfactoriamente al modelo matemético formulado. Desde este punto de vista, algunas

consideraciones a tomar en cuenta son:
1. Existencia de algtin tipo de soluciones.
2. Unicidad y/o Multiplicidad de soluciones.

3. Dependencia continua de la solucién con respecto a los datos del problema. Méas generalmente,
estabilidad de soluciones.

4. Regularidad de soluciones.
5. Validez de algtin método numérico que permita aproximar la solucién.

Etapa 3: Las soluciones del modelo matematico y el retorno al problema real. Esta es la etapa
ctlmine del proceso de modelacion. La estrategia consiste en verificar, de alguna forma, que las
soluciones del modelo matematico estudiado sean consistentes con los datos que se conocen del
problema real. Especificamente, para que una solucién del modelo matematico sea una soluciéon
adecuada para el problema real, ésta debe validar la informacién que ya se conoce del problema
en estudio, y debe ser capaz de predecir con cierta exactitud resultados futuros.

1.2. Algunos modelos basicos

Un resultado elemental para establecer algunos modelos matemaéticos es el conocido Teorema
de Gauss o Teorema de la divergencia. A continuacién enunciamos el Teorema de Gauss, teniendo
en cuenta la notacién n(z) = (f1(x), f2(x),...,ny(x)), que representa al vector normal exterior

unitario a la frontera de cierto subconjunto en R”, en un punto z de tal frontera.

2 Estaversién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.2. ALGUNOS MODELOS BASICOS

TEOREMA 1.2.1 (Teorema de Gauss) Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R con frontera
00 de clase C*, y sea u € C1(Q). Entonces:

5 .
! :/ whdS  Vi=1,2,....N,

Ja 0z o9
donde dS denota el elemento de area (N — 1)-dimensional en 0. En particular, si

u = (u1,us, ..., uy) es un campo vectorial tal que u; € C1(Q), parai = 1,2,..., N, entonces
/ divu = / u-nds.
Jo Jon

1.2.1. Laecuacién de Laplace

La ecuacién de Laplace es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden de tipo eliptico,
la cual recibe su nombre en reconocimiento al astrénomo, fisico y matematico francés Pierre-Simon
Laplace, quien fue el primero en estudiar sus propiedades en un trabajo sobre campos de potencial
gravitatorio alrededor del afio 1780. La ecuacién usualmente se escribe en la forma

Au=0

donde u es una funcién escalar definida en una regién de R. Cabe sefialar que la ecuacién de
Laplace surgié como tal antes de la época de Laplace, en el contexto del estudio de las funciones
analiticas en R?.

La interpretacion fisica méas conocida es aquella cuando se considera un potencial electrostati-
co en una regiéon de R? donde no hay distribucién de carga eléctrica del volumen. En efecto, es
conocido que un campo electrostatico E satisface la ecuacion

donde p es la carga en un punto r de la regién considerada y ¢ es la permisividad eléctrica del
vacio. Si en la ecuacién anterior el campo electrostatico es obtenido a partir de un potencial V; esto
es, si E = VV, entonces obtenemos

v-E:v-(VV):WV:AV:@.
€0

Luego, la ecuacion de Laplace se verifica para el potencial V' en cualquier regién en que la carga
eléctrica del volumen se anula; esto es, se verifica que

AV =0
si p = 0 en la region.

3 Esta versién puede contener errores
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Una interpretacion fisica mdas general es aquella en que se considera la densidad u de alguna
magnitud en equilibrio. Esto es, si Q es un subconjunto abierto y acotado de R con frontera 952
de clase C! y U € (C1(Q))" denota el flujo de la densidad u de alguna magnitud en equilibrio,
entonces para cada w €  con dw de clase C?, el flujo neto de U a través de dw es cero. En otras

palabras, se cumple que:

U -ndS=0,
Ow

donde n el vector normal exterior unitario definido en cada punto sobre dw. Luego, desde el
Teorema 1.2.1 de Gauss se sigue que

/didex: U-ndS=0,
w Ow

de donde obtenemos
divU=0 en (1.1)

pues U € (C1(©2))". Luego, asumiendo que el flujo U es proporcional al gradiente Vu, lo cual es
fisicamente razonable de asumir, apuntando en direccién opuesta (pues el flujo va de regiones de
alta concentracién a regiones de baja concentracién), obtenemos que

U=-aVu enQ (cona>D0). (1.2)
Sustituyendo (1.2) en (1.1), obtenemos —a div (Vu) =0 en ), que equivale a la ecuacién de Laplace

Au=0 en.

Finalmente, cabe sefialar que, entre otras aplicaciones, la ecuacién de Laplace también aparece en
la investigacién probabilistica del movimiento Browniano (nombre dado en honor al médico y botanico
escosés Robert Brown), que es un movimiento aleatorio que se observa en algunas particulas
microscépicas que se hallan en un medio fluido, como por ejemplo el polen en una gota de agua.
Basicamente, el movimiento aleatorio de estas particulas se debe a que su superficie es bombardeada
incesantemente por moléculas en el fluido, sometidas a una agitacién térmica. Este bombardeo a
escala atémica no es siempre completamente uniforme y sufre variaciones estadisticas importantes.
Asi, la presion ejercida sobre los lados puede variar ligeramente con el tiempo, provocando el
movimiento observado.

1.2.2. La ecuacién del calor

La interpretacion més comun de la ecuacion del calor en un subconjunto abierto de R?
corresponde a la dada a comienzos del siglo XIX por el matematico y fisico francés Jean-Baptiste
Joseph Fourier, quién inici6 el estudio del flujo de calor al observar que una mejor comprensién del
fenémeno haria posible que el proceso de la fundiciéon de metales fuese més eficiente, permitiendo

4 Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.2. ALGUNOS MODELOS BASICOS

a los cientificos determinar una aproximacion de la temperatura al interior de un cuerpo en
cualquier instante futuro, dada la temperatura en su frontera en un instante determinado.

Asumamos que (z,t) € Q2 x [0, +oo, donde  es un subconjunto abierto y acotado de R? con 952
de clase C!, de manera que x representa la variable espacial y ¢ la variable temporal. Consideremos
ademds un medio fisico conductor de calor contenido en €, cuya densidad estd dada por p(z).
Asumamos que este medio fisico estd sometido a una fuente de calor f(z,t) y denotemos por
u(z,t) ala temperatura que hay en el instante de tiempo ¢ en el punto = € (.

Como sabemos, el vector

ou ou ou
Vu(x,t) = | =—(x,t), =—(x,t), =— (x, t
(020) = (olnt) o) (0.0
estd orientado en la direccion en que la temperatura es creciente. Por otro lado, el flujo de calor
se mueve de zonas de mayor temperatura a zonas de menor temperatura, mientras que la Ley de
Fourier establece que el flujo térmico es proporcional al gradiente de las temperaturas, de modo
que el flujo se puede escribir como

F(z,t) = —k(x)Vu(z,t), (x,t) € Qx]0,+o0],

donde x(x) > 0 es una caracteristica del medio llamada conductividad térmica. Asumiendo que
las variaciones de temperatura son moderadas, tratamos de encontrar un modelo que gobierne la
difusiéon del calor. De esta manera, es razonable asumir que las constantes fisicas son
independientes de la temperatura. Para altas temperaturas y grandes variaciones de la misma,
la conductividad puede depender de la temperatura y de sus variaciones, razén por la que aqui
excluimos esta situaciéon ya que estamos considerando exacta la Ley de Fourier, la cual conlleva
implicitamente la independencia de la conductividad respecto a la temperatura.

Sea w € (2 con frontera dw de clase C'. La Ley de Fourier implica que la cantidad ¢; de calor
que se intercambia entre w y su complemento a través de su frontera dw en el tiempo ¢ estd dada

por
a(t) = /8 k(@) Vs, t) - n(z) dS(z),

donde n es el vector normal unitario definido en cada punto sobre dw. Luego, desde el Teorema
1.2.1 de Gauss, tenemos que

q(t) Z/div(/@(m)Vu(x,t))dx.

Por otro lado, la fuente de calor f(x,t) genera una cantidad ¢ de calor en w en un tiempo ¢ el cual
estd dado por

q2(t) = / f(z,t)de.
w
Como la variacién de la temperatura con respecto al tiempo es

ou
E('%t)/
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en un intervalo de tiempo At, la variacién de la cantidad de calor en un instante ¢ en w se puede
aproximar por la cantidad g3 dada por

t+At u
q3(1) :/t /c(x)p(x)gt(x,t) dx dt,

donde c(x) es el valor especifico del medio y ¢ es la energia calérica contenida en w. Entonces para
que exista equilibrio entre la energia caldrica contenida en w y el calor que se intercambia en dw
junto con la energia desde la fuente de calor, se debe cumplir que

t+At
/t (a1(5) + a2(s)) ds = g (),

de donde obtenemos la igualdad

/tt+At/w <div(H(x)Vu(x, s)) + f(x,s) — C(w)p(:v)%(m, s)> dz ds = 0.

En vista que w y At son arbitrarios en los puntos donde el integrando es continuo, obtenemos la
igualdad

div(k(z)Vu(z,t)) + f(z,t) — c(x)p(a:)?;(x,t) =0 V(z,t) € Qx]0,400],

que corresponde precisamente a la ecuacién del calor en una versién general. Notar que si
asumimos que K, ¢ y p son constantes, con k(z) = k> > 0y c(x) = p(xr) = 1, entonces

obtenemos la clasica ecuacién del calor no homogénea

?;: —K?Au=f enQx]0,+ool.

Una interpretacion fisica mas general es aquella en que consideramos a u como la densidad de
alguna magnitud que evoluciona en el tiempo. Esto es, si €2 es un subconjunto abierto y acotado
de RY con frontera 99 de clase C' y U € (C*(Q x [0, +00[))" denota el flujo de la densidad de
alguna magnitud en el tiempo, entonces para cada w € (2 con dw de clase C!, la tasa de cambio
en el tiempo de la densidad u de alguna magnitud en w es igual al negativo del flujo neto de U a
través de dw. En otras palabras, para cada ¢ € [0, +o00[ se cumple que:

E udr = — U -ndsS,
dt w ow

donde n es el vector normal unitario definido en cada punto sobre dw. Luego, desde el Teorema

1.2.1 de Gauss se sigue que

@dx: /diVde,

de donde obtenemos 5
a%b = —divU en Qx 10, +oo, (1.3)
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pues U € (C1(Q x [0, +<[))". Luego, asumiendo que el flujo U es proporcional al gradiente Vu,
lo cual es fisicamente razonable de asumir, apuntando en direccién opuesta (pues el flujo va de
regiones de alta concentracion a regiones de baja concentracién), obtenemos que

U=-aVu enQx]0,+o00[ (a>0). (1.4)

Considerando a = k2

> 0y sustituyendo (1.4) en (1.3), obtenemos la cldsica ecuacién del calor
homogénea u; = £?divVu en Qx )0, +o0o|, que equivale a

0
a—? —k*Au=0 enQx]0,+ool.

Entre otras aplicaciones, la ecuacién del calor o de difusién aparece en estadistica vinculdndose
al estudio del movimiento Browniano por medio de la ecuacién de Fokker-Planck y en quimica
por medio de la sequnda Ley de Fick, la cual estd vinculada a diversos casos de difusién de materia o
energia en un medio en el que inicialmente no existe equilibrio quimico o térmico. En situaciones
en las que existen gradientes de concentracién de una sustancia, o de temperatura, se produce
un flujo de particulas o de calor que tiende a homogeneizar la disolucién y a uniformizar la
concentracién o temperatura. El flujo homogeneizador es una consecuencia estadistica del
movimiento al azar de las particulas en su interior y da lugar al segundo principio de la
termodindmica, conocido también como movimiento térmico casual de las particulas. Asi, los procesos
fisicos de difusiéon pueden ser vistos como procesos fisicos o termodindmicos irreversibles.

1.2.3. La ecuaciéon de ondas

El estudio de la ecuaciéon de ondas se remonta hasta la antigua Grecia, ante la pregunta
¢ Como puede una cuerda de violin crear sonidos?

Los pitagoricos se dieron cuenta que si dos cuerdas del mismo tipo y tensién se relacionaban de
forma adecuada, entonces se podian producir sonidos muy armoniosos; mientras que si la relacién no
era la adecuada, los sonidos producidos podian resultar desagradables. En 1727, Johann Bernoulli
le di6 sentido a estas observaciones, experimentando con una cuerda de violin, y concluyendo que
la forma mds simple para la vibracién de una cuerda es la de una sinusoide. Sin embargo, la visiéon
mas influyente de la ecuacién de ondas surgié desde el estudio de las ecuaciones de Maxwell sobre
electromagnetismo. En resumen, la ecuacién de ondas es un modelo simplificado para el estudio
de una cuerda vibrante (caso N = 1), membrana vibrante (caso N = 2), o sélido eléstico (caso
N = 3). En aquellas aplicaciones fisicas u(z,t) representa el desplazamiento en alguna direccién
de los puntos x en un tiempo ¢.

Sea Q) un subconjunto abierto y acotado de R3 con 9 de clase C?, y sea w € 2 con frontera
Ow de clase C! y sea u € C%(2 x [0, +00[) una funcién que mide el desplazamiento de la variable
espacial en el tiempo. Entonces, para cada tiempo ¢ la aceleracién al interior de w esta dada por

d? 0u
dtz/‘;udx: wwdx,
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y la fuerza de contacto neta esta dada por

—/ F-ndsS,
ow

donde F denota la fuerza actuando sobre w a través de 0w, n denota el vector normal unitario
definido en cada punto sobre dw y la densidad de masa es considerada igual a 1. Las leyes de
Newton afirman que la masa por la aceleracion es igual a la fuerza neta; es decir

0%u /
—dox = — F - ndS.
w 8t2 ow

Luego, desde el Teorema 1.2.1 de Gauss obtenemos que

d%u .
2 =—divF enQx]0,4o00].

Ahora, para sélidos elasticos, F es una funcién del gradiente del desplazamiento Vu. Luego,

0u .
¥l +divF(Vu) =0 enQx]0,+o0],
y como para Vu pequefio, en general es posible linealizar F(Vu) aproximadamente como —aVu,
obtenemos
Ou Au=0 enQx]0,+o0f
— — aAu = oof,
ot? ’
que para la eleccién a = kK2 > 0 corresponde a la ecuacién de ondas. Para efectos futuros,

mencionamos aqui que las motivaciones fisicas sugieren que el modelo matematico considere dos

condiciones iniciales, una sobre el desplazamiento de u y otra sobre la velocidad %, ent=0.

1.3. Clasificacion de las EDP de segundo orden

En esta seccion seleccionaremos, del inmenso mundo de las ecuaciones diferenciales parciales,
algunas ecuaciones que estan suficientemente relacionadas con problemas cotidianos.

Sea  un subconjunto abierto de R" y sea L el operador diferencial definido por

N N 82u
Liu):=>_>" S e + M (z,u, Vu), (1.5)

=1 i=1

donde M es una expresiéon que incluye a los términos diferenciales de orden inferior a 2.
Supongamos que los coeficientes a;; son continuos en 2 y que para z € (), la matriz de los
coeficientes de los términos diferenciales de segundo orden

A(z) = (aij (),
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es simétrica. Entonces, dado = € (2, todos los valores propios de A(z) son reales. Sean estos valores
propios
A(x), Aa(z), ..., An (),

e introduzcamos la siguiente notacién:
= N, (z), el nimero de valores propios positivos de A(z),
= N_(z), el nimero de valores propios negativos de A(x),
= Ny(z), el nimero de valores propios nulos de A(z).

Es claro que estos ntimeros verifican lo siguiente:

N = Ni(z) + N_(x) + No(z) Vo € Q.

DEFINICION 1.3.1 Sea x € 2. Decimos que el operador L definido por (1.5) es
i) eliptico en x si o bien N4 (z) = N obien N_(z) = N,
ii) parabdlico en x si No(z) > 0,
iii) hiperbdlico en x siobien N (z) = N —1y N_(z) =1;obien N_(z) =N — 1y Ny(z) = 1.

Si L es eliptico, parabdlico o hiperbélico en cada x € €2, entonces decimos que lo es en 2. Ademas,
decimos que la ecuacién
Lu)=0 en®

es eliptica, parabdlica o hiperbélica si el operador L de la ecuacién es respectivamente eliptico,
parabdlico o hiperbélico.

EJEMPLO 1.3.1 Prueba que la ecuacién de Poisson
—Au=f en(

es eliptica.

Solucién. Tenemos que la matriz A de los coeficientes a;; es constante en §2; a saber,

-1 0 0 ... O
o -1 0 ... O
A = (aij) =
0 o o0 ... —1
y A =X =...=Ay = —1.Luego, N_ = N en Q y por lo tanto la ecuacién es eliptica. [
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OBSERVACION 1.3.1 La ecuacién de Poisson modela diversos tipos de modelos estacionarios y/o de
equilibrios. Un caso particular de esta ecuacion es cuando f = 0, en cuyo caso la ecuacion es conocida
como ecuacion de Laplace.

EJEMPLO 1.3.2 Prueba que la ecuacién del calor no homogénea

%—Au:f en Qx ]0, +o00|

es parabdlica.

Solucién. Tenemos que la matriz A de los a;; es constante en €,

-1 0 0 ... 0 O
O -1 0 ... 0 O
A = (aij) =
o o0 o0 ... =10
0o 0 0 ... 0 O
yAM =X =...=Av = -1y Ant1 = 0. Luego, Npo =1 > 0 en Q y por lo tanto la ecuacién es

parabdlica. [

OBSERVACION 1.3.2 La ecuacion del calor modela una cantidad importante de problemas de difusion.
Un caso particular de esta ecuacion es cuando f = 0, en cuyo caso la ecuacion se denomina ecuacion del
calor homogénea.

EJEMPLO 1.3.3 Prueba que la ecuacién de ondas no homogénea

0%u
w—A’U,:f enQX]0,+OO[

es hiperbdlica.

Solucién. Tenemos que la matriz A de los a;; es constante en €,

-1 0 0 ... 0 O
O -1 0 ... 0 O
A = (aij) =
0o 0 0 ... =10
0 0 0 ... 0 1
yAM=X=...=Av=—-1yAnt1 =1.Luego, N =N —1lenQy N; =1en) por lo tanto la

ecuacion es hiperbélica. [
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OBSERVACION 1.3.3 La ecuacioén de ondas modela una cantidad importante de fendmenos oscilatorios y
de vibraciones. Un caso particular de esta ecuacion es cuando f = 0, en cuyo caso la ecuacion se denomina

ecuacion de ondas homogénea.

EJEMPLO 1.3.4 Sea N = 2y sea L un operador diferencial con coeficientes constantes como en

(1.5), cuya parte principal de segundo orden es

a@ + b—82u + c@
0x?2  “0xdy  Oy?

Asumiendo que u es de clase C?, encuentra condiciones sobre a, b y ¢ para que el operador L sea
o bien eliptico, o bien parabdlico o bien hiperbdlico.

Solucién. Notemos que la matriz A asociada a los términos de segundo orden estd dada por

(1)

det()\Ig - A) =0,

o Q
o Nlo

cuyo polinomio caracteristico es

de donde se sigue que

b? +vaZ+2 24 2
)\2_(a+c))\—|-ac—zzo = )\:(G;‘I—C) \/a +2(IC—|—C CLC—l—b
2 _ _ 2_b2
DNV e 0l G0
4
4ac — b
= /\1)\2:ch

Luego, la clasificacién de L, en términos de los valores propios de la matriz A, queda como sigue:
» L eseliptico & A\ A2 > 0 & b% < 4ac,
» L es parabdlico < A A2 = 0 < b2 = 4ac,

» L es hiperbdlico & A\ A2 < 0 & b? > 4ac. O

1.4. Algunos modelos mas sofisticados*

1.4.1. Un modelo eliptico: equilibrio de un gas en un contenedor

Por electrohidrodindmica nos referimos a la ciencia que estudia los movimientos de los fluidos bajo
la influencia de ciertos campos eléctricos. Tales movimientos se producen en tubos de vacio, donde
el fluido es un gas de electrones; en plasmas, donde el fluido es una mezcla neutra de iones, en la
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ionosfera, etc. La modelacién que aqui se expone es completamente macroscépica, a diferencia de
aquella que proviene de la tedrica cinética, donde se determinan los movimientos de las particulas
individuales y a partir de ellos se calculan los movimientos macroscépicos. El fluido es tratado
como un continuo, y de esta forma es posible considerar fluidos méas generales y obtener resultados
mas precisos.

En este modelo consideramos el equilibrio de una masa M de gas cargado uniformemente
dentro de un contenedor (por ejemplo un gas de electrones). Si el gas no tuviese presioén, toda la
carga deberia reposar sobre la pared del contenedor, debido a la repulsién mutua de las cargas que
constituyen el gas. Sin embargo, cuando tomamos en cuenta la presién, notamos que ésta impide
que el gas se concentre completamente en una capa de la superficie de contenedor, y asi el gas se
distribuye en el contenedor con mayor densidad en la pared. Ademads la densidad toma el mismo
valor en todos los puntos de la pared. Cuando M crece, la densidad en cada punto dentro del
contenedor también crece.

El resultado encontrado no es fisicamente obvio: en cada punto interior del contenedor la
densidad no aumenta indefinidamente con la masa total de gas; en cambio, en cada punto
interior la densidad tiene una cota superior que depende de la forma del contenedor y de la
posicién del punto. Cuando el punto interior se acerca a la frontera, la cota de la densidad crece
indefinidamente. Asi que, cuando la masa total de gas en el contenedor crece, la mayor parte del
gas se acumula en una fina capa cerca de la superficie. Este comportamiento es similar a aquel
descrito en la solucién elemental, donde se descuida la presion.

En particular, encontramos que existe una solucién en que M es infinita, pero la densidad en

cada punto interior es finita.

Modelacién del problema

= Consideramos el equilibrio de un fluido cargado dentro de un contenedor.
= Usamos la siguiente notacién:

e p: Presion,
e p: Densidad de masa,
e E: Campo eléctrico.

e a: Radio de la densidad de carga eléctrica para la densidad de masa en el fluido. Luego,
a es constante pues estamos asumiendo que el gas es cargado uniformemente en el

contenedor.

Veamos el detalle del modelo.

» Un fluido tal alcanza su equilibrio cuando las fuerzas de presién y las fuerzas electrostaticas
en él se balancean unas con otras.

12 Estaversion puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.4. ALGUNOS MODELOS MAS SOFISTICADOS (*OPTATIVO)

» La masa es igual al producto de la densidad de masa del fluido, por su volumen y por la
densidad de carga eléctrica a, a saber :

apSdx;.

= La fuerza que ejerce el fluido sobre la cara inferior es

pS.

= La fuerza que ejerce el fluido sobre la cara superior es

(525

donde % es la variacion de la presién para la coordenada i-ésima.
7

b+ 3)s

v S

dx i

(pSdzx;)a
pS

Figura 1.1. Fuerzas en equilibrio sobre un elemento de volumen del fluido

Entonces se espera que la suma de todas estas fuerzas, en el equilibrio, sea igual a cero. Ast:

d
apSdz; +pS —pS+ S P =0,
dl‘i
de donde
dp
- —apdz; < Vp=apE. (1.6)

Aqui la constante la constante dieléctrica es 1 pues estamos trabajando en el vacio.

= Si cada molécula del fluido tiene masa m y carga e tal que a = em™?, que es el caso cuando el
fluido es un gas de electrones.

= El hecho que la carga (que es un fluido de electrones), sea una fuente del campo eléctrico se
expresa en la siguiente ecuacién
V- E =4map. 1.7)
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= Si la superficie 902 del contenedor es un conductor perfecto de electricidad (es decir: las
cargas circulan por la superficie sin ninguna resistencia y asi el campo eléctrico siempre es
normal a la superficie), entonces se debe verificar que la componente tangencial del campo
eléctrico se anula en la superficie 0f2; es decir:

Eiangencial = 0 sobre 0f). (1.8)

» El fluido es caracterizado por una ecuacion de estado que expresa a p como una funcién de p
y la temperatura.

= Cuando la temperatura es constante, como asumimos aqui, la ecuacién de estado toma la
forma

p=p(p). (1.9)

» La funcién p(p) es no-negativa y creciente definida para todo p > 0, tiende a oo cuando

p — 00.

= La masa total del fluido dentro del contenedor 2 estd dada por:
M = / p- (1.10)
Q

Fisicamente parece que las condiciones precedentes son las tinicas que deben ser satisfechas
por un gas cargado en un contenedor de conduccién ideal. Si esto es asi, entonces las ecuaciones
(1.6)-(1.10) deberian tener una tnica solucién p, p y E para cada valor M de la masa total.
En 1956, Joseph Keller probé que éste es el caso, y determiné algunas propiedades de la solucién.

Al eliminar E desde (1.6) y (1.7) obtenemos:

V- (p~1Vp) = 4ma®p. (1.11)

Desde (1.9) tenemos que p = p(p), luego (1.11) es una equacién que sélo depende de p.
Alternativamente, como p(p) es mondtona creciente, p puede expresarse en términos de p por
medio de (1.9) y entonces (1.11) se convierte en una ecuacién para p. Sin embargo, es maés
conveniente introducir una nueva funcién v definida por

_ [P e
v_/po o (1.12)

Aqui py es una constante arbitrariamente grande, mayor o igual que p(0). En términos de v, (1.11)
se convierte en
Av = V3 = f(v). (1.13)

La funcién f(v) se define en términos de las funciones inversas p(p) y p(v) por

f(v) = 4ma®p(p(v)). (1.14)

La funcién f(v) resulta ser no-negativa y creciente en v.
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El gas ideal

Para ejemplificar las precedentes consideraciones, consideramos un gas ideal, para el cual la

ecuacién de estado (1.9) es

RT
p=—0p. (1.15)
m

En (1.15) la temperatura 7" es constante, R es la constante del gas, y m es la masa promedio de las
moléculas en el gas. Entonces, si py = 1, se obtiene que

v=—Inp. (1.16)
m
Desde (1.14), (1.15) y (1.16), se sigue que
4ra? m
flv) = ?Tmeﬁ”. (1.17)
Entonces desde (1.13), se sigue que
A= V2o = T (1.18)
U7 RT ' '
Si definimos una nueva variable u por
m am \ 2
u = ﬁ’l}"‘lnélﬂ' (ﬁ) ,
entonces (1.18) llega a convertirse en
Au = Vi =e"

De esta forma, obtenemos el problema

Au=e" en

, 1.19

lim  wu(z) = oco. (1.19)
dist(z,00)—0

Este problema posee una tnica solucién, cuyo perfil asintético cerca de la frontera del contenedor

es conocido.

1.4.2. Un modelo parabdlico: coopeticion entre especies

Por coopeticion nos referimos a la interaccion entre organismos que compiten en una regién a
la vez que cooperan entre ellos, ya sea por su posicion geografica, edad, recursos, etc..., pudiendo
ademds desarrollarse independientemente el uno del otro en ciertas subregiones. Algunos
ejemplos: los organismos simbi6ticos, como los liquenes donde el alga suministra energia y el
hongo aporta soporte y protecciéon; dos empresas automotrices que intercambian desarrollo
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tecnolégico, que compiten en ventas en algunos lugares, mientras que en otros una de las
empresas se excluye.

En este modelo consideramos organismos de dos especies insertas en un mismo habitat bajo
un régimen de coopeticién. La existencia de mecanismos cooperativos localizados en un contexto
aparentemente competitivo, que en ocasiones son practicamente imperceptibles, disminuyen la
susceptibilidad del sistema a las invasiones e incrementan su productividad, evitando, por
ejemplo, que la extinciéon de un depredador superior en un ecosistema pueda provocar el
hundimiento completo del sistema. Esta relacion determina la densidad de una especie en un
lugar.

Los resultados son bastante diferentes a aquellos obtenidos por Lotka-Volterra donde un
modelo depredador-presa es considerado. En aquel modelo las especies involucradas no
establecen vinculos localizados de cooperacion. Ellas autoregulan su crecimiento poblacional por
ciclos y el depredador se asemeja a un devorador, méas que a un ente que colabora para sostener un
ecosistema. El modelo actual es por lo tanto una extensién del modelo de Lotka-Volterra cuando es
permitido que las especies establezcan vinculos localizados de cooperacién. Es esta doble acciéon
cooperacién-competicion es la que constituye uno de los principales mecanismos reguladores de
la vida.

Las aplicaciones précticas de este modelo podrian facilitar la comprensién del comportamiento
de una multitud de ecosistemas y mercados financieros, sobre todo en épocas de crisis. Areas
tan diversas como la biologia, ecologia, sociologia, gestion empresarial y economia podrian
beneficiarse de este modelo.

Modelacién del problema
= Consideramos la coopeticién entre dos especies bioldgicas U y V' en un hédbitat comtn
= Usamos la siguiente notacién:

¢ () El hdbitat donde se encuentran las especies,

u: Densidad de poblacién de la especie U en el hébitat €2,

v: Densidad de poblacién de la especie V' en el habitat €2,

A: Tasa de natalidad intrinseca a la especie U (tasa de crecimiento en ausencia de V),

p: Tasa de natalidad intrinseca a la especie V' (tasa de crecimiento en ausencia de U),

b: Funcién-Tasa de crecimiento instantdneo de la especie U debida a los beneficios y/o
pérdidas que obtiene como resultado de su interaccién con V,

e c: Funcién-Tasa de crecimiento instantdneo de la especie V' debida a los beneficios y/o
pérdidas que obtiene como resultado de su interaccién con U.

Veamos el detalle del modelo.

16  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 1.4. ALGUNOS MODELOS MAS SOFISTICADOS (*OPTATIVO)

» La velocidad con que varia la poblaciéon de U es proporcional a la poblacién existente en el

momento t. Luego,
ou
ot

» La velocidad con que varia la poblacién de U depende directamente de los beneficios y/o

. (1.20)

pérdidas que obtiene como resultado de su interaccién con V' en los distintos lugares del
habitat 2 en un tiempo t. Luego, la relacion interespecifica estd dada por la ecuacién
ou
— = —b(z)uv. 1.21
5 = —bl) (1.21)
= La velocidad con que varia la poblacién de U interacttia con si misma en los distintos lugares

del habitat 2 en un tiempo ¢. Esta relacion intraespecifica en su caso més simple estd dada

por la ecuacién
ou 9
— = —u”. 1.22
ot~ " 1.22)
(En general se considera %—7; = —a(x)u?).
» Ignorando la dindmica entre la especie U y V, la densidad de la poblacién U dispersdndose

en el hdbitat 2 via difusién estd dada por la ecuaciéon

ou
— = DA 1.2
3t 14U, ( 3)

donde D; describe la tasa del movimiento.

Entonces acoplando las ecuaciones (1.20)-(1.23) anteriores, y simplificando la mayor cantidad de
constantes posibles, obtenemos la siguiente ecuacién para la dindmica poblacional, con difusién,
de U con respectoa V:

ou

i Au = \u — u? — b(z)uw V(z,t) € Q% ]0, 400l (1.24)
Siguiendo el mismo razonamiento, con los correspondientes modificaciones, obtenemos la siguien-
te ecuacion para la dinamica poblacional, con difusién, de V' con respecto a U:

g: —Av =0 —c(@)uww Y(z,t) € Qx]0, +oo]. (1.25)

Una condicién de frontera natural es que fuera del habitat las especies no sobreviven en cualquier
tiempo ¢, de esa forma se espera que

u=v=0 V(z,t) € 002x]0, 400l (1.26)

Por otro lado, la condicién inicial natural es aquella en que nos encontramos al momento de
comenzar a aplicar el modelo, esto es

u(z,0) = up(x) v(z,0) = vo(x) Vo € Q. (1.27)
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En definitiva, desde (1.24)—(1.27), el problema considerado es:

( Ou 9
E—Au:)\u—u —b(x)uv en Qx]0,+oo[
ov 2
— —Av=pv—v"—c(z)uv en Qx]0,+oo[
ot (1.28)
u=v=_0 sobre 092 |0, +oo[
u=1uy >0 sobre Q2 x {0}
{ v=1 >0 sobre Q x {0},

donde Q es un dominio suave acotado de RY, N > 1, con 99 de clase C*, A representa el operador

Laplaciano y b, c € C(12).
Si consideramos el modelo para una especie en ausencia de la otra, observamos que cada una

crece de acuerdo al siguiente modelo logistico

0
8—7“;) — Aw =yw —w? enQx]0,+o0]
w=0 sobre 9Q2x |0, +00] (1.29)
w=wy >0  sobre) x {0}.
Luego, el limite correspondiente a la distribucién de la poblacién cuando ¢ 1 oo estd determinado
por el estado estacionario no negativo de (1.29); es decir, por el problema

—Aw = yw — w? en{
w=70 sobre 0€).

De forma similar, notemos que los estados estacionarios de (1.28) son las soluciones no negativas
del siguiente problema eliptico

—Au=u—u?—b(z)uv enQ
—Av = pv —v? — c(r)uv  en

u=v=0 sobre 0S2.

OBSERVACION 1.4.1 Biolégicamente parece que las condiciones precedentes son las tinicas que deben ser
satisfechas por dos especies que compiten y cooperan en un hdabitat, al menos en los casos especiales que
aqui hemos considerado para simplificar el modelo. Si esto es asi, entonces el sistema (1.28) debiese tener

una solucion u, v.

1.4.3. Un modelo hiperbdlico: cuerda vibrante

Una cuerda es un medio continuo unidimensional, eldstico que no ofrece resistencia a la flexion.
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Modelacién del problema

Asumamos que una cuerda ubicada en el plano Oxu es sometida a vibraciones transversales,

sin salir de dicho plano, respecto a su posicion de equilibrio, que asumimos coincidente con el eje

Oz alo largo del intervalo [0, L]. Aqui,

u(z,t) denota la magnitud del desplazamiento de la cuerda en el punto z, en el instante ¢.

Por simplicidad, estudiaremos pequefias vibraciones, es decir, vibraciones tales que

3U(SCQ y to)
ox '

implican que (tana)? es muy pequefio en relacién a tana, de forma que los términos

tana =

conteniendo (tan a)? pueden ser despreciados en la modelacion.

T'(x,t) denota la tensién en cada punto x y cada instante ¢ que se supone dirigida en la
direccién de la tangente a la cuerda en el punto = con médulo |T'(z,t)|. Esta hipétesis
representa justamente la falta de resistencia a la flexién.

La longitud de un segmento |a, a + h[ al deformarse se convierte en
a+h ou 2
s:/ 1+<> dx ~ h,
a ox
debido a la hipétesis hecha sobre el tamafio de las vibraciones. Esto quiere decir que bajo
nuestras condiciones, la cuerda resulta aproximadamente inextensible. Por lo tanto, el
modulo de la tensién, cuya variacion es proporcional al estiramiento segiin la Ley de Hooke,

resulta ser constante,
|T(z,t)| = Tp.

Sea F'(z,t) lamagnitud de la fuerza que es aplicada perpendicularmente al eje Oz en el punto
x 'y en el instante ¢; sea p(x) la funcién densidad de la cuerda que, razonablemente, se supone
independiente del tiempo. La Ley del movimiento viene dada por la Ley de Newton

Masa x Aceleracion = Fuerza. (1.30)
Las fuerzas que acttian sobre un elemento [z, z + Az] son aproximadamente:

i) Las fuerzas de tensién
To (sen a(x + Ax) — sen a(x))
se pueden aproximar por

tan a
senq = —— ~tana = —,
1+ (tan «r)? oz

pues al asumir vibraciones pequefias podemos despreciar el término (tan o)?.
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i) Las fuerzas externas las aproximamos por F'(z,t)Ax, que es razonable con hipétesis de
continuidad sobre F'. Con estas consideraciones (1.30) se puede expresar por

2
:E(? u(z,t)

To(sena(x + Az) —sena(z)) + F(x,t)Ax = p(x)A 52

o bien, efectuando la sustitucion de sen a por tan ov como se indicé antes,

To (Ou(z +Az,t)  Ou(z,t) B O*u(xw,t)
Az < Oz Oz + Fla,t) = plz) o2

Luego, pasando al limite cuando Az — 0, obtenemos la ecuacién siguiente

0u(z,t)
ox

0%u(x,t)

T —
0 o2

+ F(a,t) = p(z)
que rige el movimiento en las hip6tesis hechas.

» Una condicién natural para una cuerda es que tenga los extremos fijos; es decir,

u(0,t) =0 =u(L,t) Vt € 0, +ool.

Finalmente, obtenemos el siguiente problema mixto de valores iniciales y de frontera

(. 0%u(x,t)

0?u(x,t)
To Ox

ot?
u(0,t) =u(L,t) =0 t € [0,4o00]

—i—F(w,t):p(m) en]O,L[x]0,+oo[

u(z,0) = g(x) x €10,L]
ou
E(ZL’, 0) = h(z) x € [0, L].

1.5. Condiciones sobre una EDP de segundo orden

Supongamos que tenemos una EDP (lineal o no lineal) que modela un problema que
queremos resolver. Desde el punto de vista fisico es natural pensar que nuestra solucién debe
satisfacer ciertos requerimientos, que se traducen en ciertas condiciones prefijadas, como por
ejemplo:

a) condiciones sobre la frontera o borde de la regién en estudio, conocidas como condiciones de
frontera (CF). Por ejemplo, en el caso de que queramos estudiar la distribucién del calor en
una barra delgada o lamina delgada, podriamos preguntarnos si sobre la frontera la barra o

la Idmina es térmicamente aislada o bien si hay intercambio de calor con el medio;

b) condiciones de temperatura prefijadas que esperamos tener sobre la frontera de la regiéon en
cualquier tiempo ¢;
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c) condiciones iniciales (CI) sobre el calor que deseamos aplicar en el instante ¢ = 0; etc....

De esta forma, nuestro problema general estd compuesto por una EDP, alguna(s) CE, y en caso de
tener dependencia en el tiempo, alguna(s) CI. En el caso de una ecuacién como la del calor o la de
ondas, deberiamos tener la siguiente estructura:

EDP
CF
ClI.

En el caso de una ecuacién como la de Laplace, deberiamos tener la siguiente estructura:
EDP
CF.

1.5.1. Condiciones iniciales y de frontera

A continuacién vamos a precisar el asunto de las condiciones que permiten estudiar existencia
y unicidad de soluciones de ciertas EDP. Aqui, {2 representa un subconjunto abierto de RV, N > 1,

0 a su frontera, y I a un intervalo abierto de ntimeros reales.

Condiciones de frontera tipo Dirichlet

= En el caso en que u no depende de una variable temporal, la condicién de Dirichlet esta
dada por
u(z) = g(x) Vo € 09,

donde g : 92 — R es una funcién conocida.

= En el caso en que u depende de una variable temporal, la condicién de Dirichlet estd dada
por
u(z,t) = g(x,t) V(z,t) € 00 x I,

donde g : 99 x I — R es una funcién conocida.

Condiciones de frontera tipo Neumann

= En el caso en que u no depende de una variable temporal, la condicién de Neumann esta

dada por
_ ou
~ On

donde i : 992 — R es una funcién conocida.

Vu(z) - n(x) (x) = h(x) Vo € 09,
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= En el caso en que u depende de una variable temporal, la condicién de Neumann estd dada

por

Vu(z,t) -n(z) = g—z(w,t) = h(x,t) V(z,t) € 0Q x I,

donde A : 90 x I — R es una funcién conocida.

Condiciones de frontera mixtas

Las condiciones mixtas corresponden a un grupo de condiciones de frontera donde se
emplean condiciones tipo Dirichlet y condiciones tipo Neumman en porciones de la frontera.

Condiciones iniciales o de Cauchy

Estas condiciones tienen sentido en problemas donde la variable temporal estd presente. Mds
aun, cuando en la EDP aparece una derivada temporal de primer orden, una tipica Cl es

u(z,0) = up(z) Vx € (),

donde up : 2 — R es dada como dato; mientras que si en la EDP aparece una derivada temporal
de segundo orden, entonces es esperable que surja una segunda CI de la forma

ou
E(az, 0) = ui(x) Va € (),

donde u; : © — R es dada como dato.

1.6. Problemas bien puestos para una EDP de segundo orden

En esta seccién estamos interesados en averiguar qué requisitos le vamos a pedir a un problema
de EDP para que realmente sea interesante el intentar resolverlo. La siguiente definicién se debe a
Hadamard.

DEFINICION 1.6.1 Se dice que un problema de EDP es un problema bien puesto si se cumplen las

siguientes tres condiciones:
i) Existencia: existe solucién
ii) Unicidad: la solucion es tinica
ii1) Estabilidad: la solucién depende continuamente de los datos del problema.
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1.6.1. Estabilidad

Las dos primeras exigencias son naturales. Por otro lado, la condicién de estabilidad parece
razonable toda vez que es la que nos permite aproximar el problema real, pues garantiza que
pequefias variaciones en los datos del problema producen pequefias variaciones con respecto a la
solucion del problema original. Pero en general,

Al hacer pequefios cambios en la EDP, o en las CF o en las CI, que modelan un problema
¢ Son las soluciones obtenidas pequefias variaciones respecto de la solucion del problema original?

Aunque la mayoria de los problemas que se estudian en matematica estdn bien puestos, hay
algunos que no lo estdn, como se observa en el siguiente ejemplo de Hadamard.

EJEMPLO 1.6.1 Sea ¢ > 0y considere el problema eliptico

Pu  O%u
e T, +
92 + ETo) 0 (z,t) €]0,e[xR
u(xz,0) =0
ou

¢Es este un problema bien puesto?

Solucién. Una solucién de este problema es u = 0. Por otro lado, cuando uno varia levemente la
segunda condicién inicial pueden suceder cosas inesperadas. Consideremos ahora el problema

0*u  0%u
- - = +
92 + 052 0 (x,y)€]0,e[xR
u(z,0) =0
ou _ sen(Mz)
a0 ="

con M muy grande. Una solucién de este tiltimo problema es

sen(Mz) senh(Mt)
2M?

u(x,t) =

Claramente, para o € 0, €] fijo, u(xo, t) crece exponencialmente cuando ¢t — oo, pues senh(t) es del
mismo orden que e’ cuando t — oc; asi, un pequefio cambio en los datos genera un gran cambio
en las soluciones. Por esta razén, la solucién no depende continuamente de los datos iniciales, en
concreto de la velocidad inicial %(a:, 0). Por lo tanto, el problema no es estable; y asi el problema
no esta bien puesto. [

1.6.2. Unicidad

Partimos recordando algunos resultados basicos para establecer unicidad. Estos resultados son
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consecuencias del Teorema 1.2.1 de Gauss , y corresponden al Teorema de integracién por partes
y el Teorema de las identidades de Green . Aqui n = (71, fig, ..., 7y) representa al vector normal
exterior unitario sobre la frontera de cierto subconjunto en RY.

TEOREMA 1.6.1 (Teorema de integracion por partes) Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de
R” con frontera d(2 de clase C!, y sean u, v € C''(€2). Entonces:

Ju U—/ uvn;dS — / v Vi=1,2,...,N.
Qaill o0 OTL

TEOREMA 1.6.2 (Identidades de Green) Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R” con fron-
tera 02 de clase C*. Se verifica lo siguiente:

) / VuVov = / uVv-ndS — / uAv Yu € C1(Q), Vv € C*(Q)
JQ J o2 JQ
if) / (uVv—vVu) -ndS = / (uAv — v Au) Vu,v € C*(Q)
o0 Q
iii) [ Au= [ Vu-ndS Vue C*Q).

Q o0

Demostracion.

i) Notar que u (f?” € CY(Q),i = 1,2,...,N. Entonces, desde el Teorema 1.2.1 de Gauss

obtenemos
/ uVv-ndS = / div(u V),
o0 Q

div(u Vo) = Vu Vo + u Av,

y como

se concluye que

/ qu-ndS:/(Vqu—i—uAv).
o0 Q
Reordenando apropiadamente, obtenemos el resultado deseado.

ii) Desde la parte anterior, tenemos

/ qu-ndSz/(VquH—uAv)
00 Q

/ vVu-ndS:/(VvVu+vAu).
09 Q

Restando apropiadamente las dos igualdades anteriores, obtenemos el resultado.

iii) Seav = 1y u € C%*1Q). Aplicando la primera parte de esta demostracién después de
intercambiar u por v, obtenemos directamente el resultado. W
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Unicidad de soluciones para problemas que involucran la ecuacién de Poisson

Una ecuacioén de la forma
—Au=f
recibe el nombre de ecuacién de Poisson, de manera que la ecuacién de Laplace puede ser vista

como un caso particular de la ecuacién de Poisson (esto es, cuando f = 0).

TEOREMA 1.6.3 (Unicidad bajo condicién Dirichlet sobre la frontera) Sea (2 un conjunto abierto
yacotado de RY con frontera 92 de clase C!, y sean f € C(Q2) y g € C(09). El problema

{ —Au=f en( (1.31)

uw=g¢g sobredfl,
admite a lo mds una solucién u € C%(Q).

Demostracién. Sean uy,us € C%(Q) dos soluciones del problema (1.31) y definamos w = u1 — us.
Es claro que w € C?(Q) y satisface:

(1.32)

—Aw=0 en
w =0 sobre 0f).

Por otra parte, por Teorema 1.6.2 parte i), obtenemos

/VwVw:/ wVw.ndS/wAw
Q a0 Q

y usando el hecho que w verifica (1.32), se sigue que
/ IVl =0,
Q

Vw*> =0 ctp.enQ,

Esto implica que

pero como w € C?(12), en verdad tenemos que
Vw=0 en{],
que conduce a que w sea constante en 2. Asi, como w = 0 sobre 02, entonces
w=0 enf

Se concluye por tanto que
up=uy enf€. N

25 Esta versién puede contener errores



CAPITULO 1. INTRODUCCION [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

TEOREMA 1.6.4 (Unicidad bajo condicién Neumann sobre la frontera) Sea (2 un conjunto abierto
yacotado de RY con frontera 992 de clase C!, y sean f € C(Q) y h € C(99). El problema

—Au=f en{)
! (1.33)
@ = h sobre 01,
on

admite a lo mds una solucién u € C?(Q) salvo constante.

Unicidad de soluciones para problemas involucrando la ecuacién del calor

TEOREMA 1.6.5 (Unicidad bajo condicién Cauchy-Dirichlet sobre la frontera)
Sea (2 un conjunto abierto y acotado de R con frontera 992 de clase C*, y sean f € C(2x [0, +00]),

g € C(02 x [0,400[) y up € C(2). El problema

ou

a(x,t) — Au(z,t) = f(x,t) (z,t) € Qx]0,4+00]

w(z,t) = gla,t) (2,t) € 9Q x [0, +00] (1.34)
u(z,0) =up(x) zx€Q,
admite a lo més una solucién u € C?(€2 x [0, +00]).

Demostracién. Sean uj,us € C?*(Q x [0,+oc[) dos soluciones del problema (1.34) y definamos
w = uy — ug. Bs claro que w € C?(Q x [0, +o0]) y satisface:

ow

ey (z,t) — Aw(z,t) =0 (z,t) € 2x]0, +00]

w(z,t) =0 (z,t) € 9 x [0, +o0] (1.35)
w(z,0)=0 z€Q.
Definamos ahora )
c(t) = 2/9 (w(x,t))zdzv.

Gracias a la condicién inicial, se verifica que ¢(0) = 0. Por otro lado, desde la ecuacién diferencial
en (1.35), el Teorema 1.6.2 parte i), y el hecho que w(z,t) = 0si (x,t) € 9Q x [0, +00], se sigue que

ic(t):/ﬂw(x,t)a({;:(x,t)dx
:/w(:p,t) Aw(z,t)dz
Q
:/ w(:c,t)Vw(x,t)n(a:)dS—/ |Vw(z,t)|*dx
o0 Q

:—/ |Vw(z,t)|*da
Q
<0.
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Luego, por el criterio de la primera derivada, obtenemos que
¢ es decreciente en [0, +00|,
y como ¢(0) = 0y, por definicién de ¢, ¢(t) > 0 para toda ¢t > 0, se sigue que
cty=0  Vt>0.
Entonces, nuevamente desde la definicién de ¢, concluimos que
w=0 en x[0,+o0],
que conduce a

up =uz enx[0,4+oc[. M

TEOREMA 1.6.6 (Unicidad bajo condicién Cauchy-Neumann sobre la frontera)
Sea () un conjunto
abiertoyacotadode R" con frontera 0Q de clase C!, y sean f € C(2x]0,+oc),

h € C(09 x [0,+00]) y ug € C(12). El problema

%(m,t) — Au(z,t) = f(x,t) (z,t) € Qx]0,4+00]
Ou N _ i 1.36
o= (@1) = h(z,t) (2,t) € 8 x [0, +oo] (1.36)

u(z,0) =up(x) =x€Q,

admite a lo mds una solucién u € C%(Q x [0, +oc]).

Unicidad de soluciones para problemas que involucran la ecuacién de ondas

TEOREMA 1.6.7 (Unicidad bajo condicién Cauchy-Dirichlet sobre la frontera)
Sea 2 un conjunto abierto y acotado de RV con frontera 952 de clase C!, y sean f € C(2x]0, +oc]),

g € C(O02 x [0,400[), up1 € C(Q) y up2 € C(Q2). El problema

gig(:z:,t) — Au(,t) = f(z,t)  (z,t) € Qx]0, 00|
u(z,t) = g(z,t) (z,t) € 0Q x [0,+00] (1.37)
u(z,0) = up1(z) =€
%(m,@) = ugp(z) z€Q,

admite a lo mds una soluciéon u € C?(€2 x [0, +00]).
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TEOREMA 1.6.8 (Unicidad bajo condicién mixta sobre la frontera) Sea 2 un conjunto abierto y
acotado de R con frontera 9 de clase C', y sean f € C(2x]0, +oc[), g € C(99 x [0, +00]), up1 €

C(Q2) y up2 € C(12). El problema

0%u :
w(a;./t) — Au(z,t) = f(z,t) (z,t) € Qx]0, +00[
ou
8—n(1,,t) = h(z,t) (z,t) € 0N x [0, +00] (1.38)
u(z,0) =up1(xr) =€
ou

ot

(,0) =up2(z) z €,

admite a lo mds una solucién u € C?(2 x [0, +00]).

1.7. Linealidad y superposicion®
1.7.1. Ecuaciones diferenciales parciales lineales
Una EDP es llamada ecuacion diferencial parcial lineal (EDPL) si el operador diferencial asociado
a la EDP es lineal en la funcién u y en todas sus derivadas parciales.
EJEMPLO 1.7.1 Muestra que la EDP
% =0 inR?
es lineal.

Solucién. El operador diferencial asociado a la EDP es

ou
L(u) = —
(w) =5
que es lineal, pues verifica
0 ou ov
L(u+ av) = %(u +av) = I + ag = L(u) + aL(v). O

EJEMPLO 1.7.2 Muestra que la ecuacion del calor no homogénea

ou
5 Au = f(x,t)

es lineal.

Solucién. El operador diferencial asociado a la EDP es

L(u) = Fn — Au

que es lineal, pues verifica

L(u+ av) = gt(u—i—av) —Alu+av) = E;z: — Au+« (g;} —Av) = L(u)+aL(v). O
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OBSERVACION 1.7.1 La EDPL de sequndo orden general en 2 C RN, N >1,esla siguiente

donde
L(u)'ZZa‘-azu+§:aau+a u (1.39)
S - v 8:1;,;8%» — ’[ 81[ o ’

Y aij, ag, ag Yy f son funciones conocidas. Eventualmente, para N > 2, la N—ésima variable puede
considerarse como un valor t € 1, con I un intervalo en R, y considerar Q0 = Q' x I. En consecuencia,
para convenientes elecciones de a;;, as, ag y f, este operador se puede asociar a las ecuaciones de Laplace,
Poisson, del Calor y de Ondas, entre otras.

1.7.2. Problemas lineales

Sabemos que para obtener una solucién concreta de una EDP de segundo orden se requiere
cierta informacién adicional denominada condiciones de frontera (CF) y/o condiciones iniciales
(CI), la que también podemos expresar a través de operadores lineales, de orden inferior al de la
EDP. Asi, tenemos que en R” el problema lineal mas general posible en Q2 C R¥ es el siguiente

Lu)=f enQ
Bi(u) =g1 sobre A
By(u) = g2 sobre Ag (1.40)

Br(u) = gk sobre Ag,

donde L es el operador definido en (1.39), con a;;, ar, ag y f funciones conocidas;

N
Bk(u) = Zbi,kumi +bo7ku k=1,2,... K,
i=1
con b; i, bo 1. y gi funciones conocidas; y A, C 092, parak =1,2,..., K, con

0N =AMUAU...UAg.

1.7.3. Propiedades de los problemas lineales

» Homogeneizacién de la EDP. Si conocemos una solucién particular de la EDP en (F,),
digamos @ (por lo tanto se cumple que L(a) = f en (), entonces se puede homogeneizar
la EDP del problema (1.40) a través del cambio de variables

vV=UuUu—u
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y obtener un problema equivalente a (1.40), a saber

L(v)=0 en ()
Bi(v) =G; sobre A;
Bs(v) = Gy sobre A, (1.41)

Bi(v) =Gk sobre Ag,

\

donde G; = g; — Bj(u) sobre A;,i =1,2,..., K.

= Homogeneizacién de una CF. Si conocemos una funcién G que verifica una condicién de

frontera, por ejemplo

Bl(G) = 41,

entonces se puede homogeneizar la correspondiente condicién de frontera de (1.40) usando

el cambio de variables

w=u-—G,
y obtener un problema equivalente a (1.40), a saber
( L(w)=F enQ

Bl (w) =0 sobre Al
Bs(w) =Gy sobre As (1.42)

Bi(w) = Gi sobre Ag,

\

donde F(z) = f — L(G)enQy G; = ¢g; — Bi(G) sobre A;,i =2,3,..., K.

= Desacoplamiento de un problema lineal. El problema (1.40) se puede descomponer en la
suma de K + 1 problemas simples, tal como se muestra a continuacién

L(up)=f enQ
Bi(ug) =0 sobre A;
Ba(ug) =0 sobre Ag (Po)

[ Bi(up) =0 sobre Ag,
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([ L(u1)=0
Bi(u1) = ¢
By (uy) =

\ BK(ul) =0

L(uz) =0
Bl(UQ> =0
Bs(u2) = g2
BK(UQ) =0
L(ug)=0
Bi(ug)=0
BQ(UK> =0

Br(uk) = gk

en (2
sobre A

sobre A, (P1)

sobre Ax,

en ()
sobre A

sobre Ay (P)

en )
sobre Ay

sobre A, (Pk)

sobre Ay,

De esta forma, la solucién u del problema (1.40) puede ser considerada como la suma de las

soluciones u; de los respectivos problemas (P); es decir

K
u = E Uq
1=0

es una solucion de (1.40).

EJEMPLO 1.7.3 Considera el problema

€ [0, +o0]

oo
5~ g2~ sen(me

u(0,t) =0 t

u(l,t)=0 t

\ u(z,0)=0 x

en |0, 1[x]0, +o0|

(1.43)

€ [0, +o0]
€ [0,1].

Estudia la linealidad del problema (1.43) y homogeneiza la ecuacién sabiendo que la funcion

u(z,t) = 7?1; sen(mx) la satisface.
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Solucién. Sea v = u — u, entonces

o _ou_ou_ou_ o
ot ot ot ot ~ ot
0%v 0% 0? 1 0%u 0% [1
"o o2 a2 \ 2t | = g~ g 5 eoslm)
1
] v(O,t):u(O,t)—ﬁsenO:()

1
» v(1,t) =u(l,t) — —senm =0
™

» v(x,0) = u(z,0) — ﬁsen(ﬂ'm’) = —% sen(mz).

= @ + sen(mz)
022

De esta forma, obtenemos un problema equivalente a (1.43), con EDP homogénea, a saber

ov 0%
5_@_0 en |0, 1[x]0, +o0o[
v(0,8) =0 t € [0, +o0]
v(1,t) =0 t € [0,+00]
v(x,O) — _ig sen(ﬁx) T € [0, 1]. ]
™
EJEMPLO 1.7.4 Considera el problema
([ Ou  O%u
5 "= 0 en]0,1[x]0,+oof
u(0,t) =0 t e [0,400]

u(l,t) = te[0,+o0f

u(z,0)=0 x€[0,1].

\

(1.44)

Estudia la linealidad del problema (1.44) y homogeneiza la condicion de frontera en z = 1

sabiendo que G(z,t) = ze' satisface la condicién de frontera cuando = = 1.

Solucién. Sea v = u — G, entonces
ov Ou 0 ou ‘

- ty - 27
5t = ot ar\re) =g e
0%  *u  ? ‘
a2 o ) =g 0= 5
s 0(0,1) = u(0,) — G(0,£) = 0

w o(1,t) =u(l,t) —G(1,t) =e' — e =0

» v(z,0) = u(z,0) — G(z,0) = —=x.
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De esta forma, obtenemos un problema equivalente a (1.44), con condicién de frontera en z = 1
homogénea, a saber

ov 0% t

a — w = —Xe el’l]O, 1[X]O’+OO[
v(0,) =0 t e [0, +oo|
v(1,6) =0 t € [0, 4o0]
v(x,0)=—z x€]0,1[. O

\

EJEMPLO 1.7.5 Resuelve el problema

0%y
W(‘ray):&,ﬁy (xay) E]Oal[XR
u(0,y)=y yeR (1.45)
ou

Solucioén.

92
= Integrando % dos veces con respecto a =, obtenemos

0%u ou
Z 2 —_6 22— 32

502 Ty = o 3z7y + C(y)
= u=2a"y+ Ci(y)z + Caly).

= Usando la forma de la solucién obtenida, consideramos ahora la primera condicién de

frontera para encontrar Cy(y). Tenemos

u(0,y) =y = u(0,y) = (0°y+Ci(y) -0+ Ca(y) =y

= Cay) =y

» Usando la forma de la solucién obtenida, consideramos ahora C>(y) = y y la segunda
condicién de frontera para encontrar C(y). Tenemos

ou
S L) =317 y+Ciy) =

ou
oz
Ci(y) = —3y.

(1,y) =3y + Ci(y) =0

De esta forma, obtenemos que la solucién del problema (1.45) es
w(z,y) =2y —3yx+y. O
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EJEMPLO 1.7.6 Resuelva el problema
0*u
oy?

u(0,y) =0 yeR"

(z,y) =2z (z,y) € R* x RF

(1.46)
u(z,0) =22 z€RT.

Solucién.

2
= Integrando g—yg dos veces con respecto a y, obtenemos

0%u

0

= u=uzy’+ Ci(x)y + Ca(x).

» Usando la forma de la solucién obtenida, consideramos ahora la segunda condicién de

frontera para encontrar Cy(z). Tenemos
u(z,0) = 2% = u(z,0)=z-02+ Cy(x) -0+ Cy(x) = 22

= Oy(z) =22

» Usando la forma de la solucién obtenida, consideramos ahora Cs(z) = z? y la primera
condicién de frontera para encontrar C' (z). Tenemos

u(0,y) = 0-9y* 4+ C1(0)y + C2(0) = u(0,y) =C1(0)y=0 VyeR*t
= C1(0) =0.
De esta forma, obtenemos que una solucién del problema (1.46) es
u(z,y) = zy® — Ci(x)y + 22,

donde C : [0, +00[— R es una funcién continua cualquiera tal que C;(0) =0. O

1.7.4. Principio de superposicién

= Supongamos que queremos resolver el problema:

L(u)=0 en ()
Bi(u) = g1(z) sobre Ay
Ba(u) =0 sobre Ag (1.47)
Br(u)=0 sobre Ay,
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y supongamos que ui, ug,. .., ux son cada una, una solucién del problema homogéneo
Lu)=0 en®
Bi(u) =0 sobreA;, Vi=23,...,K.
Si es posible escribir g; en la forma
g1 =B (ul) + CQBl(UQ) + ...+ CKBl(UK) sobre Ay,

entonces

K

u = Z C; Uy

i=1

es una solucién del problema (1.47).
= Otro caso en que tenemos superposicion de soluciones es el siguiente. Supongamos que

queremos resolver el problema

{ L(u)=0 en (2
(1.48)

B(u) = g(x) sobre 09,
y supongamos que u1, ua, . . . , U, son soluciones de la EDP
L(u)=0 en.
Si es posible escribir

g = Z ¢; B(u;) sobre 092,
i=1

entonces
n
u = E C; Uy
i=1

es una solucion de (1.48).

OBSERVACION 1.7.2 Si ) es un conjunto abierto y acotado de RN Y {u; }new es una familia de funciones
que conforman un sistema ortogonal completo en L?(S2), siendo cada una de las u; una solucion de la EDP

Lu)=0 enQ,

y tales que { B(u;) }nen también es un sistema ortogonal completo en L?(2) y

g(x) =) ciB(ui),

I

I
—

7

entonces es razonable pensar que una solucion del problema (1.48) este dada por

u = CiUj.
=1
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1.8. Existencia de soluciones via separacién de variables*

Partimos recordando algunos resultados, que son los ingredientes que nos permiten abordar
el problema de existencia via separaciéon de variables en dimensiones pequefias. Este método
es constructivo, y consiste en suponer que las soluciones tienen una forma predeterminada, y
entonces separar el problema en otros problemas que de ser resueltos de forma independiente,
conducen a una solucién del problema original mediante superposiciéon de soluciones.

TEOREMA 1.8.1 La ecuacion diferencial
' +pu + qu=0

tiene ecuacion caracteristica
2
m°+pm+q=0

cuyas raices o soluciones son

_ P+ VPP—4q v o — —p—/p*—4q
5 .

2

my
i) Simy y mg son raices reales diferentes, entonces la familia de soluciones u estd dada por
u(x) = Cre™* 4+ Cqe™?*.
i) Si my y mo son raices reales e iguales. La familia de soluciones u estd dada por
u(z) = Cre™* 4 Cox ™?*.

iif) Sim; € C, digamos m; = a+bi, entonces my = a— bi; es decir m; y mo son raices complejas

conjugadas. En este caso, la familia de soluciones u esta dada por
u(z) = C1e"” cos(bx) + Cae* sen(bx).

El siguiente resultado es debido a los matematicos franceses Jacques Charles Frangois Sturm y

Joseph Liouville.

TEOREMA 1.8.2 Sobre el problema regular de Sturm-Liouville

(p(z) v/ (2)) + q(z) u(z) = Au(z) = €]a,b]
apu(a) +aju'(a) =0
bo u(b) + by v/ (b) =0,

donde |ag| + |a1]| > 0y |bo| + |b1| > 0, se verifica lo siguiente:
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i) 3{ A\ }nen, familia numerable de valores propios reales y simples tales que

|Xo| < A1 < A2 < .o < M| < |Apta] < ..o — 0
n—oo

i) Las correspondientes funciones propias asociadas a {\,}n,, {¢n}en, forman una base
ortogonal para el espacio L?(a, b)

iit) Si ¢ es continua y satisface las CF, entonces

90 ‘Pn
p= Z T On,

TLHL (a,b)

con {(p, pn) = f;’ ppp dz, siendo la convergencia uniforme y absoluta.

Algunos sistemas ortogonales trigonométricos completos sobre el intervalo [0, L] estdin dados en
los siguientes dos teoremas

TEOREMA 1.8.3 El conjunto

2
S = {Lcos (%x),cos <£L> ,...,cos(Tw),...},

es un sistema ortogonal completo en L?([0, L]).
Poniendo

S= {900(1‘) =1, p1(z) = cos (%w) s oeey op(T) = cos (n—;x) , },

para f € L?([0, L]), la serie
o0
f~ " Crpn
k=0
se llama serie de Fourier generada por f con respecto al sistema S, y se escribe
a > nm
_ap
=5 +Zlancos (Tw) ,
n—=

donde .
2 nmw

TEOREMA 1.8.4 El conjunto
S (7r ) 2m (mr )
=<sen(—x),sen|—z|,...,sen(—=x),...
L ) L 9 Y L Y 7
es un sistema ortogonal completo en L2([0, L)).
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Poniendo
0 27 nm
S = {gpl(x) = sen <Z£L‘) , p2() = sen <L:L“> s oy op(x) = sen (Tx) ) } ,
para f € L?([0, L]), la serie
f~) " Crpn
k=1

se llama serie de Fourier generada por f con respecto al sistema S, y se escribe

flx) = i by, sen (%x) ,
n=1

donde .
2 nm

PROBLEMA 1.8.1 Resuelve el siguiente problema de Dirichlet para la ecuacién del calor

homogénea unidimensional

(Ou  ,0%u
E—fi @—0 (x,t)G]O,L[X]O,-i-OO[

u(L,t) =0 t € [0, 400]
u(z,0) = g(x) x €10, L],

con g € C?([0, L)) tal que g(0) = g(L) = 0.

Fisicamente, el problema (1.49) puede interpretarse como la difusién de calor a través de una barra
delgada de longitud L, con distribucién de temperatura inicial dada, y cuyos extremos se mantienen

a temperatura constante nula. Aqui:
» u(x,t) representa la temperatura en cada punto x de la barra, en el tiempo ¢

» k2 esuna constante no nula que representa la difusividad térmica de la barra, la cual depende

solo de las propiedades del material con que estd hecha la barra.

» Las condiciones de frontera (CF) son de tipo Dirichlet homogéneas, y ellas son las que fijan
la temperatura igual a cero en los extremos de la barra en cualquier instante .

» La condicién inicial (CI) sefiala la distribucién de la temperatura sobre la barra en el tiempo
t = 0. A partir de ese momento es cuando la dindmica de la distribucién de la temperatura

queda gobernada por la EDP y las CF.
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Solucién. Supongamos que el problema posee una solucién de la forma

u(z,t) = X(x)T(t) #0 V(z,t) €]0, L[ x]0, +o0].

Notar que
ou 0 ar y
a(m,t) = &(X(a:) T(t)) = X(x) a(t) = X(x)T'(¢) V(z,t) €]0, L[ x]0,4o00]
! 0u 0? d*X
@(Zb,t) = @(X(SL’) T(t)) = W(z) T(t)=X"(z)T(t) V(z,t) €]0, L[ x]0, +oo].

Reemplazando esta forma de solucién en la EDP, obtenemos

X(2)T'(t) = *X"(2)T(t) =0  V(z,t) €]0, L] x]0, +oc],

de donde () X7(2)

_ .2 ) _

a0 =K X () =)\ V(z,t) €]0, L[ x]0, 400

Por lo tanto, obtenemos el sistema

T'(t) = AXT(t) =0 Vt€]0,4o00| (ET)

(1.50)
X"x)—puX(x)=0 Vzel0,L] (EX),

con p = %

Andlisis de las condiciones de frontera. Ahora usamos las CF en (1.49) para obtener adecuadas CF para
X en (1.50). Tenemos,

uw(0,t) =0 Vte[0,+00] = X(0)T(t)=0 Vte][0,+o0
= X(0)=0

w(L,t) =0 Vte[0,+oo] = X(L)T(t)=0 Vte[0,+oo]
= X(L)=0.

Luego, desde (1.50)-(EX) y los resultados previos, formamos el siguiente problema de Sturm-—

Liouville
X"(x) —pX(x)=0 Vzel0, L]
X(0)=0 (1.51)
X (L) =0.
La ecuacién caracteristica asociada a la EDO del problema previo es
m? — w=0,
de donde
m = +./p.

A continuacién analizamos los valores propios asociados al problema de Sturm-Liouville.
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1°) Al multiplicar en la ED en (1.51) por X e integrando entre 0 y L, obtenemos

L L
,,S S)as = 523.
/0X<>X<>d M/OIX()Id

Integrando por partes, y usando las CF para X dadas en (1.51), se sigue que

L L
— /8282 823
/O\de u/o X(s)[2ds,

que implica que p < 0, dado que X # 0 en |0, L[. Por lo tanto, i > 0 no es valor propio.

2°) Caso p < 0. Sabemos que en este caso las posibles soluciones son de la forma

X(z) = Cycos(v/=pz) + Cosen(y/—pz) V€ [0,L].
Desde las CF en (1.51), se sigue que

X(L)=0 = Cicos(y/—pL)+ Cysen(y/=pL) =0,
de donde obtenemos
Ci=0 y Caysen(v/—puL)=0,

y considerando C # 0, concluimos que

sen(y/—u L) = 0.

Luego,

2
vV—puL=nr VYnelN & ,uz—(%) Vn € N

2
DI N—_— ("l) Vn € IN.
L
Por lo tanto,

Ay = — K2 (%)2 Vn e,

son todos sus valores propios, cuyas respectivas funciones propias asociadas son

nm

X, (z) = sen (fx> Vr €[0,L], VnelN.

Ahora, desde (1.50)-(ET), notamos que nuestra ecuacién para 7" es
T(t) = \T(t)=0  Vte|0,+ocf, VnelN.

Como buscamos 7" # 0 tal que

= An vVt €]0,+o00], Vn €N,
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para cada n € IN integramos y obtenemos

/?fffdt: An/dt = In(T(t)) = Mt + Con Vit E]0, +00]

= In(T(t)) —InC, =X, conCy, =InC, Vtel0,+o0,
T(t)
Cr

= =Mt Wt €10, +ool.

Asi, podemos considerar

nm

2
To(t) = Cre ™ (E)t W e [0, +oo], VnelN.

wn(,) = X () Ta(t) = Cre="*(F) * sen (”%x) V(z,t) € [0,L] x [0, o], ¥n € IN.

satisface la EDP y las CF.

Ahora, por el principio de superposicion, es valido suponer que la solucién del problema tiene
la forma

nim

u(z,t) = Z“n(x’t) = che*'#(f)zt sen (%x) V(z,t) € [0, L] x [0,+00].
n=1 n=1

Andlisis de la condicién inicial. Ahora usamos la CI de (1.49) para obtener la tinica solucién que
resuelve el problema, para ello usaremos el hecho que las funciones propias X,, forman un sistema
ortogonal completo en L2([0, L)).

Desde la CI se sigue que

u(z,0) =g(z) Vrel0,L] = Z C), sen (%x) =g(z) Vxe€[0,L] (seriede Fourier de g)
n=1

9 [L
= Cp= T / g(s)sen (n%s) ds (coeficientes de Fourier de g).
0

Por lo tanto, la tinica solucién del problema es
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1.9. Problemas propuestos

1. Considera el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace bidimensional homogénea

en un rectdngulo

Au(z,y) = f(z)  (z,y) €]0,L[x]0, M|
u©0,y) =aly)  y€[0,M]
u(l,y)=Bly)  yel0,M] (1.52)
u(z,0) = g(z) z €10,L]

w(z,M)=h(z) x€l0,L],

con f € C([0, L] x [0, M)), a, B € C*([0, L]) y g, h € C2([0, L)).

a) Resuelve el problema considerandoa =0y S =0en [0,M], f =0,9 # 0y h # 0 en
[0, L]. (Sugerencia: Primero resuelve considerandoa =0y f=0en[0,M], f=0,9=0
y h # 0en [0, L], y luego considerandoa =0y 3 =0en[0,M], f=0,h=0y g # 0en
[0, L]. Encuentra la solucién requerida usando superposiciéon de soluciones).

b) Resuelve el problema considerando o« = 0y 8 = 0en [0,M], f #0,9g # 0y h # 0

n [0, L]. (Sugerencia: Homegeneiza apropiadamente la ecuacién considerando una

solucidn de la forma
u(z,y) = u(z,y) +U(z) VY(z,y) €]0,M[x]0,L].

Traspasa la no homogeneidad a las condiciones de fronteraen y = 0 e y = M y llama
G y H, respectivamente, a estas no homogeneidades. Resuelve el problema usando
la solucién del problema a), mediante superposiciéon de soluciones y apropiados
cambios de variables).

c) Finalmente, resuelve el problema (1.52).

2. Considera el problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace bidimensional homogénea

en un rectangulo

Au(z,y) =0 (z,y) €] = L, L[ x]0, M|

u(—L,y) =0 y € [0, M]
u(L,y) =0 y € [0, M] (1.53)
w(z,0) =0 €[-L,L]

% z,0)=h(z) ze€[-L,L],

con h € C%([0, L]). ;Posee solucién el problema? En caso de que exista, exhibe una.
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3. Considera el problema

(

Au(z,y) =0 (x,y)e]—g,g[ x 10, +o0]
u(—g,y)zo € [0, +oo[
z(gy>:0 € [0, +00] (1.54)
u(x,0) =0 xe[ ;T 721
Zﬁ%m:h@) xe[—ggy

Se pretende estudiar la estabilidad de las soluciones cuando i = 0.

a) Paran € IN, n impar, considera la familia de funciones
1
un(z,y) = —e~ V™ cos(nx) senh(ny).
n

Encuentra una familia de funciones h,, tal que u,, sea solucién del problema (1.54) con h
reemplazado por la respectiva h,,.

b) Concluye acerca de la estabilidad de las soluciones de (1.54).

4. Considera el problema

ey 92u
52 (x,t) — 92 (x,t) = f(x, ) (x,y) €]0, L[ x]0, +00]
u(0,t) = a(t) t € [0, +oo]
u(L,t) = B(t) t e [0, +oo] (1.55)
u(x,0) = g(x) x € [0,L]
aﬁaozh@) v e0,L],

con f € CY([0, L] x [0, +c0]), o, B € C([0, +o0[) y g, h € C%([0, L]).

a) Resuelve el problema asumiendo que « =0y 3 = 0 en [0, +o0[, g(z) # 0y h(x) # 0 en
[0,L], y que f(z,t) # 0en [0, L] x [0, +00[. Ademds, asume que en este caso la solucién
tiene la forma

ZA sen( ) Y(z,t) € [0, L] x [0, 4o00].

¢(Coémo justificarias esta elecciéon?. Encuentra el problema de valores iniciales que
satisface A, (Sugerencia: Reemplaza u en el problema bajo las condiciones indicadas
sobre las funciones, y plantea una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

asociada a A, junto a las respectivas condiciones iniciales 4,,(0) y A} (0)).
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b) Resuelve el caso general (1.55) asumiendo que todas las funciones al lado derecho de
las igualdades son no nulas. (Sugerencia: Usa superposicion de soluciones).

5. Sea u € C%(RY). Calcula Au en:

a) Coordenadas polares si N = 2

b

Coordenadas esféricas si N = 3

¢) Coordenadas cilindricas si N = 3

)
)
)
)

d) Coordenadas radiales para cualquier N € IN, es decir, asume que

r=|z| = \/x%—l—x%—i—...—l—x?\,
y pon u(z) = v(r); entonces, calcula Av en términos de v y r.

6. Resuelve el siguiente problema de Dirichlet para la ecuacién de Laplace bidimensional
homogénea en un anillo A de radio mayor Ry y radio menor R;,

Au(z,y) =0 en A= {(r,y) € R?: R? < 2% +y% < R3}

(z,y) sobre A = {(z,y) € R?: 22 +4? = R}}
uw(z,y) = g(z,y) sobre dA = {(z,y) € R?: 22 +¢? = R%},

g
—~
8
<
~

I
~

con f,g € C*(A).
7. Demuestra los teoremas de unicidad: Teorema 1.6.4 y Teorema 1.6.6.

8. Sea p > 1. Prueba que la ecuacién de medios porosos

?;:(a:,t) — A(wP(z,t)) =0 enRYx]0,+o0,
conu > 0enRY, posee una solucién de la forma
u(z,t) = v(t)|z|?.

Determina explicitamente v(¢) y ¢. Aqui |z| = (23 + 23 + ... + x?\,)%
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Capitulo 2

Espacios de Sobolev en dimensién N

E:- e presente capitulo introduciremos una nocién débil del concepto de derivada de una
funcién, la cual corresponde a una generalizacion del concepto de derivada que conocemos. Este
concepto nos conducird a desarrollar la teoria de ciertos espacios de funciones, los asi llamados
espacios de Sobolev, los que serdn de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones en derivadas
parciales en un contexto mas amplio que el usual.

2.1. Espacios de Sobolev

En esta seccién daremos la nocién de derivada débil con la finalidad de definir y estudiar las
principales propiedades de los espacios de Sobolev, que son espacios donde naturalmente adquieren
protagonismo aquellas funciones que poseen derivadas débiles. Veremos que estos espacios
resultan ser muy apropiados para aplicar algunas ideas y herramientas del andlisis funcional, con
la finalidad de obtener informacién relevante acerca de ciertas ecuaciones en derivadas parciales.

Comenzaremos mostrando una motivacién para estudiar estos espacios.

2.1.1. Motivacion

Consideremos el siguiente problema:

Sea ) un subconjunto abierto y acotado de RN, N > 1, con 99 de clase C*, ysea f € C(Q). Hallar una
funcién u que verifique:

2.1)

—Aut+u=f enf)
u=0 sobre Of).

El Método

= Sea u es una solucion clésica de (2.1); es decir, sea u € C?(£2) una funcién tal que verifica (2.1)

en el sentido usual.

» Sea ¢ € C°(1). Es claro que en esta situacién uno tiene que ¢ = 0 en toda una vecindad

de 0f2. Luego, como g—; € C(Q), se tiene que %i p € Cc(Q) y asi, g—; ¢ = 0 en toda una
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vecindad de 9. De esta forma, como u € C%(Q), podemos aplicar el Teorema 1.6.2 y obtener

—Aut+u=f enQ) = —-Aupt+up=fp enfl

= /Q—Augo—l—/tw:/f%O
= —/ oVu - ndS—i—/Vchp—i-/utp /f‘P
= /Vqup—i—/usO /fSO

Como ¢ es arbitraria, podemos formular el problema variacional

/QWWJF/QW:/QM Y € C(Q). 2.2)

Notemos que (2.2) tiene sentido si u € C!((Q2), diferente a la situacién en (2.1), donde se
supone que u es dos veces derivable. Mas atn, en verdad en (2.2) se puede asumir que
u € LYQ)y Vu € (L1(Q))V. A las soluciones de (2.2) las llamamos soluciones débiles de (2.1).
Las siguientes etapas describen el enfoque variacional que se pretende implementar para
resolver ciertos problemas en derivadas parciales. Este enfoque consiste en probar que existe
una solucién del problema variacional (2.2), y que bajo adecuadas condiciones sobre los datos
del problema, esta soluciéon puede llegar a ser una solucién clésica del problema (2.1).

= Etapa 1. Se precisa la nocién de solucién débil para el problema en cuestién, que es donde
intervienen los espacios de Sobolev, que son la herramienta fundamental.

= Etapa 2. Se establecen resultados de existencia y unicidad, si es posible, de una solucién débil.
En algunos casos se puede usar el Teorema de Stampacchia A.5.1 obien el de Lax-Milgram A.5.1.

» Etapa 3. En la medida de lo posible, se demuestra que la solucién débil del problema (2.1),
que es la solucién del problema variacional (2.2), es de clase C? o suficientemente suave,
mediante algtin resultado de regularidad (probablemente tendremos que imponer condiciones
a los datos del problema para obtener la regularidad deseada).

= Etapa 4. Se recupera la solucién clasica. Bdsicamente tratamos de probar que toda solucién
débil del problema (2.1) que pertenezca a C?((2), es una solucion clasica de (2.1).
Esta ultima etapa es muy fcil de verificar. En efecto, supongamos que u € C*(Q) conu = 0
sobre 02 (mds adelante especificaremos con claridad por qué podemos asignar este valor a
u en la frontera). Al integrar por partes en (2.2), para cada ¢ € C2°(2) obtenemos

/Vquo—l—/ucp:/fgo = — goVu‘ndS—i-/Vchp%—/unp:/fcp
Q Q Q o0 Q Q Q
:>/—Aug0+/ugo:/fgo
Q Q Q

:>/Q(—Au+u—f)g0:0,
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y puesto que C°(12) es denso en L?(12), entonces
—Au+u—f=0 ctp.en(),

pero en realidad esto tltimo vale en todo Q pues u € C%(Q) y f € C(Q), y como u = 0 sobre
01}, se tiene que u efectivamente satisface el problema (2.1) en el sentido usual.

2.1.2. La derivada débil

DEFINICION 2.1.1 Sea €2 un subconjunto abierto de RY, sea o un multi-indice y sea u € LL _(Q).

loc
1

Decimos que v € L .

() es la a-ésima derivada parcial débil de u en S si se verifica que
/U,D“gz): (—1)a|/v<p Vo € C°(Q).
Q Q
OBSERVACION 2.1.1 En la definicién previa, el espacio C2°(S2) es usualmente conocido como el espacio
de las funciones test.

NOTACION 2.1.1 Usualmente, la a-ésima derivada débil de una funcién v € L. () se denota

loc

por D%u, como en el sentido usual; es decir,

dlely
Do = )
“ 0z 0xy? ... Oz
donde a = (a1, s, ...,ay) € (NU{OH)N y || = SN | a;. Luego, en la definicién previa,

v = D%.

Para ilustrar la notacién previa, veremos algunos casos particulares.

» ParaN = 1,a =1y Q =]0,1], para u € L. (]0,1[) tendremos que v € L. (]0,1[) sera la

loc loc
derivada débil de u si verifica que

1 1
/W’Z—/ vp Yo e Cr(]0,1]),
0 0

y podremos poner v = u/'.

1

1oc () tendremos

» Para N =2, a = (1,2) y Q siendo un subconjunto abierto de R?, para u € L

1
loc

que v € L () sera la a-ésima derivada débil de u si verifica que

Py
= — e Q

_ 9%
y podremos poner v = 5750
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1

e (€2) tendremos

» Para N =3, a = (1,0,1) y Q siendo un subconjunto abierto de R?, para u € L

que v € L () serd la a-ésima derivada débil de u si verifica que
0%p 0
Quaiaz—/ﬂvnp Vo € C°(Q),

_ 0%
y podremos poner v = 5 —-.

Enlo que resta de este apuntes, y a menos que se indique otra cosa, usaremos la notacién previa

para referirnos a las derivadas débiles.

LEMA 2.1.1 (Unicidad de la derivada débil) Sea 2 un subconjunto abiertode RY,seaa € (NU{0})"¥

1

un multi-indice y sea u € L;

(€2). Si existe la a-ésima derivada parcial débil de u, entonces ella

es Uinica salvo en un conjunto de medida nula.

1

Demostracion. Sean v,w € L; .

(©2) dos derivadas débiles de u. Entonces, desde la definicién de

derivada parcial débil, se verifica que

Jupte=0f [vo= ) [we vpecz@)

Se sigue que
/(v—w)gpzo Vo € C(Q),
Q

y desde el Corolario A.9.2 concluimos que v = w c.t.p.en 2. W

EJEMPLO 2.1.1 De existir, calcula la derivada débil de la funcién u(z) = |z| en R.

Solucién. Debemos encontrar una funcion v € L{ (R) tal que

/ 2y’ = — / vo Vg e CE(R).

—00 —00

[e'e] 0 o)
/ \wlw’z—/ w”r/ ¢’
—00 —00 0
0 00
e[
—00 0

Luego, como ¢ € C:°(R) es arbitraria, concluimos que existe la derivada débil de u, y, salvo

Sea ¢ € C°(R). Tenemos

conjunto de medida nula, estd definida por

-1 siz <0
v(z) =
1 siz>0. O
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2.1.3. El espacio W'?((Q)

DEFINICION 2.1.2 Sea ) un subconjunto abierto de RY y sea 1 < p < oo. Se define el espacio de
Sobolev WHP(Q) por:

wlP(Q) = {u € LP(Q): 35“ € LP(Q) Vi= 1,2,...,N}.

L

NOTACION 2.1.2 En el caso p = 2 es comun usar la notacién

HY(Q) .= W2(Q).

OBSERVACION 2.1.2

= Es usual dotar al espacio W (2) de la norma | - |lyy1.(q), la cual se define como sigue:

P
|U” sil<p<oo
LP(Q)

Sip= 00
= Es usual dotar al espacio H' (Q) del producto interno (-, ) g (g, el cual se define como sigue:

83}1

lullwie@) = Yu € Wh(Q).

0zi || oo (@)

N

ou Ov
(w0 = (w00 + 3 (o) Yu,v € H'(Q),
() () ; ox; O L)
que induce a la norma || - || o) = || - lwr2(q)-

» En W'P(Q) también se puede considerar la norma || - ||y1.0(q) definida por

Yu € WHP(Q),

lullwre@) = lullze@
Lr(Q)

la cual es equivalente a la norma |ul|yy1,0(q). De esta forma, podremos usar indistintamente una u

otra norma en las demostraciones, segtin convenga.

PROPOSICION 2.1.1 Sea 2 un subconjunto abierto de R. El espacio de Sobolev W'?(Q) es
i) Banachsil < p < oo,
ii) Reflexivosil < p < oo,
iii) Separablesi 1 < p < oo.
Ademés, el espacio H'(9) es un espacio Hilbert separable.
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Demostracion.

i) Sea (uy,) una sucesién de Cauchy en WHP(Q). Entonces (u;,) es una sucesién de Cauchy en
LP(Q) y (Vu,) es una sucesiéon de Cauchy en (LP(2))V. Por completitud de LP(Q),
1 < p < oo, tenemos que existe u € LP(12) y existen v; € LP(Q2),i =1,2,..., N, tales que

U, —»u enLP(Q) y Vu, —»v en(LP(Q)Y,

donde v = (v1,v2,...,UN).

Debemos probar que u € W1?(Q)y Vu = v.
Caso 1 < p < o0. Sea % + é = 1. Tenemos,
up, —u en (LP(Q), || - [|ze) = un —u eno(LP(Q),LY(Q))
(fsun) = (fyu) Vfe L)

j/unaxl%/ 8% YVoe CX(),Vi=1,2,...,N,

pues dada ¢ € C:°(12), podemos considerar f; , : LP(©2) — R, definida por

Oy
U ’
Q 0x;

u = fio(u) =

que corresponde a un funcional lineal continuo; es decir, f; , € L9(Q) = (LP(2))*. En
efecto, f; , esta claramente bien definido paracadai =1,2,..., N,y es lineal pues dados
uy,ug € LP(Q) y A € R, tenemos

0
fi7<p(’LL1 + )\’UQ) = /Q (’LL1 + )\UQ) a;i

dy Oy
81’1’ A /Q 2 695,
= fip(u1) + Afip(u2)

y por otra parte, dada u € LP(12), se verifica que

[(figrw)| = |fip(u)]
far
o Oz

<|IVellrayn llullLr(@) por desigualdad de Holder, donde ]1) + ; =1

U1

= CollullLe(a)
Analogamente, se prueba que

ou,
Q Ox;

cp—>/vi<p Vo e C(Q), Vi=1,2,...,N.
Q
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Ahora, como

dy Ouy, .
np— = — (), Vi=1,2,...,N,
/Qu oz, . 6.%1-@ Vo e C°(Q), Vi

pasando al limite, obtenemos desde la unicidad del limite que

090
81:1

con v; € LP(Q). Por lo tanto, u € WP(Q) y Vu=v.

—/vicp Voe C(Q), Vi=1,2,...,N,
Q

Caso p = oo. La prueba es similar al caso anterior. Se omiten algunos detalles.
w1 en (LX(Q), || @) = un—u eno(L(Q), (L(Q))")
= u, >u eno(L®(Q),L(Q))

(f un) = (fyu) VfeLY(Q)

:&/unaxzé/ ug Y€ CX(9), Vi=12,.., N

Analogamente, se prueba que

Oouy,
Q O0x;

cp—)/vicp Vo e C(Q), Vi=1,2,...,N.
Q

Ahora, como

0y Ouy, ~ o
/Q“”axi__ anicp Ve CX(), Vi=1,2,...,N,

pasando al limite, concluimos desde la unicidad del limite que
2%
8@

con v; € L*(). Por lo tanto,

/Ui(p Voe CX(Q), Vi=1,2,...,N,
Q

wueWh>®(Q) y Vu=v.
Conclusién. De esta forma, como
|un — ullwie@) — 0,

concluimos que para cada sucesién (u,,) de Cauchy en W1P(Q), existe u € W1P(Q) tal
que (u,) converge a u en W1P(Q). Por lo tanto, W1P(Q) es un espacio Banach.

if) Consideremos el espacio L?(Q) x (LP(Q))" dotado de la norma | - || Lr()x(Lr(0))V definida por

N
e, VIl oy po@ny = ltllze@) + D Mvill ey VIw, v] € LP(Q) x (LP(Q)Y,

y el operador T : WP (Q) — LP(Q2) x (LP(Q2))" definido por

u T(u) = [u, Vu].
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Es facil chequear que:
= T est4 bien definido. En efecto, dada u € W1P(Q), se tiene que
T(u) = [u, Vu] € LP(2) x (LP(Q)Y,

que esta definido de forma tinica para cada u € W1?(Q2), por definicién de W?(Q).

= T eslineal. En efecto, por definiciéon de T', dados u;, us € Wl’f”(Q) y A € R, tenemos que

T(uy + Aug) = [ug + aug, V(ug + Aug)]
= [u1, Vui] + AMug, Vus]
= T(u1) + AT (u2).

= T es continuo e inyectivo. En efecto,

1T (W)l Loy ey = 1w V|l o) x (o))~

N ou
ZHUHLP(Q)JFZ B

=1

Lp(Q)
= llullw» -

Por lo tanto, T define un isomorfismo isométrico de W1P(Q2) en T(W1P(Q)) (aqui estamos
considerando la norma || - [|yy1.0(q) en W'?(Q)). Ahora, como W'?(Q2) es un espacio Banach,
entonces T'(W1?(Q)) es un subespacio cerrado de LP(Q2) x (LP(Q))¥, y como LP(Q) x (LP(Q))V
es un espacio reflexivo para 1 < p < oo, entonces T'(WP()) resulta ser un espacio reflexivo
para 1 < p < oc. Se concluye que W1P(£2) también es reflexivo.

iif) Consideramos el operador T definido en ii). Como T(W1?()) es un subespacio cerrado de
LP(Q) x (LP(Q))Y, siendo LP(Q) x (LP(Q))Y un espacio separable para 1 < p < oo, entonces
T(WHP(Q)) resulta ser un espacio separable para 1 < p < oo. Se concluye que W1P(()
también es separable.

Por tltimo, es claro que H' () con el producto interno (-, -) 1 (q) es un espacio Hilbert separable. W

EJEMPLO 2.1.2 Sea 2 un subconjunto abierto de RY y sea 1 < p < oo. Prueba que si
u € CHQ) N LP(Q) y si g—x“i € LP(Q2), paracadai = 1,2,..., N, donde g—; es la derivada usual,
entonces u € W1P(Q) y las derivadas en el sentido de WP(2) coinciden con aquellas en el
sentido usual.

Solucién. Sea u € C1(Q) N LP() tal que g—; € LP(Q) paracadai = 1,2,..., N, siendo g—; su
derivada usual, y sea ¢ € C°(Q2).
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Entonces, up € CL(Q) y se tiene

0 ou Oy
8.%'1' (U(p) N 81‘2 14 + ual‘z

Vi=1,2,...,N.

Luego, considerado suppgp C w € €2, con w abierto en RY con dw de clase C'! usando el Teorema
1.2.1 de Gauss y el Teorema de integracién por partes, obtenemos

0= [ gtus) = [ 5w

:/ up n; dS
Ow

ou dy
_/wal‘i(p_'— wuaxi

B ou +/u8g0
~Jooz " ) o

paratodai=1,2,...,N. De esta forma,
Oy ou
=— Yo e C(Q), Vi=1,2,...,N.
Como u, (% € LP(Q) paratodai = 1,2,..., N, concluimos que u € W1?(Q), verificindose ademas

que la derivada usual de u es precisamente la derivada débil de v. [
TEOREMA 2.1.1 (Friedrichs) Sea 2 C R un subconjunto abierto de R y sea 1 < p < oo. Si
u € WP(£)), entonces existe una sucesion (u,,) en C°(RY) tal que

i) Uy, — uen LP(Q),

ii) Vu,, — V), en (L”(w))N Yw € (.

Maés atn, si Q@ = RY yu € WHP(RY) con 1 < p < oo, entonces existe una sucesiéon (u,) en
C>®(RY) tal que
) u, — uwen LP(RY),

ii') Vu, — Vuen (LP(RV))".

NOTACION 2.1.3 Sea 2 un subconjunto abierto de RY, sea u : © — R una funcién, sea w € y
sea h € RY tal que |h| < dist(w, Q°); entonces es usual denotar a una traslacién de la funcién u

por
Thu(x) = u(x + h) Vr € w.
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PROPOSICION 2.1.2 (Caracterizacién de las funciones W'7(Q)) Sea 2 un subconjunto abierto

de RV ysea 1 < p < oc. Si ue LP(12), entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
i) ue Whr(Q)

i) 3C > 0 tal que

© 0 11
/ ’u@‘ <Clellrae YeelC(), Vi=1,2,...,N, con—+-=1
o Oz ‘ P g

iii) 3C > 0talque Vw € Qy Vh € RY con |h| < dist(w, Q) se verifica
[T u — ul|Ley < ClA|.
Ademds, se puede tomar C' = ||Vul| ()~ enii) y iii). Mas atin, si 2 = RY, entonces
7w — ul| oy < [AIVUll (pogay)v-

Demostracion. Sea u € LP(Q).

i) = ii) Siu € WhP(Q), entonces u, (% € LP(Q),i=1,2,...,N. Ademds, dada ¢ € CZ°(Q), se tiene que

uago . ou
QO 6:@_ Qal‘igp

Por otro lado, notar que ¢ es acotada en € y tiene soporte compacto en (2, entonces tenemos

Vi=1,2,...,N.

que ¢ € L1(Q). Luego,

/ u dp| ou
= ' ou el or desigualdad de Holder, donde E + 1_ 1
~ 0% || oo PlliLa@ P & ) i
=Cy ||90”Lq(9) Vi=1,2,...,N.
i) = 1) Paracadai € {1,2,..., N} consideramos el funcional lineal F; ,, : C2°(£2) — R definido por
Iy
E u - .
¢ = Fiu(p) o,

Claramente Fj,, esun funcional lineal continuo definido sobre un subespacio denso de L?(2),
con % + % = 1. En efecto,

» [}, estd bien definido, pues dada ¢ € Cg°(12), es claro que g—g‘i es acotada en €2, y como
tiene soporte compacto en {2, entonces tenemos que g—i € L9(Q). Luego,

Iy
Pl = | [ ug?
Iy . Ny 11
< lullzr (o) o ) por desigualdad de Holder, donde - + iy 1
< 0o,
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i) = iii)

y ademads el valor de una integral, de existir, es tnico. Esto muestra que dada ¢ €
CX(Q), Fiu(p) € Ry estd definido de forma tnica, por lo que F; ,, es una funcién.

= Fj, eslineal, pues dadas ¢, ¢ € C°(Q2) y A € R, se tiene que
0
File) = [ ug(o+2)
_ Op  \ O
_/u<8:c, + 8.%1)

8;1?1 +)\/ 6.%1

= [}, es continuo, por hip6tesis (aqui estamos asumiendo que ii) se cumple).

n C2°(Q) es un subespacio denso de L%(12).

Luego, por Corolario A.1.1 del Teorema A.1.1 de Hahn-Banach, tenemos que Fj, se
extiende a una forma lineal continua definida sobre todo L9(f2), 1 < ¢ < oo, la que
denominaremos Fw Ahora, por el Teorema A.8.7 de Representacion de Riesz, como
F; € (L9(Q))* = LP(Q), entonces

lg; € LP(Q?) tal que Fi,(f) :/gif Vfe LYQ).
Q

En particular, poniendo g; = —§;, obtenemos

dlg; € LP(?) tal que /u&p = —/ gip Ve Cr(Q).
o Oz Q
Por lo tanto, u € W1P((Q).

Sea w € N tal que suppoy C w € N ysea h € RV tal que |h| < dist(w, Q).

Caso 1 < p < 0.

(1°) Asumamos que u € C°(€2).
Para h, definamos v(t) = u(z + th) para toda t € R. Entonces,

V' (t) = Vu(z + th) - h.
Luego, por Teorema Fundamental del Célculo, tenemos que
mhu(r) —u(r) = u(z +h) —u(z)
v(1) = v(0)

—/Olv'(s)ds

1
:/ Vu(z + sh) - hds.
0
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Se sigue que
P

1
|Thu(x)—u(z)|P = /0 Vu(x + sh) - hds

1 p
= / Vu(x + sh) - hxp,(s)ds
0

1\ P
((/ |Vu(x + sh) - \pds) (/ IX[0,11(s |qu>q> dondelJrl:
p q

1
:/ |Vu(x + sh) - h|P ds
0

1
< |h|P / |Vu(z + sh)|Pds por desigualdad de Cauchy-Schwarz.
0

De esta forma, integrando sobre w, tenemos por Teorema A.6.1 de Fubini, que

/w |Thu(z) — u(z)Pde < |h|p/w </01 |Vu(z + sh)|? ds> dz
= |h|P /01 (/w |Vu(z + sh)|? d:v) ds
= [h| /01 </w+5h |Vu(y)P dy) ds.

Ahora, como |h| < dist(w, Q2¢), entonces es claro que w + th C w + h € () para toda

t € [0,1], y asi .
P
It = ull o) = ( [ i) - u<x>|de>

1
< ( / rwp) '
w+h

< [Vull ooy hl-

Por lo tanto hemos obtenido el resultado para u € C2°(€2), con 1 < p < oo.

(2°) Asumamos que u € W1P(Q2). Por Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existe una sucesién (uy,)
en C°(RY) tal que

u, —u enLP(Q) y Vu, = Vu en (LP(W))V V' € Q.
Entonces, para nuestro conjunto w y vector h, obtenemos
[Tnun = tnllr ) < ([ Vunllzen bl
y como w + h € {2, pasando al limite, concluimos que
ITnu = ull ) < IVullzen bl

< |[Vull ooy |hl-

58  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.1. ESPACIOS DE SOBOLEV

Caso p = oo. Se deja como ejercicio.

iii) = ii) Sea ¢ € C°(Q), sea w € () tal que suppoy C w € Qysea h € RV tal que |h| < dist(w, Q).
Por desigualdad de Holder y la hipétesis, tenemos que

1 1
/X%u—uwﬂswmu—mummwmmm donde * 1 1 —
o P (2.3)

< Clhlllell rage)

Notar ahora que como suppoy C w € Qy |h| < dist(w, 2), entonces w + h € Qy

/ u(x + h)p /uaz—l—h x)dz
Q w

u(y)p(y — h)dy
+h

= / u(y)p(y — h) dy.
Q

I
£~

Restando a ambos lados [, u¢ y dividiendo por |h|, obtenemos

|llz| /Q(Thu —u)p = /Q @+ ]f})”_ u(@) o(z)dz (2.4)

_ /Qu(y)sO(y - }|Lf)L|_ 2W) 4.

De esta forma, desde (2.3) y (2.4), se sigue que

[ a0 =2 ) < ol

Considerando ahora h = te;, i = 1,2,..., N, y pasando al limite cuando ¢ — 0, obtenemos
/.
Q

OBSERVACION 2.1.3 Sip = 1, se verificai) = ii) < iii).

0
| =Cll¢lrie. ®

PROPOSICION 2.1.3 (Derivacién de un producto) Sea Q un subconjunto abierto de R y sea
1<p<oo.Siu,v € WHP(Q)N L>(Q), entonces uv € WHP(Q) N L2(Q) y

0 ou ov

o7, (uv) = o7, v+ u o7,

Vi=1,2,...,N.
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Demostracién.
Caso 1 < p < oo. Sean u,v € WP(Q) N L*>(Q). Desde el Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existen
sucesiones (uy ), (v,) en C°(RY) tales que

u, »u enLP(Q) y Vu, = Vu en (LF(w))V Yw € Q,

v, v enIlP(Q) y Vv, — Vv en (LP(w))V Yw € Q,

lunll oy < llullze@) ¥ Nullpee@myy < llullpe(q)-
Por otro lado, dada ¢ € C°(Q2), desde el Teorema 1.6.1 de integracién por partes, para cada
1=1,2,..., N, setiene que

dp Oouy, ovy,
nUny — — nUn zd n n
/quaqji /aqugon S — /(c%czv + u 85@)80

- _ / Yun + %
B 0 8931 Un tn (9:751 14

Como uy, v, € C(RN) N LP(Q), u,v € LP(Q) N L*°(9) entonces

(2.5)

[tnUn — wv| = |upvy — upv + upv — wo| < upl|vn — v + |[un — ul|v).

Luego, considerando 1 + — = 1y usando el hecho que 3 &p € L1(Q) N L*>(Q), por desigualdad de

Holder, para cada ¢ = 1, 2, ..., N, obtenemos
Op dp

[t = 001 52| < (unlliaylon = el + ollmqoylien — ulioge) | 0,

Q i L(Q)
de donde 5 5

p ® .
nUn o — =1,2,...,N. 2.
/Qu Uy njoo/gzuvaxi Vi (2.6)

Ahora, considerando w = suppgyp, por Teorema A.7.3 de la convergencia dominada, salvo

subsucesiones, no es dificil probar que

/8“"+av" —/8“”+8”” 27)
9] 8%21)” unaazz Y= w 8.%1‘1}” unal’Z 14 '

_)/8u+8v _/8u+8v
w 81‘1'1) u@:c, v= 9] 8aziv ual‘l v

Por lo tanto, salvo subsucesiones, pasando al limite en (2.5) y considerando (2.6) y (2.7), obtenemos

dp ou ov .
— =1,2.....N.
/ 81}2 /Q <8:L‘iv +u8xi> 14 v Ty

Se concluye que uv € WHP(Q) N L>®(Q) y que
0 (uv) = ou vt u ov
8:@ v = 856, 8&?1

Caso p = oo. Se deja como ejercicio. W

Vi=1,2,...,N.

60  Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.1. ESPACIOS DE SOBOLEV

EJEMPLO 2.1.3 Sea {2 un subconjunto abierto de RV, sea 1 < p < oo,y sea f :  — R una funcién.
Se define la funcién f como la extensién por 0 fuera de (2 de la funcién f, es decir

()_{f(:c) si zef)
’ 0 si xeRN\Q.

Prueba que si u € WHP(Q) y 1 € CH(Q), entonces

_ o (—\  Ou 0
LP(RN = j=1,2,...,N.
Yue WP(RY) y 8xi<¢u) ¢8$¢+8xiu Vi 2, ..,
Solucién. Sea ¢ € C°(RY). Paracadai = 1,2,..., N, uno tiene
81‘2 /w 6301
- Q a%’ (w

_ ov
__/ <8xzw+ 8z1><'0
B ou oY

- _/RN (wﬁxz + 81‘2 U> L

Como 9 68“ +3 aw u € L™ (supp(v)), la conclusion es inmediata. [J

TEOREMA 2.1.2 (Derivacion de una composicién. Regla de la cadena) Sea (2 un subconjunto

abierto de R, sea 1 < p < oo y sea 1/ € C'(R) una funcién tal que verifica

i) ¥(0) =
i) [¢'(s)| < C, para toda s € R, para alguna C' > 0.

Si u € WhHP(Q), entonces

0 (ﬁ)ou):("z//ou){dl Vi=1,2,...,N.

dl’j

Youc WHP(Q) y

z;
Solucioén.

(1°) Notemos que las condiciones i) y ii) que verifica la funcién ¢ implican, después de integrar

entre 0y s, que
[v(s)| < Cs] Vs € R.

En particular, obtenemos que |1 o u| < C|u|. Luego, como u € WP(Q), se sigue facilmente

que
Youe LP(Q).
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(2°) Ahora vamos a probar que

Op , ou
=— (). 2.
[wongs == [woungte veecr@) 8
Primero, notemos que la condicién ii) que verifica la funcién 1 también implica que para
cadai=1,2,..., N, uno tiene que
ou ou
/
<
‘(w Ou)am'i =C ox; !
de donde se sigue que
P P
(W' o u) 2 go/ Ou Vi=1,2,...,N.
Q Li a |0z
Luego, como u € WP(Q), se sigue que
(v ou)g Q) Vi=1,2,...,N.

A continuacién vamos a separar nuestra demostracion en casos.

Caso 1 < p < oo. Desde el Teorema 2.1.1 de Friedrichs y el Teorema A.8.4, podemos considerar
una sucesion (u,) en C°(Q) tal que u, — wen LP(Q), up, — uctp.en Qy Vu, — Vu
en (LP(w))¥, para toda w & (2. Es claro que

/(woun)aw :_/(Woun)aun@ Vo € C°(Q), Vn €N, Vi=1,2,...,N. (29)
Q 0x; Q Ox;

Luego, como ¢ o u,, - ¢pouen LP(Q) y (¢’ o un)%’; — (@' o u)g—; en LP(w), para toda
w € €, gracias al Teorema A.8.4 y considerando adecuadas subsucesiones, podemos
aplicar el Teorema A.7.3 de la convergencia dominada, pasar al limite en (2.9) y entonces
validar (2.8).

Caso p = oo. Para cada ¢ € CZ°(2) consideramos w, € § tal que suppy C w,. Entonces,
u € WP (w,) para toda 1 < p < oo, y siguiendo ahora el razonamiento usado en el caso
anterior, obtenemos (2.8). W

PROPOSICION 2.1.4 (Férmula del cambio de variables) Sean 2 y €’ dos subconjuntos abiertos
de RV, seal <p < ocyseaV: ) — una aplicacién biyectiva, con z = ¥(y), tal que verifica

VecC (;0), vlell (), Jacle (Lo@Q)VN vy Jacw e (L))"

Si u € WhHP(Q), entonces

wo ¥ € WhHP(QY)

N
¢ [\I'i .
(uoW)( Zdu 0 - (y) Vji=12,...,N.

0
g 09] =1
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2.1.4. El espacio W™?(Q)

DEFINICION 2.1.3 Sea (2 un subconjunto abierto de R", sea o € (IN U {0})" un multi-indice, sea
m € Nyseal <p < oco.Se define el espacio de Sobolev W™P(S2) por:

W™P(Q) :={u e LP(Q) : AD%u € LP(Q) V|a| < m}.

NOTACION 2.1.4 En el caso p = 2 es comin usar la notaciéon

H™Q) := W™2(Q).

OBSERVACION 2.1.4

» Es usual dotar al espacio W™ P(Q) de la norma || - ||yym.» (), la cual se define como sigue:

1
p
( E HDQUHZI)}I(Q)> sil<p<oo

laj<m

[ullwme ) = Yu € WP(9).

> IDu poo sip=00

|a|<m
» Es usual dotar al espacio H™ (§2) del producto interno (-, -) gm (q), €l cual se define como sigue:

(u, V) gm () = Z (D%u, D) 12 (q) Yu,v € H™(Q),

laj<m
que induce a la norma || - || gm ) = [ - [[wm.2(q)-

» En W™P(Q) también se puede considerar la norma || - |lyyrm.» () definida por

lullwmo@y = D> 1Dy Yu€ W™P(Q),

la<m

la cual es equivalente a la norma ||ul|yym.» (). De esta forma, podremos usar indistintamente una u

otra norma en las demostraciones, segiin convenga.

TEOREMA 2.1.3 Sea € un subconjunto abierto de R", seam € Ny sea 1 < p < oo. El espacio de
Sobolev W™ P(Q) es

i) Banachsil < p < oo,
ii) Reflexivosil < p < oo,
iii) Separablesi 1 < p < oo.

Ademas, el espacio H™(§2) es un espacio Hilbert separable.
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TEOREMA 2.1.4 (Propiedades de las derivadas débiles) Sea (2 un subconjunto abierto de RY,
sean a, 8 € (INU {0})" dos multi-indices, seam € IN, sea 1 < p < oo y sean u,v € W™P(Q). Se
verifica que:

i)y D € Wmlebp(Q) y DB(D*u) = D*(DPu) = D Pu, |al + (6] < m.
i) Si © es un subconjunto abierto de (2, entonces v € W"P(0).

iif) Siv¥ € C°(Q2), entonces Yu € W™P(Q) y se verifica la férmula de Leibniz

, 8] r - o ‘a"
D*(Yu) = ( )Ddﬁ D* Py donde ( ) =
2 L 6 )~ TBIlaT — 18D
Demostracién. Sean u,v € W"P(Q).
i) Sean «,  dos multi-indices, con |a| < my || < m tales que
ol + (8] < m.

Es claro que
o+ B[ = |af +[B].

Sea p € CX(N), entonces D¢ € C(Q) para todo multi-indice v € (IN U {0})V. De esta
forma, por definicién del espacio de Sobolev WP (£2) obtenemos

/uDO”L’BgO— (_1)|04+,3|/Da+/5'u¢
Q Q

/uDa+6<p:(—1)|a|/DauDﬁcp
Q Q
que implica que

/DauD/Bgo = (=1)7lel [ w DBy
Q Q

Luego, como |3| < m — |/, se deduce que D% € W™~12l?(Q), de donde concluimos que
DP(D*u) = D" Pu,
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i) Es directo. En efecto, si ¢ € C2°(©), su extension por cero en {2 claramente pertenece a
C2°(2). Ademas, es claro que si v € LP(2), entonces vjg € LP(0). De esta forma,

Va con |a] <m, 3G = ga|e € LP(O) tal que / uD*p = (1)'“'/ dap Ve CX(O).
e C

iii) Sea ¢ € C°(2). Se procede por induccién.

» Si|a| = 1, entonces por regla de la derivada de un producto, obtenemos

/uDa(ﬁgp):/uﬁDangr/ugoDaﬁ,
Q Q Q

y como ¥ ¢ € C°(£2), tenemos

/uDa(ﬁgo):—/ﬁgoDau.

Q Q

/uﬁDago :—</19@Dau+/u<pD"‘19>
Q Q Q

= —/ (VDY +u D) ¢
Q

Luego,

= Sea k < m, y asumamos que la férmula de Leibniz se verifica para todo multi-indice
a € (NU{0})" tal que |a| < k y para toda funcién 9 € C°(Q). Sea ahora o € RY un
muti-indice tal que |a| = k + 1. Entonces

a=pB+y
para algunos multi-indices 3,7 € (N U {0}) tales que |3| = k y |7| = 1. Se sigue que
/ duD% = / YuDP (D7) pues o = B+
Q Q

= (—1)|B/Dﬂ(19u)(D7<p) integrando por partes

_ Iﬂ\ / Z < )Dﬂﬁ DP-ry D7 por H.I

loI<18]

_ |B+I'r|/ Z ( >DV (DP9 DP~Pu)p  integrando por partes
]

= (=1) / > < >DP+%9D5pu+DPz9D5P+M)<p por H.L
<18l
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ComofB=a—-vypB—p=a—vy—p, sesigue que

/ﬁuD%— al/ ( ( a7 >D'Y+p19Da7pucp+ 3 ( b )D’)ﬁDo‘pwp).
Q p

ol<ia) > P
Notar por tltimo que

(2007 =00)

de forma que poniendo o = p + 7 en la primera sumatoria y cambiando p por ¢ enla

lp|<|a—]

segunda, obtenemos

/”MD% ) |a|/ < ol <8
|a|/ > < )D%‘Da 7y m

lo|<|al

( ’ )D"ﬁDO‘ “up+ Y (’B)D"ﬁmdugp)
-7

|lo|<|8]

2.2. Teoremas de densidad: aproximacion de una funcién en un espacio
de Sobolev mediante funciones suaves

En esta seccién consideramos a 2 como un subconjunto abierto de R, N > 1. Mostraremos

un procedimiento estdndar de aproximacién de una funcién en un espacio de Sobolev mediante

funciones suaves. La herramienta principal consiste en usar molificadores, tomando en cuenta la

Definicion A.9.1 y la Notacién A.9.1. En el resto de esta secciéon también consideramos para cada
¢ > 0 los siguientes conjuntos

Q. = {x € Q: dist(z,00) > }.

2.2.1. Aproximacién interior mediante funciones C'*((2,)

El siguiente teorema muestra que una funcién en W"?(Q2), 1 < p < oo, se puede aproximar
localmente por funciones suaves.

TEOREMA 2.2.1 (Aproximacién local por funciones suaves) Sea () un subconjunto abierto de
RY,seam € Nyseal < p < 00.Siu € W™P(Q) y u® = p. xu en (), entonces se verifica

que:
i) u* € C>®(Q) paracadac >0

i) u* — u en W,P(Q).
e—0
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Demostracion.

i) Es evidente desde el Teorema A.9.1 parte i). En efecto, si u € W™P((2), entonces u € Li. (),
de donde, al integrar |u| sobre conjuntos abiertos w € €2 y usando luego la desigualdad de

Holder, deducimos que u € L (©). Ahora aplicamos el Teorema A.9.1 parte i) y concluimos
que u® € C*>(Q.).

if) Notar que para cada x € ., uno tiene que p.(z—-) € C2°(2) para todo ¢ > 0 suficientemente
pequefio; y para todo multi-indice « € (IN U {0})¥ tal que |a| < m, se tiene que,

D0 (a) = D [ pela = pyuta) dy
:/D;‘pg(x—y)U(y) dy
Q
1)'“/D3ps(m—y)U(y)dy
_ (—1)lel(— |a/ (& — y) D%l(y) dy
z/ps(fc—y) D%u(y) dy
Q

= (pe * D%u)(x).

Por el Teorema A.9.1 parte iv), y por la parte i) de este teorema, se chequea directamente que
para cada multi-indice o € (INU {0})" tal que |a| < m, uno tiene

D% — D%u.
e—0

Entonces, dado w & (2, directamente concluimos que

lu® = ullwmrw) = Y 1D = D%l o) 5,0 =

la|<m

2.2.2. Aproximacién global por funciones C>(2)

El siguiente teorema muestra que una funciéon en WP () puede ser aproximada por funciones
suaves en W™P(Q). Notar que ahora pediremos que 2 sea acotado, aunque ninguna regularidad
sobre la frontera serd exigida. Notar también que las funciones suaves con las que aproximaremos

estardn en C*°(2), pero no podremos asegurar que estén en C>((2).

TEOREMA 2.2.2 (Aproximacién global por funciones suaves) Sea (2 un subconjunto abierto y
acotado de RY, seam € Nysea 1 < p < co.Siu € W™P((Q), entonces

3 una sucesion (u.) en C(2) N W™P(Q) tal que u. T uen WP(Q).
e—(
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Demostracion. Sea
o0
Q=
i=1

donde

0, = {m € Q : dist(x,00Q) > 1} Vi € IN.
i

Pongamos,
0, = Qi+3 \ﬁiJrl Vi € IN.

Notar que podemos definir un abierto ©g € 2 tal que 2 = U2,0;, con Oy # < traslapdndose con
©;, # 9, para algtin ig € N, de forma que 00;, C ©¢. Ahora sea {ei}ielNU{O} una particién suave
de la unidad. Esto es (vea Lema A.14.2), las funciones 6;, i € IN U {0}, satisfacen

0<6; <1, 6;€CX(O;) y » 6;=1 sobreq.
i=0
Entonces, dada u € W"P(Q2), desde el Teorema 2.1.4 parte iii), y el hecho supp#; C ©;, tenemos
que
Oiue WT™P(Q) y supp{f;u} C ©;.

Ahora, sea ¢ > 0 dado y pongamos O = Q;,4 \ ;, para cada i € N y fijemos un conjunto O
tal que ©9 € O € Qy tal que 6 se traslapa con ©; de forma que 00; C ;. Luego, para cada
i € NU {0} se verifica que ©; € ©} € Q y por Teorema 2.2.1 parte ii), podemos escoger un niimero
Ai = Ai(g) > 0 suficientemente pequefio de forma tal que la funcién uti = py, * (; u) verifique

. 1 . .
|ut — 0; ullwmpe) <€ JiFT Y supp uw C O Vi e NU{0}.
Finalmente, escribamos
oo
Ue = Z M
i=0

Claramente u. € C*°(2), pues para cada w € 2 hay a lo sumo un ntimero finito de términos no
nulos en la suma. Como u = ) ;2 0; u, tenemos que para cada w € 2 se verifica que

[o.¢] o0
S
1=0

lue — ullwmewy =

=0 Wm,p(w)
D
s
<) wt =6 ullwmaior
1=0
=1
€ Z 92i+1
i=0
= e£.
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Ahora, como € > 0 es finito, podemos tomar el supremo entre todos los w & 2 para concluir que
e — ullwme@) <e.

Pasando al limite cuando ¢ — 0, vemos que hemos encontrado el resultado deseado. W

OBSERVACION 2.2.1 El Teorema 2.2.2 se puede interpretar de la siguiente forma: Sea €2 un subconjunto
abierto y acotado de RN, sea m € Ny sea 1 < p < oc. Entonces C*=(2) N W™P(Q) es denso en W™P(Q).

2.2.3. Aproximacién global por funciones C>())

El siguiente resultado establece una aproximacién de funciones en W™P({)) mediante
funciones en C*°(12). Entonces alguna condicién extra serd necesaria respecto del Teorema 2.2.1
anterior. Aqui, ademas de pedir que 2 sea acotado, pediremos que 952 sea al menos de clase C*.

Antes de enunciar el resultado principal de esta subseccién, conviene revisar la Definicién 15,

que corresponde a la definicién de frontera de clase C*.

TEOREMA 2.2.3 (Aproximacién global por funciones uniformemente suaves) Sea (2 un sub-
conjunto abierto y acotado de R con 99 de clase C!, seam € Nyseal < p < oo.Si
u € W™P(Q), entonces

Juna sucesioén (u.) en C*(Q) N W™P(Q) tal que u. —,uen W™P(Q).
E—r

Demostracién. Sea 7 € 9. Como 012 es de clase C!, existe r > 0 y una funcién n € C1(RV~1) que,

salvo reordenamiento y reorientacion de los ejes coordenados si es necesario, verifica
QN B(z,r)={x € B(z,r) : xn > n(z1,22,...,2N-1)}.

Ahora pongamos ©' = QN B(z, %) y para cada z € ©' y paracada 0 < A < %, definamos un punto
2 que sea un desplazamiento de z en la coordenada N—ésima, de la siguiente forma:

x’\:x—i-)\éeN.

Es claro que uno puede escoger § = &, , > 0 tal que B(z*,\) € QN B(z, 7).
Definamos ahora wy(r) = u(z}), z € @/, y sea a € RY un multi-indice tal que |a| < m. Notar
que wy € LP(O') y que

D%wy — D%u n — 0
[ D%wx | zr (o) e
Notar también que nos hemos movido lo suficiente como para molificar en 2. Luego, podemos
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considerar v* € C*°(©’), definida por v* = p) * w) y obtener para cada = € O

Do) = D / e = y)ualy) dy
= | Dim(e — vua(v)dy
0 [ D= wun(u) dy
= (—1)el(— a|/ (@ — y) Dwy(y) dy
_ / Az = y) D (y) dy

= (pr * Dwy)().

Asi, por Teorema A.9.1 parte iv),
||DaUA - Daw,\HLp(w) )\:)0 0 Yw € @,,

y por definicién de v* y w), en particular obtenemos esta convergencia en todo © = QN B(z, §).
Luego,
ID%0* = Dl 1p(e) < D0 = D*wil| (o) + 1D wx — Dull o) = 0.

Ahora, como 2 es acotado en RY, entonces 952 es un conjunto compacto en RY, por lo que
podemos escoger puntos z; € 0f) y numeros r; > 0 con i = 1,2,...,ng, para algin ny € N,
tales que

no
T
90 C UB<x5)
i=1
Ademas, de acuerdo al razonamiento previo, a cada conjunto
r;
O, —QﬂB<m2,—),
2
coni=1,2,..., N, le podemos asociar una funcién v} € C*(6;) tal que
A .
v — U m, N = 0 \V/'l S IN.
lvi* = ullwma 2,
Entonces, para cada € > 0 tenemos que existe \; . > 0 tal que
|vi — ullwmpo,) < e Vi € IN,
Aie
donde v; = v; “°.
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Por otro lado, como € es acotado, existe O € (2 tal que

QO C Lj @i/
=0

y entonces podemos proceder para este caso como en la demostracién del Teorema 2.2.1, en orden

a obtener una funcién vy € C*°(12) tal que

[vo — ullwmr@,) <&

Finalmente, considerando {6;}}°; como una particién de la unidad sobre , tal que

0<60; <1, 0, €C™(O;) y 291- =1 sobre(),
i=0

para
no

U = § 0; v;
=0

obtenemos que u. € C* (ﬁ). Ademaés, como

se sigue que
ng

ID%us = D%l o) < Y 1D (6 0i) — D*(6: )| (e,
i=0

no
< i = ullwmren)
=0

<(np+1)e.

Por lo tanto,
lue — ullym.py = Z [D%ue — D% 1p(0)

|a|<m

< Z (ng+1)e.

laj<m

Es decir, (u.) es la sucesion deseada. W

OBSERVACION 2.2.2 El Teorema 2.2.3 se puede interpretar de la siguiente forma: Sea ) un subconjunto
abierto y acotado de RN tal que 09 de clase C*, seam € Wysea 1 < p < oo. Entonces C°(Q)NW™P(()
es denso en WP ().

71  Esta version puede contener errores



CAPITULO 2. ESPACIOS DE SOBOLEV EN DIMENSION N [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

2.3. Extensién de una funcién en 1W'?(Q) a una funcién en WH?(RY)

Sea 1 < p < oo. En esta seccién buscamos una extensiéon de una funcién en W1?(Q) a una
funcién en WHP(RY). La idea es que la extension preserve las derivadas débiles a través de 5.
Partimos con la siguiente resultado basico.

LEMA 2.3.1 Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de RY tal que para cierto Z € 92 se cumple
que 02 es plana en un entorno de 7, y que toda esta parte plana de 02 estd contenida en el plano
{zn = 0}. Sea B(z, ), para algtn r >0, una bola tal que

Bt=B(z,r)n{zy >0}cQ y B =B(Zr)n{zy <0} cRV\Q.
Sil<p<ooyueCHQ)NWHP(Q), entonces la funcién @ : B(Z,r) — R definida por

u(z) siz e BY

471/(.7;1, e, TN_1, —?N) —3u(zry,...,oN—1,—xN) Sizx € B™,

verifica:
i) ue€ CYB(z,r))
i) [|ullwrrBar)) < Cllullwieg+) paraalguna constante C' > 0 independiente de w.

Demostracién. Para simplificar notacién, pondremos ™ =4 yu" = ..

i) Como u € C*(Q), basta con probar que i es derivable en 9; lo que equivale a probar que

ou~ out '
ot (QC)I{EN:o} = Tm(x)‘{zN=0} Vie{1,2,...,N}.
Como u™ = u~ sobre {zn = 0} es fécil verificar que

Oou~ out

T Dl = g @y Vi€ L2 N -1},

Ahora calculamos

ou~ ou x ou
%(95) = -2 % (l’l,l’z, <oy TN—1, —7N> + 3% (3617332, -y TN-1, —ﬂ?N).
Desde aqui, concluimos que
ou~ ou Ou™
%(x)uwzo} = %(mlawza s N-1,0) = %(w)\{wzo}'

La prueba de la parte i) ha finalizado.

i) Es directa desde la parte i) y el hecho que las derivadas débiles y las derivadas clasicas
coinciden cuando ambas existen. W
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Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, conviene realizar la siguiente
consideracién. Sea ) un conjunto abierto y acotado de RY, con 952 de clase C*, y sea # un punto en
0f). En general, es necesario realizar un cambio de coordenadas para enderezar la frontera en un
entorno de este punto. Mds especificamente, de acuerdo a la Definicién 15, podemos escoger » > 0

yn € CY(RN~1), y definir ciertas funciones ¢; parai = 1,..., N, de la siguiente forma
T sit=1,...,N—1
¢i(w) = y
xy —n(x1,...,xn-1) sii= N.

Pongamos ahora

y = 0(z) = (1(2), p2(2), ..., o ())-

Similarmente, definamos funciones v; para¢ =1, ..., N, de la siguiente forma
" sii=1,...,N—1
Yi(y) = { .
YN (Y) =y~ + (Y1, yn—1) sii=N,

y pongamos

r=Y(y) = (Y1(y), Y2(y); - -, VN (Y)).

Como z; = y; parai = 1,2,..., N, es claro que ® = U~! y que la aplicaciéon ®, definida sobre un
entorno de Z contenido en 2 y usualmente denominada correccién (rectificacion) de la frontera en un
entorno de =, endereza a la parte de 0f2 asociada a ese entorno de z. Més atn,

9¢1 91 91 O oYy 91
o1 0o e or N o1 0o e oxr N
Op2 02 02 OYg Oy P2
det, (Jac (q))) = det ox1 Oxo Oz = det oz Oza Tt Ozn = det (Jac (\IJ)) = 1.
9N IoN 9¢N YN YN YN
ox1 Oxo T oxr N ox1 Oxo e oxr N

x - coordenadas — iy —

on

J
0
<
n

\ RN y - coordenadas

Figura 2.1. Correccion de la frontera OS2 alrededor de un punto T € 0S.
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TEOREMA 2.3.1 (Teorema de extensién) Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de R” tal que

00 es de clase C! y sea 1 < p < c0. Si (' es un subconjunto abierto y acotado de R” tal que
Q) € @, entonces existe un operador lineal continuo

E:Wh(Q) - WIP(RY)
tal que para cada u € W1P(Q) uno tiene:
i) E(u)=u ctp.en{)
it) supp E(u) C &
i) 3C = C(p,2,') > 0tal que |[E(u)|lw1r@yy < Cllullwir@)-
Demostracién.

(1°) Asumamos que u € C*®(2) NW1P(Q2). Como I es un subconjunto compacto de R”, existen

puntos e RN y numeros r; > 0,j = 1,2,...,ng tales que
ng
oo c B,
j=1

con B; = B(&/,r;). Ahora, usando la notacién introducida en el comentario previo al enunciado
de este teorema, en cada bola B; definimos

Entonces, poniendo W; = V;(B;), paracada j = 1,2,...,ng, obtenemos

an _
Wj 81’1

[ Wt weecE@),vim12.N,
W; Zg

y por otro lado, para cada ¢ € C:°(12), de acuerdo al Teorema 2.1.4 del cambio de variables,

paracadaj =1,2,...,ng, obtenemos
3Uj / ou _1 . o
p = U, 0¥ ) |det (Jac (7)) |p(¥; 0 W
w; Oz v W) &L’z‘( ! [det ( 7 Dle(j 0057
_ ou -
B; 0%i

Dy D
/Bj Y02, /Wj “oui’
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de donde se sigue que

Ou; 0 0 0
U — “<p:_/ u ‘p:—/ w2 o e CX(Q),Vi=1,2,...,N.
W; 81}@ B, a.%‘l Bj a.fl W; 0%
Notar que la frontera corregida 8Q?]’\}j asociada al conjunto W;, con j = 1,2,...,ng, puede ser

cubierta con bolas Bé”j = B(y}f’j , ré”j ) C W; de forma tal que

n;
Wi=JB cw;  Vi=1,2,...,n
(=1
también contenga a 89?\? ; es decir, 8Q?V’j C W]’ para cada j = 1,2,...,ng. Ahora, desde el
Lema 2.3.1 obtenemos
”ﬂj”wl,p(Bé/vj) < C||uj||W1,p((Bgvj)+) Vi = 1a 27 <oy Ny

donde j =1,2,...,n9, y que implica que
[ujllwrrwyy < Cllullwree) ¥ =1,2,...,n0.
Ahora, por construccién y realizando algunos ajustes, podemos obtener
1o
o c v,
j=1

conV; =01 (W}) C Bj, siendo V; un abierto acotado de RY que se traslapa con cada uno de
los conjuntos V;, 7 # j, que estan inmediatamente a su lado. De esta forma, también podemos

escoger Vj € (2 tal que
no
aclJv
j=0
y asociar una particion de la unidad a estos conjuntos; digamos {0;}"2,. Ponemos ahora

no
u = E (9]‘ Uj ’
§=0
donde @y = u en Vj. Entonces, desde nuestras estimaciones previas, obtenemos

[allwrr@yy < Cllullwie)-
Notemos finalmente que podemos realizar algunos arreglos para que 2 C suppu € .
Entonces, podemos definir el operador lineal
E: C®Q)nwir(Q) — WLP(RY)

u — E(u) =u.
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(2°) Asumamos ahora que u € W1?(Q). Dividimos el estudio en dos casos:

Caso 1 < p < oc. Sea (uy,) una sucesién se Cauchy en C*°(2) tal que u,, converge a u en
WLP(Q) (tal sucesion existe por Teorema 2.2.3). Entonces, por linealidad del operador
E, tenemos que

1B (um) = E(un)l[wremyy = [1E(Um = un)lwremwy)

< Cllum — un|lwie@)-

Por lo tanto, (E(u,)) es una sucesion de Cauchy en W1P(RY) que es un espacio
completo, de donde concluimos que existe & € WHP(RY) tal que E(u,) converge a
uen WHP(RY). En particular, notar que si (v,,) es otra sucesién de Cauchy en C*°(Q) tal
que v, converge a u en W1P(Q), entonces

1E(vn) = tllpromyy < [1E(vn) = E(un)llwio@yy + [1E(un) — @llwiomey)
< Cllog — unllwrw) + |1E(un) — llwroge)

— 0.

Por lo tanto, u no depende de la eleccién de la sucesién (uy,). Finalmente definimos
E(u) = u, con lo que finaliza la demostracién para este caso.

Caso p = co. Sea (u,,) una sucesion se Cauchy en C*°(€2). Notar que C*°(£2) es un subconjunto
de W1>°(Q) pues las derivadas débiles coinciden con las clasicas cuando ambas existen.
Ademads, como (uy) y (%) parai = 1,2,..., N, son sucesiones acotadas en L>({2)
obtenemos, salvo subsucesiones, que u,, converge a u en WLOO(Q). Por linealidad del

operador E, tenemos que
1 E(um) = E(un)|[wioo@mny = [ E(Um — un) lywi.co mvy
< Ollum — un||W1,°°(Q)~

Razonando ahora como en el caso anterior, podemos finalizar la demostracion. W

2.4. Teoremas de Trazas

Asumamos que 2 es un abierto acotado de R tal que 99 es de clase C'. El problema que se
quiere tratar aqui estd relacionado con la posibilidad de asignar valores sobre 02 a una funcién
u € WHP(Q). Es claro que esto tiene sentido si u € C(f2), pero para una funcién cualquiera en
WLP(€) esto no es claro, pues se trata de una funcién no necesariamente continua, definida en un
sentido c.t.p. en Q. El operador traza ataca este problema.
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LEMA 2.4.1 Bajo las hipoétesis generales del Lemma 2.3.1,si1 < p < coyu € C1(Q) n WLP(Q),

entonces se tiene que

lullrry < Cllullwro+y,
donde I = B(z, 5) N 99

Demostraciéon.
Caso 1 < p < oc. Para cada x € RY pongamos = = (2/,zy), y sea § € C°(B(z,r)),con0 < § < 1
en B(z,r)y 6 = 1 sobre B(z, 5). Entonces,

/ lulP do < / Olul’dz’  por definicién de 6
r zny=0

= —/ OlulP in dS puesen {zy =0} NIBT:a=(0,0,...,0,—1)yay =—1
{IL‘N 0}ﬂaB+

N
- —Z/ OlulPh; dS
i—1 Y 0BT
N
=_ Z < . |u]p + /B+p0 [P~ > por integracién por partes
du

C/ ulP + (/ uq(pl)—i-/
<B+" z [ [
N

ou |P
C P el
</B+ [ +;/B+ Oz

< Clullyr ey

IN

1 1
des. de Y. -+-=1
B, >> por des. de oung,conp—i— p

IN

) pues q(p — 1) =

De aqui, elevando a % en ambos extremos de la desigualdad, y tomando en cuenta las equivalencias
de las normas en W1?(Q), concluimos que

lull Loy < Cllullwirpt)-

Caso p = 1. Se deja como ejercicio. H

TEOREMA 2.4.1 (Teorema de Trazas) Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de RY tal que 99
es de clase C1, yseal < p < oo. Entonces

3 un operador lineal continuo 7' : W7 (Q) — LP(9Q)

tal que:
i) Siu € C(Q)NWHP(Q), entonces T (u) = u|sq

i) 3C = C(p, Q) > 0 tal que ||T(u)||zr(a0) < Cllullwrr() para cada u € WHP(9).
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Demostracion.

(1°)

Asumamos que u € C(2). Como 02 es un conjunto compacto de RY, podemos escoger una
cantidad finita de puntos, digamos ng puntos z; € 012, y fijar un radio » > 0 de manera que

o0 = @ I; C G B(z;,r)NoQ C Cj B(z;, 1),
=1 =1 =1

conI'; = B(z;, %) NoSY, paratoda: = 1,2,..., N, donde entendemos que se ha aplicado un
proceso de correccion (rectificacion) de la frontera de manera local conveniente. Entonces,
desde el Lema 2.4.1, obtenemos

lullLrryy < Cllullwiv@y — Vi=1,2,...,n0.
Por lo tanto, podemos definir el siguiente operador lineal
T: CYQ) — LP(09)
u = T(u) =y, ,
el cual verifica
1T ()l e o0) < Cllullwize)
para alguna constante C' > 0 independiente de w.
Siu € W1P(Q), entonces por Teorema 2.2.3 existe una sucesion (u,,) en C*°(£2) que converge
auen WHP(Q). Luego,
1T (wm) — T (un)llzea0) = 1T (Um — un)ll e o)
< Cflum — unHWLP(Q)‘
De esta forma, (1'(uy,)) es una sucesion de Cauchy en LP(0€2), que es un espacio completo,
por lo cual (7'(uy)) converge en LP(012). Llamemos T'(u) al limite de la sucesion (T'(u,)), el
cual pertenece a LP(01)). Es facil chequear que este limite es independiente de la particular

sucesion (u,) en C*°(Q) que fue considerada convergiendo a u en WP (Q2). En efecto, si (v;,)
es otra sucesion en C°°(Q) que converge a u en W1?((2), entonces

1T (un) = T(va)llzrae) = T (un — vn)llLr00)
< |Jun — UnHWLP(Q)

— 0.

Finalmente, si u € C(Q) N WP(Q), es claro que u puede tomar un valor especifico en 912,

pues por construccién de la sucesion (u,) en C*°(2) en el Teorema 2.2.3, la convergencia a u
en W1?(Q) es uniforme. De esta forma, es valido poner T'(u) = uj,,. B
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El espacio W, ()

DEFINICION 2.4.1 Sea (2 un subconjunto abierto de RY y sea 1 < p < oc. Se define el espacio de
Sobolev Wol’p(Q) como la clausura de C°(Q2) en WP (Q).

NOTACION 2.4.1 En el caso p = 2 es comun usar la notacién

H(Q) := W2 ().

OBSERVACION 2.4.1 Sea Q un subconjunto abierto de R .

= El espacio W, () dotado de la norma inducida por el espacio W'P(2) es un espacio Banach si
1 < p < oo, es separable si 1 < p < oo, y es reflexivo si 1 < p < oo. El espacio H} () es un
espacio Hilbert con el producto interno de H'(2).

» Como C°(RN) es denso en WP(RY) (vea Teorema 2.1.1 de Friedrichs), se tiene que
Wy P(RY) = WHP(RY).
En cambio, si @ € RN y Q # RN, entonces en general WP () # W2(Q).

Las funciones WO1 P () son, de cierta forma, las funciones de W1?(2) que se anulan sobre 9. Sin
embargo, es delicado dar un sentido preciso a esta afirmacién ya que una funcién u € WhH?(Q)
sOlo esta definida c.t.p., N2 tiene medida cero, y u no posee necesariamente un representante con-
tinuo hasta la frontera de €. Las siguientes caracterizaciones sugieren que existen funciones que se
anulan sobre Jf2. Comenzamos con el siguiente resultado basico.

LEMA 2.4.2 Sea ) un subconjunto abierto de RY y sea 1 < p < co. Si u € WP(), con supp u
siendo un subconjunto compacto de €2, entonces u € W, 01 P(Q).

Demostracién. Fijemos un conjunto abierto w tal que suppu C w € Q; y sea § € C°(12) tal que
0 =1lensuppuy0 < 6 < 1en . Por Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existe una sucesién (u,) en
C>(RY) tal que u,, converge a u en LP(f2) y Vu, converge a Vu en (LP(w))". Como fu = u en
supp u y supp u = supp (6 u), obtenemos que 0 u,, C C°(£2) converge a f u en W1P(Q). Luego, por
definicion de W, (1), obtenemos que u € Wy (), y como u = u en suppu, concluimos que
ue WP (). |

TEOREMA 2.4.2 (Funciones de traza cero en W1?(Q)) Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de
RY con 9 de clase C' ysea 1 < p < 0. Siu € C(2) N WP(Q), entonces son equivalentes:

i) ue WyP(Q)

ity T'(u) =0 sobre 0S2.
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Demostracion.

i) = ii)

i) = i)

Asumamos que u € W,”(Q2). Entonces, por definicion de W,”(Q) existe una sucesion de
funciones (u,) en C2°(Q) tal que u,, converge a u en W1P(2). Ahora, por Teorema 2.4.1, el
operador traza T : W1?(Q) — LP(9Q) es un operador lineal continuo. Luego, como T'(u,,) =
0 paratodon € Ny u € C(Q) N WLP(Q), se sigue que T'(u) = 0 sobre 9.

Asumamos que T'(u) = 0 sobre 992. Como 2 es acotado, entonces supp u es acotado. Fijemos
una funcién ¢ € C1(R) tal que

0 sift]<1

Ol <4ft] vieR y o) = { tosilt > 2

Claramente 1(0) = 0 y podemos suponer que [¢'(t)] < 4 para toda ¢ € R. Luego, desde
el Teorema 2.1.2, se sigue que u, = 14 (nu) pertenece a W'P(Q). Notemos que para n

suficientemente grande, u,, = u, de donde tenemos que

|up, — ulP — 0 ctp.enQ

Jun — uf? < 2P|ul?,

con 2PluP € LY(Q). Por lo tanto, desde el Teorema A.7.3 de la convergencia dominada
obtenemos

|tn — ullLp() — 0.

Por otro lado, como

ou, ou .
= Vi=1,2,...,N,
axi /lzz) (nu) axz ? » = Y
y [¢/(t)| = 1 para ¢t > 2, para n suficientemente grande obtenemos
ou, Ou
= Vi=1,2,...,N,
8:131- 81‘1 !
de donde »
ou, Ou
- —0 tp.en 2 Vi=1,2,...,N,
9z, on ctp.en i=1,2,...,
ou, Oul? ou |P
- < 5P Vi=1,2,...,N,
P
con 5P g—; € LY(Q2), y por Teorema A.7.3 de la convergencia dominada obtenemos
0
‘ Un_ Ou 50 Vi=1,2,...,N.
61’1' 61’1 LP(Q)
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Se deduce que

||Un — UHWl,p(Q) — 0.

Finalmente, dado que u € C(Q), es claro que

1
supp uy, C {x € Q:|u(x)] > n}’

de donde concluimos que supp u,, € Q2. Asi, por el Lema 2.4.2, obtenemos que u,, € I/VO1 P(Q),
y concluimos que v € W, ?(Q). W

TEOREMA 2.4.3 (Desigualdad de Poincaré) Sea () un subconjunto abierto y acotado de R y sea
1 < p < 0. Existe una constante C' = C, o > 0 tal que para cada u € WO1 P(Q) se verifica que

HUHLP(Q) < CHVUH(LP(Q))V

En particular, ||Vul|(1»q)~ representa una norma en WO1 ?(Q) que es equivalente a |[u||y1.0(q),
mientras que / Vu Vv representa un producto interno en H{ (£2) que induce a IVull(z2)w~, la
Ja

1 .
que a su vez representa una norma en H (£2) que es equivalente ||ul| z1(q).

Demostracién. Sélo probaremos el caso 1 < p < co. El caso p = oo se prueba de forma similar.

(1°) Partimos considerando

donde a > 0,y u € C°(£). Entonces

TN
u(x) = aa;jv(x’, s)ds,

donde z = (2/, zy). Ahora para ;1) + % = 1, desde la desigualdad de Holder obtenemos

p % TN %
ds) (/ 19 ds>

u /

)l < ([ |

1
TN | H p » 1
([ ) o
Luego,
TN 8u , p »
lu(z)P < / — (2, 8)| ds||xn +ala
—a |0TN

Integrando ahora sobre z’, obtenemos

fio e awrar < ot [
H |—a,al Q
i=1

p

ou
ozxN
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Por lo tanto, integrando ahora en la N—€sima variable, se sigue que

/Q|U(SU)|pd:c < (Qa)§+1/Q

ou

8.CUN

p

ou
orN

4

de donde
[ullLr(o) < 2a

LP(Q)
< QCZHVUH(L;;(Q))N.

(2°) En el caso general, notemos que dado un subconjunto 2 abierto y acotado de RY, siempre

podemos encontrar un conjunto
N

donde a > 0, tal que 2 € €. Luego, dada u € VVO1 P(Q), podemos extender esta u por 0
en '\ Q y llamar a esta extension . Entonces & € W, (') y por definicion de W, (),
existe una sucesion (i) en C°(€Y) tal que @, converge a i en W1P(Q'). Por lo probado en la
primera parte,

[tnl e (@) < 2a[IVnl (o)),

y pasando al limite, obtenemos el resultado esperado, restringiendoza 2. W

OBSERVACION 2.4.2 La desigualdad de Poincaré permanece vilida si consideramos ) de medida finita, o
si §) es acotado en una sola direccion.

El espacio dual de W, (Q)
Sea  un subconjunto abierto de RY, ysean 1 < p < ooy 1 < ¢ < oo tales que % + é = 1. Se
designa por W ~14(Q) al espacio dual de W, * (), y por H~(12) al dual de H} ().
Se identifican L?(€2) y su dual, pero no se identifican H{ () y su dual. Mds atn, se tiene el
esquema
Hg(Q) — L*(Q) — H(Q),
con inyecciones continuas y densas.

Si Q es acotado, se tiene

WyP(Q) — L2(Q) = W™9(Q)  si NQJL <p< oo,
con inyecciones continuas y densas.
Si ©2 no es acotado, se tiene
WIP(Q) o LX) = W9Q)  si o <p<2
N +2

82  Esta versién puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.5. INYECCIONES DE SOBOLEV

con inyecciones continuas y densas.

Los elementos de W~19((2) se caracterizan en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.4.1 Sea 2 un subconjunto abierto de RY, yseanl < p < ooy 1l < g < oo tales

que % + % =1.Si FF € W~19(Q), entonces existen funciones fo, fi,..., fxy en LI(() tales que

N
81} 1
F,v:/fv—k /fi( Vv e WyP(Q
B0 = [ o+ [ g L2(q)

[ Elw-1.0() = Oglz.i)f\JLfiHLq(Q)-

Si (2 es acotado, se puede tomar fy = 0.
El espacio W;""(Q)

DEFINICION 2.4.2 Sea €2 un subconjunto abierto de RYN,seam € N yseal < p < oco. Se define el
espacio de Sobolev WP () como la clausura de C2°(£2) en W™2(Q).

NOTACION 2.4.2 En el caso p = 2 es comiin usar la notacién
Hy () := W5 ().

OBSERVACION 2.4.3 Sea Q) un subconjunto abierto de RY,seam € N yseal <p < oo.

m,p

» El espacio W""(Q2) dotado de la norma inducida por el espacio W™ P () es un espacio Banach.
H{" () es un espacio Hilbert con el producto interno de H™ ().

» En cierta forma, una funcién u pertenece a W,"P(Q) si w € W™P(Q) y D*u = 0 sobre O

para todo multi-indice « tal que || < m — 1. Es conveniente distinguir entre W(;”p(Q) y
WP (Q) WOLP(Q) para m > 2.

2.5. Inyecciones de Sobolev

En esta secciéon buscamos establecer relaciones de contencién entre dos espacios de funciones.
Estas relaciones son usualmente denominadas inyecciones. Aqui estamos interesados en inyecciones
que involucren a espacios de Sobolev. Veremos que existen diferencias sustanciales entre las
relaciones que se pueden establecer cuando trabajamos en dimensién uno o cuando lo hacemos

en dimensiones superiores. Esta distincién quedara reflejada en un resultado basico en dimensiéon
uno: si €2 es un subconjunto abierto de R, entonces la inyeccién

WhP(Q) — L=(Q)
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es continua para toda 1 < p < oo; mientras que en dimensiones superiores, una inyeccién como
ésta solo es vélida parap > N.

En consecuencia, conviene separar el estudio de las inyecciones de Sobolev, considerando
primero el caso unidimensional y luego las dimensiones superiores. A su vez, en dimensiones

superiores conviene separar el estudio en los casos,

1<p<N

N <p< oo,

incluyendo cuando sea posible el caso limite p = N.

2.5.1. Inyecciones de Sobolev: el caso unidimensional

TEOREMA 2.5.1 (Inyecciones de Sobolev en dimensién uno) Sea I un intervalo abierto de R y
sea 1 < p < oo. Existe una constante C' = C7 > 0 tal que

lullpee(ry < Cllullwiogy — Yu € WHP(T). (2.10)
En particular, la inyecciéon W1P(I) < L°°(I) es continua.

Demostraciéon. De acuerdo al Teorema 2.3.1 de extension, es suficiente considerar el caso I = R.
Caso 1 < p < oo.
(1°) Sea v € CX(R) y sea G € C'(R) definida por G(s) = |s[P~!s. Entonces la funcién G o v
pertenece a C}(R) y ademaés se verifica que

G'(v(t))v'(t) = plo@)[P~ 1/ ().

De esta forma, desde el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

t

G(o(t) = p / [u(s) P10/ (5) ds.

—0o0

Ahora, por desigualdad de Holder, si % + % =1, paracada t € R tenemos

@ = [G(u(?))]

< plloP M a1Vl Lo ()

1

q
=p( / |v|q<p—1>) ol
R
p—1
o ([ 10P) " Wy puesq= 2o
R p—1

—1
= pllollZ gy I o ey
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Esto implica que
11 1
()] < P32 10
1 /1 1
< pzlv <q||vHLp(]R) + p||v’||Lp(]R)) por desigualdad de Young

< pp (ol ery + 11V[ o (m))
= v ollwrom.
Como p% < e para todo p > 1, se sigue que
lollmy < Cllollwiom) Vo € C(R), (2.11)

1 . . .
donde C' = e«, que es una constante universal independiente de p.

(2°) Sea ahora u € W'P(R). Por Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existe una sucesién (u,) en C°(R)
tal que u,, converge a v en W?(RR). Luego, de acuerdo a (2.11) obtenemos
[|um — un”Lw(]R) < Cllum— Un”leP(IE{)

- 0.

m,n— 00

Por lo tanto (uy) es una sucesion de Cauchy en L*°(R), que es un espacio Banach. Luego,
(uy) converge en L*°(R), y como u,, — u c.t.p., concluimos que u,, converge a u en L°(R).
Finalmente, por (2.11) obtenemos

unllLoer) < Cllunllwir@wy — Vn €N,
y pasando al limite concluimos que (2.10) se cumple.
Caso p = oc. Este caso es directo, pues u € WH*°(R) implica que u € L*(R) y
ull Loy < llullpemw) + HUIHLOO(R) = [lully1.00(w)-

Caso p = 1. Se deja como ejercicio.
Conclusién. En resumen, hemos probado que el operador lineal

i: WHWR) — L®°(R)
u — i(u) =u,
es continuo, pues
lull e < Cllullwingy — Yu€ W(R), V1<p< oo
Por lo tanto, la inyeccion W1P(R) < L*°(R) es continua paratodo1 <p <oco. B

Antes de enunciar un resultado relativo a inyecciones compactas de Sobolev sobre intervalos
acotados, estableceremos un resultado que muestra que las funciones en los espacios de Sobolev
siempre tienen un representante continuo. Partimos con unos resultados previos.
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LEMA 2.5.1 Sea I un intervalo abierto de Ry sea f € L (I).Si

loc
/f«p/ =0 VpeC.(),
I
entonces existe una constante C' € R tal que f = C' c.t.p.en I.

1
loc

LEMA 2.5.2 Sea [ un intervalo abierto de R y sea g € L; .(I). La funciéon v : I — R definida por

v(t) = /tg(s)ds Vtel,

para algtn elemento a € I, pertenece a C (/) y tiene por derivada débil a g.

TEOREMA 2.5.2 Sea I un intervalo abierto de Ry sea u € W'P(I), con 1 < p < oo. Existe una
funcion u* € C(I) tal que
u=u" ctp.enl

to -
() — (1) = / W(s)ds Wt e T
t1

TEOREMA 2.5.3 (Inyecciones compactas de Sobolev en intervalos abiertos y acotados) Sea I un

intervalo abierto y acotado de R. Entonces

i) médulo representante continuo, W1?(I) < C(I) con inyeccién compacta para toda 1 <p < oo,

ity WHL(I) < L9(I) con inyeccién compacta para toda 1 < g < oc.
Demostracién. Sea I un intervalo abierto y acotado de R.
i) Seal < p < ooy sea
F = Byip(p) = {uewhr(I): [ullweay < 1},
la bola unitaria de WP (I). Para probar que el operador lineal

i Whr(I) — C()
u — i(u) =u,
define una inyeccién compacta, es suficiente probar que la clausura de (F) es compacta en
la topologia de C(I), donde hemos identificado los elementos de W!?(I) con sus respectivos

representantes continuos, de acuerdo al Teorema 2.5.2. La idea es mostrar que se verifican las
hipétesis del Teorema A.10.1 de Arzela-Ascoli, y entonces obtener la conclusién deseada.
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Seau € Fyty,ty € I.Como |min{t;,to}, max{t;,to}[ € I, desde el Lema 2.5.2 y la desigual-
dad de Holder, dados ¢;,t2 € I, paracada 1 < p < oo obtenemos

to
/ u/'(s) ds

t1

to q
/ 19ds
t1

lu(t2) —u(t1)| =

< [/l o)

<ty —tls,
1,1 _
con o+ o = 1. Luego, dado ¢ > 0,
36 =% > 0tal que (th,tg € I)(’tQ — tl‘ <= ‘u(tg) — u(tl)\ < 8) Yu e F.

Esto quiere decir que la familia F es uniformemente equicontinua. Por otra parte, I es un
subconjunto compacto del espacio métrico (R, |-|) y F € C(I), con F = i(F) siendo acotado
en la topologia fuerte de C' (I), pues por Teorema 2.5.1, existe una constante C' = C7 > 0 tal
que para cada u € F se verifica

[ullery = super [u(t)]
= |lull o (1)
< Cllullwre(r
<C.

Luego, tenemos todas las condiciones para aplicar el Teorema A.10.1 de Arzela-Ascoli y
concluir que i(F) = F es compacta en la topologia fuerte de C(I).

Sea 1 < g < oo. Consideremos el operador lineal

i: WHi(I) — Li(I)

u — i(u) =u

y el conjunto
H = BWI’l(I) = {’LL c Wl’l(I) : ||UHW1*1(I) S 1} .

Es suficiente probar que H es compacto en la topologia de L?(I). Lo haremos mediante el
uso del Teorema A.10.2 de Fréchet-Kolmogorov-Riesz. Fijemos arbitrariamente un intervalo
abierto y acotado I’ tal que I € I'. Si definimos F = E(#), siendo E el operador extension
definido en el Teorema 2.3.1, entonces H es un subconjunto acotado de L4(I), pues como I es
acotado, entonces L>°(I) C Li(I) para toda 1 < ¢ < co. En efecto, desde la desigualdad de
Holder y el Teorema 2.5.1 obtenemos que existe una constante C' = C7 > 0 tal que para cada
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lllory < ( / 1ds> g

< Cllullwr(r

u € H se tiene

<C.
Por otro lado, F también es acotado, pues por Teorema 2.3.1 parte iii), se sigue que existe una
constante C' = Cr,p > 0 tal que para cada u € H se verifica

|E@) Iy < Cllulwo
<C.

Ahora, sea ¢ > 0 dado. Por Proposicién 2.1.2 parte iii) y el Teorema 2.3.1 parte iii), existe
C = (> 0 tal que uno tiene

ImnE(u) — Bl iy < [RII(E W) )
< [Pl E) w1 (w)
< Clhlllullwr
< Clhl,

y entonces, desde el Teorema 2.5.1, tenemos que E(u) € L*°(R). Mdas atn, existe una
constante C' = Cr p > 0 tal que

/IE(U)(8+h)—E(U)(S)!qd8 =/ |B(u)(s + h) = B(u) ()| [E(u)(s + h) — E(u)(s)| ds
R R

< / (B (u)(s + h)| + [E(u) ()T E(u)(s + h) — E(u)(s)| ds
R

< IE@I~)" ([ a5) [ 1B@G+ 0 - B ) as

< OB gy I E ) — B 13y

-1
< Clullfgts 1 B () — E(w) 2wy
< Clh|.

En consecuencia, hemos probado que para alguna constante C' = C7 ;7 > 0, se tiene

1
[T E(u) — E(u)llpam) < Clhls VueH.

Por lo tanto,

}Lfl% |ThE(u) — E(u)|pary =0 uniformemente Vu € H.
—

Desde el Teorema A.10.2 de Kolmogorov-Riesz-Fréchet, concluimos que la clausura de F|,
en L(I) es compacta. Pero por Teorema 2.3.1 parte i), |, = H, por lo que H es compacta en
Li(r). m
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OBSERVACION 2.5.1 Sea I un intervalo abierto de RR.

» Moddulo representante continuo, WH1(I) — C(I) es una inyeccién continua, pero no es compacta.
Sin embargo, si (uy,) es una sucesion acotada en W1 (I), entonces existe una subsucesion (u, ) tal
que (un, (x)) converge para toda x € 1.

» SiInoesacotadoy 1 < p < oo, entonces WHP(I) — L*(I) es una inyeccién continua, pero no
es compacta. Sin embargo, si (uy,) es una sucesion acotada en W1 (I), con 1 < p < oo, entonces
existe una sucesion (up, ) y una u € WYP(I) tales que (uy, ) converge a w en L°°(J), para cada
subconjunto J de I.

2.5.2. Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev y sus consecuencias
En esta seccion estamos interesados en estudiar especialmente el caso
1<p<N.
Una primera desigualdad que nos interesa validar tiene la siguiente forma
[ull Loy < ClIVulle@ayw, (2.12)

para ciertas constantes C' > 0, 1 < ¢ < oo y todas las funciones C2°(R”). Lo interesante aqui es
que la constante C' llegue a ser independiente de ¢ y de w.

Para ver qué valores de ¢ pueden ser considerados, procedemos de la siguiente forma. Sea
u € CSO(IRN ), u # 0,y definamos la siguiente familia de funciones reescaladas,

ux(z) = u(Az) Ve e RY.
Si una desigualdad como (2.12) vale, entonces también debiese cumplirse

[urllLarry < ClVusll(Le@ayv-

Como
/ upl? = / ()7 d
RN RN
1
—_ q
y

/ |Vuy P :/ |Vu(Ax)|P do
RN RN

P
= — p
AN /RN [Vuts
1

A
— ull Loy < C—x IVull (zo@ay)~,
Ad AP

entonces debiésemos tener
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de donde
1+N_N
ull Loy < CAFa ™% [Vl ooy v
Evidentemente,
N N
1+ ——-——=0
q p

sino, al tomar A tendiendo a 0, concluiriamos que
u = 0,

lo cual es contradictorio. Luego, despejando ¢, obtenemos

_ Np
= s

q

DEFINICION 2.5.1 Sea 1 < p < N. El conjugado de Sobolev de p es

«._ Np
Pi=N
Notar que p* verifica
1 1 1
== p*>p V1l <p<N.
P op N7

TEOREMA 2.5.4 (Desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Sea 1 < p < N. Existe una

constante C' = C), v > 0 tal que
lull o mavy < ClIVullpo@ayyy — Yu € WH(RY).
En particular, W'P(RY) < LP"(RY) con inyeccién continua.
COROLARIO 2.5.1 Seal <p < N yseap < g < p*. Existe una constante C = C,, y > 0 tal que
lull o) < Cllullwromy — Yu € WHPERN).
En particular, W1P(RY) — L(R) con inyeccién continua.
Demostraciéon. Seal < p < N yseap < ¢ < p* dado. Pongamos

1 1-—
zﬂ—i- i paraalgin 0 <7 < 1.

q p p*

Por desigualdad de interpolacién y desigualdad de Young, obtenemos

1_
lull Loy < H“HZP(IRN)HHHLPII(RN)

<l oy + llull Lo (revy -
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Ahora, aplicando directamente el Teorema 2.5.4, obtenemos

[l Larry < Cllullwremny,
para alguna constante C' = C), y > 0. Por lo tanto, hemos probado que el operador lineal
i: WWRYN) — LIY(RN)
U — i(u) = u,

es continuo para toda p < ¢ < p*. Es decir, si 1 < p < N, entonces WLP(RYN) «— LI(RY) con
inyeccién continua paratodap < ¢ <p*. N

TEOREMA 2.5.5 (Estimaciones para W!?(Q), 1 < p < N) Sea 2 un subconjunto abierto y acotado
de RY con 99 de clase C! yseal < p < N.Existe una constante C = Coq , y > 0 tal que

lull o () < Cllullwroy — Vu € WHP(R).
En particular, W1P(Q) < LP"() con inyeccién continua.

Demostracién. Sea u € WHP(Q). Como ) es acotado y 99 es de clase C*, por Teorema 2.3.1
tenemos que E(u) € WHP(RY), verificando

» E(u)=u ctp.en(
» supp F(u) € ', donde Q2 € Q' es un subconjunto abierto y acotado de R”, y
» Existe una constante C' = Cq o > 0 tal que || E(u)|[1o@myy < Cllullwir(q)-

De esta forma, como E(u) tiene soporte compacto en €', por Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existe
(u,) en C(RN) tal que u,, — E(u) en WHP(RYN), de donde

Vu, = V(E(u)) en (LP(Q)N.
Por otro lado, por Teorema 2.5.4 de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, también tenemos
||UnHLp* (RN) < C’HVunH(Lp(RN))N y ||um—unHLp* (RN) < CHVUm—vunH(Lp(RN))N ij n € IN. (213)

Luego, como LP() es un espacio Banach, entonces (Vu,,) es de Cauchy en (LP(Q2))". Asi, por la
segunda desigualdad en (2.13), obtenemos que (u,) es de Cauchy en L? (f2), que también es un
espacio Banach, y por lo tanto (u,,) converge en LP" (€2). Luego, para una subsucesién (vea el Teorema
A.8.4),porelTeorema A.7.3de la convergencia dominada, y la unicidad del limite, podemos
concluir que u,, — E(u) en LP"(Q), y podemos pasar al limite en la primera desigualdad en
(2.13) para tal subsucesién y obtener

IE @)l Lo gy < CIIVIE@)l(Lr@ayn-
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Finalmente, por las propiedades de E(u), la definicion de ||-||y1.»(q) y el Teorema 2.5.4 de Gagliardo-
Nirenberg-Sobolev concluimos que

lull o ) = 1E(@)]| o (o)
< CIIV(E) (e @)
< CEW)llwemny

< Cllullwir). W

TEOREMA 2.5.6 (Estimaciones para W, (), 1 < p < N) Sea Q un subconjunto abierto y acotado
deRV,seal <p< N yseal < ¢ < p*. Existe una constante C' = Cy 40 > 0 tal que

L1(Q) < CHVUH(LP(Q))\ Yu € Ilblpan

[[ul

En particular, W’Ol P(Q) — L9(Q) con inyeccién continua.

. 1 .
Demostracion. Sea u € W, ”?(2) y sea (u,,) una sucesion de elementos en C2°(£2) que converge a u.
Consideremos ahora la sucesién (1, ) correspondiente a la respectiva sucesion de extensiones por

cero de las u,,; esto es, para cada n € IN, se define
up(x) siz e
0 siz € RV\ Q.
Por Teorema 2.5.4 de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, tenemos que
[anllper mary < ClIVnll ey y - [tn =l ) < ClIVEn = Vil gegayy - Vn,m e N.
Evidentemente, por definicién de las @,, las desigualdades previas equivalen a
H“nHLP*(Q) < CHvunH(LP(Q))N y Hun_umHLP*(Q) < Cuvun_vumH(LP(Q))N Vn,m € N. (2.14)

Ahora, como u,, — u in W1P(Q2), entonces Vu,, — Vu en (LP(Q))", y como LP(£)) es un espacio
Banach, entonces (Vu,) es de Cauchy en (LP(2))". Por la segunda desigualdad en (2.14),
se sigue que (u,) es de Cauchy en LP"(2), que también es un espacio Banach, y por lo tanto (uy,)
converge en LP (12). Luego, para una subsucesion (vea el Teorema A.8.4), por el Teorema A.7.3 de
la convergencia dominada, y la unicidad del limite, podemos concluir que u,, — @ en L¥ (Q),y
podemos pasar al limite en la primera desigualdad en (2.14) para tal subsucesién y obtener

[ull Lo () < ClIVullze@y)n-
Finalmente, como 2 es acotado, tenemos que
lull o) < Cllull o (o)

para toda 1 < ¢ < p*, y por transitividad de la desigualdad, obtenemos la desigualdad deseada.
|
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OBSERVACION 2.5.2 Notar que el Teorema 2.5.6 valida la desigualdad de Poincaré obtenida en el Teorema

2.4.3. Esto es, bajo las condiciones del Teorema 2.5.6, se tiene que

HUHLP(Q) < CHVUH(LP(Q))N Yu € Wol’p(ﬂ).

2.5.3. Desigualdad de Morrey y sus consecuencias

En esta seccidon estamos interesados en estudiar el caso

N <p<oo.
TEOREMA 2.5.7 (Desigualdad de Morrey) Sea N < p < oo.
i) Existe una constante C' = Cy, > 0 tal que
[ull oo mvy < Cllullywe@mmy Vu € WHP(RY).

En particular, W1P(RY) — L>(RY) con inyeccién continua.

N

if) Si u € WIP(RY), entonces u tiene un representante u* en C*7(RY), donde v = 1 — L

Ademas, existe una constante C' = C', > 0 tal que
HU*HCO,«,(RN) < CHVUH(L;)(RN))N Yu € Wl’p(]RN).

En particular, médulo representante continuo, W'?(RY) — C(RY) con inyeccién

continua.

Desde aqui en adelante, cuando el dominio considerado sea RY, para N < p < ooidentificaremos a una
funcién u € WHP(RY) con su representante continuo u*, el que continuaremos denotando por u.

COROLARIO 2.5.2 Seam € INysea 1l < p < oco. Entonces:

i) WmP(RY) — LI(RY), donde g = 5L sim < &

N—pm
ity WmP(RN) — LI(RY),donde p < ¢ < cosim = %
iii) WP(RN) < L°(RN) sim > 5.
En todos los casos las inyecciones son continuas. Ademads, si m > % ym — % no es un entero, se
considerak = {m - %} y 0=m— % —k,demaneraque0 <0 <1,y

| D%ul| ooy < Cllullymomyy — Yu € W™P(RY), Vacon|a| <k

|D%ul|googny < Cllullymomyy — Yu € W™PRY), Vacon|a| = k.

En particular, médulo representante derivable hasta el orden k, W™?(RY) «— CFRY) con

inyeccion continua.
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TEOREMA 2.5.8 (Estimaciones para W!?(Q), N < p < c0) Sea Q un subconjunto abierto y acotado
de RY con 09 de clase C! y sea N < p < cc.

i) Existe una constante C' = Cy o > 0 tal que
lullzm@) < Cllullwioy — Vu€ WH(@).
En particular, W'?(Q) < L% () con inyeccién continua.

ii) Siu € WhP(Q), entonces u tiene un representante u* en C%7(2), donde y = 1 — % Ademés,

existe una constante C' = C', o > 0 tal que

||

con@ < Cllullwiey — Vu € WH(Q).

En particular, médulo representante continuo, W'?() < C(Q) con inyeccién continua.

Demostracién. Sea v € WH?(Q). Como (2 es acotado y 99 es de clase C!, por Teorema 2.3.1
tenemos que E(u) € WHP(RY), verificando

» F(u)=u ctp.en

» supp E(u) C €/, donde ' es un subconjunto abierto y acotado de RY, y

= Existe una constante C' = Cq o > 0 tal que || E(u)|[y1o@myy < Cllullwir(q)-

De esta forma, como E(u) tiene soporte compacto en 2, por Teorema 2.1.1 de Friedrichs, existe

una sucesion de funciones (uy,) en C°(RY) tal que
U, — E(u) en WHP(RY).
Por otro lado, por Teorema 2.5.7 de Morrey, tenemos

Hum — un”CO’l_%(RN) < C||Vum — VunH(Lp(RN))N Vm,n € NN.

N
Luego, argumentando apropiadamente, podemos concluir que existe u* & C T (RN) tal que
u=u*ctp.enRY,y
* 01-Y¥ N
U, = u* enC T (RY).

También desde el Teorema 2.5.7 de Morrey tenemos,

ol o3 gy < Ol

De esta forma, después de pasar al limite, obtenemos

17l o2 vy = CIE@ e

94 Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.6. EL TEOREMA DE COMPACIDAD DE RELLICH-KONDRACHOV

Finalmente, por las propiedades de F(u), u* la definicién de || - |[yy1.»() concluimos que

1l o1 o) < CIE@Iwromyy < Cllullwrir@- W
De aqui en adelante, si 2 es un subconjunto abierto y acotado de R” tal que 9 es de clase C"*

y N < p < oo, entonces identificaremos a u € WP(£2) con su representante continuo u*.

2.5.4. Desigualdades generales de Sobolev

TEOREMA 2.5.9 (Desigualdades generales de Sobolev) Sea (2 un subconjunto abierto y acotado

de RY con 92 de clase C!, seam € N y sea 1 < p < cc. Se verifica lo siguiente:
i) Sim < %, entonces W™P(Q) — L1(Q2), donde

1

m
q N’

==

con inyeccion continua.

if) Sim > % y u € W™P(Q), entonces u tiene un representante u* € C" [7} 71"”’/(5), donde

N N .
—| +1— — si— noesun entero
L p p p
Y N
14 si — es un entero,
p

con 0 < ¢ < 1 arbitrario, y existe una constante C' = C,,, n .0 > 0 tal que

D

] < Jm,p .
HUHCW[A%M@ < Cllullwm, Q)

2.6. El Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov
Como ya hemos visto, la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev implica que
WhP(Q) — LP(Q) paratodal <p < N,

« __ Np . ., .
donde p* = 5, con inyeccioén continua.
A continuacién veremos que en verdad uno tiene que

WhHP(Q) — LY(Q) paratodal < ¢ < p",

es una inyeccién compacta. La compacidad es fundamental para las aplicaciones del andlisis no

lineal a las Ecuaciones Diferenciales Parciales.
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TEOREMA 2.6.1 (Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov) Sea 1 < p < oo y sea {2 un
subconjunto abierto y acotado de R con 9 de clase C'. Se verifica que:

i) Sil <p< N, entonces WLP(Q) — L9(§2) para cada 1 < ¢ < p*, con inyeccién compacta.

ii) Sip = N, entonces WP(Q) — Li(Q) para cada p < g < oo, con inyeccién compacta.

iif) Si N < p < oo, entonces, mdédulo representante continuo, WhP(Q) — C(), con inyeccion

compacta.

En particular, W1P(Q) < LP(2) con inyeccién compacta.

OBSERVACION 2.6.1 Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de RY yseal < p < oo. Entonces,
WOLP(Q) — LP(Q) con inyeccion compacta, incluso sin asumir que O es de clase C*.

2.7.

1.

Problemas propuestos

Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de R" y sea 1 < p < oo. Prueba que C1(Q) C
Whp(Q).

. Sea 2 un subconjunto abierto de R”. Prueba que si (u,) es una sucesién en W1*(Q), con

1 < p < o tal que u, — uen LP(Q) y (Vuy,) tiene limite en (LP(Q))N, entonces u € W1P(Q)
Y lun — ullwir@) — 0. Sugerencia. Toma como referencia demostracién de la Proposicion 2.1.1,
donde se prueba que W (Q) es un espacio Banach.

. Sea I un intervalo abierto y acotado de Ry sea 1 < p < oc. Prueba que siu € W'P(I) y

u' € C(I), entonces u € C(I).

. Sea ) un subconjunto abierto de R, sea 1 < p < oo. Prueba que si u,, — uen LP(Q) y (Vu,)

est4 acotada en (LP(Q))N, entonces u € W1P(Q).

. Sea  un subconjunto abierto y acotado de RY con 99 de clase C3. Prueba que si

u € H*(Q) N HL(Q) entonces

1 1
/|Vu]2dac SC(/ ]u\zdx)2</ \Au|2d$>2.
Q Q Q

Concluye que en H3(Q), || Aul| [2(Q) €S una norma equivalente a la usual.

. Prueba que siu € W'P(0,1) para algin 1 < p < oo, entonces

_1 .
lu(ts) — u(ty)| < |ta — ty|' 77 ||| Lp0,1) para casitoda tg,t; €]0,1].
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7. Seal < p < oo. Dada u € LP(0, 1) se define

Tu(zx) = E /a: u(t)dt paraz €]0,1].
0

X

Prueba que Tu € C(]0,1]) N L4(0,1) paracada 1 < ¢ < p. Mds atn, Tu € LP(0,1) y

1Tu] e,y < lullzp(o,)  Vu € LP(0,1).

p—1

8. a) Prueba quesiu € WHP(0,1) con 1 < p < oo, siendo u(0) = 0, entonces @ € LP(0,1)y

se verifica que

u()

T

b
o1 P—1

<

Hu/HLP(O,l)-

b) Asume que u € WHP(0,1) con 1 < p < ooy que @ € LP(0,1). Muestra que u(0) = 0.
¢) Sea u(z) = (1 + |Inz|)~!. Muestra que u € W11(0,1), u(0) = 0, pero @ ¢ L'(0,1).

d) Asume que u € WP(0,1) con 1 < p < oo y u(0) = 0. Fija una funcién n € C*°(R)
cualquiera tal que n(z) = 0 Vz €] — 00, 1] y n(x) = 1 Vz € [2,+o0]. Pon n,(x) = n(nz) y
un(z) = nn(z)u(x) para cada n € N. Muestra que u, € W1P(0,1) y prueba que u,, — u
en W1?(0,1) cuando n — oo.

9. Sea u € W?2P(0,1) con 1 < p < oo. Asume que u(0) = u'(0) = 0. Muestra que
% € LP(0,1)y # € LP(0,1), verificando para alguna C' = C, > 0 que

ZC] -

2
L= lLr(0,1)

u'(x)

X

< CHU”HLP(O,l)-
LP(0,1)

a) Deduce que v(z) = ule) ¢ WtP(0,1) con v(0) = 0.

b) Asume que u € W?P(0,1) con 1 < p < ooy u(0) = 0. Fija una funcién n € C*(R)
cualquiera tal que n(z) = 0 Vz €] — 00, 1] y n(x) = 1 Vz € [2, +o0]. Pon n,(x) = n(nz) y
un () = nu(z)u(r) para cada n € IN. Muestra que u, € W2?(0,1) y prueba que u,, — u
en W2?(0,1) cuando n — oo.

c) Mas generalmente, seam € IN, y sea 1 < p < co. Asume que u € X,,, donde
Xm = {u € W™P(0,1) : u(0) = Du(0) = ... = D™ tu(0) = 0} )

Muestra que % € LP(0,1) y que x“ﬂﬁfi)l € Xi.

10. Si Q es un subconjunto abierto de RY con 952 acotada y suficientemente regular, entonces la

norma de W™P (1) es equivalente a la norma

Nl moniy = Nl + D [1D%ul] 1oq-

|a)|=m
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11. Sea Q un abierto de R tal que 9 es de clase C?. Prueba que el operador extensién
construido en el Teorema 2.3.1 es lineal continuo desde W?2?(Q) a W2?(RY), y mediante un
contraejemplo, muestra que la construccion previa no provee una extensién para los espacios
de Sobolev W"™P(Q), sim > 2.

12. Sea © un subconjunto abierto de R" con 99 de clase C! ysea 1 < p < 00.Siu € LP(Q).
Prueba que las siguientes propiedades son equivalentes:

i) ue WP (Q)

ii) Existe una constante C' > 0 tal que
L

u
o Oz

iif) La funcion u(z)= {

1 1
< ClellLa Vo e CHQ),Vi=1,2,...,N, con};+§:1

u(z) sizef)

pertenece a WP (R™) y en este caso
0 siz € RV\ Q,

ou  Ou

13. Sea 1 < p < ooy Q acotado.
a) Prueba que si u € W1P(Q), entonces |u| € W1P(Q).

b) Prueba que si u € WHP(Q2), entonces u™,u~ € WP(Q)y

Vut — Vu ctp.en {u>0}
B 0 ctp.en {u<O0}

Vu- — 0 ctp.en {u>0}
—Vu ctp.en {u<0}

Sugerencia: Nota que v = lim._, v-(u) para

oe(t) = (t2—|—52)1/2—5 si t>0
} 0 si t<0

¢) Prueba que si u € W1P(Q), entonces
Vu=0 ctp.en{u=0}

14. Sea Q un abierto, conexo y acotado de R" con interior no vacio y frontera 99 de clase C'.
Prueba que existe una constante C' = C'y o > 0 tal que

lu = mallL2) < ClVullL2q)

para cada u € H'(Q2), donde

v
mqo=— [ udy.
€2 Jo

98  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 2.7. PROBLEMAS PROPUESTOS

Bibliografia del Capitulo 2

[1] H. Brezis, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Universi-
text, Springer, 2011, Printed in the United States of America.

[2] M. Clapp, Andlisis matemadtico, coleccion Papirhos, Serie Textos 2, Instituto de Matematica,
UNAM, primera edicién 2015, Impreso en México.

[3] L.C. Evans, Partial Ditferential Equations, Graduate Studies in Mathematics, Volume 19,
American Mathematical Society, Reprint whit corrections 2002, Printed in the United States
of America.

[4] D. Gilbarg, N.S. Trudinguer, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, Reprint of the 1998 edition, Printed in Germany.

[5] S. Kesavan, Topics in Functional Analysis and Applications, John Wiley and Sons Inc., first
edition 1989, Printed in India.

99  Esta version puede contener errores






Capitulo 3
Formulacién variacional de algunos problemas elipticos

En este capitulo estudiaremos algunos resultados relativos a las soluciones débiles de ciertos
problemas elipticos de valores de frontera. Nos enfocaremos principalmente en la regularidad de
las soluciones, en el principio del maximo y en un problema de valores propios.

3.1. Motivacién
Consideremos la ecuacién de Poisson
—Au=f enR".

Asumamos por un instante que u es suficientemente suave y que decae muy rapidamente en
infinito. Entonces,

;Cudl es la regularidad de v si f € L>(RN)?

/ P = / Al

RN RN
(S (5
- Jry — Ox? = 8x§

Veamos esto,

o Z Z 82U 82u
B RN 8%695] 81‘1833]

i=1 j=1

:/ |D?ul?.
RN

En el célculo previo vimos que la norma en L?(RY) de u puede ser estimada por la norma en
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L?(RY) de f. Ahora, asumamos que f es derivable, con 6% € L>(RN),i =1,2,...,N. Entonces,
derivando en la ecuacién de Poisson, obtenemos

ou _ of N .
A(a’l?i)_@xi enR%, Vi=1,2,...,N.

Luego, siguiendo el mismo razonamiento anterior, concluimos que la norma en L?(R") de las
derivadas de tercer orden de u pueden ser estimadas por la norma en L%(R”) de la primera derivada
de f. Es claro que podemos extender este procedimiento; esto es, si f es m veces derivable, tal que
cada derivada pertenece a L2(RY), entonces la norma en L?(R") de las derivadas de (m + 2)-ésimo
orden de u pueden ser estimadas por la norma en L?(R") de la m-esima derivada de f. Los célculos
previos sugieren que si f € H™(R"), las soluciones u € HZ (R") de la ecuacién de Poisson en RY
debiesen pertenecer a H™+2(RY). Notar que si m = oo, la conclusién debiese ser que u € C®(RY).

3.2. Regularidad de las soluciones débiles

Entregaremos dos resultados relacionados con la regularidad de las soluciones débiles.
Dejamos en claro que este tema es delicado, y requiere un estudio cuidadoso.
Regularidad de soluciones para el problema de Dirichlet

El siguiente resultado concierne a la regularidad de las soluciones débiles del problema

—Aut+u=f en
u=0 sobre 99,

donde € un subconjunto abierto de RY con 012 acotada.
TEOREMA 3.2.1 Sea ) un subconjunto abierto de R con 92 acotada y de clase C? o bien sea

Q=RY.Sean f € L*(Q) y u € H}(Q) tales que

Vqup+/uup: fo Vo € H(Q).
Q 9) Jo

Entonces
we H*(Q) con |ulgz) < Cllfllz0),

donde C' = Cq > 0. Ademas, si 99 es de clase C" ™2y f € H™(Q2), entonces
ue H™?(Q) con |ull mr2) < C | fllam @),
donde C' = Cq > 0. En particular:
» Si9Q esdeclase C" 2y f € H™(Q), conm > &, entonces u € C?(Q).

» Si 90N es de clase C* y si f € C*(1Q), entonces u € C®(Q).
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Regularidad de soluciones para el problema de Neumann
El siguiente resultado concierne a la regularidad de las soluciones débiles del problema

—Aut+u=f en
du
on

donde © un subconjunto abierto de R" con 052 acotada, y n representa al vector normal exterior

=0 sobre 91,

unitario sobre 0f2.

TEOREMA 3.2.2 Sea (2 un subconjunto abierto de RY con 99 acotada y de clase C?; 0 bien sea
Q=RY.Sean f € L?(Q) y u € H'(Q) tales que

VI1V<,9+/ / fo Vo e HY(Q).

Entonces
we H* Q) con ullgzo) < Clfll2@)

donde C' = Cq > 0. Ademas, si 992 es de clase C™ 2y f € H™((2), entonces
we H™?(Q) con lull grm+2(0) < ClIf | m (),
donde C' = Cq > 0. En particular:
» Si 0N esdeclase C™ 2y f € H™(2), conm > &, entonces u € C2(1).

= SidN esdeclase C* ysi f € C™(Q), entonces u € C(Q).

Regularidad de soluciones para problemas mas generales

Las mismas conclusiones se obtienen para la solucién del problema de Dirichlet o del problema
de Neumann asociado a un operador eliptico general de segundo orden.

A continuacién mostraremos algunas conclusiones sélo para un problema general de Dirichlet.

Sea () un subconjunto abierto y acotado de R con frontera 92 de clase C2. Consideremos el
problema de encontrar una funcién u € H}(Q) que verifique la ecuacion

N

5 ()
N Z @ij + Z az =f enQ
i,j= 1895]
u=0 sobre 912,
donde para cadai,j = 1,2,..., N, las funciones a;; € C'(Q) satisfacen la condicion de elipticidad
N

Z aij(2)&& > nlé? Ve e, VEeRV,
ij=1
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paraalginn > 0,a; € C(Q) yap € C(Q),y f € L*(Q).
Siu € H}(9) es una solucion débil del problema; es decir, satisface

Y u 9y N ou )
/g)iJzzlaij(%t%Cj+/Q;ai8xi(p+/gaou@:/9f¢ Vo € Hy(Q),
entonces, bajo las condiciones dadas se verifica que

u € H*(Q).
Mas atin, para m > 1, si 99 es de clase C™ 2 y

feH™Q), ayecC™Q) Vi,j=12,....,N, y a€C™Q) Vi=0,1,2,...,N,

entonces
uwe H™"2(Q).

OBSERVACION 3.2.1 Aungque aqui no probaremos los resultados enunciados anteriormente, cabe sefialar
que la idea de la demostracion del Teorema 3.2.1 (o el Teorema 3.2.2) es comenzar estableciendo los
resultados para Q = RY y a continuacion para Q = RY. En el caso en que 2 es un abierto general

se procede en dos etapas:

» Etapa 1: Regularidad en el interior, inspirada en el caso Q = RY, se realizan estimaciones en
todo w € Q.

= Etapa 2: Regularidad en la frontera, inspirada en el caso Q@ = RY, se realizan estimaciones sobre
la frontera.

El ingrediente esencial de la demostracion es el método de las traslaciones (también conocida como
técnica de los cocientes incrementales) de Nirenberg.

3.3. Resolucién de algunos problemas de valores de frontera

Un problema con Laplaciano bajo condiciones de frontera Dirichlet cero

PROBLEMA 3.3.1 Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de RY y sea f € C(Q). Encuentra
condiciones sobre 902 y f de manera que exista una solucién cldsica para el problema

{ —Aut+u=f en 3.1)

u =0 sobre 0f.
Solucién. Procederemos por etapas:

104  Esta version puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] 3.3. RESOLUCION DE ALGUNOS PROBLEMAS DE VALORES DE FRONTERA

= Etapa 1: Nocién de solucién débil para el problema (3.1). Una solucion clasica de (3.1) es
una funcién u € C%(€2). Con la finalidad de usar el Teorema 1.6.2, en esta etapa asumiremos
adicionalmente que 092 es de clase C! si N > 1. Como 2 es acotado, u € H'(Q2). En particular,
u € C(Q) N HYQ), y como u = 0 sobre 912, desde el Teorema 2.4.2 se sigue que u € H{ ().
Por otro lado, desde la ecuacién diferencial en (3.1), se sigue que

[aurae=[ 1o voecrm)
Q Q
Luego, por Teorema 1.6.2 parte i), obtenemos
/Vquo— VugondS+/ug0:/fgo Vo € C(9).
Q Gle! Q Q

Como C}(9) es denso en H}(2) y ¢ = 0 sobre 99, podemos llegar a la siguiente formulacién

débil para el problema (3.1):
/(Vqu—l—uv) = / fv Vo€ HND). (3.2)
Q Q

= Etapa 2: Existencia y unicidad de las soluciones débiles para el problema (3.1). Consideremos
la forma bilineal a : H}(Q2) x H}(©2) — R definida por

a(u,v) = /Q(VUVU +uw) Vu,v € Hi (),
y la forma lineal ¢ : H}(2) — R definida por
o(v) :/va Yo € HY ().
Notar que dadas u,v € H}(2) uno tiene que
a(u)l < [ (VuVel+fus)
< IVullze@pyn IVoll 2w + lullrz@)llvllrz@)  por desigualdad de Holder

< ullmg @ 0l g @)

au,u) = /Q (IVul? + [uf?)

= [IVulfrayn + lullz2

— lalI2
- ||u”Hé(Q)
Por otro lado, como f € C(2) y Q es acotado, entonces f € L?(12). Luego, ¢ € H~(Q2), pues
desde la desigualdad de Holder uno tiene

o)l < Ifllz@llvllzz) < Iflz@lvlm e Yo € Ho(Q).
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Asi que, desde el Teorema de Lax-Milgram A.5.1, concluimos que existe una tinica funcién
u € H} () tal que
a(u,v) = ¢(v) Vo € HY (),

que equivale a resolver (3.2).

= Etapa 3: Regularidad de las soluciones débiles para el problema (3.1). Este asunto es
delicado y conviene separar el estudio en dos casos:

Caso N = 1. Es suficiente con considerar {2 como un intervalo abierto y acotado de R.
Como f € C(Q) y Q es acotado, entonces f € L?(2), y asf u € H?(Q). En efecto, como
u € HE(Q) es solucion débil del problema (3.1), entonces

/QU’@’:/Q(fuw Y € C°(Q),

yasi, v’ = —(f —u) € L*(Q2); de donde se deduce que v’ € H'(Q) y entonces u € H?().
Ahora, por Teorema 2.5.9 parte ii), en verdad concluimos que

ue CHQ)N HA(Q) N H(Q).

Caso N > 1. Simplemente usaremos el Teorema 3.2.1. Esto es, para N > 1, asumiremos
que 9Q es de clase C™ 2y f € H™(Q), conm > §. Entonces

u e C2(Q) N H™2(Q) N HE(Q).

= Etapa 4: Recuperacion de la solucién cldsica para el problema (3.1). Nuevamente
separamos en casos.

Caso N = 1. Como u € C1(Q) N H?(2) N H}(?), desde el Teorema 2.4.2, concluimos que
u = 0 sobre 9€2. Ademas, u satisface

/u’cp’—i—ugo:/fcp Vo € C(Q).
Q Q
Luego, por definicién de H?({2), tenemos que
—/ u”<p+/ u<p=/f<p Vo € C°(9Q),

Q Q Q
o equivalentemente

/(—u”—i—u—f)cp:O Vo € C°(9).

Q

Por lo tanto —u” + u — f = 0 c.t.p. en . Ahora, como u € CY(Q) N H2(Q)y f € C(Q),
podemos identificar u” con una funcién continua y concluir que u € C?(Q), de donde
laigualdad —u” + u — f = 0 se verifica en todo Q.
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Caso N > 1.Como u € C2(Q)NH™2(Q)N HL(Q) y 09 es de clase C™ 2, entonces, desde

el Teorema 2.4.2 concluimos que u = 0 sobre J). Ademas, u satisface

/Vchp—Fucp:/fgp Vo € C°(Q).
Q Q

Luego, por Teorema 1.6.2 parte i), obtenemos

—/Aug0+/ @VundS+ugp=/f<p Vo € C°(9),
Q o0 Q

o equivalentemente
/(—Au+u—f)<p:0 Vo € C°(Q).
Q

Por lo tanto —Au +u — f = 0 c.t.p. en (2. Ahora, como u € C?(Q) y f € C(Q), entonces
la igualdad se cumple en realidad en todo 2.

En conclusién:

e Si N = 1, no hemos asumido hipétesis adicional para concluir que el problema (3.1)
posee una solucion clasica u € C?().

e Si N > 1, hemos asumido adicionalmente que 9 es de clase C™ 2y f € C(Q)NH™(Q),
conm > &, para concluir que el problema (3.1) posee una solucién cldsica u € C2(1).
O

Un problema con Laplaciano bajo condiciones de frontera Neumann cero

PROBLEMA 3.3.2 Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de RY y sea f € C(Q). Encuentra
condiciones sobre 90 y f de manera que exista una solucion clésica para el problema

—Aut+u=f enf

(3.3)
% = (0 sobre 0.
on

Solucién. Procederemos por etapas:

= Etapa 1: Nocién de solucién débil para el problema (3.3). Una solucion clasica de (3.3) es
una funcién u € C%(Q). Con la finalidad de usar el Teorema 1.6.2, en esta etapa asumiremos
adicionalmente que 952 es de clase C! si N > 1. Como 2 es acotado, u € H*(Q). Por otro
lado, desde la ecuacién diferencial en (3.3), se sigue que

/Q(—Au—f—u)ng:/Qfgo Ve € O (1),

Luego, por Teorema 1.6.2 parte i), obtenemos

/QVUVL/J—/mwdS—i-/ucp /fgp Yo € C°(9Q).
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Como C*(Q) es denso en H!(€2) (vea Teorema 2.2.3), y como g—ﬁ = 0 sobre 012, podemos
llegar a la siguiente formulacién débil para el problema (3.3)

/(ww +uv) = / fv Ve HYQ). (3.4)
Q Q

= Etapa 2: Existencia y unicidad de las soluciones débiles para el problema (3.3). Consideremos
la forma bilineal a : H*(Q) x H'(Q2) — R definida por

a(u,v) = / (VuVv +uv) Vu,v € H'(Q),
Q
y la forma lineal ¢ : H'(Q2) — R definida por

(p(U):/fU Yo e HY(Q).
Q
Notar que dadas u,v € H'(2) uno tiene que

la(u,v)| < /(|Vqu|+|uv|)
Q
< |IVull(L2@py~ IVl (2@~ + lull 2@ lvlL2()  por desigualdad de Holder

< lull @ 1ol o)

a(u,u) = /Q (Va2 + [u?) = [Vl 2oy + lulZa = lulZ -

Por otro lado, como f € C(Q) y 2 es acotado, entonces f € L?(2). Luego, ¢ € (H*(2))*, que
es el dual de H!(2), pues desde la desigualdad de Holder uno tiene

o)l < Ifllz@llvll 20 < Ifl2@vlm@ Yo e HY(Q).

Asi que, desde el Teorema A.5.1 de Lax-Milgram, concluimos que existe una tinica funcién
u € HY(Q) tal que
a(u,v) = ¢p(v) Vo € HY(),

que equivale a resolver (3.4).

= Etapa 3: Regularidad de las soluciones débiles para el problema (3.3). Este asunto es deli-
cado y conviene separar el estudio en dos casos:

Caso N = 1. Es suficiente con considerar {2 como un intervalo abierto y acotado de R.
Como f € C(Q2) y Q es acotado, entonces f € L?(), y asi u € H%(2). En efecto, como
u € H*(Q) es solucién débil del problema (3.3), entonces

/SIU’sO/:/S)(f—U)sO Vo € C*(Q).
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Como CX(Q) C C*(Q), tenemos que existe v’/ = —(f —u) € L?(2); de donde se
deduce que v/ € H'(Q) y entonces u € H?(Q). Ahora, por Teorema 2.5.9 parte ii), en

verdad concluimos que
ue CHQ)NH*(Q)NHY(Q).

Caso N > 1. Simplemente usaremos el Teorema 3.2.2. Esto es, para N > 1, asumiremos
que 9 es de clase C"™*2y f € H™(Q), conm > 4. Entonces

ue C2(Q) N H™2(Q) N H(Q).

= Etapa 4: Recuperacion de la solucién cldsica para el problema (3.3). Nuevamente
separamos en casos.

Caso N = 1. Notar u € C*(Q) N H?(2) N H(). Ademas, u satisface
/u’go’—i—ugo:/fgo Yo € C*(Q). (3.5)
0 Q

Luego, por definiciéon de H?({2) obtenemos

—/Qu”go—l—/QUSDZ/QfSO Vo € C(Q).

En particular, si en la igualdad anterior consideramos ¢ € C2°(€2), obtenemos
/(—u"—i—u—f)cp—() Vo e C°(9).
Q

Por lo tanto —u” + u — f = 0 c.t.p. en . Ahora como u € C*( Q)N H?(Q) y f € C(Q),
podemos identificar u” con una funcién continua y concluir que u € C?(Q), de donde
laigualdad —u” + u — f = 0 se verifica en todo 2. Usando este hecho e integrando por
partes en (3.5), obtenemos
, g
Yu aQZO Vo € C(Q),
de donde
u' =0 sobre 9.

e Caso N > 1. Como u € C?(Q) N H™2(Q) N HY(Q) y 99 es de clase C™*?2, entonces,
desde el Teorema 2.4.2 concluimos que u = 0 sobre 9€). Ademas, u satisface

/Vquo—i—ucp—/fgp Vo € C™(Q).
Q Q

Luego, por Teorema 1.6.2 parte i), obtenemos
ou o0 /T
— [ Aup+ p—dSH+up= [ fo Yo € C(Q).
Q o0 On Q
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En particular, si en la igualdad anterior consideramos ¢ € C2°((2), obtenemos

/(—Au +u—flp=0 Vo € C°(9). (3.6)
Q

Por lo tanto —Au+u— f = 0 c.t.p. en Q. Ahora, comou € C%(Q)y f € C(), laigualdad
se cumple en realidad en todo 2. Usando este hecho, desde (3.5) obtenemos

ou _
a8 = <(Q
/ngoan S=0 Vo € C*(Q),

de donde obtenemos que g—ﬁ = 0 c.t.p.sobre 99, pero dado que u € C?(2), concluimos

que en verdad

% =0 sobre 99.
on

En conclusion:

e Si N = 1, no hemos asumido hipétesis adicional alguna para concluir que el problema
(3.3) posee una solucién clésica u € C%(Q).

e Si N> 1, hemos asumido adicionalmente que 95 es de clase C"™ 2y feC(Q) N H™(Q),
conm > &, para concluir que el problema (3.3) posee una solucién cldsica u € C?(12).
(]

Un problema de Sturm-Liouville
PROBLEMA 3.3.3 Sea I =0, 1[,sea f € C(I),ysean g € C*(I) y h € C(I) tales que
gx)>a>0 Vel y h(z)>0 Vel
Encuentra una solucién clasica u € C?(I) para el problema

{ —(gu) +hu=f en 3.7)

u(0) = u(l) =0.

Solucién. Procederemos por etapas:

= Etapa 1: Nocion de solucién débil para el problema (3.7). Sea u una solucion clasica de (3.7),
entonces u € C%(I). Como I es acotado y u(0) = u(1) = 0, entonces u € C*(I) N H{(I). Por
otro lado, desde la ecuacién diferencial en (3.7), se sigue que

/((QU’)'+hU)¢ - /fw Vo € C(I).
I I

Luego, por Teorema 1.6.2 parte ii), obtenemos
[aud = a) ) +60) g0 ©) + [hug= [ 1o veecEm,
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Como C2°(I) es denso en H{ (I), obtenemos la siguiente formulacién débil para el problema

(3.7)
/Igu/v/+/1huv:/lfv Yo € Hi(I). (3.8)

= Etapa 2: Existencia y unicidad de las soluciones débiles para el problema (3.7). Consideremos
la forma bilineal a : H}(I) x H}(I) — R definida por

a(u,v):/l(gu’v’—i—huv) Vu,v € Hy(I),
y la forma lineal ¢ : H*(I) — R definida por
gp(v):/lfv Vo € HY(I).
Notar que dadas u,v € H}(I) uno tiene que

a(w,0) < (lallzeqn + [lleqn) [ (' o+ o)
<C (Hu’||L2(I)Hv’HL2(I) + HUHLQ(I)HUHB(I)) por desigualdad de Holder
< Cllullgaplloll g 1y,
donde C = C, j, > 0, y gracias a las hipétesis sobre g y h, se tiene
atuw) = [ (ol + hluP)
I
> a7z
2

donde C' = C, 1 > 0. Por otro lado, como f € C(I) e I es acotado, entonces f € L*(I). Se
sigue que ¢ € H~1(I), que es el dual de H}(I), pues desde la desigualdad de Holder uno

tiene
o) < Ifllenllvlceay < Iflzllvllag Vv € Hy (D).
Luego, por Teorema A.5.1 de Lax-Milgram, existe una tinica funcién u € H¢ (1) tal que
a(u,v) = p(v) Vo € HY(I),
que equivale a resolver (3.8).

» Etapa3:Regularidad de las soluciones débiles para el problema (3.7). Como f € L?(I)nC(1),
entonces u € H2(I). En efecto, como u € HE(I) es solucién débil del problema (3.7),
entonces por Teorema 2.5.1,u € C(I) y

/gu’¢’=/(f—hU)90 Vo € C2(I),
I I
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y asi, (gu') = —(f — hu) € L*(I) N C(I), de donde se deduce que gu’ € H'(I). Ademas
g, é € Cl(I), asi que v/ = ég u' € H'(I) (vea Proposicién 2.1.3), entonces u € H?(I). Ahora,
por Teorema 2.5.9 parte ii), en verdad concluimos que

ue CHI) N H*(I)n HE(I).

= Etapa 4: Recuperacién de la solucién clasica para el problema (3.7). Tenemos que
u € CYI)N H?(I) N Hg(I) satisface

/IQU’sO’Jr/Ihuso:/lfso Vo € C°(I).

Luego, por definicién de H?(I) obtenemos

—/(QU’)’¢+/hus@—/fs0 Vo € C2(1D),
I I I
o equivalentemente
[guyshu-pe=o0  wecxw,
I

u') +hu— f=0ctp.enl. Ahoracomohu e C(I)y f € C(I), se concluye
que gu' € C'(I),y u' = jgu’ € C'(I), pues ; € C'(I). Por lo tanto u € C*(I). Finalmente,
como u € H}(I) N C*(I), por el Teorema 2.4.2, concluimos que

Por lo tanto —(g

3.4. El principio del maximo

El principio del mdximo para el problema de Dirichlet

El siguiente resultado concierne al principio del méximo para las soluciones débiles del
problema

—Aut+u=f en
u=0 sobre 99,

donde ) un subconjunto abierto de RY con 912 acotada.

TEOREMA 3.4.1 Sea Q un subconjunto abierto de RY con 99 acotada, y sean f € L?(Q) y
u € HY(Q) N C(Q) tales que

/V/U,V’p—&—/mp/f(p Vo e H(Q).
JQ JQ Q
Entonces
min {fnf ess u, inf ess f} < u < max {sup €SS U, Sup ess f} en ().
o0 Q 0 a0
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COROLARIO 3.4.1 Sea (2 un subconjunto abierto de R con 02 acotada, y sean f € L?(2) y
u € HY(Q) N C(Q) tales que

/Vth,D+/uc,o=/f<p Vo e HY(Q).
Ja Ja JQ
Entonces

[ull oo () < méx {||ull Loo(a02), [1f | oo () } -

En particular, se verifica lo siguiente:
i) Sif>0enQyu > 0sobredf), entonces u > 0 en €.
ii) Si f = 0en Q, entonces ||ul| o) < |[ull Lo (a0)-

iii) Siu = 0 sobre 05, entonces ||ul| () < |||z~ (0)-

El principio del maximo para el problema de Neumann

El siguiente resultado concierne al principio del méximo para las soluciones débiles del

problema

—Aut+u=f enf

% =0 sobre 91,
on

donde 2 un subconjunto abierto de R con 02 acotada, y n representa al vector normal exterior

unitario sobre 0.

TEOREMA 3.4.2 Sea ) un subconjunto abierto de RY con 99 acotada, y sean f € L?(Q) y
u € HY(Q) tales que

/VuVap+/ucp:/f<p Vo e HY(Q).
JQ JQ JQ

Entonces
frlerss f <u<supessf c.t.p.en (.
Q

El principio del maximo para problemas mas generales

Las mismas conclusiones se obtienen para la solucién del problema de Dirichlet o del problema
de Neumann asociado a un operador eliptico general de segundo orden.

A continuacién mostraremos algunas conclusiones s6lo para un problema general de Dirichlet.

Sea  un subconjunto abierto y acotado de R”. Consideremos el problema de encontrar una
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funcion u € H}(Q) que verifique la ecuaciéon

N N
0 ou ou
—.Z 87% <aij(9xi> +Zai%+u:f en {2
2,7=1 =1
u=0 sobre 02,
donde para cada i, j = 1,2, ..., N, las funciones a;; € C'(f) satisfacen la condicién de elipticidad

> ai(@)g = nlé? Ve, VEeRY,

i,j=1N

paraalgtinn > 0,a; € C(Q)y f € L*(Q).
Siu e H'(Q) N C(Q) satisface

= du dp al ou
i o .. 7 — HIQ,
/Qi,gzz1aj6xiaxj+/52;a 6xi¢+/9u<p /Qf"p Vi € Hy(2)

entonces,

min {inf essu, Inf ess f} < wu < méx {sup €ss u, sup ess f} en ().
Gy Q a0 a0

3.5. Valores propios
En esta seccion consideraremos el problema de valores propios

{ —Au=Xu en

u=0 sobre(),
donde Q es un subconjunto abierto y acotado de R.

TEOREMA 3.5.1 Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de RY. Existen una base de ortonormal

(e,,) del espacio L%(Q) tal que
en € Hy (Q) N C>(Q)

y una sucesién ()\,,) de ntimeros reales positivos tal que
D<M < <...<\,<...,
con A\, T 0o, las cuales satisfaces la ecuacion
—Ae, = A\pen,  en .
Usando la notacién introducida en el Teorema 3.5.1 previo, se tienen los siguientes resultados.
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TEOREMA 3.5.2 Sea {2 un subconjunto abierto de RY y sea u € H}(f2), u # 0. Consideremos
también el cociente de Rayleigh

2 Vul|?
_ IVullia) /Q 3

(u) = = .
HUH%Q(Q) / u?
Q
Entonces
A =R(e;)= min  R(u)
u € HL(Q)
u # 0
An = R(ep) = max R(u) = min R(u) = min méax R(u).
u € span{ei,e2,...,en} ul{ei,ea,...,en—1} W C H}(Q) ueW
u#0 u#0 dimW =m

LEMA 3.5.1 Sea (2 un subconjunto abierto de R y sea v € H}(2), u # 0 tal que
R(U) = )\1.

Entonces u es una funcién propia correspondiente al valor A;.

TEOREMA 3.5.3 Sea ) un subconjunto abierto y conexo de RY. El primer valor propio \; es
simple y la correspondiente funcién propia no cambia de signo en (2. Por lo tanto, es posible
escoger e; tal que e; > 0 en (.

3.6. Problemas propuestos

1. Sea Q2 un subconjunto abierto y acotado de R con 92 de clase C*. Una funcién u € HZ(f)
se dice una solucién débil del siguiente problema de valores de frontera para el operador
bi-Laplaciano

Au=f en (2
3.9
u:g—zzo sobre 02, (3.9)

si verifica

/Ausz/fU Vo € HZ(Q).
Q Q
Aqui A%u = A(Au).

a) Siue CHQ)NC3Q) y f € C(Q), prueba que u es una solucién clasica de (3.9) si y s6lo
si u es una solucién débil de (3.9).

b) Prueba que dada f € L?(f2) existe una tnica solucién débil de (3.9).
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2. Sea € un subconjunto abierto y acotado de R” con 9 de clase C2. Considera la siguiente
ecuacion diferencial eliptica de segundo orden:

N N N
0 ou ou
“2 25, <ax) +2 i, tau=] enQ

7j=1 =1 =1
u=0 sobre 91,

donde se verifica

a) a;; € CH(Q) con A[¢[? < ayj(x) &€, VEE RN, Vo e Q

b) ap € C(2) conag >0

¢) a; € C1(Q) condiv(a) = 0 en , donde a = (a1, as, .. .,an).
Prueba que para toda f € L?(Q), existe una tnica u € H}(Q) solucién débil del problema.

3. Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de R con frontera 92 de clase C. Considera el
problema de Neumann

—Au=f enf
@ =0 sobre 01},
on

donde f € L?*(Q). Muestra que si f € L*(Q), con [, fdz = 0, entonces existe una tnica
funcion u € H'(Q) con [, udz = 0 que es solucién débil del problema.

4. Sea f € L?(0,1). Considera la funcién ¢ : H'(0,1) — R definida por

1 1 1
go(v):;/o (v’)z—i-i/o 04—/0 fo Vo € H(0,1).

a) Muestra que ¢ es una funcién convexa y continua en H*(0, 1).
b) Muestra que p(v) — oo cuando |[v| g1 (g,1) — 0.

c) Muestra que

Ju e HY(0,1) tal = { .
u (0,1) talque o(u) velrglg),l){w(v)}

d) Muestra que la funcién u encontrada cumple

1 1
/ (u’v’+u3v):/ fo Yo € HY(0,1).
0 0
¢) Prueba que la funcién u encontrada pertenece a H?(0, 1) y satisface

4w =f ctp.en]0,1]
W' (0) =/(1) = 0.
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5. Muestra que la aplicacion L : H'(0,1) — R, definida por L(u) = u(0) es lineal continua sobre
H'(0,1) tal que

1
u(0) = / (w'vfy + uvg) Vu € HY(0,1).
0

Muestra que vy es la solucién de alguna ecuacién diferencial con adecuadas condiciones de

frontera. Determine v, explicitamente.
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Capitulo 4

La ecuacién de Laplace

Slea 0 un subconjunto abierto de R”. En el presente capitulo profundizaremos en el estudio

cualitativo de las soluciones de la ecuacién de Laplace
—Au=0 enf(),

asi como también de la ecuacién no homogénea, la ecuacion de Poisson
—Au=f en(,

donde f es una funcién en un espacio conveniente.

4.1. La solucion fundamental

Una buena estrategia para buscar soluciones de una EDP consiste en identificar primero
algunas soluciones explicitas y luego, suponiendo que la ecuacién es lineal, superponer estas
soluciones para obtener otras. Ademds, cuando buscamos soluciones explicitas, también es usual
poner atencién en alguna clase especifica de soluciones con ciertas propiedades de simetria, por lo
que tiene sentido buscar soluciones definidas en el espacio total o en dominios simétricos. Por otro
lado, el operador Laplaciano es invariante bajo rotaciones o traslaciones de los ejes coordenados;
esto es, dada una matriz de rotacion M de orden N, unitaria y ortonormal, y dado ¢ € RY, si
ponemos y = M(z — £), entonces

2 2
Ayzz(&:zaz%.
Yy — Ox

i=1 i

AANY

N N
i i=1

Por lo tanto, tomando en cuanta las consideraciones previas, parece natural buscar soluciones
radiales para la ecuacion de Laplace en el espacio total. En otras palabras, buscamos soluciones u

para la ecuacion
~Au=0 enR"Y, (4.1)
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. . 2 2\% .
que se puedan representar como funciones v de variable r = |z| = (27 + ... + 2%;)2, siendo v una
funcién que verifica la ecuacién (4.1). Asi que,

u(z) = v(r).

Notar que
or 1 _1 T; ,
a$i:§(x%+...+x%v) 22@-:72 vz e RV\ {0}, V1<i<N.
Entonces, para z # 0y r = |z|, obtenemos
ou PN
(@) =),
0%u z? z?

o3 (@) =)L 40 (r) (1 - r%) |

(2

Asi, para x # 0y r = |z|, se sigue que

N 9%y " N-1,
Au(z) = 2 a—w?(:p) =" (r) + — v (r).
De este modo
(Au(m) =0 Ve e RV \ {O}) & (v”(r) + %v/(r) =0 Vr > 0) . 4.2)

Pongamos ahora w = v’. Entonces el lado derecho en (4.2) se convierte en
1-N

w/(r) = —

w(r) Vr >0,
una EDO cuya solucién tiene la forma

w(r) = Art= Vr >0,
para alguna constante A € R. En consecuencia,

v'(r) = Art=N Vr > 0.
Luego, integrando directamente, obtenemos

{Bhw+C siN =2

v(r) = Vr >0,

B'r? N1 siN>2
para algunas constantes B, B’,C, C" € R. De esta forma, hemos encontrado una solucién radial de
la ecuacién de Laplace. En particular, dado = € RY, la funcién V® : R \ {z} — R definida por

T T B e R 43)
. lz —y2 N siN > 2 ' '

es una funcién que satisface la ecuacion de Laplace; es decir, AVZ(y) = 0 para toda y € RV \ {z}.
Los célculos previos nos conducirdn a definir con precisién una funcién que serd de gran
importancia en nuestros estudios posteriores, denominada solucién fundamental de la ecuacién de

Laplace.
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4.1.1. Lasidentidades de Stokes

El siguiente resultado, debido a Stokes, entrega una férmula de representaciéon de funciones
suaves definidas sobre la clausura de un subconjunto abierto y acotado de R”. En lo que sigue,

wy representa el volumen de la bola unitaria en R". También conviene recordar que el drea de una

esfera de radio r en RY esiguala Nwy r’¥=1

RY esigual awy V.

, mientras que el volumen de una bola de radio r en

TEOREMA 4.1.1 (Identidades de Stokes) Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de R" con
frontera 02 de clase C'. Si u € C?(f2), entonces

i) para N = 2, se verifica

1 )In |z —
u(r) = — / u(y)w —In|z — y\du( y) ds — / In|z —y|Au(y)dy | Vze Q.
2w JoO on on

if) para N > 2, se verifica

' F Ou (1 r—yl2 ' 5
u(x) _]V(]ViQ)WN</g)Q<ZI:y|2_A ag(ny) —u(y) a|la'ryl)dS/Q|:1;;1/|2_NA71,(g/)dy> VreQ.

Demostracién. Solo probaremos la parte ii). Sea = € €2, entonces existe ¢ > 0 tal que B(z,¢) C .

Apliquemos el Teorema 1.6.2 parte ii) sobre la region D, = Q\ B(z,¢) enu(y) y V*(y), con V* dada
en (4.3). Como AV*(y) = 0 para toda y € R \ {z}, obtenemos

(v - T as, (@4)

V() Au(y) dy = /

De 0

donde n denota al vector normal unitario exterior a 9D,. Observamos también que

0B(z,e) on 0B(ze) OM

< NuwyeV=1e2N méx |Vl

— g2-N

OB(z,¢)
— 0.
e—0
Por otro lado, para cada y € 9B(x, €) uno tiene
VW) _ ove
U= yve(y) n(y)
— xl)
(2—N)
Z Iw—yIN \fv—y\
=(2-N)el~

Luego,
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V*(y) (N - 2)wy /
— u(y) ————=dS = —~F—— u(y)dS
LB(m,E) (y> on ngN_l OB(z,e) (y)

1

:NN—2w/ u(x +e€z)dS(z
(V=2 [ et e as(a

— N(N —2)wy u(x).

e—0
Finalmente, pasando al limite cuando ¢ — 0 en (4.4), y teniendo en cuenta que x € 2 ha sido fijado

arbitrariamente, obtenemos la identidad deseada para cualquier v € C%(Q2). R

4.1.2. Lasolucién fundamental de la ecuaciéon de Laplace

Las identidades de Stokes motivan la siguiente definicion.

DEFINICION 4.1.1 La funcién

1
—2—ln|x] siN =2

T(z) = T 1 o (4.5)
NN —wnjz2 &7

definida para toda = € RY \ {0}, es la solucion fundamental de la ecuacién de Laplace.

Notemos que I" verifica

y 2
OT gy %% _ O vz e RV {0}, 47)

Oz;0x; )= wylz|Nt2 Nwylz|V

donde §;; = 1sii=jyd;; =0sii#j.

TEOREMA 4.1.2 Sea ) un subconjunto abierto y acotado de RY con frontera 992 de clase C*. Si

u € C%(Q), entonces
ou or
u(z) = / Nz —y) - (y) —uw(y) 5= (z —y) | dS(y) — / Mz —y)Au(y)dy Vo €. (4.8)
JoQ On On JQ
En particular, tenemos que
i) Siu € C%(Q) N CL(Q), entonces
u(zx) = —/ Iz —y)Au(y) dy Vo € Q. 4.9)
)
ii) Siu € C?*(Q) es tal que —Au = 0 en , entonces
ou or
we)= [ (Fe-ngee) - u) G- a6 wen @0
oQ 1l 1
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4.1.3. La solucion fundamental de la ecuacion de Poisson

En esta subseccion consideraremos = RY y f € C’Q(RN ). Notemos que, dado y € RY, la
aplicacién = — T'(z — y)f(y), satisface la ecuacién de Laplace en cada punto x € RV, x # .

Entonces parece razonable pensar que la convolucién

e [l -uhr)dy  siN=2
u(z) = / I(e - y)f(y)dy = R (4.11)
RN 1 f(y) .
/ dy siN > 2
NN —2)wy Jrw [z —y 82 Y ’

resuelve la ecuacién de Laplace en RY. Sin embargo, este razonamiento es erréneo debido a la
singularidad en z = y. De hecho, un cdlculo mds cuidadoso nos conduce al siguiente resultado.

TEOREMA 4.1.3 Sea f € C2(RY). Entonces u definida por (4.11) verifica:
i) u € C*RN)

iily —Au= fenR".

4.2. La propiedad del valor medio y sus consecuencias

DEFINICION 4.2.1 (Funciones arménica, subarménica y superarménica) Sea (2 un subconjunto
abierto de R" y sea u € C?(2). Diremos que:

=y es armonica si —Au = 0 en .
=y es subarmonica si —Au < 0 en (2.
=y es superarmoénica si —Au > 0 en €.

Si 2 un subconjunto abierto de RY y u es una funcién arménica en (2, nuestro primer objetivo, y
uno de los principales en esta seccion, es el de obtener la propiedad del valor medio para funciones
armonicas. Esta propiedad establece que u(x) es igual al promedio de u sobre la esfera 0B (z, )
y también al promedio de u sobre la bola B(z,r), sobre cualquier bola B(z,r) C Q. Aunque
las férmulas obtenidas no son explicitas para u, a partir de ellas podremos obtener varios otros

resultados importantes, como veremos més adelante.

TEOREMA 4.2.1 (Propiedad del valor medio para funciones arménicas) Sea (2 un subconjunto

abierto de RY y sea u € C?(2). Si u es armoénica en €2, entonces

1 ' 1
uz) = ——— udS = / udy, 4.12
() NownrN-1 /6)3(:1:,7‘) NN B Y (4.12)

para cada bola B(z,r) € .
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Demostracién. Sea z € Q y sea R = dist(z,02) (tener en cuenta que si @ = R, entonces

dist(z, 0Q?) = o00). Consideremos la funcién F; :]0, R[ — R definida por

1

En primer lugar, notar que

1

F.(r)= —— w(x + rz)dS(z VO <r<R.
)= Ny gy 1+ 245

Luego, para cada 0 < r < R obtenemos

1
Fl(r :/ Vu(x +rz) - 2dS(z
1) = Ny VU720 2056)
- / Vu(y) y—r dS(y) cambio de variablesy = = + rz
B JVWNT'N_1 8B(z,r) Y r Y V= .
1 du(y)
= — dS
NwyrN-1 /8B(:c,r) on (v)
1
= NN /B(m) Au(y)dy por Teorema 1.6.2 parte iii)
=0 pues u es armonica.

Esto implica que F, es constante en |0, R[, asi que

F.(r) = lg% F,(s)

1
=lim —— d
LS e /8 B u(y) dS(y)
o),
= lim —— u(z + sz)dS(z
s—0 NwN dB(0,1) ( )
= u(z).
Por lo tanto, obtenemos
1
= d .
u(z) N N1 /83(1,7«) udS VOo<r <R

Por otro lado, desde el Teorema A.11.2 se sigue que

/ udy :/ (/ udS) ds
B(z,r) 0 OB(z,s)

= u(z) / NwysV~1ds
0
= riNu(x),
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de donde concluimos que

1
u(x) = oV

/ udy Vo<r<R. 1
B(z,r)

El Teorema 4.2.1 puede extenderse facilmente a funciones subarmoénicas o superarmonicas.

TEOREMA 4.2.2 (Propiedad del valor medio para funciones subarménicas (superarménicas)) Sea
Q) un subconjunto abierto de R y sea u € C?(2). Si u es subarménica (superarménica), entonces

' 1
) < L udS r)> —— ds
) S N /(‘)B(x,r) ’ (um ~ Nuwyrt -/f)B(mu )

1 1
u(x) < u ds u(x) > / udy |,
( ) o WNTN /B(J:r) / ( ( ) n OJNTN J B(z,r) y)
para cada bola B(z,r) € Q.

TEOREMA 4.2.3 (Reciproco de la propiedad del valor medio para funciones arménicas) Sea ()
un subconjunto abierto de R y sea u € C2(1). Si

1 :
u(z) = NN /03(%7’) udsS, (4.13)

para cada bola B(z,r) € (2, entonces u es armoénica en 2.

Demostracién. Argumentamos por reduccién al absurdo. Supongamos que u no es arménica,
entonces
Jrg € Q@ talque Au(zg) #0.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
Au(zg) > 0.

Entonces, como u € C2(Q),
drg >0 talque B(zg,ro) C 2

Au(z) >0 Vz € B(zo,70).

Como u(zp) es un nimero real fijo (porque zg esta fijo), desde la hipétesis (4.13) tenemos que la
funcién F, :]0, 79[ — R definida por

1
" ) = e "
zo,T
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es constante en |0, ro[. De esta forma,
F, (r)=0 VO <r<rg. (4.14)

Por otro lado, argumentando como en la demostracién del Teorema 4.2.2, podemos obtener

1

F! = —— A
o (T) N N1 /B(IO,T) u(y)dy > 0 VO <r<ry,

que contradice a (4.14). La contradiccién viene de suponer que u no es arménica en 2.

Por lo tanto, v es arménicaen 2. W

4.2.1. Los principios del maximo

Con la ayuda del Teorema 4.2.1, de la propiedad del valor medio para funciones arménicas,
deduciremos el principio fuerte del mdximo para funciones armoénicas, el cual establece que una
funcién arménica no puede alcanzar su valor mdximo ni su valor minimo en un punto al
interior de un subconjunto abierto y conexo de RY con interior no vacio {2, a menos que se trate
de una funcién constante en todo 2.

TEOREMA 4.2.4 (Principio fuerte del maximo (del minimo)) Sea 2 un subconjunto abierto
conexo y no vacio de RY, y sea u € C?(2) una funcién subarménica (superarménica) en ().

Si existe un punto z( € 2 para el cual

u(zg) = supu <u(:po) = fgf u> ,

Q

entonces 1 es constante en ().

Demostracién. Como 2 es conexo, sabemos que la tinica particién por abiertos en (2 es la trivial,
esto es, los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados en la topologia relativa a {2 son €2 y @. De esta

forma, si consideramos el conjunto
Qg ={z€Q:u(z) = K},

donde

K =supu = u(xg),
Q

y si probamos que i es un subconjunto abierto y cerrado en la topologia relativa a 2, que es
no vacio, entonces usando el hecho que (2 es conexo podremos concluir que Qg = €, que es
equivalente a probar que u es constante en 2. Veamos esto,

1°) Como zg € 2k, tenemos que
7% 75 .
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2°) Comou € C() y Qi = u }({K}), siendo { K} un subconjunto cerrado de R, entonces

Qg es un subconjunto cerrado relativo a la topologia de 2.

3°) Sea z € Qx, como u € C?(12) es subarmonica, entonces desde el Teorema 4.2.2 obtenemos

1

0= — K<
u(z) — wyrN

/ (u(y) — K)dy <0 V0 < r < dist(z,00),
B(z,r)

pues u(y) — K = u(y) — supu < 0 para toda y € Q. Por lo tanto,
Q

/ (u(y) — K)dy =0 V0 < r < dist(z,00),
B(z,r)

que junto al hecho que u € C?(€2) implican que u(y) — K = 0 en B(z,r). En otras palabras,

hemos probado que
(Vz € Qg ) (3R = dist(z,00) > 0) tal que (0 < r < R = B(z,r) C Qk),
de donde obtenemos que

Qk es un subconjunto abierto relativo a la topologia de 2.

4°) Como {2 es conexo, desde 1°), 2°) y 3°), concluimos que Qi = €.

En el caso en que u es superarmonica, la demostracién sigue los mismos lineamientos. W

OBSERVACION 4.2.1 Notar que una funcién arménica uw € C?(X2), es en particular subarmoénica
como también superarmonica. De esta forma, el Teorema 4.2.4 del principio fuerte del mdximo (del minimo)

vale también para funciones armonicas.

El principio fuerte del méximo y el principio fuerte del minimo implican inmediatamente

estimaciones globales conocidas como principio débil del maximo y principio débil del minimo.

COROLARIO 4.2.1 (Principio débil del mdximo (del minimo)) Sea 2 un subconjunto abierto y
acotado de RY y sea u € C?(Q) N C(Q) una funcién subarménica (superarménica) en ().
Entonces

MAax u = Maxu minu = minwu | .

En particular, para una funcién armoénica u se verifica

minu < u(zr) < maxu Vo € Q.
o9 09
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Demostracién. Sea u € C?(2) N C(Q) una funcién subarménica en €2, entonces
—Au <0 enf.

Ademas, es claro que u € C(Q) implica que existen mixu y I%%X u; y que estos valores verifican
Q

la desigualdad

max u > maxu.
Q 89

Resta probar que

max u < maxu.
Q E19)

Realizaremos esto en dos etapas.

1°) Asumamos por ahora que —Au < 0 en Q. Luego, si u tuviese un méximo en zp, un punto en
el interior de 2, por continuidad existiria r > 0 tal que B(zo,r) C 2. Entonces de acuerdo al
Teorema 4.2.4 del principio fuerte del méximo, u seria constante en B(zo, ), asi que

Au=0 en B(xg,r),

lo cual es contradictorio. La contradiccién viene de suponer que el maximo de u estd en el
interior de €2, por lo cual este valor se debe hallar sobre 0f2. Es decir,

Max 4 = maxu.
Q E19)

2°) Ahora vamos a establecer la desigualdad en el caso general, esto es, cuando —Au < 0 en (2.

Consideremos la funcién v :  — R definida por,
v(z) = u(x) + ez )? Vo € Q.
Como (2 es acotado, es claro que

;1_13(1)1)@) = u(x) Vo € Q.

Por otro lado,

(91} 8U 6217 aQu
8xi(x)_ 8xi($)+2sxi VeeQ = @(x)_aix?

7

= —Av(z) = —Au(zr) —2Ne <0 Vo € Q.

(x) + 2 Vo € Q

De esta forma, v € C?(Q) N C(Q), con —Av < 0. Por lo tanto podemos desde la etapa 1°)
anterior, obtenemos que
max v = maxo,
Q onN
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que conduce a

méx u < méx(u(z) + lz|?)

Q z€Q

= max v
Q

= méx v
o0

_ 4 2
= mix(u(z) + elaf?)

< maxu + ¢ sup |z|?.
0% z€Q

Pasando al limite cuando ¢ — 0, concluimos que

max v < maxu.
Q

Analogamente se prueba que si u es superarmonica, entonces

min v = min u.
o 0

Finalmente, si u es armoénica en €2, es facil chequear que

min v = min v < u(z) < max u = max u Vx € €.
o9 a Q o0

Por lo tanto,

min v < u(x) < max u Vee Q. B
oN onN

El siguiente resultado es conocido como principio de comparacion, el cual establece que si menos
el Laplaciano de la diferencia entre dos funciones en un conjunto tiene un signo, y la diferencia
entre ellas sobre la frontera del mimo conjunto tiene el mismo signo, entonces la diferencia entre

las funciones en todo el conjunto tiene el mismo signo.

COROLARIO 4.2.2 (Principio de comparacién) Sea {2 un subconjunto abierto y acotado de R y
sean u,v € C?() N C(Q) verificando

—Au<-Av en®

u<uv sobre 0.
Entonces u < v en ).
Demostracién. Sea w = u — v. Entonces w € C?(Q) N C(Q) y

—Aw <0 en
w <0 sobre 0f).
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Aplicando a w el Corolario 4.2.1 del Principio débil del méximo, obtenemos que

max w = mixw < 0.
Q 89

Por lo tanto w < 0 sobre 2, de donde se concluye queu <ven . N

El siguiente corolario es un resultado de unicidad para el clasico problema de Dirichlet para
la ecuacién de Poisson en subconjuntos abiertos y acotados de R”. Es recomendable comparar el
resultado a continuacién con el Teorema de 1.6.3.

COROLARIO 4.2.3 (Unicidad bajo condicién Dirichlet sobre la frontera) Sea (2 un subconjunto
abierto y acotadode R" y sean f € C(Q) y g € C(99). El problema

{ —Au=Ff enQ
(4.15)

u=g sobre 0,

admite a lo m4s una solucién u € C?(Q) N C(Q).

Demostracién. Sean u, v € C?(2) NC(Q2) dos soluciones de (4.15) y pongamos w = u — v. Entonces
weC*()NCOQ)y
—Aw=0 en{
w =0 sobre 0f.

Aplicando a w el Corolario 4.2.1 del principio débil del maximo, obtenemos que
0=min w <w(z) <mixw =0 Va € Q.
[%9] [%9)

Por lo tanto w = 0 sobre 2, de donde se concluye queu =ven . W

4.2.2. Regularidad de las funciones arménicas

TEOREMA 4.2.5 (Regularidad de las funciones arménicas) Sea 2 un subconjunto abierto de R”.
Siu € C() satisface la propiedad del valor medio

1
- .d 4.1
u(z) NwyrN-1 ./aB(;,;_y,‘) e (316

para cada bola B(z,r) € €, entonces
u e C®(Q).

Demostracion. Sea p el molificador estandar definido en la Definiciéon A.9.1 (vea también la Ob-
servacion A.9.1 y Teorema A.9.1), y consideremos la sucesién u. = p. xuen Q. = {x € Q :
dist(z,0) > e}. Nuestra intencién es probar que gracias a la propiedad del valor medio (4.16)
uno tiene que u = u. en )., para todo € > 0, y concluir de este hecho que u € C*(1).
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Sea ¢ > 0 dado y sea = € (2. Entonces,

ue () :/pg(x—y) u(y)dy por definicion de u,

— / < — y\) u(y)dy por definicién de p.

= N/ </ P <|:c—y|> u(y) dS(y)) dr por Teorema A.11.2
€ 0 OB(z,r) €
1 € ‘

= EN/O p (g) </(9B(x ) u(y) dS(y)) dr porque p es radial

(3
_ L Nwpy u( / N=1, f) dr propiedad del valor medio (4.16)

N
= LN u( dr valor del 4rea de una esfera
€ aB 0,r)
€ 1
= u(:c)/ (/ — ( )dS( )) dr porque p es radial
0 aB(0,r) €Y

= u(zx) / pe (2)dz por Teorema A.11.2
(0,6)
= u(z) por propiedad de los molificadores.

Por lo tanto u = u. en ). para toda ¢ > 0, lo cual implica que u € C*°(2). W

La importancia del Teorema 4.2.5 radica en el hecho que nos permite deducir que las derivadas
parciales de cualquier orden de una funcién u verificando (4.16), la propiedad del valor medio,
existen y son continuas a pesar de la estructura algebraica de la ecuacion de Laplace, donde sélo
disponemos informacién acerca de la traza de la matriz D?u.

4.2.3. El Teorema de Liouville

El primer objetivo de esta seccién es probar el Teorema de Liouville, el cual establece que no
existen soluciones armoénicas no triviales que sean acotadas sobre todo el espacio RY. Para ello

establecemos una estimacion local previa.

LEMA 4.2.1 Sea u € C?(B(xo, R)) N C(B(xo, R)) una funcién arménica no negativa en B(xg, R).

Entonces,
ou .
< —u(xp) Vi=1,2,...,N. (4.17)

N
07",(10) R

Demostracion. Como v es armonica, desde el Teorema 4.2.1 obtenemos

1

U(JTO) = :)NTNRN B(zo,7R)

u(y) dy Vo<7T<1
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ou 1 ou
— = —(y)d 1 =1,2,...,N.
8l'j (LIZ‘O) LL)NTNRN /B(:Bo,TR) axj (y) Y Vo< 1< ’ v] PED) )

Por otro lado, por Teorema 1.2.1 de Gauss, obtenemos

ou

/ () dy = / u(y)ns(y)dS(y) Vo< T<1,
B(zo,R) 97; 9B(z0,7R)

de donde paracada0 <7< 1lycadaj=1,2,...,N,

1
~ wyTNRN

ou

87j(370)

/ lu| dS Vo<t<1, Vj=1,2,...,N.
OB(z0,7R)

y como u = |u|, pues u es no negativa, desde el Teorema 4.2.1 obtenemos que

68; < ﬁu(aco) Vo< 7T <L

(z0)] < TR

Finalmente, pasando al limite cuando 7 — 1, concluimos la validez de (4.17). W

TEOREMA 4.2.6 (Teorema de Liouville) Sea v € C?(R”) una funcién arménica que es acotada,

entonces u es constante.

Demostracién. Asumamos que ||[u|| < M para alguna M > 0. Luego, si ponemos v = u + M en
RY, entonces se verifica que v € C2(R") es arménica y no negativa en R". Sea + € R". Por el

Lema 4.2.1 aplicado a v en B(z,7) C R¥, obtenemos

Vo) < o)

Por lo tanto,
[Vo(x)] =0 vz e RY,

de donde se concluye que v es constante en R, y en consecuencia u también es constante en R".
|
4.2.4. Estimaciones locales: analiticidad de funciones arménicas

Estimaciones locales interiores de las derivadas de las funciones arménicas también pueden
obtenerse desde la propiedad del valor medio. Primero establecemos la siguiente estimacién local.
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LEMA 4.2.2 Sea u € C?(B(xzg, R)) N C(B(xy, R)) una funcién arménica en B(z¢, R). Entonces,

ou

N
— < — méix |ul Vi=1,2,...,N. (4.18)
8{L’j

' B(xo,R)

(o)

Demostraciéon. Sea 0 < 7 < 1. Argumentando como en el Lema 4.2.1, obtenemos para cada j =

1,2,...,N,
ou

1
8737](950)

———— max |u ds
~ wnyTV RN 8B(z0,7R) i /83(900’TR)
N

- = u

TR 8B(z0,7R)

Por lo tanto,
ou

gj(ﬁo)

y pasando al limite cuando 7 — 1, concluimos la validez de (4.18). W

N
< — max_|ul Vo<r<l1, Vj=1,2,...,N,
T4 B(xo,R)

El resultado a continuacién extiende los resultados correspondientes al Lema 4.2.2 y al Lema
4.2.1, y constituye la base para probar la analiticidad de las funciones arménicas.

TEOREMA 4.2.7 (Estimaciones de derivadas de funciones arménicas) Sea ) un subconjunto
abierto de RY y sea u € C?(Q2) N C(£2) una funcién arménica en . Entonces, para cada m € IN

se tiene que

N™ m—1 I
b Y lul, (4.19)

| D%u(xg)| < —
R B(z0,R)

para cada bola B(zg, R) C 2 y cada multi-indice o de orden || =
Demostracién. Procederemos por induccién. Sea

S ={meNN: (4.19) se cumple}.
Sea z € Q y sea B(zg, R) C Q.

1°) Sea m = 1. Como u € C%(B(zg, R) N C(B(wo, R)), por Lema 4.2.2, tenemos que

Porlotanto1l € S.

2°) Asumamos que k € S. Es decir, asumamos que si |o| = k, entonces

Nk k—1 !
Ne R (4.20)

D%u(zg)| <
| D*u(zo)| R g
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Debemos probar que k + 1 € S; es decir, debemos probar que si |a| = k + 1, entonces

NF+HL ek (k4 1)!

IDu(zo)] <~y

max |ul.
B(QC(),R)

Veamos esto. Sea 0 < 7 < 1 un ntimero a fijar mas adelante. Como u € C* (B (z9, TR)) (vea
el Teorema 4.2.5), entonces D*u € C? (B (zq, 7R)) N C(B (0, TR)). Més atn,

A(D%) = D*(Au) =0 en B (zo, 7R).

Luego, por Teorema 4.2.1 y Teorema 1.2.1 de Gauss, obtenemos

9 | 0
D% S — D%ud
e (Do) = e [ Dty
L / DOy dS
= Uy
WNTNRN | JoB(zo,7R)

N
< — max |D%].
T R 8B(z0,7R)

de donde se deduce que si 8 es un multi-indice, con |3| = k + 1, entonces

N
ol ‘ < D).
‘ w(wo) TR BBI(?E?;('R) D%l

Aplicamos ahora la hipétesis de induccién (4.20) en la desigualdad previa de la siguiente
forma: para cada z € 9B (z9,TR), se tiene que B (z,(1 —7)R) C B(xo, R), asi que desde

(4.20) se sigue que
Nk k— 1k"
(1 =7)*R* 30—
Nk k—lk'
< ——— max |u
(1 —7)*kRF (xo,R)| -
Luego,
‘Dﬁu(xg)‘ <ﬁ max  |D%ul
~ TR 9B(x0,7R)
N NFEeb—1E ]
< ———— méx |u
TR (1 —T)kRk B(mo,R)
Nchrl ek:flk!
= ————— max |u|.

7'(1 — T)kRk'H B(sz)

Escogemos ahora
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Tomando en cuenta que
1 \" k+1\F
1— _k: 1—-— — = | — <
=) < k+1> < k ) =

Nk+1 ek—lk!
< — ——— — mix |u
~ 7(1 - 7)kRk+1 B(xo,R)‘ |

NEFL ek (k4 1)!
- Rk+1

concluimos que

’Dﬁu(xo)’

méx |ul. W
B(zo,R)

Una consecuencia inmediata del Teorema 4.2.7 es que una funcién armoénica en 2 no sélo
pertenece a C*°(2) como se estableci6 en el Teorema 4.2.5, sino que también es posible describirla

mediante una serie de Taylor; es decir, ella es analitica.

TEOREMA 4.2.8 (Analiticidad) Sea 2 un subconjunto abierto de R y sea u € C?(Q). Si u es

armonica en €2, entonces u es analitica en 2.

Demostracién. Sea z € 2 fijo, y sea R > 0 tal que B(zo, 2R) C €. Entonces, como u € C*(B (z0,2R)),
por una expansion en Taylor, para caday € B (O, %), tenemos

wo+) = Y Ty ),

|a|<m—1

donde

con 7 = gy + 7y para algin 0 < 7 < 1. Notar que B (%, &) C B(xo, R) € B(x0,2R), asi que desde

el Teorema 4.2.7 aplicado en la bola B (z, &), obtenemos

Du(z) [ D%u()|
’,ya §7'|y‘m
(6% Q.
’y‘m 2mNmemflm! )
<= — max |ul
o B BEE)
- QmNQmem’mm )
< ——— méx |ul,
R™ B(zo,R)
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pues
N
v = T v}
j=1
N
<[] lwl™
j=1
N
< I Iyl
j=1
= |y|™
y
N™ =14 +D)"= )" IR
= = o
N veces |Bl=m

que implica la propiedad 22} < 2 18l=m %" = N™ para cualquier multi-indice « € IN U {0} tal que
la] = m.

Por lo tanto, para |y| < WRZE, se sigue que
2NZely\™"
Rot) < (PEM) " mx
B(:C(),R)

1 .

~— max [u]
B(zo,R)

— 0. N
m—00

4.2.5. La desigualdad de Harnack

Otra consecuencia del Teorema 4.2.1 de la propiedad del valor medio es la siguiente
desigualdad, denominada desigualdad de Harnack para funciones armonicas.

TEOREMA 4.2.9 (Desigualdad de Harnack) Sea €2 un subconjunto abierto de R y sea u una
funcién armoénica no negativa en 2. Entonces, para cada wy € (2 que sea abierto, conexo y no vacio,
existe una constante C' = C ., o > 0 tal que

supu < C'inf u. (4.21)
0

wo o

En particular,

éu(y) < u(z) < Cu(y) Vz,y € wo.

Demostracién. Sea z € wy y sea r = 1dist(wo, 02). Luego,
B(z,4r) C Q.
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Ademas, para cualquier par de puntos y1,y2 € B(z, 5), desde el Teorema 4.2.1 tenemos que

1
u(y1) = wn (2N /B(yLQT)U(Z) dz
1 1
—_— w(z) dz
2N wnrN /B(yw’) )

1
= QWU(yz),

v

pues y1 € B(y1,2r) N B(y2,r), y B(y2,7) C B(y1,2r). Por lo tanto

sup u < 2Nu(y) Vy € B (:(:, f) .
B(x.” 2
(z,5)

Escojamos ahora 71, z2 € Wy tales que

w(Z1) =supu y u(z2) = infu.
wo wo

Como wy es compacto, podemos cubrir wy por un ntmero finito de bolas {B;(y;, 5)};—;, y dado
que wy es conexo, podemos unir a z; con Z; mediante una poligonal con extremos contenidos en
las bolas del recubrimiento. Mds atin, podemos asumir que existen z1, 22, ... 2,41 € € tales que
= r\ = r
T1 =2 €B1(y1,%), %2 = 2n+1 € By (yn, 5) ¥
r r

2 € B; <yi, 5) NB; 1 (yifla 5) sit > 2,
con Ty = zp,. Entonces,

supu = u(Z1)
wo

= sup u
Bi(y1,3)

< 2Nu(29)

< 2N sup u
Ba(y2,5)

< 22N u(z3)

Estas desigualdades implican que los valores de una funcién arménica no negativa en wy son
comparables: u no puede ser muy pequefia (0 muy grande) en ningtn punto de wp a menos que u
sea muy pequefia (0 muy grande) en todo wy. La idea intuitiva es que como wy esta a una distancia
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positiva de 02, existe un espacio para que promedios de los efectos de la ecuacién de Laplace se produzcan.
Notar también que la constante en (4.21) es invariante bajo transformaciones ortogonales y de
similaridad.

4.3. Representacién de Green de la solucién del problema de Dirichlet

Sea Q un subconjunto abierto y acotado de R™Y con frontera 92 de clase C*. Si queremos resolver
el problema de involucra a la ecuacién de Poisson con condicién Dirichlet sobre la frontera,

{ —Au=f enf

(4.22)
u =g sobredf,

no podremos usar la férmula (4.8) de forma directa, pues desconocemos los valores de la
derivada normal % sobre 0f2, y entonces tenemos una dificultad que enfrentar. Por lo tanto, es
conveniente realizar algunas correcciones a la férmula (4.8) con la finalidad de remover el término
no deseado que contiene a 8“ La idea para realizar esta correccion consiste en definir una nueva
funcién que corrija los valores de I' sobre la frontera. Es asi como, para cada y fijo en (2,
introducimos una funcién corrector ¢¥ € C?(€2) que verifica el siguiente problema de valores sobre
la frontera

{ AgY =0 en §) (4.23)

oY =T'(x —y) sobre 0.

Ahora introducimos la siguiente funcién
DEFINICION 4.3.1 La funcién de Green para el dominio ) es
G(z,y) :=T(z —y) — ¢Y(x) Ve,y € Q, x #£y. (4.24)
Notar que si fijamos y € (2, entonces la funcién G(-, y) definida en € verifica

—-A,G(y) =6, en{
G(-,y) =0 sobre 09,

donde ¢, denota la delta de Dirac de masa unitaria en el punto y (vea Apéndice A.12).
Notar que, por Teorema 1.6.2 parte ii), uno tiene

- [e@aunas = [ (w05 @ - @5t ) asw
_ /89 @@)‘ﬁ’(@ —r@:—y)gz(x)) dS(x).

Luego, sumando (4.25) con (4.8), encontramos la siguiente formulacién para u

(4.25)

u(y) = —/ u(:c)aG (x,y)dS(z / G(z,y)Au(x) dx Yy € Q, (4.26)
o0 on
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donde 5
Observar que en la férmula de representacién (4.26) no aparece el término %, a diferencia de la
férmula (4.8) donde este término no se puede descuidar. Mdas atin, la férmula de representacion

(4.26) conduce a,

TEOREMA 4.3.1 (Férmula de representacién de Green) Sea {2 un subconjunto abierto de R" con
frontera de clase C!, y sean f € C(Q) y g € C(99). Si u € C?(Q) resuelve el problema (4.22),

entonces

u(z) = — /d , g(y)gfi(%y) dS(y) + /( 2 fW)G(z,y)dy  VzeQ. (4.27)

Notar que el Teorema 4.3.1 da una férmula para la solucién del problema (4.22), siempre que se
pueda construir explicitamente una funcién de Green G para el dominio €. En general, esto es
muy complicado, y s6lo es posible de realizar cuando la geometria de {2 es muy simple.

Para propdsitos posteriores el siguiente teorema sera de utilidad

TEOREMA 4.3.2 (Simetria de la funcién de Green) Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de

RY con 09 de clase C'. Entonces para cada x,y € €, x # y, tenemos

G(z,y) = Gy, ).

4.3.1. Laintegral de Poisson para la bola

Cuando el dominio €2 es una bola, la funcién de Green puede determinarse explicitamente por
el método de las imdgenes para llegar a obtener la conocida representacién integral de Poisson para
funciones arménicas en una bola. Este método consiste en realizar una especie de reflexion a través
dela 0B(0, R).

DEFINICION 4.3.2 Si z € RV \ {0}, el punto

R2

oo (4.28)

T =

es llamado el punto dual a = con respecto a 9B(0, R). La aplicacién x — Z es una inversiéon con
respecto a la esfera 0B(0, R).
Fijemos y € B(0, R), entonces la funcién de Green asociada a la bola B(0, R) serd
G(z,y) =T(z —y) - ¢’(z)  Vee B(0,R), z#y,
donde ¢Y es la funcién corrector que resuelve el problema
AdY(x) =0 siz e B(O,R
#(a) (0. ) wr9)
Y(x)=T(x—y) size€dB(0,R).
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Luego, para encontrar explicitamente la funcién de Green en la bola B(0, R) debemos encontrar
explicitamente la funcién ¢Y en la bola B(0, R), usando el hecho que ya conocemos la funcién
I', que es la soluciéon fundamental del Laplaciano. Con esta finalidad, usaremos la inversién con
respecto a la esfera 0B(0, R) para invertir la singularidad que se produce en el puntoy € B(0, R) y
llevarla al punto 5 € RY \ B(0, R).

» Si N > 2,laaplicacién z — I'(z — y) es armonica en B(0, R) pues z # y. Ademas,

ly] _ RN2
==y = N—2 —IN—2
R N(N = 2)wnly|N =2z — g
RN_2
= _T(z- 7).
-2 1= )

Por lo tanto, si y # 0, la aplicacién z — lry(ﬁ\,__@ también resulta armonica en B(0, R). Ademas,
siz € 0B(0,R)yy #0,

w‘x_g‘Q _ w <$|2_ 2R21’y+1’:€4>
R? R? ly|? |y|?
2 2
_ ’$|Rzy| —2x-y+R2
=y]> =22y + |z|?
= |z —yl%,
de donde
RN—2 1

YN — gV o -y [N

Se sigue que siz € 0B(0, R) y y # 0, entonces

yl, RN72
M =@-9) = N2 “IN_2
R N(N = 2)wn|y|N 2|z — 7|
1
- N(N = 2)wyl|z —y|N -2
=I'(z—y).
En consecuencia, la funciéon
o=t (Wa-n)  veyeno.m, 20 (@.30)

verifica (4.29).
= Si N = 2, mediante un razonamiento similar se llega a la misma férmula (4.30).
Finalmente, usando el hecho que la funcién de Green es simétrica, obtenemos la siguiente
definicion.
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DEFINICION 4.3.3 La funcién de Green para la bola B(0, R) esta dada por

G(z,y) =T(zx—y)-T (]yg(x — g)) Va,y € B(0,R), © # y. (4.31)

De acuerdo a la férmula (4.31), para z,y € B(0, R), z # y uno tiene

oG, ar, o ar (yl
e =g - g (De-n)

2
_ Li — Yi xi%_yi
 Nuwylz —y|V z N
==l Nwy (%L’U - y|>
2
Ti —Yi fﬁi%—yi

" Nuwnlz—yV " Nwy|z —y|¥

2
Y

~ Nuwplz —y[N

Luego, paray € 0B(0, R) y « € B(0, R), se sigue que la derivada normal de G est4d dada por

e =32 (%) o

1 al ]2
= o 2 (0 (1)

B RZ _ ‘$|2
 NwyR|z—yN

Luego, si u € C?(B(0,R)) N C(B(0, R)) es tal que Au = 0 en B(0, R), entonces (4.26) motiva la

siguiente definicion.

DEFINICION 4.3.4 Sea u € C?(B(0,R)) N C(B(0, R)) una funcién arménica, entonces la férmula
integral de Poisson para la bola B(0, R) esta dada por

R? — m\Q/ u(y)
== ———dS Ve € B(0,R). 4.32

OBSERVACION 4.3.1 Notemos que si u en la Definicién 4.3.4 resuelve el problema de valores sobre la

frontera
Au=0 en B(0,R)
(4.33)
u=g sobre 90B(0,R),
entonces de acuerdo a (4.32), ésta debe ser
R? — |z|? / 9(y)
u(r) = ————— ———dS(y Ve € B(0, R). (4.34)
(@) NwyR Japo,r) |1z =yl ) 0.R)
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DEFINICION 4.3.5 La funcion

R? — |z|?
K = B B 4.
(z,y) Non Bl — g Vz € B(0,R), Vyec dB(0,R), (4.35)

se denomina kernel de Poisson para la bola B(0, R).

TEOREMA 4.3.3 (Férmula de Poisson paralabola) Seag € C(9B(0, R))y definamos u por (4.34).
Entonces

i) Au=0en B(0,R),
ii) u e C*(B(0, R)),
iif) lim u(z) = g(z) para cada z € 9B(0, R).
T —> 2
x € B(0,R)
Demostracion. Pongamos

R2_ |.CE‘2

v =
(z,9) NowEJz — g~ ?

(y) V(z,y) € B(0,R) x 0B(0, R).
Es claro que ¥ (-,y) € C(B(0, R)) paratoday € 0B(0, R), y que

U(z, ) e LYOB(0,R))  Vz e B(0,R),
pues

2R|gllc 1
Nwy  (R—[z))V

| (x,y)| < Y(x,y) € B(0,R) x 0B(0, R).

Ademas,

Por lo tanto,

(N +2)Rlgllo 1
Nwy (R — [z)N+!

V(z,y) € B(0,R) x 9B(0,R), ¥j = 1,2, ..., N.

B
— <
aggj‘lf(ﬂf,y)‘ <

Luego, ¥(-,y) € C*(B(0, R)) paratoday € 9B(0, R),y
Vo (z,) € (LY(@B(0,R))N  Vze B(0,R).
También se puede probar que ¥(-,y) € C*(B(0, R)) paratoday € dB(0,R), y

D2W(z,-) e (LY(0B(0, R))V*N vz e B(0,R).
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Notando ahora que para cada (z,y) € B(0, R) x 0B(0, R),

N 82
A$\I/<l’,y) :Z Z\I/(x,y)
j=1 "3
N
o (0%G ”
w23 o (e )b

tenemos ¥ (-,y) € C?(B(0, R)) es armoénica para toda y € B(0, R). Més aun, por el Teorema 4.2.1
de la propiedad del valor medio, y el Teorema 4.2.5 de regularidad de las funciones armonicas,
obtenemos que ¥(-,y) € C*°(B(0, R)) para toda y € 0B(0, R).

i) Como
uw = [ ey dsi)
9B(0,R)
de acuerdo a los calculos previos, concluimos que u € C%(B(0, R)) es arménica.

ii) Desde la parte i), el Teorema 4.2.1 de la propiedad del valor medio, y el Teorema 4.2.5 de
regularidad de las funciones arménicas, deducimos que v € C*°(B(0, R)).

iii) Sea z € 0B(0, R) fijo, y sea ¢ > 0 dado. Como g € C(9B(0, R)), se tiene que

(Vy € 0B(0, R) \ {z})(ly — 2| <& = |g(y) —g(2)] <e).

Sea ahora x € B(0, R) tal que |z — 2| < g, entonces

u(z)—u(z)| =

/ K(z,) 9(y) dS(@) — g(2)
9B(0,R)

/ K () (9(y) — 9(2)) dS(y)
9B(0,R)

pues / K(z,y)dS(y) = 1,
dB(0,R)

< / K(z,y) l9(y) — 9(=)] dS(y) + / K(z,9)lg(y) — 9(=)| dS(y)
8B(0, R) dB(0, R)
ly —z| <6 ly —xz| > 6

=1 + I

Notar ahora que

0<I — / K (2,9) l9(y) — 9(2) dS(y)
0B(0, R)

ly—z| <8

<e / K(z,4)dS(y)
dB(0, R)

ly—z| <o

<e.
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Por otro lado, si |y — z| < % y |z — z| > §, entonces
[z — 2| <z —yl+y— 2|

<[ \+5
z— 2
< Yt

< H_\:E—,z|
x_ 7’
S ) 9

de donde obtenemos
|z — 2|
2

Esta desigualdad implica quessi |y — z| < $ y |z — z| > §, entonces

< lz—yl

R2 _ ’JZ“Q
Nwy Ry — z|N
R? — |z|?
Nwn R ('“;;'N>
_ V(R o)
— Nuwpy R&N

K(J:?y) =

Se sigue que
0< 1, :/ K(z,y)l9(y) — 9(2)|dS(y)
8B(0, R)
ly —=z| >4
ON+L(R2 _ |2 .
A Ty
Nwny R6 dB(0,R)

Por lo tanto,
2VHRN2(R? — [2[*)[|gloo

fuz) — u(z)| < = + 5

De aqui, si # — z, para cada € > 0 obtenemos

0 <liminf|u(x) — u(z)|

T—z

< limsup |u(x) — u(z)|
T—z

<e

i 4

lo cual concluye nuestra demostraciéon. W

4.3.2. Laintegral de Poisson para el semiespacio

Cuando el dominio 2 es el semiespacio, la funciéon de Green puede determinarse explicitamente
por el método de reflexion para llegar a obtener la conocida representacion integral de Poisson para
funciones armoénicas en el semiespacio. Este método consiste en realizar una reflexién a través de

la frontera del semiespacio.
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DEFINICION 4.3.6 Sea x = (x1,2,...,ZN) € Rf . La reflexion de x en el plano 8]Rf es el punto

Z=(r1,22,...,TN—1,—TN)-

Queremos encontrar una funcién corrector ¢ que resuelva:

{ A¢Y =0 en RY 136)

¢V =T(xz —y) sobre IRY.
Laidea es construir ¢V a partir de la solucién fundamental I' reflejando la singularidad que se produce

enel puntoy € RY a § ¢ RY. Célculos directos permiten concluir que la funcién ¢¥ que satisface
(4.36) es

¢¥(z) :==I'(z — g). (4.37)

Ahora, usando el hecho que la funcién de Green es simétrica, obtenemos la siguiente

DEFINICION 4.3.7 La funcién de Green para el semiespacio RY esta dada por

G(z,y) =T(x—y) —T(z—7) Va,ycdRY, z+#uy. (4.38)
Entonces
oG or or 5
8317(55,9) = %(y —x) — %(y )

__ 1 (nyUN_yN+wN>
~ Non \ly—=¥ |y
_ 2z N

" Nuwpyly — x|V’

Luego, se sigue para y € IRY, que la derivada normal de G estd dada por

oG oG oG oG
%(x,y) = <ay1(az,y),Em(m,y),...,ay]\[(x,y)> -(0,0,...,-1)

_ —2xN
Nwnly — z|N°

De esta forma, siu € C?(RY)NC(RY) es tal que Au = 0 en RY, entonces (4.26) motiva la siguiente
definicion.
DEFINICION 4.3.8 Seau € C*(RY)NC (@) una funcién arménica, entonces la integral de Poisson
para el semiespacio RY estd dada por

2yn u(y) N
V. _ 4.
u(z) Now /6 . =y dS(y) rzeR (4.39)
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OBSERVACION 4.3.2 Notemos que si u resuelve el problema de valores sobre la frontera

Au=0 en ]Rf
(4.40)
u=g sobre ORY,
entonces de acuerdo a (4.39), ésta debe ser
2zN / 9(y) N
w(®) = ——=2— dS(1 Ve e R . 441
DEFINICION 4.3.9 La funcién
2

K(zy) =——2 _  vreRY, Vyeory, (4.42)

~ Nuwpylz —y|N

es conocida como el kernel de PoissonK!kernellde Poisson para el semiespacio RY .

TEOREMA 4.3.4 (Férmula de Poisson para el semiespacio) Sea g€ C(IRY) y definamos u por
(4.41). Entonces

i) Au=0enRY,
i) u € C°(RY),

i) lim wu(z) = g(z) paracada z € ORY.
T —> 2
rcRY

4.3.3. Teoremas de convergencia

El siguiente resultado debilita nuestra nocién de funciones C?-armonicas a funciones
C-armonicas, que son funciones continuas verificando la propiedad del valor medio, y constituye
la base para obtener ciertos teoremas de convergencia.

TEOREMA 4.3.5 (Funciones C-arménicas) Sea 2 un subconjunto abierto de RY. Una funcién

u € C?(Q) es arménica si y s6lo si u € C(12) y satisface la propiedad del valor medio

1
u(r) = ———— 1 dS(y), 4.43
o) = N o MO 950) (443)

para cada bola B(z, R) € €.
Demostracién.

(=) Asumamos que u € C?({) es arménica, entonces por Teorema 4.2.1 la conclusién es
inmediata.
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(<) Asumamos que u € C(£2) satisface la propiedad del valor medio para cada bola B(y, R) € (.
Sea zp € Qysea R > 0 tal que B(zo, R) € 2. Entonces, u € C(9B(xo, R)). De esta forma, de
acuerdo al Teorema 4.3.3, el problema

Av =0 en B(zg,R)
v=u sobre dB(xg, R),

posee una solucién v € C?(B(xg, R)) N C(B(xo, R)), que por el Corolario 4.15 es tnica.
De esta forma, por Teorema 4.2.1, v satisface la propiedad del valor medio para cada bola
B(z,7) C B(zo, R), y asi w = v — u € C(B(xo, R)) también satisface la propiedad del valor
medio para cada bola B(z,7) C B(xo, R). Aplicando ahora el Teorema 4.2.5, obtenemos que
w € C%°(B(xg, R)) NC(B(xo, R)). Por lo tanto, u € C?(B(z¢, R)) N C(B(zo, R)) satisfaciendo
la propiedad del valor medio para cada bola B(z,r) C B(zo, R), asi que, después de apli-
car el Teorema 4.2.3, concluimos que u es armoénica en B(xo, R). De aqui se deduce que u es

armoénicaen (). W

La propiedad del valor medio de las funciones arménicas en un subconjunto 2 abierto de
RY junto al resultado previo, validan los siguientes resultados de convergencia de sucesiones de

funciones armodnicas.

TEOREMA 4.3.6 Sea (2 un subconjunto abierto de RY. Sea (uy) una sucesién de funciones en
C?(Q) armoénicas en €, que converge uniformemente en . Entonces su limite es una funcién

armonica en ().

Demostraciéon. Sea z € Q y sea B(z,R) € (). Entonces (u,) es una sucesioén de funciones en

C?%(B(x, R)). Notar que este espacio es Banach con la norma

lollcomamm = 2o swp D%l Vo€ C*(B(x, R)).
jaj<2 B R)

Luego, si u es el limite uniforme de la sucesién (u,,) en ©, entonces u € C?(B(x, R)). En particular,

» u,(z) = u(z) para toda z € B(x, R),
» u,,u son integrables en B(z, R).

» JM > 0 tal que |u,(2)| < u(z) + M para toda z € B(x, R), para toda n suficientemente

grande.

Entonces, por Teorema A.7.3 de la convergencia dominada y la unicidad del limite, obtenemos

1
wN RN B(z,R)

up () = up(y) dy —

1
u(z)dy = u(z
oy =
para toda B(z, R) € Q. Finalmente, por Teorema 4.3.5 obtenemos que u € C?({)) es armoénica. W
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COROLARIO 4.3.1 Sea €2 un subconjunto abierto, conexo y acotado de RY con interior no vacio,
y sea (u;,) una sucesion de funciones tales que
Auy, =0 en (2
W, = Tl sobre 02,
donde (g )new es una sucesion de funciones en C'(052) que converge uniformemente sobre 052 a

una funcién g, entonces la sucesion (u,,) converge uniformemente a una funcién armoénica u que

resuelve el problema de valores sobre la frontera

Au=0 en ()
u=g sobre 0f).

Por medio del Teorema 4.2.9 de la desigualdad de Harnack y el Teorema 4.3.6 podemos deducir el
siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.7 (Convergencia de Harnack) Sea () un subconjunto abierto y conexo de RY con
interior no vacio. Sea (u,,) una sucesién monétona creciente de funciones en C?({)), arménicas
en ), tal que para algin punto z, € 2 la sucesion (u,(z)) es acotada. Entonces, sobre cualquier
subconjunto abierto, conexo y acotado €y € € con interior no vacio, la sucesién converge

uniformemente a una funcién armonica.

Demostracién. Por hipétesis, existe C' > 0 tal que tenemos que

—C < wui(zo) < ua(zo) < ... <up(xo) < Upsi(zo) <

.<C.

Luego, existe u(zg) € R tal que
un(flfo) — ﬁ(fto)

Asi, dado ¢ > 0,
(3np € IN) tal que (Vm,n € N)(m >n > ng = 0 < up(x0) — up(xo) < €).

Consideremos ahora 2y € €2 siendo un subconjunto abierto, conexo y acotado de R conteniendo
a o, y fijemos m,n € IN tales que m > n, para definir

v(z) = upm () — up(2) Vo € Q.

Entonces v € C?(Q) N C(Qp) es armoénica no negativa en 2, y por el Teorema 4.2.9 aplicado a v,
obtenemos

0 < supwv = sup |uy, — up| < Cinf |uy, — uy| < Clum (o) — un(zo)| < Ce,
Qo Qo Qo

con C = Cq, o > 0. De esta forma, (u,) converge uniformemente en 2y. M
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4.4. El problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace. El método de

Perron*®

Ahora tenemos los ingredientes para atacar la pregunta acerca de la existencia de soluciones
del clasico problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace en subconjuntos abiertos y acotados
de RY. En esta seccién respondemos esta interrogante con el método de Perron de las funciones
subarmonicas, el cual se basa en el principio del maximo y en las soluciones del problema de Dirichlet
sobre bolas. Este método separa el problema de existencia en el interior de aquel relacionado con
el comportamiento sobre la frontera, y se puede extender facilmente a clases mds generales de
ecuaciones diferenciales elipticas de segundo orden.

Antes de continuar, vamos a debilitar las nociones de funciones C?-subarménicas y
C?-superarménicas como sigue a continuacion.

DEFINICION 4.4.1 Sea Q un subconjunto abierto de R”Y. Una funcién u € C(f2) es llamada
C-subarmonica (C-superarménica) en ), si para cada bola abierta B(z,r) € (), y para cada
funcién h que es C-armoénica en B(z, ) uno tiene,

u < h sobre 0B(z,r) = u < h en B(z,r) (u > h sobre 0B(z,7) = u > h en B(:c,r)).
Se puede probar que las funciones C-subarmonicas verifican el Teorema 4.2.4 del principio fuerte

del méaximo.

TEOREMA 4.4.1 (Principio del maximo para funciones C-subarmoénicas (C-superarmonicas))
Sea () un subconjunto abierto y conexo de R” con interior no vacio, y sea v € C({2) una funcién

C-subarmonica (C-superarmonica) en €.

i) Si existe un punto z € ) para el cual
u(zg) = supu <u(:1;0) = inf u>
Q Q

entonces u es constante en ().

if) Siademds Q2 esacotadoyv € C (ﬁ) es C-superarmonica en €2, con v > u sobre 02, entonces

v >u en ) 0 v = u sobre ().

Nuestro interés es estudiar el rol que cumplen las funciones subarménicas en la obtencion de
algtn resultado de existencia de soluciones del siguiente problema de Dirichlet para la ecuacién
de Laplace: sea § un subconjunto abierto conexo y acotado de R" con interior no vacio, y sea
g € C(09), queremos encontrar una funcién u que resuelva el problema

{ Au=0 en(

(4.44)
u=g sobre 9.
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Una primera aproximacién en direccién a resolver nuestro problema es la siguiente: si asumimos

que u € C () es una solucién de (4.44), entonces u es una funcién superarmonica en 2. Luego,

siv € C(£2) es una funcién subarmonica cualquiera en (2 tal que v < g sobre Jf2, entonces por el
Teorema 4.4.1 parte ii) obtenemos de inmediato que v < u en 2. De esta manera, si ponemos

Mgy ={v e C(): v essubarménicaen ) y v < g sobre 9N}
parece bastante razonable pensar que

u= supv enf)
vEMy

es una solucién de (4.44). Sin embargo, esto no es tan directo de probar pues para que efectivamente
tal u sea una soluciéon del problema (4.44), se debe cumplir que u debe ser armoénica en 2 y que
u = g sobre 0f). Antes, necesitamos algunos resultados preliminares.

DEFINICION 4.4.2 Sea € un subconjunto abierto de R”Y, sea 29 € Q y sea r > 0 tal que
B(zo,7) € Q.Seau € C(Q) yseav € C*(B(zg,7) N C*(B(xo,7)) la solucién del problema de

Dirichlet
{ Av=0 en B(zg,r)

v=wu sobre dB(xg,r).
Llamamos levantamiento armdnico de u sobre B(z,r) a la funcién Uy, : © — R definida por
u(z) siz e Q\ B(xg,T)

v(z) siz e B(xo,r).

Umo,r(fv) = {

LEMA 4.4.1 Sea 2 un subconjunto abierto de RY, sea zg € , sea r > 0 tal que B(z¢,7) € Qy sea
g € C(0R).Siu € Myy Uy, » denota su levantamiento armoénico sobre B(xg, r), entonces

i) u<Ug,ren,
i) Uy, r €s subarmonica en €.

Demostracion.

i) Por definicion de Uy,
u="Ugyr enQ\ B(zo,r). (4.45)

Ademds, como u es C-subarménica en 2, B(xg, r) € Qy Uy, » es C-arménica en B(z,r), con
u = Uy, » sobre 0B(xg, ), entonces por definicién de C-subarménica se tiene que

u < Ugr enB(xg,r). (4.46)
Desde (4.45) y (4.46) concluimos que

u < Uz, enfl
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i) Sea z € Q,sea R > 0 tal que B(z,R) € €, y sea h € C(B(z, R)) una funcién C-armonica en
B(z, R) tal que
Uzor < h sobre 0B(z, R).

Por parte i), tenemos que u < Uy, , en 2. En particular,
u < Uy sobredB(z,R),

de donde
u < h sobredB(z, R).

Luego, desde la definicién de funcién C-subarménica, esto implica que
u<h enB(zR),
y por lo tanto, como u = Uy, » en Q \ B(zg, ), tenemos
Ugor <h enB(z,R)\ B(zo, 7). (4.47)
Por otro lado, como Uy, , es arménica en B(zy, ), entonces
Ugor < h en B(z, R) N B(xo,T). (4.48)
En efecto, supongamos, por el contrario, que existe = € B(z, R) N B(xo, ) tal que
Uzor(Z) > h(Z).
Como Uy, , € C(2), entonces existe w C B(z, R) N B(zo,r) tal que

Ugor >h enw

Uzor = h sobre Ow,

con Uy, — h arménica en w. Asi, U, , — h es una funcién arménica en w que alcanza su
supremo en el interior de w, de donde, por Teorema 4.4.1 parte i), concluimos que U, , — h
es constante en w, lo que es contradictorio con el hecho que Uy, , > h en w. La contradiccion
viene de suponer que existe Z € B(z, R) N B(xg,r) tal que Uy, »(Z) > h(z). N

LEMA 4.4.2 Sea 2 un subconjunto abierto de R" y sea {u;}, un conjunto de funciones

K}

subarmonicas en 2. Entonces, la funcién v : 2 — R definida por
u(x) = max{uy(x),uz(x),...,uy(x)}
es subarmonica en ().
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Demostracién. Notemos que u € C(2) pues uj,ug,...,u, € C(). Consideremos B(z,r) € Qy

sea h una funcién armonica en B(x,r) tal que
u < h sobredB(z,r).

Entonces,
u; < h sobre 0B(z,r) Vi=1,2,...,n.

Como cada u; es subarmonica en €2, entonces
u; < h enB(z,r) Vi=1,2,...,n.

De aqui, como u; € C(B(z,r)) paracadai = 1,2,...,n, para cada € B(x,r) podemos tomar el

maximo valor entre las u;(z) y obtener
u<h enB(z,r). B

DEFINICION 4.4.3 Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R”, y sea g una funcién acotada
en Of).

» Una funcién u € C(2) subarménica en 2 es llamada subfuncion relativa a g si ella satisface

u < g sobre 0.

» Una funcién v € C(Q) superarmoénica en Q es llamada superfuncion relativa a g si ella
satisface
u > g sobre 0.

LEMA 4.4.3 Sea () un subconjunto abierto, conexo y acotado de RY con interior no vacio, y sea g
una funcién acotada en 0€). Cada subfuncién relativa a g es menor o igual a cada superfunciéon

relativa a g en (2.

Demostracién. Sea g una funcién acotada sobre 02 tal que

u<g<wv sobredf,

con u € C(£2) subarménica en €2, y v € C(12) superarmonica en 2. Supongamos que v £ v en {2,
entonces debe existir z( € €2 tal que u(zg) > v(xo). Es decir,

dzg € Q talque wu(xg) —v(zg) >0 y u—v <0 sobre dfd.

Pero u — v € C(2) es una funcién subarmonica en €2, que contradice al Teorema 4.4.1 parte ii) que
implica que u £ v en (). La contradiccion viene de suponer u £ ven (). W
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OBSERVACION 4.4.1 Notar que en particular, las funciones constantes son subfunciones y también son
superfunciones.

TEOREMA 4.4.2 (Método de Perron) Sea () unsubconjunto abierto, conexoy acotadode RY con

interior no vacio. La funcién u : 2 — R definida por

u(z) := sup v(z) VreQ
vEMy

es armonica en 2.
Demostracién. Sea v € M. Notar que

vE M, = vessubfunciénrelativaag
= maxv =maxv < midxg por Teorema 4.4.1
Q a0 EI9)
= v<mixg en{.
0
Como v € M, es arbitraria, concluimos que
u<mixg en.
o0N
Consideremos ahora y € €2 fijo, pero arbitrario. Por definicién de u,

d(vp) C My talque  wv,(y) = u(y).

Reemplazando v, por méx{v,, mingg g}, podemos asumir que la sucesién (v,) es acotada.
Escojamos ahora R > 0 de manera que la bola B(y,R) € Q y para cada n € IN definamos V,,
como el levantamiento arménico de v, en B(y, R). Es decir,

Via) = { Un () s%a: € B(y, R)
vp(x) siz e N\ By, R),

donde v, es la funcién armonica en B(y, R) dada por la integral de Poisson (4.32) de v,, sobre
0B(y, R). Entonces,

= V], es subarmonica en (2 (vea el Lema 4.4.1 parte if)).
= V, € M,. En efecto,

V., = v, sobre Q\ 0B(y, R) = V,, = v, < g sobre 02
=V}, es subfuncién relativa a g

=V, e M,.
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» Vo,(y) = u(y). En efecto, como v,, es subarmonica en B(y, R) y V,, es arménica en B(y, R),

con
v, <V, en 0B(y, R),

entonces

Luego, por definicién de u,
Va(y) = u(y)-

Notar que podemos asumir que (V;,) es una sucesiéon mondétona creciente en B(y, R), con
(Vi(y)) acotada. De esta manera, por Teorema 4.3.7 de la convergencia de Harnack, V,,
converge uniformemente a una funcién armoénica V' sobre cualquier subconjunto abierto,

y conexo £y € B(y, R). Por lo tanto u es armoénica en B(y, R).

Dada la arbitrariedad de y € , concluimos que V' = uwen B(y, R), para cada B(y, R) € , de

donde concluimos que v es arménicaen 2. W

El Teorema 4.4.2 exhibe una funcién arménica que es una solucién anticipada del problema
(4.44). Esto es, si (4.44) posee una solucién para g acotada en 02, entonces esta debe ser idéntica
a la funcién determinada por el método de Perron. Por otro lado, el estudio del comportamiento
sobre la frontera de la funcién u definida en el teorema previo, esta separado del problema de
existencia de soluciones para el problema (4.44). Veremos que la hipétesis de continuidad de los
valores sobre la frontera de la solucién de (4.44) esta estrechamente conectada a las propiedades

geométricas de la frontera mediante la siguiente funcién.

DEFINICION 4.4.4 Sea (2 un subconjunto abierto y acotado de RN y sea z € 0f). Una funcién
© = @, es llamada funcion barrera en z relativa a €2 si:

i) ¢ es subarmoénica en 2,
i) p<0enQ\ {2} y
iii) p(z) =0.

Una caracteristica importante del concepto de funcién barrera es que se asocia a una propiedad
local sobre la frontera 0f2.

DEFINICION 4.4.5 Sea ) un subconjunto abierto y acotado de R y sea z € 99. Una funcién ¢ es
llamada funcién barrera local en z si existe una vecindad V' de z tal que ¢ es una funcién barrera

en z relativaa V N Q.

En consecuencia, una funcién barrera en z relativa a {2 se puede definir como sigue.
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PROPOSICION 4.4.1 Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de R, sea z € 99 y sea V una
vecindad de z. Asumamos que ¢ es una funcién barrera local en z relativa a V. Si existe una bola
B que verifica z € B € V y consideramos m = sup ¢ < 0, entonces la funcién
V\B
(2) max(m, ¢(z)) r€QNB,
xTr) = —
m x € Q\ B,

es una funcion barrera en z relativa a 2.

Demostracién. Claramente p € C(), @ es subarménicaen 2y p > 0en Q\ {2} yp(z) =0. N

Figura 4.1. Una funcion barrera local en z € 092
Antes de continuar, consideremos la siguiente definicion.

DEFINICION 4.4.6 Un punto z € 99 es llamado punto regular si existe una funcién barrera en z
relativa a 2.

En sus trabajos Perron dedujo que la funcién arménica u definida en el Teorema 4.4.2 cumpliria
con la condicién sobre 0€2 si imponia como condicién geométrica sobre 92 que sus puntos fueran
regulares.

TEOREMA 4.4.3 Sea () un subconjunto abierto, conexo y acotado de RY con interior no vacio y
sea u la funcién definida en 2 por el Teorema 4.4.2 del método de Perron. Si z es un punto regular
de 00 y g es continua en z, entonces

}jn;;u(J) = g(2).

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado y sea

M = sup|g].
oN

Como z es un punto regular en la 9€, entonces existe ¢ funcién barrera en z y, por la continuidad
de g,
(36 > 0) tal que (|Jz — 2| < § = |g(z) — g(2)| < ¢e)
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y puesto que ¢ > 0en Q\ {z} y p(z) =0,
(3x > 0) tal que (|z — 2| > 6 = Kp > 2M).
Entonces, las funciones
9(z) +e+ ke y 9(z) —e — ke

son respectivamente una superfuncién y una subfuncién relativas a g. En consecuencia, como
cada superfuncién es mayor o igual que una subfuncién, y dado que w, la solucién de Perron,

es armonica en §), tenemos que
9(2) +e+rp(z) <u(z) < g(z) —e —rp(x) Vo e,
o equivalentemente,
lu(z) — g(2)| < e+ kp(z) V€ Q.

Finalmente, como ¢(z) — 0 cuando z & concluimos que u(z) — g(z) cuando x & [ |
xE e

Una consecuencia inmediata del teorema previo es la siguiente.
COROLARIO 4.4.1 Sea 2 un subconjunto abierto, conexo y acotado de R” con interior no vacio, y
sea g € C'(09). El problema (4.44) tiene solucién si y sélo si todos los puntos en 0f2 son regulares.

Demostracion.

(=) Sea g € C(09). Asumamos que el problema (4.44) posee una solucién u. Sea z € 90y
consideremos la funcién g(z) = |z — z| para todo z € 99Q. Claramente g € C'(92). Entonces,
si consideramos la funcién wu, la solucién de Perron, tenemos que u es solucién de (4.44) y
verifica : u es superarmoénica en Q; u > 0en Q \ {z}; y u(z) = 0 (pues u = 0 sobre 9Q).

J.zesun punto regular.

(<) Sea z € 0 yseag € C(09). Asumamos que z es regular en Jf. Si u es la solucién de Perron,
entonces se verifica

u(z) = g(2).

Como u € C(Q), se verifica que en verdad u = g sobre 9.

. uessolucion de (4.44). A

OBSERVACION 4.4.2 Bajo las condiciones establecidas previamente sobre la frontera, si por otro método
encontramos una solucion para el problema (4.44), de acuerdo a la unicidad establecida en el Corolario
4.2.3, esta solucién debe ser la misma que la encontrada por el método de Perron.

Una pregunta natural surge ahora:
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¢ Qué dominios verifican que todos los puntos sobre su frontera son regulares?

Una clase de conjuntos que verifican la condicién que todos los puntos sobre su frontera sean
regulares es la siguiente:

DEFINICION 4.4.7 Sea Q un subconjunto abierto de RY y sea z € 9. Diremos que {2 satisface la
condicion de esfera exterior en z si:

3B(Z, R) para alguna R = R(z) > Oy algtin 2 = 2(z) € RV \ Q, tal queQ N B(Z, R) = {z}.

Y

@ B, R)

Figura 4.2. Q) verifica la condicién de esfera exterior en el punto z € 0S).

DEFINICION 4.4.8 Sea 2 un subconjunto abierto de RY. Diremos que (2 satisface la condicién de
esfera exterior uniforme si

JR >0 talque Vz€ 90 Iz € R\ Q talque QN B(z,R) = {z}.

TEOREMA 4.4.4 Sea € un subconjunto abierto de R que satisface la condicién de esfera exterior

en un punto z de su frontera 92, entonces la funcién

|z — 2|
ni
R
p(z) = |z — Z‘N—Q _ RN-2

RN_2’33 _ Z|N_2

1 siN =2

siN > 2,

es una funcién barrera en z relativa a Q. En particular, si 2 posee frontera 912 de clase C?, entonces
todos los puntos de su frontera son regulares.

COROLARIO 4.4.2 Sea ) un subconjunto abierto, conexo y acotado de R con interior no vacio y
tal que todos los puntos de 0f2 son regulares, entonces existe una tinica funcién de Green G(z, y)
de Q. Es decir, existe una tnica funciéon G :  x Q — R tal que para cada y € Q fijo verifica

A (G(z,y) —T(z—y)) =0 sizeQ
G(z,y) =0 sixz € 09,

donde I' es la solucion fundamental de la ecuacién de Laplace dada por (4.1.1).
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4.5. El problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson. El potencial
Newtoniano*
En esta seccién llamamos dominio de RN a cualquier subconjunto abierto y conexo de RY con

interior no vacio. Sea (2 un dominio acotado de R" con frontera 92 regular y sea g € C(99). De
acuerdo al estudio realizado para la ecuacion de Laplace, para resolver el problema

—Au=f en{
(4.49)
u=g sobre 90,
bastara con resolver el siguiente problema
—Aw=f en()
(4.50)
w=0 sobre df),

pues ya sabemos que existe v € C%(12), dada por el método de Perron, que es solucién del problema

—Av=0 enf
v=g sobredfl.

Luego, por la linealidad del operador Laplaciano tendriamos v = v + w. Notar ademds que de
acuerdo a la férmula de representacion de Green (4.27), y dado que w = 0 sobre 92, tenemos que
la candidata a solucién de (4.50) debiese ser

w(x) = /QG(m,y)f(y) dy Vo € Q. (4.51)

De esta manera, el problema (4.49) queda resuelto. Lo que resta establecer es bajo qué condiciones
sobre f la funciéon w definida en (4.51) es realmente una solucién del problema (4.50).

Como
Glr,y) =T(x,y) = ¢Y(x)  Vo,yeQ x#y,
con ¢Y armonica en (2, notar que si w estd dada por (4.51), entonces para cada = € €2 uno tiene que
Auta) = | MGl ) dy
= [ AP =)= @) s dy
- [ A=)y
Luego, conviene introducir la siguiente definicién.
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DEFINICION 4.5.1 Sea € un subconjunto abierto de RY y sea f € L!'(Q). Llamamos potencial
Newtoniano de f a la funciéon wy definida en RY mediante la férmula:

wy(z) = /QI‘(JC —y)f(y)dy vr € RY. (4.52)

Antes de continuar es conveniente repasar los espacios de funciones Holder continuas (ver Anexo
A.13), que es un espacio apropiado de funciones para establecer los resultados de existencia.

4.5.1. Existencia de soluciones

Antes de probar la existencia de soluciones para el problema (4.49) es necesario realizar algunas

estimaciones relacionadas con las derivadas del potencial Newtoniano.

LEMA 4.5.1 Sea 2 un subconjunto abierto y acotado de R, sea f € L(2) N L>°(12), y sea wy el
potencial Newtoniano de f. Entonces

i) Wy € Cl(RN)

@)= [ @)y V=12,

if)
LEMA 4.5.2 Sea €2 un subconjunto abierto y acotado de RY, sea f € C%*(Q) N L>(Q), y sea w; el
potencial Newtoniano de f. Entonces
i) wr € C*(Q)
i) —Awy = fen
iif) Para cadaz € Qyparacadai,j=1,2,..., N, se tiene

2w . 2 .
0ur o= [ O o () —f o) dy— £@) [ &

(x —y)ni(y)dS(y) (4.53)

T)=
8:1;]-8;51- Q &Lj(%l J oy aLZ

donde € es un subconjunto abierto y acotado en RY tal que 2 € /, con frontera de clase
Cly f hasido extendida por 0 fuera de Q.

TEOREMA 4.5.1 (Existencia de soluciones para el problema de Dirichlet) Sea (2 un subconjunto
abierto y acotado de R” con frontera 92 regular. Si f € C%*(Q) N L>(Q) y g € C(052), entonces
existe una tnica solucién u € C?(2) del problema de Dirichlet (4.49).

En el caso en que Q2 = B(0, R), ahora es claro que la tinica solucién del problema (4.49) esta dada

por la férmula explicita:

u(a) = — / K(z,y) 9(y) dS(y) + / G(r.y) f()dy Ve BO.R),
dB(0,R) B(0,R)
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donde K es el kernel de Poisson para la bola B(0, R) y G es la funcién de Green para el Laplaciano
en la bola B(0, R).

4.6. Problemas propuestos

1. Sea M una matriz ortogonal N x N, sea u € C?(R") una funcién arménica en RY, y sea

v: RY — R la funcién definida por
x — v(x) = u(Mz).
Prueba que Av = 0. Esto prueba que la ecuacién de Laplace es invariante bajo rotaciones.
2. Sea (2 un subconjunto abierto de R" y sea u € C?(f2) una funcién arménica en .

a) Sea v € C?(1). Prueba que si

1
< ds, 4.54
vie) < NwyrN-1 /BB(LT) ‘ ( :

para cada bola B(x,r) C £, entonces v es C?-subarmoénica en (). Este es el reciproco del

Teorema 4.2.2 la propiedad del valor medio para funciones subarménicas.
b) Prueba que si ¢ € C%(R) es una funcién convexa, entonces la funcién v : @ — R

definida por
x = v(x) = (pou)(x),

es C?-subarmoénica en ).

c) Prueba que la funcién v : 2 — R definida por
v(z) = |Vu(z)|? Vo € €,
es C?-subarmonica en Q.

3. Sea ) un subconjunto abierto de RY y sea u € C?(Q) una funcién arménica en Q.

a) Prueba que si u es no negativa en Q y siz € B(xg,r) € B(xg, R) C (2, entonces

R \"?2R-r R \" ?R+r
< < :
(R—i—r) R—i—ru(wo) < ul@) < <R—r> R_TU(.Z'())

Esta desigualdad es conocida como desigualdad de Harnack (compare con el Teorema
429 de la desigualdad de Harnack). En la demostracién, médulo traslacién, puede

suponer que xg = 0.
b) Prueba que si Q = R y u > M para alguna constante M € R, entonces u es constante

en RY. Este resultado es otra versién del Teorema 4.2.6 de Liouville.
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4.

Sean f € C(B(0,1))y g € C(8B(0,1)),y seau € C*(B(0,1)) N C(B(0,1)) una solucién del
problema
—Au=f en B(0,1)
u=g¢g sobre 0B(0,1).

Prueba que existe una constante C' = Cy tal que

o o
s ful < C (i Jg]+ max 1)

Pruebe el Teorema 4.3.4 de la férmula de Poisson para el semiespacio.

Sea g € C(RY) una funcién acotada tal que g(z) = |z| para cada z € IRY, con |z| < 1.
Prueba que si u es la solucién del problema

Au=0 enRY
u=g sobre dRY,

dada por la férmula integral de Poisson para el semiespacio (vea la férmula (4.39) y el

Teorema 4.3.4), entonces |Vu| no es acotada cerca del origen. Como sugerencia, para

u(hen)—u(0)
h

cada h > 0 suficientemente pequefio, estima ,coney = (0,0,...,1) y usa esta

estimacion en la prueba.

Sea Q) un subconjunto abierto y acotado de R" con frontera 92 de clase C'. Prueba que la
funcién de Green para el Laplaciano en () es simétrica; es decir,

G(z,y) =G(y,x) Vz,yeQz#y.

Sea () un subconjunto abierto y acotado de R con frontera 9 de clase C!, y sean f € C(1)
y g € C(092). Considera el problema

—Au=f en()
(4.55)
u=g sobre 0f).
Define ahora el conjunto
V,={veC*Q):v=g sobredQ},

y define el funcional de energia 7 : V, — R definido por

v s Z[o] ::;/Q\W\?—/va.

Prueba que una funcién u € C%(Q) resuelve el problema (4.55) si y sélo si u € V, es tal que

Zu] = 51611]2 Zlv]. (4.56)

En otras palabras, resolver (4.55) es equivalente a resolver (4.56). Este resultado es conocido
como principio de Dirichlet para el problema (4.55).
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Capitulo 5

La ecuacion del calor

Slea 0 un subconjunto abierto de R”. En este capitulo consideraremos funciones a valores
reales u = u(z,t), con (z,t) € Q x [0, +o0[ y estudiaremos la ecuacion del calor

0

(‘71; ~Au=0  enQx]0,+), (5.1)
también conocida como la ecuacion de difusion, y la ecuacion del calor no homogénea

0

8—1: —Au=f en 2 ]0, +00], (5.2)

bajo apropiadas condiciones iniciales y de frontera. Aqui el Laplaciano de u es considerado sé6lo
con respecto a la variable espacial x y f es una funcién a valores reales definida en © x [0, +oo].

Una gran cantidad de resultados respecto de la ecuacién de Laplace tienen un resultado analogo
en el contexto de la ecuacién del calor. Por ello, organizaremos nuestro estudio de la ecuaciéon
del calor siguiendo las ideas lineamientos surgidos en el estudio de la ecuacién de Laplace.

5.1. La solucion fundamental

Recalcamos nuevamente que una buena estrategia para investigar cualquier EDP consiste en
identificar primero algunas soluciones explicitas. Recordemos que cuando buscamos tales soluciones
explicitas, es usual concentrar nuestra atenciéon en alguna clase especifica de soluciones con ciertas
propiedades de simetrfa, como por ejemplo buscar soluciones radiales. Por lo tanto, partimos
buscando una solucién u de (5.1) en Q = RV.

Observemos que la ecuacién del calor involucra una derivada con respecto a la variable tiempo
t, pero dos derivadas con respecto a la variable espacial x;, ¢ = 1,2,..., N. En consecuencia, si
u = u(x,t) resuelve la ecuacion del calor (5.1) y escalamos la variable espacial = por una valor
A € R, entonces al escalar la variable tiempo por A% € [0, +oo|, la funcién u = u(\z, \?t) para A € R,
resuelve la ecuacioén (5.1) siy sélo si
50U

ot

En particular, este escalamiento nos sugiere considerar el radio

A2z, A2t — A2Au(Ma, N2t =0 Y(x,t) € RV x]0,400].
_r

t/
la variable tiempo “desaparezca” de nuestra vista pues se mantiene constantemente igual a 1,

con r = |z|, de manera que
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aunque en realidad permanece conectada a la variable espacial. Asi que, considerando A = %,

nuestro cambio de variables debiese ser de la forma

u(z, t) = ;v(ji) Wz, 1) € RV x )0, 400, (5.3)

donde la constante ~ y la funcién v : R — R deben ser determinadas. Notar que

ou 0 (1 T 1 T

—(x,t) — A t) = — [ —v—= —— A —=) =

at(ma) u(z,t) =0 & o <t7v<\/{5)> P U(\/i) 0
T 1 =«

= ()~ wav () - meae () o

Considerando ahora el cambio de variables y = %, se sigue que

1 11 1
VW) = 5 e ¥ V) - mAey) =0,
y dado que ¢ > 0, podemos independizarnos de ¢, como queriamos, y buscar soluciones para la

ecuacion

yu(y) + %y -Vyu(y) + Av(y) =0 Vy € RV. (5.4)

Ahora, como estamos buscando soluciones radiales, ponemos v(y) =w(|y|) = w(r) para alguna
w : R = R, de manera que (5.4) se convierte en la ecuacién

1 N -1
~yw(r) + irw'(r) +w"(r) + w'(r) =0 Yr >0, (5.5)
T
o equivalentemente, en la ecuaciéon
1
ANy + SV () 4 PN () + (N = DeN 2 (r) =00 e > 0. (5.6)

2

Notando que
(Nt (r) = PN () + (N — 1)rY 720 (1) Vr >0,

Yy que

1(T‘NU)(T))/ =— <];[7“N1w(r) + ;TNw/(r)> Vr >0,

escogiendo v = %, nuestra ecuacion (5.6) se transforma en la ecuacion
N—-1, 7 ! 1 N /
(r () = —5(7“ w(r)) Vr > 0.
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para alguna constante A. Entonces, asumiendo w y w’ acotadas en torno a » = 0, y tomando el
limite cuando » — 0 en la ecuacién previa, obtenemos que A = 0. Luego, tenemos que

1
w'(r) = —irw(r) Vr > 0.

En otras palabras,
2
w(r)=Be * Vr >0, (5.7)

para una constante B escogida convenientemente. De esta forma, hemos encontrado una solucién

radial de la ecuacién del calor, que nos conduce a u(x,t) = v (%) = Lv(y) conv(y) = w(r).
t2 t2

En particular, notemos que dado = € R”, la funcién V® : RY \ {z}x]0, +oc[— R definida por

1 z—y|?
Vi t) = e i Y(y,t) € R\ {z}x 0, +o0],
t2

satisface la ecuacion del calor (5.1) en R \ {z}; es decir % — A VT =0en RV \ {z}.

El siguiente resultado serd de utilidad para dar un valor conveniente a la constante B en (5.7).

LEMA 5.1.1 Para cada z € R" y para cada t > 0, uno tiene

Z

vl

/ VE(y,t)dy = (4m)
RN

Tal como fue mencionado, el Lema previo junto a (5.7) motivan la siguiente definicién.

DEFINICION 5.1.1 La funcién

e~ 1t si(x,t) € RVx]0,+oo]

[(z,t) == (4nt) (5.8)

0 si (z,t) € RV x] —00,0],
definida para toda » € RY \ {0} y para toda t > 0, es la solucién fundamental de la ecuacion del calor.

Notar que I es singular en el punto (0, 0).

5.2. La formula del valor medio

DEFINICION 5.2.1 Sea € un subconjunto abierto y acotado de R”, y fijemos un tiempo 7' > 0.
Llamamos region cilindrica asociada a Q2 y T" al conjunto:

QT = (3¢ ]O,T],

y llamamos frontera de Q1 a
8*QT = QT \ QT.
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OBSERVACION 5.2.1 Notar que de acuerdo a la definicion previa, Qp incluye la “tapa” superior de la

region cilindrica, pero no la “tapa” inferior ni su superficie lateral y que 0,Qr incluye la superficie lateral
y la “tapa” inferior de la region cilindrica, pero no la “tapa” superior.

—+

- >
Figura 5.1. La region Qr y su frontera 0,Qr

En el caso de la ecuacién de Laplace uno tiene que para cada z, las esferas dB(z, ) corresponden
a conjuntos de nivel de la solucién fundamental I'(z — y). Seria interesante que en el caso de la

ecuacion del calor ocurriese algo similar. La siguiente definicién apunta en esta direccién.
DEFINICION 5.2.2 Para z € RY fijo, t € R fijo y r > 0 fijo, definimos la regién

1
E(x,t;r) :== {(y,s) eRV*l:s<t A Nz —y,t—s) > r_N}'
usualmente denominada como bola de calor.
La region E(x,t;r) es una region en el espacio-tiempo, y su frontera es un conjunto de nivel de la

soluciéon fundamental I'(x — y,t — s). Notar que (z, t) esta en la parte superior de la region.

(2. )

——f
E(x,t;r)

Figura 5.2. Una bola de calor

Para hacernos una idea de como se interpreta la regién E(z,t;r), notemos que ella se define
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por la desigualdad

1 _ffmz 1
Ne (t—s) Z

(4r(t—s)> N

(5.9)

_ le—y|?
De aqui, como e #(—+) < 1 para todo (y, s) € RY, y para todo s < t, obtenemos

2

t>s>t—
S —_ —.
- 47

Por otro lado, notar que

E(z, t;r)N{s=0} ={(z,0)} y E(z,t;r)N{s=t} ={(x,t)}.

Ahora, si ponemos

entonces (5.9) equivale a

Notar que
E,:=E(0,0;1) = {(m,t) 0<t<

// 2P 4 = 1.
Ey

y de aqui, poniendo E, := E(0,0;r), obtenemos

SNy

TEOREMA 5.2.1 (Propiedad del valor medio) Sea {27 una region cilindrica y sea u € C$(27) una

y se puede comprobar que

solucién de la ecuacion del calor. Entonces

=N // ) (Y, S) /) dy ds, (5.10)
E(z,t;r

para cada E(x,t;r) C Q.

Demostracién. Sea (z,t) € Qr y sea R = dist(z, 9Q2). Por simplicidad, y por un argumento de
traslacion, podemos asumir que (z,t) = (0,0). Ahora, sea F' : |0, R[— R la funcién definida por

F(r |y|2d d
r— rN u(y, s yds.

Notar que si usamos el cambio de variable ¢ = -5, 2 = %, entonces F'(r) se puede reescribir como

2
:// u(rzjr%)%dde-
By S

167  Esta version puede contener errores



CAPITULO 5. LA ECUACION DEL CALOR [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

Luego,

_4 2y 2
= (//Elu(rz,r <) 2 dz dg
// (Vurzrg) z|—+2ra—(mrg)| o >dzd§
Ey ‘|2 s

Iyl2 2 du ly[?
:rNJrl/ETvyu(y’s dyds + - g(va)T dyds

=1+ Is.

Ahora, por conveniencia, introducimos la siguiente funcién:

N ‘y’2
) = —1 + =— + N1
<y’ S) 2 n( 47r3) 4s nr

Notar que ¢ € Ci(Qr),

% 9o N I
s 7’ 25 452
y
02 (.5 = L
oy; 7’ 2s’
Como I'(y, —s) = — sobre JE,, uno puede chequear que ¢(y, s) = 0 sobre dE,, pues
1 _ 1
e?Ws) = rNiﬂe it =N Iy, —s) =rY — = 1= v(y,s) =0.
(4m(=s))2 "
Entonces,
= _§m // ) Vye(y, s) -y dy ds
4 ou Oy
= —— — ;dy d
SN ;//E 55 ) 8yi(y,S)y yds
Notando ahora que paracadai = 1,2,..., N se tiene

9 N . dp _ 0 N\
o9; (o(y,s)yi) = ayi(y,s)yz+<p(y,S) & ayi(y,S)yz— o0 (o(y,8) i) — o(y, s),

obtenemos

I - TNHZ(// sy dyas = [ iy (ol ) dyats ).

Ahora, tomando en cuenta que ¢(y, s) = 0 sobre OE, y que u € C7({7), al integrar por partes (con
respecto a la variable y;) la segunda integral a la derecha de la igualdad, obtenemos

Iy = — rNHZ(//T (y,8) ey, )ddeJF/ET 888%(% 8)e(y, )yzdyd8>
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Integrando nuevamente por partes (ahora con respecto a la variable s) la segunda integral a la
derecha de la igualdad, y tomando en cuenta las mismas consideraciones previas, obtenemos

TNH // 8 (v, 8)p(y, s) dy ds + 4 N+1Z// SD(y,s)dyds

Ou N |y
= rN+1// N@ (y,s)p(y,s)dyds +4 N+1/ Vyu(y, s) - y<—2$—482 dyds

TNH// ,s)dyds — N+1/ Vyu(y, s) fdydsfll

Usando ahora la ecuacién del calor, obtenemos
F/(T) =L+ 1
Yy
TN+1/ Aul(y, s)p(y,s)dyds — N+1/ Vyu(y, s) gdyds.

Luego, integrando una vez mds por partes (con respecto a la variable y;), en esta ocasién sobre la
primera integral al lado derecho de la igualdad, y tomando en cuenta nuevamente que ¢(y,s) =0
sobre E, y que u € C#(r), obtenemos

N
1 ou 0y 2N Ou
Fl(r) = 5 > AN (y, 8) 2 (g, 5) — —— . ) d
(T) ,r.N—i-l P //E'T ( 82/1 (y7 S) 6y2 (y’ S) s ayZ (y7 S) Y ) Yy dS

=0.

Por lo tanto, F' debe ser igual a una constante. En particular, obtenemos

2
—hm<// szsg |dzd§>
s—0 El
2
u(0,0) <// l2I° dzdg)
Ey

4u(0,0).

La propiedad del valor medio (5.10) para la ecuacién del calor es el andlogo de la propiedad
del valor medio para la ecuacién de Laplace. Notar que la integral en (5.10) involucra sélo valores
de u(y, s) para tiempos s < t. Esto debe ser asi, pues el valor de u(z,t) no depende del tiempo en

el futuro.

5.2.1. El principio fuerte del maximo

A continuacién usamos la propiedad del valor medio (5.10) para probar el siguiente principio
fuerte del méximo para la ecuacién del calor.
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TEOREMA 5.2.2 (El principio fuerte del mdximo (minimo)) Sea ()7 una regién cilindrica y sea
u € C2(Qr) N C(Qr) una solucién de la ecuacién del calor en Q7. Si € es conexo con interior no
vacio y existe un punto (xo, tg) € Q7 tal que

u(zo,tp) = méax u (u(a;mto) = min u> ,
Qr Qr

entonces u es constante en Q.

5.3. El principio débil del mdximo y sus consecuencias

Ahora, buscamos estimaciones globales conocidas como principio débil del maximo (minimo)
para la ecuacién del calor. Estas estimaciones tienen su versiéon equivalente para la ecuacion de
Laplace, cuya demostracion se basa en el correspondiente principio fuerte del méximo. Sin
embargo, aqui no podemos usar el principio fuerte del maximo (minimo) dado en el Teorema
5.2.2, pues tal teorema aplica sélo a soluciones de la ecuacién del calor, y no a subsoluciones como
en verdad uno requiere. Por lo tanto, estableceremos el principio débil del maximo (minimo)
independientemente del Teorema 5.2.2, usando un razonamiento similar al usado para probar el
principio débil del méximo (minimo) para la ecuacién de Laplace, con un argumento conocido

pero diferente.

TEOREMA 5.3.1 (El principio débil del maximo (minimo)) Sea ()7 una region cilindrica y sea
u € C%(Qr) N C(Qr) una subsolucién (supersolucion) de la ecuacién del calor en Q7. Entonces

MAax U = Max u min v = min u | .
Qr 0 Qr 0« Qr

En particular para una funcién u que satisface la ecuacién del calor se verifica

min u < u(z,t) < mix u V(z,t) € Qp.
OxQr 0

Demostracién. Sea u € C?(2r) una subsolucién de la ecuacién del calor en Qr, entonces

ou
E—AUSO en Qrp.

Ademas es claro que u € C(Qr) implica que existen méxu y (ranéx u, y que estos valores verifican
QT ST

MAaxX U > MAax u.
QT B*QT

Resta probar que

max < max u.
QT 8*ng

Realizaremos esto en dos etapas.
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1°) Asumamos por ahora que %1; — Au < 0 en Q7. Luego, por continuidad de u en Q7, u debiese

tener un maximo en un punto (zo, t) € Qr. Si (z0,t0) € 0.0, entonces se puede probar que

0
871:(550,750) - Au(l'o,to) Z 0 (511)

contradiciendo el hecho que % — Au < 0 en Q7. Veamos la prueba de (5.11).

= Si0 <ty < T, entonces (zg,ty) € int(27). Considerando a int(27) como a un abierto
acotado de RV*!, y teniendo en cuenta que u € CZ(Qr) N C(Qr) alcanza su méximo en
(x0,t0), se debe cumplir que

V(x,t)u(x(]v tO) =0 y D(2x7t)u($07 tO) S 0/

donde Da t)u(xo, to) < 0 significa que la matriz Hessiana de u, que es simétrica, resulta
definida no positiva en el punto (zo, tp). En particular, los resultados mencionados nos
conducen a que

0
%(l’o,t()) =0 y Axu(xo,to) <0.

Luego (5.11) se cumple en este caso.

= Sity = T, entonces (xg,ty) € Q x {to}. Teniendo en cuenta que u € C?(Qr) N C(Q7)
alcanza su maximo en (o, t), entonces para la derivada en la variable ¢ se debe verificar

0
87,:(1‘07 t()) Z 0/

mientras que para derivadas de segundo orden en la variable x se puede argumentar

como en el caso anterior y obtener
Amu(l'o,to) S 0.
Luego (5.11) se cumple en este caso también.

La contradiccién viene de suponer que el médximo de u estd en {7, por lo cual este valor se
debe hallar sobre 0,Q7. Es decir,

MAaX U4 = MAaxX u.
QT a*QT
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2°) Ahora vamos a establecer la desigualdad en el caso general, esto es, cuando %1; —Au<0en
Q. Sea ¢ > 0 dado. Consideremos la funcién v : Q7 — R definida por,

(x,t) = v(z,t) == u(z,t) — et.
Como t €]0,T], es claro que

lim v(x,t) = u(x,t) V(z,t) € Qp.

e—0

Por otro lado,

Jv Ou
Av=Au enQp y E—E—s en (7.
De esta forma, v € C?(Q7) N C(Qr), con % — Av < 0 en Q. Por lo tanto podemos desde la
etapa anterior, obtenemos que

Max v = Maxv,
QT O QT

que conduce a

QT (I,t)EQT

= max v
0« Qr

= ma u(x,t) — et
(x,t)ea}fQT( (2,7) )

< maxu.
0 Qr

Pasando al limite cuando ¢ — 0, concluimos que

max v < maxu.
QT 6*QT

Anélogamente se prueba que si u es una supersolucion de la ecuacién del calor, entonces

min v = min w.
QT a*QT

Finalmente, si u es armoénica en €2, es facil chequear que

min v = min v <u(z,t) <mdx u=méx v  V(z,t) € Qp.
8*QT QT (9] 6*QT

Por lo tanto,

{ < t) < mé V(z,t) e Qr. A
é?él;u_u(x, )_gr:%;(u (z,t) T
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OBSERVACION 5.3.1 Si w alcanza su mdximo (o minimo) en un punto de Qp, entonces u es constante en
todos los tiempos mds tempranos. Esto es acorde a nuestra interpretacion intuitiva de la variable tiempo
t: la solucion debe ser constante sobre el intervalo de tiempo [0, to] supuesto que las condiciones inicial
y de frontera son constantes. Sin embargo, la solucién puede cambiar para t > to si asumimos que las
condiciones sobre la frontera son alteradas después de to. Esto es, la solucién no responde a cambios hasta
que las condiciones sobre la frontera son alteradas.

COROLARIO 5.3.1 (Principio de comparacién) Sea () una regioén cilindrica y sean u,v €
C2(Qr) N C(Qr) verificando

ou ov

- < — —

T Au < 5 Av en Qr
u<v sobre 0,Qr.

Entonces u < v en Qp.

OBSERVACION 5.3.2 El principio de comparacién implica que si u € C?(Qr) N C(Qr) satisface

ou
E—Au—o en Qr

u=~h sobre 9 x [0, 7]
u=g sobreQ x {0},

donde h, g > 0 son suficientemente suaves, entonces u > 0 en todo Qr.

COROLARIO 5.3.2 (Unicidad en dominios acotados) Sea {27 una regién cilindrica y sean f € C(Q2r)
y g € C(0:87). El problema de valores iniciales y de frontera

ou
5 Au=f enQrp (5.12)

uw =g sobre 0,7,

posee a lo mds una solucién u € CZ(Qr) N C(Qr).

A continuacién vamos a extender nuestro resultado previo, mostrando un resultado de unicidad
para el problema de Cauchy de la ecuacién del calor, es decir, para la ecuacion del calor bajo
condicién inicial sobre Q = RY. Como ya no estamos considerando una regién acotada, debemos
introducir algin control sobre el comportamiento de las soluciones para valores de |z| muy
grandes. El siguiente resultado, conocido como principio del mdximo para el problema de Cauchy
relativo a la ecuacién del calor, nos serd de utilidad para establecer un resultado de unicidad para

un problema no homogéneo.
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TEOREMA 5.3.2 (Principio del maximo para el problema de Cauchy) Asumamos que
u e CHRYx]0, 7)) N C(RYN x [0,T])

es una solucién del problema

Ou —~Au=0 enR"x]0,T]
ot (5.13)

u=g sobre R" x {0},

que ademas verifica la siguiente estimacién de crecimiento
w(z,t) < Ae®*’ Y(z,t) e RN x [0, T] (5.14)
para algunas constantes A, a > 0. Entonces

sup u =supg.
RN x[0,T] RN

COROLARIO 5.3.3 (Unicidad para el problema de Cauchy) Sean f € C(RY™ x [0,7]) y g € C(RY).
El problema de valores iniciales

ou B N
o7 ~Au=f enRYx]0,T| (5.15)

u=g sobre RN x {0},

posee a lo més una solucién u € CZ(RN x]0, T])NC(RYN x [0, T]) que ademas verifica la estimacion
de crecimiento
u(z,t) < Ae®*’ Y(z,t) e RN x [0, T] (5.16)

para algunas constantes A4, a > 0.

OBSERVACION 5.3.3 Existen infinitas soluciones no nulas para el problema

@—Auzo en RV x 10, T7[
ot

u=0 sobre RN x {0}.

Cada una de las soluciones crece muy rdpidamente cuando |x| — oo. Notar que esto no contradice el
teorema previo.

5.3.1. Regularidad de las soluciones de la ecuacién del calor

En esta seccién probaremos que las soluciones de la ecuacién del calor son todas suaves. Antes,
introducimos la siguiente definicién.
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DEFINICION 5.3.1 Llamamos cilindro cerrado con centro en su tapa superior en el punto (z,t),

radio r > 0y altura 72 al conjunto

Clz,t;r) = {(y,s) ERN xR: |z —y|<r A 0<t—s <72} =B(z,r) x [t —r? 1.

Figura 5.3. Cilindros cerrados

TEOREMA 5.3.3 (Regularidad) Sea 21 una region cilindrica y sea u € C7(£27) una solucién de la

ecuacion del calor en €. Entonces
u € C(Qr).

Demostracién. Sea (z,ty) € Q7 y sear > 0 tal que C := C(zo, to;r) C Q. Consideremos también

los cilindros 5
ro_ Jor "._ T
C .—C<:E0,t()7 4) y C .—C(."L‘Q,to,2).
Escojamos ahora una funcién de corte € C*°(C) tal que

0<n<1, n=1lsobreC’ y n=0cercadelafronteradeC.

Extendamos esta funcién 7 por 0 fuera de C, y continuémosla llamando de la misma forma.

Realizaremos la demostracion por etapas

1°) Asumamos que u € C*°(Qr) y consideremos la funcién
v(z,t) = n(x,t)u(z,t) V(z,t) € RN x [0, t0].
Es claro que v = 0 sobre R x {0}. Ademds, v verifica

+ —Lu en RN x]0,to]

Av = nAu +2V,n - Vou + uAn  en RV x )0, 4],
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Luego, como u satisface la ecuacion del calor, se sigue que

%7AU gZquVn Vu —uAn en RN x 10, to].
Ahora, pongamos
f= ZZU_2V77 Vu—ulAn en RY x [0, 1],
por lo tanto, para cada t € [0, ] se tiene que f(-,t) € C(RY), con supp f(,t) C B(z,7r);y

pongamos

w(z,t) == /Ot/]RNF(:U—y,t—s)f(y,s)dyds.

Notemos que poniendo z = —y y 7 =t — s, obtenemos

/Ot/]RNF(x—y,t—s)f(y,s)dyds:_/to/]RNp(Z,T)f(x—z,t—f)dzdr

t
= / / [(y,s) f(x —y,t — s)dyds.
0 JRN
Calculamos ahora,

ow 0 t
St = aa =5 ([ ] rwose- e sayas)
En vista del Lema A.6.1, se sigue que

t
/ / L(y,s) Apf(z —y,t —s)dyds.
0 JRN
ow

8t(ac,t)—Azw(x,t)—/ot/RNF(y,s) <(Zj£(x—y,t—s)—Axf(:):—y,t—s)> dyds
[P0 =0y

//]RN (Y, ( (z —y,t 3)_Axf(x_yat—8))dyds
// (v, < (x—yt—s)— zf(x_yvt_3)>dyd8

/ P(ya )f(.’ll'—y,O)dy
RN

=L+ I+ .

Notemos que

I < (H

N

Lo (RN)

2 5
a—é // I'(y,s)dyds
Ox; Le(RN)/ JO JRN

— 0.
e—0
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Por otro lado, después de integrar por partes, y teniendo en cuenta que lejos de (0,0) la
funcién I satisface la ecuacion del calor, y que f vale 0 fuera de C, obtenemos

t af
L, = /6 /]RNF(y,S) <as(wy,t8)+Ayf(xy,t8)) dyds

t
= // <gr(y,8)—AyF(y,S)> f(fU—y,t—S)dyds
e JRN S
_/ F(yat)f(l‘—y,o)dy+/ D(y,e) f(x —y,t —e)dy
RN RN
= /RNF(y,E)f(x—y,t—s)dy—Io
ajO f(l’,t) - ]O‘

En efecto, sea (z,t) € RN x [0,t] fijo y sea ¢ > 0 dado. Por continuidad de f, podemos

escojer 9 > 0 tal que
y € B(x,0) = [fy,t) - flz,t)] <e

Mads atn, f es uniformemente continua, asi que también se verifica que
<\f(y,t —&) = fly: ) < Me = 0) (vy € RY).

Enfatizamos que M. es una constante independiente de y € RN. Luego, si |z — 2| < %,

‘/]RNF(y’E)f(Z_y’t_g)dy—f(x,t)' _

[ =t =2 = fat)dy

< / (2 — )| f(ut — ) — f(y.1)] dy
RN\ B(x,6)

+/ Pz — 9, e) (gt — ) — f )| dy
B(z,0)

+ / TG — ) fy, 1) — flo,0)] dy
RN\ B(z,5)

4 / PGz — o) f(y.t) — flat)|dy
B(z,9)

< <Mg+s>/ Iz~ y,e)dy
B(z,9)

il / Iz~ y.e)dy.
RN\ B(z,9)

Notemos ahora que

(Mg—l—s)/ F(z—y,e)dyg(ME—i—e)/ P(z—ye)dy = M. +2 — 0.
B(z,9) R e—0

N
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Por otra parte, |z — z| < % y |y — x| > ¢ implican que
J 1
ly—al<ly—zl+lz—af<ly—zl+ 5 <|y— 2+ Sly -z,
de donde se sigue que |y — z| < |y — 2|, y asi

_ly—z[? _ly—z|?
e 4e < e 16e

Luego, por el Teorema A.11.2 de integracion en coordenadas polares

IIfHoo/ T(z—y,e)dy < ”f”°° N / = dr 0.
RN\ B(z,0)

(47T e—0

Por lo tanto,

/ F(y,e)f(z—y,t—e)dy—f(a:,t)‘ —>DO.
]RN E—>

Se sigue que
ow (2, 1)
ot

Ahora, como v y w son funciones acotadas en RY x ]0, to[, desde el Corolario 5.3.3 de unicidad

— Aw(z,t) = f(z,t) Y(z,t) € RV x]0,400[.

para el problema de Cauchy, obtenemos que v = w en R x ]0, o[-

Por lo tanto,

t
v(x,t) :/0 /RN Iz —y,t—s) f(y,s)dyds V(x,t) € RN x]0, to].

Por otra parte, para cada (z,t) € C”, como n = 0 fuera de C, obtenemos v(z, t) = u(z,t) y
0
) = [T =t =) (G005 8) = 2900009 Tl s) — uly9) M) )y
0
— [ (= mt =9 (2009~ 8al06) ) + 29T = et = 5) - D)) )y s,
c

2°) Asumamos que u € C%({7). Entonces, podemos deducir la igualdad previa para u® = p. *u,
siendo p. el molificador estandar en la variable (z,t). Pasando ahora al limite cuando ¢ — 0,

vemos que
u(x,t) = / K(z,t;y, s)u(y, s)dyds V(z,t) € C”, (5.17)
C

donde
K(z,t;y,s) =0 V(y,s) € C',V(x,t) €C”,

puesn = len(C’. Ademas, para cada (z,t) € C', K(z,t;-,-) € C®°(C\C'),puesnyI'(x—-,t—-)
lo son sobre C \ C’, y se verifica que

K(x,t;y,s) =0 Y(y,s) € 0:8r.
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Luego, para cada (z,t) € C"” obtenemos K (x,t;-,-) € C*(C), y asi
K € C=(C" x C)

De esta forma, gracias a nuestra férmula para u en (5.17), cada vez que derivamos u en C”,
derivamos a K en la integral (las variables x y ¢ son variables también para K), de manera
que u € C*°(C"). Es decir, hemos probado que para cada (z¢,%y) € Qr, siempre podemos
encontrar r > 0 tal que C,C"” C Q, verificaindose que u € C*°(C”). Por lo tanto,

weC®(Qr). W

OBSERVACION 5.3.4 El resultado previo es vilido incluso si los valores de w sobre la frontera 0.1 no
son suaves.

5.3.2. [Estimaciones locales para soluciones de la ecuacién del calor

Ahora obtendremos algunas estimaciones sobre las derivadas de la ecuacién del calor.

TEOREMA 5.3.4 (Estimaciones sobre derivadas) Sea Q1 una region cilindrica y sea u € C3(Qr)
una solucién de la ecuacién del calor en Q7. Existen constantes B = By > 0y C' = Cy > 0 tales
que

Clollal! 1
sup |D%| < B o] / |u| dy ds,
C(z,t;r) rlod |C (:E'/ t; 27) | C(x,t;2r)

para cada C(z, t;4r) C Qp y para todo multi-indice «, y

bl

otk

C%k(2k)! 1
<B gk ) / |u| dy ds,
rer ‘C (CL‘, t; 2T> ‘ C(z,t;2r)

para cada C(z, t; 2r) C Qp y para todo entero positivo k.

sup
C(z,t;r)

COROLARIO 5.3.4 Sea {27 una region cilindrica, sea u € C%(Q7) una solucién local de la ecuacién
del calor en Q7. Existe una constante B = By > 0 tal que

1
sup |u| < B/ |u| dy ds,
C(x,t;r) ’C (LL‘, t; 27’) ’ C(z,t;2r)
para cada cilindro C(x, t; 2r) C Qr.

OBSERVACION 5.3.5 Si u resuelve la ecuacion del calor en Q, entonces para cada tiempo fijo 0 <t < T,
la aplicacion x — u(z,t) es analitica. Sin embargo la aplicacion t — w(x,t) no es en general analitica.
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5.4. La desigualdad de Harnack

Soluciones locales no negativas de la ecuacion del calor verifican una desigualdad similar a las

estimaciones de Harnack validadas para funciones arménicas no negativas.

DEFINICION 5.4.1 Llamamos cilindro centrado en (z,t) de radio » > 0 y altura 272 al conjunto

Oz, t;7) ={(y,8) ERN xR: |z —y|<r A =2 <t—s<r’} =Bz, r)x|t — 7%t + 7.

TEOREMA 5.4.1 Sea u € C?*(Qr) N C(Qr) una solucién no negativa de la ecuacion del calor en
Q7. Entonces, para cada cilindro Q(z, ¢;4r) C Qr, existe una constante C' = C)y tal que

u(z,t) < C inf u.
B(z,r)x{t+r?}

La estimacién previa puede conducir a otros resultados similares. A continuacién mostramos una
desigualdad de Harnack local, introduciendo previamente la siguiente notacién.

NOTACION 5.4.1 Ponemos
Q~ (z,t;7) = B(z,r)x |t — r2,¢] QF (z,t;7) = B(z,r)x Jt, t + 2.
Ademds, para o €]0, 1], se definen los subcilindros

Q; (z,t;01) = B(z,0r)x |t — r?,t — or?] ot (z,t;0r) = Bz, or)x |t + (1 — o)r?, t 4+ 7.

TEOREMA 5.4.2 (Desigualdad local de Harnack para la ecuacién del calor) Sea v € C?(Q(x, t; 47))
una solucién no negativa de la ecuacion del calor en Q(z,t;4r). Entonces, existe una constante
C = Cn > 0 tal que

sup u<C inf U.
Q5 (wtsdr) Q. (zti57)

Otra desigualdad de Harnack para la ecuacion del calor establece que si v es una solucién no
negativa de la ecuacién del calor, entonces el méximo de v en una regién interior en un tiempo
positivo puede estimarse por el minimo de u en la misma regién en tiempos posteriores.

TEOREMA 5.4.3 (Desigualdad de Harnack parala ecuacién del calor) Seau € C?(27)una solu-
cién no negativa de la ecuacion del calor en 7. Si €y € (2 es un abierto conexo y con interior no
vacio, entonces para cada 0 < t; < to < T existe una constante C = Cn g, ¢, +, > 0 tal que

sup u(-,t1) < C inf u(-,t2).
\% \%4
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5.5. Representacion de la solucién del problema de Cauchy

5.5.1. El problema de Cauchy con ecuacién homogénea

Buscamos una solucién del problema de Cauchy con ecuacién homogénea

Ou —Au=0 enR¥x]0,+o0]
ot (5.18)

u=g sobre RN x {0}.

Notemos que la solucién fundamental I' resuelve la ecuacién del calor lejos de (0, 0), y por lo tanto,
fijado (z,t) € RV x |0, +o00], la funcién I'(x — -, ¢) : R — R también satisface la ecuacién del calor
lejos de x. Luego, la convolucién

1 _lz—yP?

— T — = e @ x N 00 .
et = [ Te-utgwar= o [ oS g e <R ool 619

también deberia ser una solucidn.

TEOREMA 5.5.1 (Solucién del problema de Cauchy) Asumamos que g € C(RY)NL®(RY)y sea
u la funcién definida en (5.19). Entonces,

i) u € C®(RN x]0, +o0])

if) du Au=0 enRYx]0,+o0|
ot
il Iim wu(z,t) = g(x ara cada z € RY.
) L (2,t) =g(z) p

OBSERVACION 5.5.1 Considerando el Teorema 5.5.1 también es usual escribir

or
E_AFZO en RY x |0, +o00]

I'=dp sobre RN x {0},

donde &y denota la medida de Dirac en RY de masa unitaria en el punto 0.

OBSERVACION 5.5.2 Notar que si g € C’(]R,N) N L°°(]R,N), g >0, g#0, entonces

1 aH=1 2
u/(([’t) = ~ / (3_‘ 41,‘ g(y) dy V(T,f) S ]RNX]O,+OO[,
(4mt)2 JRN

es de hecho positiva para todo x € RY y todo tiempo t > 0. Esta observacion asegura que si la temperatura
inicial es no negativa y es positiva en alguna parte, la temperatura en cualquier tiempo también es positiva.
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5.5.2. El problema de Cauchy con ecuacién no homogénea
Ahora estudiaremos el problema de Cauchy con ecuacién no homogénea

ou N
o ~Au=[ enRN¥x]0, oo (5.20)

u=0 sobre RN x {0}.
Para s fijo, la funcién
u(z,t;s) = /RN I(x—y,t—s)f(y,s)dy Y(z,t) € RN x]0, 400,
resuelve el problema

S0 = Au(,s) =0 enRYx]s, oo (521)

u(-,;8) = f(-,s) sobre RV x {s},
que es un problema de valores iniciales como aquel en (5.18). Luego, u(+; s) no resuelve (5.20). Sin

embargo, el principio de Duhamel asegura que podemos construir una solucién de (5.20) a partir
de las soluciones de (5.21) integrando con respecto a s. La idea es considerar

u(z,t) = /Ot u(z, t;s)ds V(z,t) € RN x]0, +ocl.

Reescribiendo, obtenemos

u(z,t) //RN ( —y,t — ) f(y, ) dy ds (5.22)

_lz—yl

— - - e Alt—s s " N ol
_/o (47r(t_8))% /RN ( )f(yv s)dyd V(z,t) € RN x 0, +o00|

TEOREMA 5.5.2 (Solucién del problema de Cauchy no homogéneo) Asumamos que
f € C3(RYN x [0, +oc[) tiene soporte compacto, y definamos u por (5.22). Entonces,

i) u € C2(RYN x]0,+o0[)
if) % —Au=f enRN x t€]0,+o0]

iii lim w(z,t) =0 paracadaxz € RY.
) g =t =0 p ’
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OBSERVACION 5.5.3 Combinando el Teorema 5.5.2 y el Teorema 5.5.1 obtenemos que si

f €C2(RYN x [0, +o0|) tiene soporte compacto, y g € C(RN) N L>®(RY), entonces

5 't
’U/(flfaf/)/R\,T(fl/‘—y,f)g(?/) dy+/0 /R\T(-’E—?M—S) fly,s)dyds  V(z,t) € RV x]0,+00], (5.23)

resuelve el problema
ou
— —Au=f enRVx]0,
T u=f en x 10, +o0] (5.24)

u=g sobre RN x {0}.

5.6. Problemas propuestos

1. Escribe una férmula explicita para una solucién u € CZ(R” x |0, +o00|) del problema

({;;;—Au—i—cu:f en RY x 10, +o0]

u=g sobre RN x {0},
donde ¢ € R es un valor dado.

Sugerencia: Considera la funcién v : RY — )0, +oo| definida por v(z,t) := u(z,t)e*! para
todo (z,t) € RV x]0, +oo[. Calcula % — Aw, y escoje o apropiadamente para que v sea la
soluciéon de un problema del cual es posible conocer su representacion integral. Usa este
hecho para obtener u.

2. Sea  es un abierto acotado de RV con frontera 952 de clase C!, sea Q7 la region cilindrica
asociada a Q y sean u, i € C?(Qr) dos soluciones del problema

ov
L Av= )
5 v=0 enQrp
v=g sobredQ x [0,T].

Prueba que si se tiene
w(z, T) = u(z,T) Vo €,

entonces

u=u enr.

Sugerencia: Considera w := u —uy F' : [0,7] — R definida por

£ F(2) ::/wz(x,t) dz.
Q

» Calcula explicitamente F’ y F” y muestra que (F')? < F F" en [0, T).
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» Nota que si F' = 0 la conclusioén es inmediata, por lo que supén que F' > 0 en [t1,t2],
con F(ty) = 0y define ahora G(t) = In F'(t) sit € [t1,t2]. Muestra que G es convexa en
]t1,t2[ usando la desigualdad obtenida en el paso anterior.

= Sobre esta G, aplica la cldsica desigualdad que identifica a una funcién convexa en el

intervalo ]t1, ta].
» Retorna a la funcién F'y deduce que F' = 0 en ¢y, ta].

= Concluye.

3. Sea u una funcién suficientemente suave que es solucién del problema

ou

Eer-quLcu:O en RYx]0,+oo]

u=g sobre R x {0},
donde g € C(RY), ¢ € R es una constante dada y b € R es un vector dado. Encuentra una
férmula explicita para u en términos de ¢, by g.

Sugerencia: Sea (,t) € RY x [0, 400 fijo. Considera la funcién ¢ : [—t, +0o[ — R definida
por ¢(s) := u(xz + bs,t + s) para todo s € R y calcula su derivada. Usando la funcién ¢
obtenga explicitamente w.

4. Sea Q es un abierto acotado de R con frontera 92 de clase C, sea Qr la region cilindrica
asociada a Q y sea u € CZ(Qr) N C(Qr) una solucién del problema

ou
T Au=0 en Qp
u=yg sobre 02 x[0,T]

u=nh sobre € x {0},

donde g € C(902x]0,T]) y h € C(2). Prueba que para cada 0 < t; <t <ty < T se verifica

t—tq

[ tutpfay < ( / ‘u(MMQdy)f;:é ( / |u<y,t2>|2dy)”‘“.
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Capitulo 6

La ecuacion de ondas

E: este capitulo consideraremos funciones a valores reales u = u(z, t), con (z,t) € RY x [0, +o0],
N > 1, y estudiaremos la ecuacién del ondas

O*u N

W — AU =0 en R x ]0, +OO[, (61)
y la ecuacioén de ondas no homogénea

82

8—;; “Au=f enR¥x]0, 400 (6.2)

bajo apropiadas condiciones iniciales y de frontera. Aqui el Laplaciano de u es considerado s6lo
con respecto a la variable espacial x y f es una funcién a valores reales definida en R x [0, +oo].

6.1. Soluciéon para N = 1. La férmula de D’Alembert

Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

Utt — Uggy =0 en RX]0,+OO[
u=g sobre R x {0} (6.3)
ug =h sobre R x {0},

donde h, g son dadas.
Resolvemos el problema como sigue.

1°) Hacemos el cambio de variables
u(z,t) = v(a, §)
con
a=x+t y B=z—t.

Usando la regla de la cadena obtenemos

?u 0% 20%v 0%

Yr = 50T 902 T 9Boa T 932

= Vqa + 2va5 + vgg
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y
_@_8%_28%4_8%_ _ g N
YT 2 T 92 T 9B0a T gpz  loa T “YaB T UGS
Luego,
0%
Utt — Ugy = _4M = _4vaﬁr

y asi, desde la ecuacién diferencial en (6.3) obtenemos

Vag = 0.

2°) Ahora resolvemos la ecuacién transformada por doble integracién, primero respecto a la
variable 3 y luego con respecto a la variable a:

Oz/aa/bﬂwg(ﬂf)def

— [ o8~ er(r.a) ar
= U(Oé, B) - v(a, 5) - U(aa b) + 'l)(CL, b)
Luego, podemos esperar que v tenga la forma

v(a, B) = p(B) + q(a),

donde ¢ es una funcién dependiente de a y p es una funcién dependiente de 3. Ademas, para
que una tal v sea solucién de

Vag = 0
bastaré con asumir que p, ¢ € C1(R).

3°) Regresando ahora a las variables originales (x,t) obtenemos

(v(eB) =u@ ) A vleB) =p(B) +a(@) = ulw,t)=pla—1)+al+1)

Luego, de acuerdo a las condiciones iniciales, obtenemos

u(z,0) =g(x) = pl)+q@)=9g() (6.4)

u(z,0) =h(z) = —p'(z)+d(x)=h(z). (6.5)

Integrando ahora en (6.5), obtenemos

—p(z) +q(z) = /93 h(s)dx + ¢, (6.6)

zo
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y resolviendo para p y q el sistema (6.4)-(6.6), obtenemos

q(z) = %g(x) + ;/m h(s)ds+ ¢

y
1 1 [*
pla) = 5o -3 [ h(s)ds
En consecuencia,
1 1 x4+t
u(z,t) = = (g(x —t)+g(x+ t)) + / h(s)ds (6.7)
2 2 x—t

que es la llamada férmula de D’ Alembert de (6.3).
Asumiendo que la funcién definida por la férmula de D’ Alembert es suficiente suave, probaremos

que ella resulta ser una solucién de (6.3).

TEOREMA 6.1.1 (Solucién de la ecuacién de ondas, N=1) Seange C*(R)y heC!(R), y definamos
u por la férmula de D’Alembert (6.7). Entonces,

i) u€ C%(R x [0,+00])
ii) ug — ugy =0 en Rx ]0, +00]

i)  lim wu(z,t) =g(r) paracadaz € R
(z,t)—(z,0)

& (Zﬁt)lin(lx,,o) ut(z,t) = h(z) paracadaz € R.

6.1.1. Un método de reflexion

Vamos a aplicar la férmula de D’Alembert para resolver el siguiente problema de valores

iniciales y de frontera:
U — Uz =0 en R+X ]O, +OO[

u=g sobre Ry x {0}
h sobre R4 x {0}
0 sobre {0}x |0, +o0],

(6.8)

Ut
U

donde g, h son funciones dadas, con ¢g(0) = h(0) = 0.

1°) Extendamos u, g y h a todo R de manera impar en la variable espacial, de manera que la

suavidad de las funciones también se extienda. Obtenemos
i 1) u(z,t) si(z,t) € Ry U{0} x [0,400]
T —u(—z,t) si(z,t) € Ro x [0,400],

B | 9(=) siz € Ry U{0}
§lmnt) = { —g(—x) sizeR_,
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) h(z)  size Ry U0}
e —h(—z) sizeR_.

Luego, el problema (6.8) se convierte en el problema

Uy — Uge =0 en Ry X ]0, —|—OO[

U=

sobre Ry x {0} (6.9)

g
h sobre Ry x {0}.

Uy =

Ahora, notemos que si escogemos @ definida por la férmula de D’ Alembert,

1 1 T+t
i(o,t) = 5 (g + )+ 3 —0) +5 [ h(s)ds
2 2 r—t
inmediatamente obtenemos que esta funcion resuelve (6.9).

2°) Regresando a las funciones originales, obtenemos:

1 1 T+t
2(g(:L‘%—t)—i—g(:v—t))+/ h(s)ds siz—t>0,t>0

2
@, t) = Q| ) e (6.10)
f(g(:lﬂ—t)—g(a:—t))%—f h(s)ds siz—t<0,z>0.
2 2 —x+t

De esta forma, si asumimos que g € C?(R) y h € C'(R), entonces u dada por (6.10) es solucién del
problema (6.8).

6.2. Soluciones por medias esféricas

Sea N > 2y sea u una solucién del problema de valores iniciales o de Cauchy:

32
Tg—Au:O en RV x]0, 400
u=g sobre RY x {0} (6.11)
?):: =h sobre RV x {0}.

Queremos encontrar una férmula explicita para u en términos de g y h.

La idea es promediar u sobre ciertas esferas, estos promedios dependen del tiempo ¢ y el radio
r. Para N impar la EDP de (6.11) se convierte en la ecuacién de ondas unidimensional. Se aplica la
férmula de D’Alembert para obtener una férmula para la solucién.
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6.2.1. Una formulacién equivalente para el problema de Cauchy

Partimos introduciendo la siguiente notacién.
NOTACION 6.2.1 Sea z € R dado.

i) La funcién U” : R4 x 0, +00[ — R definida por

1

2l gy 12
) = U7 8) = g [ () aS) (612)

corresponde al promedio de u(-, t) sobre la esfera 0B(x, ).

if) La funcion G* : Ry — R definida por

1

P G = s /8 o IS, (6.13)

corresponde al promedio de g sobre la esfera 0B(x, ).

i) La funciéon H* : Ry — R definida por

1

corresponde al promedio de h sobre la esfera 0B(z, ).

LEMA 6.2.1 (Ecuacién de Euler-Poisson-Darboux) Sea k € N, k > 2, sea z € RY fijo, y sea
u € C*(RY x [0, +00[ ) una solucién de (6.11). Entonces la funcién U? definida en (6.12) verifica:

i) U® € C*(Ry x [0, +00[)
. ., N-—-1_
i) U -UL — U’=0 enR4x]0,+o0]

r !

iif) U* = G* sobre Ry x {0}, con G* dada por (6.13)

iw) Uf = H® sobre R, x {0}, con H* dada por (6.14).
Demostracién. Sea = € RY fijo, y sea (t,7) € Ry x |0, +oal.

i) Desde la definicién de U? en (6.12), y el hecho que v € C*(w x [0,7]) para cada w € R¥
y para cada T > 0, es inmediato que U es de clase C* en la variable t, t > 0. En efecto, es
suficiente notar que

. 1 I )
Ui (r,t) = W/(?)B(M) w(y,t}dS(y) V(r,t) €R4x]0,4+00[, Vj=1,2,... .k,
y que
lim U ( t)—l/ Pu 0)aS)  VreR., Wi=1.2... .k
t_i%i i \Ts - NWNTN_I B(a.r) ot Y, Yy r +7 J=L4...,K.
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Resta mostrar que U es de clase C* en la variable 7 de manera uniforme. Con esta finalidad,

notemos que

- _ 1
Urt) = g ) un0380)

1

_ / w(@+r20)dS(s)  V(r 1) € Ry x]0, +o0f,
Nwn Jap(o,1)

donde hemos usado el cambio de variable y = x 4 72. Luego, z = = y
1
Ur(r,t :/ Vu(x +rz,t) - 2dS(z
= Ny, T+ 7200) 2 05)

B 1 Yy—
= N T o, T S

1 ou
e — —(y.t
NCL)NTN_I /8B(aj’r) an (y7 ) ds(y)

1
~ NuyrV—1 /B(x,r) Au(y,t)dy por Teorema 1.6.2 parte iii)

r 1
= — A :
N <WN /B(m) ula ) dy)

lim U}(r,t) =0 vt > 0.

r—0t

Derivando U} con respecto a r, obtenemos

. B 1
Upp(rt) = ar (NriN—l /B(M) Au(y,t) dy)

y por Teorema A.11.2 parte ii), obtenemos para cada (r,t) € Ry x |0, +00],

(1-N) / 1 /
U0 = oo fo A0yt gt [ sty as)

De aqui,

De aqui,

1
lim U;.(r,t) = NAu(x,t).

r—0+
Para derivadas de orden superior se procede de forma andloga, o se puede aprovechar la
ecuacioén que satisface U* (ver parte ii) a continuacion).

ii) Continuando con nuestras estimaciones en la parte i), obtenemos

T 1
x =— A
Ur(r.) N (riN /B(ac,?") ulv:?) dy)

1 H?
= NwyrN—1 /B(W) aitq;(yv t)dy  desde la ecuacién en (6.11).
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N-1

Ahora, multiplicando por r , obtenemos

2
NAYE () = / Tu iy 1) dy,
B(

NWN z,r) 8t2
y entonces
a N=1yrz . a 1 / 62u
o (M UR0) = 5 (i [ G0 ase)
1 0%u y
= Now b, 2 (y,t)dS(y) por Teorema A.11.2 parte ii)

1 0%
_N-1
- (NwN’f’N_l /83(:0,@ ot? (w:1) dS(y))

=rNTIUE(r,1),
0 equivalentemente

(N — D)rVN720%(r,t) + 7V UE (r,t) = ¥V TUE (1) V(r,t) € Ry x]0,+ool.

Dividiendo por rN=1 obtenemos
N-1
r

iif) La prueba de esta parte es directa, pues

1 xT
t_lf(%U (r,t) = NwN'rN i /B dS(y)
NwNTN 1 /B
=G"(r).
iv) La prueba de esta parte es directa, pues
1 ou
S UF(r ) = s /B AL
1
= — h(y)dS
e NOLE0)
=H*r). R

OBSERVACION 6.2.1 Sea z € RN ysea k € N, k > 2. Claramente, u € C*(RYN x [0, +o0|) verifica
(6.11) siy solo si U € CF(R x [0, +o0[) satisface el problema:
N -1

r

Utt UIJL r

U=0 enRyx]0,+o0]
U* =G* sobre Ry x {0} (6.15)
UFf = H* sobre Ry x {0}.
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6.2.2. Solucién para N = 3. La férmula de Kirchhoff

Sea x € R3 fijo y sea u € C*(R3 x [0, +00[ ) una solucién de (6.11) con N = 3. Para cada

(ryt) € Ry U{0} x [0, +00]

definimos . 1
U (r,t) = r U (r,t) = 4 — /a s u(y,t)dS(y)
G*(r)=rG*(r) = 47;7“ - 9(y) dS(y)
H(r) =r H*(r) = Elr S h(y) dS(y).

Se sigue que

U>=U+rU’ enRix]|0,+o0]

y
Uz =207 +rU% = r(Ug, + 207 ) = rU = U en Ry x]0, +o0].
Ademas,
Us(r,0) =G*(r) = rU"(r,0)=rG*(r) VreRy,
de donde

U*(r,0) = G*(r) VreR,.

También tenemos
Ur(r,0)=H"(r) = rU"(r,0)=rH"(r) VreRs,

de donde
U%(r,0) = H%(r) Vr e Ry.

Por dltimo, notar que

U(0,t) =0 Vi e [0,400].

Por lo tanto, U” resuelve el siguiente problema:

U —U2 =0 enRyx]0,+o0]

U* =G sobre Ry x {0}
UF = H* sobre R, x {0}

U*=0  sobre{0}x]0,+o0].

(6.16)

A continuacién aplicamos la férmula (6.10) al problema (6.16) y parar —t < 0y r > 0 obtenemos

0 (r, ) = %(GI(T ) - G- n) + ;/_Z a7 (s) ds.
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Como u(z,t) = lim U®(r,t), se sigue que:

r—0+
u(z,t) = lim o t)
r—0+ r
T a1 t+r
= lim (G (r+t) = GHt=r) —|—i Hx(s)ds>
r—0+ 2r 2r
= GZ(t) + H*(1).
Luego,
0 1 / 1
x,t — —i—— hy dS(y), (6.17)
ot = ( #0850 55 [ 0t
pero
b / g(y) dS(y) = — / g(@ +t2)dS(2),
47t? OB(x,t) 4 0B(0,1)
de donde
1o} 1 / o t /
— | — dsS x+tz)dS(z
(%(47# 6B(x7t)g(y) (y)> at< s 1)g( ) dS( ))
1
=— g(x +tz)dS(z) + t/ Vg(x +tz) - zdS(z)
4 JaB(0,1) 4 JaB(0,1)

1 / 1
=— dSy+/ Vg(y) - (y —x)dS(y).
1272 oy P00+ [ Vo) -0 as)

Por lo tanto, tomando en cuenta (6.17), obtenemos

uwt) = [ (thy) +g(u) + Vo) - (v~ 2)) dS(w). (6.18)

Amt? JoB(a.t)

La férmula (6.18) es conocida como formula de Kirchhoff para la solucién de (6.11) en dimensién 3.

TEOREMA 6.2.1 (Solucién de la ecuacion de ondas N = 3) Sean g € C3(R3) y h € C%(R?), y sea
u dada por la férmula de Kirchhoff (6.18). Entonces,

i) u € C?(R3 x [0, +00])

2

i) Cg))z Au =0 en R*x]0, +oo]

iii)  lim wu(z,t) = g(x) paracadaz € R?
(z,t)—(x,0)

iv)  lim @(z t) = h(z) paracadazr € R?
(z)—=(z0) Ot 7 P - '
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6.2.3. Solucién para N = 2. La férmula de Poisson.

Sea r € R? fijo y sea u € C?(R? x [0,+oc[) una solucién de (6.11) con N = 2. Pongamos
u(z1, 2, x3,t) = u(z1, x2,t). Entonces u resuelve el problema

d*u _
@—AUZO en IRSX]O,+OO[
u=g sobreR? x {0} (6.19)
?;Z =h sobre R? x {0},

con g(z1, xe, x3) := g(1, 22), h(21, T2, 23) 1= h(z1, 22).
Si escribimos = = (z1,72) € R?2y Z = (1, 72,0) € R3, entonces (6.19) y la férmula de Kirchhoff
en la forma (6.17) implican que:

u(z,t) = u(z,t)
e o 1 o (6.20)
= o (i [, 30050+ [ ) as)

donde dS denota la medida o elemento de superficie sobre dB(z, t).

Notemos que

_ t
[ swasw=2] gy
0B(a,t) B(x,t) V2 — |z —yl

En efecto,
8B(:f,t) = {y € ]Rg : (yl - I1)2 + (y2 - $2)2 + y?2) = tQ}/

de donde

:t\/tQ y1 —xl 2 (yg—afg)Q.
Parametrizamos el hemisferio superior en coordenadas rectangulares:

D . B((ﬂj‘l,l‘Q),t) — R?

(y1,92) — @(y1,92) = (yl —x1,Y2 — T2, V12— (y1 — 21)% — (y2 — IE2)2)

y obtenemos

. o —(y1 — =) —(y2 — 2)
n(y1,y2)—><—<170> 2 —|( >X<0’1’ (2 —|( >

Oy1 Oy2 x1,22) — (y1,y2)[2)1/? x1,x2) — (y1,y2)[)1/?
P k
(yl - 96‘1)
1 0
= V(2 = [(x1,22) — (y1,52)[?)
0 —(y2 — z2)
V(2 = [(21,22) — (y1,42) %)

(31— 2192 = 20, VP~ [Cwn,2) — (1))
V2= (z1,22) = (y1,92)[? .
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Asi,

0= s gl

\/(t2 |(l'1,112) — (y, 12)[?) dyi dyo
t

dy Y
(12— o —y2)"/”

= (y1,y2) visto como elemento de R?.

De esta forma,

_ t
, a1, 0) 85(0) = | 91, ) dy dys.
/BB«m,om B((z1.22).0) (12 = (21,22) — (1, w2)2)

Por lo tanto, dado que se trata de dos hemisferios, obtenemos

t

gwdsw=2] W ay (621)
/8B(:f,t) Bat) (12— |z —y2)"?
Entonces se sigue desde (6.20) y (6.21) que
d(1 9(y) > 1 h(y)
u(w,t) = </ dy | + / dy 6.22
N2 () (12 — |z — y!2)1/2 2 J Bty (82 — |z — y]2)1/2 (6.22)

pero,

/ 9(y) - dy:t/ g(a:+tz1)/2 "
Bat) (82 — |z — y|?) B(0,1) (1—|2]?)

que implica que

8<1/ 9(y) - dy> _ 1(/ 9(x+tzl)/2 dZH/ Vg(x+tz)1/-2,z dZ)
O\ 27 JB(a) (t2 — |z — y|2) 27\ JB(0,1) (1 _ ’2‘2) B(0,1) (1 _ |z|2)

_ 1 9(y)
27t B(zt) (t2 _ ‘y _ .73‘2)1/2
N Vg(y) - (y — =)
27t 2 2\1/2
B(z,t (t — |y — = )

Por lo tanto,

u(z,t) =

1 9(y) + Vg(y) - (y — x) + th(y)

La férmula (6.23) es conocida como férmula de Poisson para la solucién de (6.11) en dimensién 2.
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TEOREMA 6.2.2 (Solucién de la ecuacién de ondas, N = 2) Sean g€ C3(R?) y he C*(R?), y sea u
dada por la férmula de Poisson (6.2.2). Entonces,

i) u € C?*(R2 x [0, +00])

.. 0% 9

if) 2 —Au=0 enR*x]0, +o0]

iii)  lim wu(z,t) = g(x) paracadaz € R?
(2,t)—=(,0)

iv) (z,t)lgl(lx,()) ?;:(z, t) = h(x) paracadaz € R2.

OBSERVACION 6.2.2 Resolver primero para N = 3y luego N = 2 se enmarca dentro del conocido método
descendente de Hadamard, el cual consiste en ver la solucion del problema (6.11) en dimension 2 como una
solucion independiente en la tercera coordenada de la solucién del problema (6.11) en dimension 3.

6.2.4. Solucién para N impar, N > 3.

En esta subseccién resolvemos la ecuacion diferencial parcial de Euler-Poisson-Darboux para
N > 3, N impar. Pongamos
N=2k+1 conkel,

yseau € CH1(RN x [0, +oo[ ) una solucién del problema de valores iniciales

0%u N
W—AUZO en]R, X]O,+OO[
u=g sobre RN x {0}
(21: =h sobre RV x {0}.

Sea € RY. Extendemos la notacién introducida en secciones previas, relacionadas con U¥, la
solucién del problema (6.15), que por Lema 6.2.1 pertenece a C*+! (EN x [0, +o0] ). Ponemos

0%(r, 1) = <i;>k_l(r2k_1Ux(r, )
G (r) = <18)k_1<r2k_1Gx(r)) (6.24)

ror

| 0= (i;>k1<r2k1Hz(r)).

Uw(r, 0) = C;“(r)

Entonces

3 A (6.25)
0 (r,0) = H*(r).
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LEMA 6.2.2 Sea z € RY. La funcién U? resuelve la ecuacion de ondas unidimensional. M4s atn,
U? es solucién del problema

U —U2 =0 en Ryx]0,+oo|
U®=G* sobre Ry x {0}
Ug” — H* sobre R4 x {0}

U*=0  sobre {0}x]0,+o0].

Demostracién. Notar que por Lema A.14.3 parte i), uno tiene

(28 ) - (2 e

1oON*"Y10\/ o0
—<rar) (a) (*07)
_ 10 i 1 2%k 2k71U:L" 2kUz
=(rar) (Gl turstur)
10 it 2k—1 T 2k T
=<rar> ( (UrrﬂUr))
_ (L2 ((2en vz 4+ X1y N=2k+1
=\ o r (Tr-|— " r) pues N = 2k +
19\F! -
- <a> (i)
= UZ.

+
o~

Notar también que para r > 0 uno tiene

U (r,0) = G*(r) = <i8‘i>k_1 (r2k_1U$(r,0)>:<i£>k_l (10 )

= U%(r,0) = G%(r)

Uf(r,0) = H*(r) = (iaar)k_l (T‘%_IUf(r, 0)) = <i;>k_l (T2k_1Hz(T‘)>
= UF(r,0) = H*(r).
Por dltimo, para ¢t > 0 tenemos
a LN o, g @ .
U*(r,t) = <7“87"> (r# = U (r, 1)) :jzoﬁj Pt %U (r,t) por Lema A.14.3 parte ii)

para ciertas constantes 3 ]"C independientes de U”. Asi,

U%(0,6)=0. M

199  Esta version puede contener errores



CAPITULO 6. LA ECUACION DE ONDAS [BORRADOR] Salomén Alarcén Araneda

El Lema 6.2.2 junto a (6.25) y (6.10) implican que si — ¢t < 0, » > 0, entonces

t+r

0% (1) = %(éx(r )= G (it — 7«)) += [ H*y)dy VreR,Vt>0. (6.26)

2 t—r

Recordemos ahora que

u(x,t) = 7ll_r)r(l) U*(r,t).

Por otro lado, el Lema A.14.3 parte ii) asegura que

U2 (r,t) = (i;) (r#* U (r,1))

oIU*”
_ k., .j+1
- BJ T 8 ] (T, t)
j=0
Luego,
k=1 ok
U*(r,t i
1 (:’ ) m g —Jkrj U?*(r,t)
=0 Bgr r—0 = Bs orJ
= lim U*(r, t)
r—0
= u(x,t)

Por lo tanto, por (6.26) tenemos

1, Go(t+71r)—G*(t—r e
u(x,wzﬁgpgé( ) G )+2T”H<y>dy)
1 .
Gr(t)+ H” )
Bo( )+ (t)>

Luego, desde (6.26) y Lema A.14.3 parte ii)

wa,t) = 7N6t<(t8t> <Nw1vt aB(wt)gdS>>
118\ 2 [ 1
L1(1e hdS
o (t 8t> <NwN7f /BB(:c,t) )

donde N esimpary yy =1-3-5-...- (N —2).

(6.27)

OBSERVACION 6.2.3 Para N = 3 la ecuacion (6.27) corresponde a la formula de Kirchhoff.
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TEOREMA 6.2.3 (Solucion de la ecuacién de ondas en dimensién impar) Sea N € N, N > 3 e
impar, sean g € C**1(RY), h € CK(RY), para k = Y- y sea u dada por (6.27). Entonces,
i) u€ C*RYN x [0, +o0[)

2
if) 88;; — Au=0 en RYx]0, +oo]

iiiy lim wu(z,t) = g(x) paracadaz € RY
(z,6)—(z,0)

iv)  lim (2,t) = h(x) paracadaz € RY.

au
(z,t)—(z,0) Ot
6.2.5. Solucién para N par, N > 4

Sea N >4, N par y sea u € C¥(RY x [0, 4+0c0]) una solucién de (6.11), donde estamos conside-
rando k = % Como en el caso N = 2, ponemos

w(xy,...,xN+1,t) = u(xy, ..., TN, )
g(z1,...,eNy1) =9g(z1,...,TN) (6.28)
fL(.ﬁCl, e 7$N—|—1) = h($, e ,xN).

Entonces tenemos que  satisface:

uy — Au=0 en RN+1x ]0, —|—OO[
=g sobre RVt x {0} (6.29)
iy = h sobre RV*1 x {0},
donde y = (z1,22,...,2N,ZN+1) = (T, ZN+1); cON T = (T1,...,ZTN).

Como N + 1 es impar, podemos emplear la férmula (6.27) (con N + 1 reemplazando a N)
para asegurar una férmula de representacién para @ en términos de g y h. Entonces, a raiz de
(6.28) y (6.29) obtenemos una férmula de u en términos de g y h. Este es nuevamente el método
descendente. Poniendo

w=2-4-6-...-(N—2)-N,

N—-2
_tof(raNT 1 9(v)
D=2 ((t at> <WN /B(x,t) @ —Jo— g2

N-2
1 /10\ 2 (1 h(y) )
+— (<5 — dy ).
fYN(tat) <wN /B@,@ (2 — o —y2)12 Y

OBSERVACION 6.2.4 Para N = 2 la ecuacion (6.30) corresponde a la férmula de Poisson.

obtenemos:

(6.30)
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TEOREMA 6.2.4 (Solucién de la ecuacion de ondas en dimensién par) Sea N € IN, N > 2y par,
sean g € CKtH(RN), h € C*(RY) para k = %2 y sea u dada por (6.30). Entonces,

i) ue C?(RYN x [0,400[)
o
ot?

i1 lim wu(z,t) = g(x) paracadaz € RN
)(Z,t)ﬁ(w) (2,t) =g(z) p

if) —Au=0 en RYx]0,+o0]

iv) (Z,t)h;ﬂ(l%o) g?(z, t) = h(z) paracadaz € RV.

OBSERVACION 6.2.5
» A diferencia del caso N impar, en (6.30) se integra sobre B(z,t) y no sobre 0B(z,t).

 Si N espar, N > 3, los valores de las funciones g y h en un punto dado = € RY afectan a la solucion
u sélo sobre la frontera {(y,t) : |zt —y| =t A t > 0} del cono {(y,t) : |z —y| <t A t>0}.

» Si N es impar, N > 3, los valores de las funciones g y h en un punto dado x € RN afectan a la
solucién u en todo el cono {(y,t) : |z —y| <t A t >0}

» Las observaciones arriba indican que una perturbacion que se origina en un punto x, se propaga a
lo largo de un frente de ondas sostenido en dimensiones impares, pero en dimensiones pares el frente
contintia teniendo efectos incluso después de que el borde delantero del frente de ondas pasa. Una ley
de la fisica como esta es conocida como el principio de Huygens.

6.3. El problema no homogéneo

Ahora tratamos el problema de valores iniciales para la ecuacién de ondas no homogénea

0%u
W — AU = f en IR,NX ]0,+OO[
u=0 sobre RV x {0} (6.31)
ou

Ju _ N
2 0 sobre R x {0}.

Motivados por el principio de Duhamel, definimos u = u(z, t; s) como la solucién de

0%u N
@(.;s)_Au(-;s)zo en R X |s, 4+o00[
u(-;8) =0 sobre RV x {s} (6.32)
ou

—(;8) = f(;s) sobre RN x {s}.
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Ahora ponemos
t
u(z,t) :/ u(z, t;s)ds V(z,t) € RY x [0, +o0]. (6.33)
0

El principio de Duhamel asegura que ésta es una solucién de (6.31).

TEOREMA 6.3.1 (Solucion de la ecuacién de ondas no homogénea) Sea N € IN, N > 2, sea
N

fecC [?}H (]R,N x [0, +:>CD y sea u dada por (6.33). Entonces,
i) u€ CQ(RN x [0, 400[)

. 0% ~

ii) X —Au=f en RV x]0,400]

iii lim  w(z,t) =0 paracadaxz € RN
) (z,t)—(z,0) ( ) ) p

Ou (2,t) = 0 paracadaz € RY.

JU
. i Ou
i0) (z,t);ngsr,o) ot

6.4. Problemas propuestos

1. Sea v € C%(R? x [0, +00[) una solucién del problema

62
a—t;)—Av:O en R3x ]0, +o0]
v=g sobreR3x {t =0}
?;t) =h sobre R? x {t =0},

donde g, h € C2°(R?). Muestra que existe una constante C' > 0 tal que
1
lv(z,t)] < CE V(z,t) € R3x 0, +o0[.

2. Sea a € R una constante dada y sea v € R, k # 0. Sea x = (z1,22,...,2N) € RN y sea
7' = (x,2n41) € RNTL Denota por Ay al operador Laplaciano con respecto a las N primeras

variables de ' € RV *1, y sea A1 el operador Laplaciano con respecto a las N + 1 variables
dez’ € RVt

a) Seau € C?>(RN x R) una solucién de la ecuacién

&u 2 2 N
w—/iANu—}—au:O en R x R.

Muestra que para cualquier par de constantes A, B € R, la funcién
, a a
v(x't) == (A cos (— xN+1> + B sen (— xN+1>> u(z,t)
K K
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resuelve la ecuacién

0%

2 KEAN 10 =0 en RV*! x R. (6.34)

b) Seau € C%(RYN x R) una solucién de la ecuacién

&u 2 2 N
ﬁ—mANu—auzo en R x R.

Muestra que para cualquier par de constantes A, B € R, la funcién

(%

v(z',t) == (A cosh (— xN+1) + B sinh (g $N+1)) u(x,t)

K K
también resuelve la ecuacion (6.34).

c) Usaa) y b) junto al método descendente para resolver el problema de Cauchy

&*u 2 2 2

ﬁ—mAguj:)\u:() en R x R
u=g sobreR? x {0}
ou

ok h sobre R? x {0},

donde A € R es una constante dada, g € C3(R?) y h € C?(R?).

3. Transforma el problema

Upt — Ugy =0 en R*x )0, +o0|
0 sobre [0, 1[x{0}U]2, +00[x{0}

‘T { (2—z)(x—1) sobre[l,2] x {0}

u =0 sobre R x {0},

en otro problema definido en el espacio total R. Encuentra los tiempos ¢ tales que u(3,t) # 0.

Encuentra el valor extremo de u(z, 10) para z € R.

4. Considera la ecuacién general del Telégrafo
Ut — gy + (a4 b)ug +abu=0 enR x R.
Usando el cambio de variables
e%(a"'b)tu(:n,t) =v(y, 2)
cony =z +cty z =z — ct, transforma la ecuacién en una mas simple.
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Capitulo 7

Ecuaciones lineales elipticas de segundo orden

A 1o largo de este capitulo consideramos la siguiente definicién.

DEFINICION 7.0.1 Sea {2 un subconjunto abierto de R”, sea u una funcién dos veces derivable en
1y consideremos el operador lineal

N N 524 N 5y,
L(u) = — zzamiaxjawL aF Zalal' aF ap u,
j=1 1i=1 i=1
donde a;;,i,j = 1,2,...,Nya; 1 =0,1,2,..., N son funciones coeficientes dadas, definidas en

), con
a’lj:a’]l vi’j:1727...,N.

Decimos que el operador L es:

= eliptico en un punto x € Q si la matriz (a;;(z)) es definida positiva; es decir, existen A\(z) y
A(z) tales que

N N
0 < A@)El* <Y ) ai(@)&€; < A@)IE® v € RV \ {0}

7j=11i=1

= uniformemente eliptico en (2 si existen constantes A > 0y A > 0 tales que

N N
MNP <Y 0D aij(@)&g; < AP vEe RV {0},

j=1 i=1

para casi toda = € 2.

7.1. Los principios del maximo

En esta seccion estudiaremos los principios de méximo para ecuaciones lineales elipticas de

segundo orden donde el operador a considerar serd el que hemos definido en la Definicién 7.0.1.
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Dado 2, un subconjunto de R”, estudiaremos los principios del maximo para las soluciones u
de la ecuacién
L(u)=0 enq,

asi como también para las subsoluciones de tal ecuacién, a saber, funciones u que satisfacen la
desigualdad
L(u) <0enf,

y para las supersoluciones de tal ecuacién, a saber, funciones u que satisfacen la desigualdad
L(u) > 0en (.

Es importante mencionar que los métodos que usaremos para probar los principios del méximo se
basan en el hecho que si u € C?(12), alcanza su maximo sobre zy € (2, entonces se debe verificar
que

Vu(zg) =0

y que
D?u(z) es definida no positiva.

7.1.1. Principio débil del mdximo

El principio débil del maximo afirma que subsoluciones de una ecuacion diferencial uniforme-
mente eliptica en (2 con coeficiente de orden cero no negativo (esto es, ap > 0 en la definicién de
L), alcanzan su méximo no negativo sobre la frontera (2.

TEOREMA 7.1.1 (Principio débil del maximo (del minimo)) Sea () un subconjunto abierto y
acotado de R”, sea L un operador uniformemente eliptico en 2, como en la Definicién 7.0.1,

y sea u € C%(Q) N C(Q) una subsolucién (supersolucion) de la ecuacion L(u) = 0 en €.

i) Siadicionalmente asumimos que ag = 0 en §2, entonces

MAax 1 = Max u ( min v = min u) .

i) Si adicionalmente asumimos que en la definicién de L, ap > 0 en 2, entonces

maxu = maxu’ <m'n u = min 1f).
Q By Q o0

Demostracién.
i) Seau € C?(f2) N C() una subsolucién de la ecuacién L(u) = 0 en (2, entonces

L(u) <0 enf.
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Ademés, es claro que u € C(Q) implica que existen méxg u y méxgq u; y que estos valores
verifican la desigualdad

MAax u > maxu.
Q 89

Resta probar que

maxu < maxu.
Q 89

Realizaremos esto en dos etapas.

1°) Asumamos que L(u) < 0 en Q. Procederemos argumentando por contradicciéon. Supon-
gamos que u alcanza su méximo en z( € 2. Entonces

Vu(zg) =0

y la matriz D?u(z) resulta definida no positiva.
Por otro lado, como A = (a;;(xo)) es una matriz simétrica y definida positiva, entonces
existe una matriz ortogonal B = (b;;) de manera que

B ABT = diag(dy,da, . ..,dy) (7.1)
cond; >0,i=1,2,...,N,y
BB =1.
Ahora, si ponemos y = y(z) = xg + B(x — 1), entonces x — v = BT (y — x). De esta
forma,
N
ou ou )
@) =Y o @) b Vi=1.2,N,
% =1 Yk
Y N N
0u 0u
= bi bej Vi,j=1,2,...,N.

Por lo tanto, como y(xg) = xo, desde (7.1) obtenemos

ZZGU (o) a (91: ZZZZGU (wo0) (370) b bej

7j=11i=1 7j=11=1 ¢=1 k=1

0%u
- Z d; 9 53 (0)
i=1 Yi
<0,
pues d; > 0 para todoi = 1,2,..., N,y como D?u(x) es definida no positiva, entonces
%(mo) <0Oparatodoi=1,2,...,N.Finalmente, en o hemos obtenido

2 N

N
- Z Z YT ;0 O0x;0x; ; 69[;Z

7j=11i=1
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pues Vu(xg) = 0 implica que (xo) = 0 para todo i = 1,2,..., N, pero esto es una
contradiccién con el hecho que L( ) < 0 en 2. La contradiccién viene de suponer que el
punto donde u alcanza el maximo esta en el interior de 2. Por lo tanto el punto donde
u alcanza el méximo debe estar sobre la frontera 052.

2°) Asumamos ahora que L(u) < 0. Para cada ¢ > 0 ponemos
ve () == u(x) + € ¥ x €,

con § > 0 a ser fijado posteriormente, y donde = = (z1,22,...,2xN). Recordemos que
por definicion de los a;; y de la linealidad de L obtenemos

L(ve) = L(u) + eL(e™).
Ahora, usando la condicién de uniformidad eliptica de L, se sigue que
ai;>A en€, Vi=12,..., N.
Luego, si 6 > 0 es escogido suficientemente grande, obtenemos

L(ve) = L(u) + eL(e1)
< gef (—92a11 + 9@1)
< gef (—92a11 + 9a1)

< 0.

Entonces, de acuerdo a lo probado en 1°), obtenemos
mﬁéx Ve = I%%X Ve.
Pasando al limite cuando ¢ — 0, concluimos que
max u = maxu.
Q 0
if) Sea u una subsolucién y seald = {z € Q : u(x) > 0}. Entonces
L(u) —apu < —apu <0 enU.
De esta forma, si ponemos T'(u) := L(u) — agu, es facil ver que

N
Z Z Y D0 8:0]8332 * ; az

Jj=11i=1

Luego,
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o sild # @y 0NN OU # &, desde la parte i) de este Teorema, obtenemos

MAX u = MaxXu = maxu = maxu™.

Q u ou o0

o sid #yIQ2NOU = &, entoncesu > 0enUd yu < 0enQ\ U,y asi,

maxu > 0 = maxu,
7 au

que es una contradiccion con la parte i), por lo que este caso no se puede dar.

e sild{ = &, entonces u < 0 en todo €2, y asi,

méxu < 0=mixu". N
Q a0

7.1.2. El Lema de Hopf

El Lema de Hopf presentado a continuacién, es una de las herramientas fundamentales en
el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas, sobre todo en la demostracion de
principios fuertes del méximo.

LEMA 7.1.1 (Lema de Hopf) Sea (2 un subconjunto abierto de R" y sea 7 € 952 tal que 2 satisface
la condicién de esfera interior en z. Sea L un operador uniformemente eliptico en €2, como en la

Definicion 7.0.1, y sea u € C?(2) N C'(Q) una subsolucién de la ecuacion L(u) = 0 en €2 tal que
u(z) > u(z) Vz € Q. (7.2)
Asuma ademads que se cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:
i) En la definicion de L, ag = 0 en ).
if) En la definicion de L, ag > 0 en £, y u(z) > 0.

Entonces
ou

on
donde n denota el vector normal exterior unitario a 2 en Z.

(z) >0,

Demostracién. Asumamos que ap > 0. Como (2 satisface la condiciéon de esfera interior en €2,
podemos asumir que existe zg € 2y R > 0 tal que B(zo,R) C Qy 0B(x9,R) N 02 = Z. Por
simplicidad, asumiremos que z¢ = 0. Luego, para § > 0 a ser definido posteriormente, definimos

v(z) = e Ol _ =0’ gy ¢ B(zg, R).
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Entonces
N N
9%u ou
=— Gijr—a— Y ai=— +agu
lel K 8xj8xi Zl Zf):ci 0
j=11i= i=
2 N N 2 N 2 2
e~ 0l Z Z a; 462xixj +266;5) — e 0l Z 2a;0x; 4+ ag (e*mm| — R >
j=11i=1 i=1
< e Ol ( 462|2* + 260 Z aii + 26a|z| + a0>
i=1
donde a = (a1, ag, . ..,an). Consideremos ahora el anillo

R
A:{xeB(O R): <]:c|<R}
Entonces, para 6 > 0 escogido suficientemente grande, uno tiene que
, N
L(v) < ¢l ( —40%|2)* + 20 a;; + 20]al|z| + a(]) <0 enA. (7.3)

=1

Ahora, para ¢ > 0 definimos la funcién
ve(x) == u(x) +ev(z) —u(z) Ve A
Como L(u) < 0en (2, desde (7.3) y la definicién del operador L se sigue, ya sea bajo las condiciéon
i) o la condicién ii), que
L(ps) < —apu(z) <0 en A (7.4)
Por otro lado, como v = 0 sobre 0B(0, R), desde (7.2) se verifica que
ve =u(z) +ev(z) —u(@) <0 VredB(0,R).

Ademas, también desde (7.2), si escogemos ¢ > 0 suficientemente pequefio, tenemos que
R
ve(z) = u(z) + ev(z) —u(z) <0 Vo€ 0B (0, 2) .
Por lo tanto, para ¢ > 0 suficientemente pequefio tenemos que

we <0 sobredA. (7.5)

Tomando en cuenta (7.4) y (7.5), desde el Teorema 7.1.1 del principio débil del maximo concluimos
que

pe <0 enA
Ahora, como ¢.(Z) =0, conz € 92N IB(0, R) N DA, se sigue que
0. ou , ov ,_
- Z(z) >
P (1) = S (@) + e g (@) 2 0
De aqui,
@(a’;) —5@(3’:) =eVou(z) - 22ere™ >0. W
on on""’
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7.1.3. El principio fuerte del maximo

El principio fuerte del maximo establece que si una subsolucién de una ecuacién diferencial
uniformemente eliptica en 2 con término de orden cero no negativo, alcanza su maximo en el
interior de 2, entonces ella debe ser constante en todo 2. Por lo tanto, subsoluciones de una tal
ecuacion diferencial que no sean iguales a una constante, sélo pueden alcanzar su maximo sobre
la frontera 0f).

TEOREMA 7.1.2 (El principio fuerte del maximo (del minimo)) Sea (2 un subconjunto abierto y
conexo de RY con interior no vacio, sea L un operador uniformemente eliptico en (2, como en la
Definicion 7.0.1, y sea u € C?(2) NC(Q) una subsolucién (supersolucién) de la ecuacién L(u) = 0

en (2. Asuma ademads que se cumple una y s6lo una de las siguientes afirmaciones:
i)  es acotado; en la definicién de L, ap = 0 en ; y u alcanza su maximo (minimo) en €.

if) Enla definicién de L, ap > 0 en §2; y w alcanza un maximo no negativo (minimo no positivo)

en ).

Entonces

1 es constante en ).

Demostracién. Como (2 es conexo, sabemos que la tinica particién por abiertos en (2 es la trivial,
esto es, los tnicos subconjuntos abiertos y cerrados en la topologia relativa a {2 son 2 y @. De esta

forma, si consideramos el conjunto
Qg ={r€Q:uzx) =K},

donde K = supg, u serd suficiente probar que {2 es no vacio, abierto y cerrado para la topologia
inducida por €.

Por hipétesis, de inmediato tenemos que Qi # @. Por otro lado, por definicién de Q y por
continuidad de u en (2, tenemos que (i es cerrado en ).

Supongamos que §2x no es abierto en (2, entonces, por continuidad de u en 2, v # K en una
regién abierta contenida en 2. Pongamos

U={reQ: ulx) < K}.

Es claro que, sin pérdida de generalidad podemos suponer que U # &. Ademads, U es abiertoen 2y
podemos escoger un punto z € U tal que dist(z, Qx) < dist(z,02) =: R. Sea ahora B(z, R) la bola
centrada en z de radio R y consideremos = € Q tal que z € 0B(z, R). Se sigue que B(z, R) C U,
por lo que claramente U/ satisface la condiciéon de bola interior en z. Luego, por el Lema 7.1.1 de
Hopf, bajo el supuesto i), obtenemos que 9%(z) > 0, que en particular conduce a Vu(z) # 0. Pero
esto es una contradiccién pues el maximo de u se alcanza en €2, por lo que = € (), y se debe verificar
que Vu(z) =0. W
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7.1.4. La desigualdad de Harnack

La desigualdad de Harnack establece que los valores de una solucién al interior de una subre-
gion, lejos de la frontera, contenida en el conjunto abierto sobre el cual estd definida la ecuacién

diferencial, son comparables entre si.

TEOREMA 7.1.3 (La desigualdad de Harnack) Sea (2 un subconjunto abierto de R”, sea L un
operador uniformemente eliptico en €2, como en la Definicién 7.0.1, y sea u € C?($2) una solucién
de la ecuacién L(u) = 0 en . Entonces, para cada subconjunto 2y abierto, conexo y acotado €2
con interior no vacio, existe una constante C' = Cy o,.0.1 > 0 tal que

supu < C'inf u.
0 Qo

En particular,

1
au(y) <u(z) < Culy) VYz,y € Q.
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Apéndice A

Algunos teoremas de interés

A.1. El Teorema de Hahn-Banach y sus consecuencias

DEFINICION A.1.1 Sea X un espacio vectorial real y sea p : X — R una funcién. Decimos que p es
sublineal si p verifica

i) p(tx) =tp(x) paratodaz e X yparatodat >0

it) p(xr +y) < p(zx) +p(y) paratodaz,yec X.O

TEOREMA A.1.1 (Teorema de Hahn-Banach) Sea X un espacio vectorial normado, sea p : X — R una
funcién sublineal, y sea Y un subespacio vectorial de X. Si g : Y — R es un funcional lineal tal que
g(x) < p(z) para toda x € Y, entonces existe un funcional lineal f : X — R que extiende a g (es decir
fiy = 9), y tal que f(x) < p(z) para toda v € X. O

DEFINICION A.1.2 Sea X un espacio vectorial normado. Llamamos espacio dual topoldgico al espacio
L(X,R), donde L(X, R) representa el espacio de todos los funcionales lineales continuos de X en
R. Este espacio se denota por X* y se le asocia la norma

[fllx-= sup [|f(z)] VfeX* O
re X
lzllx <1

NOTACION A.1.1 Sea f € X*yseax € X.Es usual escribir (f, z) en vez de f(z). Ademads, es usual
decir que (-, -) es el producto escalar para la dualidad X*, X. O

COROLARIO A.1.1 Sea X un espacio vectorial normado, sea Y un subespacio vectorial normado de X, y
sea g : Y — R un funcional lineal continuo. Entonces existe f € X*, el espacio dual del espacio X, que
extiende a g (es decir f,, = g), y tal que

[fllx==sup |g(y)| = llglly~. O
yey
lylly <1
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COROLARIO A.1.2 Sea X un espacio vectorial normado, y sea Y un subespacio vectorial normado de X tal
que Y #+ X. Entonces existe f € X*, el espacio dual del espacio X, f # 0, tal que

flz)=0 VeeY. O

A.2. Topologias débiles
DEFINICION A.2.1 Para cada f € X*, consideremos el funcional lineal ¢ : X — R definido por
z = ¢p(x) = (f,x)

y consideremos la familia {¢¢}rcx+. Llamamos topologia débil o(X, X*) sobre X a la topologia
menos fina definida sobre X que hace continuas a todas las aplicaciones ¢ . O

OBSERVACION A.2.1 Como la topologia débil o(X, X*) es menos fina que la topologia fuerte definida por
la norma || - || x, entonces tiene menos abiertos y menos cerrados. O

TEOREMA A.2.1 Sea (x,) una sucesion de elementos en X. Entonces
i) x, — x débilmente en o (X, X*) si y sélo si

(f,n) — (fiz)  VfeX™

ii) Si x, — x fuertemente, entonces

xy, — x débilmente en o (X, X™).

iii) Six, — x débilmente en o (X, X*), entonces la sucesion {||x,,| x } es acotada y verifica que

lz||x < lminf ||z, x.

iv) Si x, — x débilmente en o(X, X*) y si f, — [ fuertemente en X* (es decir, || fp, — f|x+ — 0),
entonces

<fn7$n> - <f,£U> .

DEFINICION A.2.2 Sea X un espacio vectorial normado y sea X* su dual topolégico. Llamamos
espacio bidual topoldgico de X al espacio dual topologico de X*. Este espacio se denota por X** y se

le asocia la norma

[€llx~= sup [ )] VEeX™. O
fex*
If <t
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DEFINICION A.2.3 Para cada z € X, consideremos el funcional lineal ¢, : X* — R definido por

[ 0a(f) = (f2)

y consideremos la familia {¢, },cx. Llamamos topologia débil—x o(X*, X)) sobre X* a la topologia
menos fina definida sobre X™* que hace continuas a todas las aplicaciones ¢,. O

OBSERVACION A.2.2 La topologia débil—x o(X*, X) es menos fina que la topologia fuerte definida por la
norma || - || x«, entonces tiene menos abiertos y menos cerrados. O

TEOREMA A.2.2 Sea (fy,) una sucesion de elementos en X*. Entonces
i) fo = f débilmente—x en o(X*, X) si y solo si

(fn,x) = (f,x) VreX.

ii) Si f, — f fuertemente, entonces
fn — [ débilmente en o(X*, X*™).
Si f, — f débilmente en o(X™*, X**), entonces

fu = f débilmente-x en o(X*, X).

iii) Si f, = f débilmente— en o(X*, X), entonces la sucesion {|| f,||x~} es acotada y verifica que
I fllx+ < Mminf || fp,]| x-

iv) Si f, = f débilmente— en o(X*, X) y si x, — x fuertemente en X (es decir, ||z, — z||x — 0),
entonces

(s 2n) = (f,2). O
TEOREMA A.2.3 (Banach—Alaoglu-Bourbaki) La bola cerrada unitaria
Bx» ={f e X*: ||flx- <1}
es compacta en la topologia débil— o(X*, X). O

OBSERVACION A.2.3 La importancia de las topologias débiles es la siguiente: una topologia menos fina tie-
ne mds conjuntos compactos. Por ejemplo, la bola cerrada unitaria Bx~ nunca es compacta para la topologia
fuerte salvo que dim(X') < oo, pero siempre es compacta para la topologia débil—. Conocer el papel bdsico
que juegan los conjuntos compactos, por ejemplo en los mecanismos de existencia tales como los procesos de
minimizacion, facilita la comprension de la importancia de la topologia débil—. O
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A.3. Espacios reflexivos y separables

DEFINICION A.3.1 Se define la inyeccién canénica topologica J : X — X** de la siguiente forma:
para cada x € X, el funcional Jx : X* — R definido por

[ (J2)(f) = (f,2)
es lineal continuo. Es decir, Jz es un elemento de X**, verificindose que
(Jx, f) = (f,x) VfeX*. O
OBSERVACION A.3.1 La inyeccion canénica J es una isometria, es decir
|Jz||x = ||=| x Ve e X
y, por consiguiente, también es una aplicacién inyectiva. O

DEFINICION A.3.2 Sea X un espacio normado. Decimos que X es reflexivo si J[X] = X**; es decir,
J es un isomorfismo isométrico entre los espacios normados X y X**. O

TEOREMA A.3.1 (Kakutani) Sea X un espacio Banach. Entonces, X es reflexivo si y sélo si la bola cerrada
unitaria

BX:{ZL'EX:||.T||X§1}

es compacta en la topologia débil o(X, X*). O

TEOREMA A.3.2 Si X es un espacio Banach reflexivo, entonces cada sucesion {x,, } acotada en X posee una
subsucesion {x,, } que converge en la topologia débil (X, X*). O

TEOREMA A.3.3 (Eberlein-Smulian) Si X es un espacio Banach tal que cada sucesion {x,} acotada en
X posee una subsucesion {x,, } que converge en la topologia débil o (X, X*), entonces X es reflexivo. O

PROPOSICION A.3.1 Sea X un espacio Banach.
i) Si X es reflexivo y M es un subespacio vectorial cerrado de X, entonces M es reflexivo.
ii) X es reflexivo si y sélo si X* es reflexivo.

iii) Si X es reflexivo y K es acotado, cerrado y convexo en X, entonces K es compacto en la topologia
o(X,X*).O

DEFINICION A.3.3 Sea X un espacio métrico. Decimos que X es separable si posee un subconjunto
denso y numerable. O
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TEOREMA A.3.4 Sea X un espacio métrico separable y sea M un subconjunto de X. Entonces M también
es separable. O

TEOREMA A.3.5 Sea X un espacio Banach tal que X* es separable. Entonces X es separable. O

TEOREMA A.3.6 Sea X un espacio Banach. Entonces, X es reflexivo y separable si y s6lo si X* es reflexivo
Yy separable. O

TEOREMA A.3.7 Sea X un espacio Banach. Entonces X* es separable si y sélo si la bola cerrada unitaria
By es metrizable para la topologia débil o(X, X*). O

TEOREMA A.3.8 Sea X un espacio Banach. Entonces X es separable si y solo si la bola cerrada unitaria
Bx« es metrizable para la topologia débil— o(X*, X). O

TEOREMA A.3.9 Sea X un espacio Banach separable. Entonces cada sucesion { f,} acotada en X* posee

una subsucesion { f,, } que converge en la topologia débil— o(X*, X). O

A.4. Espacios Hilbert

DEFINICION A.4.1 Un espacio Hilbert es un espacio vectorial H equipado con un producto escalar
tal que H es completo para la norma inducida por tal producto escalar. O

OBSERVACION A.4.1 Si H es un espacio Hilbert equipado con el producto escalar (-,-), entonces H es

completo para la norma

| = (v,v)z  wveH.

Conviene recordar también que el producto escalar satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|(u, v)| < |ul|v] Vu,ve H. O

TEOREMA A.4.1 (Teorema de representacién de Riesz-Fréchet) Sea H un espacio Hilbert dotado del
producto escalar (-,-), y sea H* su espacio dual. Entonces, dada ¢ € H*, existe una tinica f € H tal que

(p,v) = (f,v) Vv e H.

Ademds se verifica

/1= llella-- O
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A.5. Los Teoremas de Stampacchia y Lax-Milgram

DEFINICION A.5.1 Sea H un espacio Hilbert. Una forma bilineal a : H x H — R se dice que es

i) continua si existe una constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < Clul o] Vu,v € H;

if) coerciva si existe una constante « > 0 tal que

a(v,v) > alvl? Yve H. O

TEOREMA A.5.1 (Stampacchia) Sea a(-,-) una forma bilineal continua y coerciva sobre el espacio Hilbert
H. Sea K C H un convexo, cerrado y no vacio. Dada ¢ € H*, existe un tinico v € K tal que

a(u,v —u) > (p,v —u) Vv e K.

Ademds, si a es simétrica, u se puede caracterizar por la propiedad

ue K
%a(u, u) — (p,u) = Umeilr(l{%a(v,v) — <<p,v>}. O

A continuacién enunciamos el Teorema de Lax-Milgram, que es una consecuencia del Teorema
de Stampacchia.

COROLARIO A.5.1 (Lax-Milgram) Sea a(-, -) una forma bilineal continua y coerciva sobre el espacio Hil-
bert H. Dada ¢ € H*, existe un tinico u € H tal que

a(u,v) = (p,v) Vv e H.

Ademds, si a es simétrica, u se puede caracterizar por la propiedad

ueH
%a(u, u) — (p,u) = géig{%a(v,v) — <g0,v>}. O

A.6. Teoremas generales sobre integrales

TEOREMA A.6.1 (Fubini) Sea Qi un subconjunto abierto de RN y sea Qo un subconjunto
abierto de R™2. Si FF € L'(Qy x Qy), entonces para casi toda x € 1 uno tiene que

F(z,)) € L' Q) y i F(x,y)dy € L'().
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Similarmente, para casi toda x € Q0 uno tiene

F(,y) e L' () y ; F(x,y)dz € L*(Qy).

/Q1 (/QQF(x,y)dy) dx:/% </Q1 F(:c,y)daz) dy:/QlXQ2F(x,y)dxdy. O

LEMA A.6.1 Sea a > 0y sea f € C'([—a,a]). Entonces

;t(/otf(ts)ds) :/Otc(litf(ts)ds+f(0). o

Demostracién. Sea ¢ fijo, pero arbitrario. Si ponemos r = t — s, entonces, dr = —ds y si s varia

Mds atn,

entre 0 y ¢, entonces r varia entre ¢ y 0. Asf,

[ re-sjas=- [ s0yar= [ s0ar
51(/;]‘“—8“8) i (/ o)

/f )dr + f(0)

Luego,

:/0 %f(t—s)ds+f(0). n

A.7. Teoremas de convergencia

TEOREMA A.7.1 (Lema de Fatou) Sea Q) un subconjunto abierto de RY, y sea (f,) una sucesion de
funciones en L*(Q) verificando fn, > 0 c.t.p. en Q para todan € N, y sup,,c [q fn < oo. Entonces

/hm inf f,, < hm 1nf/ fn- Q0
(o) n—oo

TEOREMA A.7.2 (Teorema de la convergencia monétona) Sea  un subconjunto abierto de R™, y sea
(fn) una sucesion de funciones en L () verificando

<fo<. .. Z<fo<for1<... ctp.en

Y Sup,en fo fa < oo. Entonces (f,) converge c.t.p. en Q a una funcion f en L'(Q) y se verifica que

| fr = fllr (@) — 0. En particular,
/ lim f, = lim / fn.- O
(e} n—o0 n—o0 0
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TEOREMA A.7.3 (Teorema de la convergencia dominada) Sea Q un subconjunto abierto de RY, y sea
(fn) una sucesion de funciones en L*(Q) verificando

fno—  f c.t.p.en Q

n—oo

Ifnl <g c.t.p en Q, para alguna funcién g € L' ().
Entonces f € L'(Q) y || fn — fll 1) — 0. En particular,

/ lim f, = lim fn
Q

n—oo n—oo

A.8. Los espacios LP(f)

NOTACION A.8.1 Sea 1 < p < oo. Llamamos exponente conjugado de p, a ¢, donde ¢ queda deter-

minado por la igualdad

1 1
S+ =1,
P q

aceptando que si p = 1, entonces ¢ = 0o y viceversa. O

TEOREMA A.8.1 (Desigualdad de Holder) Sea Q2 un subconjunto abierto de RY, sea 1 < p < ooy sea
q el exponente conjugado de p. Si f € LP(Q) y g € L4(RQ), entonces fg € L'(Q) y se verifica que

/Q ol < 1l 9l zoggy- O

TEOREMA A.8.2 (Desigualdad de interpolacién) Sea Q2 un subconjunto abierto de RY y seal < p; <
p2 < o0.Si f € LPY(Q)NLP2(Q2), entonces para cada 6 € [0, 1) se verifica que f € LP (), con = —+—.
Ademds, se cumple la desigualdad

1 ey < IFIZor 1 1 o2 0

TEOREMA A.8.3 (Fischer—Riesz) Sea Q) un subconjunto abierto de RN yseal < p < oo. El espacio
LP(Q2) es Banach para la norma || - || p(q). O

TEOREMA A.8.4 Sea Q un subconjunto abierto de RY, sea 1 < p < oo, y sean (f,) una sucesion de
funciones en LP(QY) y f € LP(Q) tales que

I fn = fllze) — 0.
n—o0
Entonces existe una subsucesion ( fy, ) tal que

o, — c.t.p.en Q
k—o00

|fol < g  ctpenQ, paraalguna funcion g € LP(2). O
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TEOREMA A.8.5 Sea Q un subconjunto abierto de RY y sea 1 < p < oco. El espacio LP(S2) es reflexivo para
la norma || - {| 1r(q). O

TEOREMA A.8.6 Sea Q2 un subconjunto abierto de R y sea 1 < p < oo. El espacio LP(Q2) es separable
para la norma || - || 1r(q). O

TEOREMA A.8.7 (Teorema de representacién de Riesz) Sea Q un subconjunto abierto de RN y sea
1 <p<ooyseap € (LP(Q))*. Entonces existe una tinica funcion w € L1(2), siendo q el exponente
conjugado de p, tal que

W= [ur Ve
Mis atin,
lullay = ¢l L))+ B
TEOREMA A.8.8 Sea Q un subconjunto abierto de RY.
- L®(Q) = (LY(Q)".
» La clausura de la bola unitaria en L>(S2) es compacta en la topologia débil-x o(L>°(2), L* (2)).

» Si Q es un subconjunto medible de RN y si (f,) es una sucesién acotada en L>(SY), entonces
existe una subsucesion (f,,) y una funcion f € L>*(Q) tal que f,, — f en la topologia débil-x
a(L*>®(Q), LY(Q)). O

A.9. Molificadores

DEFINICION A.9.1 Llamamos molificador estandar a la funcion p € C°(RY) definida por
1
Cel="-1 silz| <1
p(z) := .
0 si |z > 1,

donde C' es una constante positiva tal que [y pdz = 1.0

NOTACION A.9.1

» Para cada n € IN pondremos
pu(@) = n p(nz),
ique verifica:

1
Pn € CSO(IRN), pn > 0enRY, supp(pn) C B <0, n> , / pndr = 1.
]RN

» Para cada e > 0 pondremos

pe(x) = %Np (g)

que verifica:

p. € C(RY), p.>0enR”Y, supp(p.) C B(0,¢), / pedz=1.0
RN
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NOTACION A.9.2 Sea €2 un subconjunto abierto de RY y para ¢ > 0 consideremos

Q. = {z € Q:dist(z,00) > ¢}.

Si f € Li .(Q2), se define su molificacién como
fFepeif= [ pe-niwd= [  pwfe-ydy  Vee9.D
Q B(0e)
Las propiedades de los molificadores quedan resumidas en el siguiente teorema.

TEOREMA A.9.1 (Propiedades de los molificadores) Sea ) un subconjunto abierto de RY, sea
f € LL.(Q)yseae > 0dado. Entonces

i) f© e C™(Q).
e
i) f e f ctp.
iii) Si f € C(Q), entonces f*© e [ uniformemente sobre subconjuntos compactos de (2.
e—

iv) Sil<p<ooy feLl (Q), entonces f¢— fen Lt (Q2).0

loc loc

TEOREMA A.9.2 Sea f € LP(RY), con 1 < p < oo. Entonces f¢ = fen LP(RN). O
E—

COROLARIO A.9.1 Sea 2 un subconjunto abierto de RN. Entonces C>°(Q) es denso en LP(Y) para
cualquier 1 < p < oo. O

COROLARIO A.9.2 Sea Q un subconjunto abierto de RN y sea uw € L () tal que

loc

/ugo-O Vo e C°(Q).
Q

Entonces uw = 0 c.t.p. en Q. O

A.10. Criterios de compacidad

TEOREMA A.10.1 (Arzela-Ascoli) Sea K un espacio métrico compacto, sea H un subconjunto acotado de
C(K) y asumamos que H es uniformemente equicontinuo; es decir,

(Ve>0) (36>0) talque (V1,22 € K) (dist(z1,22) < = |f(z2) — f(z1)| <€) VfeH.
Entonces la clausura de H es compacta en C(K). O

TEOREMA A.10.2 (Fréchet-Kolmogorov-Riesz) Sea 1 < p < oo y sea F un subconjunto acotado de
LP(RN). Asumamos que

m ||7f — fllpmny =0 uniformemente Vf € F;
[h|—0

224  Estaversion puede contener errores



Salomén Alarcén Araneda [BORRADOR] A.11. INTEGRACION EN COORDENADAS POLARES

es decir
(Ve>0) (36>0) talque (|mf — flown) <€) (VfEF) (VheRN, con|h|< ).

Entonces la clausura de F, es compacta en LP(Q) para cualquier conjunto medible O C RN con medida
finita. O

COROLARIO A.10.1 Sea 1 < p < oo y sea F un subconjunto acotado de LP(RY). Asumamos que se
verifica que

m |74 f — fllzpmvy =0 uniformemente Vf € F
|h|—0

yque

(Ve > 0) (3Q C RY tal que Q2 es acotado, medible y se cumple que [flrraie) <€ VfeF)).

Entonces F tiene clausura compacta en LP(RY). O

A.11. Integracion en coordenadas polares

TEOREMA A.11.1 (Férmula de co-drea) Sea u € C(RYN) una funcién Lipschitz tal que el conjunto de
nivel {x € RN : u(x) = r} es suave, para casi todo r € R (tal subconjunto de nivel es una (N — 1)—
hipersuperficie en RY), y sea v € C(RN) N LY(RY). Entonces

/ U]Vu|dx:/ / vdS | dr. O
RN —o0 {u=r}

Poniendo u(x) = |z — x| obtenemos como consecuencia el siguiente resultado.

TEOREMA A.11.2 (Integracién en coordenadas polares) Seau € C(RY) N L*(RYN). Entonces:

i) u:/ (/ udS)dr Ve € RN.
RN 0 OB(z,r)
.o d
i) — / U :/ udS Vr > 0.0
dr B(z,r) OB(z,r)

A.12. Delta de Dirac

Sea a € R. De manera informal, la funcién delta de Dirac, denotada por §,, representa el limite
de una sucesion (h.) de funciones que permite llegar a algunas propiedades fundamentales. Para
ilustrar las propiedades fundamentales, consideramos

0 sitgfa—1La+ 3]
hs(t—a):{ 1 o : ;
s sitefa—c,a+ 2]
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Luego, la funcién 4, satisface la siguiente propiedad

{ 0 sit#a
da(t) =
Jrda(t)dt =1 sit=a.

Notar que la delta de Dirac, no es una funcién integrable en el sentido usual del Célculo, pues
sabemos que si una funcién vale 0 en todos los puntos de su dominio, excepto en uno particular,
entonces el valor de su integral es 0. Por lo tanto, tomando en cuenta que

/ha(t—a)dtzl Ve >0,
R

el valor de la integral de la delta de Dirac debe entenderse como el paso al limite cuando € — 0
en la integral anterior. Otra propiedad de la funcién 4, es que si f es una funcién continua en una
vecindad de a, entonces

ate
/ 0q(t) f(t)dt = / do(t —a) f(t)dt = f(a) Ve > 0 suficientemente pequefio,
R a—e
donde

do(t —a) = da(t) vt € R.
En dimensiones mayores, también podemos definir una funcién con caracteristicas como las ya

mencionadas para el caso unidimensional. En efecto, si a € RV, se define la funcién d, verificando
0 siz #a
da(x) = .
Jgy da(z)dz =1 siz=a.
La funcién d, se denomina delta de Dirac en el punto a. Una propiedad importante de esta funciéon
es que si f es una funcién continua en una vecindad de a, entonces se verifica que

da(z) f(z)da = / do(z —a) f(x)dz = f(a) Ve > 0 suficientemente pequefio,

RN B(a,e)

donde
do(z —a) = da(x) Ve e RY.

A.13. Funciones Holder continuas

DEFINICION A.13.1 Sea 2 un subconjunto acotado de RY y sea u : © — R una funcién. Para
zo € Qy~ €]0,1], diremos que u es Holder continua con exponente y en x, si

[u (2) — u(z0)]
U =sup ———————
[ zcq  |T —xo|”

La cantidad [ul., , recibe el nombre de coeficiente y-Holder de u en x, con respecto a . Si u es

Holder continua sobre cada ¢ en (2, entonces escribimos u € C%7(Q). O
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OBSERVACION A.13.1 Siu es Holder continua en x, entonces u es continua en xg. O

DEFINICION A.13.2 Sea €2 un subconjunto de RY y sea u : @ — R una funcién. Para v € ]0,1],

diremos que u es uniformemente Holder continua con exponente v en (2, lo cual escribimos u €
C%(Q), si
|u(z) —u(y)]
[u], o = sup ————=—— < 0.
RaL z,yeN "T - y”y
THY

La cantidad [ul],, , recibe el nombre de coeficiente y-Holder de u con respecto a (2. O

DEFINICION A.13.3 Sea v : 2 — R una funcién y v € |0, 1[. Diremos que u es localmente Holder
continua con exponente y en (2 si u es uniformemente Holder continua, con exponente v, en w,
para cadaw € 2. O

OBSERVACION A.13.2 Los conceptos de las dos definiciones anteriores coinciden cuando ) es compacto. O

DEFINICION A.13.4 Sea k € INU {0} y sea v €]0, 1[. Se define el espacio Holder C*7(Q) (C*7(€2))
como el subespacio de C*(Q2) (C*(Q)) formado por todas las funciones cuyas derivadas hasta el

orden k son localmente Holder continuas (uniformemente Holder continuas) con exponente v en
Q.0

NOTACION A.13.1 Por simplicidad escribimos:
- N =)y V@) = @)
» ORO(Q)=CF Q) vy CHO(Q) = CRQ).
» Paray €]0,1[y k € INU {0} se definen las normas:

lullorny = Y ID*@llo@ + D [Dulo  Vue CH(Q).
ol <k o=k

En particular,
ullgon@) = lullc@ + [ulve  Vue c%(Q). O

TEOREMA A.13.1 Sea  un subconjunto abierto de RY, sea k € IN U {0} y sea v €]0, 1]. El espacio
Holder C*7(0Q) es un espacio Banach.

A.14. Otros resultados

LEMA A.14.1 (Desigualdad de Young) Sean 1 < p < ooy 1l < g < oo tales que % + % = 1. Entonces,
para todo par de niimeros reales no negativos a y b, se tiene que

1 1
ab < —aP + —b1,
b q
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Mis generalmente, para cada € > 0 se verifica que

ab < iap + ibq. O
pe q

LEMA A.14.2 (Particién de la unidad) Sea k € IN U {oo}, sea K un subconjunto compacto de RY y
sea {@i}le un cubrimiento por abiertos de K; i.e. K C Ulee)i. Entonces para cada i = 0,1,2,...,k,
30; € C>=(RN) tal que:

k
D0<6; <1 Vi=01,....k y Y 6 =1sobreRY.
i=0
ii) supp 0; es compactoy supp#; C©; Vi=1,2,....k; y suppbp C RV \ K.

En particular, si Q2 es un subconjunto abierto y acotado de RN y K = 95, entonces Oy|q € C°(Q). O

LEMA A.14.3 Sea k € Ny sea ¢ € C*+1(R). Entonces
(AN dNT 1 d\"( 5dg
Y ((:12> < dr> (r#10t) = < dr) < dr(r)>’

1d\*" = ok 1 A0
11 _ 2 71 = - ]+17 ].{: 1 p— _—
ii) (r dr> (r gb(r)) ]20 Bir = (r) donde B para j = 0,1,...,k — 1, son constantes
independientes de ¢,

iii) g§ =1-3-5-...-(2k—1). O
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