Ejercicios resueltos. Guia Practica TEMA |
Vector Gradiente. Derivada Direccional

Ejercicio 1. Corresponde al ejercicio 17 de la Guia Practica Tema 1.
Dado el campo escalar g(x,y) = x + y?,

a. Encontrar el vector gradiente del campo escalar g(x,y) en el punto (3,—-1).
Determinar la recta tangente a la curva de nivel g(x,y) = 4 en el punto (3,—1).

b. Graficar la curva de nivel, la recta tangente y el vector gradiente. Enunciar la
propiedad utilizada.

Solucién
a. El vector gradiente se calcula como:

0g(xy), 0g(xy) . ) -
“Toax F dy J= gx(. )i+ gy(x,y)j = T+ 2yj

Vg(x,y)

En el punto (3,—1), el gradiente resulta:
Vg(3,-1) =1—2f

La recta tangente (en rigor, la pendiente de la recta tangente) se obtiene utilizando la
propiedad de ortogonalidad entre curva de nivel y el vector gradiente. Por lo tanto, un
vector normal al gradiente, sera tangente a la curva de nivel en el punto dado.

Este vector se obtiene cambiando de lugar las componentes del gradiente y a UNA de
ellas, cambiarle el signo®. Por ejemplo:

1-7)tan =-20—j
Otro caso podria ser:

Vign = 21+ 1j
Note que ambos vectores tienen la misma pendiente:

componente en direcciéonj 1

componente en direccioni 2

De esta manera, la recta tangente conocida un punto y la pendiente resulta:
Y=Y = m(x —x,)

Reemplazando:
1
y +1= E(x - 3)

Operando:

1 .
Esto es para que el producto escalar componente a componente entre ambos vectores sea igual a
cero.



b. La curva de nivel se obtiene resolviendo el sistema:

{g(x, y) =x+y?
g(x,y) =4

Por igualacion, se tiene:
x+y?=

Despejando para obtener la forma explicita de la curva de nivel:

y=+Vd—x
La gréfica es:
3
-—-________ y
: glx.y)=4

1

La propiedad utilizada para encontrar la recta tangente fue la ortogonalidad entre el
gradiente y la curva de nivel, como se explicé en el apartado anterior.

Ejercicio 2. Corresponde al ejercicio 21 de la Guia Préactica Tema 1.

La temperatura (en °C) en la superficie de una placa metalica es T(x,y) = 20 — 4x? —
y2, donde xe y se miden en centimetros. ¢En qué direccion, a partir de (2,-3)
aumenta mas rapido la temperatura? ¢ Cual es la tasa o ritmo de crecimiento?

Solucioén

Es un problema de derivada direccional. La direccion en la que se produce es en la
misma del vector gradiente. El gradiente resulta:

. T (x,y),  OT(x,y)
VT(x, y) = ax t+ ay

J=—8xt—2yj

VT(2,-3) = —16{ + 6§
Para obtener la direccién (versor ), debe normalizarse el vector gradiente haciendo:

_Vr(2,-3)  -16i+6]
YT -3)] J-162 + (62

Por lo tanto, la direccién es:




La tasa o ritmo de crecimiento en la direccion encontrada (maxima) es igual a:
D3y T(Po)max = |[VT(Po)||

D)?gT(PO)méx = (—=16)% + (6)?

D)?gT(PO)méx = V292

Ejercicio 3. Ejercicios extras.

Calcular la derivada direccional de los siguientes campos:

1. f(x,¥) =sen(x?y)—In (ﬁ) en el punto P, (gl) y en la direccion que va
desde el punto P;(8,—2) al punto P,(5,1)

Nota. Recuerde utilizar su calculadora en modo de céalculo de radianes

Solucioén

Definicién de derivada direccional, notacién vectorial.
Dy, f (Po) = V£(Py) - Jo

e Vector gradiente de f(x,y),

- af (x, af (x, u R

Hey) = LD SO e £, = (@) f, 6 9)
= 3 x—y 1. e .
Vilx,y) = [ny cos(x?y) + = y)z] i+ [xzcos(xzy) = y)z]]

G (T 1) = 7T2+2A+TL'2 2 2 1.
f(z,)—ncos 7 T[_Zl 4cos 7 n__zj

Vf(3,1) = —0.7021-3.679) = (=0.702, ~3.679)
e Célculo del versor yy
Se construye un vector v que une los puntos P, y P, de la siguiente manera:
V= (x2 —x)l+ ()’2 - yl)f
V=>1-8)i+[5—(-Dlj=-71+7f

Debe normalizarse el vector, pues la norma de y, esigual a 1:

N

. v 7 7

Yo === i+ j
IVl Vo8 o8




e Calculo de la derivada direccional:

Dy,ef(Po) = 6)f(Po) Yo
T R R 7 . 7
Dy, f (E' 1) = (—0.7027 - 3.679)) - (—Ei + «/ﬁj)
i 7 7
Dy f (5' 1) = ~0.702 (_ ﬁ) 3679 <\E>

Dy, f (g 1) = -2105

2. f(x,y) =xeY*?* en el punto Py(1,1) y en la direccion que forma un angulo de
68° con respecto al gradiente.

Solucioén

El célculo de la derivada direccional, en este caso segun el enunciado del problema,
se realiza mediante,

Dy, f(Po) = [|[VF(P)|| l1Pall cos a
Donde a = 68° es el angulo entre el vector gradiente y la direccion.

Vo o
Vf(Po)

e El gradiente de f(x,y) resulta:

af (x, of (x,
_ fgx y) - fng)j = [e7+2% + 2xe7*2%¥]i + [xe? 2]}

Vi (x, )

VF(L,1) =3e3i+e3)

e Sabiendo que el médulo de y, es igual a 1, la derivada direccional para una
direccion a 68° del vector gradiente resulta:

Dyof (Po) = lI3e’ i+ € ]Il 111 cos(689)

Dy, f(Py) = +/(3€3)* + (€*)? cos(682)

Si su calculadora estd en modo sexagesimal:

Dy, f(P) = 63.516 cos(68°) = 23.793

O, si prefiere usar su calculadora en radianes

Dy, f(Py) = 63.516 cos(1.186) = 23.793




