|.T.Telecomunicaciones Curso 2000/2001

DPTO. MATEMATICA APLICADA

Tema 5: Aplicaciones de la integral

Hasta ahora “Unicamente” hemos aprendido a calcular integrales, sin plantearnos la utilidad que éstas
tener. Sin embargo, la integral definida es un método rapido para calcular areas, volimenes, longitude
lejos de los procesos lentos y laboriosos que empleaban los griegos. En fisica, su empleo es const
estudiar el movimiento, el trabajo, la electricidad.

Ahora vamos a ilustrar las distintas aplicaciones que tiene el calculo integral

1. Calculo de areas planas

Tal como hemos visto antes, la integral definida es una generalizacion del proceso del céalculo de
Ahora bien, el area de un recinto es siempre positiva, mientras que la integral puede ser positiva, neg
nula. Por tanto, en la aplicacion de la integral al calculo de &reas, debe tenerse en cuenta el signo de ¢
de los recintos limitados por el €§@X , y tomar el valor absoluto de los mismos. Su suma es el area.

Ejemplo 1 :
a) Hallar el area de la region limitada por la cupva x?, el ejeOX ylasrectax=2 y x=4.
b) Hallar el area de la region limitada por la curye= x* —3x*> — x+ 3 y el ejeOXen el intervalo

3.

c) Hallar el area delimitada por la gréfica e cosx y el ejeOX , en el intervald 0,271] .

Con escasas modificaciones podemos extender la aplicacion de la integral definida para cubrir no ¢
area de la region bajo una curva, sino el de una regién comprendida entre dos curvas. Por tanto, obt
el siguiente resultado :

Teorema (Area de una region entre dos curvasSi f y g son funciones continuas @a, b] y se verifica

que g(xX) < f(X DXD[ a t} entonces el area de la region limitada por las graficals geg, y las rectas
verticalesx=ay x=b, es:

Azﬁ[f(x)—g(x)] dx .

Observaciones:

a) Es importante darse cuenta de que la validez de la formula del &rea depende solé gegjue
sean continuas y de qug x) < f(X).

b) Las graficas dd y g pueden estar situadas de cualquier manera respecto@xl.eje

c) Si, como suele ocurrir, unas veces se cumple gfu@< f(x) y otras veces qud (x)< g(X),

entonces el area de la region comprendida entyeg sobre el intervalc[a, b] , Viene dado por la
formula:

A= [f0-a®] df C
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En la practica, no se suele trabajar con el valor absoluto, puesto es mas facil dibujar las gréfigag,de
calculando los puntos de interseccion de ambas, y sumar una 0 mas integrales para obtener el area de:

Ejemplo 2:
a) Hallar el area de la region limitada pbfx) = x*> y g(x) = Jx.
b) Hallar el &rea de la region limitada pb(x) = x* y g(x) = x°.
c) Hallar el area de la region limitada pb¢x) = x*, g(x) = —x+ 2, y el ejeDX.
d) Hallar el area de la region limitada pb¢x) = x> +2,g(x) =-x en[0,1] .
e) Hallar el area de la region limitada g@x) = 3x*> = x> —10x y g(x) = 2x— X

Observacion: Algunas veces es mas conveniente calcular el area integrando respecto a la wanalse
de la variable . O

Ejemplo 3: Hallar el area de la region limitada por la graficayde= 3—-x e y=x-1.

2. Calculo de volumenes

Al introducir la integracion, vimos que el area es solamente una de las muchas aplicaciones de la i
definida. Otra aplicacion importante la tenemos en su uso para calcular el volumen de un s
tridimensional.

Si una region de un plano se gira alrededor de un eje E de ese mismo plano, se obtiene una
tridimensional llamadadlido de revoluciéngenerado por la region plana alrededor de lo que se conc
como eje de revolucion Este tipo de soélidos suele aparecer frecuentemente en ingenieria y en proces
produccion. Son ejemplos de soélidos de revolucion: ejes, embudos, pilares, botellas y émbolos.

Existen distintas formulas para el volumen de revolucién, segun se tome un eje de giro paral€kxX ab eje
al eje OY. Incluso a veces, es posible hallar el volumen de cuerpos que no son de revolucion.

2.1. Volumenes de revolucion: El Método de los discos

Si giramos una region del plano alrededor de un eje obtenemos un sélido de revolucion. EI mas sim
ellos es el cilindro circular rectodisco, que se forma al girar un rectangulo alrededor de un eje adyacen
uno de los lados del rectangulo. El volumen de este disco deRaglide anchurav es:

Volumen del disco IiR’w

Para ver como usar el volumen del disco para calcular el volumen de un sélido de revolucidon ge
consideremos una funcion continugx) definida en el intervalda, b], cuya grafica determina con las
rectasx=a, x=Dh, y=0, el recintoR. Si giramos este recinto alrededor del ¥, obtenemos un sélido
de revolucion.

Se trata de hallar el volumen de este cuerpo engendradi® Para ello hay que seguir un proceso similar &
realizado en la definicion de integral definida.
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Elegimos una particion regular §ia, b] :

a=X <X <... < X,< X% =D
Estas divisiones determinan en el sdélido n discos cuya suma se aproxima al volumen del mismo. Te

en cuenta que el volumen de un discor®w, la suma de Riemann asociada a la particion, y que da
volumen aproximado del sélido es:

n

> mEAE) (X = %)

1=1
siendo:
¢ ¢ U(X4.%)
¢ w=X —X_, laaltura (anchura) de los cilindros parciales
¢ R= f(g) elradio de los cilindros parciales

Si el nimero de cilindros parciales aumenta, su suma se aproxima cada vez mas al volumen del s6
decir:

n

Vo= Lim Y mf*(c) (% = %)

1=1

Por tanto, recordando la definicion de integral definida de Riemann se obtiene que:

V = I:n £2(x) dx

Ademas, si se toma el eje de revolucion verticalmente, se obtiene una férmula similar :

Vo= [ i(y) dy

Ejemplo 4:
a) Hallar el volumen de la esfera de radio r.
b) Hallar el volumen del elipsoide de revolucién engendrado por una elipse al girar alrededor d
OX.
c) Hallar el volumen de un cono circular recto de radio r y altura h.
d) Hallar el volumen engendrado por la revolucién entorno alOgfe del recinto limitado por la
curvay=senx , entre 0 yr.

e) Hallar el volumen del solido generado al hacer girar la reljiditada por la grafica de

f(X) =+3x— X yelejex (0< x< 3), entorno del ejex.
f) Hallar el volumen del sélido generado al hacer girar la regjbitada por la grafica de
f(x)=2-x*y g(X)=1, entorno alarectg=1.

2.2. Volumenes de revolucion: El Método de las arandelas

El método de los discos puede extenderse facimente para incluir solidos de revolucidn con un ac
reemplazando el disco representativo por arsndela representativa. La arandela se obtiene girando
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rectangulo alrededor de un eje.8iy r son los radios externos e internos de la arandelagg la anchura
de la arandela, entonces el volumen viene dado por:

Volumen de la arandela #(R? - r?)w

Entonces, generalizando de forma analoga a como se hizo en el método de los discos, si tenen
funciones continuad (x) y g(x) definidas en un intervalo cerra(ﬂa, b] con O g(x) < f(X), y las rectas

Xx=a y x=b, el volumen engendrado se calcula restando los solidos de revoluciéon engendrados p
recintos de ambas funciones, es decir:

V = I: n(fz(x)— gz(x)) dx

Si las funciones se cortan, habra que calcular los volimenes de los sélidos engendrados en cada un
subintervalos donde se puede aplicar el método anterior.

Ejemplo 5:
a) Hallar el volumen del solido formado al girar la region limitada por las graficag=de* e

y =/, alrededor del ej©X .

b) Hallar el volumen de la figura engendrada al girar la superficie comprendida entre la par:
y?= X, Y la circunferenciay® =2x— x°.

c) Hallar el volumen del sdélido formado al girar la region limitada por las graficas
y=x*+1, y=0, x= 0y x=1alrededor del ej©Y.

d) Un mecéanico perfora un agujero a través del centro de una esfera de metal de 5 cm de
teniendo el agujero un radio de 3 cm. ¢Cual es el volumen del anillo resultante ?.

2.3. Método de secciones conocidas

En este apartado veremos como se calcula el volumen de algunos cuerpos geométricos cuando cono«
area de las bases de los cilindros parciales en que hemos dividido el sélido. Con el método de

podemos hallar el volumen de un sélido que tenga una seccién circular cuya afde=sg®’. Podemos

generalizar este método a sélidos de cualquier forma siempre y cuando sepamos la férmula del area
seccion arbitraria, como cuadrados, rectangulos, triangulos, semicirculos y trapecios.

Consideremos un sélido que tiene la propiedad de que la seccidn transversal a una recta dada tie
conocida. Esto equivale a decir intuitivamente que en cada corte que hacemos, conocemos el are
seccidn correspondiente.

En particular, supongamos que la recta es eD&fey que el area de la seccion transversal esta dada pot
funcion A(x), definida y continua e{a, b] La seccionA(x) esta producida por el plarm perpendicular a
OX.

Siguiendo un proceso similar al realizado en la definicion de la integral de Riemann:

Elegimos una particion regular §ia, b] :
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Estas divisiones determinan en el sélido n secciones 0 rodajas cuya suma se aproxima al volurn

mismo. Teniendo en cuenta que el volumen de un cilindraRée, la suma de Riemann asociada a lz
particion, y que da un volumen aproximado del solido es:

Z AG) (% - %)

siendo:
¢ Siendoc, un punto intermedio del interva[oxi_l, >g]
¢ w=X — X, laaltura de los cilindros parciales
¢ 7R’ = Ag) el &rea de la base de los cilindros parciales

Si el nimero de cilindros parciales aumenta, su suma se aproxima cada vez mas al volumen del s6
decir:

V= Lim S AG) (- 1)

Por tanto, recordando la definicion de integral definida de Riemann se obtiene que:

\Y; =I: A(X) dX

Para hallar el volumen de un sélido por el método de las secciones, se procede como se in
continuacion :

1. Esbozar la figura, incluyendo un eje perpendicular a las secciones de area conocida (es de
eje OX).

2. Escoger una seccion perpendicular al@je.

3. Expresar el area(x) de la base de la seccion en términos de su posicgobre el ejeOX .

4. Integrar entre los limites apropiados.

Ejemplo 6:
a) Calcular el volumen de un séldo cuya base es el area limtada por las re

f(x)=1—§ , g(x)= —1+§ , Xx=0, y cuya seccion perpendicular al efe es un triangulo

equilatero.

b) Hallar la férmula del volumen de una piramide de base cuadrada, tiomdela altura de la
piramide, yB es el area de la base.

c¢) Hallar la férmula del volumen de un cono de bBse alturah.

2.4. Volumenes de revolucion: Método de capas

En esta seccidén estudiamos un método alternativo para el célculo de un volumen de un sélido de revc
un método que emplea capas cilindricas.

Para introducir enétodo de capasconsideramos un rectangulo representativo, donde:
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e @ = anchura del rectangulo (espesor).
e h= altura del rectangulo.
« p= distancia del centro del rectangulo al eje del giro (radio medio).

Cuando este rectangulo gira en torno al eje de revolucién, engendra una capa cilindrica (o tubo) de &
w. Para calcular el volumen de esta capa consideramos dos cilindros. El radio del mayor correspa
radio externo de la capa, y el radio del menor al radio interno de la capa. Puept@s|atradio medio de

la capa, sabemos que el radio extern@egw/2) , y el radio interno ep —(w/2) . Por tanto, el volumen de
la capa, viene dado por la diferencia:

Volumen de la capa& volumen del cilindro  volumen del agupero

e - oo fn

=2mphw = 2mr[{radio medidl{ altural{ espespr

Usamos esta formula para calcular el volumen de un sélido de revolucibn como sigue. Suponemos
region plana gira sobre una recta y engendra asi dicho solido. Si colocamos un rectangulo déyanch
paralelamente al eje de revolucion, entonces al hacer girar la regidon plana en torno al eje de revoluc
rectangulo genera una capa de volumen:

AV = 2n[p(y) ()1 By

Si aproximamos el volumen del solido porde tales capas de anchulig, altura h(y,), y radio medio
p(y;), tenemos:

Volumen delsélido:i 2r[p(y)H(y)] Ay = 27'[2 [pYy bYlAy

Tomando el limite cuanda - o, tenemos que:
Volumen del sélido= Lim 27TZ [p(y)H )] Ay = ancd [pybO)N dy

Por tanto, podemos enunciar el método de capas de la siguiente forma:

Para calcular el volumen de un sdlido de revolucion con el método de capas, se usa una de las dos si
opciones:

Eje horizontal de revolucionV = 27'['[0d p(y)h(y) dy

b
Eje vertical de revolucianV = 27'['[a p(x)h(x) dx

Para hallar el volumen de un sélido por el método de capas, se procede como se indica a continuacion

1. Esbozar la regién plana que va a ser girada, hallando los puntos de interseccion de las cun
la limitan.
2. Sobre el dibujo hallar un rectangulo paralelo al eje de revolucion.
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3. Teniendo como base el boceto, escribir el volumen de la capa.
4. Integrar entre los limites apropiados.

Ejemplo 7:

a) Calcular el volumen del sélido de revolucion generado al girar la region limitada=pe+ X° y
el ejex (0< x<1), alrededor del ejgy .

b) Calcular el volumen del soélido de revolucibn generado al girar la region limitada |
1
=—— Yelejex(0< x<1), alrededor del ejg .
Y= xt e Yol elex (0= xs<]) &

c) Calcular el volumen del solido generado al girar, en torno a la xect, la region limitada por
las graficas dey = x>+ x+1, y=1,yx=1.

Observacion: Los método de discos y de capas se distinguen porque en el de discos el recta
representativo es siempre perpendicular al eje de giro, mientras que en el de capas es fdaralelo.

Con frecuencia uno de los dos métodos es preferible al otro. Los proximos ejemplos ilustran cuando |
preferible al otro.

Ejemplo 8:

a) Calcular el volumen del sélido generado al girar la region acotada por las graficasxée 1,
y=0,x=0 y x=1 entorno al ejey.

2
. . - e X
b) Calcular el volumen del sélido generado al girar la regién acotada por las graflgza-slelel—6,

con-4< x< 4 entorno al ejex.

3. Longitud de un arco

En este apartado vamos a ver como podemos calcular la longitud de arco de una curva plana ap
integrales. Lo que haremos sera aproximar un arco (un trozo de curva) por segmentos rectos
longitudes vienen dadas por la conocida formula de fia distancia

d = (% - %) +(y - %)?

Veamos antes de realizar el desarrollo unas definiciones previas:
Definiciéon: Siun trozo de curva tiene una longitud de arco finita, decimos qeetégable O

Veremos en el desarrollo de la férmula para la longitud de arco, que una condicion suficiente para
gréfica de una funciorf sea rectificable entrea( f, a( )) (b, f (b)) es quef’ sea continua era[b, . ]
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Definicion: Decimos que una funciorf definida en & b ] es continuamente derivable derivable con

continuidaden [,b], si f'es continua enal b .]A su grafica en dicho intervalo se le llam&va suave
O

Veamos ahora como podemos calcular la longitud de un arco.

Sea f una funcion continua y derivable con continuidad en el intervald ,[ y denotemos por la
longitud de su grafica en este intervalo. Aproximamos la graficaf ger n segmentos cuyos extremos
estan determinados por la particiBnde a ,b]:

a=X <% <... < Xy < X =

HaciendoAx,= x, —x_, , € Ay, =y, — ¥, , aproximamos la longitud del arco por:

ZJ(AXH(Ay. = ,/ D(Ax)

Tomando el limite cuanda - « (|A| - 0), tenemos que:

C=Lm S JOx)F By = LimS |1+ y'D(Ax)
Lim 5 (8x )* = Lim 3

Por existir f'(x) Ox0O(x%, %), el teorema del valor medio garantiza la existencia decud(x , x_,) tal
que:

A
fa)- fxa)= F(e)x-x) O f( p):gy'

Ademas, comof’es continua ena[h ,]sabemos qug/ 1+[f'(c)]  también es continua ( y, por tanto,
integrable) end b |y tenemos:

= Lm 5 TP (%) = [0 IO

n- o

Llamamos & longitud de arco dd entreay b.

Definicion: Si la funcibny = f(X) representa una curva suave en el intervald [ la [pbngitud de arcade
f entreay b viene dada por:

I: J1+ (1012 dx 0

Analogamente, para una curva suave de ecuac®my(y), la longitud de arco dg entrec y d viene

dada por:
d
[, 1+ lg(y]”® dy O
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Ejemplo 9:

3
1
a) Calcular la longitud de arco de la grafitéx) = % +2—X sobre[3,2].
b) Calcular la longitud de arco de la grafiga—( * =)x* sobre [08 ]

c) Hallar la longitud de la curvé(x) = x* sobre [ ]
d) Aproximar la distancia recorrida por un proyecti que sigue una trayectoria dada
f(x) = x—0,005x%*.

4. Area de una superficie de revolucién

Con anterioridad, hemos usado la integracion para calcular el volumen de un sdlido de revolucion. .
buscamos un procedimiento para calcular el area de una superficie de revolucién.

Definiciéon: Si se gira la grafica de una funcion continua alrededor de una recta, la superficie resultar
conoce comauperficie de revolucion U

Para calcular el area de una superficie de revolucién, usamos la férmula de la superficie lateral de un
de cono circular recto.

Consideremos el segmento donde:

e L =longitud del segmento
» 1, =radio en el extremo izquierdo del segmento
» r, =radio en el extremo derecho del segmento

Cuando se gira el segmento alrededor de su eje de revolucién, se forma un tronco de cono circulat
con:

S=2mrL Area de la superficie lateral del tronco
r = E (rl +I’2) Radio medio del tronco
Ahora, supongamos que se gira la grafica de una furfciccuya derivada es continua en el intervado|, , ]

alrededor del ejeX, para formar una superficie de revolucion. Seauna particion de d h,] con
subintervalos de anchutsx; . Entonces el segmento de longitud

AL, = | AX + Ay

genera un tronco de cono.

Por el teorema del valor intermedio, existe un putitéal quer, = f (d,) es el radio medio de este tronco.
Finalmente, el area de la superficie lat&k8| del tronco viene dada por:

AS = 2mrAL = 27 f(d) AR +AY = 27 f(d) | 1@%@2 DX,

Por el teorema del valor medio, existe un puntdl(x_,, %) tal que:
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FO) = f(%a) _ Ay,
X =% A,

f'(c) =
Por tanto:
AS = 2mf(d) 1+( F(g)) Ax
y el area total de la superficie puede aproximarse por:

S= 2”2 f(d)y 1+( ()" Ax

Tomando el limite cuanda - «, se puede probar que:

S = 27'[I: f(0y 1+( F(R)" dx

De manera similar, si se gira la grafica flen torno al ejey, el areaS viene dada por
b
S = 2m[ Xy 1+( F(R)° dx

En ambas formulas d&, podemos considerar los productosf (X) y 2rx como la longitud de la
circunferencia que describe el punto \( de la gréafica def cuando se gira alrededor del gje del ejey .
En un caso el radio as= f (x) y en otro el radio es = x . Ademas, ajustando apropiadamente, podemos

generalizar esta formula para incluir areas de superficies con ejes de revolucion horizontales o ver
cualesquiera, como se indica en la siguiente definicion:

Definicion: Si y= f(x) tiene derivada continua en el interval 4 ,, entonces el area de la superficie de
revolucion S formada al girar la grafica dé alrededor de un eje horizontal o vertical es:

S = 27'[I: (%) y 1+( () d

r(x) es la distancia entre la grafica dey el eje de revolucion correspondiente.

Observacion: Si x = g(y) en el intervalo ¢ d ] entonces el &rea de la superficie es
d 2
S = 2m[ «y) V1+(F(y) ay

donder(y) es la distancia entre la grafica gey el eje de revolucion correspondiente. [

Ejemplo 10:
a) Calcular el area de la superficie formada al girar la graficd (d¢= x* en el intervalo [0,1]
alrededor del eje x.
b) Calcular el area de la superficie formada al girar la graficd (0@ = x*> en el intervalo [0y/2 ]
alrededor del eje y.
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5. Integrales impropias

En este apartado vamos a ver una extension del concepto de integral para incluir algunos casos inte
gue no son permitidos por la definicion de integral.

La definicion de integral definidfb f (x) dx requiere que el intervalaa[b, dea finito. Ademas, el teorema

fundamental del célculo, con el que hemos estado evaluando integrales, exigeseaecontinua ema[b, . ]

En esta seccion discutiremos un procesdindige para calcular integrales que incumplan estos requisitc
bien sea, porque uno o ambos limites de integracion son infinitos, o pbrigree en & b Jun nimero

finito de discontinuidades infinitas. Las integrales que se enmarcan en uno de estos dos supuestos s
integrales impropias

. o dx o dX : : - . .
Por tanto, las mtegralef1 — Y i1 son impropias porgue uno o ambos limites de integracion s
X o X

infinitos. Analogamente, las integralq’s5 _dx y IZ _ax son impropias porque los integrandos
. y T m 2 (X+1)2

tienen discontinuidades infinitas en algunos puntos del intervalo de integracion.

Para hacerse una idea de cdmo podemos calcular una integral impropia, considérese la integral:
b dx 1

e =%
Por tanto, tomando el limite cuanto-. «, resulta que:

S s Lm 2= imA-H =1
,rl x2 blma—l XZH_ e b

y podemos interpretar la integral impropia como el area de la negi@ootadaentre la grafica de la funcion
y el eje x.

Definicién (de integrales impropias con limites de integracion infinitos)

1. Si f es continua ena % ,)entonces:

[ fdx = Horpj: (% dy

2. Si f es continua en—» b, , Jentonces:

fm f(x) dx = alzimj: (3 d

3. Si f es continua en—x» og ,)entonces:

[ 109dx = [ f(ydx + [ () df concOR

En cada caso, si el limite existe, se dice que la integral impcopigerg ; de lo contrario, la integral
impropia diverge Esto significa que en el tercer caso la integral diverge si una cualquiera de las
integrales diverge. 0
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Ejemplo 11: Calcular las siguientes integrales impropias:

© dx o dx ©
a)J'l x b)Io x?+1 C)Io e ax

P © eX © dX
d)J’0 serx dx e) .. 11 & dx f) J’_m i1

Definicion (de integrales impropias con una discontinuidad infinita)

1. Si f es continua ena[ by ¥ tiene una discontinuidad dénentonces:

I: f(x)dx = CI:ing': () d

2. Si f es continua ena(b, ¥ tiene una discontinuidad enentonces:

I: f(x) dx = CI:ing'Cb () d

3. Si f es continua ena[ b ,Jexcepto en ur de @ b )entonces:

J’:f(x)dx - LC f(x) dx + ch 3 dx

En cada caso, si el limite existe, se dice que la integral impcopierg ; de lo contrario,
impropia diverge Esto significa que en el tercer caso la integral diverge si una cualq
integrales diverge. O

Ejemplo 12: Calcular las siguientes integrales impropias:
1 dx 2 dx S dx 1
A, 2% b) [ Vo Fix+n D o b

5.1. Criterios de convergencia para integrales impropias

la integral
uiera de las

En este apartado, al igual que ocurria con las series numéricas, vamos a dar una serie de criterios

van a permitir estudiar la convergencia de integrales impropias sin necesidad de calcularla, cor
compararla con otras integrales impropias cuyo caracter conozcamos de antemano. El siguiente teore
va a proporcionar conocer la convergencia o divergencia de una buena cantidad de integrales impropia:

Teorema (p-integrales):
[ronverge si p1l

. . e 11
1. Paraa> 0 la integral |mprop|ej' %T”de Ddiverge si pel
2 O

. b 1 b 1 [ronvergen si g1
2. Las integrale dx e — . . =
g i\ (b-x)° Ia (x-a)P dx %dlvergen si @1
Javier Martinez del Castillo Tema5 P4g. 12 de 16



|.T.Telecomunicaciones Curso 2000/2001

DPTO. MATEMATICA APLICADA

. , . . o dx
Ejemplo 13: Estudiar el caracter de la mtegj’al
B Jx+3

Teorema: Sea f una funcion continua y no negativa, entonces cada uno de los tipos basicos de inte
impropias bien convergen a un nimero real bien divergen@. m

Teorema (criterio de comparacion estandar) :

1. Seanf y g funciones continuas, y supongamos quef@x)< g(x) Ox= a
a) Sij: g(x) dx converge O I: ¢ X dx converge

b) SiI: f(x) dx diverge O I: ¢ x dx diverge

2. Se obtienen resultados analogos para todos los tipos basicos de integrales impropias de ful
no negativas.

a) Si la integral impropia de la funcion mayor converge, entonces también converge la
funcion menor.

b) Si la integral impropia de la funcibn menor diverge, entonces también diverge la d
funcién mayor. ]
dx

Ejemplo 14: Estudiar el caracter de la integrdl ——————
=IEmo 22 g §|4 x? +10x+ 23

Teorema (comparacion paso al limite)Seanf y g funciones continuas positivas pata a. Entonces, si

. f(x

L|mL

=c>0
x~ g(X)

entoncesjm f(x)dx y Im g(x) dx tienen el mismo caracter. =
a a

Eiemplo 15: Estudiar el caracter de la integrfil X =2xt+ x-1
Ejemplo 15: ol T e

X

Teorema (convergencia absoluta):Sea f una funcién continua. Si una integral impropia |de§x)|
converge, entonces la integral impropia fiéx) con los mismos limites, también converge. En este cas
diremos que la integral impropia dgx) converge absolutamente =

6. Centroides y teorema de Pappus

En este apartado, trataremos varias aplicaciones importantes de la integracion, que se refieren al conc
masa La masa se considera una meditdgolutade la cantidad de materia de un cuerpo, sin embargo, s
tantas las aplicaciones en que aparece la masa en la superficie terrestre, que tendemos a igualar la m:
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objeto con su peso. Esto es técnicamente incorrecto. El peso, es un tipo de fuerza y, como tal, depen
gravedad. Fuerza y masa se hayan relacionados por la ecuacion

Fuerza= Masa x Aceleracion

Antes de introducir el concepto de centroide, conviene recordar el concepto de momento de masa res
un punto.

Definicion: Seanm,..., m n masas situadas en,...,x, sobre el ejX . Entonces:

1. El momento respecto del origegs M,=m X, +---+ m X

M :
2. El centro de masassX = FO donde mzz m es la masa total del sistema. [J
1=1

Podemos extender el concepto de momento a dos dimensiones considerando un sistema de masas sil
los puntos X, ¥, ).% ¥, ).- & ¥ ,)pero en lugar de definir un tnico momento (con respecto al orige

definimos dos momentos, uno respecto akKeyeotro respecto al ejé

Definicion: Sean las masas puntuales,...,m situadas en Xy, ),. X V¥ )respectivamente.
Entonces:

1. El momento respecto del eje ¥ M, =mx +---+ m X, .

2. El momento respecto del eje s M, =my,+---+m Yy, .
3. El centro de masas (o centro de gravedéd)y) viene dado por:

X = My e o — Mx
T m Y ="m
n
donde mzz m es lamasa totaldel sistema. 0

1=1

En lo tratado hasta aqui hemos supuesto que la masa total de un sistema se encuentra distribuida e
discretos de un plano (o de una recta). Ahora consideramos unglpla@gade un material de densidad
uniforme ( la llamaremomina). Intuitivamente, vemos el centro de magasy) de la lamina como su

punto de equilibrio. Por ejemplo, el centro de masas de una lamina circular esta situada en el cen
circulo, y el centro de masas de una lamina rectangular esté situado en el centro del rectangulo.

Considérese una lamina plana de contornos irregulares y densidad unifolimiéada por las gréficas de
y=1f(X), y=d X, con & xX bla masa de esta regidn sera:

m = densidad] area= pJ’:[ ) @k dx= pO A

dondeA es el area de la region. Para hallar el centro de masas de esta lamina, partimos el ateneio [
n subintervalos iguales de anchuf. Entonces, six, es el centro del i-ésimo, subintervalo, entonce
podemos aproximar la porcion de lamina situada en él por un rectangulo cuya altura B¢ )— o X).
Por ser la densidad del rectangulo sabemos que la masa es
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m = densidadlarea= pL] (f - (GNUA X
| S

anchura
altura

A continuacion, consideramos que esta masa esta situada en el centro del recxangulp sabemps que
la distancia del eX a (X, ,y, )esy, =[f(x)+ d x)]/ 2. Por tanto, el momento d® respecto del ej¥ es:

momente= masa distancia M, ypld ( f)*x ( 9IXxA [%—f (Xi)zg()‘)g

masa

distancia

Sumando estos momentos y tomando el limite cuandow , definimos el momento respecto delXjpor

b [f
mo= o f) It - a1 ox

Como la distancia desde el &&a (x,,Yy, ) es x, , entonces el momento respecto a dicho eje es:

M, = p [ XTH)- o] dx

Una vez visto esto, tenemos la siguiente definicion.

Definicion: Sean f y g funciones continuas tales qui(x)= g(xX) en[g f . Consideremos la lamina
plana de densidad uniforme limitada por las graficas dg= f(x), y= ¥, con & X bEntonces:

1. Losmomentos respecto de los ejes XsoiY:

M, = o o I - g o

M, = p [L xf(9- o] dx

2. Elcentro de masasle (X,y) viene dado por:

M M
X=— e y=-—=
m m

dondem=p I: [f(X - dX] dxeslamasadelalamina. O

Observacion: La densidado es factor comun del momento y de la masa, razén por la cual se cancela

cociente y no aparece en las coordenadas del centro de masa. Asi pues, el centro de masa de una |
densidad uniforme depende sélo de la forma de la lAmina, no de su densidad. Por eso el centro de
la lamina se llama a veces centro de masas de la region del plano que ocupa la lamina, oetatnalditEn
de la region. En otras palabras, para hallar el centroide de una regién del plano, suponemos, sencill
gue la region tiene una densidad constagntel y calculamos el correspondiente centro de masas.
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Ejemplo 16:
a) Hallar el centro de masas de una lamina de densidad uniymdimitada por las gréaficas de

f(x)=4-x*y el ejeX.
b) Hallar el centroide de la region limitada por las graficas @g = 4- x* y g(x) = x+2.

Para terminar el tema, enunciamos un teorema Uutil, que se cree debido a Pappus de Alejandria (300 a
matematico griego cuy@oleccion Matematicaontiene un resumen de gran parte de la matematica de
Grecia clasica.

Teorema (de Pappus):SeaR una region del plano ly una recta en ese plano que no corta al interid®. de
Sir es la distancia del centroide Rea la rectd., el volumen del s6lido de revolucion generado al gtran
torno a la recté viene dado por:

Donde A es el area de R. (Obsérvese Bue es la distancia que recorre el centroide de la region al girar
torno a la rectd). |

El teorema de Pappus se puedkzat para calcular el volumen de toro, figura en forma de rosquilla que
se genera haciendo girar una region circular en torno a una recta que esté en su mismo plano y que |
al circulo.

Ejemplo 17: Calcular el volumen del toro que se forma al girar la region circular limitada f
(x-2)? + y*=1 alrededor del ej¥.
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