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1 INTRODUCAO

1.1 Definicoes

SISTEMA

E uma disposi¢do, conjunto ou colegdo de partes conectadas ou relacionadas de tal

maneira a formarem um todo. Pode ser fisico, bioldgico, econdmico, etc.

Entrada Saida
—» Sistema [——»

CONTROLE

Estuda como agir sobre um dado sistema de modo a obter um resultado arbitrariamente

especificado.

CONTROLADOR

Dispositivo utilizado para a obten¢@o do controle de um sistema.

SISTEMA DE CONTROLE

Conjunto formado pelo sistema a ser controlado e o controlador.

SISTEMA DE CONTROLE A MALHA ABERTA

E aquele em que a saida ou resposta nao possui nenhuma influéncia sobre a entrada.

Resposta
desejada i iti

) N D1sposm~vo
de atuagdo

Saida
Sistema [———»

SISTEMA DE CONTROLE A MALHA FECHADA

E aquele em que a saida ou resposta influencia a entrada do sistema.

Resposta Sinal de controle
descjada (Variavel manipulada) Saida
(Set Point) MV (Variavel de Processo)
SP ——» Comparagdo Controlador Sistema » PV

A

Dispositivo
de medida

Sensor + Transmissor
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1.2 Exemplos

Ser humano tentando pegar um objeto

Posigdo olhos Controlador Sistema Posigdo
do objeto + da mao
Cérebro Brago e mio >
Controle de temperatura de uma sala
Temperatura ~ Termostato Controlador Sistema Temperatura
desejada + Ar pfesente
Condicionado Sala 4
Controle do nivel de um reservatério
Nivel Controlador Sistema Nivel
desejado + - de 4gua
Bomba Reservatorio »

Boia

1.3 Controle de Processos Industriais

Nas ultimas décadas houve uma verdadeira revolucdo nos equipamentos de
instrumentagao. Quarenta anos atras, muitos equipamentos eram mecanicos € pneumaticos.
Existiam tubos entre ligando os equipamentos do processo e a sala de controle. Atualmente,
os sistemas de controle sdo distribuidos com microprocessadores controlando muitas malhas
simultaneamente.

A despeito destas mudangas, os conceitos basicos de sistemas de controle e algoritmos
de controle permanecem essencialmente os mesmos. Agora ¢ mais facil implementar
estruturas de controle, pois basta reprogramar um computador. A tarefa dos engenheiros de
controle ¢ a mesma: projetar um sistema de controle que atenda as especificacdes, seja
estavel, robusto.

A figura abaixo mostra os principais elementos de um sistema de controle tipico de um

processo industrial:



SetPoint

‘)

Variavel

Manipulada Variavel de

MV Processo
Controlador Processo » py
Elemento final
de controle temperatura
pressao
nivel
vazao
Transmissor & Sensor <
tensdao mecanica
elétrica deslocamento
pneumatica tensao elétrica
hidraulica

impedancia

O sistema de malha fechada ¢ composto por um sensor que detecta a variavel de
processo (PV), um transmissor que converte o sinal do sensor em um sinal adequado (um
sinal do tipo ar pressurizado em sistemas pneumaticos ou um sinal elétrico em sistemas
eletronicos) e o transmite para um controlador que compara o valor da variavel de processo
(PV) com o valor do Set Point (SP) desejado e produz um sinal de controle apropriado € um
elemento final de controle que muda a varidvel manipulada (MV). Usualmente o elemento
final de controle ¢ uma valvula de controle operada por ar que abre e fecha modificando uma
razdo de fluxo.

O sensor, transmissor ¢ valvula de controle estdo localizados fisicamente no campo,
onde esta o processo. O controlador ¢ usualmente localizado em um painel ou computador em
uma sala de comando distante do processo. A ligacdo entre o painel e o campo ¢ feita através
de sinais elétricos que sdo enviados do transmissor para o controlador e do controlador para o
elemento final de controle.

Os equipamentos de controle utilizados em plantas quimicas ou em plantas tipicas da
area de petroleo sao analogicos (de pressao ou eletronicos) ou digitais. Os sistemas analdgicos
utilizam sinais de ar pressurizado (3 a 15 psi) ou sinais de corrente/tensdo (4-20 mA, 10-50
mA, 0-10 Vpc). Sistemas pneumaticos transmitem sinais através de pequenos tubos, enquanto
sistemas eletronicos usam fios.

Visto que muitas valvulas sdo ainda acionadas por ar pressurizado, sinais de corrente
sdo usualmente convertidos para ar pressurizado. Um conversor I/P (corrente para pressao) ¢
usado para converter sinais de 4-20 mA em sinais de 3-15 psi.

Um controlador industrial possui um modo de operagdo manual (malha aberta) ou

automatico (malha fechada). Durante a partida ou em condi¢gdes anormais, o operador do
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processo pode utilizar o modo de operagdo manual, determinando a abertura da valvula de
controle, independentemente do controlador. O chaveamento ¢ usualmente feito no painel de
controle ou no computador.

Além disso, o ganho do controlador pode ser feito negativo ou positivo selecionando-se
entre a¢do direta e reversa do controlador. Um ganho positivo resulta em uma saida do
controlador decrescendo a medida que a variavel do processo cresce (acdo reversa). Ja um
ganho negativo resulta em uma saida do controlador crescendo a medida que a variavel do
processo cresce (acdo direta). A escolha correta entre agdo direta e reversa depende da agdo
do transmissor (que ¢ usualmente direta), da acdo da valvula (ar para abrir, AO, ou ar para
fechar, AC) e do efeito da varidvel manipulada (MV) na variavel de processo (PV). A idéia
fundamental a ser seguida para a escolha correta da a¢ao do controlador, ¢ que a agdo tomada
pelo controlador deve levar a variavel de processo (PV) a se aproximar do Set Point (SP).

Em resumo, um controlador industrial deve possuir as seguintes caracteristicas:

1. Indicar o valor da Variavel de Processo (PV): o sinal que chega do transmissor

2. Indicar o valor do sinal enviado para a vélvula: a saida do controlador (usualmente
nominada MV)

Indicar o Set Point (SP)

Ter um chave para selecionar entre modo manual ou automatico

Ter uma forma de alterar o valor do SetPoint quando o controlador esta em automatico

Ter uma forma de alterar o sinal para a valvula quando o controlador esta em manual

N v AW

Ter um modo de selec¢do entre acdes direta e reversa do controlador

1.4 Problemas de Controle em Engenharia

Sistema

Y

Modelo
Matematico

A 4
Analise
Y . ~

) Baseado nas especifica¢des
Projeto

de desempenho

Y

Implementagao




1.5 Resumo da Historia do Controle Automatico

1769 = Maquina a vapor de James Watt

1868 = J. C. Maxwell desenvolve o modelo matematico para o controle de uma
maquina a vapor

1913 = Henry Ford desenvolve uma méquina de montagem utilizada na producao de
automoveis

1927 = H. W. Bode analisa amplificadores realimentados

1932 = H. Nyquist desenvolve um método para analisar a estabilidade de sistemas

1952 = Controle numérico desenvolvido pelo MIT

1954 = George Devol desenvolve o primeiro projeto industrial robotizado

1970 = Teoria de varidveis de estado e controle 6timo ¢ desenvolvida

1980 = Projeto de sistemas de controle robusto ¢ desenvolvido

1990 = Automacao da manufatura é difundida

1994 = Controle automatico ¢ largamente utilizado em automoveis. Sistemas robustos

sdo utilizados na manufatura

1.6 Transformada de Laplace

Defini¢éo
Seja
ft) = Fungdo do tempo t com f(t)=0 p/t<0
s = Variavel complexa
L = Operador de Laplace
F(s) = Transformada de Laplace de f{¢)

L [f(t)] = F(s) = [ (1) e~5" dt

0
Transformada de Algumas Funcdes Particulares
- Degrau unitério
fy=1" ‘=" F(s) = -
= = s) =—
1 t20 S



- Rampa unitaria

f={ 70 F(s) =
= = -
t t>0 S 2

- Parabola unitaria

0 t<O0 2
f(t) = = F(s) = =
2 t>0 §3

- Fungdo exponencial

_ 1
fty=e 3 t>0 - F(s) = ——
s+a
- Senodide
®
f(t)=senot t>0 = F(s) = 5 5
ST +o

- Fungao pulso unitario

40
1
A
>t
A
- Fung¢do impulso unitario
£ (1)
3(t)
| "
8(t) = lim fp(t)
A—0
a 1 1 A
Fyo(s) = [—e 5t dtz—(l—e_S )
p( £ A sA




i(l - e_SAj —sA

Fi(s)= lim Fy(s)= lim 94 - — lim >°
A—0 A—=0 = (57) A—0 S
dA

=1

Propriedades da Transformada de Laplace

a) Homogeneidade

L [af(t)] = aL [f(t)] = aF(s)

b) Aditividade
L [f1(t) £ ()] = L [f1(D)]£ L [©2(D)] = Fi(s) £ Fx(s)

¢) Translagao no tempo

L [f(t—a)]= e ¥ F(s)

d) Mudanga de escala de tempo

L [f(é) = aF(as)

e) Transla¢do no dominio s

L [eatf(t)] = F(s—a)

f) Diferenciacao

n ° -1
L [d—f(t)} — $"F(s)— s"LF(0) = "2 (1) ... —(?(0))
dt"
g) Valor final
lim f(t) = lim sF(s)
t—o0 s—0

Se sF(s) ndo tiver polos no eixo imaginario ou semi-plano direito aberto (p6lo ¢ valor

para o qual |sF (s)| — ®
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h) Valor inicial

lim f(t) = lim sF(s)
t—>0 S—>00

j) Integral da convolugao

t
L | [fi(t=Df2(1)dt | = Fy(s)F2(s)
0
k) Integracao
1
_Fe f O ~10) =
L“f(t)dt]— o — onde 10 =] fodd

Transformacdo Inversa de Laplace (Expansio em Fracoes Parciais)

F(s) = F|(s) + Fa(s) + ... +Fy(s)

L~ E@s)] = () + F (0) + ... +£4(D)

Em controle:

P~ NO _ N(s)
D(s) (s=pp)(s=p2) - (s=Pn)
onde pj(s), p2(s), ... ,pn(s) — polos de F(s)

Casos:

a) Polos reais simples

F(s) = G, G o+ Ck + o+ n
s=p]  S—p2 s— Pk s—Pn
4 ¢
Ck:[(s—pk)F(s)]S:p L 1{%}% ePut

b) Para um polo de multiplicidade r

11



Cir , Ck(-D L Cke-D) , Cug
T PR o B i (s—p )
(s-pk) (s—pk) (s-pk) k

-
Ck(r—i) - {ld— (s—pk)rF(s):l} 1=0,1,...,r-1

il gstL =p
Ck(r-i) |_ Ck(r-i) RESEX

L] | =
(s—py) | (=i-D!

c¢)_Para um par de pdlos complexos conjugados

pk =0+ jogd
Pk+1=0-]Jog

C C
k , Ckil Ci =[-PFO), =ICk| [Ck
S—Pk S—Pk+1 '

L—l{ Sk, Chsl }=2|Ck| e sen(ogt+|Cx +90°)
S—Pk S—DPk+1

2 CLASSIFICACAO DE SISTEMAS

2.1 Monovariaveis e Multivariaveis

1 —» ——» Y,
" S >y,
u——> § >V
uP yr
monovariavel multivariavel
2.2 Continuos e Discretos
Continuos — Todas as variaveis sao fungdes de um tempo continuo
Discretos — Envolve uma ou mais varidveis que sdo conhecidas somente em

determinados instantes de tempo.

2.3 Variantes e Invariantes no Tempo

Se:
12



u(t+d) y(t+d)
— S —

sistema invariante no tempo

u(t+d) y 1(t+d)
—» S —

sistema variante no tempo

Ou seja, em um sistema invariante no tempo, a saida ndo depende do instante em que a
entrada ¢ aplicada.
2.4 Sistema a Parametros Concentrados e Distribuidos

Pardmetros Concentrados — Equacdes diferenciais ordinarias

Parametros Distribuidos — Equagdes diferenciais parciais

2.5 Deterministicos e Estocasticos

Um sistema de controle ¢ deterministico se sua saida é prognosticavel e repetivel. Caso

contrario, ele € estocastico.

2.6 COM MEMORIA E SEM MEMORIA

Um sistema ¢ sem memoria se a resposta atual € uma fun¢ao somente da entrada atual,

sendo independente de entradas passadas. Caso contrario, o sistema ¢ dito com memoria.

2.7 SISTEMAS LINEARES E NAO-LINEARES
2.7.1 Sistemas Lineares

Um sistema inicialmente em repouso ¢ dito linear se e somente se apresenta as seguintes
propriedades:

a) Aditividade: (Principio da superposi¢do)

u
(R S E—

up+ U2 _'yl+ y2

u2

13



b) Homogeneidade

= YaeR

¢~ Combinando a) e b) :

ou +Buy S ay tBy,

Yo, eR

Exemplos
1) y=au
U =y, =ay,

u, >y, =au,

u=ou, +pu, > y= a(a‘ul + Buz) = 0L(aul)"' B(auz) = ay, + By,

Ou, seja, o sistema ¢ LINEAR

2) yv+ty=u
U =2y, vy, =4
u, 2>y,ty, =4,

y+y=ou, +Pu, = a(};l"' Y1J+B(y‘2+ Y2] = (a% ‘;B}Qj"'(a}ﬁ +BY2)

Logo,

y =ay, + Py, e o sistema ¢ LINEAR

14



2.7.2 Sistemas N&o-Lineares

ou y#oytpy;

i PN S —

EXEMPLOS

1) y = cosu

u, > y, =cosu,

u, >y, =cosu,
u=au, +pu, - y=cos(au, +Bu,)# acosu, +Bcosu, = ay, + By,

Assim,

y # ay, + By, e o sistema é NAO-LINEAR

2) .);+y;/=u+1'1

U > y,+y, Yy, =9, +y

U, > y,+y,y,=u,+u,

y+yy=ou, +Bu, +(0tu1 +Bu2j =aytay, y,+By,+By, ¥,

= (ayl + Byzj +ay, y,+By, v,

Logo,
y # ay, + By, e o sistema ¢ NAO-LINEAR

3) Linear com Saturacao

15



saida
A

/ /; entrada

4) Liga-Desliga

saida

» entrada

2.7.3 Linearizagéo de Sistemas N&o-Lineares

v

Ponto de operacdo — (Xo,Yo)
y = f(x)

A funcao f(x) pode ser expandida em série de Taylor em torno do ponto (X , o)

df 1 d’f
y=f(x)= f(XO)—i-d—X(X —X0)+ E@(X—XO)Z +...

16



2
onde as derivadas —, d—i , ... sdo calculadas em x = x(
dx  dx

Se (x — xo) € pequeno, entdo a equacdo anterior pode ser escrita como:

y = 1x,)+ S (x - x,)

dx
Definindo
k= £ , temos
dX X=X,

y =y, +k(x-x,)

Um sistema cuja saida depende de n varidveis

y= f(xl,xz,...,xn)

pode ser linearizado em torno do ponto de operagdo [y,,(X,y,X,,-.-»X )], resultando

cm
2 of
yzf(Xm,Xzo,...,Xno)'F ~ (XJ_XJO)
= j X105X2055Xn0
Denominando
(2t
an X105X205->Xn0
temos,
Y=Y +k1(X1 _X10)+k2(X2 _X20)+"'+kn(xn _Xno)
EXEMPLOS

1) Péndulo Simples
17



T(0) = mglsen 6

Ponto de operagdo  0p=0; T(6¢) =0

Linearizando,

T(0) = T(eo)+% (6-6,)=0+mglcose| _, (6-6,)

6=0,
Yy, =0
2) .};+ y’ ;/+ seny =1u Ponto de operagdo — };0 =0
u=u,

y=-y’y-seny+u

Linearizando, temos:

0 e e 0 0
L9y (y—yo}—y oy)+ Y (u-u,)

PO
Ylpo ro -

Calculando as derivadas,

y=u,+0-y+u-u,

.};+y=u

3 MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS

Existem, basicamente, dois tipos de modelos matematicos de sistemas: descri¢do
externa ou por fun¢ao de transferéncia e descri¢ao interna ou por variaveis de estado.

3.1 Funcio de Transferéncia (F.T.)

Considere um sistema linear, invariante no tempo, a parametros concentrados descrito

pela seguinte equagdo diferencial:

18



(n) (n-1) . (n-1) (n-2) .
y+a, y +..+a,,y+a,y=b, u+b, u +..+b, _u+bu

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagdo acima, com

condigoes iniciais nulas:

(s“ +a;s" o+ an_ls+an)Y(s) :(blsn_1 +b,s" +...+bn_1s+bn)U(s)

Y(s) (bs™' +b,s"+..+b, s+b,)
UGs)  ("+as"' +..+a, s+a,)

=G(s)

OBS:

- A F.T. ¢ uma propriedade do sistema, independe da magnitude e da natureza da
entrada ou fun¢do de excitacao.

- A F.T. inclui as unidades necessérias para relacionar a entrada com a saida, ndo
fornecendo qualquer informagao relativa a estrutura fisica do sistema.

- Se a F.T. for conhecida, a saida pode ser estudada para varias formas de entrada.

- A F.T. pode ser obtida experimentalmente.

- Matematicamente, G(s) pode ser definida como a transformada de Laplace da resposta
ao impulso do sistema.

A Funcgao de Transferéncia pode ser escrita como:

G(s) = K(S—Zl)(S—ZZ)...(S—Zn_l) _K N(s)

(s—pXs—p,)..(s—p,) D(s)

onde
z1,2), ... ,Zn—] sdo chamados de zeros do sistema ; G(s)=0
P1,P2, --- »Pn sdo chamados de polos do sistema ; G(s) > o
Im
A
Plano complexo s
polos Zero
X o—>»
Re
EXEMPLO:

19



i(t)

_ L) 1
Is) LCs’+RCs+1

G(s)

3.2 Representacio em Variaveis de Estado (V.E.)

Idéia: representar uma equagdo diferencial de n-ésima por um conjunto de n equagdes

diferenciais de 1 ordem.

Considerando a seguinte equacao diferencial (ndo envolve derivadas da entrada):

m @D _
y+a, y +..+a _yt+ay=u

(n-1)
com condig¢des iniciais y(0),y(0),...,y(0).

Definindo:
Xl = y Xl = X2
X, =Yy X, =X
= ' 2 3
(n-1) .
X, =y X, ,=-aX—-a, ,X,—...—aX, +U
Definindo
x| 0 1 0 0 ] [0]
X, 0 0 1 0 0
X = A=| : : : B=|:
. 0 0 0 1 0
_Xn | L an _an—l _an—2 _al_ _1_
c=[t 0 0 0]
Temos:
EQUAGAO DE ESTADO

20



y = Cx EQUACAO DA SAIDA

Se a equagao diferencial envolve derivadas da entrada:

() (a-) _ (n-)  (n-2) .
y+a, y +..+a,_,y+a,y=b, u +b, u +..4+b_u+bu

podemos ter a seguinte representacdo em V.E.:

00 .. 0 -a, | b, |
1 0 ... 0 —a_, b,
A=l : :B=| : |; C=[0 0.. 0 1]
0 0 .. 0 -a, b,
00 .. 1 -—a | | b, ]

OBS:

- A representacdo em V.E. da a informagao sobre a estrutura interna do sistema

- A escolha das variaveis de estado ndo € Unica. Assim, existem infinitas formas de

representar um mesmo sistema em variaveis de estado.

EXEMPLO:
L
| —
LI
-
1
e L
i () CT x <R
Ve
= e u=1
X, =1,

3.3 Relacao Entre Variaveis de Estado e Func¢ao de Transferéncia

X = Ax+Bu
y =Cx

sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)
Y(s) = CX(s)

21



(SI-A)X(s)=BX(s) = X(s)=(sI-A)'BU(s)

Logo,
YO _ ofs1— A)!
G(s) = 0e) C(sI-A)'B
Mas,
(SI _ A)_l _ ad_](SI — A)
det(sI — A)
e
_ 1 N(s)
G(s) =K D)

Comparando estas trés ultimas equacdes:

KN(s)=CadjisT-A)B e
D(s) = det(sI - A)

Assim, os valores de s que satisfazem

det(sI-A)=0 - Autovalores da matriz A

\

Também satisfazem

D(s)=0 - Raizes de D(s) - Polos de G(s)

3.4 Modelagem de Sistemas Fisicos

Para entender e controlar sistemas complexos, devemos obter modelos matematicos
quantitativos destes sistemas. Como os sistemas em consideragdo sdo dinadmicos, as suas
equacdes descritivas sdo equagdes diferenciais.

Tais equagdes que descrevem o comportamento dinamico de um sistema fisicos s@o
obtidas através das leis fisicas do processo. Este procedimento se aplica igualmente a sistemas

mecanicos, elétricos, fluidos e termodinamicos.

3.4.1 Variaveis Generalizadas

22



Visando generalizar o problema de modelagem, ou seja, apresentar uma metodologia
que independa do sistema fisico a ser tratado, iremos definir um par de variaveis (e,f), aos
quais damos o nome de variaveis generalizadas.

A grosso modo, podemos dizer que as variaveis generalizadas de um dado sistema sdo
aquelas cujo produto ¢ igual (ou proporcional) a poténcia (energia no tempo) entrando ou
saindo do sistema.

Neste par de varidveis generalizadas, identificamos dois tipos de variaveis, que
dependem da forma com que elas agem nos elementos dos sistemas. Assim, temos as
varidveis ATRAVES (corrente, for¢a) e as variaveis ENTRE (tensdo, velocidade). Notar que
a designagdo também esta relacionada ao tipo de instrumento requerido para medir cada
varidvel em um sistema fisico: medidores de forca e corrente sdo usados em série para medir
0 que atravessa o elemento, ¢ medidores de velocidade e tensdo sdo conectados em paralelo
para medir a diferenga entre o elemento.

A tabela a seguir mostra as variaveis generalizadas para diferentes sistemas fisicos.

Sistema Variavel Através Variavel Entre
Elétrico Corrente, 1 Tensao, v
Mecanico Forga, F Velocidade, v
Rotacional Torque, 1 Velocidade angular, ®
Fluido Vazao, Q Pressao, P
Térmico Fluxo de Calor, q Temperatura, T

Este par de variaveis generalizadas sdo chamados também de variaveis ESFORCO
(entre) e FLUXO (através). Esta denominagdo sera utilizada a partir de agora: esforgo (e),

fluxo (f).

3.4.2 Elementos de Sistemas Fisicos

Sob o enfoque energético e usando a defini¢do de varidveis generalizadas , podemos

classificar os elementos de sistemas em trés tipos:
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¢ Fontes de energia = - fontes de variaveis entre (ESFORCO)
- fontes de variaveis através (FLUXO)
e Armazenadores de energia = - armazenadores de variaveis entre (ESFORCO)

- armazenadores de variaveis através (FLUXO)

e Dissipadores de energia

A tabela a seguir mostra os elementos de diferentes sistemas fisicos, separando-os em

armazenador de fluxo, armazenador de esfor¢o e dissipadores.

Sistema Armazenador de Armazenador de Dissipador
Fluxo Esforc¢o
Capacitor Indutor Resistor
Elétrico _c dv,, v - di _Va
dt dt R
Mechni Massa Mola Atrito Viscoso
ecanico
F — M dV2 = id—F F = BV21
dt K dt
Inérci Mola Torcional _ )
. nereta Atrito Viscoso Rot.
Rotacional do, 1 dt
=] a@ @5 :K_TE T=B,0,
Reservatdrio Inércia fluida Resisténcia fluida
Fluido dP dQ 1
= C 21 P = R —— = _P
Q f dt 21 f dt Q Rf 21
Corpo Resisténcia Térmica
Térmico ar, | = ----- 1
= = —T
1=C dt 1 R, ”

3.4.3 Interconexéo de Elementos de Sistemas

A forma com que os elementos de um sistema sdo conectados gera um novo conjunto de

relagdes, que independem das caracteristicas dos elementos e das suas relagdes dindmicas.

Existem duas maneiras diferentes de conectar elementos de sistemas:

Conexao Série
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Ell EE

’ - ﬁY 2 e=e teyf=fi=15H
-"‘_\{Flf- fz

ezelzeg;f=f1+f2

£q

As relagdes em um sistema composto podem ser colocadas como restricdes de

compatibilidade de esfor¢o ¢ de continuidade de fluxo.

RESTRICAO DE COMPATIBILIDADE DE ESFORCO

=
=
I
o

~
I

Estas restricdes podem ser aplicadas aos mais diversos tipos de sistemas fisicos, para

obter ao seus modelos matematicos (equacdes diferenciais que os descrevem).
25



Em resumo, modelagem matematica pode ser interpretada como abaixo:

Restri¢des interconectivas v, +v, +v, =0

\2 \!
~ L ~ o . e A dx
relacdes basicas < relacdes constitutivas v =Ri <> relacdesdindmicas v = I
J combinagao 2
variaveis de estado F.T = modelo matematico

3.4.4 Sistemas Mecéanicos Translacionais

Analogia: forca — corrente
e ——» velocidade

f —» forca

Ex1:
g
b
T+ .
Y, F enﬁada.f
saida: =
) )
T N T
Restrigao Interconectiva (RI):
f W
+— —* f:Eb+ fm+fk
| M |— ¢
.‘_
— 1

m

Relagdes Constitutivas (RC):

fszﬁ V=lﬂ f, =bv
dt k dt
Relagdes Dinamicas (RD)
V=d—X ; Logo f=Md—V+kIth +bv
dt dt
2
F=M A b ™
dt dt
X(s) 1

(Ms2 + Bs +K)X(s)=F(s) =

F(s) Ms’>+Bs+K

26



X, ()= V() = X(1) kb1

X, (D) =x(1)

0 1

) 0

X=|-k -b X-’{Jf y:[l O]x
M M

Ex2:
Tyt
10 s 1§
J sada ¥ (pv)
b k entrada; u (posicio daroda)
roda Tu(t}l
e T T
RI:
& [h
M E gl =10
Jf
RC:
d’y
fo=M——=;  f,=b(v,-v,); f, =k([v,dt-]v,db;
RD:
Vy:g Vuzd—u
dt dt
.. oo . ) . b. k b. k
my+b(y-u)+k(y-u)=0 = my+by+ky=bu+ku = y+—y+—y=—u+—u
m- m- m m
b b k k
DD[y]l+—y-—u]l=——y+—u
m- m m m
£y
k8]
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X, =X, +—X,-—1Uu X, =x1-£x2+—u
m m m m
k
X, =-—X,+—Uu
m m
k k
X 0 -— X m X
.1: m tlplmoy y=[0 1]1
X, 1 _E X, E X,
m m
Ex3:
—1 |—rz2
1"—‘1 h3 k2
Ml —3 1 ]f-f'I2
f—*r
)
L L A LA
B E,
RI:
El fm,
M, My | Fx,
£ “th, —
1 E
fb,
F=fn th thz tiy Fpg tEyg tHz +1; =0
RC-RD:
., =k z, f, =k,z,
fy;=bs(2z,-2,) f;=bs(z,-2)
fbl :blzl sz :22
f =m,Z f,=m,Z,

mz, +b,z, +b,(z,-2,)+k,z, =f

mz,+b,z,+b;(z,-2,)+k,z, =0

28



Estado: X,=2z,; X,=2,; X;=2,; X, =2,

RI:
TFI El, =El,
............ _ E-gh
\ 12
+
FE
RC:
Fm = g V:lﬂ fb:BV
dt k dt
RD:
e
dt

Logo, M%+kjvdt+BV:F1:—l :>M'y+By+ky:F1§—1

2

3.4.5 Sistemas Mecénicos Rotacionais

Ex1:

29
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B3

Yo 1 e
ST

Bl B2
RI:
A it
T s
T= Tn o+ TBl +T33 TB3 = Tu +T32
RC:
do
TII 211? Ty =Bo, Ty =Bs(0,-0,)
do
T, =1, dt2 Ty, =B,o,
RD:
de, de,
0, =— 0, =—-
dt dt
do,

T:IIE—FB](’OI +B3((Dl —032)

do
B;(o, -0, ):Izd_tz"'Bz(Dz

T(s) =(I;s+ B, + B;)w,(s) - B;w,(s)
B,o,(s) - B;o,(s) =1,80,(s) +B,o,(s)

B
: ®,(s)
Ls+(B,+B;)

(’Jz(s):
B3
w
Ls+(B,+B;)
T(s) (ILs+B,+B;)(Ls+B,+B,)-B;

T(s)=(Ls+B, +B;)w,(s)-B, 1(8)

®,(s) Ls+(B,+B;)

o,(s) I,s + (B, +B;)

T(s) LLs>+[(B,+B,)s +(B,+B,)Ls+B,B, + BB, +B,B, + B - B
o,(s) Ls+ (B, +B;)

T(s) B 1112s2 +[(B, +B,)I, + (B, +B;),]s+B,B, + BB, + B,B;

Ex2: Modelo de uma hélice
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Hélice

R

Turbina
d

T=1 gt)l +Bo, +k(6, -0,)

k(6, -0,) 20022
3.4.6 Sistemas Eletromecanicos

Principios:
FE El Em +
B %Z = I
F, =Bil e, =Bly  Velooidade

Maquinas de C.C: Sao bastante utilizadas e controle, pois podem
ser representadas por modelos simples e

lineares em uma vasta operacao.

Rf Lﬂ. R_&

% T I Ly % - & g =R +L;
. A it
0

e

ks

g cte (rnaguina prirnaria)

Geradores C.C.
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l
e, =R, +Lf7-tf; e, =k pw; ¢ =k,i; (linear) = e, =kk,i;0

Aplicando Laplace:

E (s) =(R; +sL)L(s); Eg(s) = kng(S);
E, (&) Kk,
E.(s) R, +sL,

Motores C.C
R—f' ]’__& R'E'I.
P ' Sy {7
: +
Ef, T — i Lf‘ q,?‘ -1—1& ‘.
; h +
Ay e
catrpo 'L}I I arrmacdura
IEBE
d?o do
T=k,i_; T=kkii =J—+B—; e, =k o
24) a 2elely dtz dt b b
E
T I.B
I e}@} 86 _,
5 %8 B
Dj I; =cte
Motor C.C Controlado Pela Armadura
¢ =k,
T = kyk i i, = k,i, _ Kkl(9)= (Js* + Bs)O(s) .
T=Jo+Bow E (s)=(R,+sL,)I,(s)+k,s0(s)
e, =Ri +Li +e,; e, =ko

=>E (s)=(R, + sLa)(JSZk;BS)Q(S) +k,s0(s) = k,E, =[(R, +sL,)(Js* + Bs) + k k,s10(s) =

|06 _ k

t

E(s) s[LJs*+(JR, +L,B)s+RB+kk,]

S¢:
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0(s)  k

m

E(s) s(T,s+1)

onde:

k,

km = t
(RaB + ktkb)
JR

a

T,=— e
(R,B + k)

ganho do motor

constante de tempo do motor

Bis) 3

Ry Ef (s)
gn Lf' Rng+Rm =Rn
¥
L, +Ly =L,

Ex1: Gerador + motor C.C

Ri 1, k,i

e, =Ryip +L—=; e, =k,

R TR g~ ey
di

e, =Rji,+L,—*+e,; e, =k,o
dt

T=ki =Jo+Bo
k1,(s)=(Js+ B)a(s)

E,(s) = | (R, +s1,) D)

+k, |o(s)

[(R, +5sL,)(Js+ B)+kk,]sO0(s)
kk,

]f(s) =

E (s)= (Rf;—kSLf) (R, + sL,)(Js + B) + k,k, [s0(s)

trg

O(s) _ ktkg
E (s) s(R,+sL)[(R,+sL,)(Js+B)+kk]

3.4.7 Sistemas Fluidicos

Esfor¢co(e) — Pressdo (P)
Fluxo (f) - Vazdo (Q)
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P o
_ _dp A B Qe = @=
—‘lq Q_fdt cf—£ P=pzh 5 B
h A &, d i—- Q
w L Q‘E ﬁ'ga = E
p
Ex1:
Fia =_L.'1'.Lﬁ+ : =£
= it Qo » Do R
h
w & _*
o
_ 1 . His) R
Qi“(s)_(AHRJH(S)’ Q.(s) ARs+l
Ex2:
l q H, ) iy
(s
R R,
}J ™ e " — VE 7

Ex3: Tanque pressurizado com fluido compressivel

P

1

T

p:

<| B

p=tmassa especica do fluide

Conservacao de massa:

dmassa _d(pV)

dt

Para liquidos:
Yo,
dp =—dP
B
Para gases:

P
dp =—dP
r n.P

dt

B

dp Vdp
V— = =
o dt o Q o dt

= constante

n ~1.0-1.4 ( depende de quao rapidamente o fluido ¢ comprido)
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Ex4: Acumulador com mola ( fluido incompresivel)

£ acurmulagdo =3 entrada = saida
| | dm _ AV _ | dx
51

Hi. SN —=p—=p
P, dt dt dt

Ap,, = kx; Adpzl :kd_x dp,, :Ed_x
dt dt dt A dt
Q=A% - aak P
dt dt
A’ dp, _  dp, A’
= — —=C —’ C, = ——
VT Tk
Ex4: Inertancia fluida
Py ¥ B A
= A
Q= )= Q
L
di
F=A(P,-P)=AP,, =ma= p.A.L.a
o a0y
dt dt A
o :%d—Q andlogoa V :LE
A dt dt
Define—-se P, :%
dt

3.4.8 Sistemas Térmicos

e — temperatura (T)
f — fluxo (q)

Q =CAt =m.c.At

_dQ

=4
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Ex1: Termdmetro simples

o eolaile R
B * g ’
i
temperat ura iucial 5 Ca
+
widro
00 _em — Cmi(em _01)
R dt
-(6,,-6))
90_91_9m+‘91—ci(9 o) 0,-6 =60 A0
R o de 0,-6,=0,=A0
9 =0 _ o 48 o) _ 1
R, " dt 0,,(s) sC,R +1’
0, 1

- t
Se 9,4:? Ot) =0, (1—e ™) Ry;C 1;T!;

Ex2: Sistema de transferéncia de calor

entrada /_’i Foin "Q(K saida

trieio V /|

— anquecedor

Consideragdes: - Nao ha armazenamento de calor no isolamento

- Toda a agua no recipiente td a mesma temperatura

- 0; é constante e do meio ambiente

dt R, R,
R 1 n — vazao
> ne ¢ — calor especifico

perda de calor devido ao escoamento do fluido
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3.5 Diagramas de Blocos

3.5.1 Definigéo

Diagrama de Blocos de um sistema ¢ uma representagdo ilustrada das fungdes

desempenhadas por cada um dos componentes do sistema e do fluxo de sinais existente.

3.5.2 Componentes

BLOCO
Entrada Fungdo de Saida
—» Transferéncia —»
U(s) G(s) Y(s)
Y(s)= G(s).U(s)
PONTO DE JUNCAO

PONTO DE SOMA

a d=atb-c

3.56.3 Diagrama de Blocos de um Sistema em Malha Fechada

E
R(s) + (s) 6o Y(s)
B(s) HEs) |
B(s)

e Funcao de Transferéncia de malha aberta = E(s) = G(s)H(s)
S

Y(s)

¢ Funcdo de Transferéncia de alimentagdo direta = (s = G(s)
]
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B
e Funcao de Transferéncia do canal de realimentagao % = H(s)
S

Y(s) G

e Funcdo de Transferéncia de Malha Fechada =
R(s) 1+ G(s)H(s)

Y(s)= G(s)E(s)
E(s)= R(s) - B(s) =R(s) - H(s)Y(s)
Y(s)=R(s)G(s) - G(s)H(s)Y(s)

Y(s) G(s)
R(s) 1+ G(s)H(s)

3.5.4 Procedimento para a Construgao

i.  Escrever as equagdes que descrevem o comportamento dindmico de cada
componente;
ii.  Obter a transformada de Laplace destas equagdes, admitindo condigdes iniciais
nulas;
iii.  Representar cada equacao em transformada de Lapace na forma de um bloco;

iv.  Montar os elementos em um diagrama de blocos completo.

3.5.5 Reducgéo de um Diagrama de Blocos

Um diagrama de blocos pode ser simplificado ou reduzido por um rearranjo passo a

passo, usando as regras da algebra do diagrama de blocos:
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Dvapramas de blacos originais

Diagramas de hlocas equivalentes

A-8

A-B+C
-
C i

Sl

A A+ A=+

. y A-84¢ :
AG 45,6
SN ey
[]
4
5
=
7
&
i A6 e 7 AG
— > > G v
5 61 L° |
(o 47 ]
5
)
F A=
1
0 @%" A8 A . -
A=
a E &
2 A6, . AG+AG, A 46, ?161“52
I
12
13

39



EXEMPLO:

Campo ct€ )
GERADOR R RESERVATORIO
J,,B N
f Amplif. - f Kin | lENG
e ef fa eb '
b | o« Tm 0, 15.B, | VALvULA
E:' )%( K.
Vel. cte MOTOR N 0 A 1
2 2

o
< . " TANQUE
ol1a
R

As relagdes dadas sdo as seguintes:
e=K (r-h); e, =Ke; q, =K,0,
K, = constante de forga eletromotriz do gerador (V/A)
K, = constante de for¢a contra-eletromotriz do motor (V.s/rad)

K, = constante de torque do motor (N/A)

Calcular a fungdo de transferéncia

) pela reducdo do diagrama de blocos.
s

Considerar todos os parametros iguais a 1, exceto N, =2

H(s) 2K
R(s) 5s° +20s* +34s’ +28s> +9s+2K

3.6 Graficos de Fluxo de Sinal

3.6.1 Introdugédo

Um grafico de fluxo de sinal ¢ diagrama que representa um sistema de equagdes

lineares simultaneas.
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Consiste de uma rede em que nds sdo conectados por ramos orientados. Cada no
representa uma variavel do sistema, e cada ramo conectado entre dois nds atua como um

multiplicador de sinais.

ymapX ta % tax

OBS: Cada n6 soma os sinais que chegam a ele, e transmite esta soma.

3.6.2 Definicbes
No de
X4 entrada
d
X a X2 b ¢ NoO de

o » > 0 Xg saida
N6 de X3
entrada

C

e NO de entrada

e NO de saida

e Caminho

e Laco

e Ganho de um caminho
e Lacos que ndo se tocam

e Caminho direto

3.6.3 Diagrama de Fluxo de Sinal a Partir do Diagrama de Blocos

Bloco

U(s) Ge) Y(s) UGs) G(s) Y(s)

Ponto de Tomada

B ——— e
o_l_T
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Ponto de Soma

a d= atb-c a 1

Sistema de Controle de Malha Fechada

Ris) +,~ EO) Y(s) RE 1 ES) G(s)  Y(s)

G(s)

B(s)

H(s) | -H(s)

3.6.4 Foérmula de Ganho de Mason

Qualquer funcao de transferéncia entre um né de entrada e um néd de saida pode ser

calculada utilizando a férmula de ganho de Mason:

P=— Pk
A
onde:

P - Ganho total entre um noé de entrada e um no de saida

Py — Ganho do k-ésimo caminho direto

A - Determinante do grafico = 1 - (soma de todos os ganhos dos lagos
individuais) - (soma dos produtos dos ganhos de todas as combinagdes
possiveis de dois lacos que ndo se tocam) + (soma dos produtos dos ganhos de
todas as combinagdes possiveis de trés lagos que ndo se tocam) - ...

Ax - Cofator do k-ésimo determinante de caminho direto do grafico com os

lagos que tocam o k-ésimo caminho direto removidos, isto é, o cofator Ax ¢

obtido de A removendo os lagos que tocam o caminho Py.
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4 ESTABILIDADE

4.1 Definicao (BIBO - Bounded Input, Bounded Output)

“Um sistema qualquer ¢ estavel se e somente se para toda e qualquer entrada limitada, a

saida correspondente também for limitada”.

Teorema

“Um sistema linear, invariante no tempo e com parametros concentrados ¢ estavel se e

somente se 0 mdédulo de sua resposta ao impulso unitario for integravel em um intervalo

infinito, isto &, J.| g(t)|dt para um valor finito”.
0

“Um sistema linear a malha fechada, invariante no tempo, a pardmetros concentrados ¢
estavel se e somente se todos os polos de sua funcdo de transferéncia de malha fechada estdo
no semiplano esquerdo aberto do plano complexo s”.

1 + G(s)H(s) = 0 ¢ chamada de equacdo caracteristica do sistema de controle de malha
fechada

As raizes desta equacdo sdo os polos de malha fechada deste sistema.

4.2 Critério de Estabilidade de Routh

Considere a seguinte fungao de transferéncia de malha fechada:

Y(s) bys" +bs"" +..+b, s+b, N(s)
R(s) as"+as"'+.+a,_s+a, D(s)

Montar a seguinte tabela:

S ¢ c,

1

s | £

0

s |8

a,a, —a,a aa, —a,a a,a, —a,a
onde: b, =222 ; p2 =405 p =10 0T
a, a a



O calculo dos b’s continua até que os restantes sejam nulos. Para os ¢’s, d’s e e’s,

temos:

d, = ¢,b, —bc, ; d,

c ¢

O processo continua até que a n-ésima linha tenha sido completada.

CRITERIO DE ESTABILIDADE DE ROUTH

“O nimero de raizes da equacdo caracteristica com partes reais positivas ¢ igual ao

namero de mudangas de sinal dos coeficientes da 1* coluna da tabela”.

EXEMPLO:

D(s)=s*+25"+3s" +4s+5

IS

st 3
s 2 4
11 5
=6 0
15

Duas raizes instaveis

e C(Casos Especiais

a) Primeiro termo de uma linha é nulo:

- Substituir o termo nulo por um numero positivo muito pequeno e continuar a
completar a tabela ou

- Multiplicar o polindmio por (s+1) e construir a tabela
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EXEMPLO:

D(s) =5 +25*+25" +4s> +115 +10

sS11 2 11
st12 4 10
ssle 6 0
s’ ¢ 10
s'ld 0
s 110
Gtz 120y Sati
1

Duas raizes instaveis

b) Todos os coeficientes em uma linha sao nulos:

- O resto da tabela pode ser continuado formando um polindmio auxiliar com os
coeficientes da ultima linha e usando os coeficientes da derivada deste polindmio na linha
seguinte.

EXEMPLO:

D(s) =5’ + 25" + 245" +48s° —255 - 50

s 1 24 =25
st*12 48 =50
10 0 0
S2
Sl
SO

p(s) =2s* +48s> =50

s’ 1 24 -25
st 2 48 -50
s’ 8 96

s2| 24 =50

s' {1127 0

s =50

Um pdlo instavel
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EXERCICIO
Determinar os valores de K para os quais o sistema de controle de malha fechada abaixo

seja estavel

R+ K YGs)
s(s2+s+1)(s+2)

Y(s) K
R(s) s*+35°+2s+K

st 1 3
s° 3 2 0
s? Z K
3
5! 2—2K 0
7
s° K
2—2K>0 - K<E
7 9

K>0

5 CARACTERISTICAS EM MALHA FECHADA

Existem basicamente duas grandes vantagens em utilizarmos um sistema de controle a
malha fechada ao invés de malha aberta: reducdo da sensibilidade do sistema a variagdes de
parametros € maior rejeicao a distirbios

Por outro lado, existem também desvantagens em se utilizar realimentagao, tais como:
maior numero de componentes ¢ perda de ganho.

Estas vantagens e desvantagens serdo analisadas neste item.
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5.1 Sensibilidade a Variacao de Parametros

R(s) Y(s) Rs) +, ~E0O) C(s)

—» Gs) — G(s)

B(s)
Malha Aberta H(s)

P Y

Para ilustrar o efeito da varia¢do de parametros, consideraremos uma mudanga de AG(s)

na fung¢do de transferéncia da planta G(s).

Para o caso de um sistema em malha aberta a mudanga correspondente na saida sera

AY(s) = AG(s)R(s)

No caso de um sistema de malha fechada, temos:

Y(s)+AY(s) = — SO TACE) ooy
1+ (G(s) + AG(s)) H(s)

Entdo, a mudanga na saida sera

B AG(s)
A = GH ) 1 aGH() i+ GH ) )

Quando GH(s) >> AGH(s), temos

AG(s)

AY(S):m

R(s)

Ou seja, a mudanga na saida ¢ reduzida por um fator (1+GH(S))2 que ¢ usualmente

muito maior que 1 na faixa de freqiiéncias de interesse.
A sensibilidade de um sistema ¢ definida como a razao entre a mudanga percentual na

func¢do de transferéncia de malha fechada G r(s) e a mudanga percentual na fungio de

transferéncia da planta G(s)
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o AG, (9)/G, (5)
AG(s)/ G(s)

. . . ~ . . ﬁmf /Gmf
No limite, para pequenas varia¢des incrementais, temos: |S = —ic

Assim, a sensibilidade da fun¢do de transferéncia de malha fechada a variacdo em G ¢é:

G, G 1

&G G, 1+GH

SG

&G, H —-GH
e a sensibilidade a variagio em H é: S, = —2 = G
cH G, 1+GH

Quando GH ¢ elevado, a sensibilidade aproxima-se da unidade e as mudangas em H(s)
afetam diretamente a resposta do sistema. Assim, € necessario utilizar componentes precisos

na malha de realimentagao.

5.2 Efeito de Perturbacoes

rturbaca
tP(S)pe urbagédo P(s)
R(s) o . +: Y(s) .
R(s) 1 G(s) Y(s)
Malha Aberta ° . . . °
Ye) _,
P(s)
P(s)
+ —~ E@s) ") R
RE) Gs) |—( r—r 9 1
B(s) Hs) |e
Y(s) 1

P(s) 1+GH(s)
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Ocorre uma redugo no efeito de perturbagdes na saida do sistema quando o mesmo esta
em malha fechada em relagdo a malha aberta.

Existem algumas vantagens adicionais em se utilizar realimentagdo, as quais serdo
discutidas futuramente: possibilidade de estabiliza¢do, de melhoria no desempenho transitorio

e de melhoria no desempenho em regime permanente de um sistema.

5.3 O Custo da Realimentacao

As vantagens introduzidas com o uso da realimenta¢do tém um custo, o qual deve ser
analisado.
Basicamente, as principais desvantagens da realimentagdo em relacdo a malha aberta

sao:

e Aumento da Complexidade

Em malha fechada tem-se a necessidade do uso de um maior nimero de componentes
no sistema. Como exemplo, citamos o sensor, geralmente o componente mais caro em um

sistema de controle.

e Perda de Ganho

O ganho de um sistema de malha fechada ¢ reduzido por um fator 1/1+GH em relagao a

um sistema de malha aberta.

e Possibilidade de Instabilidade

Um sistema que em malha aberta ¢ estavel, pode ndo ser sempre estavel em malha
fechada. Como exemplo, citamos o exemplo do controle de nivel visto anteriormente, onde a

estabilidade do sistema em malha fechada dependia do ganho do amplificador K.

6 ANALISE DE DESEMPENHO TRANSITORIO E EM
REGIME ESTACIONARIO DE SISTEMAS

A resposta temporal de um sistema consiste de duas partes: a resposta transitdria e a
resposta em regime permanente (estacionaria).

Resposta Transitéria —> parte da resposta que vai do estado inicial até o estado final.

Resposta Estaciondria — maneira com a saida se comporta quando t tente a infinito.
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6.1 Analise de Resposta Transitoria
6.1.1 Sistemas de Primeira Ordem

Considere a seguinte equagio diferencial de 1° ordem:

ac(t)+bc(t) =dr(t) a+0
onde c(?) ¢ a saida do sistema e 7(¢) ¢ a entrada do sistema.

Definindo

. d .
% =T (constante de tempo do sistema); e 3 =K (ganho do sistema)

temos

Te(0)+ e(t) = Kr(?)

C K

Assim a fungao de transferéncia é: () =G(s) =
R(s) Ts+1

R(s) + E(s) 1 C(s)
— K >
sT
. 1

Considerando K=1, temos: |G(s) =

Ts+1

Resposta ao Degrau Unitario

1 1 1 1

sT+ls s s+l/T

C(s)=

c(t)y=1-¢e"'"
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Resposta a Rampa Unitaria

11 1 7 T
C@s)=— =———+
() P Ts+1  s* s Ts+1

c(t)=t-T+Te"'"

e(t)=r)—c(t) =T(1-¢"'")
Logo: e(o)=T

Exemplos de sistemas de 1* ordem: circuito RC, reservatdrio com vélvula, sistema de

temperatura, etc.

6.1.2 Sistemas de Segunda Ordem

Considere a seguinte equagao diferencial de segunda ordem::
ac(ty+ be(t)+ de(t) = er(t)

Definindo: b 2w, ; q_ w;; fok
a a a



onde & ¢ o fator de amortecimento, o , € a freqiiéncia natural e K € o ganho do sistema, temos:

() 22w, e(1)+ @2e(t) = Kr(t)

C(s) K
R(s) s*+2fw;s+w;

Aplicando Laplace com C.I. nulas:

R(s) - E(s) 1 C(s)

s(s+2&my

C(s) @

n

R(s) s*+28ws+ 0

Considerando K = @, :

Pélos do sistema: ss+2lms+w =0 = s=-(o,tw,E -1

Exemplos de sistemas de 2% ordem: circuito RLC, sistema massa-mola-atrito,

servomecanismo de posicao...

Temos trés casos:

a) 0<&<1: Caso SUBAMORTECIDO. O sistema tem dois polos

complexos conjugados e apresenta oscilagdes

b){=1: Caso CRITICAMENTE AMORTECIDO. Dois pélos reais e iguais. A

partir deste valor de & o sistema passa a ndo ter mais oscilagoes.
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c)E>1: Caso SOBREAMORTECIDO. Dois po6los reais e distintos.

A medida que & aumenta, o comportamento do sistema se aproxima do

comportamento de um sistema de 1* ordem.

Resposta ao Degrau Unitario

—éw,t 1— 2
a) Caso Subamortecido: c(t)=1- c sen(a)dt +1g”! : d J

J1-&

2| £ [N . .
onde: |@, =+/1-&7 | € a freqiiéncia natural amortecida.

Se ¢ =0, entdo: |c(t) =1—cosm,t

b) Caso criticamente amortecido: c(t)=1-e ' (I1+o,t)

—s;t

2\E* -1\ 8 S,

c¢) Caso sobreamortecido: c(t)y=1+

0ndes1=(§+\/§2—1)ﬂ)n e S2=(§— 652_1)%

A figura abaixo mostra as curvas de resposta ao degrau unitirio de um sistema de 2°

ordem em fungdo do fator de amortecimento &
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e ESPECIFICACOES DE RESPOSTA TRANSITORIA

FAE
Tolerincle parmiasval

1
1
]
i
1
]
!
05F---- :
:
i
1

-t

I
|

Definigoes

a) Tempo de Subida, t,: E o tempo necessario para que a saida atinja pela primeira vez o

seu valor final
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_ g2
t, = onde B =tg" 1-¢
o, £

b) Tempo de Pico, t,: E o instante de tempo em que a resposta atinge o primeiro pico

do sobre-sinal.

c¢) Sobre-Sinal Maximo (Overshoot), My: E o valor maximo de pico da curva de

resposta medido a partir do valor final.

M (%) = ) =) 00%
c(e0)

c(tp) =1+ e_(&[/\/?J

Logo:

1=e? )

M (%) = 100

OBS: O sobre-sinal mdaximo depende somente do valor do coeficiente de amortecimento &

d) Tempo de Acomodagdo (estabilizagdo), t;: E o tempo necesséario para que a resposta
alcance e permaneca dentro de uma faixa em torno do valor final. Esta faixa ¢ especificada

por uma porcentagem absoluta do valor final (2% ou 5%)).

4

t, = 5— (critério de 2%)
a)ﬂ
3 .

t, = 5— (critério de 5%)
a)l’l

OBS: A4s curvas e especificac¢oes calculadas sdo validas somente para sistemas de 2 ordem,

cuja fungdo de transferéncia apresenta dois polos e nenhum zero.
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6.1.3 Sistemas de Ordem Superior

Considere a resposta ao degrau unitario de um sistema de ordem superior:

onde g +2r=n.

Expandindo a equacdo acima em fragdes parciais, temos:

2 2
Ts+p, S s +28 o5+ o

C(s) =%+Zq: % +Zr:bk(s+§k“)k)+ck“’k\/1—§k

Logo,

q r r
ct)=a+Y ae " + be s cos(a)kwll - é,ft)+ > cke_ﬁk””sen(a)“/I - f,ft)
k=1

j=1 k=1

- A curva de resposta de um sistema estavel de ordem superior ¢ a soma de um certo
numero de curvas exponenciais ¢ curvas senoidais amortecidas

- O tipo de resposta transitoria ¢ determinado pelos polos de malha fechada, ao passo
que a forma de resposta transitoria ¢ determinada principalmente pelos zeros de malha

fechada.

EXEMPLO:

Ka K(a-b) K(a-c)

C(s) = K(s+a) _ pe  (c=bb  (b-c)
_S(S+b)(S+C)_ S s+b s+c

e POLOS DOMINADOS E DOMINANTES

Se um sistema ¢ estavel, entdo os polos que estdo longe do eixo jo tem partes reais
negativas de valor grande, e os termos exponenciais correspondentes a estes pdlos decaem

rapidamente a zero.
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A dominancia relativa de pdlos de malha fechada ¢ determinada pela relacdo das partes
reais dos polos de malha fechada, bem como pelos valores relativos dos residuos calculados
nos polos de malha fechada. O valor dos residuos depende tanto dos pdélos quanto dos zeros
de malha fechada.

Se as relagdes entre as partes reais dos polos excedem cinco e ndo existem zeros na
vizinhanga, entdo os pélos de malha fechada mais proximos do eixo jo dominardo a resposta
transitoria. Estes polos sdo chamados de DOMINANTES e os mais distantes do eixo jo s@o

chamados de DOMINADOS.

EXEMPLO:

~ 20
T (s+D)(s+2)(s+10)

G(s)

Resposta ao degrau unitario:

20 1 20/9 10/8 2/72
C(s) = = + _
s(s+D(s+2)(s+10) s s+1 s+2 s+10

c(t) = I—Ee_t + Ee‘” —ie_m'
9 8 72

Este sistema ¢ dominante de segunda ordem, pois o polo s= - 10 estd muito distante do
eixo jo. Assim, podemos fazer uma aproximacao para um sistema de segunda ordem.

Para desprezar o efeito de um p6lo em uma funcao de transferéncia, devemos fazer s=0
na parte correspondente a este pélo.

No exemplo, temos:

. 20 ~ 2
T (s+D)(s+2)0+10)  (s+1)(s+2)

G(s)

Assim, a resposta ao degrau unitario ¢é:

2 I 2 1

Ts(s4D)(s+2) s s+l s+2

C(s)

c(t)y=1-2¢" +e™

A figura abaixo mostra as curvas exata e aproximada:
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6.2 Desempenho em Regime Permanente

A analise do desempenho em regime permanente de um sistema consiste no estudo do

comportamento da resposta do sistema quando o tempo tende a infinito.

6.2.1 Introdugéao

e CLASSIFICACAO DE SISTEMAS

Podemos classificar um sistema de controle acordo com a sua habilidade para seguir
entradas em degrau, rampa, parabola, etc...

Considerando um sistema em malha fechada da forma:

R(s) *+ E () G(s) =C(S)

B(s)

H(s) [

onde

Kﬁ (s + zi)
GEH() =—F——
5" (S + Pi)

i=l

O desempenho do sistema quando s tende a zero depende do nlimero de integradores N.

O numero de integradores ¢ freqiientemente chamado de TIPO do sistema (N).

e ERRO ESTACIONARIO

Considerando o sistema de controle em malha fechada, temos que o erro atuante E,(s)

¢ dado por:

E,(s) = R(s) = C(s)H(s) = R(s) = E,(s)G(s)H (s)

logo:

1

" i GwHE) )

E,(s)

Aplicando o teorema do valor final, temos que o erro atuante estacionario ou de regime

¢ dado por:
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e, =lime (t)= ling sE_(s)
t—0 e

SR(s)
e, =lm————
¥ s20 14+ G(s)H (s)

OBS: O erro atuante E,(s) so coincide com o erro E(s) = R(s) - C(s) quando H(s)= 1.

1+ G(s)H(s)—-G
O erro E(s) ¢ dado por: E(s) = R(s) - C(s) = 1+ G()H(s) (S)]R(s)
1+ G(s)H(s)
6.2.2 Entrada Degrau
O erro de regime para uma entrada degrau de magnitude A é:
s(4/s) A
ess = m =
201+ G(s)H(s) 1+ G(0)(H(0)
Definindo a constante de erro de posigao estatico (K;) como:
K, = lirrol G(s)H(s) = G(0)H (0)
., A
o erro de regime ¢ dado por: e, =
- 1+K,
. . A
Para um sistema tipo 0 = e, =
I1+K
Para um sistema de tipo 1 ou maior N =1 = e, = " L _ 0
+ o0

6.2.3 Entrada Rampa

O erro de regime para uma entrada rampa de inclinagdo 4 ¢:

B S(A/Sz) . A B

o _ = lim
T 01+ G()H(s) 0 s+5G(s)H(s) 0 sG(s)H(s)

Definindo a constante de erro de velocidade estatico (K) como:

K, = l,inol sG(s)H(s)

o erro de regime para uma entrada rampa ¢ dado por: e, =

SS

N‘:,k
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Para um sistema tipo 0 = e, = % — 00 infinito
: . 1 .
Para um sistema tipo 1 = e, = E finito
Para um sistema de tipo 2 ou maior N>2 = e, = 1 0 nulo
o0
6.2.4 Entrada Parabola
O erro de regime para uma entrada parabola r(t) = At* /2 é:
S(A/ s> ) A . A
e, =lim =lim——— =lim————
201+ G(s)H(s) 205" +5°G(s)H(s) 205 °G(s)H(s)
Definindo a constante de erro de aceleracao estatico (K,) como:
K, = lil’I(}SzG(S)H(S)
: . . 4
o erro de regime para uma entrada parabola ¢ dado por:  |e, = A
: . A e
Para um sistema tipo O ou 1 N <1 = e, = ) —> 00 infinito
: . 1 .
Para um sistema tipo 2 = e, = E finito
Para um sistema de tipo 3 ou maior N>3 = e, = 1 0 nulo
o0
e RESUMO DE ERROS ESTACIONARIOS
Entrada Degrau Entrada Rampa Entrada Parabola
r(t)= A r(t)= At r(ty= At*/2
. A
Tipo 0 K, o0 o0
T' 1 i
1po 0 X, co
Tipo 2 0 A
1po 0 X,
Tipo 3 0 0 0
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7 CONTROLADORES PID

7.1 Introducio

t
M+ e Controlador | u(t) f()
o > Planta >
Série
Controlador | Elementos |,
de Realimentagio| de Medida

e Controladores Série

Em geral, o projeto de controladores série ¢ mais simples que o de controladores
(compensadores) por realimentagdo. Entretanto, normalmente exige amplificadores adicionais
para aumentar o ganho do sistema.

Exemplos:

- controladores ndo-lineares: relé, relé com histerese, etc.

- controladores lineares: combinagao das agdoes PID (Proporcional, Integral, Derivativa),

atraso de fase, avanco de fase.

e Controladores por Realimentacao

Em geral, o nimero de componentes necessarios na compensagao por realimentagao
sera menor que o nimero de componentes na compensagao série.
Exemplos:

- Realimentacdo tacométrica, realimentacao dos estados.

7.2 Acoes de Controle PID

a) Controle Proporcional (P)

u(t) = Ke(t); U(s) = KE(s)

onde: e(¢)=r(t) - y(t) = SP - PV

- O controlador proporcional ¢ um amplificador, com ganho ajustavel (K);

- O aumento do ganho K, diminui o erro de regime;
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- Em geral, o aumento de K torna o sistema mais oscilatorio, podendo instabiliza-lo;

- Melhora o regime e piora o transitorio, sendo bastante limitado.

Ex:
r(t) + " R I 2(0
A Ts+1
s 1
Para entrada degrau unitario = e, =
- 1I+K

O erro sera nulo somente para K — 0, o que nem sempre € possivel.
Muitos instrumentos usam um termo alternativo, Banda Proporcional (PB), ao invés

do ganho: PB = 100
K

O termo Banda Proporcional se refere a faixa sobre a qual o erro deve variar para que a
saida do controlador (MV) excurcione em toda a sua faixa.

O ganho do controlador pode ser feito positivo ou negativo. Um ganho positivo resulta
em uma saida do controlador (MV) diminuindo quando a variavel de processo (PV) esta
crescendo (acio REVERSA). Para um ganho negativo a saida do controlador (MV) diminui
quando a variavel de processo (PV) cresce (agdo DIRETA). O sinal correto depende da agao
do transmissor (usualmente direta), da acdo do valvula (ar-para-abrir (AO) ou ar-para-fechar
(ACQ)) e do efeito do sinal de controle (CS) na variavel de processo (PV).

Como exemplo suponha o processo de temperatura da saida de um trocador de calor

mostrado na figura abaixo:
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Steam supply
9

L ]
Cco :
AQ 1/p = TC 7 Sp
Control valve ]
FPM
TT
FJ
—
Cool 5 Hot
e S— o A | —— ]
inlet exchanger bt T exit
To
F —p
Steam
trap
Condensate TT = temperature transmitter

TC = temperature controller
CO = controller output

SP = setpoint

PM = process measurement

Ty = process inlet temperature
T = process outlet temperature
F, = steam flow rate

F = process flow rate

Neste caso, a a¢do correta do controlador ¢ a acdo REVERSA (ganho positivo), pois

todas as outras agdes envolvidas sdo positivas.

b) Controlador Proporcional + Integral (PI)

A agdo integral do controlador move a variavel de controle (CS) baseada na integral no

tempo do erro

(K s+

P

K) b

u(t) = K ,e(t) +ije(r)dr ; U(s) =
T

i0

onde K, = —e 7; ¢ o tempo integrativo ou tempo de reset com unidade da ordem de minutos.
T

i

- Zera o erro de regime, pois aumenta o tipo do sistema em 1 unidade;

- E utilizado quando temos resposta transitéria aceitavel e resposta em regime
insatisfatoria;

- Adiciona um pélo em p = 0 e um zero em z = - K/K);

- Como aumenta a ordem do sistema, temos possibilidade de instabilidade diferente do

sistema original. Pode degradar o desempenho do controlador em malha fechada.

Ex:
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(t)y  + ~e) Kj 1 o(t)

=
+
w
A
—
77}
x

Para entrada degrau unitdrio = e = oo 0
+ 00

Muitos controladores sdo calibrados em minutos (ou minutos/repeticdo, um termo que
se origina do teste de colocar o controlador em um erro fixo e verificar quanto tempo a acao
integral leva para produzir a mesma mudanga na saida do controlador que o controlador

proporcional tem com ganho 1; a integral repete a agdo do controlador proporcional).

¢) Controlador Proporcional + Derivativo (PD)

u(t) = K e(t) + 7, %e(t) : U(s) = (K, + K, s)E(s)

onde K,= 7; é a constante derivativa em minutos.

- Leva em conta a taxa de variacao do erro;

- E utilizado quando temos resposta em regime aceitivel e resposta transitoria
insatisfatoria;

- Adiciona um zero em z = - K,/K;

- Introduz um efeito de antecipacdo no sistema, fazendo com que o mesmo reaja nao
somente a magnitude do sinal de erro, como também a sua tendéncia para o instante futuro,
iniciando, assim, uma a¢ao corretiva mais cedo;

- A acdo derivativa tem a desvantagem de amplificar os sinais de ruido, o que pode

causar um efeito de saturagao nos atuadores do sistema.

Ex:
PD
1(t) + e(t) 1

Kp+KdS " Js*

(@)
va
p—

cis) (K, +K,s)
R(s) Js*+K,;s+K,
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d) Controlador Proporcional + Integral + Derivativo (PID)

U(s) K,s® +K,s+K,
E(s) s

U(s)=(Kp+£+dejE(s) =
s

- E utilizado quando temos resposta transitoria e em regime insatisfatorias;

- Adiciona um p6lo em p=0 e 2 zeros, que dependem dos parametros do controlador;

A agdo derivativa pode ser usada sobre o sinal de erro (SP-PV) ou sobre a variavel de
processo (PV). Usualmente ¢ usada sobre esta ultima. Além disso, geralmente a acdo

derivativa ¢ separada da agdo PI (veja figura abaixo).

Controlled variable
Manipulated S PROCESS >
variable
4
i Control Transmitter
ES valve
== M‘
i e e e e ] =,
| Feedback controller v |
J 4 |
. di
|
l co l
|
| |
y | B 4 Derivative ' SP
| action E 1
| |
b _J
2 Controlled variable
Manipulated %= PROCESS =
variable
Transmitter
_-4:
TPM _
e e i PP oL S
| Feedback \ |
| controller |
]I Derivative {
I + |
4 l \ !
=+ | |
| =1 |
| |
| I
| |
il PI a : |
i : action (Z) | S
e e P J
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7.3 Implementacio Eletronica Analégica de Controladores PID

e Amplificador Operacional

(4] Ot =

e O +

e, =k(e,—e) k~10° —10°

Caracteristicas: Zpy,=© € Zou= 0

e Inversor

in R.'z
P AAAA
L yvyy
i Ry
C “""‘""
e' o
+
€ €,
o o]
=r
. e —e . e —e o .
i =— ; i = e i =i; k(O—e)=e ;
1 1 1 2 0
Rl R2
e, e R
Logo: —+-=-—2- ou e, =——2e,
R R, R,

E,(s) _ Z,(s)
E,(s) - Z,(s)

De uma maneira geral:

Tabela de A¢des de Controle:
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Control Eﬁs) ;onal Amplifier Circuits
Action G{(s) 75 Operati plifier Circui
R Ry
R Ry
1 P AR
Ry 1
2 ! Rs RiCos
R
3 FD %: R RCis+1)
Ry Ry RaCps+1
" i Rg Rl ch'ﬁ
Ry Ry RCis+1) (RyCps + 1)
5 o R R RaCas

7.4 Modificacoes das Acoes de Controle

e PID Original

R(s) E(s)

Dis)

Gyls)

e Parte Derivativa -Filtro

I,s

——;com y~=0.1
1+ 7,s

e PI-D
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¥(s)

N(s)




= 1 1 Dis)

R(s) E(s) 1 U(s) é Hs)
= E K p Gp( 5)

T

B(s) N(s)

Objetivo: Nao derivar variagoes bruscas no sinal de referéncia.

D(s)

R(s) T ) é )
| T ﬁ K, | Gpls) |

B(s)

1 Ty

A A

B(s) N(s)

Objetivo: Nao derivar, nem amplificar variagoes bruscas no sinal de referéncia.

8 ANALISE DE SISTEMAS POR VARIAVEIS DE ESTADO

8.1 Descricido Por Variaveis de Estado

E aplicavel a sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas, que podem ser lineares
ou ndo-lineares, invariantes ou variantes no tempo e com condi¢des iniciais ndo-nulas.
O estado de um sistema no instante ty ¢ a quantidade de informagdo em t, que, junto

com a entrada u(t) em t > t,, determina univocamente o comportamento do sistema para todo

t>t,.
x, (¢)
x(f) = x, (1) | - x(#) — Vetor de estado
ol x;(t) — Variavel de estado
x,(1)
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_ul (1) ]
u, (1) U(¢#) — Vetor de entradas
U@ = ; o
: u,(t) —>1-éssima entrada
45
_yl (t)_
»,(t) Y(#) — Vetor desaidas
Y(#)= ; i
: »,(t) > 1- éssima saida
Ve (0]

Anxn 5 anp 5 qun 5 qup

Na representacao por varidveis de estado:

|X(t) = Ax(t)+ BU(t)| Equacdo de Estado (dindmica do sistema)

|Y(t) =Cx(1)+ DU(t)| Equacao de Saida (observagdo do sistema)

Aplicando Transformada de Laplace temos:
(sI-A)X(s) =BU(s) + X(0)
X(s) = (sI— A) ' BU(s) + (sT - A)" X(0)

Para condig¢des iniciais nulas ( X(0) =0)
Y(s)=|C(st - A) "B+ DU(s)
Y(s) = G(s) U(s)

onde:

G(s)=C(sI-A)'B+D Matriz Fungao de Transferéncia

8.2 Solucdo da Equacio de Estado

e Caso Escalar

(1) = ax(t) + bu()—s X () = (s—a) ' x(0) + (s —a) ' bU(s) =

= x(t) = L {X ()} = " x(0) + bL ™ {s - a) " [* L U ()} =

x(t) =e*x(0)+ I e’ “bu(r)dr
0
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e (Caso Vetorial

x(t) = Ax(t) + BU(t)

t
x(t) =e*x(0)+ I e*"YBU(1)dr
0

onde: e =L" {(sI ~A)” }

A matriz exponencial e* pode ser calculada através da série:

A’t? AFt*

eM=T+Ar+ +..4
k!

+...

que converge para todo ¢ finito e para todo A.

8.3 Estabilidade

Considere uma representagdo em variaveis de estado de um sistema SISO:

(1) = Ax(¢) + Bu(?)
1(t) = Cx(¢) + du(?)

- Teorema

Um sistema ¢ estavel se quando u(t) = 0, para todo x(0), temos que limx(t) =0
t—o0

OBS: se u(t) = 0 = x(¢) = e*'x(0)

- Corolario

Um sistema ¢ estavel se todos os autovalores da matriz A apresentam parte real
negativa.
OBS: Os autovalores de uma matriz A sdo as raizes de sua equagdo caracteristica:

A(s) = det(sT-A)=0
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EXEMPLO:

-1 1 3 0
x=| 0 -3 4|x+|0|u
0 0 2 1

s+1 -1 =3
det(sT-A)=| 0 s+3 —4 |=(@G+D)(E+2)(s-2)
0 0 s-2

Logo, o sistema ¢ instavel.

8.4 Controlabilidade

- Definicio
O sistema (A,B,C,d) ¢ controlavel se, quaisquer que sejam x(0) e x(T), existe u(t)

0 <t <T que transfere o estado x(0) para o estado x(T) em um tempo finito.

- Teorema

O sistema (A,B,C,d) ¢ controlavel se e somente se o posto da matriz de controlabilidade

U (n x np) associada ¢ igual a n.

U=[B AB A’B..A"'B|

OBS: Uma matriz R ¢ dita possuir posto (rank), p(R), igual a m, se existir uma
submatriz M (m x m) de modo que o determinante de M € ndo nulo e o determinante de todas

as submatrizes r x » (onde » > m) de R ¢ zero.

Exemplo:

Rlz[l _1:| pPR))=1 R, = pPR,)=2

I -1

S O W N
S O NN
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EXEMPLO:

|- —7_1 | :_f
L IFER ‘ |FR 3
t (¢ ) == :
| T"f} 1Q } 2 JE

L] ]

u=3x +x ] [-1 o][x ] [1
. S| = +| |u

u=x,+x, x| |0 —1jx 1
1 —1]

U=[B AB]:L | p(U)=1<2 (Ndo-Controlavel)

8.5 Observabilidade

- Definicao
O sistema (A,B,C,d) ¢ observavel se para todo x(0), o conhecimento da entrada u(¢) e da

saida y(¢#) em um tempo finito ¢ suficiente para determinar x(0).

- Teorema

O sistema (A,B,C,d) ¢ observavel se e somente se o posto da matriz de observabilidade

V (ngq x n) associada ¢ igual a n.

CA

_CAn_l =
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EXEMPLO:

X, -1 0 0]x 1
(=1 0 0 —-1|x,[+|]]u
X, 0 1 —-1{x, 0
Xy
y=[0 1 0]x,
X3

C 0 1 0
V=|CA |=|0 0 -1 p(V)=2<3 (Nao-observavel)
CA’ 0 -1 1

8.6 Realizacoes de Funcoes de Transferéncia

Dada a seguinte representa¢do em variaveis de estado de um sistema SISO:
x(1) = Ax(¢) + Bu(?)
y(t) = Cx(t) + du(t)

(A,B,C,d) ¢ uma realizacdo de G(s) se:
C(sI-A)"'B+d =G(s)

com:

Y(s) () = ,BIS”_1+,6’2S"_2+...+ . +d—N(S)+d

Ul(s) s"+a s tays" o +a,  D(s)
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8.6.1 Realizagdo na Forma Canbnica Observavel

0 0.. 0 —a, .
1 0.. 0 -
A= %l o Pl ezl 0. 0 1]
0 0.. 0 -q 5,
0 0.. 1 - B

8.6.2 Realizagcdo na Forma Candnica Controlavel

0o 1 0 0 0

a=|0 0 0 Y g Y ecls, B B B
o 0 .. 0 1 0 n P
-Q, B —a, —o 1
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8.7 Realimentac¢ao De Estado

Idéia: Alocar os polos de malha fechada (autovalores da matriz dinamica) usando

realimentagdo dos estados, modificando, assim, a dinamica do sistema.

Dada uma representacao em variaveis de estado de um sistema:

X(1) = Ax(¢) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + du(t)

L
JT*
-

:| ;’,
U |
[

_ r[

-]

Usando realimentagdo de estado, cada varidvel de estado ¢ multiplicada por uma ganho
e realimentada para o terminal de entrada, ou seja:
u=Kx+r

onde:

K= [k1 k, .. kn] ¢ o vetor de ganhos de realimentacdo
Assim, temos:

x = Ax+B(Kx+7r) < x=(A+BK)x+Br
y=Cx+du

OBS: Devemos ter acesso a todos os estados do sistema.

T .
. | SR
~ e
_’ - r1 . r _t "j {‘J _--f-_-—‘ : ‘ -(I C } \I) !:r
IO A
- |
| L— a c—_‘
'______ nn

L



- Teorema

Se (A,B,C,d) for controlavel, usando u = Kx+r podemos escolher arbitrariamente os

autovalores de (A+BK).

e Método para determinar K (Formula de Ackermann)

1- Formar A(s) =s" +a,s""' +...+a,_s+a_ com os pdlos desejados.
2- Calcular K da seguinte forma

K=-[0 0 .. 1]JU’q.(A)

onde:

U=[B AB A’B..A"'BJ
g, (A)=A"+a A" +.+a,l

EXEMPLO:

Dado:

Usando u = Kx + r, determine K para que os autovalores do sistema sejam -1 ¢ -2.

Solucao:

A(s)=(s+1)(s+2)=s"+35+2

U=[B AB]:B l}aulz—l{_z _1} SK=1[0 1]{_2 _1}[6 0}:[—2 0]

-2 31-1 1

6 0
q.(A)=A"+3A+2I =
0 0
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Simulagdo no Matlab

Script Curvas

% Programa para Realimentagdo de Estado Saida sem realimentagio do estado

whitebg;
A=[10;0-2];
B=[11];
C=[11];
d=0;

K=[-2 0];
Aa=[A+B*K]

Ba=[B]; Saidla com realimentagaa de estado
Ca=[11]; | | | |
t=0:0.01:5;

u=0%t;

x0=[1 1]
[Y1,X1]=LSIM(A,B,C,d,u,t,x0);
[Y,X]=LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);

plot(t,Y1) % i 2 3 i 5

title("Saida sem realimentagao de estado')
input(' ")
plot(t,Y)

title("Saida com realimentacao de estado')

8.8 Observadores de Estado

Para a realimentagdo de estado € necessario que o estado seja mensuravel. Quando isto
ndo ocorre, hd a necessidade de construir um dispositivo denominado de observador ou
estimador de estado.

Se X ¢ uma estimativa de x, entdo, na realimentacdo de estado utiliza-se u = Kx +r.

Seja
x(t) = Ax(?) + Bu(?)
y(#) = Cx(7)
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conhecendo-se A, B ¢ C, ¢ a medi¢do de y e u, constrdi-se o estimador. Estudaremos o
estimador assintdtico:

X(t) = AX(1) + L(p(t) - 7(2)) + Bu(?)
¥(2) = C&(t)

Erro entre x e X:

X=Xx-X
X=Xx-X=Ax+Bu—AX-L(y-))-Bu =
X=A(x-%)-LC(x-%)=

X = (A-LO)X

Para que 1imX(¢) =0 (erro entre valor real e estimado do estado nulo) é necessario que
t—©

os autovalores de (A-LC) tenham parte real negativa.

- Teorema

Se (A,B,C,d) for observavel, entdo um estimador de estado assintdtico com quaisquer
autovalores pode ser construido.
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e Método para determinar L (Formula de Ackermann)

1- Formar A(s) =s" +as""' +..+a__s+a_, com os polos desejados para o observador.

2- Calcular K da seguinte forma

L=q AV o .. 1]

onde:
C _
CA
V =|CA*?
_CAnil_
g, (A)=A"+a A" +..+a,l

EXEMPLO:

Dado

<o sl

y=[ 1k
Projetar um observador de estado com autovalores -3 , -3

Solucao:

A(s)=(s+3)(s+3)=s>+65+9
{C} {1 1} L 1{—2 —1} 1{16 o}[—z —1}{0} 1[16}

v=| = |= —ylo_l -1 _1
CAl |1 =2 3 -1 1 300 10 -1 11| 3|=1

16 0
qL(A)=A2+6A+9I={0 }
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Simulacao:

HEPe
i-fe of]

Simulagdo no Matlab

Script

Curvas

% Programa para Observadores de Estado

whitebg;

A=[10;0 -2];

B=[1 17

C=11];

d=0;

L=1/3*[16 -17';

I=eye(2);

Aa=[A 0*[;L*C (A-L*C)]
Ba=[B;B];

Ca=[1100];

t=0:0.01:5;

u=0%t;

x0=[1100]

[Y,X] =LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);
plot(t,X(:,2))

hold on;

plot(t,X(:,4))

title('Erro entre x2 e x2 estimado')

hold off;

Erro entre %2 e x2 estimado

02
0
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e Simulacao (Realimentacao de estado + Observador de estado)

e ol
el

Simulacao no Matlab

Script Curvas

% Programa para Observadores de Estado Erro entre x1 e x1 estimado

+ Realimentagao de Estado
whitebg;

A=[10;0 -2];

B=[1 17

C=11];

d=0;

K=[-2 0];

L=1/3*[16 -1]';

I[=eye(2);

Aa=[A B*K;L*C (A-L*C+B*K)]
Ba=[B;B];

Ca=[1100];

t=0:0.01:5;

u=0%t;

x0=[1100]

[Y,X] =LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);
plot(t,X(:,1))

hold on;

plot(t,X(:,3))

Salda

title('Erro entre x1 e x1 estimado')
hold off;

input('');

plot(t,Y)

title('Saida')
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8.9 Seguidor de Referéncia

Para que um sistema descrito por variaveis de estado possa, além de possuir a dindmica
desejada (garantida pela alocacdo de podlos por realimentagdo de estado) seguir uma

determinada entrada com erro zero, usamos o principio do modelo interno.

Considere entradas de referéncia descritas por equagdes do tipo:
Xr = Arxr

r=CXx,

com condig¢des iniciais desconhecidas. Um modelo equivalente para entradas de referéncia ¢:

r o, r"V v tai+ar=0

onde 1™ ¢é a n-ésima derivada de r(t).

Exemplos:

a) Degrau unitario: 7(/)=1, >0

F=0

Escolhendo x,= r, temos:
x, =0x,

r=lx,

b) Rampa unitaria: r(¢f)=¢, t>0

Escolhendo x,, =7 e x,, =7

o)l ol
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e Principio do modelo interno aplicado a sistemas excitados por

entradas

de

referéncia do tipo degrau unitario

Considere o sistema
x = Ax+ Bu
y=Cx

Definimos o erro de rastreamento como:

e(t) = y(1) —r(1)

Das caracteristicas do sinal de referéncia, temos:

e=y—-r=y=Cx
Definimos novas variaveis de estado como
Z=X
w=1u
entdo temos,

A M P MM

Se o sistema for controlavel, entdo, existe uma lei de controle por realimentacdo de

estado da forma; w=k,e+k,z; tal que os polos do sistema aumentado podem ser

posicionados arbitrariamente. Desde que escolhido na regido de estabilidade, entdio o ERRO

DE RASTREAMENTO sera ESTAVEL. Assim, o objetivo de rastreamento assintotico com

erro em regime nulo SERA ALCANCADO. Ou seja, a resposta do sistema abaixo é

assintoticamente estavel.
e B 0 C e
z| |Bk, A+BK, |z

A entrada de controle u(?) ¢ obtida da expressao:

u(t) = jo w(z)dr = k, JZe(r)dr +k,x(7)
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v

EXEMPLO:

Considere o sistema descrito por:

T
y=[1 ok

Projetar um controlador para que o sistema tenha erro zero para entrada degrau.

Sistema aumentado:

é 0 1 Ofe 0
z, =10 0 |z |+]0]w
z, 0 -2 -2z, 1

Matriz de controlabilidade:

0 0 1
U=[B AB A’B]=l0 1 -2 p(U) =3 (Controlavel)
1 -2 2

Escolheremos os polos desejados em —10 e -14j1

Logo A(s) = (s +10)(s + 1+ j1)(s +1— jl) = s* +125° + 225+ 20

Aplicagdo da formula de Ackermann

K=-[0 0 .. 1JU"q.(A)

2 21
U'=(2 10
1 00

20 20 10

. (A=A’ +12A7 +22A+I=|0 0 0

0 0 0
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Logo,
K=[-20 -20 -10]

Lei de controle

u(t) = [ w(ydz =k, [ e(t)dz +k,x(t) = =20[ e()dz +[-20 -10]x(z)

Sistema de malha fechada

Xx=Ax+Bu=x= Ax+B[k1j;e(r)dr+k2x]

Definindo x,_ (¢) = Iot e(r)dr , temos:

X, (1) = e(t) = y(t) —r(t) = Cx(¢) = (?)

Assim,

o e L L

Logo, para o exemplo, o sistema aumentado torna-se:

X, 0 1 0] x, 0
X, |=|-22 =12 =20 x,|+| O
X, 1 0 01 x, -1
Simulacao no Matlab
Script Curvas
Salda da planta
. 12 : :
whitebg;
A=[01 0;-22 -12 -20;1 0 0]; r
B=[00-1]"; 08}
C=[100]; sl
t=0:0.01:10;
04t
[Y,X]=step(A,B,C,0,1,t);
plot(t,Y) 2
title('Saida da planta') 05 > 7 S i
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e Principio do modelo interno aplicado

a sistemas excitados por entradas de

referéncia do tipo rampa unitaria

Considere o sistema
X = Ax+ Bu

y=Cx

Definimos o erro de rastreamento como:

e(t) = ¥(t)— r(1)

com

e=y=Cx

Definindo novas variaveis de estado como:

z=X
w=1iu

temos:
e 01 Ofe 0
e|l=|{0 0 Clel|+|0|w
Z 0 0 Az B

Se o sistema acima for controlavel, entdo existe; w=k,e+k,é+k,z, tal que o sistema

aumentado ¢ assintoticamente estavel e e(f) — 0 quando ¢ — oo.

A lei de controle serd dada por:

u(t) = jo [ w(r)dwds = jo [} (k@) + kyé(r) + k() )d nd s

u(t) =k, J-Ot J: e(r)dwd +k, Lt e(r)dr +k,x(t)

ki

ks

v
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