Calculo II - Lista Extra Curvas e Fungoes Vetoriais
Maria José Pacifico-2020

Instituto de Matematica - Universidad Federal do Rio de Janeiro
Funcoes vetoriais e curvas.

Exercise 1. Determine o dominio das sequintes fungoes vetoriais:
(a) £(8) = (v 1005 ).
() f(t) = (VI=2.Vi— TV —1),

Resolugdo. O dominio de uma funcgao vetorial é a interse¢do dos dominios das fungoes coor-
denadas.
(a) Sejam f1(t) = L5, fo(t) = L e f3(t) = cos T as funcdes coordenadas de f. Entdo

Dom(f) = Dom(f;) N Dom(f2) N Dom( f3).

Primeiro determinamos Dom( f;) para i = 1,2, 3.
Dom( f1) : Aqui, a tnica restricdo que temos é que 1 — ¢ # 0, ou seja, t # 1. Logo

Dom(f1) =R\ {1}.

Dom( f2) : Esta fungao coordenada estd bem definida sé quando ¢ # 0. Entao,

Dom(fs) = R\ {0}.

Dom( f3) : O coseno é uma fungao que estd definida em todos os nimeros reais, entdo a tnica
restricao estd em 1/t que, como sabemos, sé é valida quando t # 0.

Dom(f3) = R\ {0}.

Portanto,

Dom(f) = (R\ {1}) N (R\ {0}) N (R \ {0}) =R\ {0,1}.
(b) Como antes, colocamos f1(t) =/t — 2, fa(t) = vt — 1 e f3(t) = V22 — 4 para as fungoes

coordenadas de f e calculamos os seus respectivos dominios:
Dom(f1) : Essa funcao estd definida sé quando ¢t — 2 > 0; ou seja, t > 2, logo

Dom(f1) = [2, 00).
Dom( f2) : Essa fungao esté definida para t — 1 > 0, ou seja t > 1, assim
Dom(f2) = [1, 00).

Dom(f3) : Para essa funcdo estar bem definida, precisa-se que 22 — 4 > 0. Mas isto acontece
quando t € (—oo, —2] U [2,00); ou seja,

Dom(f3) = ([2,00)) N ([1,00)) N ((—=00, =2] U [2,00)) = [2,00). W

Exercise 2. Determine f'(t), f"(t) e [” o f(t)dt das sequintes fungoes vetoriais:
(a) 1) = (cos(t), sen(?)).
(b) f(t) = (r(t — sen(t)),r(1 — cos(t))). onde r > 0 é uma constante real.
(c) f(t) = (cos(t?), sen(t?)). Nao calcule a integral.
(d) f(t) = (t, cos(t), sen(t)).
(e) £(t) = (VBcos(t), v/Bsin(t), 2¢).
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Exercise 3. Em cada um dos sequintes exercicios, esboce a curva descrita pelo ponto (x,y) onde
x,y sdo dados paramétricamente nos intervalos sinalados:

(a) x =2t + 3, y=4t2—-9; teR.

b)z=2+1 y=2—t; t>0.

(c) x =12+, y =1t —t; t e R.

(d) x =t+1, y=t>+4; t>0.

(e) x = t? — 2t, y=1t+1; t>0.

Resolucao.
(a) Procuramos as equagoes cartesianas da curva. Para isso, temos que procurar uma relagao
entre a varidvel x e y. Por exemplo, podemos isolar ¢ na equagao de x(t),

z(t) = 2t+3
x(t)—3 = 2t
_ oz =3
b= —5

Substituindo este valor de t na equagao de y(t), obtemos

o2
yt) = 4 <9:(t)23> -9
= 22(t) —6x(t)+9—-9
= 2%(t) — 6x(t)

Aqui podemos dispensar do parametro ¢ e obtemos simplesmente a equacio y = x> — 6z. Como
t € R, (t) atinge qualquer valor real, logo y = x2 — 6z, que representa a curva, ¢ uma parabola
com dominio todo R. Para determinar o grafico dessa curva, encontramos alguns pontos chaves;
por exemplo,

e A pardbola é aberta para acima, pois o fator de 22 é a =1 > 0;

e Corte com o eixo z: E facil ver, da equacio 2 — 6z = z(z — 6) = 0 que as raizes (corte
com o eixo x) sao x = 0 e x = 6;

e Corte no eixo y: E o ponto (0, £(0)) = (0,0); ou seja, passa pela origem;

e O vértice da pardbola é (3, —9). O vértice pode ser determinado pela férmula

—b —A 9
<2a’ 4a> , onde A =b° — dac

Nocaso,a=1,b=—-6ec=0.
Em suma, temos que desenhar uma pardbola aberta para acima e que passa pelos pontos (0, 0),
(6,0) e (3,—9). Eis o grafico da curva

(c) Isolamos o t da equagao de z(t):

z(t) = t*+t
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Figure 1: Grafico da curva: x(t) =2t + 3, y(t) = 4t> — 9, t € R.

Essa tdltima equagao é uma equagao de segundo grau em t. Sabemos que

P —14 /14 4x(t)
= 5 ,

teR

Temos entao dois valores para t.

—144/1+4 .
Set = %ﬂc(t), entao

y(t) = =

2
<_1+W> _—1+¢W_1+x<t>_m-

Qe t — —1—+/144x(t)

5 , entao

2 2

2
y(t) = <_1 — 1+4m(t>> _ Lo Vi) +2(t) — /1 + da(t)..

Agora observe que a condigao t € R implica que z(t) > —1/4.
O esbogo da curva serd o gréafico das fungoes:

filz) =1+2—+V1+4z, x> —-1/4

fo(z) =1+z+V1+4x x> —1/4.
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filey=14+a++1+4x

~14

Figure 2: Esbogo da curva z(t) = t2 +t, y(t) = t> —t, t € R.

Exercise 4. Nas seguintes fungoes vetoriais, esboce o trago Tr(f) e reflita sobre seu grdfico

(a) F() = (cos(2t),cos(t)): 0 < t < 2.

(b) f(t) = (cos(t), sen(t)); —4m <t < 4m.

(c) f(t) = (sec(t),tan(t)) —7/2 <t < 7/2.

(d) f(t) = (2+4sen(t),3 —2cot(t)); 0 <t < 2.
Resolugao.

(d) Isolamos sen(t) e cos(t), nas coordenadas paramétricas, para estabelcer a identidade
trigonométrica sen?(t) + cos?(t) = 1. Entdo,

x = 2+ 4dsen(t)
x—2 = dsen(t)
T —2

= sen(t)

Analogamente,

y = 3—2cos(t)
y—3 = —2cos(t)
3—y = 2cos(t)
3-y

= cos(t).
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Portanto,

1 = sen?(t) + cos?(t) = (x - 2)2 + <3_2y>2 _@ 162)2 LW _43)2.

Que representa uma elipse centrada em (2, 3), eixo maior a = 4 e eixo menor b = 2. O fato de ¢
variar no intervalo [0, 27] diz que o trago da curva deve ser todo o grafico da elipse encontrada.
[ |

Figure 3: Traco da curva parametrizada f(t) = (2 + 4sen(t),3 — 2 cos(t)).

Exercise 5. Obtenha uma paramétrizacdo do semi-circulo
2ryi=1  y>0

R , _dy \
usando como parametro o coeficiente angular t = Ts da tangente a curva no ponto (x,y)

NOTA: O coeficiente angular de uma reta é simplesmente a inclinagao. Resolugao. Derivando
implicitamente a equacdo 22 4+ y? = 1, obtemos

2z +2yy =0
Logo, % =y = —§ que seria nosso parametro; ou seja
x .
t=——, equivalentemente = —ty
Substituindo = —ty na equacdo x> + 32 = 1, obtemos
(—ty?) +1y2 =1 = V(2 +1)=1 = y::t;
th+1

Agora, notando que y deve ser positivo, temos que

1
YT

. ~ . . d A ,
Portanto, uma parametrizacao do semi-circulo, usando ¢t = % como parametro, é

f(t)z(x,w:(—ty,y):( ﬁ‘% w%) .
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Exercise 6. Obtenha uma paramétrizacdo do semi-circulo

a? +y* =17 y>0

usando como pardmetro a varidvel t definida por x = rtan(t).

Resolugdo. Substituindo x = rtan(t) na equagio 22 + y? = r? obtemos

rPtan®(t) +y° = r°

”
y? = r?—rPtan?(t)
y? r2(1 — tan®(t))

y = +4/72(1 —tan?(t))

y = Zry/1—tan?(t)

Usando o fato que y > 0, desconsideramos o possivel sinal negativo diante da raiz. Entao,

y=ry/1—tan?(t)

Portanto, uma parametrizagao do semi-circulo, usando o parametro x = r tan(t) é

f@) = (r tan(t),ry/1 — tanQ(t)> . [ |

Exercise 7. Esbocar a curva parametrizada por f(t) = (cos(t?), sen(t?)) no intervalo —/7 <

t < /7.

Resolugao. E claro que o traco vai ser um arco da circunferéncia de raio 1 centrada na origem,
pois
2% 4+ y? = cos?(t?) + sen’(t?) = 1

Observe entdo que quando ¢ varia no intervalo [—/7, /7|, entdo ¢? varia sé no intervalo de
[0,7]. Vemos que “4ngulo” «(t) = t? varia de m até 0 quando t vai de —/7 até 0, e logo de
0 até m quando t € [0,+/7]. Portanto, o trago de f(t) = (cos(t?), sen(t?)) pode ser esbocado
considerando primeiro o intervalo [—+/m, 0] e logo o intervalo [0, \/7].

e [/, 0]. Neste intervalo a(t) vai desde 7 até 0; quer dizer, (cos(t?), sen(t?)) nesse intervalo
é apenas a semi-circunferéncia superior indo desde o ponto (—1,0) até (1,0) (Veja figura). Pois
f(=+/m) = (cos(rm),senm) = (—=1,0) e f(0) = (cos0, sen0) = (1,0). Isto quer dizer que o curva
esta sendo tracada de esquerda a direita.

e [0, /7. Neste intevalo, o dngulo varia entre 0 e w. Portanto a trago tem que ser a semi-
circunferéncia superior tracada de direita a esquerda

Em suma, o traco de f(t) = (cost?, sent?) é a semi-circunferéncia superior de raio uma (percor-
rida duas vezes). [
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Figure 4: Traco da curva f(t) = (cost?, sent?) quando t € [—/7,0].

o

(=1.11) (1.1

Figure 5: Traco da curva f(t) = (cost?, sent?) quando t € [0, /7.

Exercise 8. Suponha que f,g: I C R — R" sdo duas fung¢des vetoriais e a : I — R € uma
funcao real. Mostre que:

(a) (f+9)(t)=f'@1)+7g()

(b) (af)'(t) = /() f(t) + a(t) f'(2).

Resolugdo. Suponhamos que f(t) = (f1(t), fo(t), - fu(D)) € g(t) = (g1(2), g2(t), -, gul(t)).
Entao,

(a) Sabemos que a derivada de uma fungao vetorial é a derivada de cada funcado componente;
isto é,

F1(t) = (f1(t), fo(t), ., Fu(1)).

Assim

(f+9) @) = (@) +91), fo(t) + g2(t), .., fu(t) 4+ gn(t))
(

= (fi(t) + g1(t), f5(t) + g5( t)) usando a derivada da soma
= (fi®), [5()s s [ (1) + (d1(1), 95(1), e g (1))
= )+
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Figure 6: Traco da curva f(t) = (cost?, sent?) no intervalo [—+/T, \/7].

(b) Como « é uma funcao real, temos, por defini¢do, que

(af)(t) = ) f(t) = a@)(f1(t), fo(t), ., fu(t)) = (@) f1(t), a(t) fo(t), ... (t) fu (1))

Lembre que cada f; é também uma funcao de varidvel real, logo «(t)f;(t) é um produto de
funcGes de varidveis reais; portanto,

(@f)®) = (a®)fi(t) () 2(t), s () fu (1))
t) f1(t

= ((a®A@), (@) f2(8)), ... ((t) f2 (1))

= () f1(t) +a)f1(t), () f2(t) + a(t) f5(t), ... (t) f2(t) + a(t) f5(1)) derivada do produto
= (@) (1), () f2(), s & (8) fu(t)) + (@) f1 (1), () f5(E), .. (t) fr (1))

= A (O)(f1(t), fo(t), oos fu (1)) + @) (f1(1), [5(2)s s [ (1)

= d(O)f(t)+a)f'(t)



