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“ Os pontos niao tém partes nem dimensdes. Como podem combinar-se para
formar uma linha? ”
J. A. Lindon

“Q livro da natureza foi escrito exclusivamente com figuras e simbolos
matematicos.”
Galileu
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INTRODUCAO

A analise é um ramo da Matemaética, podemos relaciona-la com o nosso quotidiano? E a
continuidade? Fazendo parte desta ciéncia, qual a relacdo existente entre este conceito e
0 mundo que nos rodeia? Estas sdo algumas, diante de muitas questes que tentarei dar
resposta neste trabalho. Embora ndo pareca, mas se olharmos em nosso redor, ou
mesmo se pensarmos em situagdes do nosso dia a dia, iremos de certeza encontrar
analogias com a continuidade.

Este trabalho divide-se em duas seccBes, a primeira basear-se-a no estudo da
Continuidade enquanto a segunda seccao abordara a Derivacdo de funcdes.

Este é desenvolvido de forma que 0s conceitos apresentados venham sempre que
possivel acompanhados da respectiva defini¢cdo assim como exemplos.

Em ambas as sec¢Oes, a abordagem aos temas “Continuidade e Derivagdo ” serdo feitas
de forma muito elementar, pois esta sera baseada nos programas educativos do 3.°ciclo,
deste modo os conhecimentos acerca destes temas ainda s&o muito basicos.

Contudo pretende-se dar a conhecer, um pouco o que é o estudo da Continuidade para
progredirmos para a Derivacdo. Neste estudo passamos por definicdes bésicas de
funcdo, limite, intervalos e teoremas fundamentais. E de salientar, que todo este estudo
relativamente a Continuidade e Derivacao so sera feito unicamente no 12.°ano, pois s
ai terdo “bases” suficientes para poderem analisar estes temas.

Ao analisarmos a Derivacdo surge-nos de imediato o conceito de fungdo, no entanto este
é o0 resultado de uma lenta e longa evolucdo que se iniciou na Antiguidade, com o0s
matematicos Babildnios e Pitagoricos.

Nessa altura o conceito de funcdo ainda era pouco claro, as relacdes entre as variaveis
surgiam de forma implicita e eram descritas verbalmente ou através de gréaficos.

O grande impulso matematico surge no séc. XVII com Descartes e Fermat. Estes
matematicos introduziram as coordenadas cartesianas que vieram revolucionar o estudo
das funcBes. Através do estudo analitico desenvolvido por Descartes e Fermat, outros
cientistas passaram a procurar a férmula ou funcdo que relacionava a variavel em
estudo. Esta procura constante era feita com base na observacdo ou em experiéncias.
Com o estudo das derivadas 0 Homem fez a ligacdo da Matematica as mais diversas
areas das Ciéncias Exactas, assim como solucionou inimeros problemas, relacionados

como a minimizacao e maximizagdo de dimensGes, areas, custos, etc.
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CONTINUIDADE

O que se entende por fendmeno continuo?

Cada ser humano apresenta uma ideia intuitiva de continuidade.

Se pedissemos a uma crianca para desenhar numa folha o tempo, possivelmente ela iria
desenhar uma linha, sem interrupgdes.

Segundo diversos cientistas, até aos séculos XVIII e XIX, os fendmenos fisicos
observaveis eram continuos. No entanto, por volta de 1920 descobriu-se que nem tudo
resulta de um processo continuo, como sendo o caso da oscilagdo dos atomos na
molécula de hidrogénio. Quando sdo aquecidos, estes &tomos emitem luz através de

frequéncias discretas e ndo por espectros continuos.

Havera alguma relacéo entre a continuidade e o dia-a-dia?

S&@o diversas as ciéncias que recorrem a continuidade para progredirem nos seus
estudos.

Normalmente este conceito estd mais direccionado para o ramo das ciéncias exactas tais
como a Matematica, a Fisica, a Biologia, a Quimica entre outras.

Perante as mais variadas situacdes, 0 Homem depara-se constantemente com situacoes
de continuidade.

O simples facto de “correr sangue nas nossas veias” ¢ sindnimo de continuidade, pois a
partida que tal deixa de ser feito, a continuidade € quebrada.

Um exemplo, muito comum no nosso dia-a-dia é a representacdo do horizonte, pois este

é algo infinito mas também continuo.

Continwidade e Derivacio de Funcies 8
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Estudo da Continuidade no Ensino Secundario (12.°Ano)
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O sinénimo que caracteriza o termo “Continuidade”, segundo diversos dicionarios, é
algo que sofre de auséncia de interrupcdo, ou seja em linguagem corrente significa que
“ndo ¢ interrompido” ou “ndo estd dividido em partes”.

Segundo o matematico Descartes (1596 — 1650), uma fun¢éo diz-se continua quando se

consegue desenhar um grafico “sem nunca ter levantado o lapis do papel”.

Graficamente:

v
AO0 p---mmmmmmm e :
B0 ,
Funcdo Continua ;
200 ---mmmn- s ; i
100 !
1 2 3 I
Figura 1
k.
¥
A00F---mmmmm e —
300 -+ -oo —
500L - . Funcdo Descontinua
100 |
1 2 3 4 P
Figura 2
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DEFINIGAO 1. Seja f uma funcdo real de varidvel real e c um ponto de acumulacéo do
dominio de f. Diz-se que f tende para b quando x tende para c e escreve-se

limf(x) =b

x—c
se, e sO se, toda a sucessdo de valores de x do dominio de f convergente para ¢, sendo 0s
termos da sucesséo todos diferentes de c, corresponde uma sucessdo de imagens por f
convergente para b.
Em seguida definimos os chamados limites laterais de uma funcéo. A igualdade dos
limites laterais é condicdo necessaria e suficiente para a existéncia do limite no ponto
dado.

DEFINICAO 2. Diz-se que b € o limite a esquerda de f no ponto c, ¢ ponto de
acumulacdo do dominio da funcdo, se a toda a sucessdo(x,,) de valores do dominio de f,
com(x,) < ¢, x = ¢ corresponde uma sucessdo(f (x,) ) convergente para b.

Escreve-se
lim f(x) =b (D
X—=C

DEFINICAO 3. Diz-se que d € o limite a direita de f no ponto ¢, ¢ ponto de acumulacao
do dominio da funcdo, se a toda a sucessdo(x,,) de valores do dominio de f, com
(xn) > ¢, x = ¢ corresponde uma sucessdo (f (x,) ) convergente para d.

Escreve-se
lim f(x) =d (2)
x-ct

NOTA 1. O limite a esquerda (1) e o limite a direita (2) dizem-se limites laterais.

NOTA 2. Se os limites laterais forem iguais, a funcdo tem limite no ponto; se forem

diferentes, a fungéo ndo tem limite nesse ponto.

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 10
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De seguida vamos ilustrar graficamente os conceitos que acabamos de apresentar.

Graficamente:

£(x.) Para a funcéo representada na Figura 3 0s limites laterais no
ponto ¢ existem e s&o ambos iguais a b, pelo que a funcéo tem

! limite no ponto ¢ sendo esse limite b.

£(x,)1 -
FU, M
S

Figura 3
A
¥
Para a funcéo representada na Figura 4 0s limites laterais
no ponto ¢ existem mas sao diferentes. O limite a
dpooe ‘\ esquerda € b e o limite a direita é d. Pelo que a funcéo
o % ndo tem limite no ponto c.

Figura 4

De seguida vamos apresentar de modo formal o conceito de funcéo continua.
DEFINICAO 4. Seja f uma funcdo definida em A e seja ¢ € A (¢ ponto de acumulacao de

A). Diz-se que f é continua em ¢ se e s6 se:

lim £ (x) = £(c)

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 1
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Se ¢ € A ndo é ponto de acumulacéo, f é continua por convencéo.

Da definigdo anterior podemos concluir que se a fungéo f é continua em ¢ (c ponto de
acumulacao do dominio da funcéo) entéo:

1. f(c) existe, isto € c € Dy;

2. existe lim,_,. f(x);

3. lim,, f(x) = f(c)

OBSERVACAO. Se A é um subconjunto do dominio de f, dizemos que f é continua em A

quando é continua em todos o0s pontos de A.

EXEMPLOS:

VVamos ver de seguida uma ilustracdo grafica do conceito de continuidade.

a) Consideremos a funcéo f, definida no intervalo [—6,9]

Graficamente:

T EEGREEEEEEEE TEEEEEEy

|
I A et |

[N A

Figura 5
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Deste modo ndo podemos afirmar que f é continua no intervalo [—6;9].

Esta funcdo, definida no intervalo [—6; 9], ndo é continua nos pontos -3 e 3, sendo
continua em qualquer outro ponto. Podemos ainda observar que no ponto -3 os limites
laterais sdo diferentes e que no ponto 3 sdo iguais, mesmo assim a func¢do nao é

continua no ponto 3 uma vez que lim,_,; f(x), apesar de existir, ndo € igual a (3).

VVamos agora estudar a continuidade de algumas func¢des que aparecem com frequéncia

em Matematica.
b) Verifique se a funcdo f, dada por f(x) = x3 — 2x, é continua no ponto x = 2.

Graficamente:

Figura 6

Vamos verificar as trés condi¢cbes mencionadas anteriormente:

1. f(2) existe, isto € 2 € Dy,

2. lim,_,- f(x) = lim,_,+ f(x), isto é existe lim,._,, f (x);

Continwidade e Derivacio de Funcies 13



3

v
3.lim,, f(x) = f2) © lim,,,(x3—-2x) =422 -2Xx2=48-4=4&
4 =4,

Universidade da Beira Interior

Portanto esta funcdo é continua ponto x = 2.

Casos Particulares de Fungbes Continuas em Todo o Ponto do seu

Dominio.

Toda a fungdo afim e continua em qualquer ponto ¢ de R:

lim,_, (ax 4+ b) =ac+ b = f(c), V.ER

Graficamente:

fix) = ax+b

w

Figura 7

2. Toda a funcdo quadratica é continua em qualquer ponto ¢ de R:

lim(ax? + bx +d) =ac®*+bc+d=f(c), V.€ER
X—=C

GENERALIZAGAO. Toda a funcdo polinomial é continua em qualquer ponto de R.

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 14



3
~~r Universidade da Beira Interior

Graficamente (no caso em que a < 0):

A

f(x) = ax’ +bx+d

f

Figura 8

L J

3. A funcdo dada por f(x) = vx — 2tem por dominio [2;+oo[ e é continua para
X = 2, pois

f(2) =v2—-2=0 logolim,_,, f(x) = f(2).

Esta funcédo € continua para quaisquer outros pontos do seu dominio.

Graficamente:

¥
i) =x=2
@
0
c 2 x
Figura 9
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é continua em todo o seu dominio que é 01U L +od.

4. Afungéo f(x)= I !
0

2

Graficamente:

w

Figura 10

5. Afuncédo f(x) = eix é continua em todo o ponto de R.

Graficamente:

1
wz A
g =

Figura 11
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Operacdes com Funcdes Continuas

As propriedades operatérias dos limites de funcGes reais de varidvel real reflectem-se na
continuidade da soma, do produto, da poténcia, do quociente e da raiz de fungdes
continuas em certo ponto.

Sejam f e g fungBes continuas no ponto ¢ € Dy N Dy, podemos concluir que nesse

ponto, f +g, f—g, fge 5 sdo funcbes continuas;
f" é funcdo continuan € N;

é é funcado continua (para o caso em que g(c) #0);

i[f & fungdo continua (para o caso em que f(c) > 0, se n par).

A composicéo de fungdes continuas é ainda uma fungdo continua nos pontos em que a

composicao esta definida.

a) Toda a funcdo polinomial é uma funcdo continua em R. Com efeito as funcbes
x2,x3,x*, ... sdo poténcias duma fungéo continua (f(x) = x) emR.

Podemos entdo afirmar que toda a fungdo polinomial
fx) =apx™+ a;x™ 4+ a,x" 2+ -+ a,

é uma funcdo continua em qualquer ponto n € R.

b) Toda a funcéo racional é continua no seu dominio.
Uma vez que se exprime por somas, produtos ou quocientes de polinomios que séo

fungbes continuas.

Vamos de seguida apresentar um dos teoremas mais importantes das func@es continuas.

Teorema de Bolzano

O Teorema de Bolzano-Cauchy, ou Teorema do valor intermédio, diz-nos que uma
funcdo continua num intervalo ndo passa de um valor para outro sem que passe por

todos os valores intermédios.

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 17
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TEOREMA 1. Seja f uma funcéo real de variavel real continua no intervalo fechado [a, b].
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Se s € um ponto do intervalo aberto de extremos f(a) e f(b), entdo existe pelo menos

umc € ]a, b[ tal que f(c) = s.

DEMONSTRACAO:

AGUDO, F. R. Dias, “Analise Real”, Escolar Editora, Lisboa, 1989. (Ver bibliografia
paginas 32 e 33)

Este teorema tem varias aplicacdes na Matematica. Entre as mais notaveis estd a
garantia de existéncia a localizacdo de raizes de equacdes.

De seguida vamos ver um exemplo da aplicacao referida anteriormente.

EXEMPLO:

Mostre que a equacdo x* — 3x3 + 5 = 0 é possivel no intervalo [—1,2].

Seja f uma funcéo definida por f(x) = x* — 3x3 + 5.

Como f é uma funcéo polinomial, é continua em R, logo, é continua em[—1,2].

Apliquemos o Teorema de Bolzano ao intervalo [—1,2].

f(-1)=1434+5=9
f(2)=16—-24+5=-3

Como
f(=1) x f(2) < 0, a funcéo f tem pelo menos um zero em ]—1,2[.

Logo a equagdo x* — 3x3 4+ 5 = 0 tem, pelo menos, uma raiz em]—1,2].

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 18
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Graficamente:

¥

Figura 12
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Matematicos que Contribuiram para o Estudo da Continuidade

Bolzano

Nasceu em 5 de Outubro de 1781 em
Praga, faleceu na sua cidade natal a 18 de
Dezembro de 1848. /
Filho de um comerciante de artes foi educado ‘
na Universidade de Praga. Depois de estudar
teologia, filosofia e matematica, foi ordenado
sacerdote da Igreja Catolica em 1805, e foi
designado para uma cadeira de Filosofia, na

Universidade de Praga, para leccionar como

professor de religido. Defendeu abertamente
uma reforma educacional, proclamou os direitos
da consciéncia individual sobre as exigéncias do governo austriaco, e discursou sobre os
absurdos da guerra e do militarismo.

Pioneiro na exigéncia total de formalizacdo e rigor l6gico das demonstracdes
matematicas em que, até entdo, s6 admitiam a introducéo de conclusdes com base na
intuicéo.

Conhecido como um solitario no seu trabalho que veio a ser, no entanto,
retomado e continuado por outros matematicos notaveis como Cauchy, George Cantor e
Richard Dedekind, na linha de uma progressiva formalizacéo e rigor.

Os estudos cientificos de Bolzano foram muito avancados para o seu tempo, nos
fundamentos de varios ramos da matematica, depois de demonstrar o Teorema do Valor
Intermédio, deu o primeiro exemplo de uma fungdo continua ndo derivavel sobre o
conjunto dos nimeros reais.

Num trabalho publicado em 1817, Bolzano apresentou defini¢Bes rigorosas de
funcdo continua e de derivada de uma funcao, tendo ainda estabelecido formalmente as

relacBes entre derivabilidade e continuidade de uma funcéo.

Continwidade e Derivacio de Funcies 20
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Cauchy
Nasceu em 21 de Agosto de 1789 na
cidade de Paris, e veio a falecer proximo da sua
cidade natal a 23 de Maio de 1857.
Foi o pioneiro no estudo de anélise e da teoria de
permutagcdo de grupos. O seu contributo no
desenvolvimento das ciéncias matematicas ainda
hoje € reconhecido, pois é raro o ramo destas
ciéncias onde ndo se encontrem teoremas,
métodos, critérios, definicbes, condices, etc.,
COM 0 Seu nome.
O primeiro avango na matematica

moderna foi produzido por Cauchy, na medida

Universidade da Beira Interior

em que foi ele quem introduziu o rigor na analise matematica.

No ambito da analise infinitesimal, foi o fundador da no¢do moderna de continuidade

nas fungdes de variavel real ou complexa.

Devido ao seu tipo de crenca religiosa e a péssima relacdo que mantinha com os

outros matematicos, foi atribuida a Cauchy a seguinte expressdo:"*Cauchy esta louco e

ndo ha nada que possa ser feito por ele; no entanto, neste momento, ele € o Gnico que

sabe como deve ser feita a Matematica"".

Continuidade e Dorivacio do Faneaes 21
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Estudo da Derivacdo no Ensino Secundario (12.°Ano)

Matematicos que contribuiram para o estudo da derivacao

Fermat

Pierre de Fermat foi um
matematico e cientista francés que
nasceu em Agosto de 1601 em
Beaumont- de — Lomagne e faleceu em
Janeiro de 1665, em Castres também
em Franga.

Era oriundo de uma familia
abastada, pois 0 seu pai era um rico
mercador, que lhe deu sempre a
possibilidade de uma educacdo
privilegiada.

Estudou sempre em locais
conceituados tais como a Universidade

de Toulouse.

A matematica surgiu na vida de Fermat, como forma de lazer/ entretenimento,

pois mantinha a sua profissdo de jurista e magistrado.

Fermat nunca viu nenhum dos seus trabalhos publicados em vida, no entanto

Pascal considerou-o o maior matematico da época.

Fermat deu os seus contributos em diversas areas da matematica, tais como:

Célculo Geométrico e Infinitesimal; Teoria dos NUmeros e Teorias das Probabilidades.

Este matematico foi a base de alguns estudos assim como o alicerce de lIsaac

Newton.

Continwidade e Derivacio de Funcies 22
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Foi a primeira pessoa a enunciar o Pequeno Teorema de Fermat, embora a prova
do referido teorema tenha sido feita por Euler.

Outro contributo de referéncia de Fermat prende-se com a Teoria de
Probabilidades. De novo o cientista fez progresso nessa area mas com apoio do célebre
matematico Pascal. Ambos trocavam correspondéncia, mas Fermat era principiante e
pouco percebia do tema, no entanto devido a sua perspicacia descobriu algumas regras
matematicas que garantiam com maior precisdo as leis do caso. Em conjunto
alcancaram as regras esséncias da Probabilidade.

E de salientar que a area que o mais fascinava Fermat era sem ddvida a Teoria
dos Numeros, através dela o matematico manteve um grande relacionamento com

outros matematicos, pois através de jogos com nimeros, propunha-lhes desafios.

Newton

Isaac Newton foi um grande
cientista inglés, no entanto era mais
conhecido como fisico e matematico,
nasceu em Woolsthorpe em Janeiro de
1643. Era também reconhecido como
astronomo, filosofo natural, tedlogo e
alquimista.

Newton ao longo dos seus

oitenta e quatro anos, fez imensas

descobertas, escreveu indmeras obras

muitas delas desgastantes, passou por
periodos muito dificeis, vindo a falecer em Marco de 1727 em Londres, Inglaterra, pais
gue 0 Viu nascer.

Este cientista era oriundo de uma familia de classe baixa, o seu pai faleceu antes
do seu nascimento, a mde voltou a casar-se quando ele tinha trés anos, ficando este
sempre ao cargo da avo.

Frequentou a escola, na cidade que o viu nascer. O seu tio apercebeu-se do

talento de Newton e incentivou-o a prosseguir 0s estudos, matriculando-o numa escola
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em Cambridge. Newton foi sempre um grande autodidacta, deste modo em 1664 achou
que tinha alcangado as metas do conhecimento matematico e assim estaria apto a dar as
suas contribuicdes nesta ciéncia, descobrindo ent&o:

— O Teorema Binomial;

= O Calculo;

— A Lei da Gravitagéo;

— A Natureza das Cores.

Apo6s trés anos de trabalho, Newton foi eleito professor of Mathematics por
Barrow.

A sua vida tinha um ritmo arduo, no entanto, o cientista devido aos seus
esforgos, no campo da matematica e das ciéncias viu em 1687, ser publicada uma das
suas maiores obras, designada de Philosophiae Naturalis Principia Mathematica.

Newton embarcou entdo para Franga, onde encontrou um grande sucessor do seu
trabalho, Laplace que iria também ele dar os seus contributos na obra Principia, no
entanto o matematico ndo se ficou por ali e descobriu que o célculo era bastante
reconhecido no Continente, entdo aproximou-se de Leibniz de modo a dar algum
contributo do seu saber, desta forma Leibniz tornar-se-ia o seu grande rival. Eis que as
descobertas ndo vdo muito além, Newton viu-se obrigado a abandonar o estudo da
matematica, voltando a exercer o papel de presidente da Royal Society, papel que

assumiu até a sua morte.

José Anastacio da Cunha

Matematico portugués, José Anastacio da
Cunha nasceu em Lisboa, em Maio de 1774.
Teve um percurso de vida muito curto pois
faleceu com aproximadamente quarenta e trés
anos.

José Anastacio da Cunha foi um seguidor

de Isaac Newton pois foi um grande matematico

portugués que formulou alguns conceitos tais

como o de Derivada.
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Embora tenha sido militar, com apenas dezanove anos foi promovido pelo
Marqués de Pombal, professor da Faculdade Matematica da Universidade de Coimbra.
José Anastacio da Cunha ndo teve o merecido reconhecimento em vida, pois s6 dois
séculos apos ter falecido é que lhe foi atribuido o mérito relativamente ao Célculo
Infinitesimal.

Durante a sua curta vida apenas viu impressa uma obra intitulada Principios
Matematicos para instrucdo dos alunos do Colégio de Sdo Lucas, da Casa Pia do
Castelo de Sdo Jorge. Nesta obra referenciou as primeiras nocdes de Aritmética,
Geometria, Teoria das Equacbes, Analise Algébrica, Trigonometria, Geometria
Analitica e Calculo Diferencial e Integral.

José Sebastido e Silva

José Sebastido e Silva foi um conceituado
professor universitario e investigador na area da
Matematica, nasceu em Mértola em Dezembro
de 1914 e faleceu na capital em Maio de 1972.
Fez grande parte dos seus estudos em Lisboa

nomeadamente a Licenciatura e Doutoramento.

Conhecido como um aluno exemplar, na
area da Analise. Intitulou a sua dissertacdo como As funcdes analiticas e a analise
funcional. No entanto em 1950 langou uma nova dissertacdo designada de Integracéo e
derivacdo em espacos de Banach.

Portugal viveu momentos de inimeras descobertas onde José Sebastido e Silva
deu grande contributo na area da Matematica, realcando a Analise Numérica, a Analise
Funcional e Teoria das Distribuicdes. Para além de investigador nato era um excelente
pedagogo do ensino liceal.

Actualmente existem compéndios escritos pelo mateméatico que foram

publicados pelo Instituto Nacional de Investigacdo Cientifica.
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Analise Global do Calculo Diferencial

Graficamente:
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O declive da recta tangente ao grafico de uma funcéo é um conceito fundamental,

permite saber se a fungdo é crescente ou decrescente.

fic)

Figura 13

gfe)

Figura 14

Através dos seguintes graficos podemos visualizar o declive da recta tangente.

Para determinar esse declive num determinado ponto P(c; f (c)), consideramos um

acréscimo h, diferente de zero e outro que se encontra sobre a curva (c +h; f(c+ h)).

Graficamente:

(¢ Ehfre +hl)

S

Figura 15

0

Figura 16

E de salientar que quando h tende para zero (h — 0), obtemos uma recta tangente a

curva; ou seja a recta secante definida pelas abcissas ¢ e ¢ + h, tende para uma posicao

limite que é tangente no ponto (c; £(c)).
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Deste modo o declive da secante é:
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fle+h)—f()
. :

Assim conclui-se que o declive da recta tangente ao grafico f que passa no ponto

P(c; f(c)), é:

I fle+h)—f()
1m .

h—0 h

Graficamente:

0 I . i(c+h)  «x
n h >
e h s h—0
Figura 17

Taxa de Variacao

Ao considerarmos o declive de uma recta tangente ao grafico é fundamental
referir a sua importancia matematica, pois este equivale a taxa de variacdo de uma
funcéo.

Consideremos o intervalo [c; c + h] da fungdo f, a taxa de variacdo média é o

declive da recta secante ao grafico f que passa pelos pontos (c+h;f(c+h)) e

(¢; £(0)); ou seja

_fe+h) —f@©)

t.v.m
h
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O declive da recta tangente ao gréfico f no ponto (c; f (c)) permite-nos determinar a

variagdo instantanea ou taxa de variacdo de f em x = c,

o fle+h) - f©
t.v.= lim
h—-0 h

Graficamente:

5 4

f(c+h) -
Jlesh)—f(e)

¥

)
< h »
0 c c+h X
Figura 18

DEFINICAO 5. Seja f uma funcéo real de variavel real e ¢ um ponto de acumulacdo do

dominio de f. A derivada de f no ponto c, denota-se por f'(c) é

Fe) = iSO

A derivada de f também pode ser designada por

Df.-. ou (%)x_c

Fazendo x — ¢ = h temos

fle+h)—f()
h

f'(c) = lim
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DEFINICAO 6. Seja f uma funcéo real de variavel real e ¢ um ponto de acumulacao de f.

Diz-se que f é derivavel a esquerda de c se existir:

fle+h)—f(c)
h

f(e) = lim

Diz-se que f é derivavel a direita de c se existir:

fle+h)—f(c)
h

A+ — 13
f(C)—P}Lr51+

Caso as derivadas, a esquerda de c e a a direita de ¢ sejam iguais, a funcao ¢é derivavel

no ponto c, e 0 seu valor € comum ao das derivadas laterais.

Entdo f'(c) = f'(c™) = f'(c™).
Vejamos agora uma ilustracédo grafica dos conceitos que acabamos de introduzir.

Graficamente:

semuangenie

a esquerda

m=jJ ()

+ >
0 / < N
A Semitangentc
adircita

LR LS 1
m=/} (C

Figura 19

No caso da figura anterior, a derivada a esquerda de ¢ ndo € igual a derivada a direita de

c. Neste ponto a fungéo ndo tem portanto derivada.
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A derivada de uma funcgéo f no ponto de abcissa c € igual ao declive da recta tangente ao
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gréfico f no ponto (c; £ (c)).
Vejamos de seguida as derivadas de algumas das fun¢do mais usadas em Matematica.

Derivada da Fungédo Constante

Consideremos,

e+ )= (O
f@) = fim——

se f(c) = b,

entao

f@=m— = imo=0

Graficamente:

};Jk

Figura 20

NOTA 4. A derivada de uma funcéo constante é sempre zero.

y=b=y' =0

Continwidade e Derivacio de Funcies 30



3
~~r Universidade da Beira Interior

Derivada da Fungéo Afim

Consideremos,

fle+h)—f(c)

f'lc) = lim

h
3 : h)+b— b . h+b—ac—b
se f(c) = ac + b entdo f'(c) = limy_o X )+h (ac+b) _ hmh%% _
. ah .
= llmh_)()T = = hmh—>0a =aqa.
Graficamente:
},! -
¥ = ax+b
o
Figura 21

A derivada de uma funcéo afim é igual ao declive da recta da funcéo dada.

y=ax+b=y =a

Derivada do Produto de Funcéo por Uma Constante

Consideramos ¢ uma constante real e f uma funcdo com derivada em ]a, b[, a funcéo

y = cf (x) admite derivada no intervalo ]a, b[, e [cf(x)]" = cf'(x).
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De seguida vamos enunciar algumas regras de derivacdo (Em alguns casos fazemos a
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respectiva demonstracdo. Nos casos em que a complexidade da demonstracdo sai do
ambito ao qual se destina este trabalho, a demonstracdo é omitida.)

REGRA 1. Consideramos a funcéo f, definida pela poténcia x", em que n é um nimero

real, entdo
(x™)" = nxn1

REGRA 2. Consideramos duas funces f e g derivaveis no intervalo ]a, b[, entdo

podemos afirmar que f +g também é derivavel no referido intervalo e

f+9) @) =[fl)+gx®)] =f'(x)+ g ).

DEMONSTRACAO

Hipotese: f e g sdo funcbes derivaveis num ponto ¢ do intervalo Ja, b[.

Tese:f + g é derivavel num ponto ¢ do intervalo ]a, b[ e

f+9)@)=[fx)+gXx)] =f"(x)+g )

Recorrendo a definicdo de derivada de uma fun¢do num ponto obtemos:

Considerando x = c;

F+gc+h) - +g9))

(f + 9)'(0) = lim

h
L f(e+ gl + ) = [F(0) +g(@)
= hl_r}% 7 =
C|fle+n)—flc) glc+h)—gl|  flc+h)—f(c)
= lim + =lim
h-0 h h h-0 h
+}li_r)r(1)g(c+h})l_g(c) =f'"(c)+g'(c) c.q.d.

REGRA 3. Consideramos duas funcdes f e g derivaveis no intervalo]a, b[, entdo podemos

afirmar que f —g também é derivavel no referido intervalo e

(f —9)' () =[f(x) =g = f'(x) — g'(x).

Continwidade e Derivacio de Funcies 3
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NOTA 5. Para demonstrar a derivada da diferenca de fungdes processa-se de forma

analoga a derivada da soma de funcdes.

REGRA 4. Consideramos duas funcbes f e g com derivada em todos os pontos do

intervalo Ja,b[, entdo podemos afirmar que f-g também é derivavel no referido

intervalo e (f - g)'(x) = f'(x)g(x) + g’ (x)f (x).

DEMONSTRACAO

Considerando x = ¢, temos:

(f-g)c+h)—(f g)c)
h

y flc+h)glc+h)—I[f(c) + g(c)]
m
h-0 h

(f-9)'(c) = lim

De seguida adiciona-se e subtrai-se no numerador a expressao f(c + h)g(c), obtemos:

fle+n)glc+h)+flc+h)glc) - flc+h)g(c) — flc)g(c)

(- 9)'(© = lim ;
— 1 g@f(c+h)—f()]+ flc+ h)glc+h)—glc)]
~ h
. g@If(c+h) = f(c)] i flc+m[glc+h)—g(c)]
T h +m h
_[f(c+h)—f(c)] . [glc+h)—g(c)]
=g(c) }ll_l’)r(l) A + f(c+ h)}ll_r)% A
=g@)f'(c)+ flc)g'(c)
Assim,
(f - 9)'(c) =glc)f'(c) + flc)g'(c)
ou

f-9)x)=gx)f'(x)+fx)g'(x) c.q.d.

REGRA 5. Consideramos duas funcbes f e g com derivada em todos os pontos do

intervalo]a, b[, entdo podemos afirmar que 5 também € derivavel no referido intervalo

Y oy _ [ 0g@)-g10f )
e(g) () = FIOE '
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DEMONSTRACAO

Fazendo x = ¢ e pondo ¢(c) = %, ou seja f(c) = @(c)g(c) e aplicando a regra do

produto obtemos

f'(c)= ¢ (c)glc) + p(c)g'(c)

donde
N fl
fllo)=¢ (c)g(c)+mg (c)
ou seja
, . flo
@’ (c)g(c) = f'(c) - IOL (c)
isto é
, _g©)f'(e) = fle)g'(c)
@’(c)g(c) = 70
e finalmente

_ g@)f'(c) — flc)g'(c) c

@’(c) FIGE

q.d.

REGRA 6. Consideramos duas funcdes f e g, y = (fog)(x) a sua fungdo composta.

Se g admite derivada num ponto c e se f tem derivada na imagem por g correspondente

a ¢, entdo a funcdo composta é derivada em c e

y' = (fog)'(c) = f'lg(c)] x g'(c)

OBSERVACAO. Consideramos u uma funcdo de x, aplicando a regra de derivacdo da

composicdo podemos concluir que (u™)’ = nu™ 1u’(n € N).
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Vejamos agora as derivadas de algumas das fun¢Ges mais usadas em Matematica.

Derivada de Funcdes Exponenciais e Logaritmicas

REGRA 7. Sejay = e*entdo y' = u'e”.
REGRA 8. Sejay = a* entdo y' = Inau'a.
REGRA 9. Seja y = logu entdo y’ = u:'

ur

REGRA 10. Sejay = log, uentdo y' =

ulna’

Derivada de Funcdes Trigonométricas
REGRA 11. Sejay = sinu entdo y' = u' cos u.

REGRA 12. Sejay = cosuentdo y’' = — u'sinu.

u’

REGRA 13. Sejay = tanu entdo y' =

cos2u’

Relacéo entre Continuidade e Derivabilidade

Analisando os seguintes graficos podemos afirmar que uma fungdo pode ser continua

num ponto X =c, mas ndo ser derivavel no ponto referido.

Graficamente:

Figura 22 Figura 23 Figura 24

No entanto o reciproco ndo se verifica.
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TEOREMA 2. Toda a fun¢do com derivada finita num ponto é continua nesse ponto.
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DEMONSTRACAO
Suponhamos que a fungéo f tem derivada finita no ponto de abcissa c.

Temos que:

fx) = f(e) r—0), x%e
X —C

f(x)—f() =

Aplicando limites, obtemos:

lim[f () = f(0)] = mw

X ll_r)ré(x —c)=f"(c)x0

Mas f'(c) é finita, temos:
lim[£(x) = ()] = £(e)
ou
limf(x) =f(c)  cq.d

Logo f é continua no ponto de abcissa c.

Teoremas Fundamentais do Calculo Diferencial

TEOREMA 3. Consideremos a funcédo f:[a,b] —» R, em que a < b, continua e derivavel

no intervalo . Se f(a)=f(b)entdo existe pelo menos um ponto ¢ ]a,b[ tal

que f'(c) = 0.

N
f continua em [a, b]

f derivavel em [a, b] > 3.€]a,b[:f'(c)=0

f(a) = f(b)
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Graficamente:

fla)=ftb)

[uN T ———

p 5
Figura 25
TEOREMA 4. Consideremos duas funces f: [a,b] = R e g:[a, b] = R, com

a < b continuas e derivaveis no intervalo [a, b]. Se g'(x) # 0,Vx € [a, b].

, existe pelo menos um ponto ¢ em|[a, b], tal que

fB)~f@ _ f1©)
gb)-g@ g1

Graficamente:

Figura 26
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REGRA DE CAUCHY. Consideremos duas func¢Bes derivaveis num intervalo A, tal que

g'(x)#0, Vx€ A ecumextremo da funcdo f. Quando x — c e f(x) e g(x)tendem

L) antao existira lim,., . 2

70 xo¢ g_(x) assim:

para zero ou para + infinito, e existindo lim,._,

f@ _ ()
g(x) X2Cg'(x)

lim,_,.

NOTA 6. A aplicacdo da regra de Cauchy permite levantar indeterminagdes do tipo %

= ou, quando x — +oo,

OBSERVAGAO. De um modo geral a regra de Cauchy serve para levantar

indeterminacgdes, no entanto ndo serve para levantar todas, pois pode existir limx%%
f'x)
g'(x)’

mas ndo lim,._,.

Aplicacdes

De seguida vamos ver uma das aplicagdes mais importantes do conceito de derivada: o

estudo dos extremos de uma funcgéo.

1.2 Derivada
Crescimento e Decrescimento de Uma Funcéo

Graficamente:

S

_/ a4 | YN

f € estritamente crescente f é estritamente decrescente f é constante em [a, b]
em [a, b] em [a, b]
Figura 27 Figura 28 Figura 29
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DEFINICAO 8. Sejam a e b dois pontos pertencentes a | e f uma funcdo real de variavel
real definida num intervalo 1.

f é estritamente crescente em | se para todos 0s nimeros reais a e b de | tais
que a < b, setem f(a) < f(b).

f € estritamente decrescente em | se para todos 0s nimeros reais a e b de | tais
que a < b, setem f(a) > f(b).

f & constante em | se para todos os nimeros reais ae b de | se tem f(a) = f(b).

Intervalos de Monotonia

TEOREMA 5. Seja f uma func¢do continua no intervalo [a, b] e derivavel em ]a, b[.
Se f’(x) > 0, paratodo 0 x € ]a, b[ entdo f é estritamente crescente.
Se f’(x) < 0, paratodo 0 x € ]a, b[ entdo f é estritamente decrescente.

Se f’(x) = 0, paratodo 0 x € ]a, b[ entdo a funcéo € constante.

EXEMPLO:
Consideramos a funcéo f definida por f(x) = x3 — 3x2 — 2.

Para determinar os intervalos de monotonia, vamos recorrer ao Teorema 5.
flx)=x3-3x2-2

f'(x) =3x% —6x

Determinar os zeros de f'(x):
ffx)=0o3x>-6x=0xBx—-6)=0x=0V3x—-6=0&
Sx=0V3x=65x=0Vx=2

f'G) G N N R

f(x) / \4 /
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A funcdo f é estritamente crescente em ]—oo, 0] e [2, +o[ e estritamente decrescente em
[0,2].

Extremos de Uma Fungéo
DEFINIGAO 9. Seja f uma funcdo de dominio I.

Diz-se que f(a) é o maximo absoluto de f, se f(a) = f(x), paratodo o x € I.

DEFINIGAO 10. Seja f uma funcéo de dominio 1.

Diz-se que f(a) é o minimo absoluto de f, se f(a) < f(x), paratodo o x € I.

DEFINIGAO 11. Seja f uma funcéo de dominio I.
Diz-se que f(a) é um maximo relativo de f, se existir um intervalo aberto D que contem

atal que f(a) = f(x), para xeD.

DEFINICAO 12. Seja f uma fungdo de dominio I.
Diz-se que f(b) é um minimo relativo de f, se existir um intervalo aberto D que contem

b tal que f(b) < f(x), para xeD.

Graficamente:

Figura 30

NOTA 7:

f(d) é o maximo absoluto de f.
f(e) é o minimo absoluto de f.
f(b) é um maximo relativo de f.

f(c) e f(a) sdo minimos relativos de f.
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Maximos e Minimos Absolutos
TEOREMA 6. Seja f uma func¢do continua no intervalo [a, b], com maximo ou minimo

absolutos em ¢ € ]a, b[. Entdo f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.

DEFINICAO 13. Seja ¢ um ponto do dominio de uma funcao f. Diz-se que ¢ € um ponto
critico defse f'(¢) = 0.

Extremos Relativos
TEOREMA 7. Seja ¢ um ponto critico de f, f uma funcdo continua em c e derivavel num
intervalo aberto I, que contem c.

f(c) é um maximo relativo, se f’ muda de positiva para negativa em c.

f(c) é um minimo relativo, se f' muda de negativa para positiva em c.

EXEMPLO:
Para determinar os extremos relativos da funcdo f, vamos recorrer a0 EXEMPLO dos
intervalos de monotonia.

Como a funcdo f'(x) admite zeros, vamos determinar a imagem da funcédo f, cujos

objectos séo 0s zeros.

F(0)=03-3x02—2& f(0)=—2
F(2)=22-3x22-2f(2)=8-12-2of(2)=—6

f'(x) + ol - o]

) A I S
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2.2 Derivada
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f(0) = —2 é um méaximo relativo de f.

f(2) = —6 é um minimo relativo de f.

um ponto de inflex&o (P.l.) se verificar as seguintes condigdes:

- f & continua emc;

DEFINIGAO 14. Consideremos o grafico de f e o ponto (c, f(c)). Diz-se que (¢, f(c)) é

— existe um intervalo ]a, b[ que contem c, de modo que o grafico de f tem

Graficamente:

EXEMPLO:

Concavidade
voltada para voltada para
cima baixo
!
0 c x

Figura 31

Consideramos a funcéo f definida por f(x) = x3 — 9x2 + 3.

Para determinar o s pontos de inflexdo, vamos recorrer a 2.2 Derivada.
fx)=x3—9x2+3

f'(x) =3x%—18x

f"(x) =6x—18

conc