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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educacao nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sdo acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo em
Ciéncias da Computacao Aplicada, em colaboragdo com 18 instituicbes parceiras africanas

de 16 paises. Um total de 156 mddulos foram desenvolvidos ou traduzidos para garantir
disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram disponibilizados

como recursos de educacgdo aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este médulo em sua instituicdo, para
sua propria educacao, compartilhd-lo o mais amplamente possivel e participar ativamente da
AVU Comunidades de pratica de seu interesse. Estamos empenhados em estar na linha de

frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizacdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar significativamente o acesso a educacédo e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicagédo
de informacgédo. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagao Intergovernamental, foi
assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania, Mali,
Costa do Marfim, Tanzania, Mogambique, Republica Democrética do Congo, Benin, Gana,
Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gémbia, Guiné-Bissau, Etidpia
e Cabo Verde.

As seguintes institui¢des participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3) Université
Lumiére de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes; (5) Universidade
de Nouakchott na Mauritania; (6) Université Gaston Berger no Senegal; (7) Universidade

das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de Administragédo e
Administragdo Publica do Gana; (9) Universidade de Ciéncia e Tecnologia Kwame Nkrumah
em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton no Quénia; (12)
Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14) Universidade

de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey no Niger; (16)
Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagdgica em Mogambique; E
(18) A Universidade da Gadmbia na Gambia.

Bakary Diallo
O Reitor

Universidade Virtual Africana
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Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo(a) a Design e Analise de Algoritmos

No médulo de Analise e Design de Algoritmos, vocé ira ganhar familiaridade com principios
fundamentais de design e anélise de algoritmos e demonstrar competéncias na analise de
complexidade de algoritmos e compreens&o das principais classes de complexidade. E
objectivo deste curso que vocé adquira competéncias de desenho e analise de algoritmos
eficientes, técnicas de pesquisa exaustiva, estruturas de dados especializadas e ainda a
programagao dinamica e amortizagdo. Com os conhecimentos adquiridos neste médulo,
vocé podera utiliza-los no campo profissional ao fazer a aplicagdo de algoritmos genéricos a

problemas concretos.

Pré-requisitos

* Introdugdo a programagao estruturada
* Matematica discreta

e Algebra linear

® Programacéo Orientada a Objectos

e Algoritmos e Estruturas de Dados

* Introducéo a Estatistica e probabilidade

* Fundamentos de Organizagao e Arquitetura Informética

Materiais

Os materiais necessarios para completar este curso incluem:

* Udi Manber, Introduction to Algorithms: A Creative Approach.

e Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford Stein.
Introduction to Algorithms (3rd edition). The MIT Press, 2009.

e J. Kleinberg and E. Tardos, Algorithm Design, Addison-Wesley, 2005.
e R. Motwani and P. Raghavan, Randomized Algorithms. Cambridge U. Press, 1995

e Christos H. Papadimitriou, Kenneth Steiglitz, Kenneth Steiglitz. Combinatorial
Optimization: Algorithms And Complexity. Courier Dover Publications, 1998

* Celes, Waldemar, Cerqueira, Renato. Rangel, José Lucas.Introducédo a Estruturas
de Dados e Algoritmos, 7% edi¢do. 2004, Elsevier Editora.

e Edelweis, Nina, Galante, Renata. Estrutura de Dados , Porto Alegre. Bookman,
2009.

e Szwarcfiter, J., Markenzon, L., Estrutura de Dados e Algoritmos, 3% Edicdo Rio
Janeiro, LTC 2010.



Descri¢ao Geral do Curso

® Michael T. Goodrich and Roberto Tamassia. Algorithm Design. Wiley, 2002.
e Steven S. Skiena. The Algorithm Design Manual (2nd edition). Springer, 2008.

¢ Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest, and Clifford Stein.
Introduction to Algorithms (3rd edition). The MIT Press, 2009

e Jon Kleinberg and Eva Tardos. Algorithm Design. Addison-Wesley, 2006.
* Michael T. Goodrich and Roberto Tamassia. Algorithm Design. Wiley, 2002.

* Michael R. Garey and David S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to
the Theory of NP-completeness. W. H. Freeman and Company, 1979.

e Steven S. Skiena and Miguel A. Revilla. Programming Challenges: The
Programming Contest Training Manual. Springer-Verlag, 2003.

Recursos da Internet

* http://people.cs.vt.edu/~shaffer/Book/C++3e20130328.pdf
* http://www.unl.pt/guia/2007/fct/UNLGI_getUC?uc=8154

e http://www.dcc.fc.up.pt/~pribeiro/aulas/daa1516

Outros recursos incluem sebentas elaboradas pelo docente da cadeira, materiais em
PowerPoint, ndo se esquecendo que a internet também pode ser uma fonte de consulta e

leitura.

Objetivos do Curso

Apbs concluir este curso, o(a) aluno(a) deve ser capaz de:

e Demonstrar competéncia na area de técnicas de concepgéo e analise de
algoritmos eficientes;

® Saber escolher e aplicar uma técnica de desenho de algoritmos adequada a
resolugdo de um problema concreto;

* Calcular a complexidade de algoritmos;

* Saber escolher, comparar e conceber e utilizar estruturas de dados adequadas ao
problema a resolver.

e Demonstrar conhecimentos em estruturas de dados avancadas como arvores de
busca binaria, tabelas (harsh tables) e grafos;

* Aplicar as estruturas de dados que permitam implementar os algoritmos
fundamentais de grafos com eficiéncia;

* Aplicar as principais técnicas avangadas de desenho de algoritmos,
nomeadamente, programacao dindmica e amortizagao;

* Demonstrar competéncias no conhecimento classes de complexidade e alguns
dos problemas em aberto;
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Unidades

Unidade 0: Diagnéstico

Com esta unidade, pretende-se que vocé faga a revisdo da matéria relacionada com os
contelidos que serdo discutidos neste médulo, como ¢ o caso de estruturas de dados e

programagao estruturada.

Unidade 1: Analise assintética do tempo de execucao de algoritmos

Nesta unidade pretende-se que vocé adquira competéncias para a analise de algoritmos.
Analisar algoritmos por outras palavras significa fazer uma estimativa do tempo que o
algoritmo leva a ser executado, tendo em consideragdo que o tempo é determinado por

varios factores tais como, o tamanho do problema, a natureza do algoritmos, etc.

Unidade 2: Técnicas de Desenho de Algoritmos

O objectivo desta unidade definir uma forma de criar uma medida de comparacdo entre
diferentes algoritmos que resolvem um mesmo problema, de modo que se possa avaliar a

solugdo viadvel para um determinado problema.

Unidade 3: Igoritmos de grafos

Nesta unidade discutiremos um tipo de dados néo linear denominado grafo, bem como a sua

representagcdo na memoria e as varias operagdes e algoritmos sobre eles.

Unidade 4: Algumas estruturas de dados especializadas

Neste unidade, discutir-se-4 o conceito de fila de prioridade, que é uma estrutura de dados
que se assemelha a uma fila de um banco por exemplo, onde se estabelece uma prioridade
para idosos, gestantes, portadores de deficiéncias, etc. Para além das filas de prioridade,

também discutir-se-a os conceitos de conjuntos disjuntos e arvores binarias de pesquisa.

Avaliacao

Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliacdo formativa a fim de verificar

o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sdo apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no modulo.

10
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A implementagdo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliacdo sugerida é a seguinte:

1 Avaliacdo do tempo de estudo 20%
2 Avaliagdo do trabalho independente 30%
3 Exame final 50%
Calendarizaca
Unidade |Temas e Atividades Estimativa do
tempo
0 Diagndstico 5 horas

1.1 Comandos de decisdo e de iteracdo

1 Andlise assintdtica do tempo de execugdo de 15 horas

algoritmos
1.1.Notacdo Big O, teta e 6mega
1.2. Anélise de programas recursivos

1.3. Analise de programas iterativos

2 Técnica de desenho de algoritmos 45 horas
2.1.Pesquisa exaustiva (forga bruta)
2.2. Divisao e conquista

2.3. Programac&o dindmica

3 Algoritmos em grafos 30 horas
3.1. Representagao de grafos

3.2. Pesquisa em largura e pesquisa em

profundidade

3.3. Arvores de cobertura minima

4 Algumas estruturas de dados especializadas 25 horas
4.1. Filas de prioridade

4.2. Conjuntos disjuntos

4.3. Arvores binérias de pesquisa

11
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos deste curso s3o:

Unidade 0

Leituras e outros recursos obrigatorios:

Unidade 1

Stroustrup, B. (2014). Programming Principles and Practice Using C and C++.
Addison Wesley ISBN0321992784

Balagurusamy, E. (2008). Programming in ANSI C. (4* ed). New Delhi: Tata
Mc-Graw-Hill

Leituras e outros recursos obrigatorios:

V. Das, Principles of Data Structures and Algorithms using C and C++, 2008.
SAMS Teach Yourself Data Structures And Algorithms In 24 hours. 1999

Nivio Ziviani, Projecto de Algoritmos com Implementacdo em Java e C++.. 2006.
Editora Thomson, ISBN 8522105251

CORMEN, T. H.; LEISERSON, C. E.; RIVEST, R. L. e STEIN, C.
Introduction to Algorithms, 3% edicdo, MIT Press, 2009.

SZWARCFITER, J. L. e MARKENZON, L. Estruturas de Dados eseus Algoritmos,
LTC, 1994.

ZIVIANI, N. Projeto de Algoritmos: com implementagées em Pascal e C, 2°
edicdo, Cengage Learning, 2009

Leituras e outros recursos opcionais:

Concise Notes on Data Structures and Algorithms, Edigdes Ruby. Christopher Fox.
2012

Rocha, A. M. A, Estruturas de Dados e Algoritmos em C, 2008 FCA Editora
Informatica. Colecdo:Tecnologias de Informacéo

SEYMOUR LIPSCHUTZ, G. A. VIJAYALAKSHMI PAI. Data Structures. Tata
McGraw-Hill Publishing Company Limited. New Delhi, 2006.

12
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Unidade 2

Leituras e outros recursos obrigatorios:

* V. Das, Principles of Data Structures and Algorithms using C and C++, 2008.
e SAMS Teach Yourself Data Structures And Algorithms In 24 hours. 1999

* Nivio Ziviani, Projecto de Algoritmos com Implementacdo em Java em C++.
2006. Editora Thomson, ISBN 8522105251

Leituras e outros recursos opcionais:

* Concise Notes on Data Structures and Algorithms, Edi¢des Ruby. Christopher Fox.
2012

e Adam Drozdek, Data Structures and Algorithms in Java, 2% edi¢&o.

Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e SAMS Teach Yourself Data Structures And Algorithms In 24 hours. 1999

e Concise Notes on Data Structures and Algorithms, Edi¢cdes Ruby. Christopher Fox.
2012

e Data Structures Using C++, Second Edition, D.S. Malik, 2010

Leituras e outros recursos opcionais:

e MARK ALLEN WEISS. Data Structures and Algorithms Analysis (2nd Ed)1994

® Robert Sedgewick, Algorithms in C, Parts 1-5 (Bundle): Fundamentals, Data
Structures, Sorting, Searching, and Graph Algorithms”, 3rd Edition, 2001

Unidade 4

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e V. Das, Principles of Data Structures and Algorithms using C and C++, 2008.

e Robert Sedgewick, Algorithms in C: Fundamentals, Data Structures, Sorting,
Searching, and Graph Algorithms”, Parts 1-4, 2012.

e Adam Drozdek, Data Structures and Algorithms in Java, 2% edic&o.

13



Design e Andlise de Algoritmos

Leituras e outros recursos opcionais:

® Robert Sedgewick, Algorithms in C, Parts 1-5 (Bundle): Fundamentals, Data
Structures, Sorting, Searching, and Graph Algorithms”, 3rd Edition, Addison
Wesley, 2001.

e ROCHA, A. Estrutura de dados e algoritmos em C, FCA Lisboa 2008

e Carvalho A, Exercicios de Java; Algoritmia e Programacéo Estruturada, FCA,
Lisboa 2013

* http://delta.cs.cinvestav.mx/~adiaz/anadis/Analisis.pdf

14
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Unidade O: Diagndstico

Introducao a Unidade

A presente unidade visa verificar os conhecimentos prévios do aluno em matéria de
processamento de dados, manipulagdo de fungdes e procedimentos, bem ainda a
manipulagdo de matrizes. Para além destes conhecimentos, o aluno deve demostrar
conhecimentos na escrita de algoritmos, utilizando as estruturas de selecéo, controle e de

repeticdo e, poder transformar os mesmos em uma linguagem de programacéo.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

* Demonstrar capacidades introdutérias de programacéo estruturada, escrevendo
algoritmos sequenciais para resolver problemas que envolvem entrada,
processamento e saida de dados.

* Aplicar fungdes e procedimentos no desenvolvimento de algoritmos;

* Traduzir algoritmos em cédigo fonte executavel em linguagem de programacao
estruturada;

15
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Actividades de Aprendizagem

Atividades 1: Estruturas de controlo

Introducao

Numa linguagem de programacéo, os comandos de fluxo indicam a ordem em que o
processamento é efetuado. Nesta atividade, discutiremos como forma de reviséo, o fluxo

sequéncial, comandos de selegdo ou decisdo e de repeti¢do ou iteragdo.

Detalhes da atividade

Fluxo sequéncial

A estrutura sequencial de um programa, como o nome sugere, é a estrutura mais simples na
execugdo de instrucdes de um programa. Pois, as instrucdes sdo executadas na ordem em que

aparecem, de cima para baixo e da direita para a esquerda, sem nenhum desvio.

Exemplo: Um programa em linguagem de programacao C, para demonstrar o uso das

expressdes e sua avaliagdo
main()

{

float a, b, ¢, %, vy, z;
a=9; b=12; c=3;
x=a-b/3 +c*2-1;

y=a-b/ (3+c)* (2-1);

z= a-b/(3+c)* 2)-1;

printf (“x=%f\n”, x);

16
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printf (“y=%f\n”, vy);

printf (“z=%f\n”, z);

Comando de selecdo ou decisdo

Com as instrugdes de salto ou desvio pode-se fazer com que o programa proceda de uma

ou outra maneira, de acordo com as decisdes ldgicas tomadas em fungdo dos dados ou

resultados anteriores. (Balagurusamy, 2008)

As principais estruturas de decisdo sao:

if
Sintaxe:
If (expressao teste)
{
bloco de instrucdes;
}
instrucdes;
If... else
Sintaxe:

if( expressao teste)

bloco de instrugdes; /*executado gquando

else

bloco de instrugdes; /*executado quando

instrucdes;

Case

Sintaxe:

switch (expressao)

case valorl: instrucdes

17
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break;
case valor2: instrucdes

break;

Defaut:

Default block;

Instrucdes x;

Comandos de repeticdo ou iteracao

Estes comandos sao utilizados quando se pretende que um determinado conjunto de
instrugdes seja executado um nimero definido ou indefinido de vezes, ou enquanto um

determinado estado prevalecer ou até que seja alcangado. (Balagurusamy, 2008)
As principais estruturas de repeticdo sdo:
While ...Loop
Sintaxe:
while( expressao )
instrucao
do ... While
do
{
instrucao
}
While (expressao);
For
Sintaxe:
for(inicializacao; Condicao_teste; incremento/decremento)
{
corpo do ciclo;

}

18



Unidade O: Diagnéstico

Conclusao

Nesta unidade denominada de diagnéstico, o estudante teve a oportunidade de rever os

conteutdos aprendidos nas disciplinas antecedentes que sdo a base para o entendimento da

disciplina de Anélise e Design de Algoritmos. O entendimento das estruturas de deciséo,

repeticdo, é muito importante para a resolugao de varios problemas diarios pois com as

instrugdes de salto e de desvio possibilita fazer com que o programa proceda de uma

ou outra maneira, de acordo com as decisdes ldgicas tomadas em fungdo dos dados ou

resultados anteriores.

1.

2.

Avaliacao da Unidade

Teste Diagnéstico

Instrucoes

As seguintes questdes estao relacionadas com o que aprender nas disciplinas de
principios de programacéo e introdugédo a informatica aplicada. Responda as seguintes

questdes com clareza, dando exemplos se for necessario.

Elabore uma sintese da histéria da linguagem de programagdo em C.
Elabore um quadro comparativo de Instrugdes em C e respectivos exemplos.

Escreva um programa para calcular a media de 7 avaliagdes e, determine com

base na média as condigdes de excluido, admitido ou dispensado.

Escreva um programa com uso de matrizes, que imprima a tabela de

multiplicagéo.

Escreva um programa modular interativo usando fungdes que I1ém os valores
de 3 lados de um tridngulo e mostrar se é area ou perimetro de acordo com o

pedido do usuério. Dados 3 lados:
Perimetro = a+b+c
Area = ((s-a)(s-b)(s-¢))

Onde s=(a+b+c)/2

19




Design e Andlise de Algoritmos

Critérios de Avaliacao

Pergunta Pontuagdo (méaximo 10 valores)
1 1.5

2 1.5

3 2

4 2.5

5 2.5

Leituras e Outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Outros

Recursos do curso”.

* http://www.mheducation.com
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Unidade 1. Andlise Assintdtica do
Tempo de Execucdo de Algoritmos

Introducao a Unidade

Um critério importante na avaliagdo de algoritmos é o tempo que demoram e o modo

como esse tempo varia quando o tamanho das instancias cresce. Para que a comparagdo de
eficiéncia faca sentido, procura-se uma estimativa do tempo de execugdo que seja funcédo do
comprimento dos dados mas independente da maquina, do sistema operativo, da linguagem

em que o algoritmo é implementado, da versdo do compilador.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

* Demonstrar competéncia em anélise da complexidade de algoritmos e
compreensao de algumas classes de complexidade

* Calcular a complexidade de algoritmos com base na complexidade amortizada
das funcées auxiliares;

* Demonstrar competéncias no conhecimento classes de complexidade e alguns
dos problemas em aberto;
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Notagdo Q: é 0 menor tempo de execugdo em uma
entrada de tamanho n.

Notacdo 0: baseia-se no maior tempo de execugao
sobre todas as entradas de tamanho n.

S )

Actividades de Aprendizagem
Actividades 1: Notacao Big O (O, Q e o)

Introducao

Para problemas de tamanho pequeno, escolher um algoritmo ndo é um problema critico,
porque a analise de algoritmos é realizada para valores grandes de tamanho n. Estuda-se o
comportamento assintético das fungdes de custo (comportamento de suas fungdes de custo
para valores grandes de n). Portanto, o comportamento assintético de f(n) representa o limite

do comportamento do custo quando n cresce. (Ziviane, 2006)

Detalhes da actividade

Seja A um algoritmo para um problema P. A quantidade de tempo que A consome para
processar uma dada instancia de P depende da méaquina usada para executar A. Mas o
efeito da méaquina se resume a uma constante multiplicativa. Se A consome tempo t numa
determinada maquina, consumira tempo 2t numa maquina duas vezes mais lenta e t/2 numa
maquina duas vezes mais rapida. Para eliminar o efeito da maquina, considera-se o consumo
de tempo de A ignorando as constantes multiplicativas. Existem trés notac¢des principais na

anélise assintética de funcodes: (Ziviane, 2006)
A notagdo O - grande

A notagao Q - bmega

A notagao O - teta

Procura-se exprimir o consumo de tempo de um algoritmo de modo que nado depende da
linguagem de programacéo, nem dos detalhes de implementagédo, nem do computador
utilizado. Para conseguir-se isto é preciso introduzir uma maneira de comparar as fungoes
utilizando a dependéncia entre o consumo de tempo de um algoritmo e o tamanho de sua

entrada. Essa comparagdo sé leva em conta a “velocidade de crescimento” das fungdes.
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Assim, ela despreza fatores multiplicativos (pois a funcao [2n)*2 , por exemplo, cresce tdo
rapido quanto ) e despreza valores pequenos do argumento (a funcao [2n)"2 cresce mais
rapido que , embora seja menor que quando é pequeno). Esta forma de comparagéo de
funcdes se designa assintética. A comparacao é feita de trés formas nomeadamente de “= “,

de <", ede "=".

Analisando a expressdo n+10 ou n2+1, pensa-se automaticamente em valores pequenos para
n isto é, mais préximos de zero. No entanto, a anélise de algoritmos funciona de outra forma,
ignora os valores pequenos e toma em conta os valores maiores de . Para esses valores, as
funcdes: n2, 9999n2,n"2/1000,n2+100n, etc., crescem todas com a mesma velocidade e
portanto, sdo equivalentes. Portanto, a drea de matematica interessada somente em valores
grandes de n, é chamada assintdtica. Na anélise assintética, as fungdes sdo classificadas em

“ordens”; todas as fungbes de uma mesma ordem sdo denominadas equivalentes. (de Sousa,
2012)

Notacdao O grande (Big O)

Segundo um trabalho realizado na universidade de S&o Paulo na disciplina de Anélise de
Algoritmos (www.ime.usp.br/~pf/analise_de_algoritmos/aulas/Oh.html), convém restringir a
atencado a fungbes assintoticamente nao negativas, ou seja, as fungdes f tais que para todo n
suficientemente grande. Mais explicitamente: f é assintoticamente ndo negativa se existe no tal
que f(n)O para todo n>no. A notagao O define um limite superior para a fungéo, por um factor
constante. Diz-se que se existirem constantes positivas c e tais que, para nno o valor de f(n)

é menor ou igual a Deste modo, diz-se que é um limite assintotico superior para
Matematicamente escreve-se:

Operag¢bes com a notagdo O grande

f(n)=0O(g(n)), c>0e n_0 f(n)cg(n),nno

Escreve-se f(n)=0(g(n)) para denotar que g(n) domina assintoticamente f(n) e 1é-se é de ordem

no méximo g(n).
Exemplos:
1.Seja f(n)=[(n+1)]72
Entdo f(n) é [O(n)]"2 quando n_0=1 e c=4 uma vez que ([n+1)]"2 paran 1.
2.Seja n2+10n = O(n2) considerando que f(n)=0(g(n)) e f(n)cg(n)
Prova: se n10 entdao n2+10n2n2
n2+10n2n2 para todo o n10

Para saber se 2 e 10 s&o bons valores ou ndo para c e n entdo queremos nn "2
+10ncn2 dividindo por n2, teremos 1+10nc
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se n10 entdo1+10n2 logo, basta escolher os seguintes valores c2 n10c = 2
Suponha que f(n)=2n2+3n+4eg(n)=n2.

Observe que 2n2+3n+42n2+3n2+4n2=9n2 desde que n

Entdo f(n) g(n) para todo n1

Portanto, f(n)=0(g(n)) f(n)=0O(g(n)) e f(n)cg(n)

Exemplo de aplicagao:

f(n) = O(f(n))

cx O(f(n)) = O(f(n)) ¢= constante
O(f(n)) +O(f(n)) = O(f(n))
0(0(f(n)) = O(f(n))
O(f(n)) + O(g(n)) = O(maz(f(n),g(n)))
O(f(n))O(g(n)) = O(f(n)g(n))

f(n)0(g(n)) = O(f(n)g(n))

Fonte: Tabelal: Operagées com O grande. Fonte: (Ziviane, 2006)
A regra de soma O(f(n))+O(g(n))
Suponha trés trechos cujos tempos de execugdo sdo O(n), O(n2) e O(n log n).
O tempo de execugdo dos dois primeiros trechos é O(max(n,n2)) que é O(n2).
O tempo de execugdo de todos os trechos é O(max(n2, nlog n)) que é O(n2).
O produto de log n+k+O(1n) por n+O(n) é nlog n+kn+O(nlog n)

As terminologia de classes mais comuns de fun¢ées séo:

e Logaritmica - O(log n)
e Linear-O(n)

e Quadrética - O(n2)

e Polinomial = O(nk) , k1

* Exponencial - O(an), com a>1
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Funcgao Designacao

c Constante

log n Logaritmo

log2n Logaritmo quadrado
n Linear

nlogn nlogn

n2 Quadratica

n3 Cubica

2n Exponencial

Tabela 2: Classes de complexidade mais comuns

Gréfico de f(n)= O(g(n))

f.g
cg(n)

fin)

f(n) = O(g(n))

Grafico 1: Notacdo O grande. Fonte: (Ziviane, 2010)
Notacdo Theta
A notacgdo theta limita a fungdo por fatores constantes.
Escreve-se f(n) = (g(n)), se existirem constantes positivas c1, c2 e n0
tais que para n n0, o valor de f(n) estd sempre entre c1g(n) e c2g(n)
inclusive.
Neste caso, pode-se dizer que g(n) é um limite assintético firme (em inglés,

asymptotically tight bound) para f(n)
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f.g
A czg(n)
f(n)
| c,g(n)
" -n

f(n) =©(g(n))

Gréfico 2: Notacdo Theta. Fonte: (Ziviane, 2010)

Notacdao Omega

f.g

'Y

f(n)
cg(n)

Y
3

f(n) = 2(g(n))

Grafico 3: Notacdo Omega. Fonte: (Ziviane, 2010)
Comparacao de programas

A avaliacdo de programas pode ser feita pela comparcao das fungdes de complexidade,
ndo considerando as constantes de proporcionalidade. Um programa com tempo de
execugdo O(n) é melhor que outro com tempo O(n[*2)) . No entanto, as constantes de

proporcionalidade podem alterar esta consideracéo.

Exemplo: um programa leva 100n unidades de tempo para ser executado e outro leva [2n)]"2.

Qual dos dois programas é melhor?
Depende do tamanho do problema.
Para n<50, o programa com tempo 2n["2) é melhor do que o que possui tempo 100n

Para problemas com entrada de dados pequena é preferivel usar o programa cujo tempo de
execugdo é [0(n)]"2. Entretanto, quando cresce, o programa com tempo de execugao [0(n)

]2 leva muito mais tempo que o programa .
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Classes de comportamento assimptético
Complexidade Constante: f(n)=0(1)

O uso do algoritmo independe do tamanho de . As instrugdes do algoritmo sdo executadas

um numero fixo de vezes.

Complexidade Logaritmica: f(n)=O(log n)

Ocorre tipicamente em algoritmos que resolvem um problema transformando-o em problemas
menores. Nestes casos, o tempo de execugdo pode ser considerado como sendo menor do

que uma constante grande.
Dado um logaritmo de base 2.
Para n=1000,log_2 10

Para n=1000000,I[og)]_2 20

Exemplo: algoritmo de pesquisa binaria

Complexidade Linear: f(n)=O(n)
Em geral, um pequeno trabalho é realizado sobre cada elemento de entrada.

Esta é a melhor situagdo possivel para um algoritmo que tem que processar ou produzir

elementos de entrada/saida.

Cada vez que n dobra de tamanho, o tempo de execugdo também dobra.
Exemplos:

Algoritmo de pesquisa sequencial.

Algoritmo para teste de linearidade de um grafo.

Complexidade Linear Logaritmica: f(n) = O(n log n)

Este tempo de execugdo ocorre tipicamente em algoritmos que resolvem um problema
quebrando-o em problemas menores, resolvendo cada um deles independentemente
e depois agrupando as solugbes. Caso tipico dos algoritmos baseados no paradigma

divisdo-e-conquista.

Seja 2 a base do logaritmo:

Para n = 1 000 000, [log)_2 20 000 000.
Para n =2 000 000, 42000000..

Exemplo:
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Algoritmo de ordenacdo MergeSort.
Complexidade Quadratica f(n) = O(n2)

Algoritmos desta ordem de complexidade ocorrem quando os itens de dados sao processados

aos pares, muitas vezes em um anel dentro do outro.

Paran = 1000, o nimero de operagdes é da ordem de 1 000 000. Sempre que n dobra o
tempo de execucao é multiplicado por 4. Os algoritmos deste tipo sdo Uteis para resolver

problemas de tamanhos relativamente pequenos.
Exemplos:

Algoritmos de ordenagao simples como selegéo e insergdo.

Complexidade Cibica f(n) = O(n”"3)
Os algoritmos de complexidade cibica geralmente séo Uteis apenas

para resolver problemas relativamente pequenos. Para n = 100, o nimero de operacdes é da

ordem de 1 000 000. Sempre que n dobra o tempo de execugdo é multiplicado por 8.
Exemplo:

Algoritmo para multiplicagdo de matrizes.

Complexidade Exponencial: f(n) = O(2”n)

Algoritmos desta ordem de complexidade n&o sao Uteis sob o ponto de vista pratico. Eles
ocorrem na solugao de problemas quando se usa a forga bruta para resolvé-los. Para n = 20,
o tempo de execugdo é cerca de 1 000 000. Sempre que n dobra o tempo de execugéo fica

elevado ao quadrado.
Exemplo:

Algoritmo do Caixeiro Viajante

Complexidade Exponéncial: f(n) = O(n!)

Um algoritmo de complexidade O(n!) é dito ter complexidade exponencial, apesar de O(n!)
ter comportamento muito pior do que O(2n) . Geralmente ocorrem quando se usa forga bruta

na solugdo do problema.
Seja n=20, temos que 20! = 2432902008176640000 é um nimero com 19 digitos.
Se n=40 temos um numero com 48 digitos.

Quadro comparativo de fungdes de complexidade
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Funcao Tamanho n
decusto|] 10 | 20 [ 30 | 40 [ 50 [ 60
n 0,00001|0,00002|0,00003 | 0,00004 |0,00005 | 0,00006
s S s S s s

2 0,0001 | 0,0004 | 0,0009 | 0,0016 | 0,0.35 | 0,0036
S s s S s S

T

mn

3 0,001 | 0,008 | 0,027 | 064 | 0,125 | 0.316
s s s s s

S
n> 0,1 3.2 24,3 1,7 5,2 13
s S s min min min
o 0,001 1 17.9 12,7 35,7 366
s S min dias anos 5
3n 0,058 58 6.5 3855 10% 1013
s min anos s s 5

Tabela 3: Comparacgéo de funcdes de complexidade (Ziviane,
2010)

Conclusao

Deve-se preocupar com a eficiéncia de algoritmos quando o tamanho de n for grande. A
eficiéncia assintética de um algoritmo descreve a eficiéncia relativa dele quando n torna-se
grande. Portanto, para comparar 2 algoritmos, determinam-se as taxas de crescimento de
cada um: o algoritmo com menor taxa de crescimento rodaréd mais répido quando o tamanho

do problema for grande.

Avaliacao

1. O que significa dizer que uma fungéo g(n) é O(f(n))?

2. Indique se as afirmativas a seguir sdo verdadeiras ou falsas e justifique a sua

resposta:
27An+1) = O(2/n).
272n = O(2/7n).

E melhor um algoritmo que requer 2n passos do que um que requer

[10n)"5 passos.
f(n) = O(u(n)) e g(n) = O(v(n)) => f(n) + g(n) = O(u(n) + v(n))
f(n) = O(u(n)) e g(n) = O(v(n)) => f(n) - g(n) = O(u(n) - v(n))

8 Suponha um algoritmo A e um algoritmo B com func¢es de complexidade de
tempo a(n) = [n]*2-n+e b(n) = 49n + 49, respectivamente. Determine quais

sdo os valores de n pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais para os

quais A leva menos tempo para executar do que B.
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Actividades 2: Analise de programas recursivos

Introducao

A recursividade é uma forma interessante de resolver problemas por meio da divisdo dos
problemas em problemas menores de mesma natureza. Se a natureza dos sub-problemas é a
mesma do problema, o mesmo método usado para reduzir o problema pode ser usado para

reduzir os sub-problemas e assim por diante.

Detalhes da actividade

As regras gerais de anélise de algoritmos permitem-nos analisar programas e com estruturas
de controle convencionais.
void Burbuja( int Af], int n)

int 1i,j, temp;
Sfor(i=0;i<n-1;i++)
Sfor(j=n-1;j>=1i+1;j-)
ifl AG-1] = Af5] ) {5
temp = Afj-1]; o O(n)
A1) =4l pow [
Afj] = remp; J
i

Figura 2: algoritmo de bolha

A anélise de um algoritmo recursivo é feita da seguinte maneira: Em cada procedimento
recursivo, associa-se uma fungdo de tempo desconhecida T(n) ou ondem n corresponde o
tamanho do problema. Sendo entéo possivel obter-se uma recorréncia para T(n), isto é, uma

equacdo de T(n)em termos de T(k) , para vérios valores de T(k), tais que, T(n)=... T(k)....

Andlise de funcoes recursivas

Um exemplo mais classico de fungdes recursivas é o factorial de um nimero.
long factorial (long n) if (n>=0) return 1 else return n*factorial (n-1)
T(n)={ c+T(n-1) sen >0
d sen<=0
Se n>2 entdo T(n)= c+ T(n-1)= c+c+T(n-2)= 2¢c +T(n-2)
Se n> 3 entdo T(n)= 2c +T(n-2)= 2c+c+T(n-3)= 3c+T(n-3)
De um modo geral, sen>i entdo: T(n)=ic+ T(n-i)

Finalmente se entdo T(n)=(n-1)c+T(1)=(n-1)c +d com esta demonstracdo se pode concluir que:
T(n) é O(n).
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Resolucdo de Recorréncias:

Para analisar o consumo de tempo de um algoritmo recursivo é necessario resolver uma
recorréncia. Uma recorréncia é uma expressao que dé o valor de uma fungdo em termos dos

valores anteriores da mesma funcdo. (www.ime.usp.br)

Por exemplo, T(n) = T(n—1) + 3n + 2 é uma recorréncia que da o valor de T(n) em relacéo a
T(h-1).

Que valores se podem ter de n? Supondo que n tome valores (2,3,4,5,...). Uma recorréncia
é um algoritmo recursivo que calcula uma fungéo a partir de um valor inicial. Tomando T(1) =

1 como valor inicial.

Uma recorréncia ¢ satisfeita por muitas fun¢des diferentes, uma para cada valor inicial, mas

todas essas fungdes sdo, em geral, do mesmo tipo.

As fungbes que interessam sao, via de regra, definidas no conjunto dos nimeros naturais mas
podem ser definidas em outros conjuntos (como os naturais maiores que 99, as poténcias

inteiras de 2, as poténcias inteiras de 1%z, os racionais maiores que ¥z, etc.).

Em suma resolver uma recorréncia é encontrar uma férmula fechada que dé o valor da funcao
diretamente em termos do seu argumento, sendo que a férmula fechada é uma combinagéo

de polinémios, quocientes de polindmios, logaritmos, exponenciais, etc.
Exemplo:

Seja T(n) = T(n—1) + 3n + 2 e suponha que n pertence ao conjunto {2,3,4,...}. Existird uma

infinidade de fungdes T que satisfazem a recorréncia, como sendo a tabela abaixo:
Mas também existe outra fungdo que satisfaz a recorréncia:

De modo mais geral, é evidente que para cada nimero i existe uma (e uma sé) fungao T
definida sobre {1,2,3,4,...} que tem valor inicial T(1) = i e satisfaz a recorréncia. O ideal é
conseguir uma férmula fechada para a recorréncia. Nosso primeiro método consiste em

adivinhar e depois verificar por inducao.
Para o valor inicial T(1) = 1, a solucdo da recorréncia de recorréncia é T(n) = 3n%/2 + 7n/2- 4.

Entao:

F(n-1)+3n+2
3n=-1%/2+7n=1)/2 -4 +3n+2
Bn2-6n+3+7n—-7-8+6n 4)/2
(3n2+ 7n — 8)/2

3n%/2 +7n/2 -4,

A formula (1.2) estd confirmada! (Como a férmula correta foi adivinhada?) Isso ndo interessa
no momento, mas pode-se dar uma pista: suspeitamos que f(n) é da forma an?+bn+c e usei a

tabela de valores de F(n) para calcular a, b e c.)
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Actividades 3: Analise de programas iterativos

Introducao

Um programa iterativo utiliza comandos chamados lagos de repeti¢do para o controle do fluxo
de execugdo, como o comando for ou while por exemplo, que dependem de uma condigéo

ser verdadeira ou falsa para iniciar ou interromper a repeticdo.

Detalhes da actividade

A complexidade de algoritmos iterativos é expressa através de somatérios, para encontrar a

complexidade siga os seguintes passos:

e Escolha uma unidade para medir o tamanho da entrada,
¢ Identifique a operagéo basica do algoritmo,
* Expresse o nimero de execugdes da operagao bésica por um somatdrio,

* Ache uma forma fechada para o somatério,

De (4) derive a ordem de grandeza do algoritmo

Identidades uUteis envolvendo somatdrios
u u
S og=e3n
j=i i
u u u
D (iEy) =) xiE) i
i=l i=l/ i=l
u
Zl =(u—-1+1)

i=l
u

Zi=1+2+...+n=
i=1

Y i=14+2+4...+(n-1)=

n(n+1)

n(n—1)
2

Exemplo: Determine a complexidade, no pior caso, do algoritmo abaixo que verifica se um

array possui elementos distintos entre si.
Elementos distintos (A, n)
fori=1to n-1
for j=i+1 to
if Alil==A[j]
return false

return true
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e Tamanho da entrada = nimero de elementos do array A.
* Operagao basica = comparagao (linha 4).

e Contagem de operagdes:

Z Z I_Zn— I+1)+1]:Z(n—i)

i=1 j=i+1 i=1 i=1

n—1 _1
::Zn—Zl:n21—7n )
=n(n—1)— i 1) . ek c 0(n?)

3 = B

Conclusao

A presente atividade visava fazer uma analise de programas recursivos e iterativos. A ilustragdo
de exemplos de programas recursivos e iterativos, possibilitou ao aluno a fazer a diferenciacédo

entre algoritmos recursivos e iterativos.

Avaliacao

1. Calcule a soma de todos os valores de um array de reais, usando a

recursividade

2. Usando iteratividade encontre o maior elemento de um array de inteiros.

Resumo da Unidade

Na presente unidade trabalhamos os conceitos de complexidade de um algoritmo e técnicas

de anélise um algoritmo. A nogao de complexidade de algoritmos foi abordada, as notages
big O, Omega e Theta, complexidade de algoritmos recursivos e o conceito de algoritmos

otimos.

Chegamos a conclusdo que um algoritmo recursivo nem sempre é o melhor caminho para
se resolver um problema. No entanto, a recursividade muitas vezes torna o algoritmo mais

simples. Varios exemplos ilustrativos também foram mostrados.
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Avaliacao da Unidade

1. Analise criticamente a seguinte fungdo recursiva, cujo objetivo é de encontrar

um elemento maximo de um vetor v[0..n-1]. (3 valores)
int maximoR1 (int n, int v[])

{

int x;
if (n == 1) return v[0];
if (n == 2) {
if (v[0] < v[1l]) return vI[1l];

else return v[0];

x = maximoRl (n-1, v);
if (x < v[n-1]) return v[n-1];
else return x;
}
2. Que tipo de problemas um algoritmo recursivo é capaz de resolver? (2 valores)

8. O tempo de execugao de um algoritmo A é descrito pela recorréncia T(n) =
7T(n/2)+n2. Um outro algoritmo B tem um tempo de execugdo descrito pela
recorréncia F(n) = aF(n/4)+n2. Qual é o maior valor inteiro de a tal que B é

assintoticamente mais rapido que A? (3 valores)
4. Determine a notagdo assintoética O para as fungdes seguintes: (1 valor X 4)
f(x)=[3x)]"2+2x+5
f(x)=2x+logx+1
f(x)=542
f(x)=n(n-1)/2
5. Coloque em ordem crescente as seguintes fungdes: (1.5 valores X 2)
2/An,n!,10000,nlog(n)

nlog(n),n+n”~2+n”"3,n

34




Unidade 1. Andlise Assintética do Tempo de Execucéo de Algoritmos

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso

e http://www.inf.puc-rio.br

e http://homepages.dcc.ufmg.br

* http://www.caelum.com.br

e http://www2.dcc.ufmg.br/livros/algoritmos
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Unidade 2. Técnica de Desenho de
Algoritmos

Introducao a Unidade

Um problema fica bem caracterizado quando responde as questdes tais como quais sdo os
possiveis dados de entrada, quais sdo os resultados esperados e quando um resultado é uma

resposta aceitdvel para um dado?

Nesta unidade, iremos discutir os algoritmos gulosos e programagao dinamica. Estes métodos
baseiam-se na ideia de decomposigado de problemas complexos em outros mais simples, cujas
solugbes sdo combinadas para fornecer uma resposta ao problema original, & semelhanga do

método de divisdo e conquista.

Objetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

* Escolher e aplicar uma técnica de desenho de algoritmos adequada a resolugéo
de um problema concreto;

* Aplicar as principais técnicas avangadas de desenho de algoritmos,
nomeadamente, programacao dindmica e amortizagao;
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Actividades de Aprendizagem

Actividade 1: Pesquisa Exaustiva (forca bruta)
Introducéo

Em ciéncia de computacdo, forga bruta é um algoritmo trivial mas de uso geral que consiste
em enumerar todas as solugdes possiveis e verificar se cada uma satisfaz o problema. Possui
uma implementacao muito simples, e encontra sempre uma solugdo se ela existir. Entretanto,
0 seu custo computacional é proporcional ao nimero de possiveis solu¢des, que, em
problemas reais, tende a crescer exponencialmente. Portanto, a forga bruta é tipicamente
usada em problemas cujo tamanho ¢ limitado, ou quando h& uma heuristica usada para
reduzir o conjunto de solugbes para uma espaco aceitavel. Também pode ser usado quando a
simplicidade da implementacao é mais importante que a velocidade de execugao, como nos

casos de aplicagbes criticas em que os erros de algoritmo possuem em sérias consequéncias.

Detalhes da actividade

A técnica de forga bruta é uma técnica de programacgédo mais facil de se aplicar. Apesar desta
técnica raramente gerar algoritmos eficientes, € uma importante técnica para analise de
algoritmos e é aplicavel a uma ampla variedade de problemas. Pode ser empregada em
diversas situagdes comuns porém importantes, como encontrar o maior elemento de uma lista
ou somar N nimeros. E uma das alternativas vélidas quando se deseja resolver um problema
“pequeno” através de um algoritmo “simples e direto”. Para alguns problemas, a “forca bruta”
gera algoritmos razoaveis, praticos e sem limitagdes no tamanho da instancia (Ex.: String

matching, multiplicagdo de matrizes).

Qual a forma mais direta de encontrar um elemento em uma lista? Uma das solucdes mais
utilizadas é a utilizagdo do algoritmo de busca sequéncial. A busca sequencial é a forma mais
simples de busca, é aplicavel a uma tabela organizada como um vetor ou como uma lista
encadeada. E uma técnica mais simples que existe e consiste em percorrer registro por registro

em busca da chave.

Exemplo: Algoritmo de busca sequencial em um vetor A, com n posi¢des (0 até n -1), sendo x

a chave procurada:

for (i=0; i<n; 1i++)
return (i); /*chave encontrada*/

else

return(-1); /*chave ndo encontrada*/
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Uma maneira de tornar o algoritmo mais eficiente é usar um sentinela que consiste em
adicionar um elemento de valor x no final da tabela, pois garante que o elemento procurado
sera encontrado, o que elimina uma expressao condicional, melhorando a performance do

algoritmo:

Aln]=x;

for (i=0; x!=A[i]; i++);

if (i < n) return(i); /*chave encontrada*/
else

return(-1); /*chave ndo encontrada*/

Algoritmo 1: Pesquisar o elemento Elem no vector V de tamanho tam
k « -1 // significa que Elem ainda ndo foi encontrado em V

i« 0 // indice dos elementos do vector V

Enquanto (i < tam) e (k = -1) Fazer
Se (V[i] = Elem) entéo

k « 1

sendo

Se (V[i] < Elem) entdao

i<«1i+1

senao

k « =2; // significa que Elem ndo estéd em V
Se (k 2 0) entéo

Elem encontra-se na posicdo k

senao

Elem n3o se encontra em V
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Algoritmo 2: Pesquisar o elemento Elem no vector V de tamanho tam
int PesquisaSequencial (int Elem, int V[], int tam)

{

int 1 = 0;

while ( (i < tam) && (V[i] < Elem) )
i=1+1;

if ( (1 < tam) && (Elem == V[i]) )

return (1i);
else

return (-1);
}

Tipicamente uma solugdo por busca exaustiva ou forca bruta é composta por duas fungoes,
nomeadamente, uma que gera todas as possiveis solu¢gdes e outra que verifica se a solugdo

gerada atende ou ndo ao problema.

Um dos problemas que se podem encontrar com a busca exaustiva é da possibilidade de

existéncia de um nimero muito grande de solugdes.

Algoritmo 1: Pesquisar o elemento Elem no vector V de tamanho tam
ke -1 // significa que Elem n&o foi encontrado em V

i-0

Enquanto (i < tam) e (k = -1) Fazer

Se (V[i] = Elem) entao

sendo

ii + 1

Se (k = -1) entao
Elem n3do se encontra em V
senao

Elem encontra-se na posicdo k
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Algoritmo 2: int PesquisaExaustiva (int Elem, int V[], int tam)

int 1 = 0, k = -1; // k = posicdo onde se encontra Elem em V
while ( (i < tam) && (k == -1) )

if (Elem == V[i])

Exemplo de modelagédo de busca pelo maior elemento de um vetor como uma busca

exaustiva, da seguinte forma:
Solugdes possiveis: cada elemento do vetor

Verificagdo: designar de MAX a melhor solugdo encontrada até o momento e de x, a solucéo

que esté sendo verificada no momento. Se x for igual a MAX, entdo MAX passa a valer X.

Complexidade de busca sequencial

A utilizacdo do vetor apresenta vérias desvantagens tais como, o seu tamanho é fixo, o que
pode desperdicar ou faltar espago. A alternativa ao uso de vetores é a utilizagao de listas.
Numa busca sequencial, se o registro for o primeiro, existird apenas uma comparagao, se for
o ultimo, existirdo n comparacdes. Se for igualmente provavel que o argumento aparega em
qualquer posicao da tabela, em média: (n+1)/2 comparagdes. Se a busca for mal sucedida,

haveré n comparagdes, logo a busca sequencial no pior caso sera O(n).
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Actividade 2: Divisao e Conquista

Introducao

O paradigma Divisdo e Conquista consiste em dividir o problema a ser resolvido em partes
menores, encontrar solugdes para as partes, e entdo combinar as solugdes obtidas em uma
solugdo global. ZIVIANI (2007) cita “o uso do paradigma para resolver problemas nos quais
os sub problemas sdo verses menores do problema original geralmente leva a solu¢bes

eficientes e elegantes, especialmente quando é utilizado recursivamente”.

A Divisdo e Conquista empregam modularizagdo de programas e frequentemente conduz a
um algoritmo simples e eficiente. Esta técnica é bastante utilizada em desenvolvimento de
algoritmos paralelos, onde os sub problemas séo tipicamente independentes um dos outros,

podendo assim serem resolvidos separadamente.

Detalhes da atividade

O método de desenvolvimento de algoritmos por divisdo e conquista reflete a estratégia

militar de dividir o exercito adversério para vencer cada uma das partes facilmente. Dado um

problema, de tamanho n, o método divide-o em k instancias disjuntas (1<k<n).

que corresponde a k subproblemas distintos. Cada subproblema é resolvido separadamente

e entdo combina as solugdes parciais para a obtengdo da solugdo da instancia original. Em
geral, os subproblemas resultantes sdo do mesmo tipo do problema original e neste caso, a
aplicagao sucessiva do método pode ser expressa naturalmente por um algoritmo recursivo,
isto €, em um algoritmo denominado x, que tenha um dado de entrada de tamanho n, usamos

o proprio x, k vezes, para resolver as subentradas menores do que n.

Segundo FIGUEIREDO (2011), a técnica de Divisdo e Conquista consistem em 3 passos:

* Divisao: dividir a instancia do problema original em duas ou mais instancia
menores, considerando-as como sub problemas.

e Conquista: resolver cada sub problema recursivamente.

e Combinagdo: combinar as solugdes encontradas em cada sub problema,
compondo uma solugdo para o problema original.

Vantagens

* Indicado para aplicagdes que tem restricdo de tempo.
* E de facil implementacso.

* Simplifica problemas complexos.
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Desvantagens

o Necessidade de memodria auxiliar.
* Repeticdo de Subproblemas.

* Tamanho da pilha (nUmero de chamadas recursivas e/ou armazenadas pode
causar estouro de memoria).

Algumas aplicacées

* Multiplicagdo de inteiros longos.
* Menor distancia entre pontos.
* Ordenagéo rapida (quicksort) e por intercalagdo (mergesort).

* Pesquisa em arvore binéria.

Ordenacao por intercalacdo

Algoritmo de Ordenagéo por intercalagao (MergeSort) é outro exemplo de algoritmo do tipo

divisdo e conquista, é um algoritmo de ordenagdo por intercalagdo ou segmentacao.

A ideia basica é a facilidade de criar uma sequéncia ordenada a partir de duas outras também
ordenadas. Para isso, o algoritmo divide a sequéncia original em pares de dados, ordena-as;
depois as agrupa em sequéncias de quatro elementos, e assim por diante, até ter toda a

sequéncia dividida em apenas duas partes.

Como o algoritmo do Merge Sort usa a recursividade, em alguns problemas esta técnica ndo é
muito eficiente devido ao alto consumo de memdria e tempo de execugdo. Apresenta-se em

seguida os passos do algoritmo:

* Dividir uma sequéncia em duas novas sequéncias.

e Ordenar, recursivamente, cada uma das sequéncias (dividindo novamente,
quando possivel).

* Combinar (merge) as subsequéncias para obter o resultado final.

* A desvantagem deste algoritmo é precisar de uma lista (vector) auxiliar para
realizar a ordenagdo, ocasionando em gasto extra de meméria, ja que a lista
auxiliar deve ter o mesmo tamanho da lista original.
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Exemplo ilustrativo:

(sl fs]+]=]ef2]e]=]+]

@
s of2]e]s]4]

3]1[41

==

2lofefef=]=]e]°]

Figura 3 - Técnica de Divisdo e Conquista (FIGUEIREDO, 2011)
Algoritmo MERGESORT (L, ini, fim)
ENTRADA: um vetor L e as posi¢bes ini e fim
SAIDA: o vetor L em ordem crescente da posicdo ini até a posicdo fim
inicio
se ini < f im
meio = ( ini + £ im) /2 / / divisdo inteira
se ini < meio
MERGESORT (L, ini, meio)
se (meio + 1) < f im
MERGESORT (L, meio + 1, f im)
MERGE (L, ini, meio, fim)
f im {MERGESORT}
PROCEDIMENTO MERGE (L, ini, meio, fim)
ENTRADA: inteiros: ini, meio, fim; Vetor L[ini..fim] // L[ini..meio] = primeira série ordenada
// Lmeio+1..fim] = segunda série ordenada
SAIDA: Registro L com uma Unica série ordenada // L[ini..fim] = série intercalada /ordenada

Inicio
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// fim se

// fim enquanto

se (1 > meio )
p =73

g=f im

senao

p =1

q = meio

para i = p até g

/ / fim para
L{ini . . £ im] = S[1. . ( £ im-ini+1) ]
retorna (L)

f im {MERGE}

Concluséo:

A maior parte dos algoritmos de ordenagéo funciona pela comparagdo dos dados que estdo
sendo ordenados. Determina-se um pedago de dados e denota-se por chave e, é a partir

da chave que os dados sdo comparados e consequentemente ordenados. Os algoritmos de
ordenagdo normalmente sao julgados por sua eficiéncia. Neste caso, refere-se a eficiéncia,
como sendo a eficiéncia algoritmica a medida que o tamanho de dados de entrada cresce. A
maior parte dos algoritmos em uso tem uma eficiéncia algoritmica de O (n 2) ou de O(n *log

(n)).
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Avaliacao

1. Explique como funciona o método de desenvolvimento de algoritmos

denominado de “Divisdo e conquista”?

2. O método de desenvolvimento de algoritmos “divisdo e conquista” pode ser

utilizado para desenvolver algoritmos recursivos? Porque?

Actividades 3: Programacao dindmica

Introducao

A Programacao Dinamica (PD) pode ser caracterizada como um processo sequencial de
tomada de decisdes, onde uma decisdo 6tima global pode ser obtida através da otimizagao
de sub-problemas (ou 6timos locais) individuais, seguindo o “principio de optimalidade de
Bellman” (DIAS et al, 2010).

Detalhes da actividade

A programagdo dinamica resolve um problema, dividindo-o em sub-problemas menores,
solucionando-os e combinando solugdes intermediarias, até resolver o problema original. A
particularidade desta metodologia diz respeito a divisdo do problema original: o problema

é decomposto somente uma vez e os sub-problemas menores sdo gerados antes dos sub-
problemas maiores. Dessa forma, esse método é claramente ascendente (problemas recursivos
sdo descendentes). Esta metodologia tem bastante aplicagdo na multiplicagdo de matrizes e

em projeto de sistemas confidveis. (www.ft.unicamp.br)

decompde

resolve

| resolve

combina

Figura 4: Estrutura Geral da Programacéo Dinédmica. (Munari e Augusto, 2007)
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Na inicializagdo, a entrada é decomposta em partes minimas para as quais sdo obtidas
respostas directas, a cada iteragdo vai aumentando tamanho das partes e obtendo respostas
correspondentes a partir das ja geradas, até que as partes atingem o tamanho da entrada

original.

Quando entao sua solugdo é recuperada e o processo finalizado.Considere um problema de
multiplicagdo de cadeia de matrizes. O problema trata de célculo do produto: M = M1 xM2
xM3 x .. .Mn

Um algoritmo de multiplicagdo de uma matriz p x g por outra g x r derivado da férmula de
multiplicagdo de matrizes requer p x q x r multiplicagdes de elementos. Utilizando o conceito
de programacéo dindmica e sabendo-se que a multiplicagdo de matrizes é associativa, esse

numero reduz bastante.

Considere o exemplo: (entre parénteses é dada a dimensdo da matriz)

M =M1 (100 x 3) xM2 (3 x 10) xM3 (10 x 50) xM4 (50 x 30) xM5 (30 x 5)
Calcular M por meio de {{(M1 xM2) xM3] xM4}xM5 resulta em 218000 operagdes.

Agrupando-se da forma M1 x{M2 x [(M3 xM4) xM5]}, a quantidade de operag¢des reduz para
18150. A questdo estd em determinar a sequéncia 6tima de multiplicagdes, cujo nimero de

possibilidade de agrupamentos é grande.

Um algoritmo de programacéao dinamica decompde o problema em partes menores, guarda
valores intermediarios de produtos (na diagonal de uma matriz) e, por Ultimo, combinaria a

saida dessas multiplicagdes.

Algoritmo do produto de matrizes em programacéo dinamica.Algoritmo PD_Produto_Matrizes
ENTRADA: um vetor P contendo as ordens das n matrizes

SAIDA: matrizes M e S contendo a solucio

inicio

para i =1 até n

M[1i , 1 ]=0

para L= 2 até n

para i= 1 até n-L+1

i=1i+L-1

para k= i até j -1

qg=M[ 1 ,k] + M[k+tl, J ] + P[1 J*P[k]*P[] ]
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return M[1,n] , S
fim {PD_Produto Matrizes}

Vantagens da Programacao Dinamica

® Pode ser utilizada num grande nimero de problemas de otimizacéo discreta.
* Na&o necessita de muita precisdo numérica.

e Util para aplicar em problemas que exigem teste de todas as possibilidades.

Desvantagens

* Necessita de grande espago de memoria

* A complexidade espacial pode ser exponencial

Exemplo — Escreva um algoritmo (ou uma sequéncia de passos) para resolver o problema do
troco. Esse problema consiste em: dado um montante X qualquer, que corresponde ao troco
devido, e sabendo que existem moedas de 50 centavos, 1, 5 e 10 meticais deve-se pagar o

troco com a menor quantidade possivel de moedas.

Conclusao

A importéncia da programagao dinadmica reside em resolver um problema através da divisao
em pequenos problemas, de modo a facilitar a sua resolugdo, uma vez que o tamanho do
problema também foi reduzido. Ela constitui uma ferramenta muito poderosa para resolver

problemas de otimizagdo em itens ordenados da esquerda para a direita.

Avaliacao

1. Qual a melhor maneira de se fazer o produto entre matrizes.

2. Escrever um algoritmo para achar o produto de menor custo entre n matrizes,

usando programagao dinamica.
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Resumo da Unidade

Os resultados mostraram que a eficiéncia das técnicas e o tempo e recursos demandados

estdo intrinsecamente relacionados aos parametros de configuragdo de entrada. Comparando
as técnicas de Divisdo e Conquista e Programacdo Dinadmica percebe-se que no caso da
instancia com maior nimero de itens houve o estouro de recursos computacionais, sugerindo

que a técnica deve ser utilizada de forma controlada.

Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreensio!

Instrucoes

Nas perguntas que se seguem, devera responder todas elas com clareza:

1. Encontre o maior e o menor elemento de um array de inteiros, A[1...n], onde

n >=1, utilizando a programagéo dindmica.

2. Encontrar o indice de um elemento k em uma lista ordenada (assumindo que
ele exista).
3. Explique de que forma o de algoritmo “divisdo e conquista” pode ser

utilizado para desenvolver algoritmos recursivos. Dé exemplo.

4. Faca uma analise comparativa entre os algoritmos divisdo e conquista e

ordenagao por intercalagao.

5. Considere um array linear ordenado alfabeticamente. Usando a ordenacéo

linear, quantas comparagdes sdo necessarias para encontrar K, P e G?

A |C |D |F G J K |O |P
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Avaliacao Sistematica

Critérios de Avaliacao

Pergunta Pontuagdo (maximo 10
valores)

1 3.0

2 1.5

3 1.5

4 2.5

5 1.5

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.

* http://www.inf.puc-rio.br

¢ http://homepages.dcc.ufmg.br

* http://www.caelum.com.br

*  www.dcomp.sor.ufscar.br

e www.dcc.fc.up.pt
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Unidade 3. Algoritmos em Grafos

Introducao a Unidade

Existem muitas aplicacdes em ciéncia de computagdo que necessitam de considerar conjunto

de conexdes entre pares de objetos:

Situagbes tais como se existird ou ndo um caminho para ir de um objeto a outro seguindo as
conexdes, qual é a menor distancia entre um objeto e outro objeto, quantos outros objetos
podem ser alcangados a partir de um determinado objeto, sdo modelados com uso do

tipo abstrato de dados denominado grafo. Nesta unidade, iremos discutir o tipo de dados

abstratos denominado grafo.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

® Demonstrar conhecimentos em estruturas de dados avancgadas tais como grafos;

* Implementar os algoritmos fundamentais de grafos;
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Actividades de Aprendizagem

Actividades 1: Representacao de Grafo

Introducao

Os grafos representam um modelo fundamental em computagao, surgindo em problemas

de caminhos (por exemplo, caminho minimo ou méximo numa rede de transportes),
representagao de redes (por exemplo, de computadores, de trafego rodoviario), descricdo
de sequéncia de programas, desenho de circuitos integrados, representacdo de relagbes (por
exemplo, ordenacdo, emparelhamento), analise sintética de linguagens (arvores sintaticas).
(Tomas, 2013)

Detalhes da actividade:

Um grafo é uma representacao gréfica de elementos de dados e das conexdes entre alguns
destes itens. A arvore é um caso particular de grafo, onde as conexdes entre os elementos

nao sao circulares.

A escolha da estrutura de dados certa para a representacao de grafos tem um enorme impacto
no desempenho de um algoritmo. Existem duas representa¢es usuais, nomeadamente a

matriz de adjacéncias e listas de adjacéncias. (Lipschutz, Pai, 2008)

Exemplos de grafos temos diagramas de organiza¢bes, mapas rodoviarios, redes de transporte,

redes de comunicacéo, etc.

Definicao: Grafo (graph) é uma tripla ordenada (V, E, f), onde: V é um conjunto nao-vazio de
vértices (ou nos), onde E é um conjunto de arestas (ou arcos) e f é uma funcdo que associa

cada aresta a um par ndo-ordenado (x, y) de vértices chamados extremos de a.

Dado um grafo G = (V, E) , a matriz de adjacéncias M é uma matriz de ordem IVIxIVI, tal que:
IVl = nimero de vértices

MI[i,jl = 1, se existir arestade i a |

M[i,jl = 0, se NAO existir aresta de i a j

Esquemas de grafos

Grafo nao orientado Grafo orientado

Figura 5: Grafo ndo orientado e grafo orientado
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Exemplo: Do grafo seguinte, qual a sua matriz de adjacéncias:

1 2

5 4

Figura 7: Grafo ndo direcionado

ﬂ vértices
1

Grafo nao direcionado
= Matriz simétrica

Em resposta a pergunta acima, temos:

—_ | o= = O o= M
| QO = = O &

5
1
1
0
1
a

1]
Ol = O — O W
g B W N

Se o grafo for direccionado, M[i,j] deve indicar ou ndo a presencga de uma aresta divergente de

i e convergente em |, ou seja i:=j

1 2

5 L
Figura 8: Grafo direccionado

Uma possivel resposta seria uma matriz assimétrica seguinte:

1 2 3 4

N W N =
oo -0 O
ool o -
o -0 Ol O
-0 O - O
olo|lo|=|O|uv

Figura 9: Matriz assimétrica
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Se o grafo for valorizado, -M]i,j] deve conter o peso associado com a aresta.

Se nao existir uma aresta entre i e j, entdo é necessario utilizar um valor que ndo possa ser

usado como peso (como o valor 0 ou negativo, por exemplo).

50
1 2
10
12 8
3
5 10 4

Figura 10: Matriz valorizada

Possivel resposta:

1 2 3 4 5
0 10|50 -1 | -1
10/ 0 | 1| 8 |12
-1/0|-1|-1
-1/8 -1|0/|10
112/ -1|10| O

[ 8 5 IR S 'L B N T
wn
o

Operacées em Grafos

e Criar grafo vazio

® Inserir aresta

® Retirar aresta

e Calcular o grau de um vértice (de entrada/saida, se for digrafo)

e Obter lista de vértices adjacentes a um determinado vértice

Conclusao

Nesta actividade discutimos o conceito de grafo, sua representacdo, bem como as operagdes

que podem ser realizadas em grafos.
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Avaliacao
1. Construa uma representagdo geométrica do grafo G = (V,E), onde:
V={1234,5,:6}

E={(1,3).(1,4),(1,5), (2,3).(2,4).(2,5),(3,5),(4,5)}

2. Os amigos Jodo, Pedro, Antonio, Marcelo e Francisco sempre se encontram
para botar conversa fora e as vezes jogar dama, xadrez e dominé. As
preferéncias de cada um sdo as seguintes: Jodo sé joga xadrez; Pedro
ndo joga domind; Antdnio joga tudo; Marcelo ndo joga xadrez e dominé e

Francisco ndo joga nada.

a. Represente através de um grafo bipartido G=(V,E) todas as possibilidades

de um amigo jogar com os demais. Defina V e E.

Actividade 2: Pesquisa em largura e pesquisa em profundidade

Introducao

A pesquisa em largura ou breadth-first search é uma estratégia genérica de anélise exaustiva
de um conjunto em que cada elemento tem um conjunto de elementos vizinhos que pode ser

vazio.

Detalhes da actividade

A pesquisa em largura quando ¢ aplicada a partir de um elemento de origem s, comega

por visitar os vizinhos de s, a seguir os vizinhos dos vizinhos de s que ainda nao tenham sido
visitados, e sucessivamente. Deste modo, esta pesquisa corresponde a visita de um grafo em
que os nods representam os elementos do conjunto e os ramos definem a relagdo de vizinhanga.
A visita a partir de um né é feita por ordem crescente de distancia: na iteragdo k do processo,
sdo visitados os nés v que estao a distancia k da origem s, sendo a distancia dada pelo nimero

de ramos do caminho mais curto de s até v.

Segue abaixo os algoritmos apresentados na forma de pseudocédigo. A esquerda a fungdo
BSF_Visit(s, G) para efectuar a busca de s. A direita uma funcédo analoga BSF_Visit(s, G, Q)

para visitar todo o grafo.
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BFS_VISIT(s, &) BFS(()
(G

Para cada v € .V fazer

Para cada v € G.V fazer

visitado[v] — false;
= wisitado[v] — false;
pailv] < NULL: i
pai[v] — NULL;
Uisifadﬂ[j] «— true;
) — MKEMPTYQUEUE( )z
2 +— MEKEMPTYQUEUE();
i Para cada v € .V fazer
ENQUEUE(s, ()
Se visitado|[r] = false entiio
Repita )
BFS_VISIT(v, G, );
v — DEQUEUE(Q):

Para cada w £ (7. Adjs[v] fazer
BFS_ViIsIT(s. G, Q)

Se visitado|w| = false entao
1,#31111(50[3] «— true;
ENQUEUE (w, Q);
ENQUEUE(s, ();
visitado[w] «— true:
[u] £ Repita
pai|w| «— u;
v« DEQUEUE((Q);
até (QUEUEISEMPTY ((Q) = true );

Para cada w € G . Adjs|v] fazer
Se visitado[w| = false entdo

ENQUEUE(w, Q):
ESCREVECAMINHO(v, pai)

visitado[w] «+— true;
Se pailv] # NULL entdo i
pf!i[r;l] —
ESCREVECAMINHO(pai|v]. pai):

até (QUEUEISEMPTY(()) = true );
escrever(v):

Tabela 3: Pesquisa em largura ( www.dcc.fc.up.pt)

No algoritmo acima, assumimos que que as varidveis pai] e visitado[] sdo globais, embora as
pudéssemos ter considerado também como parametros da fungao (o que pode fazer sentido

em algumas aplicagoes).

Pesquisa em profundidade

A semelhanca da pesquisa em largura, a pesquisa em profundidade (depth-first search) é
uma estratégia genérica de andlise exaustiva de um conjunto em que cada elemento tem um

conjunto de elementos adjacentes (que pode ser vazio).

Quando aplicada a partir de um né origem s, comega por visitar um dos adjacentes de s, a
seguir um adjacente desse adjacente de s que ainda ndo tenha sido visitado, e sucessivamente.
Quando um né ja nao tiver mais adjacentes por visitar, a pesquisa prossegue com a analise de
outro adjacente do pai desse noé (que ainda nao tenha sido visitado). De seguida apresentamos

algoritmo DFS(G) para visita integral do grafo, na versao recursiva.
DFS(G)
Para cada v € G.V fazer
isitado[v]«<false;
pai[vl<NULL;
Para cada v € G.V fazer

se visitado[v]=false entao
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DFS_Visit(v,G);
DFS_Visit(v, G)
visitado[v]«true;;

Para cada w € G.Adjs[v] fazer
se visitado[w]=false entdo
pai[w]ev;

DFS_Visit(w,G);

Procura a partir de um né origem. Para determinar apenas os nés acessiveis de um né origem
s, podemos adaptar DFS VISIT para incluir a inicializacdo das varidveis visitado[ ] e pai[ ], como
se fez para BFS_VISIT.

Avaliacao

1. Dado um o grafo cujas arestas estdo a seguir é representadas por suas listas
de adjacéncia. 0-1 0-2 1-3 1-4 1-5 3-6 3-7 4-7 5-7. Suponha que uma busca em
profundidade visita os vértices na seguinte ordem: 0157 43 6 2. Em que os

ordem aparecem os vizinhos de cada vértice nas listas de adjacéncia?

2. Considere o digrafo definido pelos arcos 0-1 1-2 1-3 3-4 3-5 1-6 0-7 7-8 7-9.

Faca uma busca dfs. Em que ordem os vértices sdo visitados?

Actividade 3: Arvores de cobertura minima

Introducao

Na presente atividade iremos discutir o conceito de arvore de cobertura minima que é um

conceito da area de grafos.

As aplicagbes de arvore geradora minima sdo varias tais como numa instalagdo de linhas
telefonicas (ou elétricas) entre um conjunto de cidades utilizando a infra-estrutura das rodovias
com o menor uso de material. Outros problemas como analise de clusters e armazenamento
de informacdes, dentre outros podem ser tratados por esta modelagem que possui eficientes

algoritmos como Kruskal e Prim.

Detalhes da actividade

Definicao: Seja G=(V,E) um grafo conexo onde cada aresta e possui um peso p(e).
Denomina-se peso de uma arvore geradora T=(V,ET) de G a soma dos pesos das arestas ET.
Uma arvore geradora minima é a arvore geradora de G que possui peso minimo dentre todas

as arvore geradoras de G.
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Como encontrar uma arvore de cobertura?

e Se o grafo G ndo tem ciclos, G é uma arvore de cobertura.

e Se G tem ciclo, é necessario remover recursivamente as arestas até achar uma
arvore, mantendo o grafo conectado

Num grafo, o custo de um sub-grafo (de um grafo ndo dirigido ponderado) é a soma dos
pesos de suas arestas sendo que, uma arvore de cobertura minima de um grafo ndo dirigido

ponderado é uma é&rvore de cobertura com menor custo.
Algoritmo Genérico
A<@

enquanto A ndo é uma arvore de cobertura

faga encontre uma aresta (u,v) que é segura para A

A« AU {(u,v)}

return A

Algoritmos para encontrar drvores de cobertura minima

Kruskal: Encontra a aresta segura e adiciona a arvore de cobertura que estad sendo formada. A
nova aresta nao deve necessariamente ter um dos vértices na arvore que estad sendo formada.

Ou seja, uma floresta pode existir antes da arvore de cobertura minima ter sido encontrada.
(Tomas, 2013)

Prim: Encontra a aresta segura e um dos vértices necessariamente deve pertencer a arvore

que esta sendo construida. Sempre existe uma Unica arvore parcial. (Tomas, 2013)

Algoritmo de Kruskal

A<Q

Para cada vértice v € V[G]

faca Make-Set(v)

Ordene as arestas de E (ordem crescente por peso w)
V edge (u,v) € E, (considerando a ordem)

Se Find-Set(u) # Find-Set(v)

entdo A « A U {(u,v)}
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Union(u,v)
return A

Nota: O algoritmo de Kruskal parte de uma floresta em que cada vértice de V esta isolado
numa arvore sem ramos. Em cada iteragdo, seleciona um ramo para ligar duas arvores e,
consequentemente, quando tiver inserido [Vl - 1 ramos, a floresta estara reduzida a uma

arvore Unica.

Algoritmo de Prim

T<©@

B« um né arbitrério de V

enquanto BV faca

Determine { u, v) de menor comprimento tal que ueV\B e veB
T-T U {u,v}

B=B U {u}

fim enquanto

Nota: No algoritmo de Prim, a &rvore é construida a partir de um vértice qualquer e, em cada
iteracdo, escolhe um dos vértices que estd mais préximo dos vértices que na sub-arvore ja

construida incluidos e liga esse vértice a arvore.

Concluséao

As arvores geradoras minimas ou arvores de cobertura minima sdo largamente utilizadas em
problemas de redes com o objetivo de reduzir os custos. Para além disso, a aplicagdo de

arvores geradoras minimas é notéria no campo
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Avaliacao

1. Dado o grafo abaixo, determine a &rvore geradora minima usando o algoritmo

de Prim ou o algoritmo de Kruskal. Apresente o desenvolvimento de sua
solucéo.

2. Utilizando matriz de adjacéncia, representa os seguintes grafos.

a b 3

—h
= .

Resumo da Unidade

O conceito de grafo discutido nesta unidade representa um modelo fundamental em
computacao, surgindo em problemas de caminhos (por exemplo, caminho minimo ou maximo
numa rede de transportes. Os algoritmos de busca em profundidade tem como missédo
percorrer um Unico caminho do grafo até onde ele possa chegar (isto é, até visitar um né sem
sucessores ou um nd cujos sucessores ja tenham sido visitados, enquanto que o percurso em
largura pode ser usado em algumas aplicagdes também idénticas as do percurso em
profundidade mas também pode ser usado para determinar se um grafo nado-orientado é

conexo e para identificar os componentes conexos do grafo, pode também ser usado para

determinar se um grafo é ciclico.
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Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreenséo!

1. Apresente um grafo, com no minimo 5 vértices. Apresente suas matrizes de

adjacéncia e de incidéncia. Mostre exemplos de:
percurso
caminho (simples)
trajeto (trilha)
ciclo
2. Mostre que se f(n) = O(g(n)) entdo O(f(n)) + O(g(n)) = O(g(n)).

3 Mostre que para toda arvore geradora minima T € G existe uma ordenagédo

nas arestas de G tal que T é a arvore devolvida pelo algoritmo de Kruskal.

4. Dé exemplos de aplicagdo de busca em largura e em profundidade.

Avaliacao Sistematica

Critérios de Avaliacao

Pergunta Pontuagdo (maximo 10
valores)

1 3

2 1.5

3 3

4 2

5 2
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Unidade 4. Estruturas de Dados
Especializados

Introducao a Unidade

As arvores sao estruturas de dados extremamente Uteis em diversas aplicagbes, tais como,
bases de dados de grandes dimensdes, determinagdo do caminho mais curto entre dois
computadores de uma rede, etc. A forma como elas estdo organizadas hierarquicamente
permite o desenvolvimento de diversas aplicagdes utilizando-se algoritmos relativamente

simples, recursivos e de eficiéncia bastante razoavel.

Na presente unidade iremos discutir uma das mais importantes estruturas de dados na
ciéncia de computagao que sdo as arvores bindrias de pesquisa. Para além deste conceito,

discutir-se-a também as filas de prioridade e conjuntos disjuntos.

Obijetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

¢ Demonstrar conhecimentos em estruturas de dados avancadas como arvores de
busca binaria, conjuntos disjuntos

* Implementar as filas de prioridade na resolugdo de um dado problema

( Termos-chave \

Filas de prioridade: E uma colecao de elementos tais
que a cada elemento é atribuido uma prioridade.

Conjuntos Disjuntos: E uma colecdo de conjuntos
dinamicos disjuntos em que cada conjunto é
identificado por um representante denominado
membro do conjunto.

Arvores binarias de pesquisa: é uma arvore ordenada
em que qualquer elemento a pesquisar é Unico (com a

\ mesma chave de pesquisa). /
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Actividades de Aprendizagem

Actividades 4.1: Filas de prioridade

Introducao

O conceito de filas de prioridade é encontrado principalmente no campo da programacédo
de computador. Na vida real, podemos ver as filas de prioridade por exemplo para idosos,
gestantes, etc. A execugdo de tarefas é feita por ordem de prioridade. Uma fila de prioridades

é uma estrutura de programagao crucial para um sistema de gestao de recursos.

Detalhes da atividade

No quotidiano , encontramos as filas de prioridade em diversas aplicages. O seguintes
exemplos, sdo os mais comuns como nas filas do banco existe um esquema de prioridade
em que clientes preferenciais, idosos ou mulheres gravidas, pessoas portadoras de deficiéncia,
possuem a mais alta prioridade de atendimento relativamente aos demais clientes Em filas

de atendimento para anélise de sinais em sistemas de controle, sensores prioritérios sdo
adicionados a fila de atendimento com uma maior prioridade que sensores secundarios, o que

garante o atendimento de sinais prioritarios a frente dos demais. (www.facom.ufu.br)

Estrutura de uma fila de prioridade

anterior
dado
prioridade
proximo

Figura 11: Estrutura de uma fila de prioridade (www.facom.ufu.br)

Em computacéo, existem dois tipos de filas de prioridade, a saber, a fila de prioridade

ascendente e fila de prioridade descendente. (Tenenbaum, 1995).

Uma fila de prioridade ascendente consiste num conjunto de elementos no qual, os tais
elementos podem ser adicionados de forma arbitraria. Isto é, a partir do qual apenas o menor

item pode ser removido.

Por outro lado, a fila de prioridade descendente assemelha-se a fila de prioridade ascendente,

mas s6 que permite a remogdo do maior elemento.

Os elementos de uma fila de prioridade podem ser estruturas complexas, que podem
ser classificadas por um ou varios campos. Como pode perceber, ndo é necessario que os
elementos de uma fila de prioridade sejam nimeros ou caracteres que facilmente possam ser

comparados. (Tenenbaum, 1995).
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Exemplo: as listas telefénicas sdo constituidas por apelidos, nomes, enderegos e nimeros de

telefone, e sdo classificadas pelo apelido.
Operacoes

Em filas de prioridade prevé-se duas operagbes basicas que sdo de facto uma extensdo das
operagdes basicas de uma fila normal, nomeadamente, Inserir com prioridade e remover um

elemento de mais alta prioridade.

Adicionalmente, versdes mais avangadas de filas de prioridade podem requerer ainda outras
operagbes como modificar a prioridade de um dado elemento, nimero de elementos na fila e

testar a existéncia de elementos de mesma prioridade.

Implementacdo de uma fila de prioridade em vetores

Das actividades anteriores vimos que, pilha e fila podem ser implementadas num vetor de
modo que cada inser¢do ou eliminacdo compreenda o acesso a um Unico elemento do vetor.

Nas filas de prioridade isso ndo é possivel. (Tenenbaum, 1995).

Dados n elementos de uma fila de prioridade (fp) mantidos nas posicdo O a n - 1 de um vetor
fg.elementos, de tamanho maxfq, e que fq.rear seja igual a primeira posi¢do vazia do vetor, n.

Desse modo, fpginsert(fq,x) serd uma operagdo como mostra o algoritmo seguinte:

se (fg.rear >= maxfq)

escreva (“ila de prioridade cheia”);
exit (1) ;

} /* fim se */

fg.items[fg.rear] = x;

fg.rear++;

Nota: Este método de adicionar um elemento na fila, ndo permite a manutencdo de elementos

classificados no vetor.

Este método ndo oferece grandes problemas no caso de inser¢des apenas. A dificuldade surge
quando queremos realizar as operagdes de remocao na fila de prioridade ascendente. Neste
caso teriamos que considerar duas questdes. Primeiro, para localizar o menor elemento, todo
elemento do vetor precisa ser examinado. Portanto, uma eliminagdo exigiria o acesso a cada

elemento da fila de prioridade.

Segundo, se o elemento a remover estiver em qualquer posicdo da fila de prioridade como no
meio por exemplo, como eliminar? Vimos que em filas e pilhas, as operagdes de eliminagéo
envolvem a remocdo de um elemento de uma das duas extremidades e ndo exigem nenhuma
busca. A operagdo de remogao na fila de prioridade, sob essa implementagao, requer tanto a

busca do elemento a ser removido, assim como a remogéao propriamente dita.
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Existem vérias solu¢bes para esse problema, nenhuma delas totalmente satisfatéria. Uma das
solugdes é encontrar um indicador especial de “vazio” e introduzir numa posicao eliminada.
Esse indicador pode ser um valor invalido como elemento (por exemplo, -1 numa fila de
prioridade de nimeros ndo-negativos), ou um campo separado pode estar contido em cada

elemento do vetor para indicar se ele esta vazio.

A operacédo de inser¢do ocorre como anteriormente, mas, quando fq.rear alcanga maxfq, os
elementos do vetor sdo compactados no inicio do vetor, e fg.rear é redefinida com um a mais

que o nimero de elementos. (Tenenbaum, 1995).

Algortimo de remocdo do primeiro elemento na fila de prioridade

* Setitem:=info[start] /**este procedimento guarda os dados no primeiro né da

fila
* Apagar o 1° elemento da lista
e Computar o item

°* exit

Algortimo de adicionar um item com prioridade N na fila de prioridade

* Percorrer a lista até encontrar o né X que contém um ndmero prioritario maior
que N.

® |nserir o elemento em frente do né X
e Se o tal né ndo for encontrado, insira o elemento no final da lista

°* exit

Conclusao

A filas de prioridade s&o utilizados para o processamento de mdltiplas tarefas, como é o caso
de tarefas individuais de funcionamento de um computador. Para além disso, O computador
ou o usuario pode, entdo, aplicar prioridades numéricas para essas tarefas. Tarefas de alta
prioridade sdo executados primeiro. Uma hierarquia de prioridade estrita nem sempre pode
determinar qual tarefa ¢ atribuida ao lado, de modo que mesmo as tarefas de baixa prioridade
sera concluida mesmo se eventualmente h& sempre tarefas de maior prioridade de espera.
Outras vezes, uma tarefa pode ser removido da fila, entdo atribuida uma prioridade mais

elevada e transferido se passar muito tempo
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Avaliacao

1. Demonstre como uma sequéncia de inser¢des e remogdes de uma fila
representada por um vetor linear pode provocar estouro ao tentar inserir um

elemento numa fila vazia.

2. Demonstre como classificar um conjunto de nimeros de entrada usando uma

fila de prioridade e as operagdes fginsert, fgmindelete e empty.

Actividades 2: Arvores binarias de pesquisa

Introducao

As arvores sao estruturas de dados extremamente Uteis em diversas aplicagdes, como por
exemplo, bases de dados de grandes dimensdes, determinagdo do caminho mais curto entre
dois computadores de uma rede, etc. A forma como elas estdo organizadas hierarquicamente
permite o desenvolvimento de diversas aplicagdes utilizando-se algoritmos relativamente
simples, recursivos e de eficiéncia bastante razoavel. Arvore é um tipo abstrato de dados que

armazena elementos de uma forma hierarquica.

Detalhes da actividade

A arvore é um conjunto finito de nés, com informagdo e que tém uma relagéo entre si do tipo

pai-filho. Se a arvore ndo ¢ vazia, ou seja, se tem nds, entdo:

* existe um no especial — a raiz — que ndo tem pai
* todo o nd da arvore (excepto a raiz) tem um Unico pai

e um né pode ter 0, 1 ou mais filhos
@ raiz
uma suba'rvof/ \
*® / \
r / e I, ], K sao filhos

TN N
©® CP () (K) |imaos =

e« D épaidel, ],

K e antepassado
S®

e o N &
e NOs internos: A, B, C, D, F, I descendente de D

e nos externos ou folhas: E, G, H, J, K, L, M
Figura 12: Estrutura de uma Arvore Fonte: (Lipschurtz, 2006)
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Arvore binaria ordenada tal que:

e todo o nd tem no maximo dois filhos
e um filho é esquerdo ou direito

* naordem, o filho esquerdo antecede o filho direito

As operagdes de adicionar no caso de arvores binarias sdo:

e retornar o filho esquerdo
* retornar o filho direito
® determinar se tem filho esquerdo ou nao

e determinar se tem filho direito ou ndo

Arvore Binaria de Pesquisa T (ABP) ou Arvore Binaria de Busca

Para uma arvore binaria ser considerada uma arvore binaria de pesquisa, os valores que vao
sendo armazenados nesta devem obedecer a chamada condi¢do de pesquisa. Essa condi¢do
serad que o valor de um né deve ser sempre maior que o valor de qualquer né contido na

subérvore esquerda deste e menor que o valor de qualquer né na sua subérvore direita.

E tal que T= f e a arvore é dita vazia ou seu noé raiz contém uma chave e:

* Todas as chaves da subarvore esquerda sdo menores que a chave da raiz.
® Todas as chaves da subarvore direita séo maiores que a chave raiz.

* As subarvores direita e esquerda sdo também Arvores Binarias de Busca.

Operagdes em arvores binarias de pesquisa

As operagdes basicas em uma Arvore binaria de pesquisa sao:

® Insercao
® Remocédo

* Pesquisa: busca um elemento de chave k na &rvore binéria de pesquisa com raiz
em root. Devolve o né onde esta o elemento, se este existir; sendo devolve NULL.

Insercdo: A insercao consiste num processo de adicionar um elemento numa arvore.
Principio de funcionamento:
* Procure um “enderego” para inserir o novo né, comegando a procura a partir do

no-raiz

* Para cada né-raiz de uma sub-arvore, compare; se o novo né possui um valor
menor do que o valor né raiz (vai para sub-arvore esquerda), ou se o valor é maior
que o valor no né-raiz (vai para sub-arvore direita)
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Exemplo:
Considere a insergdo do conjunto de nimeros, na sequéncia 17, 99, 13, 1, 3, 100, 400

No inicio a arvore binaria de pesquisa esté vazia!

raiz
_l

O ndmero 17 seré inserido tornando-se o nd raiz;

Ainser¢do do 99 inicia-se na raiz. Compara-se 99 com 17. Como 99 > 17, 99 deve ser

colocado na sub-arvore direita do né contendo 17 (sub-arvore direita, inicialmente, nula);

A'inser¢do do 13 inicia-se na raiz. Compara-se 13 com 17. Como 13< 17, 13 deve ser colocado
na sub-arvore esquerda do né contendo 17. J& que o né 17 ndo possui descendente esquerdo,

13 é inserido na arvore nessa posicao.

5. Para inserir o valor 1, repete-se o procedimento. 1<17, entdo sera inserido na sub-arvore
esquerda. Chegando nela, encontra-se o né 13, 1<13, entéo ele serd inserido na sub-arvore

esquerda de 13.

Em suma este processo de comparagado entre o novo elemento e a razdo repete-se até que

todos os elementos estejam inseridos.
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Remogdo de um né numa ABP: Procura-se o né que contém o elemento a eliminar e o n6
pai desse elemento. A forma em que o né e apagado depende de nimeros de filhos que
o no6 contém. Desta maneira, para a remogédo de um né em uma arvore binaria, devem ser

considerados trés casos nomeadamente:
Caso 1: né é folha. O né pode ser retirado sem problema;

A remocao do né 1, decorre facilmente pois ndo requer ajustes posteriores. Os nés 30, 80 e

100 também podem ser removidos sem problemas!

Figura 13: Remoc&o de um né folhaFonte: (Lipschurtz, 2006)

Caso 2: 0 nd possui uma sub-arvore (esq./dir). O né-raiz da sub-arvore (esq./dir.) “ocupa” o
lugar do né retirado. Como ele possui apenas a sub-arvore direita, o né contendo o valor 90

pode “ocupar” o lugar do n6 removido.

Figura 14: Remocgdo do né com um filho Fonte: (Lipschurtz, 2006)

Caso 3: 0 n6 possui duas sub-arvores. O n6 contendo o menor valor da sub-arvore direita
pode “ocupar” o lugar; ou o maior valor da sub-arvore esquerda pode “ocupar” o lugar. Neste
caso, existem 2 opgdes: O né com valor 30 pode “ocupar” o lugar do né-raiz, ou o n6é com

valor 60 pode “ocupar” o lugar do né-raiz.
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Figura 15: Remocé&o de né raiz Fonte: (Lipschurtz, 2006)

Este caso também se aplica ao né 90. O né com valor 80 pode “ocupar” o lugar do né-raiz, ou

o né com valor 100 pode “ocupar” o lugar do né-raiz.

Figura 16: Remocao de n6 com dois filhos Fonte: ( Lipschurtz, 2006)

E importante notar que uma vez definidas as regras de escolha do né substituto, ela deve ser a

mesma para todas as opera¢des de remogao!

Algoritmo de remo¢ao numa arvore de pesquisa binaria

p = tree;

g = null;

I* procura o nd com chave key, define p de modo a apontar */

/* para o nbé e g para seu pai, caso exista algum. */

while (p .’= null && k(p) != key )

{

q = ps

p = {key < k(p)) ? left(p) : right(p):

}

/* fim while
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Busca numa arvore binéria
Comece a busca a partir do né-raiz;
Para cada né-raiz de uma sub-arvore compare:

Se o valor procurado é menor que o valor no né-raiz (continua pela sub-arvore esquerda), ou
se o valor é maior que o valor no né-raiz (sub-arvore direita). Caso o né contendo o valor

pesquisado seja encontrado, retorne o nd, caso contrario retorne nulo.

Exemplo: Seja uma arvore binaria como descrita abaixo, suponha que estamos a procura da

chave 3.

o ) Encontrou o né

Figura 17: Pesquisa de um né Fonte: Lipschurtz, 2006

A complexidade do algoritmo de pesquisa é determinado pela altura da arvore no pior caso.

Conclusao

A utilizacdo de arvore de busca binaria sobre um vetor traz vantagem pois uma arvore permite

que as operagdes de inser¢do, remogdo e de pesquisa, sejam executadas com eficiéncia.

Avaliacao

1. Prove que toda arvore de busca binaria de n nés ndo tem a mesma
probabilidade (presumindo-se que os itens sejam inseridos em ordem
aleatdria) e que as arvores balanceadas sdo mais provaveis do que as arvores

geradas em listas sequenciais.

2. Escreva um algoritmo para eliminar um né de uma arvore binaria que substitua

ond por seu predecessor em ordem e ndo por seu sucessor em ordem.
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Actividades 3: Conjuntos disjuntos

Introducao

Aplicacdes que envolvem agrupamento de n elementos distintos em uma colegéo de
conjuntos disjuntos sao feitas com o uso de conjuntos disjuntos. As operagbes de procurar o
conjunto a que pertence um elemento e de unir dois conjuntos sdo as principais temas que

iremos discutir nesta actividade. (www.das.ufsc.br)

Detalhes da actividade

Colegéo de conjuntos dindmicos disjuntos: S ={s1,s2, ... ,sk};

Cada conjunto é identificado por um representante (um elemento do conjunto);
As operagdes em conjuntos disjuntos sao:

Make Set(x): cria um novo conjunto cujo Unico elemento é apontado por x.

x ndo pode pertencer a outro conjunto da colegéo.

Union(x, y): executa a unido dos conjuntos que contém x e y, digamos Sx e Sy , em um

conjunto Unico.
Sx NSy =0;
O representante de S_x U S_y é um elemento de S.

Find(x): retorna um ponteiro para o representante Unico do conjunto que contém .

Implementacdo através de Listas Encadeadas

Para implementar uma estrutura de dados de conjuntos disjuntos de forma mais simples,
consiste em representar cada um dos conjuntos em forma de lista encadeada. Sendo que, o

primeiro elemento da lista é designado representante do conjunto.
Exemplo:

S={a,d,e}

head\g]

al\ | 44— d . e \

Figura 18: Estrutura de lista encadeada Fonte: www.das.ufsc.br consultado em 10/02/2016
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Para a representacao ilustrada acima: FindSet € O(1) e MakeSet € O(1)
Para implementar a operagdo unido, usa-se uma forma mais simples como a seguir se ilustra:

Union(x, y), é adicionar a lista de x no fim da lista de y O representante do conjunto é o
elemento que era originalmente o representante de y. No entanto, temos de atualizar o

ponteiro para o representante de todos os elementos de x

Néo é dificil construir uma instancia e sequéncia de opera¢des para mostrar que Union

executa em tempo médio de 6(m).
Instdncia exemplo:

Exercicios:

Sejan = dm/2e + 1 o nimero de operagoes MakeSet:

Sejaq=m-n=bm/2c- 1 o nimero de operagdes Union
Suponha que tenhamos x1,..., x_ objetos

Entdo executamos uma sequéncia de operagdes, conforme a tabela abaixo.

Operagédo Ndmero de objectos
Observados

Make Set(x1) 1

Make Set(x2) 1

Make Set(xn) 1

Union(x1, x2) 1

Union(x2, x3) 2

Union(x3, x4) 3

Union(xg-1, Xq) q-1

Conclusao

Em computacdo, uma estrutura de dados conjunto-disjunto é uma estrutura de dados que

considera um conjunto de elementos particionados em varios subconjuntos disjuntos.
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Avaliacao

1. Escreva o pseudocddigo para makeSet(x), union(x, y) e findSet(x) usando a
representagdo de lista ligada. Suponha que cada objeto x tenha um atributo
rep apontando para o representante do conjunto que contém x, e que cada
conjunto S tem atributos inicio, fim e tamanho (que é igual ao comprimento da

lista).

Resumo da Unidade

A fila de prioridade funciona de forma diferente que a fila padrdo, em que os elementos sao

ordenados pela ordem de chegada. A fila de prioridade determina a ordem dos elementos
realizando uma comparacao entre os seus itens para verificar que elemento apresenta maior
prioridade. Discutimos também o &rvores binarias de pesquisa e a suas aplicagdes, concluimos
que elas representam uma boa solugado quando ha necessidade de representar tipos

ordenados de acordo com certas regras inerentes a esse tipo.

Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreensio!

Instrucoes

Nas perguntas que se seguem, devera responder todas elas com clareza:

1. Implemente uma fila de prioridade ascendente e suas operacdes, fginsert,

fgmindelete e empty.

2. Demonstre que é possivel obter uma arvore de busca binaria na qual existe
uma Unica folha, mesmo se os elementos da arvore ndo forem inseridos em

ordem estritamente ascendente ou descendente.

3. A arvore fornecida pelo algoritmo de Kruskal é Unica, ou seja, o algoritmo

sempre fornecerd a mesma arvore geradora minima?
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Avaliacao Sistematica

Critérios de Avaliacao

Pergunta Pontuagdo (maximo 10
valores)

1 4.0

2 3.0

3 3.0

Leituras e outros Recursos

* Carvalho, M. A. G. Tépicos Especias de Informética, 2004. Campinas, Brasil.

* Moreira, F. V. C & Viana, G. V. R.Técnicas de Divisdo e Conquista e de
Programacao Dinamica para a resolugdo de Problemas de Otimizagdo. Revista
Cientifica da Faculdade Lourenco Filho - v.8, n.1, 2011

e Cormen, T. H., Leiserson, C. E., Rivest, R. L., Stein, C. Introduction to Algorithms.
22 Ed. The MIT Press, 2001.

* Algoritmos : teoria e pratica 1 Thomas H. Cormen ... [et a[]; tradugdo da segunda
edicdo [americana] Vandenberg D. de Souza. - Rio de Janeiro : Elsevier, 2002
-Reimpressao.

e Halim, S, Halim, F. Competitive Programming. Lulu, 2010

* Horowitz, E., Sahni, S., Rajasekaran, S. Computer Algorithms. Computer Science
Press, 1997.

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso

* http://www.inf.puc-rio.br

¢ http://homepages.dcc.ufmg.br

* http://www.caelum.com.br

¢ http://www.ft.unicamp.br/~magic/analisealgo/apoalgoritmos_ceset_magic.pdf

e www.flf.edu.br/revista-flf.edu/volume08/Vol8_Artigo1.pdf

* Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/Disjointset_data_structure
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Resumo da Unidade

Na presente unidade, a discussdo comegou com a apresentagao de conceitos basicos

inerentes a introdugao da disciplina tais como a resolugao de exercicios sobre os contetidos
tratados nas disciplinas antecedentes a esta, que constituem os pré-requisitos para cursar a
disciplina de Anélise e Design de Algoritmos. Na segunda unidade abordamos a
complexidade de algoritmos e sua eficiéncia. Na terceira unidade abordamos varias técnicas
de anélise e de design de algoritmos, de seguida na quarta unidade trabalhamos com a
algoritmos em grafos, onde abordamos os temas pesquisa em profundidade e em largura e
também visto o tema sobre a sua importancia. O algoritmo de busca por exemplo pode tirar
proveito da ordenacdo dos dados. A operagdo de busca é tdo frequente em aplicagdes que
diversas estruturas de dados sdo projetadas especificamente para oferecer suporte a essa

operagao.

Avaliacao da Curso

Instrucoes

Das perguntas que se seguem, leia e responda-as de forma clara e concisa, mostrando

exemplos sempre que |he for necessario.

EXAME FINAL 1

1. Dois algoritmos A e B possuem complexidade n5 e 2n,respectivamente.
Qual dos dois utilizaria A ou B. Em qual caso? Exemplifica. (2.0 valores)

2. Para duas fungdes g(n) e f(n) temos que f(n)="teta"(n) se somente se f(n)=
Q(g(n)) e f(n)=O(g(n)). Explique o teorema acima. (2.0 valores)

3. Escreva algoritmos para percorrer elementos na arvore binaria nas
seguintes sequéncias:

a. Pés Ordem (1.5 valores)
b. Pré Ordem (1.5 valores)
c. Em Ordem (1.5 valores)

4. Desenhe uma arvore binéria ordenada de pesquisa composta por
alfabeto portugués. (2.0 valores)

5. Desenvolver os algoritmos ordenacéo por selecdo em linguagem C.
Executar os programas com listas contendo 100, 200 e 400 elementos
na seguinte situacao inicial:

a. Lista inicial aleatdria (1.5 valor)
b. Lista inicial ascendente (1.5 valor)

c. Lista inicial descendente (1.5 valor)
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6. Exemplifique representagdes geométricas de grafos completos Kn (n =
1,2,34¢e5)

a.Quantas arestas possui um grafo completo Kn ? (2.5 valores)

b.Calcule o total de arestas paran = 1,2,3,4 e 5 (2.5 valores)

EXAME FINAL 2
1. Escreva as propriedades da notacao assimptdtica. (2.0 valores)
2. Descreva a complexidade do algoritmo de pesquisa binéria. (2.0 valores)
3. Calcule a complexidade para os algoritmos que se seguem:
a.for(inti=1;i<n;i++) (2.0 valores)
{
min = i;

for (intj=1i; j<m;j++)
{

if a[j] < a[min]

{

min = j;

x = a[min];

a[min] = ali];

ali] = x;

1}

b.for (i=1;j<n;i++) (1.5 valores)
for (j=1;j< =i; j+4)
soma=soma+1;

4, Escreva um algoritmo de insergéo eficiente para uma arvore de busca binaria

inserir um novo registro cuja chave ndo existe na arvore. (2.5 valores)

5. Se tivesse que resolver um problema de pesquisa numa lista de n nimeros,
como poderia usar a vantagem do facto de que a lista por ordenar ja é

conhecida? Dé respostas separadas para:
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a. Alista é representada por um array. (2.5 valores)
b. Alista é representada por listas ligadas. (2.5 valores)

c. Compare a complexidade de tempo envolvida na anélise de ambos

algoritmos. (2.5 valores)

6. Escreva o algoritmo Mergesort e explique através de exemplos o uso da

técnica de divisdo e conquista. (3.0 valores)

Avaliacao Sistematica

Critérios de avaliacao

O exame final tem a pontuagdo méxima de 20 valores, valendo 40% do total da avaliagdo do

curso. A duracdo do mesmo é de 90 minutos.

Leituras e outros Recursos

e Carvalho, M. A. G. Tépicos Especias de Informética, 2004. Campinas, Brasil.

* Moreira, F. V. C & Viana, G. V. R.Técnicas de Divisdo e Conquista e de
Programacao Dindmica para a resolucao de Problemas de Otimizacdo. Revista
Cientifica da Faculdade Lourenco Filho - v.8, n.1, 2011

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
do curso

* http://www.inf.puc-rio.br

* http://homepages.dcc.ufmg.br

* http://www.caelum.com.br

* http://www.ft.unicamp.br/~magic/analisealgo/apoalgoritmos_ceset_magic.pdf

e www.flf.edu.br/revista-flf.edu/volume08/Vol8_ Artigo1.pdf
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