Capitulo 3

Aplicaciones del calculo
diferencial

3.1. Regla de L’Hopital

Para resolver las indeterminaciones 0/0 (cociente de dos infinitésimos),
se comparan las velocidades respectivas de convergencia, es decir se calcula
el limite del cociente de las derivadas. La demostracion de esta regla se ob-
tiene del teorema del valor intermedio (en una forma especial que se debe a
Cauchy). El enunciado exacto es:

. Si queremos calcular

L= lim M
z—at g(x)
y encontramos que existe el limite
!/
L = 1im L
z—at g'(x)

entonces L también existe y vale lo mismo que L*.
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Para poder aplicar esta regla es necesario que las funciones f(x) y g(z)
sean diferenciables en algin intervalo (a,a + €), en el que ademds ¢'(z) # 0.

Este resultado es igualmente valido para:

» Limites ordinarios lim,_,, (combinando ambos limites laterales);

Indeterminaciones de la forma 400 /00;

Limites del tipo x — 4o0;

Cuando L* = 400.

Ejemplo
L =limsenz/z =1
z—0
porque
L* =limcosx/1 = 1.
z—0
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Figura 3.1: sen x y x son infinitésimos equivalentes
Ejemplo

2 _
lim M =3

T—00 2 -1

Ejemplo lim, .., % = 0. Las exponenciales 0”,b > 1, crecen mas rapido
que cualquier polinomio.

Ejemplo lim, . me = 0. Los logaritmos log, x crecen mas lentamente que

cualquier polinomio.



Observacion No es correcto escribir directamente L = L*, como podemos
deducir del siguiente ejemplo. Si f(z) = z+senz y g(z) = x, entonces existe
f(z) sen x

L= 1lim —= = lim (1+

) =1,
aunque no exista

. flx)
L* = lim = lim (1 + cosz).

(ver figura 3.2).
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Figura 3.2: Asintéticamente x 4 sen x es como z (figura de la izquierda). Por
tanto L = 1. La figura de la derecha muestra el cociente de las funciones y
el de sus derivadas. Se ve que L* no existe.

Otras indeterminaciones La regla de L’Hopital sirve también para re-
solver otro tipo de indeterminaciones.

m 0-00:
|
L = lim zlnz = lim ﬂ;
z—0t z—0t 1/1’
L* = lim L/z = lim —z =0.
z—0t —1/1’2 z—0t
= 00
L = lim x%;
z—0t
InL = limazlnxz=0
r—0+
luego L = 1.



1°°:
L = lim(z+ e*)Y®;

x—0
, - . In(z+e”) 0
1 X
(L) = lfm——S —9
z—0 1 + e*
luego L = €.
00 — 00: . .
= lfm (— — =1/2.
et \Ing x—l) /
B -z 0
[ — ljpm -t Y
e—1*+ (Inz)(z —1) 0
' 1-1 1 0
L* = lim — /e — lim — 2~
-1+ (1/z)(z — 1) +Inz 21tz —1+zlnz 0O
luego
1 1
L™= lm —— = —
=1+ 1+nex+1 2
por tanto
1
L=L"=L"=—.
2
oo
L = lim *“z;
1
InL = lim In(z/®) = lim (1/2)Inz = lim ﬂ;
T— 00 Tr— 00 r—00 €T
(InL)* = lim (1/z)=0
luego L = €° = 1.
0°°:
L = lim 2"
x—07F
1
InL = lim (1/2)lnz = lim — = —oo
z—0t z—0t X
luego L = 0.



PROBLEMA Probar que

, 1\
lim (1 + —) = e.
T—00 x

Esta féormula sirve para calcular el nimero e tomando z =1,2,3,....

3.2. Cinematica.*

Para Newton, la idea de derivada («fluxién») estaba intimamente ligada
a la de velocidad instantanea.

Movimiento rectilineo Velocidad: ritmo al que cambia una distancia a
medida que pasa el tiempo. Posicién de un mévil. Desplazamiento e = e(t).
Velocidad instantédnea v = de’(t). Unidades: 1 m/s = 3,6 km/h .

Movimiento rectilineo uniformemente acelerado Movimiento de caida
de los cuerpos bajo los efectos de la gravedad. Ecuacién de Galileo €”(t) = g.
En la Tierra g = 9,8 m/s/s.

Puedes entrar en esta pagina web para ver una demostracion animada:
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/cinematica/graves/graves.htm

PROBLEMAS

1. Una escalera de mano estd apoyada en un muro vertical. Si el extremo
que se apoya en el suelo comienza a deslizarse a una velocidad de 2
m/s, ja qué velocidad esta cayendo el extremo apoyado en la pared
cuando éste se encuentra a una altura de 1 metro?

2. Si dejamos caer un objeto (sin velocidad inicial) desde un tercer pi-
so (altura de 9 metros) jcuanto tiempo tarda en llegar al suelo? (se
prescinde de la resistencia del aire)

3. En unas fiestas del pueblo lanzan una bomba de palenque que sube
hasta estallar en el punto mas alto de su trayectoria. Si ha tardado 4
segundos ja qué velocidad fué lanzada?



Galileo Galilei (1564 — 1642) Profesor de matemaéticas en Florencia,
Siena, Pisa y Padua, ensend geometria y astronomia. Estudié los métodos de
Arquimedes para determinar la densidad de los cuerpos e introdujo la idea
de que se puede poner a prueba una teoria realizando experimentos.

Descubrio las leyes de la caida de los cuerpos y del
movimiento de los proyectiles estudiando planos incli-
nados y péndulos. Construyd los primeros telescopios
de cuatro/ocho aumentos y con ellos realiz6 sensacio-
nales descubrimientos: los mares y montes de la Luna,
las estrellas de la Via Lactea, los satélites de Jupiter,
los anillos de Saturno.

En 1633 fué condenado como hereje por la Inqui-
sicién, a arresto domiciliario perpetuo, por defender
la teoria de Copérnico de que la Tierra gira alrededor
del Sol. El proceso fué revisado en 1992. Figura 3.3: Galileo

Derivacién implicita Si tenemos dos funciones
e = e(t) y h = h(t) ligadas por una relacién, por ejemplo, €? + h? = 1,
no hace falta despejar explicitamente h = /1 — 2 para derivar

dh 1

de  2y/1—¢®
Es més cémodo derivar implicitamente, es decir, escoger la variable que vamos
a usar (en este caso €) y hacer

- (—2e).

de dh
2e— +2h— = 0.
ede + de
Por supuesto de/de = 1, lo que nos da
dh  —2e —e

%_ 2h _\/1—62

que es el resultado deseado.

3.3. Representaciéon de funciones

Consideraremos funciones y = y(x) definidas en un intervalo abierto (a, b)
que se puedan derivar en todos los puntos todas las veces que queramos.

En consecuencia supondremos que ni las funciones ni sus derivadas pre-
sentan saltos ni discontinuidades.



Crecimiento y decrecimiento La funcién crece si 1 < x5 implica que
y(r1) < y(z2). Puede ser estrictamente creciente o no. La funcién decre-
ce si 1 < xy implica y(z1) > y(zs). En algunos casos serd estrictamente
decreciente.

. La funcion y = y(x) crece si (y solamente en ese caso) su derivada en
cualquier punto es no negativa, y'(z) > 0.

Es una consecuencia del teorema del valor intermedio, ya que se deduce
de la formula y(z + h) = y(x) + y'(c)h, que podemos escribir Ay = y/'(c)Ax.
Por tanto, el incremento de y y de x tienen el mismo signo (funcién creciente)
debido al signo positivo de la derivada.
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Figura 3.4: Crecimiento comparativo de las funciones z'°, e *

yx

Andlogamente, la funcién decrece si (y solamente si) y'(x) < 0 para cual-
quier x. Esta vez, los incrementos tienen distinto signo (funcién decreciente)
porque el signo de la derivada es negativo.

Maéximos y minimos locales La funcién tiene un mdzimo local (0 méxi-
mo relativo) en x si pasa de creciente a decreciente. Y tiene un minimo local
o relativo si pasa de decreciente a creciente .

Los méximos y minimos locales no tienen por qué ser globales (absolutos),
pues depende del comportamiento de la funcién al acercarnos a los bordes
de su intervalo de definicién.

En un maximo o minimo local, la derivada vale cero (es decir, la recta
tangente es horizontal). Se dice que son puntos criticos. Sin embargo hay
otras clases de puntos criticos que no son ni maximos ni minimos.

Derivadas de orden superior La derivada de la funcién derivada, (y')’(z),
se denota y”(x) o también y? (x) o d?y/dx? (derivada segunda).
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Concavidad, convexidad Siy” > 0 la funcién y = y(z) tiene la concavi-
dad hacia arriba. Si y” < 0 la funcion tiene la concavidad hacia abajo.

Una funcién y = y(z) puede acelerar es decir cambiar cada vez mas rapi-
do. En este caso su derivada crece, por tanto y” > 0. Esto es independiente
de que la funcién crezca o decrezca.

O puede decelerar (frenar). En este caso su pendiente sera cada vez menor
(independientemente de que la pendiente sea positiva o negativa).

Ejemplo La funcién logaritmo y = Inx crece estrictamente (por tanto
y' > 0). Sin embargo cada vez crece més lento, es decir decelera (por tanto
y” < 0). En consecuencia, la funcién tiene la concavidad hacia abajo.

Ejemplo La pardbola y = x? pasa de tener pendientes muy negativas (de-
crece, ¥y < 0) a tener pendientes positivas (crece, ¥y’ > 0). Por tanto la
derivada esté creciendo, y” > 0, la funcién tiene la concavidad hacia arriba.

Puntos de inflexion Un punto de inflexién = es donde la concavidad
cambia de sentido. Por tanto en un punto de inflexion la derivada segunda
cambia de signo, y”(x) = 0.

Ojo: hay puntos con y”(x) = 0 que no son puntos de inflexién. Por ejemplo

y = z* en x = 0 tiene un minimo .

Puntos criticos Un punto critico es un valor x en el que se anula la primera
derivada, y'(z) = 0 (la tangente a la grafica es horizontal). Un punto critico
puede ser un maximo local, un minimo local o un punto de inflexion.

Ojo: hay puntos de inflexiéon que no son puntos criticos, es decir en los
que la derivada primera no se anula! Por ejemplo y = sen x tiene un punto
de inflexién en x = 0, aunque y'(0) = 1.

Para determinar qué tipo de punto critico tenemos se usa una version
extendida del teorema del valor intermedio, la formula de Taylor, que hace
intervenir derivadas de orden superior. El criterio es:

. Si y'(z) = 0, calculemos las derivadas sucesivas y?(z),y> (x),... en el
mismo punto critico x, hasta encontrar la primera que no sea nula, y* (z) # 0
(k > 2). Entonces

| M@ >0 y (@) <0
k par — minimo local ~ maximo local
k impar | punto de inflexion punto de inflexién
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Ojo: Este criterio suele enunciarse para el caso k = 2. Pero es un error
creer que y”(x) = 0 signifique que es un punto de inflexién, incluso si es un
punto critico: por ejemplo la funcién y = 2* tiene en = 0 un minimo, con

y'(0) =0y y"(0) =0.

PROBLEMAS
1. La funcién y = 22°%® tiene en x = 0 un punto critico. {De qué tipo es?
2. Determinar los puntos de inflexion de y = arc cos x.

3. Determinar los maximos relativos de y = sen x.

[T
N R ® = N e

o o o o
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Figura 3.5: La funcién y = *+/x, x > 0, tiene un méaximo local en = = ¢; dos
puntos de inflexion; y una asintota horizontal y = 1.

Asintotas La funcién y = y(x) tiene una asintota vertical en x = c si
algin limite lateral lim, .+ y(x) o lim, .- y(x)vale oo (z = ¢ es un punto
del borde del dominio).

Tiene una asintota horizontal y = a por la derecha si lim, ., y(x) = a,
y por la izquierda si lim,_, . y(z) = a.

Cuando lim, 4 y(z) = £o0 es posible que la funcién se aproxime tanto
como queramos a una recta y = bx + a (asintota oblicua); para detectarlo
hay que calcular

b= lim M,
r—too I
y, si existe, determinar
a= lim (y(z)-—bx).

r—+o0
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Figura 3.6: Asintota horizontal y =0 de y(z) =
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Figura 3.7: El comportamiento a largo plazo de una funcién puede ser im-
previsible... Asintota horizontal y = 1 de y = zsen(1/x).
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Grafica de una funciéon. Representaciéon de funciones.

los siguientes pasos:

1.

2.

Dominio

Puntos criticos
Crecimiento/ decrecimiento
Puntos de inflexién

Concavidad / convexidad

. Asintotas verticales, horizontales, oblicuas

Puntos de corte con los ejes

. Valores en puntos notables

Seguiremos

PROBLEMAS Representar el polinomio y(z) = z(x — 15)(xz + 9).

/

-1000

5

Figura 3.8: El polinomio de tercer grado y = xz(z — 15)(x 4+ 9) tiene puntos

criticos en © = =5 y x = 9, y un punto de inflexién en x = 2.
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3.4. Problemas de optimizacion

Planteamiento y Método de resoluciéon Esquema grafico. Estudio de
casos extremos e intermedios. Funcion a optimizar. Ligaduras entre variables.
Reduccion a una variable. Dominio de la funcién. Puntos criticos. Extremos
relativos. Discusion. Extremos absolutos. Interpretacion.

Ejemplo Entre todos los rectangulos con un perimetro de 100 metros, el
cuadrado de 25 x 25 es el de mayor area.

PROBLEMA Las ganancias G de una inmobiliaria dependen del niimero
x de pisos que alquilan y del precio p del alquiler. La experiencia muestra
que cada subida de 10 euros supone una pérdida de 5 inquilinos, es decir
dr/dp = —5/10. Actualmente x = 200 y p = 500. ;Cémo debe alterar el
precio para maximizar la ganancia?

PROBLEMA ;Cuél es el punto de la pardbola y = 22 que estd més cerca
delarectay=ax—17

Figura 3.9: Libro de texto de Célculo de Maria Gaetana Agnesi, Milan 1748
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