Capitulo 1

CINEMATICA DA PARTICULA

1.1 CONSIDERACOES GERAIS

O objectivo principal da disciplina de Mecanica II € instruir e desenvolver nos
alunos a capacidade para resolver problemas de dindmica dos sistemas de particulas
(ou sistemas de pontos materiais) € dos corpos rigidos.

A dinamica pode ser interpretada através de dois tipos de problemas:

— Cinematica: ¢ uma descrigdo matematica do movimento dos corpos
independentemente das causas que o originam e da
inércia que tem.

— Cinética: estuda as leis do movimento de corpos quando

submetidos a ac¢ao de forgas.

Por movimento entende-se o deslocamento de um corpo no espaco € no
tempo. Esse movimento ¢ cinematicamente conhecido quando em qualquer instante

for possivel caracterizar:
— aposicao;
— avelocidade; e,

— aaceleragao.

em todos os seus pontos ou partes constituintes.

Estando a nocdo de movimento associada a no¢do das variagdes das posigdes
dos corpos de instante para instante relativamente a pontos considerados fixo, o



Cinematica da particula

conceito de movimento € essencialmente relativo, pois depende do referencial
considerado.

Exemplo: O condutor de um automoével em movimento permanece sempre
na mesma posi¢ao se o referencial considerado for o assento, mas
muda de posicdo de instante para instante se o referencial for a
Terra.

Em Mecanica utiliza-se essencialmente o espaco euclidiano tridimensional,
podendo, no entanto, em alguns casos, recorrer a geometria nao euclidiana, como ¢
o caso das coordenadas cilindricas e esféricas (ndo cartesianas).

Na Mecanica Il consideram-se validas as hipoteses fundamentais da mecanica
racional de Newton:

— o0 espaco tem trés dimensdes e ¢ absoluto e imutavel,
— o tempo também ¢ absoluto e imutavel.

Esta hipotese ¢ valida para os problemas de Engenharia Civil, mas ndo serve
para a Engenharia Aeroespacial Intergaldctica, onde serd necessario utilizar os
conceitos da Mecanica Einsteineana relativista.

Portanto, nos problemas que irdo ser abordados, o tempo ¢ a variavel

\

independente, sendo todas as outras varidveis e caracteristicas expressas a custa
dele.

Nos problemas que serdo estudados, existira sempre uma origem espacial

euclidiana e uma origem temporal cronologica.

Numa primeira parte ird ser abordada a cinematica da particula (ou do ponto
material). O termo particula ndo significa que o estudo esta limitado a corpusculos;
indica sim, que, os corpos em movimento — que podem ser tdo grandes como
automoveis, foguetes, avides ou planetas — sdo considerados sem olhar a sua
dimensao. Isto ¢, a sua dimensao ¢ desprezdvel em comparagao com a amplitude do
seu movimento. Neste caso, o corpo ¢ entendido como um todo, ndo se
considerando qualquer rotagdo em torno do seu centro de massa. Nos casos em que
nao se pode alhear dessa rotagdo, os corpos nao podem ser considerados como
particulas e terdo de ser considerados como corpos rigidos.
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Exemplo: Os planetas do sistema solar podem ser considerados como
particulas quando se estuda o seu movimento em torno do Sol,
mas ndo podem ser assim considerados quando se estuda o seu

movimento em torno do seu eixo de rotagao.

1.2 DESCRICAO DO MOVIMENTO

O movimento da particula pode ser descrito de duas maneiras (embora
equivalentes):

— através do vector posicao, 7(2);

fi(xyz)=0
c

— através das equacgOes cartesianas obtidas da traject(')ria{
[,(xy.2)=0

da lei horaria do movimento sobre a trajectdria, s = s(f).

1.2.1 Descri¢ao do movimento através do vector posicao, r(7)

— Vector posicao, 7(¢):

E o vector que une o ponto O
(considerado fixo) com o
ponto P no instante ¢.

— Trajectoria:

E o lugar geométrico das
sucessivas posi¢cdoes do ponto
P ao descrever o seu

movimento.

, k — versores (vectores unitarios) do
referencial cartesiano Oxyz.

~.i

i,
Figura 1.1 - Defini¢do de vector posicdo, 7(¢).

O vector posi¢do, 7(¢), € escrito em funcao das trés direccoes coordenada,
respectivamente, Ox, Oy e Oz:

F)=P-0=0P=x(t)- +y(t)- ] +z(t)-k (1.1)
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Portanto, as componentes cartesianas do vector posi¢ao (ou seja, as equagoes
paramétricas da trajectdria) sdo:

x = x(t)
y=y() (1.2)
z=2z(t)

1.2.2 Descricao do movimento através da trajectoria e da lei horaria

Para se caracterizar completamente o movimento de uma particula ¢
necessario conhecer ndo s6 a sua trajectoria, mas também o modo como essa
particula se desloca ao longo da trajectoria, isto €, a lei hordria do movimento.

Sendo s a abcissa curvilinea (medida sobre a trajectéria) a posi¢ao do ponto P,
no instante t, sera dada pela:

— Equacao cartesiana da trajectoria

{fl (x3,2)=0
fr(x.z)=0

(1.3)
e pela;

— Lei horaria do movimento

(14)

Figura 1.2 - Lei horaria do movimento, s(?).

1.2.3 Equivaléncia ou dualidade das duas descricoes de movimento
1.2.3.1.1 Dado o vector posigdo, ¥(t), determinar a trajectoria e a lei hordria

Dado o vector posi¢io 7(¢)==x(t)-i + y(t)-j +z(t)- k, obtém-se as
equagdes paramétricas da trajectoria:

x=x(t)
y=y@
z=2z(t)
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Por eliminacdo do pardmetro ¢ nestas equagdes, obtém-se a equacao
cartesiana da trajectoria:

{fl (x,z)=0
f(x,2)=0

Para obter a let horaria
considere-se  dois  instantes

2
% sucessivos separados por um
As intervalo de tempo At.
W Seja As o arco entretanto
. !AZ percorrido e Ar a corda

correspondente. Entdo:
2 2 2
Ari=Ar  +Az"  (1.5a)

e Al =A’+Ay* (1.5b)

ou seja,
A’ =Ax* + Ay* + Az° (1.5¢)

Figura 1.3 - Equivaléncia entre as duas descrigdes.

Quando o intervalo de tempo infinitesimal, Az, tende para zero (At—0) a
corda tende para o arco, isto ¢:

As ds_l

i A " dr (1
Donde, no limite:
ds’ =dr’ =dx* +dy* +dz*? =
= ds=\ldx* +dy* +dz° (1.7)

Como,
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, dx
xX'(t)y=—
ﬁlﬁ dx =Xx'(t)-dt
Y= 71’ = Jdy=y(0)-di
dZ dZ:Z,(t)'dt
Z'(t)=—
dt

Entao,

ds =[x O] + [ O F[ZOF -dt

Integrando, obtém-se a lei horaria:

s=s() = [\IFOF +[yOFZOF -dt = [v@)-dr

t

Onde, como se ird ver, a expressao:

() =¥ O + [ OT 20T

¢ a velocidade escalar instantanea, e x'(¢), y'(¢), Z'(¢),

componentes do vector velocidade.
1.2.3.1.2 Dada a trajectoria e a lei horaria, determinar o vector posi¢do
Viu-se que ds’ =dr’ =dx’ +dy’ +dz*, por outro lado,
ds=s'(t)-dt = [s'(t)-dt] =dx® +dy* +dz*

ou seja,

a5 (S5
- o-(4]-(4)(%)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

sao as

(1.12)

(1.13)

Como ja se viu, a velocidade escalar instantinea é: s'(¢) = ds/dt = v(¢).

Entdo o problema consiste em resolver o seguinte sistema de trés

equacgoes:
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o-o- ST

Fap2)=0 (1.14)

[ f2(xrp.2) =0

1.3 DEFINICAO DE VELOCIDADE

1.3.1 Expressao vectorial da velocidade

Considere-se 0 movimento de uma
particula definido pelo vector de
posi¢do 7 =7(t).

Supondo que no instante ¢ a
particula estd em P e, no instante
t+At estd em Q.

O vector posigdo em @ ¢
F=r(t+Atr).

Figura 1.4 - Defini¢ao de velocidade vectorial.

Designa-se velocidade vectorial média no intervalo de tempo Af ao vector

definido pela seguinte expressao:

) B—T _F(t+AD)-F(0) _AF
gy =t = L 22T _ A (1.15)
e+ At -t At At

Designa-se por velocidade vectorial instantanea (ou vector velocidade

instantanea) no instante ¢ (ou no ponto P) ao vector definido pela seguinte
expressao:

5, =9(t) = lim &L = 7O

1.16
A0 At dt ( )
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Como no limite o arco se confunde com a corda e com a tangente, a direccao do
vector velocidade instantanea ¢ a da tangente a trajectéria no ponto considerado; o

sentido deste vector ¢ o do movimento.

As componentes cartesianas do vector velocidade instantanea sdo as seguintes:

d7 (1)
dt

3(0) =L oy ()T +v,(0)- T +v. () = d’;(tt) F490 S, dz(;) £ (1.17a)

dt

ou, escrevendo de outra forma,

v =20~ x (= i
b =20~ 0 = it (1.17b)
v =50 =20 =20

A grandeza do vector velocidade é:

50 = 2 42 +v2 =K OF + YO Z0T (1.18)

1.3.2 Expressao escalar da velocidade

Considere-se 0 movimento de

2 uma particula definido pela sua
ﬁ - trajectoria e pela sua equacao
“,’ﬂ: horéaria.
s
S Pl Sup?ndo que’ no instante ¢ a
PN particula estd em P, tendo
Q&”"@ percorrido, desde o inicio da

\1 contagem do tempo, o arco s.
2

No instante ¢+A¢ a particula
encontra-se em Q sendo s+As o
arco percorrido.

Figura 1.5 - Velocidade escalar.
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Define-se velocidade escalar média no intervalo de tempo At o seguinte

quociente:
As
V=— 1.19
~ (1.19)
e por velocidade escalar instantanea:
ds
V=— 1.20
5 (1.20)

(NOTA: Conhecida a velocidade escalar instantdnea, podera obter-se a lei horaria pelo seguinte integral:
s=s(t)=[v(t)-dt)
t

1.3.3 Relacao entre as duas expressoes

(i)

(i)

Se v= % e s= .![x'(t)]z + b/'(t)]2 + [Z'(t)]2 -dt

entdo:

v=2 BT+ OF +FOF = (1.21)

ou seja, a velocidade escalar ¢ a grandeza do vector velocidade
instantanea.

O vector posigdo, I, pode ser escrito em fun¢do da abcissa curvilinea s —
comprimento de arco — e esta, por sua vez, é fun¢do do pardmetro t.

Entdo:
F=r(s)
(1.22)
s =15(¢)
Como por defini¢do v = dr/dt , ento:
vzﬂ.ﬁzv.ﬂ (1.23)
ds dt ds
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. dar ay
Analisando —: Figura 1.6

ds

No limite, quando At tende para zero, a corda tende para o arco, donde a
grandeza de dr ¢ igual a ds, isto é:
A7 |dF|

= — = 1

lim—

lim==2="— = |df|=ds (1.24)

Entao,

d&F AP

S 1.25
s Ja " (1:23)

V=y

Sendo u = d?/ |di7| o vector unitario com a direc¢ao do vector velocidade
Instantanea.

1.4 ACELERACAO

1.4.1 Definicao de aceleracao

Z 4 )
wﬁ(\b Considere-se 0 movimento de
wy PLY) — uma particula, que no instante ¢
v{t) se encontra em P, com uma
_:\ Q(’Wbﬂ velocidade V(1) e que no
o U(fﬁct) Ulbsst) instante (+A¢ estd em O com

velocidade v(t + 4t) .

Figura 1.7 - Defini¢do de aceleragio.

Define-se aceleracdo vectorial média (ou vector aceleracdo média) no

intervalo [¢, ++Af] ao seguinte quociente:

10
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Q| - B(1+ AN =T (t) _ AV(D) (126)
"lerar] (¢ + At)-t At '

Designa-se aceleracdo vectorial instantanea (ou vector aceleracdo instantanea)

no instante ¢ (ou no ponto P) ao seguinte vector:

() = lim O _ O _ 4’7 (1)

1.27
A0 Af dt dt’ (1.27)

Entdo, a aceleracdo vectorial instantdnea ¢ a primeira derivada temporal da
velocidade vectorial instantnea e, consequentemente, a segunda derivada temporal

do vector posicao.

O sentido do vector aceleracdo instantdnea ¢ sempre para o interior de uma

trajectdria curvilinea.

As componentes cartesianas do vector aceleracao instantanea sao as seguintes:

o |av| |d*F
|a|:_: 2|~
dt dt
=a i+a,-j+a k=
b . dv . dv (1.28a)
=—>.i+ Jr—=k=
dt dt dt
_dz.x';_'_dz '—:+d2Z'I€
a T T ar
ou,
0= —dzx—x'(z‘)—)'é(t)
Yoodt dt?
dv dzy
a =—2>r= =y'(t) = y(t 1.28b
VS T y'()=y() ( )
dv  d’z
= Z — = '[ :t
a, o Z'(1)=Z(t)

A aceleracdo escalar instantanea (ou seja, a grandeza do vector aceleragdao
instantanea) ¢é:

a|=a=Ja*+a*+a> =[x’ O + " OF " 0)] (1.29)

11
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1.4.2 Componentes normal e tangencial da aceleracao: componentes
intrinsecas

A aceleracao vectorial instantinea,
dirigida para o interior da
trajectoria, pode ser decomposta
nas duas direc¢des privilegiadas,
respectivamente, na  direccao
tangencial e na direccdo normal a

trajectoria no ponto considerado.

a(t)=a (1)+a,(t)

@) = a(t) =Ja] +a

Figura 1.8 - Componentes normal e tangencial da

aceleracdo.

A determinacao analitica das componentes normal e tangencial da aceleragao
pode ser efectuada considerando que os vectores velocidade instantanea e
aceleragdo instantanea podem ser escritos, respectivamente, da seguinte forma:

V=v-ii (1.30)
dv

a=2 1.31

a=— (1.31)

sendo # o versor da direc¢do tangente a trajectoria, entao,

d(v-u):ﬂ.ﬁ*_v_du

— 1.32
dt dt dt (132)

a=
onde a primeira parcela tem a direc¢ao do versor i, ou seja, tangente a trajectoria, €

a segunda parcela tem a direc¢do do vector dii/dt, ou seja, perpendicular ao versor
i e, consequentemente, normal a trajectoria. Portanto, a componente tangencial da

aceleracdo ¢ definida por:

t

_ o dv . d’s _
a ZE'M:W'M (133)

12
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e a componente normal da aceleracdo ¢ definida por:

di __ di ds__, di

a =v - —=V:— —=V +— 1.34
! dt ds dt ds (1.34)
H_}
v
Por defini¢do, o raio de curvatura € o Q(trax
inverso da grandeza do vector dii/ds , isto &, Lltrat)
. |
1 |du
s (1.35) \ ’in’r-m’r)
N\ |
Qf{j \ !
portanto, N !
|
s \
a, :E-n (1.36) %

Figura 1.9 - Raio de curvatura.

Resumindo, a aceleracdo vectorial instantanea pode ser definida através das suas
componentes intrinsecas, tangencial e normal, da seguinte forma:

_ dv . d’s .
a,:—t u:dt2 ‘U
a=a,+ad,, com (1.37)
_ di| . V' .
a,=v-|—|-n=—-n
dt R

1.5 DIMENSOES E UNIDADES

As dimensoOes e as unidades mais utilizadas sdo:

S.I —
[s] =L—> m
C.G.S.—cm
MeLT - {SL—mm
C.G.S. —cm/s

2
[a]=L T2 S.I. —m/s
C.G.S. — cm/s’

13
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1.6 HODOGRAFO DAS VELOCIDADES

Considere-se 0 movimento de uma
particula relativamente a um
sistema se eixos Oxyz. Nos
diferentes pontos da trajectoria, a
particula tem velocidades

—

determinadas, v,,v,, ... ,v

ne

Se tirar, por um ponto M, vectores
equipolentes ao vectores
velocidade, v,v,,...,v,, pode-se
definir uma curva que passe pelas
extremidades desses vectores. A
essa curva da-se o nome de

hodografo das velocidades.

Figura 1.10 - Hodografo das velocidades.

Definicao de hodografo das velocidades:

E o lugar geométrico das extremidades dos sucessivos vectores velocidade de uma
trajectoria, tirados por um ponto comum, M, do espago.

A curva hoddgrafo estd para as velocidades assim como a trajectoria esta para
0s vectores posi¢ao.

Calculando as velocidades dos pontos da curva hodografo:

—

Vv, —V
=lim2—~="—=g 1.38
At—0 At =t tz —t dt ( ) ( )

v, () =

ou seja, as velocidades dos pontos na curva hodografo correspondem a aceleragcao
da particula na trajectéria. Portanto, o hodografo das velocidades permite conhecer
a direc¢ao da aceleracao.

14
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1.7 PLANO OSCULADOR

Z A Supondo que uma particula, que
fce) ,1’({;) descreve um movimento, se
N\ ortb) encontra _em P no instante ¢,
e (. - sendo i(t) o versor da
*
% Wpet) velocidade no instante ¢, € em Q

— .
\g no instante t+Az, sendo
* u(t + At) o versor da velocidade
nesse instante.

Figura 1.11 - Plano osculador.

Sendo u(¢+At) =u(t)+ Au(t) e tendo em conta que tanto u(¢) e u(t+ At) sao
versores (isto ¢, vectores de norma unitria), entao:

i (0)| = fii (1) + Aii(1)| = 1 (1.39)
Portanto, a diferenca entre u(¢) e u(t + At) esta na direcgao.

Por defini¢ao de derivada vectorial tem-se, quando Q tende para P (Q—P):

. Au  du
lim—=

= 1.40
A0 At dl ( )

como # ¢ um vector de grandeza constante (igual a unidade) entdo du/dt ¢
perpendicular a # , como se demonstra a seguir:

|ﬁ|:1 — |L7|2:g.g:1 (1.41a)
derivando vem:
d@-id) o, pdi, di oo oo di o i o )
dt dt  dt dt dt

Uma vez que os vectores # e dii/dt sdo ndo nulos (i #0 A dii/dt #0) entdo:

dii
— Ll 1.41c
7 (L4lc)

isto &, os vectores # e dii/dt sdo perpendiculares.

15
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O plano osculador no ponto P é o plano definido pelos vectores u e dii/dt,
sendo a sua equacao vectorial definida pela seguinte expressao:

dii(t)

T =7(t)+ A-ii(t)+ B- (1.42)

Por eliminacdo dos pardmetros 4 ¢ B obtém-se a equacdo cartesiana do plano
osculador em cada instante:

Fxy,zf) =0 (1.43)

O plano osculador ¢ o plano que melhor se ajusta a curva (trajectoria) em cada
um dos seus pontos. Nele estdo contidos os vectores velocidade e aceleragdo em
cada instante.

Se a trajectoria € plana, o plano osculador coincide com o plano que contém a
trajectoria. No entanto, em geral, o plano osculador varia com o tempo.

Exercicios de aplicacao
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1.8 REPRESENTACAO GRAFICA DE GRANDEZAS CINEMATICAS

Viu-se até aqui como definir algebricamente a cinematica da particula, através
da sua posicao, velocidade e aceleracdo em qualquer instante.

As representacOes graficas dessas grandezas cinematicas permitem obter de
forma pratica informacdes quantitativas. Nos pontos seguintes irdo ser referidas
algumas das representacoes graficas mais correntemente utilizadas, nomeadamente:

— o diagrama espago - tempo;
— o diagrama velocidade - tempo;

— o diagrama aceleragdo tangencial - tempo; e,

— o diagrama velocidade - deslocamento.
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1.8.1 Diagrama espaco-tempo

A representacdo grafica da lei horéria

S A no sistema de eixos Ost permite
determinar a velocidade em qualquer

= s(t) instante t. Como v=ds/dt, entio a
velocidade serd igual a inclinagdo da

7 .
e ' tangente a curva representativa da
i - : funcdo s =s(¢) no ponto considerado.
<} & 6 i P»  Ou seja:
4 +
v=tg (1.44)
Figura 1.12 - Diagrama espago-tempo.
1.8.2 Diagrama velocidade-tempo
A A representacdo grafica da fungao
voufE v =v(t) no sistema de eixos Ovt permite
P / =1(t) obter duas grandezas:
/
- 7 | X /: — aaceleragdo tangencial; e,
21 I 1525y
{g/ } // : — 0 arco, s,-s1, percorrido pela particula
i S I t t % entre dois instantes ¢, € .
t v G 1.82.1.1.1.1.1

Figura 1.13 - Diagrama velocidade-tempo.

Como a, =dv/dt, entdo a, é igual a tangente & curva v=v(¢), no ponto
considerado. Por sua vez,

v=% = tjvdtzifds = sz—slztjvdt (1.45)

isto €, o arco percorrido pela particula entre dois instantes quaisquer, ¢, € t,, € igual a
area do diagrama velocidade-tempo limitada por aqueles dois instantes.
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1.8.3 Diagrama acelerac¢ao tangencial-tempo

A Este diagrama permite obter a variacao de
At velocidade entre dois instantes de tempo

Q7. &) quaisquer.

[] t v
/ ! a[:ﬂ = ja,dt:_[dv =
_, dt o N
U"'UGA
e £ /J: - t
t 'L:' = v—voz_[atdt (1.46)

0

Figura 1.14 - Diagrama acelerago tangencial-tempo.

1.8.4 Diagrama velocidade-deslocamento

A aceleragdo tangencial de uma
U oA :
Vg :D’ES) cul . p
o) particula no instante ¢ (ponto P) no
e _ diagrama velocidade-deslocamento ¢

dada pelo médulo do segmento AB.

_dv_dv ds _dv

-1 m;l?\
|\

a=—=—-—=v-— (147
56 SN > Taas @ e U
A B S —
1%
Figura 1.15 - Diagrama velocidade-deslocamento.

como neste grafico,

190 =% (1.48)
ds
entao:

a, =v-tgld = ‘E‘ (1.49)
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1.9 CLASSIFICACAO DO MOVIMENTO DA PARTICULA

Ira ser feito de seguida a aplicagdo dos conceitos abordados anteriormente;

posi¢do, velocidade e aceleracdo, em qualquer instante; ao estudo de tipos de

movimentos que uma particula pode efectuar. Serdo introduzidos ainda, dado o seu

grande interesse para o estudo do movimento circular, os conceitos de velocidade e

aceleragdo angulares.

A classificagdo do movimento da particula pode ser feita quanto a trajectoria e
quanto a aceleracao.

Quadro 1.1 — Classificagdo dos tipos de movimento da particula.

Tipo de movimento Trajectoria
— movimento rectilineo —recta
. — movimento circular - circunferéncia
— Atendendo a
trajectoria
— movimento parabolico — parabola
— movimento helicoidal — hélice

— Atendendo a
aceleracdo

— movimento uniformemente variado <

(a = constante)

— movimento rectilineo e uniforme
(a=0)

— movimento uniformemente
acelerado (|d| >0)

— movimento uniformemente

(a # constante, ou seja d = d(t))

L retardado (|d| <0)

— movimento ndo uniformemente variado
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Cinematica da particula

1.10MOVIMENTO RECTILINEO E UNIFORME (a = 0 )

Considere-se 0 movimento de uma particula que, no instante inicial (=0),

possui um vector posicdo 7, € uma velocidade v, e, no instante genérico ¢, um

vector posicao 7(¢) e uma velocidade v(¢).

Se a aceleracao ¢ nula (a =0) o movimento ¢ rectilineo e uniforme, como se

demonstra a seguir:

24

1°) O movimento é uniforme: W(t) = v

=0 = ja(z)dt jdv(z) 0 =

0

o dv() - "0
t
a(t) = %

= Ft)-7=V,-(t-0) = F(t)=F +7,-t (1.50)

2°) O movimento é rectilineo (a trajectoria é uma recta)

L dF@) ‘Lo
(1) = =T = .([vodt—;[dr(t) —
= F(t)=F =v,-(t—0) 2| F(t)=F +7,-1 (1.51)

Esta ¢ a equacdo vectorial de uma recta
cujo ponto genérico Q(f) ¢ referenciado
pelo vector posi¢do instantaneo 7(f). A

direcgao desta recta ¢ a direccao do vector
v, o qual € instantaneamente escalado

(multiplicado) pelo instante considerado ¢.

‘bfa-(t YOS

Figura 1.16 — Movimento rectilineo.
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1.11 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE VARIADO (d = constante + 0)

Considere-se 0 movimento de uma particula possuindo, no instante =0, um
vector posi¢do 7, e uma velocidade v, e, no instante genérico ¢, um vector posi¢ao
7(t) e uma velocidade v(z).

Se este movimento ¢ realizado com uma aceleragdo vectorial instantinea
constante nao nula, as caracteristicas deste movimento sao:

— atrajectoria € plana;

— o movimento ¢ parabdlico (a trajectoria ¢ uma parabola).

1.11.1 Lei das velocidades e das posicdes instantaneas

) VH)=V,+t-a (1.52)
1,
ii) r(t)=r0+t-vo+§-t -a (1.53)
Demonstracdo:
~ () t
i) az% = di)=d-dt = [di(t)=[adt =
i 0

= ()P, =d-(t0) = V)=V, +t-a

ii) V(t):dz (tf) = di()=v@t)-dt = Fjpdz?(t):j'fz(t)d -

o

como V(t)=v,+t-a
= FO) -7 =[F,+t-a)dt =
0
= F(z)—?o=\70-(t—0)+%~(t2—02) =

- . o1 _
= r(z‘)=r0+t-v0+§-t2-a
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Cinematica da particula

Portanto, a equagdo vectorial das posicOes instantdneas representa uma
equacao vectorial do segundo grau em ordem a ¢, cujas equagdes cartesianas € as
equagdes paramétricas serdo determinadas de seguida.

1.11.2 A trajectodria é plana

Recorrendo ao conceito de plano osculador e a sua equagdo vectorial
Instantanea;

() =7 (t)+ A-5(t)+ B-d(t) (1.54)

Considerando as equagoes, (1.52) e (1.53), do movimento em questao, vem:

n(t)z(ﬁ) +t-\70+%-t2-aj+A-(§0+t-a)+B-a =

= n(t)=170+(A+t)-170+(B+A-t+l-tzj-a =3
\ ) - 2
kl K2

= m@)=F +k -V, +k -d (1.55)

onde k; e k; sdo multiplicadores e 7,, v, € a sdo vectores constantes no tempo.
Logo, o plano osculador serd sempre o mesmo em qualquer instante, sendo
definido, no ponto caracterizado por 7,, a partir dos dois vectores constantes v, €

—

a.

Logo, como o plano ¢ constante no tempo, a trajectoria € plana, e o plano do
movimento coincide com o plano osculador.

1.11.3 A trajectoria plana é parabdlica

Como a trajectéria ¢ plana, para facilidade de deducgdo considera-se que o
sistema de eixos de referéncia ¢ escolhido de forma que o plano osculador (ou o
plano da trajectéria) coincide com o plano Oxy. Deste modo, as componentes
segundo o eixo Ox sdo nulas. Considera-se ainda que o eixo Oy ¢ paralelo ao vector

—

a.
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Figura 1.17 — Movimento uniformemente variado.

Capitulo 1

"1, rn

Na figura ao lado, O"x"y"z" é o
referencial global, Ox’y'’z’ ¢ um
referencial paralelo ao geral e cuja
origem coincide com o ponto
representativo da posi¢do inicial.
O referencial Oxyz ¢ o referencial
referido no pardgrafo anterior,
onde o plano Oxy coincide com o
plano da trajectéria e o eixo Oy €
paralelo ao vector aceleragdo a.
1.11.3.1.1.1.1.1

Escrevendo os vectores constantes 7,, v, € d, em relacdo ao referencial Oxyz,

fica:

7=0=(0, 0, 0)

—

(0, —a 0)

a

ou seja, como F(¢) =7, +t-v, +1/2-* -d entdo:

—

v, =v,-(cosa, sena, 0) (1.56)

(x,,2z)=0+v,-(cosa, sei10c,0)-t+%-t2 -(0,-a,0) (1.57)

As equacoOes parameétricas da trajectéria sdo entdo:

X(t)=v,-coso-t

y(t)zvo-sena-t—%-tz-a (1.58)

z(1)=0

As equacdes cartesianas obtém-se eliminando o parametro ¢, vindo:

v,-cosa 2

) (1.59a)
X
a- S —
(vo -cosaj
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Cinematica da particula

A equacao cartesiana, no plano Oxy, ¢

1 a
y(x):x-tgoz—a-m-xz=A-x+B-x2 (1.59b)
= ~ -
A B

Ou seja, a equagdo cartesiana da trajectoria € um polinomio de segundo grau, isto &,
uma parabola. Logo, a trajectoria de um movimento uniformemente variado de
aceleragdo constante ndo nula ¢ parabolica.

Este ¢ o tipo de movimento de qualquer projéctil lancado no espago num

campo gravitico em que se despreza qualquer tipo de resisténcia aerodinamica e
atrito.

Exercicios de aplicacao
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1.12VELOCIDADE E ACELERACAO ANGULARES

1.12.1 Defini¢coes

=4

P(E)

Figura 1.18 — Variagdo angular do movimento.

No intervalo de tempo [¢, t+Af] ha
uma variagdo angular espacial Ad

entre os vectores posicao referidos

aos limites dos intervalos.

Designa-se velocidade angular mé-

dia no intervalo de tempo [z, t+Af]

ao escalar:

Y
@,, [ne+ar] — At

(1.60)

Designa-se velocidade angular instantdnea no instante ¢, ao limite da

velocidade angular média quando Af tende para zero (At—0), isto é:

AO  do

w(t) = lim =~

At—0 A

¢

=0
dt

(t) = 0()

(1.61)

De forma idéntica se define aceleracdo angular média como sendo o escalar,

no intervalo de tempo [¢, t+Af], dado por:

e, aceleracdo angular instantanea no instante t como sendo o escalar dado por:

m

[1+41]

Ao

At

Aw dw

o) = lim ==

—=w'(t)=w(t)

dt

(1.62)

(1.63)

Considerando ainda a expressdo (1.61), de definicado de velocidade angular

instantanea, a aceleragdo angular instantanea pode também ser expressa por:

dw
f)=—
a(t) 7

_i(
dr

do
dt

)

_d0
dt’?

=0"()=0(1)
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1.12.2 Dimensoes e unidades

Capitulo 1

As dimensdes e as unidades mais usuais destas duas grandezas cinematicas

[0]=T" — outros

[a]=T" —

outros

S.I. e C.G.S.-rad/s

-nO revolugdes/s

- nO revolugoes/min (r.p.m.)

S.I. e C.G.S.-rad/s?

- n° revolucbes/s?

1.12.3 Componente radial e transversal da velocidade: componentes intrinsecas

ou polares

Figura 1.19 — Componente radial e transversal

da velocidade.

A velocidade e a aceleracdo angulares
sdo conceitos bastante Uteis para definir
movimentos gerais curvilineos, atraveés
de coordenadas nao (necessariamente)
cartesianas.

Considerando a figura 1.19,
representando uma particula a descrever
um movimento qualquer, o vector
velocidade instantanea, v(t), pode ser
decomposto em duas componentes:

— velocidade radial, v (¢), na direc¢do do vector posi¢ao 7(¢);

— velocidade transversal, v,, na direccdo normal ao vector posi¢do e

pertencente ao plano definido pelos vectores posi¢do, 7(¢), e velocidade,

v(t).

Entao,
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F(O)=V.()+7,(t) e v=y:+v] (1.64)
como
dF
=2 ¢ F=r.¢ 1.65
V= (1.65)

sendo € o versor da direc¢ao do vector posi¢do, logo:

v:ﬂzi(r.é)zﬂéw-@ (1.66)
dt dt dt dt

Ora, dr/dt-é tem a direc¢do do vector posi¢do porque € ¢ o versor dessa direccdo,
e, r-de/dt tem a direcgdo normal porque o vector dé/dt é perpendicular ao versor

e (de facto, se e ¢ versor entao:

4 (5.5)=2 (1)
E(e'e)—dt(l)—o (1.67a)

aplicando a propriedade da derivada do produto de duas varidveis, vem:

d de
L(-e)=2"26 1.67b
dt(e e) dt ¢ ( )

tendo em conta a equagdo (1.67a), a derivada deste produto € igual a zero, entdo,

@0 = s (1.67¢)
dt dt

como se pretendia mostrar).

—

Calcule-se

Os versores dos sucessivos vectores posicao
em diferentes instantes sdo unitarios, por isso,
a linha que une os extremos desses vectores ¢
uma circunferéncia de raio unitario. De acordo
com a figura 1.20,

As'=le|-AO=1-A0=A0  (1.68)

Figura 1.20 — Versores em diferentes instantes.
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Quando Ar—0:

ds'=1imé|- A@ =1lim A = d 0 =|de|

At—0 At—0

ou seja, quando Ar—0 a corda tende para o arco, donde:

de
dt

_|ae| de
Codr di

=

como

dé
dt

de _
dt

‘N

e

entao:

e ainda como,

~ o dr .
v=—:=¢€
dt
V,=r--n,

Capitulo 1

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

De igual forma, pode-se obter as componentes intrinsecas da aceleragdo (isto

¢, a aceleracdo radial e a aceleragdo transversal):
a=a,+a,

em que,

(1.75)
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Eit :Z[i
(1.76)
I
a, =—-n
R
Sendo,
dv
a=— 1.77
” (1.77)
e
. dr . de
V=—-—-e+r-—
dt L18)
~Y ir-w n,
iy dt
Figura 1.21 — Componentes intrinsecas da aceleracao.
Entao,
5=i(ﬂ-é+r-a)-ﬁej (1.79a)
dt\ dt
2 — —
G=9T e IR P i T (1.79b)
dt dt dt dt d
como,
de
—=w-n 1.80
" e (1.80)
€ como,
do=|gc| e Y|
dt
a0 _ s (1.81)
dt dt
a tem sentido contrarioa 7
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ento,
2
a:(dzf- zjé+(2fﬁ- +r-%2)ﬁe (1.82)
dt t t
como
do
—=a 1.83
7 (1.83)
(§
i=a +ad, (1.84)

entdo as componentes de aceleragdo radial, a, , e transversal, g, , definem-se como:

(1.85)

Note-se que:

1) No caso do movimento rectilineo, se for considerado o centro do

referencial sobre o eixo do movimento, ndo havera variagdo angular
(0=0) e, entdo:

V= (1.86)

I

ou seja, a velocidade tem a direc¢ao do eixo do movimento e,

_dr _ds

_dr _ds 1.87
VST a (1.87)

2) No caso do movimento circular, se for considerado o centro do

referencial no centro do circulo, a grandeza de 7 ¢ constante e
dr/dt =0 e, entdo,

!

(1.88)

<!
Il
Sy
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ou seja, a velocidade ¢ sempre perpendicular ao raio definido pelo

vector posi¢do e tem a grandeza v=w-r.

1.13MOVIMENTO CIRCULAR

Viu-se anteriormente que o movimento de uma particula pode ser descrito a

partir da lei horaria e da equacdo cartesiana da trajectoria ou a partir do vector

posi¢ao da particula em qualquer instante.

Partindo das duas abordagens anteriores, ird ser definida uma terceira forma de

definir cinematicamente o movimento circular de uma particula em qualquer

instante através do conceito de vector velocidade angular.

1.13.1 Descricao através da trajectoria e da lei horaria

36

— Posicao:

— Vector velocidade:

Uma vez que o movimento € circular, estd implicito o
conhecimento da trajectoria. A posi¢do em qualquer
instante € conhecida porque também ¢ conhecida a lei
horaria, s = s(¢).

- sentido: ¢ o da progressao do movimento associado a
evolucao crescente dos arcos;

- direcgdo: tangente a  trajectéria  (portanto, a
circunferéncia) no ponto considerado;

- grandeza: o valor da velocidade escalar instantanea é:

v =20 -2 [r-00)-
A Ry (1.89)

sendo R o raio da trajectoria que, neste caso,
¢ constante dado que o movimento ¢é
circular.
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Vector aceleracao: Na definicdo do vector aceleragao, ha dois casos a
considerar:

1°) O movimento € circular uniforme: ® = constante

dw at:d——R d—a):O
=0 = ‘vfi dt (1.90)
a,=—=R-0’
R

ou seja, a aceleracdo ¢ puramente radial (ou
normal) com:

- sentido: para o interior da trajectoria;

- direccao: do vector posi¢ao (que € o raio do
circulo formado pela trajectoria), isto

¢, perpendicular ao vector velocida-
de;

-grandeza: a=a,=w’ - R.

2°) O movimento € circular variado: ® # constante

at:@:i[R o(t)]=R RYP _p.y

dt dt dt

2
a, = =Y =R

R
a=R-a-u

(1.91)

a,=R-@-n

- sentido: para o interior da trajectoria;

- direccao: € a que resulta da soma dos vectores
a, (com direc¢do do vector posi¢ao)
e da, (com direc¢do transversal ou
normal a anterior);

-grandeza: a =+ja’ +a. =R-Va’ +w".
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1.13.2 Descricao através do vector posicao

Considerando uma particula que descreve um
movimento circular no plano Oxy e supondo que essa
particula inicia o0 movimento no ponto (R, 0), o que
ndo constitui perda de generalidade uma vez que o
sistema de eixos pode ser escolhido de forma a que

1SS0 aconteca.

Nestas condi¢des, o vector posi¢dao pode ser definido
por:
Figura 1.22 — Movimento circular

de uma particula.

Nestas condig¢des, o vector posi¢cdo pode ser definido por:

x(t)=R-cosO(t)
F(t)=x(t)-i + y(t)- ] ; com (1.92)
y(t)=R-sendb(t)

portanto,
F(t)=R-cosO(t)-i + R -sen0(t)- j (1.93)
com |F | = R =raio da circunferéncia .

Considere-se agora os dois casos ja referidos anteriormente, conforme a
velocidade angular € constante ou variada:

1°) O movimento € circular uniforme: @ = constante

Dado que:
a)=d—6’ = dl=w-dt =
dt
0 t
= [do=|wd = 0=0-(t-0) = O=0-t (1.94)
0 0

— posi¢do: a posicao da particula fica definida em cada instante por:
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F(t)=R-cos(w-t)-i +R-sen(w-1)-j (1.95)
— vector velocidade:
e

\7(t):j;:—R~a)-sen(a)-t)-f+R-w-cos(w-t)-] (1.96)

a grandeza do vector velocidade é¢:

[5(1)| = [R? - @*[sen*(@-1) + cos* (@ - 1)| = R- (1.97)

como ja se tinha constatado; e,

\7-;7=[—R-a)-sen(a)-t),R-a)-cos(a)-t)]-[R-cos(a)~t),R-sen(a)-t)]
=—R*-w-sen(w-t)-cos(w-t)+R*-w-sen(w-t)-cos(w-t)
=0 = VLlF (1.98)
— vector aceleragdo:
o dv d . .
a(t):Ezz[—R-a)-sen(a)-t)-z+R-a)'cos(a)-t)-]]:
=—R-w-cos(w-1)-i —R-o" -sen(w-1)-j =
=—a)z[R-cos(a)-t)-f+R-sen(a)-t)-]]:

— 70 (1.99)

donde se conclui que o vector aceleracdo tem a direccao do vector
posi¢do e sentido contrario desse vector, isto €, a aceleragdo coincide
com a aceleracao normal:

a=a,, comgrandeza |d=a=a,=0’-R (1.100)

n 2

Conclusdo: Quando o movimento ¢ circular e uniforme, a aceleracdo total
coincide com a aceleracdo normal, que também se chama aceleracio

centripeta.
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Note-se que a designagdo movimento circular uniforme ¢ impropria ja que
existe aceleragdo. A designagdo refere-se ao facto da grandeza da velocidade ser
constante, v=®- R =constante, donde resulta que a particula percorre espagos
iguais em tempos iguais.

2°) O movimento € circular variado: @ # constante

Como ® ndo ¢ constante, ndo ¢ possivel explicitar € como funcao de ¢
sem conhecer a fun¢cdo @ = a(f). Assim:

— posicio: F(t)=R-cosO(t)-i + R-senb(t)- | (1.101)
— vector velocidade:

di(t) __ do)

= senH(t)-f+R-%-cos9(l)j (1.102a)

V(1) =

como w =d0@/dt, entdo:
V(t)=—R-o(t)-senb(t)-i + R-w(t)-cosO(t)- j (1.102b)

A grandeza deste vector é:

v:|\7|:\/R2-a)zlsen20+coszt9J:R'a) (1.103)
como j& se tinha visto anteriormente. Este vector tem a direc¢do
perpendicular ao vector posi¢ao (como também ja se viu):

V.F=[-R-w-senO,R-w-cos@)]-[R-cosd,R-send]
=—R’>-w-senf-cos@+ R’ -w-senf-cosb

=0 = VL7 (1.104)

— vector aceleragao:

d(t) _d

=7 dt[—R-a)(z)-sene(t)-f+R-a)(z)-cose(t)-]‘]:

a(t) =
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=[—R~a)2(t)-cos0(t)—R-%-sen@(t)]f+
+[—R-a)z(t)-sené’(t)+R-%-cos@(t)]j =

=—w’(t) [R -cos@(t)-i +R-senf(t)- fJ+

. R 1.105
+da;§t)-[—R-sent9(t)-i +R-c0s6’(t)-j] ( )

CcOmao:
F(t)=R-cosO(t)-i + R-senf(t)- j (1.106a)
YO - _R.senf(1) T + R -cosO(t)- 7 (1.106b)

w
dw

_ 49 1.106¢
» ( )

entao,
it)=—a* -7+ (1.107)

w

1.14VECTOR ROTACAO OU VECTOR VELOCIDADE ANGULAR, @

1.14.1 Definicao

O vector rotacao, ou vector velocidade angular @, ¢ um vector sem existéncia
fisico-matematica, sendo um operador matematico que foi definido com o objectivo
de permitir uma descricdo geral, e simultaneamente pratica, dos movimentos
circulares. -
W
O vector rotagdo ¢ definido por:

1 =3

— direc¢ao: normal ao plano da trajectoria;

Figura 1.23 — Sentido do vector rotagao
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— sentido: o da progressio de um saca-rolhas que gire no sentido do
movimento;

— grandeza: igual a velocidade angular, aXt).

De igual modo, podera ser definido o vector ficticio de aceleracao angular
como sendo:

da(r) d
dt  dt

o) #]=22D k) (1.118)

at) = ”

1.14.2 Descricao do movimento circular através do vector rotacao

z4 Considere-se  uma  particula em
l movimento circular, sendo P o ponto
em que a particula se encontra no
instante £ € 7 0 vector posicdo em
relacdo a um referencial com origem no

)i

centro da circunferéncia.

Figura 1.24 — Vector rotacdo, @ .

— posi¢do: uma vez que ¢ conhecida a trajectéria (circular) e a velocidade
angular, @, a posicdo pode ser definida obtendo primeiro o
angulo de rotacao 0:

_do

=
dt

t o
= [wdi=[d0 = 6=0-1 (1.119)
0 0

uma vez conhecido o angulo de rotagdo, € possivel definir a lei
horaria:
s=s()=R-0(1) (1.120)
— vector velocidade: o vector velocidade ¢ dado por:
V=@XxT7 (1.121)

Veja-se que assim é:
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e adireccao do vector wx7 ¢ perpendicular ao plano definido
pelos vectores @ e 7 e, portanto, com direc¢ao perpendicular
a trajectoria.

e o sentido ¢ dado pela progressdo de um saca-rolhas quando
ele roda (de acordo com a defini¢do de produto vectorial) do
primeiro vector, @ , para o segundo vector, 7.

o agrandeza do vector @x7 &
@ x 7| = |@|-|F|- senp (1.122)

como & L7 = A=90° = senf =1, portanto:
@ x 7| =|a]-|F|=w-r (1.123)

ou seja, tem a mesma grandeza que a da velocidade escalar
instantanea de uma particula em movimento circular.

— vector aceleragao:

. dv d,. .\ do _. _ dr
a:—=—(a)><r):—><r+a)><—=
dt dt dt dt
. - do . . . . _
=a)xv+7xr=a)xv+axr (1.124)
t

Ora, como a = a, +a,, entdo fica provado que:

n

=@xXV

(1.125)

Vai-se ver agora como se pode redefinir a componente
normal, a,, e a componente transversal, a, , da aceleragao:

- = = = 2 =

OxV=ax(@OxXF)=(dF)- d—(@&-@)-F=-w"-F (1.126)

J4 atras se tinha visto que d = -’ -7 .
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. do_ .
at:—XI"
dt
46 _d(4.5)=92 f 4 0. % (1.127a)
dt dt dt dt
como dlg/dt =0, vem:
do _do ¢ (1.127b)
dt dt

ou seja, os vectores d@/dt e @ sdo paralelos. Viu-se ainda
que @ xV =-’ -7, donde:

DX (1.128)

entao:

S (1.129)

tal como se tinha visto anteriormente,
tangencial da aceleragdo ¢ dada por:

a componente

(1.130)
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Exercicios de aplicacao
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