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Resumen

Se expone brevemente la teoria BCS sobre la superconductividad y se presenta
de forma general la teoria de sistemas cudnticos abiertos con el fin de anali-
zar bajo la técnica time convolutionless, TCL, la dinamica No-Markoviana para
junturas Josephson en dos situaciones particulares. En la primera, la juntura
Josephson se modela como un oscilador anarménico (modelo de SQUID) y en la
segunda se modela como un sistema de dos niveles (qubit). Se muestra en una va-
riedad de situaciones la discrepancia para tiempos “cortos” entre los resultados
obtenidos usando la aproximacion estandard de Born-Markov y los resultados
obtenidos usando la técnica TCL que incluye efectos de memoria. Se encuentra
como comun denominador de todas las simulaciones que la aproximacién Mar-
koviana no reproduce correctamente la derivada temporal de cantidades fisicas
interesantes como la energia de la juntura o la poblacion de sus estados a tiem-
pos cortos. Se analiza la decoherencia de los qubits con ayuda de una norma
para operadores que mide la desviacién entre el estado del qubit con disipacién
y el estado “ideal” del qubit en ausencia de disipacién.
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Capitulo 1

Introduccion

La forma en que describimos el mundo depende de la escala en la que estemos
interesados. Es asi que al describir atomos, nicleos o particulas subatémicas,
usamos la mecanica cuantica mientras que para describir células, granos de
polvo u objetos mayores, usamos con tranquilidad la mecénica clasica. Esto
nos hace preguntar por qué al ir uniendo un dtomo tras otro hasta formar
un grano de polvo debemos cambiar de teoria, y adicionalmente nos gustaria
encontrar la forma de ir suavemente de la mecdnica cudntica a la cldsica. Sin
embargo son en su esencia tan diferentes los comportamientos de la materia en
uno y otro caso que parece imposible hallar un camino suave que conduzca de
la incertidumbre cudntica a la certidumbre clasica. El salto abrupto entre éstas
dos teorias lo concretamos de la siguiente forma: cudnticamente es posible tener
un sistema en una superposicion de dos estados, por ejemplo, |a) y |b), en tal
caso decimos que no sabemos en que estado esta el sistema, aun mas, sabemos
que no estd en ninguno de los dos estados. Clasicamente se puede, claro esta,
tener desconocimiento del estado en el que se encuentra el sistema, pero sin
embargo sabemos que debe estar en alguno de los dos estados. Estas dos clases
de ignorancia son diametralmente diferentes.

Por qué los fenémenos cudnticos son tan esquivos en el mundo macroscopi-
co? Si tenemos un dtomo solo, aislado del resto del mundo, se comporta cudnti-
camente, pero si tenemos a temperatura ambiente una gran cantidad de atomos,
digamos una mol de dtomos, se comportan de forma muy diferente. En éste cam-
bio de comportamiento hay algo que algunos no entendemos [1] y pensamos que
es uno de los enigmas fundamentales de la fisica actual. El como un sistema
que se encuentra en un estado coherente, i.e. en una superposicién cudntica
de estados, evoluciona a un estado incoherente, es decir a un desconocimiento
clésico del estado del sistema, es un apasionante problema que se ha abordado
activamente desde la perspectiva de los sistemas cudnticos abiertos, teoria que
va acompanada de experimentos, de recientes avances en nanotecnologia y de
posibles aplicaciones.

No solo por las aplicaciones sino también por la luz que dara al entendimiento
de las inquietudes planteadas en los parrafos anteriores, se dedican actualmente



grandes esfuerzos al desarrollo de la computacion cudntica. Lo que caracteriza
a la computacion cudntica es la unidad de informacion usada, el bit cudntico o
qubit, una “entidad” que puede encontrarse en una superposicién cuantica de
dos estados, simbdlicamente «|a) + 5|b). Es ésta posibilidad de superposicién
la diferencia entre un qubit y lo que entendemos comunmente por bit, es decir
una “entidad” que puede encontrarse en uno de dos casos posibles, por ejemplo
corriente o no corriente. En principio cualquier sistema cuyo espacio de Hilbert
se expanda con solo dos estados puede ser un qubit.

La carrera hacia el primer computador cuantico se desarrolla desde dos flan-
cos, el del “software cuantico” y el del “hardware cuantico” . El software cuantico
ha avanzado rapidamente y se ha mostrado que la velocidad de los algoritmos
cuanticos es asombrosamente mayor que la velocidad de los algoritmos que se
usan en los computadores actuales. La esencia de los algoritmos cudnticos esta en
el uso sistematico de las coherencias cuanticas. Supongamos que hemos plantea-
do cierto problema que deseamos lo resuelva un computador cuantico, es decir,
hemos preparado a un nimero N de qubits en cierto estado inicial. Entonces la
solucion del problema se llevard a cabo por medio de operaciones unitarias que
actuaran en paralelo sobres todos los qubits. Es este paralelismo natural de los
procesos cuanticos el que le da la gran velocidad al algoritmo.

Para hacer aplicaciones précticas es necesario usar coherentemente una gran
cantidad de qubits, lo que implica que la accién del medio ambiente no va a ser
despreciable y consecuentemente la decoherencia acabaria por convertir al com-
putador cudntico en una coleccion de qubits termalizados. Los dos principales
problemas tecnoldgicos son, primero lograr que el acople de los qubits con el
medio sea lo més pequeno posible y segundo poder ensamblar la cantidad nece-
saria de qubits con los debidos acoples entre ellos. Los qubits candidatos para
crear computadores cuanticos son varios: spins nucleares, trampas de iones, es-
tados foténicos, puntos cudnticos semiconductores, sistemas superconductores,
etc. El ensamblar una gran cantidad de estos dispositivos no parece factible a
corto plazo a pesar de los continuos progresos en la manipulacién controlada
de la materia a escala nanoscépica, mas sin embargo, tltimamente ha crecido
el interés por los circuitos superconductores a escalas nandémétricas, en especial
por las junturas Josephson, ya que estas junturas ademads de tener la propiedad
de comportarse como sistemas de dos niveles para cierto rango de pardmetros,
presentan varias ventajas frente a los otros qubits candidatos: primero se pue-
den fabricar con técnicas litograficas actualmente bien establecidas, segundo,
se pueden controlar con voltajes y campos magnéticos aplicados a voluntad y
tercero, se pueden acoplar a la técnologia de los computadores actuales [2].

El interés por analizar la manera en que el medio ambiente, inevitablemente
presente, afecta a estos circuitos superconductores ha ido en aumento debido en
gran medida a que el amplio desarrollo experimental obliga a tener predicciones
tedricas cada vez mas precisas. La forma estdndar de afrontar estos problemas
es bajo la aproximacién Markoviana, en la que principalmente se supone que la
evolucién de un sistema no depende de su historia pasada sino tinicamente del
estado presente, aproximaciéon que se sabe no es fiel ni a tiempos “cortos” ni
cuando el acople con el medio es “grande”. Los avances experimentales y el deseo



de tener una mejor comprension tedrica de la dindmica para tiempos cortos (no
solo para los qubits) han hecho que se utilicen métodos para ir mas all§ de
Markov. Por ejemplo en computaciéon cuantica es imperativo, para evitar la
decoherencia, minimizar la interaccién entre los qubits y el medio, en particular
es deseable disminuir en lo posible el tiempo de cada operacién o medicién. Es
claro que para analizar este tltimo caso la aproximacién Markoviana no seria
suficiente.

En los primeros cuatro capitulos de este trabajo presentamos las bases tedri-
cas necesarias para analizar No-Markovianamente un oscilador anarménico (mo-
delo de SQUID) y dos clases de qubits superconductores. En el capitulo 5 lleva-
mos a cabo dichos anélisis novedosos, mostrando en variedad de situaciones las
diferencias entre los resultados obtenidos aplicando la aproximacién de Born-
Markov y los resultados que hemos obtenido usando la técnica TCL a segundo
y cuarto orden.

El documento se organiza como sigue. En el capitulo 2 se presenta una intro-
duccion a la teoria de la superconductividad, BCS, y también se describe una
juntura Josephson que se analiza con un modelo sencillo que muestra varios de
los fenémenos interesantes en esta clase de sistemas. En el capitulo 3 se presentan
dos clases de qubits superconductores, el qubit de carga y el qubit de flujo, los
cuales se analizaran posteriormente desde una perspectiva No-Markoviana. En
el capitulo 4 se muestran las técnicas TCL y Nakajima-Zwanzig, que permiten
rescribir la ecuacién de Liouville-von Neumann en forma perturvativa, obtenien-
dose asi, un método sistematico para ir mas alld de Markov. En el capitulo 5 se
usa la técnica TCL para hacer dos andlisis No-Markovianos, (1) el de un osci-
lador anarménico (modelo de SQUID) y (2) el de los qubits superconductores
que se introducen en el capitulo 3. Terminamos con un capitulo que reine las
principales conclusiones de este trabajo de grado.



Capitulo 2

Superconductividad

En 1911 mientras Heike Kamerlingh Onnes estudiaba el comportamiento de
la materia a bajas temperaturas, descubrié que el mercurio perdia su resistencia
eléctrica por debajo de 4K [3]; dos afios después recibia el premio Nobel por el
descubrimiento de la superconductividad. Durante mas de 20 anos se creyé que
los superconductores no eran mas que metales que simplemente perdian su resis-
tencia eléctrica, no fue sino hasta 1933 que Meissner y Ochsenfeld encontraron
que el estado superconductor es altamente diamagnético [4], i.e. al colocar un
trozo de metal en presencia de un campo magnético y bajar la temperatura hasta
que este llegue a la fase superconductora, se encuentra que el campo magnético
es “expulsado”del interior del material (efecto Meissner). Hacia 1950 se habia
reunido suficiente evidencia experimental (efecto isotépico [5]) que revelaba la
influencia de las vibraciones de la red cristalina en la formacion del estado su-
perconductor; bajo esta linea de pensamiento se publicaron varias teorfas [6] [7]
[8] [9] pero no fueron satisfactorias. En 1953 ya se habfan realizado andlisis de
conductividad térmica a los superconductores, en los que se mostré la existencia
de una brecha en las energias permitidas a los electrones “libres”en el estado
superconductor. En este punto las teorias hechas eran fenomenolégicas y expli-
caban parcialmente las propiedades de los superconductores. Pasaron casi 50
anos desde el descubrimiento de la superconductividad para que se desarrollara
una teoria completa sobre este fenémeno; fue en 1957 cuando Bardeen, Cooper y
Schrieffer publicaron su teoria sobre la superconductividad, conocida hoy como
teoria BCS [10].

2.1. Teoria BCS

Reconocida como uno de los grandes logros de la fisica tedrica, la teoria BCS
explica con gran presicién el comportamiento de los superconductores (de baja
temperatura). Traduzco el primer pérrafo del articulo publicado por Bardeen et
al. [10]:

Los principales aspectos que una teoria sobre la superconductividad



debe explicar son (1) Una transicién de fase de segundo orden a una
temperatura critica, T, (2) la dependencia de la capacidad calorifica
especifica electrénica de la forma e(=70/T) para temperaturas cerca-
nas a 0K y otras evidencias de la existencia de la brecha de energias
para exitaciones de particulas individuales (3) el efecto Meissner-
Ochsenfeld (B = 0), (4) efectos asociados con conductividad infinita
(E = 0), y (5) la relacién de la masa isotépica y la temperatura
critica T.v/M = const. Nosotros presentamos aqui una teorfa que
explica todo esto y ...

Bardeen, Cooper y Schrieffer muestran que la superconductividad aparece
principalmente debido a que la interaccién de los electrones libres en un metal
con la red cristalina da lugar a intercambios virtuales' de fonones entre los elec-
trones, lo que produce una interaccién atractiva cuando la diferencia de energia
de los estados electrénicos es menor a la energia del fonén intercambiado. Cuan-
do la interacciéon mencionada “sobrepasa” la repulsion de Coulomb apantallada
por el medio, se espera que el metal se encuentre en la fase superconductora.

Se analizard brevemente la existencia de un estado superconductor a tempe-
ratura 0K asumiendo que el metal es un sistema denso de fermiones (electrones),
que interactian por Coulomb e intercambios virtuales de fonones, descritos por
el siguiente Hamiltoniano,

H= Y enpe+ > lel(1— ko) + Hoou+

k>kp k<kp
+1 2hwk|MN|QC;L,K’U’Ck/,a/cli+n,ack:ff (2 1)
2 (€h = ertn)? = (hoy)? '

’ ’
k,k" 0,0k

donde ¢ son las energias de los estados de Bloch medidas con respecto al
nivel de Fermi, Heoy es la energia debido al potencial de Coulomb, |M,| es la
matriz de interaccién fondén-electron, C’,I » ¥ Ck,o son los operadores creacién y

aniquilacién de electrones y ny , = C}; +Chr,o es el operador nimero de electro-
nes. El dltimo término del Hamiltoniano da cuenta del intercambio de un fonén
de frecuencia wy, entre dos electrones. Dado que |ex —€x1x| ~ KT es de esperar
que a bajas temperaturas el denominador sea negativo, lo que puede conllevar
a una atraccién neta entre los electrones.

Como los electrones obedecen la estadistica de Fermi-Dirac, los elementos
matriciales M, alternan de signo al hacerse la suma en la ecuacion 2.1, es asi que
al calcular la energia de un estado arbitrario |¢), es decir calcular (¢|H|p) la
contribucion neta de este término serd pequena. Sin embargo, dado que la inte-
raccién fonon-electrén contiene el término

C;;,020k2,020;1701Ckho’l? (2'2)

! Virtuales en cuanto a que la interaccién es mediada por la red cristalina



si se escogen adecuadamente los estados ocupados es posible obtener una
configuracion que dé una contribucién, apreciable, negativa a la energia. Una
forma de escoger los estados es ocuparlos por pares, y ya que estamos buscando
la mas baja energia posible es adecuado aparear estados de momenta antipa-
ralelos y spins opuestos. Para llevar a cabo lo anterior definimos operadores de
aniquilacién y creaciéon de pares:

b = Cr1Ci,y (2.3)
b;rc = C/Z,TCLW (2.4)
los que cumplen las relaciones de conmutacion:
(b, b1 = (1= 1 = i)y (2.5)
by ] =0 (2.6)
(b, by ] = 2b1byr (1 — by) (2.7)

La suma de la energia cinética de los electrones y de la parte de interaccién
del Hamiltoniano que conecta pares con momentum cero, se puede expresar de
la siguiente forma en términos de los operadores b’s :

Hrea =2 ) exblbe+2 Y lexlbrbl — > Vi bl by (2.8)
k>kp k<kp kk'

con

Vi = (k" LK T|Hf —k Lk + (K 1,k ||HkT,~k1) (2.9

donde H7 es la parte de interaccién en el Hamiltoniano que relaciona a pares
con momentum cero. En otros palabras, el Hamiltoniano de la ecuacién 2.8 re-
presenta la energia total menos la energia debido a coulomb, menos la energia
debido a interacciones entre electrones cuyo momentum total no es cero y menos
la energia cinetica de los electrones que no se encuentren apareados. Para un
metal en estado normal este término serd (muy cercano a) cero, no es asi pa-
ra el estado supercondutor, como se verd en un momento. Asumiendo que la
probabilidad de ocupacién de una configuracién especifica de pares es igual a la
multiplicacién de las probabilidades de los estados individuales se puede propo-
ner la siguiente funcién de onda:

U= [0 = k)2 + 1y 20f @0 (2.10)
k

donde @ es el estado de vacio y hy es la probabilidad de que el estado de
Bloch k esté ocupado. La funcién de onda anterior no especifica el numero de



pares en el conductor, sin embargo es deseable utilizar un estado base en el que
el nimero de pares esté bien definido, llamémolo V¥ . Es decir, la proyeccion de
U en el espacio donde hay exactamente N pares es U .

Si hay una probabilidad Wy de que halla N pares, la probabilidad de que el
estado de Bloch k esté ocupado es hi Wy, asi se puede escribir ¥ de la forma

Uy = (1= h)YPno + by > (2.11)

en donde ¥ ¢ v ¥ 1 son funciones normalizadas, y se establece explicitamen-
te que el estado k estd ocupado con probabilidad hj. Similarmente, si se quiere
expresar que el estado k estd ocupado con probabilidad hy y el estado k' con
probabilidad h,s dado que hay N pares, la funcién de onda se escribird entonces

Uy = (hehy )Y * N1 + (he(1 = By )Y 2P n10+
+(hy (1= hi))*enon + (1= he) (1= By ) ¥n00. (2.12)

Usando las ecuaciones 2.11y 2.12 podemos calcular la diferencia de energia
entre el estado ¥ y un estado normal, esto es

Wo = (Un|Hpea| P N), (2.13)

resulta entonces,

Wo =2 Z exhy + 2 Z |6k|(1—hk)—

k>kp k<kp
> Vi (1 = Bl (1= g ]2, (2.14)
Kk’

Si existen hi que hagan Wy < 0 se tendra entonces un estado con menor
energia que el estado “normal” del metal a temperatura cero, es decir en el que
todos los niveles por debajo de la energia de fermi estdn ocupados. Minimizando
Wy con respecto a hy se obtiene

[hk(l - hk)]1/2 _ Zk’ ka’ [hk/ (1 B hk’)]1/2
1—2hy 2€p ’

Para simplificar el problema se supondrd V,,» =V = (V,,+) para pares que
hagan transiciones dentro de la regién —hw < € < fw y cero fuera de ésta,
siendo w la frecuencia promedio de los fonones intercambiados. Despejando hy
tenemos?

(2.15)

hy, = [1 - 67’“} (2.16)

NCET

2 Al solucionar la ecuacién 2.15 se obtienen dos soluciones, se escoge la solucién tal que hy,
sea una funcién decreciente con respecto a €. Hay que notar que la otra solucién también es
fisicamente posible, pero la energia cinética obtenida con esa otra solucién es mayor.

N | =




0=V [hy (1= hy)]"/? (2.17)

1/2 €0
[ (1 = Ry )]M? = e (2.18)

entonces €y debe cumplir:

1 1
— = _— (2.19)
1% zk: 2(e2 + e3)1/?

Al pasar al limite continuo reemplazamos la sumatoria por una integral y
siendo N(0) la densidad de estados para un electrén en la superficie de Fermi,
se obtiene

1 hw de
= —_— 2.20
sov =), @ (220
asi que
hw
€= o (2.21)
sinh [7]\,(0)‘/]

Finalmente, pasando al limite continuo la ecuacién 2.14 y reemplazando hy
de 2.16, se encuentra que la diferencia de energias entre el estado superconductor
y el estado normal, conocida como brecha superconductora, es:

—2N(0) (Fw)?

Wo = cl/(NOV) _ 1"

(2.22)

Se deduce que si en promedio la interaccién entre los electrones es negativa
(V > 0), el estado ¥y, con los hy dados por 2.16, tiene una energia menor
al estado normal. Bardeen, Cooper y Schrieffer demuestran que el estado Wy
describe efectivamente las propiedades de los superconductores de baja tem-
peratura®. Desde 1957 éste ha sido el punto de partida para el estudio de los
superconductores.

2.2. Efecto Josephson

Entre 1961 y 1962 mientras Brian D. Josephson trabajaba como estudiante
de posgrado en el Royal Society Mond Laboratory (Universidad de Cambridge),
bajo supervisién de Brian Pippard, descubrié varios fenémenos interesantes al
unir por medio de una barrera aislante dos superconductores, dispositivo que se
conoce como juntura Josephson.

3Esta teoria no explica el por qué existen superconductores a temperaturas tan altas como
90K, fabricados 30 anos después de publicada la teoria.



Figura 2.1: Juntura Josephson

En una juntura como la de la Figura 2.1 Josephson predijo y posteriormente
comprobd experimentalmente que podia surgir una “supercorriente” en ausencia
de voltaje (V = 0), y que si V # 0 surgiria una “supercorriente” oscilatoria de
frecuencia v = 2eV/h. Por estos hallazgos Josephson recibiria el premio Nobel en
1973. En la seccién siguiente describiré como se deducen los anteriores fenémenos
partiendo del estado superconductor de la teoria BCS.

2.2.1. Modelo del Momentum Angular Acoplado

En 1983 Andrew L. DiRienzo y Ricahrd A. Young publicaron un modelo
de la juntura Josephson en el que hallaron la corriente a través de la juntura
usando una analogfa con el momentum angular [11]. Siguiendo la notacién de
DiRienzo y Young denotemos el estado superconductor a temperatura 0K por:

@) =[] [T®)I0)k + V(k)e o] |0)] (2.23)
k

donde %) es una fase arbitraria (no incluida en el tratamiento de la seccién 2.1)

que no altera las propiedades del superconductor y a;; es el operador creacion de

un par. La notacién muestra la analogia con el momentum angular, a,i sera un

operador que actie sobre el spin “etiquetado” con k. Si definimos U,UO};C =| Mk
v |0)x = | |)x podemos rescribir la ecuacién 2.23 de la siguiente forma:
0) =TT V)] D+ Vk)e™| 1)) (2.24)
k

Y asi, ahora nos interesaremos por describir el comportamiento de tantos
spins-1/2 como k’s existan.

Para una juntura como la de la figura 2.1 el Hamiltoniano se puede escribir
como la suma de un término debido a la fuente DC mas un término debido al
tunelamiento de pares entre los dos superconductores,

H=Hy+Hy (2.25)

con

Hy = —-(Nr — Nr) (2.26)

10



donde ¢ = —2Je|, N Ly N r son el nimero de pares al lado izquierdo y derecho
de la juntura respectivamente y el término de tunelamiento

ﬁT = ZTk,k/(O';:O'k_, +O’,€_O']:_,) (227)
ke, k!

donde se ha supuesto que los dos superconductores son idénticos, por esto
los operadores o no se etiquetan para lado izquierdo o derecho. Este término
expresa que un par de Cooper con mometum k pasa por tunelamiento a través
de la barrera al lado derecho (izquierdo) mientras que un par con momentum
k' pasa por tunelamiento al lado izquierdo (derecho). La energfa involucrada al
ocurrir el anterior tunelamiento es T}, .

Si se asume que Ty ,» = T para todo k y k' que se encuentren en la regién
erp — A < € < €p + A donde € y A son energia de Fermi y la brecha de
superconductora respectivamente, y se hace uso de la analogia con el momentum
angular se puede calcular la corriente a través de la juntura [11], esto es,

_ 8qT
- hm?

donde m es el nimero de estados que tienen energias en la regién ep — A <
€ < er + Ay ar/r(0) son fases iniciales arbitrarias de los superconductores
izquierdo y derecho.

Cuando la diferencia de potencial en la fuente es cero, si las fases de los su-
perconductores son diferentes se observara que hay una “supercorriente” DC de
tunelamiento, en caso contrario se observa que la corriente oscila con frecuencia
angular 2eV/h, tal como se dijo anteriormente.

DiRienzo y Young muestran que esta aproximacién al problema es equiva-
lente a la de Anderson [12] y a la de Feynman [13].

I sin | — %t + ar(0) — ag(0)] (2.28)

11



Capitulo 3

Qubits Superconductores

En los ultimos anos, con particular interés hacia la creacién de computado-
res cuanticos, se ha puesto especial atencion a la dindmica de sistemas de dos
niveles con disipacién, particularmente las junturas Josephson estédn siendo am-
pliamente estudiadas con estos fines, debido a que bajo ciertas condiciones esta
clase de circuitos se comporta como sistemas de dos niveles y porque es relati-
vamente sencillo realizar con ellas operaciones légicas por medio de compuertas
eléctricas. Las perspectivas experimentales son muy alentadoras. En mayo de
2002 D. Vion et al. [14] publicaron el éxito en la manipulacién de un circuito
eléctrico con una juntura Josephson, concluyendo que esta clase de circuitos es
adecuado para crear un procesador cuédntico. Al mismo tiempo Yu et al. [15]
reportaron la generacion y observacion de oscilaciones coherentes entre dos es-
tados cuanticos macroscopicos en una juntura Josephson, concluyendo también
la factibilidad de la realizaciéon de computadores cuanticos. En octubre de 2003
Yamamoto et al. [16] reportan la creacién de la compuerta 16gica C-NOT usando
dos Qubits superconductores. Este ltimo resultado representa un importante
hallazgo, ya que Barenco et al. [17] mostraron que con la operacién C-NOT
més operaciones con un sélo Qubit (rotaciones en el espacio de “spin”) se logra
una base universal para hacer cualquier célculo cuantico. En las siguientes dos
secciones se definirdn y describiran las caracteristicas de dos clases de qubits
superconductores: de carga y de flujo.

3.1. Qubit de Carga

Un circuito como el de la figura 3.1 se denomina generalmente Qubit de
carga; consiste de una juntura Josephson, un condensador Cy y una fuente Vj
conectados en paralelo. A la juntura se le asocia una energia de acople Ej,
que corresponde a la maxima energia necesaria para tunelar un par de Cooper
a través de ella. La separacion aislante entre los dos superconductores actia
como un condensador C;. La energia debida a la carga de los condensadores
es 4Ec(n — ng)?, con Ec = €%/2(Cy + Cy), ng = CyVy/2e y n es el exceso
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de pares de Cooper en el superconductor derecho. La energia debido al tunela-
miento de pares de Cooper es Ejcos ©, siendo O la diferencia de fase entre los

superconductores, variable conjugada de n (n = —iZ5) [2].

E C,

r- -Cg}—

a

Figura 3.1: Qubit de carga

Para los propdsitos de conseguir un sistema de dos niveles, la juntura Josep-
hson se debe construir con un material cuya brecha superconductora (A) sea
(mucho) mayor que E¢ y Ej, asi se logra suprimir el tunelamiento de electrones
individuales'. Resumiendo, tenemos el siguiente Hamiltoniano:

H = 4E¢(n —ny)* — Ejcos ©. (3.1)

Cuando Ec > Ej, es conveniente usar la base de estados de carga |n).
Asi se puede escribir el Hamiltoniano de tal manera que queda visible bajo
qué condiciones el sistema se reduce efectivamente a dos niveles. Esto es

H= Z {4Ec(n —ng)?n)(n| — %EJ(|77/><TL + 1|+ |n+ 1><n|)} (3.2)

Si se tiene que ng = m—i—%, con m entero, existen dos estados con energias casi
iguales (|m) y |m + 1)) y a baja temperatura el resto de los estados de carga
quedan con poca probabilidad de ser ocupados. Para concretar el argumento
asumamos que ngy ~ 3, asi los estados importantes seran |0) y |1). Entonces
tenemos:

1
2

B = 4Bon? {0)(0] + 111} +4Ec (1~ 2n,) [1)(1] — S B {10)(1] + [1)(0]} (33)

Ahora, para obtener una forma maés simétrica podemos sumar una constante
al Hamiltoniano y escribir:

A = 2801~ ) {1 (1]~ 0) (01} — 3B, {I0)(1] + O} (3.4)

Este Hamiltoniano sera el punto de partida para estudios posteriores, pero
para simplificar la escritura es conveniente usar la notacién tipica de momentum
angular, esto es

IEl tunelamiento de un sélo electrén conllevarfa a la aparicién de dos electrones libres (uno
en cada superconductor) es decir un aumento de 2A en la energfa.
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1
H =~ (B.o: + By6y) (3.5)

donde B, =4Ec(1 —2n,) y B, = Ej.

El Hamiltoniano 3.5 presenta varias caracteristicas interesantes, principal-
mente que permite realizar rotaciones controladas en el espacio de spin. Bajo el
regimen de pardmetros supuestos, B, > B, si ng es cercano a 0, el Hamilto-

niano se reduce a H = —%Bzc}z, lo que permite hacer la siguiente rotacién

126, ei% 0
Uz(a) =€z = ( 0 e—i% )

con o = B,t/h, donde t el tiempo que opere el Hamiltoniano. Ahora, si se
escoge el voltaje tal que ny, = % el hamiltoniano se reduce a H = —%Bx&x,

consiguiendose asi la rotacion:
a  sgip Q&
Urla) = it = (08 ising
ising cos§

2 2

siendo en este caso a = E t/h. Con estas dos rotaciones se pueden realizar
todas las operaciones sobre un sélo qubit, siendo asi este tipo de dispositivo
suficiente para construir, en principio, un procesador cuantico, siempre y cuando

se puedan también generar operaciones controladas con dos qubits.

3.2. Qubit de Flujo

En esta seccién nos interesaremos en un circuito como el de la figura 3.2, en
el que se encierra entre dos superconductores un flujo magnético @,. El flujo
magnético cambia la fase de los superconductores, modificando la energia de
tunelamiento. Este nuevo grado de control es importante con miras a posibles

aplicaciones en computacién cudntica.
I C

Figura 3.2: Qubit de flujo

-

La energia de tunelamiento modificada es:
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P, P,
—Fjcos (@ + Wao) — Ejcos (@ — 71'30)
= —2F; cos (7‘(‘%) cos © (3.6)

0

Donde @y = he/2e es el quantum de flujo magnético. Haciendo la analogia
con el momentum angular, el campo magnético en la direccién x ahora es mo-
dulable entre 2E; y 0, ie.

B, =2FEj cos (ﬂ'%) (3.7
P

lo que hace mas versatil a este circuito, permitiendo que el rango de los E 5
aceptables sea mayor. Hay dos ventajas importantes que tiene el qubit de flujo
sobre el qubit de craga: (i) B, y B, se pueden controlar independientemente
con el voltaje y con el flujo magnético respectivamente y (ii) que se puede hacer
H=0 y mantener asi un estado fijo en el tiempo.
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Capitulo 4

Sistemas Cuanticos
Abiertos

Las aplicaciones tecnolégicas de la mecanica cudntica han hecho que crezca
el interés sobre la forma como interactian los sistemas cudnticos con el medio
ambiente. El estudio de estos temas se conoce como teoria de sistemas cuanticos
abiertos. En este trabajo nos interesamos principalmente en estudiar la dindami-
ca de Qubits superconductores, los que, en caso de querer hacerse aplicaciones
técnicas, ya sea computadores cudnticos u otras, deben ser tratados necesaria-
mente como sistemas cuanticos abiertos.

El problema tedrico supone grandes complicaciones analiticas, ya que al in-
cluir el medio que intarectia con un sistema de interés se incluye una cantidad
inmanejable de grados de libertad, lo que hace generalmente imposible solucio-
nar el problema para todas las variables. Sin embargo, las variables que uno
quiere conocer en una determinada situacién son una pequenisima porcién del
total y los esfuerzos se enfilan entonces a destilar esa “poca” pero valiosa infor-
macién. En las siguientes secciones se presentara el procedimiento candnico, es
decir el planteamiento de una ecuacién de movimiento para las variables “in-
teresantes” del problema, conocida como Ecuacién Master y los métodos més
usuales para solucionarla. Teniendo en mente la aplicaciion de estas teorias a
los Qubits superconductores, se terminara el capitulo ilustrando estas técnicas
con un ejemplo exactamente soluble.

4.1. Ecuacion Master

El problema general se puede plantear de la siguiente forma: un sub-sistema
(pequeno) de interés 5 que interactiia con el medio ambiente o bano térmico.

Llamemos Hg y H p los Hamiltonianos del (sub-)sistema de interés y del bano
térmico, respectivamente, y H 1(t) el Hamiltoniano que incluye la interaccién
entre el sistema y el bano. Queremos predecir cémo evoluciona el vector de
estado del sistema total, asi que comencemos con la ecuacién de Schrodinger,

16



HMadia Ambiar

Figura 4.1: Sub-sistema interactuando con el medio

i |(6)) = H()[(1)), (4.1)

donde H(t) = Hg + Hp + H;(t) y h = 1. La solucién de la ecuacién 4.1 se
puede escribir en términos de un operador unitario U (¢, tg), que transforma un
estado inicial en el tiempo #y al estado en el tiempo ¢, i.e. [¢(t)) = U(t,t0)|9(to))-
De aquf se desprende que el operador U(t,ty) cumple la siguiente ecuacion,

d =
iUt to) = H(t)U(t,to) (4.2)

con la condicién U (tg, o) = I. Generalmente la dindmica del sub-sistema no
se puede describir por medio de una evolucién unitaria en el tiempo. En estos
casos es preciso formular el problema en términos de la evolucién de una matriz
densidad. Supongamos que inicialmente el universo se encuentra en una mezcla
estadistica de estados |¢;) con probabiladad p,; cada uno. Definimos entonces
la matriz densidad inicial de la siguiente forma:

p(to) = ij|¢j><¢j| (4.3)

Como cada |1);) evoluciona en el tiempo obedeciendo la ecuacién de Schrédin-
ger, la matriz densidad para un tiempo posterior ¢ sera:

p(t) = ijU(t,to)l¢j><¢j|UT(t,to) = Ult,to)p(to)U"(t,t0)  (4.4)

Derivando con respecto al tiempo se encuentra que p(t) cumple la siguiente
ecuacién de movimiento;

% olt) = [H(), o) (4.5)

Por notacién es conveniente definir el operador de Liouville o Liouvilliano
L(t) = —i[H(t),-], asf podemos escribir:

& p(t) = L)1) (4.6)
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La anterior ecuacién, conocida como ecuaciéon de Liouville-von Neumann,
nos servird como punto de partida para obtener la ecuacién de movimiento
para el sub-sistema, pero antes es necesario hacer una pequena modificacién
que hard mas transparente el trabajo posterior. Llamemos Hy = Hg + Hg y
definamos los siguientes dos operadores unitarios:

U(t, to) = e~*Holt=t0) (4.7)

U (t, to) = US (¢, t0)U (¢, to) (4.8)
y definimos la matriz densidad en la imagen de interaccion como:

pi(t) = Us(t,to)p(to)U} (¢ o) (4.9)

p1(t) cumple la siguiente ecuacidn:

(1) = [H (1), pr(1)] (4.10)

donde H;(t) = Ug(t, to)ﬁ[(t)UO(t, to). Ahora s{ podemos deducir una ecua-
cién master para el sub-sistema.

4.1.1. Aproximacién de Born-Markov

Podemos expresar la ecuacion 4.10 en forma integral

(1) = pr(0) =i [ as[T1(s). (5] (4.11)

e insertar de nuevo p;(t) en el lado derecho de 4.10,

%pf(t) = —i[H(t), p1(0)] —/0 ds[H;(t), [Hi(s), p1(s)]] (4.12)

La anterior ecuacion nos da informacién tanto del bano térmico como del
sistema que deseamos estudiar (se suprimird el sub- si no hay ambiguedad). La
forma de encontrar una ecuacion solamente para los grados de libertad del siste-
ma es promediar sobre los estados posibles del bano térmico, matematicamente
se dice que tomamos la traza sobre los estados del bano,

tro{-} =) (Yol ) (4.13)

w

donde los |¢,,) forman una base para el espacio de Hilbert del bafio. Nétese
que al tomar la traza sobre el bafio no se alteran los promedios de los observables
del sistema, es decir, si A es un observable del sistema de interés, se tiene que

(A) = tr{pA} = S WalpAlva) = S (W ltralpAlly,)  (4.14)

Q s
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donde los |1)q) forman una base para el espacio de Hilbert del bano y el
sistema y los |¢s) una base para el sistema solamente.

Llamando pg(t) = trp{pr(t)} y tomando la traza sobre el bano a la ecua-
cién 4.12 y asumiendo que trp [H (t), pr(0)] = 0' tenemos,

t
Gos(t) == [ dstrn[Hi(0), [H1(5),pa (o)) (415)
Sin embargo esta ecuacion todavia no es satisfactoria, ya que aparece de-
pendencia explicita de tiempos pasados en pj(s). Esta dependencia se puede
suprimir en ciertas situaciones, simplificando asi ostensiblemente el problema,
en ese caso es necesario hacer una primera aproximacion. Si el acople entre el
bafio térmico y el sistema es pequeno, la influencia del primero sobre el segundo
no serd muy grande y la matriz densidad para el sistema total va a ser aproxi-
madamente la multiplicacién tensorial de la matriz del sub-sistema y la matriz
casi inalterada del bano térmico, p;(t) = ps(t) ® pp. Este procedimiento es co-
nocido como la aproximacién de Born. Bajo esta aproximacién obtenemos una
ecuacidn integro-diferencial para pg(t) en la que todavia, sin embargo, % ps(t)
depende explicitamente de tiempos pasados s,

%ps(t) = —/Ot dstrg[H (t), [Hi(s), ps(s) ® pB]] (4.16)

Para obtener una ecuacion local en el tiempo procedemos como sigue: si las
funciones de correlacién del bano térmico decaen “rdpidamente”, llamemos este
tiempo de correlacién 7p, la integral en la ecuacién 4.16 estard determinada
principalmente por la integracién para s’s cercanos a t, de esta forma es acep-
table cambiar pg(s) por pg(t) vy asi tendremos una ecuacién local en el tiempo,
lo que simplifica enormemente la parte analitica del problema. Se podré decir
que Tp es pequeno si 7p <K TR, donde TR es el tiempo de relajacién del sistema.
Sin embargo la ecuacién que obtenemos todavia depende de la escogencia del
tiempo inicial, pero por el mismo argumento anterior el limite inferior se puede
extender a —oo, y haciendo el cambio s — ¢t — s finalmente obtenemos

%ps(t) = /OOO dStTB [H[(t), [H](t - S),ps(t) (9 pBH (417)

Este 1ltimo par de aproximaciones se conocen como la aproximaciéon de Mar-
kov, en la que principalmente lo que se asume es que la evolucion del sub-sistema
en un tiempo t no depende de los estados en tiempos anteriores, sino inicamente
del estado del sistema en el tiempo t. Por esto se dice que la aproximaciéon de
Markov supone una evolucion sin memoria. Al hacer la aproximacién de Markov
se pierden los aspectos de la dindmica del sistema que duren tiempos menores a
TR, es decir, para tiempos menores a 7 no se pueden esperar resultados fiables.
Al asumir la factorizabilidad de la matriz densidad para todo tiempo, se supone
que las excitaciones del bano térmico duran menos que 73.

1Esta condicén se cumple para la gran mayoria de los casos, mas adelante se verdn ejemplos
donde todos los momentos impares de Hy(t) son cero.
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4.2. Dinamica No-Markoviana

Los effectos No-Markovianos o de memoria no son inherentes a los postulados
de la fisica. De hecho la ecuacion de Schrédinger la podemos llamar Markoviana,
yva que la rata de cambio del estado de un sistema no depende sino del estado
en ese momento, y no de lo ocurrido en tiempos pasados. Igualmente en la fisica
clésica las ecuaciones de Newton son locales en el tiempo. La dindmica No-
Markoviana se presenta como resultado de eliminar los grados de libertad del
bano térmico. En ciertas ocasiones estos efectos cobran gran importancia como
veremos en un ejemplo en el que la aproximacién de Markov no es aplicable.

La mayoria de los analisis experimentales en sistemas abiertos que se han
hecho hasta el momento utilizan teorias Markovianas, debido a que han sido
ampliamente estudiadas y porque la escala de tiempos que se puede resolver en
los experimentos es mayor que los tiempos tipicos de correlaciéon de los banos
térmicos. Mas sin embargo ultimamente debido principalmente a los esfuerzos
por desarrollar la computacion cuantica las técnicas experimentales estdn mejo-
rando rapidamente, lo que hace preciso interesarse por teorias No-Markovianas.
Aparte de los retos experimentales también es deseable conocer el proceso de
decoherencia en los sistemas usados para crear un procesador cudntico, ya que
la decoherencia es el principal obstaculo para el desarrollo en este tema. Se es-
pera que la teoria arroje luces para lograr mayores tiempos de decoherencia. A
continuacion veremos dos técnicas perturbativas para solucionar la ecuacién de
Liouville-von Neumann teniendo en cuenta efectos de memoria.

4.2.1. Técnica Nakajima-Zwanzig

Las te¢nicas presentadas aqui fueron creadas por Nakajima [18], Zwanzig [19]
e independientemente por Prigogine [20]. Las dos técnicas, la Nakajima-Zwanzig
y la time-convolutionless (T'CL) se basan en el uso de un operador proyeccién
P, que elimina los grados de libertad del bano, dejando solamente informacién
sobre la parte importante del sistema.

El problema mas general se puede plantear de la siguiente forma: se tiene un
sistema de interés que interactua con un barno térmico a través del Hamiltoniano
aH/(t), siendo a un pardmetro que indica la “fuerza” del acople, y la evolucién
del sistema total, sin acople, estd dada por I;fo. Comenzaremos con la ecuacién
Liouville-von Neumann en la imagen de interaccion,

9 plt) = i [Hy(0) p(1)] = aL(1)p(1), (4.18)

donde se ha suprimido el subindice ; en la matriz densidad, en biisqueda de
claridad notacional. Ahora definimos el operador proyeccion,

Pp=trp{p} ® pp = ps @ pp (4.19)

donde pp es un estado arbitrario fijo del bafio térmico (usualmente se escoge
un estado de equilibrio). Definimos el correspondiente operador proyeccién a la
parte irrelevante,
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Qp=p—"Pp (4.20)

La idea es ahora obtener una ecuacién para la parte relevante, i.e. para Pp(t).
Para esto aplicamos P y Q a la ecuacion 4.18,

%Pp(t) = aPL(t)p(1), (4.21)

4 0p(t) = 0QL (1) (1), (4.22)

al lado derecho de las dos ecuaciones anteriores aparece L(t)p(t), asi que
introducimos la identidad, I = P + Q, entre el Liouviliano y p(t), para que
aparezca Pp(t),

%Pp(t) = aPL(t)Pp(t) + aPL(t)Qp(t), (4.23)

d
7 20(1) = aQL)Pp(t) + aQL(#)Qp(?), (4.24)
Ahora podemos solucionar de 4.24 para Qp(t) para luego introducirlo en 4.23,
t
Qp(t) = G(t,0)Qp(0) + a / dsG(t,5)QL(s)Pp(s) (4.25)
0

donde G(t, s) es el siguiente “propagador”,

G(t,s) = T_e™J: 4'QL(E) (4.26)

donde T'_ es el operador de ordenamiento cronolégico. Ahora, insertan-
do 4.25 en 4.23,

%Pp(t) = aPL(t)Pp(t) + aPL(t)G(t, to)Qp(to)+
+a? / t dsPL(t)G(t,s)QL(s)Pp(s), (4.27)
0

Esta ecuacién es el punto de partida para obtener ecuaciones aproximadas
para ps(t). El proceso se basa en expandir en potencias de « los operadores
G(t,t"). Por este método obtenemos a segundo orden la aproximacién de Born
(eq. 4.16), asumiendo que trp [H;(t), pr(0)] = 0 (lo que asumimos anteriormen-
te) y que inicialmente la matriz densidad es factorizable, i.e. p(0) = ps(0) ® pp
(lo que asumimos anteriormente); por la primera suposicién el primer término
de 4.27 se hace cero, y por la segunda el segundo término se hace cero, y a orden
més bajo G(t,tp) = I, asi que tenemos,

%Pp(t) =a? ; dsPL(t)QL(s)Pp(s) (4.28)
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y usando las definiciones de P y Q, finalmente,

%pg(t) =—a? /Ot dstrg[H (1), [Hi(s), ps(s) ® pp]] (4.29)

ecuacion que obtuvimos anteriormente de forma maés directa. Aunque el
método de Nakajima-Zwanzig (NZ) no simplifica los cdlculos, si nos provee un
desarrollo perturbativo que se puede calcular algoritmicamente.

4.2.2. Técnica TCL

La mayor desventaja de la ecuacién 4.27 es que no es local en el tiempo.
De hecho la expansiéon en « hasta la potencia n contiene términos con n — 1
integrales, lo que hace generalmente, muy complicados los cilculos analiticos y
muy demorados los calculos numeéricos, para los que se requeriria gran potencial
computacional. El valor de la técnica TCL es que ofrece una ecuacién local en
el tiempo, a costo de que el rango de tiempo y de pardametros « para los que es
vélida se vea reducido, precio que no se paga en la técnica NZ.

La dependencia para tiempos pasados en la técnica NZ proviene del término
Pp(s) en la ecuacién 4.25. Para deshacernos de este término podemos integrar
directamente la ecuacién de Liouville, i.e.,

p(t) = T_e™Js 45'£6) () (4.30)
despejando p(s)
p(s) = Te ST p(t) = G(t, 5)p(t) (4.31)

con G(t,s) = T_.exp( — ozfst ds'L(s')). Ahora, introduciendo P + Q entre
G(t,s) y p(t) en 4.31 e insertando p(s) en 4.25, y luego de organizar términos
se obtiene,

[1— S(1)]Qp(t) = G(t,0)2p(0) + S(t)Pp(t) (4.32)
donde

S = a /0 ' dsG(1, $)OL(s PG 5) (4.33)

De la ecuacién 4.32 podemos despejar Qp(t) en funcién de condiciones ini-
ciales y de Pp(t), siempre y cuando [1 — X(¢)] tenga inversa lo que desafortu-
nadamente no siempre ocurre. Sin embargo, para tiempos y/o a’s “pequenos”
[1 — 3(t)] si tiene inversa. Suponiendo que este es el caso y reemplazando Qp(t)
de 4.32 en 4.23, se obtiene la siguiente ecuacion local en el tiempo

LPolt) = K(Polt) + T(1)2p(0), (4.34)
donde
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K(t) = aPL(t)[1 —X(t)] P (4.35)

Z(t) = aPL(H[1 — 2(H)]*G(t,0)Q (4.36)

Al igual que en la técnica NZ, en la ecuacién 4.34 los coeficientes K(t) e
Z(t) se pueden expandir en potencias de «, siendo esta la forma de obtener una
equacién local en el tiempo de forma perturbativa.

Si se cumple que las condiciones iniciales son factorizables (p(0) = pg(0) ®
pB) se puede hallar una forma general de expandir el coeficiente IC(t), y en ese
caso la inhomogeneidad se hace cero. La idea es poder escribir

K(t) = i Q" K, (1) (4.37)

n=1

Se encuentran los siguientes K, (t),

Ko(t) = / L / Cty / T L L)L) - Llta)oe (4:38)

siendo

<‘C(t)£‘(t1)[’(t2) e ‘C(tn—l)>oc (439)
= S (—V)IPL() - LI)PL(E:) -~ LIK)PL(E) - L) -~ P

donde la suma se hace de la siguiente forma: se escriben n L’s entre dos
P’s, luego se insertan g P’s entre las L’s; se multiplica por (—1)?. A la primera
L se le asigna el argumento temporal ¢, y luego se asigna a las L’s los n — 1
argumentos temporales restantes, t1,ts, -, %,_1, de manera descendente entre
dos P’s, pero sin necesaria relacion con los argumentos entre las siguientes P’s,
ie.t>--->t,t; > > tg,tp > -+ > ty, - ; finalmente se suma sobre todas
las posibles configuraciones.

Anteriormente vimos que con la técnica NZ a segundo orden se obtiene la
aproximacién de Born. Es facil ver que a segundo orden con TCL se obtiene la
aproximacién de Born-Markov (sin extender la integral hasta co). Esto muestra
que al hacer el cambio pg(s) — ps(t) no se pierde precisién ya que las dos
aproximaciones son a segundo orden en «.

Para una revisién mas completa de los temas tratados en este capitulo ver
la referencia [21]

Sistema Spin-Star

H. P. Breuer et al. [22] publicaron el siguiente ejemplo que es de gran interés
yva que tiene dos particularidades: primero, se puede resolver analiticamente y
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segundo, la aproximaciéon de Born-Markov no es aplicable. Por estas razones el
uso de las técnicas TCL y NZ en este problema resulta educacionalmente apre-
ciado. Adicionalmente, aunque el sistema es muy simple, puede servir como base
para estudios posteriores sobre el comportamiento de qubits en banos térmicos
de spins, los que iltimamente han despertado gran interés.

Considérese un sistema, central, de dos niveles (ei. qubit, spin, etc...) rodeado
de N sistemas de dos niveles similares a él. Estos N sistemas haran las veces
de bafno térmico. Usaremos la notacion de momentum angular para describir
la interaccién entre los sistemas de dos niveles y por extension los llamaremos
spins. El modelo usado por Breuer et al. utiliza una iteraccién tipo Heisenberg
X X entre el spin central y los spins periféricos, es decir,

N N
H =20(0 ® Z ol o ® Z al) (4.40)
i=1 i=1

donde o+ = %(am:tiay) siendo o, las matrices de Pauli para el spin central,
o’ son los correspondientes operadores para el i-ésimo spin periférico y a es una
constante que indica la “fuerza” del acople.

Por conveniencia definimos el operador de momentun angular total para los
spins periféricos,

1
J= 5;(;1, (4.41)

asi podemos especificar el estado del bano térmico usando una base de es-
tados |7, m,v) donde m es valor propio de la componente z de Jy j(j + 1) el
valor propio de J2 y con v se cuenta el degeneramiento de los estados con j y
m iguales.

Sea p(t) la matriz densidad para el sistema total. Dada una condicién inicial
p(t) se puede conocer resolviendo la correspondiente ecuacién de Liouville-von
Neumann,

d
5 P(1) = alp(t) (4.42)
con £ = —L[H,]. La meta es encontrar ps(t) = trp{p(t)} de 4.42. Empe-

cemos escribiendo la solucién formal de la ecuacién de Liouville-von Neumann,

ps(t) = trp{e*“'p(0)} (4.43)

Es usual parametrizar las matrices densidad para sistemas de dos niveles
usando el vector de Bloch, v(t),

U1 (t)
vit)=[ w(t) | =trs{ops(t)}
vs(t)

de donde se deduce que
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14+vs(t) v
pslt) = 21 4+v(1) ) = ( v ) )
2

v (1)

con vy (t) = $(v1(t) £ ive(t)).
Asumiendo que el estado inicial del spin central es el méas general posible, es

decir
14+v3(0) 0
pS(O) = ( 2 ’U*( ) ) 5

v1(0) 71%23(0)

y que el bano de spins inicialmente estd no polarizado (temperatura infinita),
siendo Ig la identidad en el espacio de Hilbert de los N spins periféricos,

p5(0) = 22 (1.44)

se encuentra la siguiente solucién analitica [22],

vet) = fra(B)e (0) (4.45)
v3(t) = f3(t)v3(0) (4.46)
con
fualt) = Y gy, ) = BUE A s PR Zmat] g g
falt) = Y, ) =G e (1.48)

donde h(j,m) = +/(j +m)(j —m+1) y n(j,N) = m(%{j).
En el caso en que N — o0, renormalizando a — «/ V/N, se tienen las si-
guientes soluciones,

fr2(t) =1+ g(t) (4.49)

fs(t) = 14 29(t) (4.50)

g(t) = je= 27t \/ 7ra22t2 erf (i\@at) (4.51)

donde erf(z) es la funcién Error. Nétese que g(t) siempre es real.
Las figuras 4.2 y 4.3 muestran las gréficas de fi2(t) y f3(t) para diferentes
numeros de spins periféricos superpuestas con las graficas para el limite N — oo.

con
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Figura 4.2: Gréfica de f3(t) para 20 y 100 spins en el bafio, comparada con el
limite N — oco.
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Figura 4.3: Grafica de f12(t) para 20 y 100 spins en el bafio, comparada con el
limite N — oo.

Al hacer las graficas se tomé o = 1/ VN, y el tiempo se mide en unidades de
[1/a]

Es interesante notar que cuando N — oo y t — 00, f12(t) y f3(t) tienden
asintéticamente a 3 y 0. Sin embargo para cualquier N finito fi2(t) y f3(t)
“oscilan” sin tender a algun valor, ver figura 4.4, esto se debe a la finitud de
los grados de libertad del bano térmico, lo que permite devolver “informacién”
al spin central. Este sistema es tan particular que con un bafio infinito las
coherencias decaen solamente a la mitad de su valor inicial. Sin embargo para
N = 40, figura 4.4, para tiempos mayores a 10 las coherencias tienen valores
entre —0,2 y 0,2 .

fa[e] 40 Spina fiz [] 40 Spins
it 1
0.8 0.8 ||
0.6 0.5
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| ¥ AL S Y A - e AP AV AN
IUI 5 ) 15 1Fz0 W 25 dp 5 1 15 Mo 2k Vag
-0.2 : -0.2

Figura 4.4: f3(t) y f12(t) para 40 spins en el bano.
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Aprovechando que se tienen soluciones analiticas se puede comprobar el fun-
cionamiento de las aproximaciones. Como el Hamiltoniano de este sistema no
depende del tiempo en la imagen de interaccion, las funciones de correlacion del
banio térmico tampoco van a depender del tiempo, por consiguiente la aproxi-
macién de Markov? no es aplicable. Veamos ahora el comportamiento de los
resultados usando las técnicas TCL y NZ. Es conveniente anotar un par de co-
sas: primero, las inhomogeneidades de las ecuaciones 4.27 y 4.34 (técnicas NZ
y TCL respectivamente) se hacen cero por haber supuesto condiciones iniciales
factorizables; segundo, todos los momentos impares del Liouvilliano son cero,
trp{ L™ pp} = 0 y tercero, que en este caso al tener el Hamiltoniano sola-
mente término de interaccién, la imagen de interaccion es igual a la imagen
de Schrédinger, por esto se pueden aplicar directamente los resultados de las
secciones 4.2.1 y 4.2.2 para compararlos con las soluciones exactas.

Con la técnica NZ se obtienen las siguientes ecuaciones:

0= (Y a5 Tu(t,7) ) va(r) (4.52)
= (D" 20%" @20 Tu(t, 7)) us() (4.53)

donde S2,, ¥ G2, son polinomios de grado n en N y Z,(t,7) es el siguiente

operador,
t ty tn—3 tn—2
In(t, T) = / dtl / dtg s / dtn,Q/ dr (454)
0 0 0 0

y con la técnica TCL se obtienen las siguientes ecuaciones:

- (ZO‘%%)%(U (4.55)

2n
ist) = (2 2a2"(2q7jn7f1)!) vs(t) (4.56)

con Sgy, Y Qa2 polinomios de grado n en N.

£i: [E] 100 Spins iz [t]
1 "y, = Exacta l"' i
L]
¥
oy '-iﬂ-
0.5 ":'?Eupnunumun“:unmuuunauunc | i“iﬁgnnnnuunnuﬂﬂﬁﬂ'“““"“l’ﬂ"
T4 T + ot
0.5 1 1.5 = ' 0.5 1 1.5 2
-0.5 « 2TCL e " =0 4 TCL
3 i
-1 - ZNZ e 4 - 4NE

Figura 4.5: Aproximaciones a segundo y cuarto orden para fi2(t).

2Concretamente extender la integracién hasta oo.
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Figura 4.6: Aproximaciones a segundo y cuarto orden para f3(t).

La figura 4.5 muestra las gréficas de las aproximaciénes TCL y NZ a segundo
y cuarto orden para f12(t), superpuestas a la solucién exacta, y la figura 4.6
muestra las gréficas para f3(t).

Es sorprendente notar que con la técnica TCL se obtienen mejores resultados
que con la técnica NZ, al menos para f12(t), aunque se usen ecuaciones no locales
en el tiempo y que el trabajo computacional sea mucho mayor que para TCL.
Esto no quiere decir que la técnica TCL siempre sea més exacta que la NZ, esto
solamente es una particularidad de este ejemplo.

En las ecuaciones 4.55 y 4.56 se puede ver que cuando vy 6 vs tomen el valor
0, estas funciones seguiran siendo cero para siempre, lo que se muestra en la figu-
ra 4.6. Este comportamiento se debe a que el operador K(t) (ecuacién 4.34), deja
de tener inversa, desventaja de la técnica TCL que se advirtié anteriormente.
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1-.,:‘::#“‘“ o Exacta
a.8 L a=0.5
i -, o, - 4TCL
0.4 GHHB% i
i "y v 4ANZ
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Q 1 - +
s S 225 £5[t]
1pm,
Bieh % a=1.0
fa(t] 0.6f %
L] .
1 0.4 ]
1t ) +
D.8]w g.z L
§ugL & T o3 M @t
: a=1.5 ) 0.5% 1 5 2 2.5 3
e -0.2
0.2 4:'=_ fﬂpﬁ@m%m
Tm
— at
Da5S .5 & 2x5 3
_n 2 o

Figura 4.7: Comparacién para diferentes o’s de f3(t)
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Finalmente, en la figura 4.7 mostramos el comportamiento de las aproxima-
ciones para diferentes o’s, en donde se ve que a menor o mejor es la aproxima-
cién, tal como es de esperar.
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Capitulo 5

Junturas Josephson:
Dinamica No-Markoviana

Es el momento de volver a las junturas Josephson que introdujimos en el
capitulo 3, ahora con el propdsito de aplicar las técnicas desarrolladas en el
capitulo anterior. Nos interesaremos principalmente en la dindmica a tiempos
“cortos”, ya que es alli donde se esperan comportamientos No-Markovianos, es
decir donde los efectos de memoria van a ser importantes.

5.1. Oscilador Anarmonico

A junturas Josephson circulares, como la esquematizada en la figura 5.1,
ultimamente se les ha prestado gran interés, ya que se ha mostrado que es
posible observar en ellas la interferencia de dos estados cuanticos macroscépicos
0 mas estrictamente mesoscdpicos, i.e. gatos de Schrodinger.

Figura 5.1: Juntura Josephson mesoscépica. Se muestra un anillo superconduc-
tor, de inductancia L, al que se le ha incrustado una barrera aislante que se
comporta como una capacitancia.
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J. Zou y B. Shao [23] han estudiado extensamente este tipo de junturas,
bajo la aproximacion de Born-Markov. En esta seccion presentaremos un analisis
No-Markoviano usando la técnica TCL.

El Modelo

Se tiene una juntura como la de la figura 5.1 a temperatura cero, en presencia
de un campo magnético constante de tal forma que la juntura encierra un flujo
®,.. Este sistema estd descrito por el siguiente Hamiltoniano (h =1, kg =1y
c=1),

=2 oy 2
H= %—EJCOSG—FW

siendo ¢ la carga en la capacitancia y 9 la diferencia de fase a través de la
juntura. Los dos primeros términos dan cuenta de la energia en la capacitancia C
y de la energfa de tunelamiento, mientras el tercero es la energfa “almacenada”
en la inductancia debida al campo magnético, donde ¢ es el operador campo
magnético creado por la juntura, relacionado con la fase por ¢ = 2e¢. Por
consiguiente ¢ y ¢ cumplen la relacién de commutacién [¢, q] = i.

~

En el caso en que (f) < 27 [24], se puede expandir el Hamiltoniano 5.1 en

(5.1)

potencias de ¢. Hasta cuarto orden se tiene,

ng’z 2 N4

H=+ 208+ — ZEj(e 5.2

e () (52)
donde w? = % + 462%. Los dos primeros términos de la ecuacién anterior

rememoran un oscilador armonico, en consecuencia definimos los operadores

creacién a' y aniquilacién a,

~ qu C

(@' +a) (5.3)

7= z,/%(a* —a) (5.4)

de esta forma la ecuacién 5.1, en la aproximacién de onda rotante se puede
reescribir,

H=0ata+ plah +a) — v(ata)? (5.5)
con v = (igjg,u: L\;}%yﬁzw—y.

Ahora debemos incluir la interaccién con el medio ambiente. Modelamos
el bano térmico con el que la juntura interactiia como un conjunto infinito de
osciladores arménicos independientes. El Hamiltoniano para el bano térmico
serd entonces

ﬁB = Zwkf)z{;k (56)
k
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donde wy, es la frecuencia del oscilador &k y bL , b, son los operadores creacién
y aniquilaciéon para el oscilador k. El acople de la juntura con en bano térmico
lo modelaremos con el siguiente Hamiltoniano,

Hy=-i(Boad' - Bt wa) (5.7)

siendo
Kk

donde gy, especifica la “fuerza” con que se acopla cada oscilador con la jun-
tura. Este Hamiltoniano se obtiene al hacer la aproximacién de onda rotante a
un acople lineal entre la variable “posicién” de la juntura (af +a) y las variables
posicién del bafio térmico (b + b).

Técnica TCL en la Imagen de Schrodinger

Ya hemos planteado el problema, ahora aplicaremos la técnica TCL, pero
antes haremos una pequena modificacién a los resultados de capitulo 4. Las
técnicas TCL y NZ se desarrollaron en la imagen de interaccién. Sin embargo
para interpretar los resultados es preferible trabajar en la imagen de Schrodinger.
Nuestra tarea en esta secciéon es transformar la ecuacion 4.34,

EPort) = K(1)Ppr(t) + T(1)2pr(0), (5.9)

de la imagen de interaccién a la imagen de Schrédinger. En nuestro ca-
so asumiremos condiciones iniciales factorizables, asi la inhomogeneidad de la
ecuacion 5.9 se hace cero.

Recordemos,

pir(t) = Urlt, to)p(to)U} (t,to) = Uf (6, to)p(t)Uo(t,t0)  (5.10)

donde p;(t) es la matriz densidad en la imagen de interaccién, p(t) es la
matriz densidad en la imagen de Schrédinger, y

Us(t, to) = e~Holt=t0) (5.11)

donde ﬁo es el Hamiltoniano del sub-sistema mas el Hamiltoniano del bano
térmico.

Derivando con respecto al tiempo el tercer término de la ecuacién 5.10 te-
nemos,

d

Spi(t) = Ul (t,t0) (i[HO, p(t)] + %p(t))Uo(t,to). (5.12)

Teniendo en cuenta que ﬁo - H s+ H B, siendo H Sy H B los Hamiltonianos

del sistema y el bano respectivamente, al tomar la traza con respecto al bano
en la ecuacién anterior obtenemos,
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i _ _iHg(t—to) [ ; ﬂ —iHg(t—to)
~Ppi(t) = (ilHs. Po(t)] + ZPo(t) e (5.13)

Remplazando en la ecuacion 5.9, teniendo en cuenta que la inhomogeneidad
es cero y tomando ty = 0 para simplificar la notacién,

%Pp(t) — i[Hs, Pp(t)] + e 51 {K(t)Ppy (t) }e st

L Po(t) = ~ilHs, Polt)] + K (1P (1) (5.14)

Esta es la ecuacién buscada. Nétese que K'(t) tiene la misma estructura que
K(t), pero a los argumentos temporales de los operadores del sub-sistema se les
debe restar t.

Evolucién No-Markoviana

Analizaremos la dindmica del problema planteado con la técnica TCL has-
ta cuarto orden, es decir hallaremos los coeficientes K y K} de la siguiente
ecuacion,

SPlt) = ~ilHs, Pp(t)] + (K1) + K4 () Po(t) (515)

Usando la forma general para calcular los coeficientes K/ (eq. 4.38 y 4.39)
encontramos para KJ,

Kg(t)Pp(t):/O dtyPL ()L (t1)p(t)

t

K3(0Pp(t) = | antrs[Hy(0), [Hy (). o) @ pnl] @ p5 (5:16)

Recordemos que

LTy ’ LTy ~ LTy 7 . T3
H}(t/) _ esz(t —t)+zHBtHIe—zH5(t —t)—iHpt
por consiguiente,

Hi(t") = —i(B(t) @a'(t' —t) — BI(t') @ a(t' — 1)) (5.17)
donde

B(t) = ngl;ke’w’“t, a(t) = qe— Q) 2ivatat (5.18)
k
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el problema se reduce ahora a expandir los dos conmutadores de la ecua-
cién 5.16, y tomar la traza con respecto al bano.

Tomaremos pp un estado de equilibrio, por consiguiente las funciones de
correlacién entre un tiempo ¢ y un tiempo t’ solo dependerdn de la diferencia t —
t’. También supondremos que pp es gaussiano, es decir que todos los momentos
impares con respecto a B y BT son cero' y que los momentos pares se pueden
calcular como multiplicaciones y sumas entre los momentos de segundo orden.

Al desarrollar el algebra nos encontramos reiteradamente con la siguiente
funcién de correlacién del bano térmico,

f(t—t1) = trp{B(t)B(t1)p5} (5.19)

Al pasar al limite continuo en los estados del bano, es comun expresar la
funcién f(t) en términos de la densidad espectral J(w),

flt—t) = / dwJ (w)ewt—t) (5.20)

Normalmente se encuentra que el amortiguamiento, vy, producido por el bano
térmico es independiente de la frecuencia w cuando w — 0. La densidad espectral
con la que se obtiene esta propiedad es proporcional a w y se conoce como
Ohmica,

2
J(w) = lw, para w — 0 (5.21)
7r

mientras que para frecuencias altas se encuentra que el banio térmico produce
renormalizaciones en los parametros del sub-sitema. Este aspecto se consigue
poniendo un corte a las frecuencias del bano. Es comtn utilizar el corte Lorentz-
Drude,

27y A\?
o2
T A2+ w?

donde A es la “frecuencia de corte”. Teniendo en cuenta lo anterior, encon-
tramos

J(w) = (5.22)

f(t) = 2iy 2e M x Signolt] (5.23)

Considerando la ecuacion 5.23 podemos definir el tiempo de correlacion del
bafio térmico como 75 = 1/, mientras que el tiempo propio del sub-sistema
lo podemos definir como 75 = 1/ (ver ec. 5.5). Reconocemos entonces que la
aproximacién Markoviana serd buena si se cumple que 75 < 7g, ie. A > Q, en
caso contrario debemos esperar efectos No-Markovianos. Sin embargo se debe
tener en cuenta que en un analisis realistico se debe tomar A al menos un orden
de magnitud mayor que ).

Después de cierta dlgebra se puede escribir Kj(t)ps asi,

1Esta condicién es equivalente a que los momentos impares de los operadores observables
X = %(B +BYHYyP= %(B — B%) son cero.
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Figura 5.2: J(w) para A = 277 =1

Kb (t)ps = ®(t)ataps(t) — Y(t)aps(s)at + H.C. (5.24)

donde H.C indica el hermitico conjugado. @(t) y T(t) son operadores que
dependen de ¢ y af. Antes de proseguir a calcular el cuarto orden de la apro-
ximacion TCL veamos como de 5.24 llegamos a una ecuacion Master en la
aproximacién de Born-Markov, en la forma de Lindblad?.

Tenemos,

t
o(t) = /O dty /(I —2ivalan gy ) (5.25)

Sea ®,,(t) = (n|®(t)|n), entonces,

t
Bo(t) = [ dne @z ) (5.26)
0
integrando,
1— ef)\t(lfiwn/)\)
1 —dwp /A

con w, = Q — (2n — 1)rv. Como hemos supuesto que la temperatura es cero,
los n’s relevantes son pequenos, y ademds por lo general v < €0, asi que w,, = ).
El limite Markoviano lo obtenemos cuando t — oo,

D, () = 2ivA

(5.27)

2782 . 1
) t)=— 29 5.28
Markov() 1+(Q/)\)2 +2y 1+(Q/)\)2 ( )
Nétese que es independiente de n. Ahora, T(t) es,
t
T(t) = / dt e (@It =2ivaalt £y (5.29)
0

2Ver [21] para la definicién de “forma de Lindblad”.
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se obtiene entonces en el limite Markoviano,

TMa'r‘kov (t) - q)Mark:ov (t) =-T + iA (530)

Finalmente podemos escribir,

Ky(t)ps = iA[a'a, ps] + T (2apsa’ —a'aps — psa'a), (5.31)

donde identificamos a A como una renormalizacién de la frecuencia del os-
cilador y a I" como la constante de amortiguamiento. La ecuacion Master para
nuestra juntura se resume asi,

faps — psala), (5.32)

%PS = —i[Hg_n), ps] + I'(2apsa’ —a

Donde H, (@—a) es el Hamiltoniano de la juntura pero cambiando 2 por 2—A.

En la figura 5.3 se muestra la grafica de ®,(t), normalizada a sus valores

Markovianos. Es importante notar que al hacer la aproximacién Markoviana se

pierde una gran cantidad de sutilezas para tiempos cortos, inclusive con respecto
a segundo orden en TCL.

Ty (L) /T, B (L) /4
! ) IR

o/ e
o.8l 4
.v",/
g.6} 1./
‘.f
0.4}/
!
I
D.2[f
Y
t
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5.3: Parte real (linea superior, verde) y parte imaginaria (azul) de ®,(t),
parav=0,Q=1y A =20.

El célculo de K)(t) requiere méas trabajo. De las ecuaciones 4.38 y 4.39
encontramos,

K!l(t) = /Ot dtq /Ot1 dts /0t2 dts (Pﬁ’(t)ﬁ’(tl)ﬁl(tg)ﬁl(tzgﬁ?

—PL ()L (t1)PL (t2) L (t3)P — PL ()L (t2)PL (t1) L' (t3)P
—PL ()L (ts)PL (t1)L (t2)P) (5.33)

El desarrollo del algebra es largo mas no complicado, por esto solo mos-
traremos el resultado final. Para calcular los momentos de cuarto orden en los
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operadores de bafio B y Bt hacemos uso reiterado de la propiedad gaussiana de
pp. En el caso general se tiene

tTB{O1OQOSO4PB} = tTB{O1O2PB}tTB{OSO4PB}
+tTB{O1O3PB}tTB{0204PB} + tTB{Olo4pB}tTB{O2O3pB}7

donde los O; son B(t') 6 B (t"). Usaremos la siguiente notacion,

fij = tre{B(t;)B(t;)p5}

a; =a(t; —t) = e~ i(Qrv—2vala)(ti—t) con to =t.

Finalmente, el integrando de la ecuaciéon 5.33 se puede escribir de la siguiente
forma,

f<4ps = fo2f13 (psai,[a; a1lap + ps [aé, alal]ao
+las, arlpsabal + [az, aslpsalal + [az, a1]psalal
+aipslal, aflao + azpsal, allag + aspslal, allao

+[as, alas)psal + [as, ai]agpsa(];) +H.C. (5.34)

Tp(t) /Tp {e) » Iz (L) /I1 ()

1

0.8
0.6 ’{

0.4 Lz

0.2 74

Figura 5.4: Parte real (linea superior, verde) y parte imaginaria (azul) de I(t),
para w; = 1y A = 20.

Para darnos una idea de cémo se comporta el cuarto orden de la técnica
TCL analicemos brevemente la forma de los coeficientes que aparecen al hacer
las integrales de la ecuacién 5.34. En general las integrales tendran el siguiente
formato,
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Figura 5.5: Parte real (verde) y parte imaginaria (azul) de I(¢), para w; = 16,
w2:12,w3:5y)\:20.

t t t
I(t) = —4y2\* / dty / ldtg / 2dtge_’\(tl"'tz_t3)ei(“’1t1+‘”2t2+‘“3t3) (5.35)
0 0 0

donde los w; son frecuencias que dependen de 2 y v. En las figuras 5.4 y 5.5
se muestran las graficas de I(t), normalizadas a sus valores cuando t — co.

La gréfica 5.4 se realizé para pardmetros comunmente accesibles por la te-
nologia actual, mientras que en la gréafica 5.5 se escogieron parametros menos
comunes, sin embargo no se descarta que en los proximos anos la técnica evolu-
cione hasta el punto de poder alcanzar los pardmetros supuestos. En tal caso las
diferencias entre el comportamiento Markoviano y No-Markoviano serian mas
facilmente detectables.

Simulacién y Resultados

La juntura se prepara inicialmente en un estado coherente y después se deja
evolucionar libremente.
Recordemos el Hamiltoniano de la juntura (ec. 5.5),

0= Qata+ ulat +a) — vata)? _
H=Qa'a+ p@" +a)—v(a'a)’, 7 TG (5.36)
donde Q) y v dependen de los pardametros de la juntura mas no de ®,. Para
crear un estado coherente podemos escoger por un pequeno tiempo, 7, un campo
magnético lo suficientemente grande de tal forma que v <K py @ < u, y 7 lo
suficientemente pequeno para que la interaccién con el bano térmico pueda des-
preciarse, es decir 7 < 1/A. La figura 5.3 muestra que esto tiene sentido. Bajo el
anterior régimen de parametros, suponiendo que la juntura inicialmente estd en
el estado de vacio |0}, en el tiempo 7 evolucionard hasta el estado coherente

) = e~ mT(@ )y (5.37)
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Debido a la gran cantidad de estados de carga posibles (|n)), en esencia
infinitos, para analizar la dindmica de este sistema es aconsejable usar métodos
de espacio de fase, como por ejemplo la funcién Q(«),

Qo) = {alpla) = ¢ 3= = o) (5.38)

donde |a) es un estado coherente,
la) = e+ o) (5.39)
Para el presente caso tomaremos a = %qﬁ +1 ﬁq. Q(«) tiene la pro-

piedad de ser positiva, acotada por 1 y normalizada a 7. La parte real de a la
llamaremos x y la parte imaginaria y. En la figura 5.6 se muestra la funcién
Q(x,y) para el estado inicial, para ur = 2.

Figura 5.6: Funcién Q(z,y), para el estado inicial para ur = 2.

Con dnimo ilustrativo mostramos en la figura 5.7 la formacién de gatos de
Schrédinger. Se escogieron parametros que representen un sistema real. Zou
et al. [23] reportan los siguientes valores accesibles por la tecnologia actual,
L~100"H, C~107¥ F,7~107"%5s, &, > 107 Wby E; ~ 0,01 K.

En la escala arbitraria de tiempo que hemos elegido (2 = 1)3, los efectos No-
Markovianos se esperan para tiempos menores a 1, ya que para tiempos mayores
a 1 el sistema evolucionara de forma Markoviana, como la indica la figura 5.3.

En la figura 5.8 mostramos curvas de energia de la juntura para la evolucién
Markoviana (azul, cuadrados sin relleno) y la evolucién con TCL a cuarto orden
(verde, curva superior) siendo pequeno el acople con el medio, v = 0,001. La
técnica TCL muestra que inicialmente la derivada de la energia es cero, fenémeno

3Le hemos sumado A a € en la figura 5.7, de tal forma que la frecuencia “observada” sea
1.
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pus

Figura 5.7: Funcién Q(z,y), para los tiempos 27 /8u, 3w /8y y 4m/8u, donde se
aprecia que la juntura presenta superposiciénes de 4, 3 y 2 estados mesoscépicos
coherentes. Se usaron Q@ =1+ A, v = 0,05, A = 20, v = 0,001.

Energia

3.0BZZ} "o, :

3.0818 =

3.0B16

3.0814

Figura 5.8: Energfa de la juntura para v = 0,001.

40



que la aproximacién Markoviana no reproduce. Para tiempos mayores a 0.2 las
dos curvas se vuelven paralelas, lo que indica que el sistema ha alcanzado el
régimen Markoviano.

Si el acople es grande v = 1, las diferencias se vuelven notables, como se ve
en la figura 5.9. La técnica TCL muestra que el tipico decaimiento exponencial
predicho por la aproximacién Markoviana estd en gran desacuerdo con el com-
portamiento real del sistema. Sin embargo para t > 75 = 1/ la aproximacién
TCL se acerca a los resultados Markovinos.

Energia

o
2.5p .

2 e

Figura 5.9: Energia de la juntura para v = 1.

Finalmente analizaremos el comportamiento de las poblaciones de los estados
de carga (i.e. elementos diagonales de ps). Las diferencias entre los resultados
Markovianos, y No-Markovianos con TCL a orden 4 son evidentes. Inicialmente
mostramos la poblacién del estado base para un acople pequefio, figura 5.10.
Comprobamos nuevamente que la aproximacién Markoviana falla en la predic-
cién de la derivada inicial, en este caso de la poblacién de los estados de carga.
Observamos nuevamente que para t > 0,2 las dos curvas se vuelven paralelas,
indicando que el sistema ha alcanzado el régimen Markoviano.

o
6.01735
0.0173 )
0.01725 ~
0.0172

0.01715

0.01705]

Figura 5.10: Poblacién del estado base, pgg. Los cuadros sin relleno muestran
TCL 4 (curva inferior) y los cuadros con relleno la evolucién Markoviana. v =
0,01.
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Figura 5.11: Poblacién del estado base, pgg. Los cuadros sin relleno muestran
TCL 4 (curva inferior) y los cuadros con relleno la evolucién Markoviana. v = 1.

En las figuras 5.11 y 5.12 mostramos la poblacion del estado base y del
segundo estado excitado, para el caso en el que el acople es grande v = 1. Se
muestra que la juntura decae al estado base, consecuencia natural de haber
supuesto temperatura cero.

Uno de los propésitos principales para estudiar la dindmica No-Markoviana
es ayudar a disenar experimentos en los que se encuentren efectos de memoria.
Una propuesta es medir la derivada temporal de diferentes cantidades (energia,
poblaciones, etc... ) para t = 0, claro estd que esto implicaria que los tiempos
de resolucion de los experimentos fuesen del orden de 75.

0.25 % T
E .
3 a
0.2 it E
; B
s =
0.15 3
o
. L
0.1 b5 %
-,
0.05 “-,_\r
h""----..,, x %ﬁm% "
0.05 0.1 0.15 0.2 ©0.25 0.3

Figura 5.12: Poblacién del segundo estado excitado, p2o. Los cuadros sin relleno
muestran TCL 4 y los cuadros con relleno la evolucién Markoviana. v = 1.

Sin embargo pueden haber otras formas en las que no se requieran resolu-
ciones temporales tan pequenas. Por ejemplo la figura 5.12 nos muestra que si
se conocen los pardmetros del bano (i.e. vy A en nuestro modelo), el tiempo en
el que la poblacién del segundo estado excitado vuelve a su valor inicial puede
ser un buen parametro de “Markovianidad”. En nuestro caso el tiempo predicho
por la aproximacién Markoviana es cercano a un tercio del tiempo predicho por
TCL.
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5.2. Qubit Superconductor

La teoria de la computacién cuantica se basa fuertemente en que la evolucién
de un sistema cuantico ideal estd descrita de forma deterministica y reversible
por operadores unitarios, lo que permite hacer un gran nimero de manipula-
ciones coherentes sobre un gran nimero de qubits, siendo estas dos condiciones
indispensables para hacer aplicaciones préacticas. Desafortunadamente el nimero
de operaciones coherentes que se pueden realizar en un sistema real son limita-
das por varios factores como por ejemplo errores en la preparaciéon del estado
inicial, acoples indeseados entre qubits, excitaciones que sacan a los qubits de un
espacio de Hilbert de 2 dimensiones o las interacciones con el medio ambiente.

En esta seccion estudiaremos la influencia del medio ambiente sobre los qu-
bits superconductores que introdujimos en el capitulo 3.

El Modelo

Consideraremos un qubit superconductor, bien sea de carga o de flujo, que
interactia con el medio ambiente. Recordemos el Hamiltoniano libre del qubit,
hallado anteriormente (eq. 3.5y 3.6 ),

N 1 1
donde B, = 4Ec(1 — 2n,) para cualquier tipo de qubit superconductor
considerado. B, para un qubit de carga es E; y para un qubit de flujo es
2F ; cos (TF%:).
El medio ambiente lo modelaremos como infinitos osciladores arménicos que

se acoplan al qubit por medio de una cavidad, como lo esquematiza la figura 5.13.

T T O R

L

Figura 5.13: Representacion esquematica del modelo Jaynes-Cummings
El Hamiltoniano total lo escribiremos de la siguiente forma,

A~ ~ 1 N
H=Hg+ 50% ® zk:gkmk + Hp (5.41)

donde Hp es el Hamiltoniano del bafio térmico. El segundo término del lado
derecho representa el Hamiltoniano de interaccién. Los zy son las variables posi-
cién de los osciladores del bano térmico, y los g son constantes que especifican
la fuerza con que se acopla cada modo.
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Para facilitar los calculos posteriores es adecuado trabajar en la base que
diagonaliza Hg, para lo cual hacemos el cambio de variables,

[ 1) = sing|0> — cosg|1>
|l) = sin g|0> + cos g|1) (5.42)

donde tand = B,/B,. De esta forma el Hamiltoniano total queda escrito
asi,
1

2 1 . A
H= — 5w + g(sm(é)am + cos(d)o,) ® ;gkazk + Hp (5.43)

donde wy = /B2 + B2 y no debe haber confusién en que las matrices de
Pauli se toman ahora con respecto a los estados | 7) y | |). En la seccién siguiente
analizaremos la dindmica para dos casos limites, B, = 0y B, = 0, ya que con

estos dos casos se consigue una base completa para las operaciones unitarias en
el espacio de spin, como se advirtié anteriormente.

Evolucién No-Markoviana

Ahora nos dirigimos a plantear la ecuacién de movimiento para la matriz
densidad del qubit, pg, para lo cual debemos hallar los operadores K5(t) y
K)(t) de la ecuacidn,

%PQ = —ilHq, po| + (K3(t) + Ki(t)) pq- (5.44)

Estudiemos primero el caso B, = 0. El Hamiltoniano de interaccién en la
imagen de interaccién resulta entonces,

1 1 4 .
300 (t)® B(t) = 3 (e ™t + o _e™°") @ B(t) (5.45)

donde B(t) = )", grxk(t). Un célculo directo de Ky(t) resulta en,

Hi(t) =

Ky(t) = - / s {vlow. o2 (11— 1), pal) + inlow, {oalts — 1), p0)]}  (5.46)
donde,

v+in =trg{B(t1)B(0)pp} (5.47)

Asi como en el caso del oscilador anarménico podemos calcular la anterior
funcién de correlacién por medio de una densidad espectral,

v+in= /de(w)e*i“’t. (5.48)
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Nos restringiremos al caso en que el qubit se acopla a un solo modo de la
cavidad, lo que nos lleva a considerar la densidad espectral

_ 1 A
o QW(W()—A—W)2+>\2.

Este modelo se conoce con el nombre de Jaynes-Cummings originalmente
propuesto por estos investigadores para estudiar analiticamente el problema
basico de la Optica Cuédntica como es el de la interaccion de la radiacién con
la materia [25]. A es un pardmetro que define el ancho espectral del acople
y, como se verd inmediatamente, serd el inverso del tiempo de correlacion del
bafnio térmico y ~ especifica la fuerza del acople, identificindose también como
el inverso del tiempo de relajacién del qubit. A es el desfase que pueda existir
entre la frecuencia del qubit (wp) y la frecuencia de la cavidad con la cual
estd acoplado. Haciendo la integral en la ecuacién 5.48 encontramos,

J(w) (5.49)

v(t) + in(t) = yre MNHFiA—wo)t (5.50)

Se debe anotar que en la mayoria de los casos reales la densidad espectral
adecuada debe ser 6hmica con algin tipo de corte, por ejemplo Lorentz-Drude.
Sin embargo para simplificar los cédlculos nos hemos decidido por el modelo
Jaynes-Cummings lo que no representa ninguna desventaja teérica. De hecho
la ecuacion 5.50 muestra gran versatilidad, como se verd posterirormente, al
poderse modular independientemente A y A.

Para analizar este sistema es conveniente parametrizar la matriz densidad
pq con el vector de Bloch, v(t) = trg{opg}, como se hizo en el ejemplo del
Spin-Star. Recordemos,

_L( Tdws(t)  wu(t) vl
pPo(t) =5 ( vl(t)+?%uQ(t) 1 — ws(t) )

A segundo orden se encuentra la siguiente ecuacién para v(t),

0 wo 0 0
vit)=| —wo+ays ay, O vit)+ [ O
0 0 Az bz
donde
1 t
ayx(t) = 5/ dtly(tl)sin(wotl), (551)
0
1 t
ayy(t) = azz(t):—i/ dtiv(t1) cos(woty), (5.52)
0
1 t
b(t) = 5 / dtin(ty) sin(wotr). (5.53)
0
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En la aproximacién a cuarto orden la estructura de la ecuacién para v(t)
se mantiene, pero los coeficientes @y, ayy, a.. y b, cambian. Por ejemplo a la
expresién de a,,(t) se le debe sumar,

_/O dtl/o 1 dt2/0 ’ dts {sin(wo(t2 —t1)) cos(wots)n(t)n(ts —t1)

+ sin(wp(ts — t1)) cos(wota)n(ts)n(te — t1)
+ sin(wp(t3 — t2)) cos(wot1)
X[ (ta)v(ts — t1) — n(ta)n(tz — t1)]}

y a los otros tres coeficientes se les deben sumar integrales similares.

En la figura 5.14 se muestran las graficas de a zy Azz bz a segundo orden
Yy )
para un caso altamente no markoviano.

Ay 2
0.01

wai I

br2 ’
0.015 -0.04
\
0.01 [ 4
AN 0. 06

.3,;05/\ j\ ﬂ /{‘\ :

=0.01

-0.015

Figura 5.14: ay.(t), a..(t) y b.(t) paray =1, A=0,3, w =A/2 y A =8\

Notese que aunque se halla escogido v = 1 al realizar las graficas de la figu-
ra 5.14, el coeficiente de amortiguamiento en el limite Markoviano (—a,,(c0))
es altamente reducido, siendo cercano a 0,01.

A continuacién presentamos las graficas de la segunda y tercera componente
del vector de Bloch (figuras 5.15 y 5.16) en funcién del tiempo para los mis-
mos parametros que se escogieron en la figura 5.14. Se muestran superpuestos
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-0.8

-0.85

=-0,895

Figura 5.15: va(t). Los cuadros azules (sin relleno) muestran la simulacién con
TCL y los verdes la aproximacién de Markov.

los resultados Markovianos y los resultados obtenidos con la técnica TCL. En
v3(t) (es decir las poblaciones) se aprecian oscilaciones para tiempos cortos, en
contraste con el comportamiento monétono de la soluciéon Markoviana. Estas
oscilaciones se deben a que el coeficiente de amortiguamiento oscila fuertemen-
te para tiempos cortos llegando a ser negativo, debido a que el desfase, A, es
grande. Este comportamiento oscilante del amortiguamiento puede conllevar a
fenémenos de re-coherencia, como por ejemplo intervalos en que las poblaciones
y coherencias aumentan, en lugar de decaer, como se espera cominmente.

va (E)
0.025

0.0z

0.01 53

0.005 =

15

0

10 15 20

Figura 5.16: v3(t). Los cuadros azules (sin relleno) muestran la simulacién con
TCL y los verdes la aproximacién de Markov.

En la primera componente del vector de Bloch no se presentan apreciables
diferencias entre la aproximacién Markoviana y los resultados con TCL, esto
debido principalmente a que la derivada de vy () no depende directamente de
los pardmetros del bafio, sino solamente por intermedio de vy(t).

Ya que la decoherencia es el principal inconveniente para hacer aplicacio-
nes “cuanticas”, el estudio de como un sistema pasa de “dindmica coherente” a
“dindmica incoherente” es uno de los mas activos hoy en dia. La forma en que
se “mide” la decoherencia no es tnica, de hecho depende de cada situacién. Por
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ejemplo la entropia se puede considerar como una medicién de la decoherencia.
También es usada la tr{p?}, en donde si p es un estado coherente o cudntica-
mente puro tr{p?} vale 1, y entre més incoherente o estadisticamente mezclado
sea p el valor de tr{p?} se acercard a 1/N, siendo N la dimensién del sistema.

En el presente trabajo usaremos una medida de la decoherencia especial para
tiempos cortos [26].

Denotemos por o(t) la diferencia entre la matriz densidad del sistema sujeto
a disipacién (p(t)) y la matriz densidad del sistema en el caso en que no halla
disipacién (pi(t)), es decir,

o(t) = p(t) = p'(t). (5.54)
La decoherencia D(t), la calcularemos asf,
_ (0le*(®)|9) \ =
D) = (F55) (5:59)

Para un sistema de dos niveles se tiene que,

D(t) = V/|e11]* + |eo1]?. (5.56)

En la figura 5.17 mostramos la decoherencia para los mismos parametros de
las graficas anteriores.

Dft)
0.0a5
0.04
0.0a3

0.02

.01

5 10 15 20

Figura 5.17: D(t).

Sorprendentemente se encuentra en este caso que la aproximaciéon Marko-
viana subestima la decoherencia. Este comportamiento se debe a la alta “No-
Markovianidad” de la situcién supuesta, por ejemplo si se tomase A = 0 los
coeficientes a;;(t) no oscilarfan y en ese caso la aproximacién de Markov sobres-
timaria la decoherencia.

Analizaremos ahora el caso en que B, # 0 y B, = 0. El Hamiltoniano de
interaccion en la imagen de interaccién rezard entonces,

Hi(t) = %az(t) ® B(t) = %az 2 B(#). (5.57)
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El hecho notable que o, (t) = 0., simplifica enormemente los célculos, prin-
cipalmente hace que

K} (t)pg = 0. (5.58)

El célculo de Kj(t) nos conduce a la siguiente ecuacién para el vector de
Bloch,

Gzy wo O
v(it)=| —wo ay, 0 |v(t)
0 0 0
donde
t
o () = ayy (t) = —4 / dtv(t). (5.59)
0

-0.1 H
=0.2

-0.3 x
—n,4|

=0.

n
=t

Figura 5.18: a,,(t) paray =1, A=0,3, w = A/2 y A =8\

En la figura 5.18 se muestra la grafica de a,.(t) para los mismos coeficientes
de la figura 5.14.

Figura 5.19: vy (t). Los cuadros azules (sin relleno) muestran la simulacién con
TCL y los verdes la aproximacién de Markov.
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Figura 5.20: vo(t). Los cuadros azules (sin relleno) muestran la simulacién con
TCL y los verdes la aproximacién de Markov.

En este caso v3(t) es constante, por consiguiente la energia del qubit es
constante. En las dos figuras anteriores mostramos las graficas de v (t) y va(t).

Dt}
0.4

o

5 10 15 20

Figura 5.21: D().

En la figura 5.21 mostramos la grafica para la decoherencia. Es interesante
notar que para este Hamiltoniano la decoherencia es un orden de magnitud
mayor que para el Hamiltoniano que se analizé anteriormente. Esto se puede
prever de las ecuaciones de movimiento. En el primer caso ¥1(t) no incluye
ningin término disipativo mientras que en el segundo caso tanto 01(t) como
02(t) incluyen términos disipativos.

Seria interesante realizar analisis posteriores en los que se haga una transicion
continua entre los dos casos estudiados en esta seccion, i.e B, =0y B, = 0.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se expuso brevemente la teoria BCS sobre la superconduc-
tividad y se presenté de forma general la teoria de sistemas cuanticos abiertos
con el fin de analizar bajo la técnica time convolutionless, TCL, la dindmica
No-Markoviana para junturas Josephson en dos situaciones particulares, en la
primera, la juntura Josephson se modela como un oscilador anarménico (modelo
de SQUID) y en la segunda se modela como un sistema de dos niveles (qubit).
A continuacién presentamos las conclusiones para cada uno de estos casos.

Oscilador Anarmodnico

En la seccién 5.1 se estudié la dindmica No-Markoviana de una juntura Jo-
sephson de geometria circular en presencia de un campo magnético constante y
bajo el efecto de un bano térmico, en el caso en que el valor esperado del flujo
magnético a través la juntura es mucho menor que el quantum de flujo magnéti-
co, {9y < g—g, condicién equivalente a que el valor esperado de la diferencia de
fase a través de la juntura sea mucho menor que 2w. Como consecuencia de la
restriccién anterior, después de expandir el Hamiltoniano de la juntura a cuarto
orden en qAﬁ y de realizar la aproximacion de onda rotante, es licito modelar la
juntura circular como un oscilador anarmonico. El bano térmico lo modelamos
como un conjunto infinito de osciladores armoénicos que se acoplan linelamente
a la juntura. Las funciones de correlacion del bafno las calculamos por medio de
una densidad espectral Ohmica con corte Lorentz-Drude.

Para hallar la ecuacién de movimiento de la matriz densidad de la juntura se
uso la técnica TCL a segundo y cuarto orden. Se demostrd que de la técnica TCL
a segundo orden se puede hallar una ecuacién Master en la forma de Lindblad
si se cumplen dos condiciones, primero que la anarmonicidad no sea grande y
segundo, que el tiempo de correlacién del bano térmico sea mucho menor que
el tiempo “propio” del sistema, es decir v < Q y A™! <« Q7! respectivamente.
Aqui es importante hacer énfasis en lo siguiente, (1) que si no se cumple v <
no es posible escribir la ecuacién Master en la forma de Lindblad; (2) que la
aproximaciéon Markoviana es adecuada para tiempos mucho mayores a A™1; y
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(3) que las diferencias a tiempos “cortos” entre los resultados predichos por la
aproximacién markoviana y las técnicas TCL a segundo y cuarto orden seran
menores en la medida en que Q/A — 0.

Comunmente se cree que la aproximacién de Born-Markov es “buena’” si,
entre otras cosas, el acople del sistema con el medio es “pequeno” (v < 1). Sin
embargo la ecuacion 5.28 nos permite mostrar que el acople efectivo del sistema
con el medio puede depender de pardmetros del sistema. En nuestro caso la rata
de disipacion es

_ 2vQ
Yefec = 1+ (Q/)\)Q,

asi que la aproximacién de Markov serd “buena” si Vefee < 1 y noO es su-
ficiente que v < 1. En particular para un oscilador (an)arménico de “alta”
frecuencia la aproximacion Markoviana pude no dar muy buenos resultados, ya
que por lo general se tiene que Q/\ < 1.

La evolucién temporal de pg se hizo numéricamente!. Para constatar que
la juntura presenta superposiciones mesoscopicas de estados coherentes, hecho
muy importante para el desarrollo de la computacién cudntica, se usé la funcién
Q(a). Se mostraron las diferencias en algunas variables fisicas al comparar las
predicciones hechas por la aproximaciéon markoviana y la técnica TCL. Para
el caso en que el acople de la juntura con el medio es pequeno, v = 0,001, se
observé que la aproximacion markoviana sobreestima la rata con que la juntura
disipa energia, de hecho con la técnica TCL se muestra que inicialmente (en
t = 0) la juntura no disipa energia. En el caso en que el acople es grande, v = 1,
se evidencid que la aproximacion markoviana no produce resultados ttiles, al me-
nos en lo que se refiere a la energia. Se observa que la aproximaciéon markoviana
tampoco reproduce correctamente la derivada temporal en ¢ = 0 de las pobla-
ciones de los estados de carga de la juntura. Analizando la figura 5.12 notamos
que los efectos No-Markovianos pueden durar tiempos multiplos “pequenos” del
tiempo de correlacién del bafio térmico?, lo que ofrece nuevas posibilidades para
disenar experimentos en los que se quiera encontrar efectos de memoria.

Qubit Superconductor

En las seccién 5.2 se estudié la dindmica No-Markoviana de una juntura
Josephson, en donde se escogié un superconductor para el que la brecha super-
conductora A, es mucho mayor que la energia de carga Ec y que la energia
de tunelamiento de pares F;. En tal caso la juntura se comporta como un
qubit que puede ser de dos tipos, de carga o de flujo. El estudio hecho en la sec-
cién 5.2 comprende estas dos clases de qubits. La juntura se acopla a un niimero
infinito de osciladores armoénicos por intermedio de una cavidad. El acople se

ILos parametros (2, v, A, etc...) en cada simulacién se mantienen constantes, si no se
especifica lo contrario.
2En el caso de la figura 5.12, el triple.
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hace por medio de la componente z del spin® y el cdlculo de las funciones de
correlacién del bano térmico lo hacemos usando una densidad espectral estilo
Jaynes-Cummings.

Para los dos tipos de qubits, de carga y de flujo, estudiamos dos casos inte-
resantes, en el primero se toma B, = 0 y por consiguiente el Hamiltoniano de
la juntura produce una rotacién en el espacio de spin con respecto al eje x. En
el segundo caso el Hamiltoniano produce una rotacién con respecto al eje z, ya
que se toma B, = 0.

En el caso en que B, = 0 usamos la técnica TCL a cuarto orden para
hallar una ecuacién de movimiento para el vector de Bloch. A tiempos cortos
encontramos que la segunda y tercera componentes del vector de Bloch pre-
sentan comportamientos altamente No-Markovianos, como lo son oscilaciones
y fenémenos de recoherencia. Es interesante notar que la primera componente
del vector de Bloch no presenta “sensibilidad” hacia los efectos de memoria, es
asi que las diferencias entre los resultados predichos por la aproximacién Mar-
koviana y los resultados predichos por la técnica TCL son imperceptibles para
ésta componente.

Para calcular la decoherencia usamos la funcién D(t), inspirada en métodos
que se usan generalmente para medir la norma de operadores. La funcién D(t)
mide la diferencia entre la matriz densidad para el qubit cuando éste evoluciona
en presencia de disipacién y la matriz densidad cuando el qubit evoluciona en
ausencia de disipacién. Encontramos que la decoherencia que predice la apro-
ximacion de Markov, ademas de no presentar las oscilaciones que encontramos
con la técnica TCL, es menor que la decoherencia predicha por TCL. Normal-
mente se espera que la decoherencia predicha por Markov sea mayor que la
decoherencia real; sin embargo en sistemas en los que los efectos de memoria
son prominentes se pueden encontrar situaciones extranas como la mencionada.

Para el caso B, = 0 se hizo un estudio semejante al del caso B, = 0. Se
encontraron resultados similares, sin embargo hubo tres diferencias importan-
tes. La primera, es notar que el cuarto orden de la técnica TCL “es cero”, es
decir K4(t) = 0. La segunda, es que la decoherencia es alrededor de un orden
de magnitud mayor en el caso B, = 0 que en el caso B, = 0. La dltima y
mas importante diferencia es que la tercera componente del vector de Bloch es
constante, lo que indica que el qubit jno disipa energia!* Més atn, este hecho es
independiente de la densidad espectral y es consecuencia inicamente de la forma
del acople supuesto. Claro estd, es necesario anotar que si el qubit es de carga,
B, no es exactamente cero sino mucho menor a B,, por consiguiente la energia
no serd constante, sin embargo variara lentamente. Por otro lado, si el qubit es
de flujo, B, es cero sé6lo cuando el flujo magnético externo es un miltiplo impar
de hc/e, lo que se podré lograr con cierta precisién, pero no exactamente. Mds
importante que el hecho de que B, no sea exactamente cero, es que puede ha-
ber formas de disipacién que no se incluyeron en el modelo usado, por ejemplo
interaccion de la juntura con ondas electromagnéticas. Sin embargo el hecho de

3Componente z con respecto a los estados de carga, sin embargo con respecto a los estados
propios del Hamiltoniano se acoplan las componetes z y x.
4E] valor esperado de la energia es constante.
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que la energia varie lentamente no deja de ser bastante conspicuo.
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