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“La mecdnica cudntica describe la naturaleza como algo absurdo al sentido comin. Pero
concuerda plenamente con las pruebas experimentales. Por lo tanto espero que ustedes

puedan aceptar a la naturaleza tal y como es: absurda.”

Richard Feynman



Resumen

Las companias més grandes en tecnologia y software se encuentran focalizadas en un
mismo objetivo: alcanzar la supremacia cuantica y operar con la mayor cantidad de qubits
posible. Para entender la importancia que este desafio conlleva, bastard con entender,
que alcanzarlo no solo sera un logro a nivel cientifico, sino que tendré un impacto muy
fuerte en el &mbito politico, econdémico y social. Es comparable a la carrera por llegar a
la luna o por construir la primer bomba atémica.

Este trabajo esta dividido de la siguiente forma: En el capitulo 1 damos a conocer las
principales areas en donde la computacién cuantica tendra mas impacto. En el capitulo
2 hacemos un breve repaso de la mecanica cuantica y las distintas formas de representar
un procesador cudnticas, o al menos, en las que més se esté trabajando hoy en dia.

El siguiente capitulo (3) costa de postulados de computacion cuéntica, representacion de
los qubits y las compuertas que conforman sus circuitos. Continuando hacia el capitulo
4, describiremos los algoritmos de Deustch y Jozsa, el mismo generalizado, el de Simon
y el de busqueda de Grover.

Finalmente construiremos todos los algoritmos y los ejecutaremos en la plataforma de
simulacién de IBM.

No trataremos correlacién de errores.
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Capitulo 1

Introduccion

El 23 de octubre de 2019, la revista cientifica Nature publicé un articulo en el que Google
afirma haber alcanzado la supremacia cuédntica. Para apenas comenzar a comprender
esto, podemos decir que la supremacia cuéntica consiste en resolver un problema con una
computadora exclusivamente cuéntica, de modo tal que con una clasica seria imposible o
tardaria miles de afios. El experimento al que se hace referencia arrojé que una maquina
cuantica requiri6 200 segundos en resolver un problema que una computadora clasica,

con 1 millén de ntcleos, tardaria 10 mil afnos.

Esto es solo el comienzo. Estamos en el umbral de una nueva era y al igual que la

computacion clasica, se podran resolver problemas de todas las disciplinas.

Destacamos las areas que tendréan mayor impacto:

= Medicinal, biologia y genética
En estas areas nos podremos enfrentar a ciertos problemas que hoy resultan impo-
sibles atacarlos, debido a la complejidad de los mismos. Por ejemplo, en lo que se
refiere a la cura del cancer, se podré simular el comportamiento de la infinidad de
células malignas y sus complejas relaciones, para obtener distribuciones de cémo

pueden esparcirse por el cuerpo para anticiparse y atacarlas de manera eficiente.

= Big Data, AI, Machine Learning
En 2013, la cantidad de datos producidos fue de 4.4 zettabytes, siendo analizados
solo el 0,5 % de los mismos. Cabe aclarar que solo el 22 % hubiese sido util. Hoy
se producen 44 zettabytes, 10 veces mas que en 2013, y se esperan 163 zettabytes
para 2025. Hoy se estima que un 37 % es informacion valiosa para ser analizada.
El 97,2 % de las empresas invierten en Big Data y Al, y cada vez las apuestas son

mas fuertes. Como podemos observar, la disponibilidad de datos a ser analizados



es sobreabundante y las empresas estdn dispuestas a invertir grandes cantidades
de dinero en estas tecnologias. En este campo, la computacion cuéntica jugard un
papel fundamental, ya que permitird analizar mayores volimenes de informacion
de manera més rapida y menos costosa. Tecnologias como Al y Machine Learning
sacaran provecho de las nuevas computadoras para analizar, predecir, aprender, y

procesar datos.

= Finanzas
Hoy en dia, cada avance en el mundo de las finanzas, cada modelo econémico que
se crea, se computaliza de manera inmediata, o directamente se desarrollan en
computadora. Como hemos descrito en las disciplinas anteriores, la nueva compu-
tacion traeré aparejado un nuevo potencial de calculo, y al ser una disciplina tan
digitalizada como lo son las finanzas, estamos seguros que va a ser candidata a
que desaparezca la intervencion humana. Se dejaran de lado las intuiciones y es-
peculaciones, para darle lugar a los resultados sobre el analisis de gran cantidad
y diversidad de datos. Por ejemplo, el banco espaniol CaixaBank fue pionero en
realizar proyectos con computacién cuantica, en particular, adaptar un algoritmo

cuéntico para evaluar el riesgo en carteras hipotecarias y bonos del Tesoro.

Podriamos mencionar un sinfin de ciencias, ingenierias, tecnologias, disciplinas, entre
otras areas que potenciara la computaciéon cuantica, pero también, sin lugar a duda,
emergeran nuevas. Podria dar dos ejemplos que pertenecen a la naturaleza misma de la
mecénica cudntica: la teletransportaciéon' y la seguridad en redes. La primera se basa
en dos principios fundamentales, el entrelazamiento cuantico y los estados de Bell, y
la segunda, del principio de no clonacién, los cuales veremos brevemente en el primer
capitulo. Quiero aclarar, que aunque la seguridad en redes es un tema que lleva décadas
de estudio, la seguridad en computacién cuantica es algo totalmente diferente por la

naturaleza fisica que esta conlleva.

En el capitulo 2, haremos un breve recorrido desde el surgimiento de la mecénica ctiantica,
hasta donde se empez6 a evaluar la posibilidad de que los efectos ctianticos podrian traer
algin beneficio si se pensaban computacionalmente. Luego describiremos brevemente que

camino tomaron las companias mas importantes para construir el procesador cuéntico.

En el tercer capitulo, expondremos una introduccion a la computacion cuantica, seguido
de sus postulados y la forma de como se representaciéon los qubits. Expondremos también

las principales compuertas cianticas de un circuito.

'La teletransportacién como tal no existe, solo en la ficcién. Pero a través de ciertos efectos cuanticos,
podemos construir canales de comunicacién donde la informacion se obtiene de manera instantanea



Una vez habiéndonos introducido en la computacién cuantica, en el cuarto capitulo ire-
mos analizando los principales algoritmos, partiendo de los més simples a los mas com-
plejos. En este capitulo serd donde por primera vez, veremos el increible poder compu-
tacional de una maquina cuantica, y cémo supera, en algunos casos, exponencialmente a

la clasica.

No nos quedaremos solo con analizar los algoritmos de forma teérica, en el quinto y
altimo capitulo, ejecutaremos todos los algoritmos expuestos, el de Deutsch, su genera-
lizacion Deutsch-Jozsa, el de Simon y Grover. Quedara pendiente el algoritmo de Shor,
desarrollado por Peter Shor para factorizar numero primos. Correremos cada algoritmo
mas de una funcion en la plataforma IBM Quantum Experience. Elegi la plataforma de
IBM, por dos razones, principalmente porque es intuitiva y simple de utilizar, pero ade-
mas, IBM es una de las companias con mas prestigio cunado hablamos de computaciéon
cuantica, aunque, en mi opinion, la delantera la lleva Google por el hecho que describimos

al principio: haber alcanzado la supremacia cuantica.



Capitulo 2

Mecanica Cuantica y Procesadores

Cuanticos

En este capitulo nos introduciremos a los principios elementales que gobiernan la fisica
cudntica. Sin ir mas lejos, deduciremos la ecuacién de Schrodinger, la cual representa el
comportamiento de las particulas a escala atémica. Luego presentaremos alguna de las

particulas subatémicas mas utilizadas para construir procesadores cuénticos.

2.1. Introducciéon a la mecanica cuantica

2.1.1. Historia

Haremos un breve recorrido de la historia de la fisica cuantica, marcando los eventos méas

relevantes hasta llegar al nacimiento de la computacién cuantica.

= Enero de 1900
Hasta esta fecha, el modelo atéomico no era universalmente aceptado, el electron
habia sido descubierto apenas 3 afios antes y no se sabia como interactuaba con
otras particulas, ni donde estaba localizado. Un importante problema se referia a
los colores emitidos por los 4tomos en un tubo de descarga. Nadie podia enten-
der por qué diferentes dtomos de gas brillaban en diferentes colores. Este y otros

interrogantes eran materia de investigaciéon de la comunidad cientifica. '

s 14 de Diciembre de 1900

' Dan Styer. A Brief History of Quantum Mechanics



Fue el dia que Max Plank present6 su trabajo sobre la cuantizacién de la energia,
relacionada con una constante universal, la cual se denominé constante de Plank.
Esta teoria ayudo a resolver fendémenos naturales previamente inexplicables, como
el comportamiento del calor en los sélidos y la naturaleza de la absorciéon de luz a
nivel atémico.

Afios mas tarde obtuvo el premio Nobel.

= 1905
Albert Einstein, a la edad de 26 anos, postul6é que el total de la energia de un haz
de luz es cuatizable. Concepto que le permitié formular el efecto fotoeléctrico por
lo que casi 2 décadas mas tarde obtuvo el premio Nobel.
A partir de aqui, otros cientificos también empezaron a tratar la cuantizacion de

la energia para la velocidad, posicién, momento, entre otras variables.

= 1925
Erwin Schrédinger terminé de escribir la formula la cual describe de manera com-

pleta este sistema quantico y poder hacer predicciones

= 1980
Aqui se gesta la computacion cuantica. Paul Benioff publica una completa descrip-
cion de la maquina de Turing cuantica. Luego Richard Feynmanman y Yuri Manin
sugirieron que la computacién cuantica podria tener un potencial mayor por sobre

la, computaciéon clasica.

2.1.2. El gato de Schrodinger

Una buena manera de dar el primer paso hacia la fisica cuantica, es comenzar por la

famosa paradoja del gato de Schrodinger.

Un gato estd encerrado en una camara de acero, junto con el siguiente
dispositivo (que debe asegurarse contra la interferencia directa del gato): en
un contador Geiger, hay una pequeiia cantidad de sustancia radiactiva, tan
pequena, que tal vez en el curso de la hora uno de los &tomos se descompone,
pero también, con igual probabilidad, tal vez ninguno; Si sucede, el tubo
contador se descarga y, a través de un relé, libera un martillo que rompe un
pequeno matraz de acido hidrocianico. Si uno ha dejado todo este sistema
solo durante una hora, se podria decir que el gato atn vive si, mientras
tanto, ningin atomo se ha descompuesto. La primera desintegraciéon atémica
lo habria envenenado. La funcién psi de todo el sistema lo expresaria al tener

al gato vivo y muerto (perdén por la expresion) en partes iguales.



Es tipico de estos casos que una indeterminacién originalmente restringida
al dominio atémico se transforme en indeterminacién macroscopica, que luego
puede resolverse mediante observaciéon directa. Eso nos impide aceptar tan
ingenuamente como un "modelo borroso” valido para representar la realidad.
En si mismo, no representaria nada poco claro o contradictorio. Hay una
diferencia entre una fotografia temblorosa o desenfocada y una instantanea

de nubes y bancos de niebla. "

Basicamente, lo que Schrédinger quiso demostrar, es la diferente naturaleza entre un
sistema fisico clasico y cuantico. Clasicamente podriamos decir que el gato esta vivo
o muerto al momento de abrir la caja, incluso antes de abrir la caja deberia tener un
estado determinado, pero cuanticamente, existe una probabilidad de que el gato este vivo
y su complemento de que este muerto. Ahora si abrimos la caja, estaremos haciendo una

medicion, que hara que colapse el sistema, y asi saber si el gato esta vivo o muerto ™.

2.1.3. La ecuacién de Schrodinger

La paradoja anterior nos permite captar la contraintuitiva idea de que pueden coexistir
dos o més estados en simultaneo y si queremos observar uno de ellos, debemos medirlo,
lo cual perturbara el sistema y con cierta probabilidad quedara determinado en alguno

de los estados.

Schrédinger fue capaz de expresar el comportamiento de un sistema cuéntico en una

ecuacion, lo cual le vali6 el premio Nobel.

Derivaremos la ecuacion dependiente del tiempo, siguiendo los pasos de David Morin en

su libro "Waves”, capitulo 10.2

Comenzamos por escribir la formula no relativista de la energia. La energia total del
sistema es igual a la energia cinética mas la energia potencial. Por el momento definimos

la energia potencial en una sola dimensién:

1
E=K+V=om’+V(e)=-—+V 2.1
FV = omet Vi) = 24 V() (21)
Invocamos la ecuaciéon de Broglie, la cual expresa la representacién de particulas como
una onda con frecuencia w, y la relacion Planck—FEinstein, £ = hw y el momento lineal

dado por el niimero de onda k, p = hk. Nos queda:

"Erwin Schrédinger, traducido por John D. Trimmer. THE PRESENT SITUATION IN QUANTUM
MECHANICS: A TRANSLATION OF SCHRODINGER’S "CAT PARADOX PAPER”. 1935
" Aqui seguimos la interpretacién de Copenhague de la mecéanica cuéantica



h2k?

Una funciéon de onda puede escribirse de forma exponencial asf:

1/}($7t) _ Aei(szwt)

A continuacién derivamos 1 con respecto al tiempo y luego derivamos dos veces con

respecto a la posicién:

o __, _ o
i Wy = wy = 5 (2.3)
9% 2 2 0%
Multiplicamos la ecuacién 2.2 por )
12 (k)
Ahora reemplazamos ecuaciones 2.3 y 2.4 en 2.5
2 92
ih78¢($’t) iG] + V(x)y(x,t) (2.6)

ot 2m  Ox?

Como mencionamos previamente, la posiciéon de esta ecuacién esta representada en una
sola dimension, si quisiésemos expresarla en las dimensiones (z,y, z), deberiamos reem-

plazar % por el laplaciano V24

Para llegar a esta ecuacién, hemos asumido, entre otras cosas, el postulado de Broglie que
establece que cada particula tiene una funcién de onda asociada. Esto lo aceptamos como
una verdad de fe. Lo que es importante destacar, es que mientras mas se experimenta,

més se afirma la ecuacion de Schrodinger en la teorfa cuantica.

2.1.4. Principio de incertidumbre

En 1927, Werner Heisenberg prob6 que no es posible medir dos propiedades fisicas en

simultaneo de un mismo sistema cuéntico. Si quisiésemos medir la velocidad y posicién



de una particula, mientras mas precisa es la medicién de una de las propiedades, menos

resulta la precisiéon de la otra. ™

Esto a nivel macro no pasa, de hecho, pasa lo contrario, ya que mientras mas exactas
son las propiedades fisicas que medimos en un sistema, més informacién obtenemos de
las demés. Por ejemplo, es claro que podemos medir la velocidad y espacio recorrido de
una moto sobre una carretera. Incluso, si mejoramos la medicién de una variable, mas

precisas se vuelven las otras.

El principio de incertidumbre no es un misterio de la naturaleza cuantica, lo que sucede
es simplemente que al momento de medir una variable fisica, debemos perturbar la otra,
por lo que si medimos esta tultima post-medicién de la primera, obtendremos un resultado

distorsionado.

2.2. Procesadores cuanticos

No todas las companias han tomado la misma estrategia para construir procesadores
cuanticos. Si bien, Google, IBM, Rigetti, IonQ, entre otras escogieron implementarlos en
base a circuitos LC con superconductores y uniones de Josephson, otros han tomado un
camino diferente. Intel utiliza quantum dot, Microsoft topologicas, D-Wave Annealing.

A continuaciéon describiremos brevemente las maéas relevantes:

2.2.1. Circuito LC con unién Josephson y Superconductores

La teorfa de superconductividad fue propuesta por Bardeen, Cooper and Schrieffer en
1957. A diferencia de otros materiales, los materiales superconductores son aquellos en
los que existe una temperatura critica, para la cual, la resistencia es nula (Ver Figura 2.1
). Esto se debe a efectos cuanticos, ya que en ciertos materiales y a partir de una tempe-
ratura critica T, forman pares de electrones, llamados pares de Coopers. Los electrones
tienen estados de spin como fermiones (%, %), lo que implica que cada uno debe ocupar
un estado diferente (principio de exclusion de Pauli ). Los pares de Cooper, se comportan
como Bosones, con spin enteros y no tienen que cumplir con el estado de exclusiéon de
Pauli, lo que significa que los dichos pares pueden ocupar el mismo estado. Al ocupar el
mismo estado, se dice que estén condensados, como si fuesen una gran particula, la cual
se preservara ante pequeiias perturbaciones como el proceso de dispersién. En materiales
no superconductores, los electrones no ocupan el mismo estado, como dijimos anterior-

mente, por lo cual se comportan de manera independiente y estdn expuestos a pequenas

"VWerner Heisenberg. The Nobel Prize in Physics 1932. https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1932/ceremony-
speech/



perturbaciones debido al proceso de dispersion. Esto quiere decir que el momento M de

, . ’ .. .
un electrén puede cambiar a M, lo que se traduce en una degradaciéon de la corriente.

A

p )

Superconductor

Material Comun,

4

Tc T

F1GURA 2.1: p : resistencia, T: Temperatura, T, : Temperatura critica

Los materiales superconductores son la base para construir nuestro procesador cuéntico.

El circuito mas usado por las companias mencionadas al principio es el circuito LC, pero
sin un elemento clave no iba a ser posible construir el procesador cuantico. Este elemento

es la unioén de Josephson, o efecto de Josephson.

Si miramos la figura 2.2, lo primero que notamos es que tenemos muchos niveles de
energia equidistantes. Dichos niveles de energia pueden ser representados por un osci-
lador harmoénico cuantico, analogo al oscilador clasico de un resorte y una masa en un
movimiento peridédico. Esto es un problema, ya que nosotros buscamos representar los
bits 0 y 1 con el estado de energia mas bajo y el siguiente respectivamente. Lo que sucede

es que el circuito puede tomar cualquier otro estado con igual probabilidad.

Aqui es donde entra en juego la teoria de Brian David Josephson, llamada efecto Jo-
sephson, representada en un circuito por la unién Josephson, que le vali6 el premio nobel
en el ano 1973 V. El fue el primero en predecir el efecto tiinel de pares de Cooper en

superconductores.

v B.D.Josephson. Possible new effects in superconductive tunnelling.
https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/0031916362913690
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Energia

V(t)
Vo coswort

Flujo, ¢

FiGUrA 2.2: El el grafico de la izquierda estan representados los diferentes niveles de
energia del circuito, en el otro el circuito

Para construir la unién de Josephson, bastaré con tomar dos superconductores, aislados

por una fina capa de aislante.

Incorporando la unién Josephson, rompemos con la linealidad del circuito y veremos
representados los niveles de energia no equidistantes como vemos en la figura 2.3 y asi

poder controlar los estados |0) y |1) de manera no ambigua.

40
Vo COE Wny t

FiGUrA 2.3: A la izquierda vemos el circuito con la unién Josephson y al otro lado, los
distintos niveles de energia no lineales

Nuestro qubit quedard formado por el circuito y la frecuencia de transiciéon de qubit
depende de las capacitancias e inductancias en el circuito. Las operaciones cuanticas se
realizan enviando impulsos electromagnéticos a frecuencias de microondas (alrededor de
4-6 KHz) al resonador acoplado al qubit. Esta frecuencia resuena con la separacion de

energia entre los niveles de energia para |0) y |1).

Existen distintas formas de representar los niveles de energia del circuito, estos son: carga

Qubit, flujo Qubit y fase Qubit.

Una de las ventajas de utilizar superconductores para construir un “atomo” artificial,
es que tenemos mucho conocimiento teérico y practico en ese area. La de-coherencia
sigue siendo una barrera que relentiza el escalamiento cuantico, no solo en este tipo de
procesadores, sino en la mayorfa. El enfriamiento del circuito a muy bajas temperaturas

es un proceso complejo a tener en cuenta.



11

2.2.2. Topolobgicos

Hoy, principalmente Microsoft se encuentra desarrollando esta tecnologia. Tomé un gran

desafio por su complejidad, pero muy prometedor.

La topologia es una rama de las matematicas que describe como un sistema experimenta
cambios fisicos como curvatura, estiramiento, compactacién, o cualquier otra deforma-
cién, pero se mantienen ciertas propiedades de la forma original. Pequefios o suaves
cambios en la forma no cambian la topologia de un objeto, sin embargo, cambios violen-
tos si. Por ejemplo, rebanar una pequena parte de la superficie de una dona no alterara la
topologia, sin embargo, cortarla a la mitad, si. Esto aplicado a la computacién cuéntica,
nos dice que las propiedades topolégicas crean un nivel de proteccién que ayuda a retener
informacién mas alla de las condiciones del ambiente, o sea, es mas tolerante a fallas que

otros tipos de procesadores.

Los procesadores topologicos estén formados por cuasiparticulas llamadas anyons, las

cuales ocurren solo en un sistema de dos dimensiones espaciales.

Intercambiando dos Anyons no abelianos, es equivalente a realizar una operaciéon unitaria
sobre el systema, lo que lleva a un cambio de fase, y en particular de Anyons no Abelianos,

a un cambio de estado.

Si consideramos 2 + 1 dimensiones, con el tiempo como tercera dimensién, veremos la
evolucion del sistema (Figura 2.4 ) en forma de trenzas, las cuales, si son topologica-
mente equivalentes, corresponderdn a una misma operacién unitaria sobre el sistema.
Topologicamente equivalentes quiere decir que las trenzas pueden deformarse o estirarse,

pero seguiran siendo topolégicamente las mismas.

cabit cubit

FIGURA 2.4: Evolucién en el tiempo de dos qubits formados por cuatro anyons

Trenzando los Anyons de cada qubit alcanzamos la superposicién de estados lo que

implica que medir un qubit, afecta el estado de los demés. Para representar las diferentes



12

compuertas cuanticas, lo hacemos guardando las trenzas que sabemos que arrojaron el

estado deseado.

Para medir el sistema, lo que hacemos es fusionar dos Anyons de cada qubit y observamos

la salida de cada uno.

Unos de los modelos mas simples para representar grupos de Anyons, es el de Anyons de
Fibonacci. Se representan los estados |0) y |1) como vacio (ausencia de la particula) y el

Anyon no trivial respectivamente.

La principal ventaja de un procesador topologico sobre los demas es la mayor estabili-
dad. Pequenas perturbaciones que llevan a la de-coherencia de cualquier otro procesador
cuantico, en este, no impacta en las trenzas del sistema, a menos que estas perturbacio-
nes sean fuertes. Varias instituciones han comenzado a invertir en investigar las distintas
piezas de conforman un procesador topologico. Ultimamente se han hechos progresos
significativos en el area, tanto tebrico como practico, lo que ha llevado a este tipo de

procesador a ser una de las mayores promesas a mediano plazo.

2.2.3. Annealing

D-Wave posee un procesador cuantico Anneling, el cual corre algoritmos adiabaticos
cuénticos. Los principales problemas que resuelve eficientemente son de biisqueda y en-
contrar el minimo. Pero se destaca predominantemente en problemas donde hay muchas

soluciones, de las cuales puede encontrar una suficientemente buena.

Problemas como obtener la ruta mas eficiente para un vendedor que visita muchas ciu-
dades o jdeberia enviar mi paquete en este camiéon o en el siguiente? Son resueltos de
manera eficiente con este tipo de computaciéon cuéntica, en donde encontrar el nivel mas
bajo de energia ( para un problema de optimizacion) o para otros problemas basta con

encontrar algiin minimo local, no global.

La regla fisica fundamental que lidera este enfoque es que todo sistema tiende a buscar el
minimo nivel de energia. Esto lo vemos en un cuerpo caliente que se enfria, en una bola
en la cima de una colina que rueda hacia abajo, lo mismo sucede en el mundo cuantico

en términos de energia.

En problemas de muestreo, que en particular hoy se utiliza en machine learning, podemos
obtener la forma de los distintos minimos locales de energia que representan el estado

actual del modelo en cuestién.
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Para construir el procesador de Anneling, D-Wave implementa superconductores junto
a un acoplador utilizado para entrelazar qubits y un bias que se usa para ejercer campos

magnéticos direccionados para cambiar los estados de los qubits.

En la figura 2.5 vemos como evoluciona el sistema hasta alcanzar el estado desdado, o

sea un minimo, en este caso global.

(b) ()

Energia Alta (a)

Estado en Alta
superposicion n 1 probabilidad
de baja
Campo energia
magnetico a4 2
o J aplicado i 7N
ah \ ‘-3 g b N
Energia baja b N/

FiGurA 2.5: Evolucién en el tiempo de un sistema compuesto por un qubit luego de
aplicar un campo magnético (bias)

Para un sistema cuantico, un Hamiltoniano es una funciéon que mapea ciertos estados,
llamados eigenstates, a distintos niveles de energia. Cuando el sistema esta en un eigens-
tate del Hamiltoniano, decimos que se encuentra en un estado bien definido de energia,

llamado eigenenergy.

El Hamilotniano es la suma de el Hamiltoniano inicial mas el Hamiltoniano final (al que

queremos llegar). Entonces los pasos para resolver un determinado problema son:

= Hamiltoniano inicial: El estado de energia mas baja de este es cuando todos los
qubits estan en superposicion [0) y |1). Este estado también es llamado Ttunel

Hamiltoniano.

= Hamiltoniano final: El nivel mas bajo de energia de este corresponde con la res-

puesta al problema planteado.

Idealmente, al final del proceso nos encontraremos en el nivel mas bajo de energia del

Hamiltoniano final, obteniendo la respuesta a nuestro problema.

Entre el nivel mas bajo de energia y el siguiente, existe un espacio, el cual debemos evitar
que el sistema salte a este ultimo. Hay varios factores que pueden hacer que se produzca
un salto de energia, entre ellas esta las fluctuaciones térmicas y otra importante es que
el proceso de Anneling se corra muy réapido. Un sistema que evoluciona en el tiempo de
manera lenta sin interferencias de ningin tipo de fuente externa se denomina proceso
Adiabatico. Como no existe en la realidad un sistema totalmente aislado, Anneling es la

contrapartida préctica del proceso teérico Adiabatico.
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2.2.4. Trapped ion

Trapped ions es otra forma de construir computadoras cuénticas de gran escala. Esta
basada en ion trap, lo cual es un dispositivo que tiene como objetivo asilar iones o
Adtomos con carga positiva suspendiéndolos en el espacio por medio de campos potenciales
o magnéticos. La ion trap mas usada para implementar este procesador cuantico es Paul
trap, la cual esta compuesta por campos eléctricos oscilatorios, producidos por electrodos
a aproximadamente la frecuencia de radio, como podemos ver en la figura 2.6 Los campos

son oscilatorios porque no es posible atrapar iones con campos estaticos.

F1GURA 2.6: Del grafico 1 al 2 vemos como se alternan oscilatoriamente los campos
eléctricos para suspender el ion en el centro

Una vez atrapados son enfriados con una combinacién de las técnicas Doppler cooling
y Resolved sideband cooling. A bajas temperaturas es posible cuantificar la energia en

fotones.

Hay dos maneras de formar un qubit

= qubits hiperfinos: Dos niveles hiperfinos en estado fundamental.

= qubits 6pticos: Un nivel de estado fundamental y un nivel excitado.

Ambos enfoques tienen la ventaja de ser estables y longevos.

Para inicializar qubits, se utiliza el proceso llamado Optical pumping. Luego, el proceso
de medicion es con un laser apuntado al ion, cuando este colapsa, libera fotones y hemos

medido un estado, si no emite fotones es porque se encuentra en el estado contrario.



Capitulo 3

Representacion, enunciados y

operaciones cuanticas

La computacion cuantica explota ciertos efectos y leyes de la mecénica cuéntica, asi como
analogamente la computacién clasica el comportamiento de la fuerza electromagnética a
gran escala. Cabe aclarar, que cuando hablamos del modelo clésico, hacemos referencia a
la Maquina de Turing, la cual puede ser implementada de muchas maneras, sin embargo
la mas famosa es el ordenador digital. Lo mismo sucede en el nuevo modelo, tenemos la
Maquina de Turing Cuantica como modelo abstracto, pero esta puede ser representada

por fotones, electrones, iones, entre otras particulas a escala subatémica.

3.1. Qubits y postulados de la Computacién Cuantica

3.1.1. Qubit y su representacion

Un qubit esta en estado superpuesto de 0 y 1

[¥) = a0 |0) +ar [1)

Cuando el qubit es medido, tomara el valor de 0 o 1, dependiendo de los valores ag y ay.

Es una medicién probabilistica.

Todos los sistemas cuanticos estan descriptos por un vector de estado representado por

notacién de Dirlac KET.

15
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N-1

[Y) = ag [to) + a1 [1) + ... + an—1 |¥N_1) = Z a; [1i)

i=0
También podemos describir el vector de estado como un vector de sus coeficientes com-

plejos:

ao

a

<
I

aN—1

El estado conjugado se describe con notacion Dirlac BRA y sus coeficientes conjugados:

N-1
(W= ai il =|ay at ... ay_y]
i=0
Al medir el sistema, obtendremos un solo valor, 0 o 1, con las siguientes probabilidades:
p(0) = ag - ag

p(l) = a1 -

p(0) +p(1) =ag-ap+aj-a1 =1

Luego de la medicién, el sistema permanecera en el estado asociado con el resultado

obtenido.

3.1.2. Transformaciones unitarias

Para pasar de un estado a otro utilizamos algtin operador unitario y lo podemos repre-

sentar como una matriz cuadrada

Ulp) =y")

Siendo U
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uNi1 UN2 ... UNN

La matriz de transformacion unitaria satisface las condiciones
Ulv=r1
T
Ul-j = U;‘Z-

Una propiedad importante es que las transformaciones unitarias son siempre reversibles.

3.1.3. Sistemas compuestos por el producto tensorial

Para unir dos sistemas o mas, necesitamos:

1. Formar las bases orto-normales para el nuevo sistema

2. Determinar las amplitudes del nuevo sistema

Para satisfacer estas dos condiciones utilizamos el producto tensorial:

w) = [¥) ®¢)

Supongamos que el sistema [1) es un registro de N bits y el sistema |¢) de M bits, luego

el sistema compuesto por ambos sera:

N+M

W)@ 1e) = Y ai-bjltiey)
ij

3.1.4. Entrelazamiento

Es un efecto de la fisica cuantica, donde dos o mas particulas se combinan para formar
un tnico sistema. El cambio en una parte del sistema afecta a todo el sistema. Es la

propiedad fundamental del que se nutren los algoritmos cuanticos
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3.1.5. Estados de Bell

Los estados de Bell tienen la particularidad de que al medir uno de los qubits, ob-
tendremos el otro con 100 % de certeza. Es posible construir estos estados a través de
compuertas, por ejemplo para el primer estado con la compuerta Hadamard y Controlled

Not llegamos al mismo. Existen cuatro estados de Bell. En este caso representado por 2

qubits:
. ) = |oo>}2|11>
- |¢2> _ |00>\;§|11>
- us) = B

. [ihy) = 1O0-110)

S

En el primer caso, si medimos el primer qubit y es 0, instantdneamente, el segundo qubit

también sera 0.

3.1.6. Teorema de no clonacion

Supongamos que quisiéramos copiar un registro en otro:

U9} [6)) = |9) [4)

Para esto deberfamos encontrar una matriz U unitaria que satisfaga esta ecuacion. Desa-
rrollando la formula anterior podriamos verificar que no es posible obtener dicha matriz

que copie un registro de qubits en otro.

3.2. Compuertas Cuanticas

En esta seccién vamos a presentar las principales compuertas cuanticas y en especial
las necesarias para construir los algoritmos cuanticos que presentaremos en el proximo

capitulo. Todas las compuertas, expresadas como matrices unitarias, son reversibles.



19

3.2.1. Compuerta NOT

La compuerta NOT, tal como la conocemos en computacion clasica, no es reversible.
Cuando hablamos en computacion cuantica sobre la compuerta NOT, nos referimos a la

matriz unitaria aplicada a un qubit:

Esta transformacion aplicada a un qubit:

Ficura 3.1: Compuerta NOT

3.2.2. Compuerta CNOT

La compuerta Controlled NOT o CNOT es una matriz unitaria que opera sobre dos

qubits:

1 00 0
0100
No =
0001
0010
1) l
|p) S,

Ficura 3.2: Compuerta CNOT

3.2.3. Compuerta CCN o Toffoli

Compuerta Controlled-Controlled NOT, en inglés:
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1 00 00 O0 OO
01 0 0 O0O0O0TO0
001 0O0O0O0O0
00 01 0O0O0O0
Neo =
000 O0OT1UO0UO0O0
00 0 O0O0OT1TTO0TPO0
00 0 O0O0O0OOUO01
000000 1 0]
) .
o) l
’W> N

F1cURrA 3.3: Compuerta CCNOT o Toffoli

3.2.4. Compuerta CSWAP o Fredkin

Inventada por Fredkin, la compuerta Controlled Exchange es similar a la anterior, solo

que intercambia los peniltimos y antepentultimos bits.

10000000
001000000
00100000
00010000

Xo =
00001000
0000O0GO0T10
0000O0T1O00
0000000 1

|¥) *

[ S

jw) S

FicUurA 3.4: Compuerta CCNOT
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3.2.5. Compuertas X, Y y Z o Matrices de Pauli

Las Matrices de Pauli para 1 qubit, tomando en cuenta la matriz X que presentamos en

2.2.1 como la compuerta NOT para 1 qubit, se representan de la siguiente forma:

0 —i 1 0
1 0] 0 —1]
) Y]

F1curA 3.5: Compuerta Y

) 7]

F1curaA 3.6: Compuerta Z

3.2.6. Compuerta Hadamard

Es una de las matrices de transformaciéon unitaria mas importantes y usadas:

Ficura 3.7: Compuerta Hadamard

3.2.7. Compuertas Phase Gate, T y Ry

1 0

0 €'

10
S: T:

La compuerta Rj es mas genérica con la caracteristica de que Ro =Sy R3 =T

[) [ Ry |

FiGurA 3.8: Compuerta Ry



Capitulo 4

Principales algoritmos cuanticos

4.1. Algoritmo de Deustch y Jozsa

El primer y mas simple algoritmo cuantico que demuestra un incremento en el poder
de calculo con respecto a los algoritmos clasicos fue desarrollado por David Deutsch y
Richard Jozsa en 1992. El algoritmo propone averiguar si una funcién es constante o
balanceada. Esto, en un algoritmo clasico, para una funcion f : (0,1) — (0, 1) requiere
evaluar como minimo dos valores. Deustch y Jozsa lograron implementar y alcanzar el

mismo resultado haciendo una sola medicién.

Veamos la siguiente funciéon: f

f()

0

0 1

F1GURA 4.1: Ejemplo de funcién balanceada

A simple vista se puede observar que es una funciéon balanceada, pero algoritmico de-
berfamos calcular f(0) =0y f(1) = 1 y concluir que al ser f(0) # f(1), la funcion es

balanceada.

22
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Nuestra funcién queda definida como

Balanceada si  f(0) # f(1)
f:(0,1) = (0,1) =
Constante  si f(0) = f(1)

El algoritmo de Deustch y Jozsa es el siguiente:

0) . 0) 0) @

Oy

1) 1) (1)@ £(0))

FI1GURA 4.2: Circuito de Deustch y Jozsa

En primer lugar, tomamos dos qubits |0) y |1)

Al comienzo del circuito, el estado del sistema es:

lwo) = 10) @ |1)
Luego le aplicamos a cada qubit la compuerta Hadamard:

1

1 1
|O>+E|1>)®(E 0) - EID)

1
|wr1) = (E
y lo escribimos como
1 1
lwi) = 5100 @ (10) = 1)) + 5 [1) @ (0) 1))

Ahora es hora de aplicar la transformacion Oraculo (Oy), la cual acttia sobre un solo

qubit.

O lo) |¢) — |9} [¥ @ f(9))

Como se puede comprobar facilmente, la operacion definida por O es reversible gracias

a la operaciéon @. De hecho, una compuerta clésica equivalente también seria reversible.

Continuando con el desarrollo, aplicamos Oy a nuestro sistema:
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jw2) = % 0) @ (I0@ £(0)) — |1 £(0))) + é e (oe ) -t f(1))

Lo que es importante destacar aqui, es que la funcién f esta involucrada en las amplitudes
de los qubits, pero todavia de nada nos sirve porque para saber que tipo de funcién es

deberfamos medir ambos qubits.

Como podemos observar, |0 f(0)) — |1 & f(0)) tomara siempre distintos valores, por
lo cual, es equivalente a (—1)/(®)(]0) — |1)) El mismo procedimiento podemos aplicar al
termino [0 & f(1)) — |1 & f(1))

Entonces reescribimos:

fwn) = (-1 [0) @ (0) — [1)) + £ (~1)'® 1) ® (10) — 1)

y lo podemos separar como:

1 1
we) = —=((=1)7 @10y + (=)W 1)) @ —=(]0) — |1
fn) = (DO10) + (=)D 1) @ 2= (10) ~ 1)
Como podemos observar, hemos alcanzado la parte més tediosa del algoritmo: lograr que

la amplitud donde actia la funcién quede en un solo qubit. Este fenémeno se denomina
“phase kick-back”.

Del primer qubit deducimos lo siguiente:

lue) = J5(10) + 1)) i f(0) = f(1)
del 1° qubit =

Jus) = 5(10) = (1)) i f(0) # f(1)

)

conay fe{-1,1}
|ue) L |us)
Finalmente le aplicamos la compuerta Hadamard como indica el circuito.

Si f es constante:
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Si f es balanceada:

1 1 1 ﬁ Ly 0]
sl 4L

Luego, si medimos el primer qubit y observamos el estado a |0) podemos asegurar que

la funcién es constante, de lo contrario es balanceada.

4.2. Algoritmo de Deutsch—Jozsa generalizado

El caso anterior es un caso particular del algoritmo de Deustsch-Jozsa generalizado. En
general, si tenemos una funcion f : (0,1)" — (0, 1), para saber si es constante o balancea-
da, en un algoritmo clésico necesitarfamos evaluar 27! 41 puntos del dominio. Mediante
un algoritmo cuantico se realizaré con una medicién de la funcién f. Cabe aclarar que en
1985 David Deustsh y Richard Jozsa llegaron a la solucién con dos mediciones de f. No
fue hasta 1998 que Richard Cleve, Artur Ekert, Chiara Macchiavello, y Michele Mosca
llegaron a la versiéon actual del algoritmo.

En complejidad computacional, veremos que el algoritmo pertenece a la clase EQP, esto
quiere decir que resuelve el problema en tiempo polinomial con probabilidad igual a 1.

Es el caso analogo a la clase P en computacion clésica.

El circuito de compuertas cuénticas es el siguiente:

10) — ] ron ) gen @
!
=3
1) LH |

FiguraA 4.3: Circuito de Deutsch—Jozsa generalizado

Inicialmente nuestro sistema es:

lwo) = (100) © [01) ® ... ® [0,)) @ [1) = 0)*" @ |1)

Primero aplicamos la compuerta Hadamard H®" para el primer registro de n qubits y

luego, H para el qubit |1)

jwi) = HE™0)*" ® H |1)
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1
jwi) = ) @ (|0) = [1))
! v on+l re{%,l}”

A continuacion aplicaremos la compuerta Oraculo con la funcion f.

o) = = 3 e ) -ie @)

Recordemos que 0 @ f(z) = f(x) y que [0® f(x)) — |1 ® f(x)) puede valer |0) — |1) o

|1) —10), dependiendo si f(z) es constante o balanceada. Reescribiendo nos queda:
1) = = Y D)) ® —=(10) - 1))
ze€{0,1}m f

A partir de este momento, dejamos de lado el Gltimo qubit, ya que como indica el circuito,

debemos aplicar la compuerta Hadamard al primer registro:
1 :
lwa) = o DR G VA I o Vin )
ze{0,1}m ye{0,1}"

Ahora |y) es nuestro registro de n bits y depende de la alternancia de +1 segin x - y.
La transformaciéon Hadamard modifica el signo y se puede expresar como la suma de la

multiplicacién bit a bit:

o Yo DT Y2 D ... ®Xp—1 - Yn—1

Reordenando los términos de la sumatoria:

1 x x-
=g 3| X O]y
ye{0,1}» | ze{0,1}™
Finalmente, calculamos la probabilidad de medir: |0)*"

2% Z (—=1)f@)

ze{0,1}"
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Solo cuando |y) = |0)¥", el valor (—1)*¥ = 1 y si ademas la funciéon es constante,
obtendremos |y) = [0)®™ con probabilidad 1. Si la funcién es balanceada, la probabilidad

de obtener |y) = [0)*™ es 0 y obtendremos un valor distinto de |y) = [0)*".

1 si f es constante
La probabilidad de medir |0)*" =

0 si f es balanceada

Como podemos observar, hemos hecho una sola medicién.

4.3. Algoritmo de Simon

Daniel R. Simon en 1994 exhibié un algoritmo cuéntico que resuelve el problema que

presentaremos a continuaciéon, en tiempo polinomial.

Dada una funcion f : {0,1}"™ — {0,1}" y que satisface la propiedad que Vz,y € {0,1}", f(z) =
fly) < z®y = s paraalgan s € {0,1}"

Desde la teoria de la complejidad computacional decimos que este problema se encuentra
incluido en la clase BQP", si lo consideramos resoluble desde una computadora cuéntica.
Es exponencialmente mas rapido que cualquier méquina clasica deterministica o proba-
bilistica.

El problema que expondremos, junto con el siguiente, son un caso especial de abelian

hidden subgroup problem.

10) ——{ pren : Hon @
f

o) —= (m)

FI1GURrA 4.4: Circuito de Simon

Como observamos en el circuito, en primer lugar tomamos dos registros de n qubits cada

uno inicializados en |0):

wo) = (|00) @ [01) ® ... ©]0,)) @ (|00) @ [01) ® ... @]0,)) = [0)*" @ [0)*"

Luego aplicamos la compuerta Hadamard H®" al primer registro.

'BPP € BQP
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jwi) = HE™[0)°" @ |0) ="

1
== 3 el
\/27$€{071}"

A continuacion, ambos registros pasan por una funcién Oraculo ™. Como ya hemos men-

cionado, la funcion solo afectaréa al segundo registro.

1
/on

|wa) =

Y. lellos f@))

ze{0,1}m

1
/on

|wa) =

Y ) ®lf()

ze{0,1}m

En este paso medimos el segundo registro, el cual colapsara en f(x) para algun zg € Z%
Inmediatamente vemos que, para que se cumpla la condicién de <=, se debe cumplir
la condicién: x @By = s, y para incluir a s en en algoritmo escribimos yg = x¢ ® s. Nuestro

sistema quedara reducido a la siguiente expresion:

1

|wa) = \/5(\$0> + |zo © 5))

La dltima compuerta que aplicaremos es Hadamard sobre el primer registro:

1
A /2n+1

3 (1) 4 (~1) o)y |y

ye{0,1}"

|wa) =

Sacamos factor comtn entre ((—1)%Y y ((—=1)%¥®P$¥ y nos queda:

1
A /2n+1

3 (DT (1)) Jy)

ye{0,1}"

|wa) =

Ahora estamos en condiciones de obtener mucha informacién sobre s. Si se da el caso
trivial en que s = 0", decimos que f es inyectiva y esto habra ocurrido con la siguiente
probabilidad:

"Oy es una trasformacion unitaria con los efectos de la funcion definida f
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La probabilidad p =

Entonces, para un s # 0", el resultado siempre es para un s-y = 0. A partir de esto vamos
a tratar de determinar s. Los siguientes pasos corresponden a un procesamiento clasico.
Como demostraremos a continuacién, una vez obtenido y, es suficiente informacién como

para obtener s.

Para poder resolver la ecuacién y - s = 0 vamos a necesitar n — 1 ecuaciones linealmente
independientes. Decimos que necesitamos n — 1 y no n ya que el caso trivial s = 0"

satisface las ecuaciones.

Y1-S=Y11-51+Y12-52+ ... +Yin -5, =0
Y1-S=y11-S1+Y12-52+...+yin-sp, =0

Yn—1"8 = Ymn-1)1 " 931 + Yn—-1)2 * 52 + ...+ Yn—-1)n " Sn = 0

La probabilidad de fallar al obtener la primer ecuacion lineal es igual a obtener Py (y1 =
0)"" = 27" por el complemento, la probabilidad de obtener exitosamente la primer
ecuacion lineal es P.1(y; # 0) = 1 — 27", Para la segunda ecuaciéon vamos a necesitar
que el algoritmo no nos arroje yo = 0 0 yo = y1, entonces la probabilidad de fracaso es
Ppy =271 y ]a de éxito Pp = 1 — 271, La probabilidad de obtener n — 1 ecuaciones

lineales queda expresado de la siguiente manera:

1 1 1

"Aqui llamaremos Py1 a la probabilidad de fracaso de obtener la primer ecuacién y la de éxito Pe1,
y asi sucesivamente
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Para acotar esta ecuacion utilizaremos la desigualdad (1 — z1)(1 — z2)...(1 — 2z, — 1) >
l—z1—29—...— 2,V 0<1xz; <1 con idel..n
Escribimos:
n
1
P.>1- —
27,
=2

Si utilizamos la serie geométrica obtenemos una expresion

P>+

~
~

N

1
on

N

que nos dice que luego de correr el procedimiento n—1 veces, tendremos éxito en encontrar
todas ecuaciones linealmente independientes con una probabilidad de un poco méas de %,

que aproximaremos a % para n grande.

Si corremos el algoritmo 2k veces, la probabilidad de que falle es:

4.4. Algoritmo de Grover

El algoritmo de Grover es un algoritmo de biisqueda no estructurada que se basa en la
técnica amplificaciéon de la amplitud. A continuacién describiremos como se configura la

busqueda y desarrollaremos en detalle esta técnica de la que se nutre el algoritmo.

Supongamos que tenemos una funcién f : {1...N} — 0,1 y existe un solo elemento
a:{l...N}, tal que f(a) =1, para todos los demas, con x : {1...N}, f(x #a) =0

Para una solucion de este tipo en una maquina clasica tenemos una complejidad O(N),

mientras que en una computadora cuantica, O(v/ N). Esto nos da una mejora cuadratica.

Desarrollaremos el algoritmo, descomponiéndolo en 3 partes, a la que a cada una, le
dedicaremos una seccién y haremos referencia para que el lector pueda profundizar en

ellas.
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4.4.1. EIl Algoritmo

Si buscamos en una lista de N elementos, sabemos que cuanticamente podemos repre-

sentar todos los elementos en n : logy N qubits.

Definimos los n qubits de la siguiente manera:

N

[¥1) = 10) (4.1)

i=1

Luego los inicializaremos (ver seccion 4.4.2) con la compuerta Hadamard para obtener

amplitudes uniformes:

N
[2) = H [yh1) = ) o) (4.2)
i=1

con oy = \/%

El siguiente paso es invertir la fase (ver seccion 4.4.3), para lo cual utilizaremos la funciéon
ordculo f como describimos al comienzo. Necesitamos construir un operador unitario Uy

tal que invierta la fase del elemento que estamos buscando:

N
[s) = Uy [tha) = Y ai(=1)/) |z) (4.3)
1=1

Una vez que hemos invertido la fase, lo siguiente es ampliar dicha fase. Esto se hace con
lo que Grover llamé Operador de difusiéon o también conocido como inversion sobre la

media o simplemente amplificaciéon de la amplitud.

A este operador le llamaremos Us, el cual demostraremos en la seccion (4.4.4) como
efectivamente multiplica la amplitud del elemento a que buscamos. Definimos el operador

|s) de la siguiente manera

= —=>"la) (4.4)

=il

Us=2|s)(s| — I (4.5)

Luego aplicamos el operador U a nuestros qubits:
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[va) = Us |¢3) (4.6)

Hasta aqui hemos terminado la primera interaccién. El resto de las iteracién sera aplicar

el operador Uy seguido de Us. En total serdn @ iteraciones.

El algoritmo nos queda:

1. Entrada del algoritmo

» Estado base Zf\il |0)

» Operador Oraculo Uy
2. Inicializar estado base YN | oy |z)
3. DelavN

a) Aplicar operador Uy

b) Aplicar operador Us
4. Medir
4.4.2. Inicializacién
Luego de aplicar la compuerta Hadamard, todas las amplitudes se distribuyen uniforme-

mente. Es evidente que el promedio u es igual a cualquier amplitud, incluso del elemento

buscado a.

F1GURA 4.5: « es la amplitud, i es la media de todas las amplitudes, a es el elemento
que buscamos y N es el numero de elementos
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4.4.3. Inversion de fase

Como mencionamos al principio del capitulo, solo para a se invertira la fase ya que

(=1)f(@=1 = _1_ para todos los demas la fase no se habra alterado.

FIGURA 4.6: «a es la amplitud, ul es la media de todas las amplitudes, a es el elemento
que buscamos, con la amplitud invertida y N es el numero de elementos

4.4.4. Operador de difusiéon de Grover

Como podemos observar en la Figura 4.7, luego de aplicar el operador difusor, ha

aumentado la amplitud del elemento buscado.

FIGURA 4.7: « es la amplitud, y” es la media de todas las amplitudes, a es el elemento
que buscamos, cuya amplitud ha crecido, a su vez, las deméas amplitudes se han reducido
y N es el numero de elementos
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Para demostrar por que Us es el operador que incremente la amplitud de el elemento

buscado, partimos de las siguientes matrices:

-1 0 0

0 1 --- 0
Us=Hpn L | Hn

0O O 1

Extraemos la matriz identidad I y la sumamos para mantener la igualdad

-2 0 0
0O 0 --- 0

= Hy L | t1 | Hn
0 0 0

Aqui solo acomodo los términos, basicamente saco la identidad afuera como suma

-2 0 0
=Hy| . . . |Hx+I
0 O 0

Multiplico las Matrices Hadamard a ambos lados

—2/N —2/N .- —2/N

—2/N —2/N --- —2/N
. : _ . +1

—92/N —2/N .- —2/N
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Finalmente obtenemos

—2/N+1 —-2/N ... —2/N
- —2/N  —2/N+1 --- —2/N
—2/N —2/N ... —2/N+1

Si nuestro estado de la primera iteracion, luego de aplicar la inversion de la fase, nuestro

elemento a buscar «; tendré signo opuesto con respecto a los demés elementos

aq

anN

Apliquemos el operador U para cada elemento de nuestro estado:

o
—2/N +1 —2/N —2/N
—2/N —2/N+1 - —2/N
= . . ) . —Qy
—2/N —2/N oo —2/N+1
an
Al ser la primera iteracion, sabemos que todas las amplitudes seran V%’ con la amplitud
1 con tendra signo opuesto.
1
“9/N+1 —2/N - —2/N vH
_ —2/N —2/N+1 --- —2/N e
—2/N —9/N ... —2/N+1 1
VN
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El resultado nos queda

Vemos que para el término ¢ se incrementa su amplitud en ?VN\/%, mientas que en el resto

de los términos, sus amplitudes se ven reducidas en N\Q/N

Si del elemento ¢ desprecio el factor 4, nos queda un incremento de amplitud de ~ \/%

Lo que quiere decir, que en cada iteraciéon tendremos aproximadamente un incremento

. 2
de amplitud de TN

Luego de ~ v/ N iteraciones, tendremos una amplitud cercana a 1, por lo cual, con alta

probabilidad la medicién sera exitosa.

Existe otra forma de representar cada iteracion ademas de las que vimos en la figura 4.6

y 4.7, y es a través de reflexiones.

4.4.5. Interpretaciéon geométrica

Hay una representacion geométrica muy intuitiva del algoritmo. Como podemos observar
en la figura 4.8, las reflexiones del vector |s) corresponden a la primera iteracion del

algoritmo.

Definimos |s) como en la ecuacion 4.4. Este estado es el resultado de aplicar la compuerta

Hadamard sobre el estado inicial |0)", siendo n la cantidad de qubits.

El vector a corresponde al estado que estamos buscando. Generamos un plano definido

por ambos vectores, |s) y |a), con un dngulo [ entre ellos.

Por otro lado, vamos a definir un estado \s/> que sera perpendicular al vector |a) y nos

permitira escribir cualquier estado |s) como

(s| = sinf|a) + cosf s )
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FI1GURA 4.8: Representacion grafica de la primera iteraciéon del algoritmo de Grover.
|a) es el estado que buscamos, |s) el estado inicial y, Uy y U, las dos transformaciones.

Por trigonometria sabemos que la férmula para calcular el angulo entre dos vectores, y

en particular nuestro dngulo 3 es:

{als)
cosff = ——— (4.7)

lall sl
Notamos que (a||s) es el producto interno entre vectores y, nuestro vector a, es el estado
que estamos buscando, por lo cual, la posicién del vector que representa dicho estado
tendra una amplitud ~ 1 y todas las demas ~ 0, ya que recordemos que la suma del

cuadrado debe dar 1. Por ejemplo si tengo dos qubits, el espacio de Hilbert sera de 22 = 4,

y si mi elemento a buscar es el 10 'V, me queda:

<a\:(o 0 1 0)

VPara un vector de 4 dimensiones, la posicién 0 equivale al numero binario 00, la siguiente posicion
al valor 01, la siguiente al 10 y por ultimo 11
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El estado |s) es la superposicién de estados uniformemente distribuida, cada uno con

amplitud LN, o en nuestro ejemplo ﬁ:

o=k & w &)

El resultado del producto interno entre estos dos vectores nos da ﬁ y ﬁ para nuestro

ejemplo:

1 1 1 1 1
<a||s>:0.\/ﬁ+0'\/ﬁ+l'\/ﬁ+o‘m:\/ﬁ

La magnitud de ambos vectores es 1, ya que por definicién sabemos que la suma al

cuadrado de todas las amplitudes debe ser 1.

La ecuaciéon 4.7 para calcular el &ngulo 8 nos queda:

cos B =

-

1
B = arccos ——

VN

Pero nos interesa mas saber el dngulo 6, por lo cual vamos a usar la siguiente relacién

cos ff = sin(g - B)

Pero hemos definido a ¢ como § — 3, por lo cual reemplazando nos queda:

sinf =

2l

0 = arcsin 1L

VN
Lo siguiente es aplicar el operador Uy sobre nuestro estado |s), lo que nos nos invertira
la fase, como vimos al principio de esta seccidon. La reflexion sera sobre el vector |s/>,
una magnitud #. Pero para verlo mas claro, lo que realmente ocurre es que se invierte
la direccién de |s) en en eje donde esta definido |a). Recordemos que en la primera
iteracion, la transformacion Uy tan solo invierte el signo de la posicion del elemento que

estoy buscando.
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Para finalizar la primera iteracion, se aplica el operador Us, el cual harad una reelecciéon
sobre |s), que a diferencia de Uy, invierte todos los estados y ademaés, como vimos en la

seccion 4.4.4, duplica la amplitud inicial.

Por ultimo, de esta representacion se puede estimar la cantidad exacta de iteraciones
que necesita el algoritmo. No nos detendremos a hacer este anélisis pero diremos que el
objetivo es acercar |s) a |a). En el plano que hemos definido, se traduce que el dngulo 6

se aproxime lo maximo posible a 5 V. El resultado equivaldra a = 4N iteraciones.

VSi tuviésemos més de una entrada a buscar, la cantidad de iteraciones se vera reducida a 7/ %,

siendo k esta cantidad de elementos que cumplen con la condicién de busqueda.



Capitulo 5

Experimentacion Cuantica

En este capitulo analizaremos y ejecutaremos los algoritmos cuanticos presentados en el
capitulo 4. Propondremos diferentes funciones Oraculo para completar cada algoritmo.
Utilizaremos la plataforma IBM Quantum Experience para construir el circuito, junto
con el lenguaje OPENQASM 2.0. También haremos parcialmente el desarrollo matricial
de los operadores Oraculo para tener una mayor visibilidad de cémo esta transforma los

estados.

5.1. Algoritmo de Deutsch y Jozsa: 2 qubit

En esta seccion plantearemos algunas funciones para resolver a través del algoritmo de
Deutsch y Jozsa.

Como vimos en el capitulo anterior, este algoritmo resuelve si una funcién es constante
o balanceada. Para eso, debemos crear la transformacion correspondiente a la funcién

oraculo.

Plantearemos 4 funciones béasicas, dos constantes y otras dos balanceadas, y para cada
una de ellas construiremos su operador oriculo, para luego encontrar la soluciéon mediante
el circuito ejecutandolo en la plataforma de IBM.

Las funciones quedan definidas como f : {0,1} — 0,1 con: = : {0,1} y para cada una en

particular:

Funciones constantes:
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Funciones balanceadas:

5.1.1. Funciéon constante f(|z)) =0

La siguiente tabla nos muestra la funcién f:

Como podemos observar, en la figura 5.2, nuestro O(f) es equivalente a no aplicar
ninguna transformacién. Lo que buscamos es que el primer qubit pase sin modificarse,

mientras que la salida para el segundo qubit sea: |z) @ f(|x))

En bits, luego de aplicar O(f) nos queda:

) ly) = O(f([2)), |9))
00 — 00
01 — 01
10 — 10
11— 11

A partir de O(f), obtenemos los valores de f(|x)), ya que de la tabla anterior, tenemos
el resultado de |z) & f(|z)), tan solo con mirar el resultado del segundo qubit luego de
aplicar O(f)

) [ lv) | |y) @ f(z)

010 |0@[f0)=0=0
0|1 |1a[f0)=0=1
1|0 |0a[f(1)=0=0
1|1 |1e[f)=0=1

Nuestro circuito quedaria simplemente:
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) = 10
1) =11) {H]

F1cura 5.1: Circuito de Deutsch

A su vez mostramos como queda representado en la plataforma de IBM:

k4
ch 0

F1aUrA 5.2: Circuito de Deutsch en la plataforma de IBM. Aplicamos una compuerta
NOT al segundo qubit ya que este se debe inicializar en |1)

En la figura 5.2 mostramos el resultado luego de ejecutar correr el circuito, como era de
esperar, el resultado de medir el primer qubit es 0, lo cual implica que nuestra funcion

es constante.

Histogram

100%
90%
80%
T0%
80%
50%

Probabilities

40%
30%
20%
10%

00000
State

FIicura 5.3: Resultado: 0

5.1.1.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo queda definido en el lenguaje OPENQASM 2.0 de la plataforma de simula-
cion de IBM:

OPENQASM 2.0; h q[0]; x qg[1]; h q[1];

h q[0];

include "gelibl.inc";
measure q|0] ->c[0];

qreg q[2]; creg c[5];
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5.1.2. Funcion constante f(|z)) =1

La siguiente funcién es tambien constante y queda representada en la siguiente tabla:

Nuestro Oréaculo, O(f), es equivalente a aplicar la transformacion de una compuerta

NOT sobre el segundo qubit.

Mostramos en la siguiente tabla que arrojaria nuestro operador Oraculo O(f):

) [y) = O(f(|2)), |y)))
00 — 01
01 — 00
10 —» 11
11 — 10

A partir de O(f), podemos deducir los valores de |y) ® f(]z)), como hicimos anterior-

mente:

lz) | [v) ly) ® f(|z))

00 0e[f0)=1]=1
01 [1®[f0)=1=0
10 |0oe[f1)=1=1
1|1 [1e[f(1)=1=0

Nuestro circuito nos queda conformado asi:

a0) = 10) (m)
1) = [0)

F1GURA 5.4: Circuito de Deutsch y Jozsa

Nuevamente, en la siguiente figura ( 5.17 ) mostramos el circuito construido en la plata-
forma de IBM
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o - -

v
ch 0

Ficura 5.5: Circuito de Deutsch y Jozsa en la plataforma de IBM
Aligual que en el algoritmo anterior, obtenemos 0 al medir el primer qubit como podemos

observar en la figura 5.18

Histogram

100%

Probabilities
w
s
2

00000
State

FIGURA 5.6: Resultado: 0

5.1.2.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo en el lenguaje OPENQASM 2.0:

OPENQASM 2.0; h q[0]; x qg[1]; h qg[1];

x q[1]; h q[0];

include "gelibl.inc";
measure q|0] ->c[0];

qreg q[2]; creg c[5];

5.1.3. Funcion balanceada f(z) =z

Aqui nos encontramos con una funcién balanceada, la cual esta representada en la si-

guiente tabla:
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La transformacion Oréaculo, O(f), es equivalente a aplicar la transformacion de una

compuerta CNOT. Esto queda expresado en la tabla a continuacion:

) ly) = O(f(|2)), |y)))
00 — 00
01 — 01
10 — 11
11 — 10

Finalmente mostramos como deducimos |y) ® f(|x)

=) [ly) | ly)® f(z))

010 |0&2[f(0)=0=0
01 [1e[f(0)=0=1
1|0 |o[f1)=1=1
1|1 [1e[f1)=1=0

El circuito nos queda:

20) = 10) (m)
1) = 10) {H]—

Ficura 5.7: Circuito de Deutsch y Jozsa

Mismo circuito en la plataforma de IBM:

wo B
al11 |0) ..‘

ch 0

Ficura 5.8: Circuito de Deutsch y Jozsa en la plataforma de IBM
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Obtuvimos un resultado diferente al de los circuitos anteriores. El estado que se muestra
en la figura 5.18 implica que efectivamente nuestra funcion f es balanceada
Histogram

100%
90%
80%
T0%
80%
50%

Probabilities

40%
30%
20%
10%

0%

00001
State

FIGURA 5.9: Resultado: 1

5.1.3.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo en el lenguaje OPENQASM 2.0:

OPENQASM 2.0; h q[0]; b q[1];
cx q[0],q[1];
include "gelibl.inc"; h q[0];
qreg q|2]; creg c[5]; measure q[0] ->c|0];

5.1.4. Funcion balanceada f(|z)) =1 — |z)

Construiremos un tltimo circuito de dos qubits para una funcién balanceada. La funcién

arroja los siguientes valores mostrados en la siguiente tabla:

El operador Oréculo lo representamos por una compuerta CNOT, lo cual genera la

siguiente transformaciéon sobre los qubits:

) [y) = O(f |=)), )
00 — 01
01 — 00
10 — 10
11— 11
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A partir de O(f), deducimos |y) ® f(|x)) como muestra la tabla a continuacion:

El circuito es el siguiente:

lz) | [y) ly) ® f(|z))

00 0[f0)=1=1
01 [10[f(0)=1=0
110 |0®[f(1)=0=0
1|1 [1e[f(1)=0=1

FiGurA 5.10: Circuito de Deutsch y Jozsa

En la figura 5.17 mostramos el mismo circuito en plataforma de IBM :

atel [0 —JHN

ql[1] |0}

e

ch

il
-

FigurA 5.11: Circuito de Deutsch y Jozsa en la plataforma de IBM

Obtenemos el mismo resultado que la ejecucion del algoritmo anterior. Obtener como

resultado 1 implica que la funcién es balanceada
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Histogram

100%
0%

Probabilities
wn
a
]

00001
State

FIGURrA 5.12: Resultado: 1

5.1.4.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo en el lenguaje OPENQASM 2.0:

OPENQASM 2.0; h q[0]; x qg[1]; h q[1];
cx q[0],q[1];

include "qgelibl.inc"; h q[0]; x q[1];

qreg q[2]; creg c[5]; measure q|0] ->c[0];

5.2. Algoritmo de Deutsch-Jozsa: n-qubits

Construiremos el algoritmo para una funcién constante y otra balanceada.

Utilizaremos n qubits + 1, por lo cual, en este caso, el algoritmo utilizara 3 qubits.
Sabemos que las matrices de transformacion para 3 qubits son de 23, con 3 igual a la
cantidad de qubits requeridos; y es por esta razén que nos limitaremos a construir estos

algoritmos con un maximo de 3 qubit para que no se hagan engorrosas las operaciones.

Funcién constante:

Funcién balanceada:

5.2.1. Funciéon constante f(|z)|y)) =0

La tabla de la funcién f queda definida de la siguiente manera:
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|z) | 1y) | f(=) 1)
010 0
01 0
110 0
1)1 0

Al igual que el primer ejercicio de este capitulo, nuestro Oraculo es equivalente a no

aplicar ninguna transformacion.

|z) ly) [2) = O(f () [9)), |2)))

000 — 000
001 — 001
010 — 010
011 — 011
100 — 100
101 — 101
110 — 110
111 — 111

A partir de O(f), obtenemos los valores de |2) ® f(|x) |y))

El circuito nos queda:

FiGurA 5.13: Circuito de Deutsch y Jozsa

) |y) | 12) | 12 @ f(=) |y)
00 | 0 |0®[f(00)=0]=0
00 | 1 [1®[f(00)=0=1
01 | 0 |0®[f(01)=01=0
01 | 1 [1&[f(01)=0]=1
10 |0 [0®[f(10)=0]=0
10 |1 [1®[f(10)=0=1
11 |0 |0®[f(11)=0]=0
11 |1 [1e[f11)=0=1

) =10)
) =10)

lg2) = 1) {1
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En la plataforma de IBM nos quedé de la siguiente manera:

ar21 1oy el

v k4
ch

F1GaurA 5.14: Circuito de Deutsch y Jozsa en la plataforma de IBM

Como era de esperar, el resultado de medir los primeros dos qubit es 0, lo cual implica

que nuestra funcién es constante.

Mostramos el resultado obtenido luego de la ejecuciéon en el simulador de IBM

Histogram

100%
90%
80%
T0%
80%
50%

Probabilities

40%
30%
20%
10%

00000
State

FIGURA 5.15: Resultado: 00

5.2.1.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo en el lenguaje OPENQASM 2.0:

OPENQASM 2.0; h q[0]; b q[1]; x q[2];
h q[0]; h-q[1]; b q[2];
include "qelibl.inc"; measure q[1] ->c[1];

qreg q[3]; creg c[5]; measure q|0] ->c[0];
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5.2.2. Funcion balanceada f(|z),|y)) = |z) ® |y)

La tabla de verdad de la funcion f:

) | lv) | f(Iz) |y)

0
0
1
1

_ o = O
S = = O

Nuestro Oréaculo O(f) lo construimos con dos compuertas Controllerd NOT, CX o
CNOT, aplicadas, una sobre el primer y tercer qubit y la otra sobre el segundo y tercer

qubit (ver figura 5.17).

O(f) nos queda:

) ly) [2) = O(f (=) [9)), |2)))
000 — 000

001 — 001
010 — 011
011 — 010
100 — 101
101 — 100
110 — 110
111 — 111

A partir de O(f), obtenemos los valores de |z) ® f(|z) |y))

) |y) | 12) | 2 ® f(2)|y)
00 | 0 [0&®][f(00)=0]=0
00 | 1 [1&[f(00)=1=1
01 | 0 |o®[f01)=1=1
01 | 1 [1&[f(01)=0]=0
10 | 0 |0®[f(10)=1]=1
10 | 1 [1®[f(10)=0=0
11 [0 [0®[f(11)=01=0
11 |1 |[1e[fa)=1=1

El circuito nos conformado de la siguiente manera:
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a0) = 10) (m)
1) = 10) {H}— (m)
o) = 1) {1 [——

FigurA 5.16: Circuito de Deutsch y Jozsa

En la figura 5.17 vemos el mismo circuito en la plataforma de IBM

ate1 1oy —JHN I i
ara1 (o —JHR i

qf2] |o)

Bl
.
Bl

c5 :

o
=

F1GURA 5.17: Circuito de Deutsch y Jozsa en la plataforma de IBM

En la figura siguiente ( 5.18) vemos que el resultado equivale a que nuestra funcion es

balanceada

Histogram

100%
90%
80%
T0%
80%
50%

Probabilities

40%
30%
20%
10%

0%

00011
State

FIGURA 5.18: Resultado: 11

5.2.2.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo en el lenguaje OPENQASM 2.0:
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OPENQASM 2.0; ex q[0],q[2];

CX Q[llvqp];
h q|0]; b q[1];
measure q[0] ->c|[0];

include "qgelibl.inc";
qreg q[3]; creg c[5];
h q[0]; b q[1]; x qf2];

b 2] measure q[1] ->c[1];

5.3. Algoritmo de Simon

Como vimos en el capitulo anterior, el algoritmo de Simon resuelve el siguiente proble-
ma: Dada una funcion f : {0,1}" — {0,1}" y que satisface la propiedad que Vz,y €
{0,1}™, f(z) = f(y) < z @y = s para algin s € {0,1}" Nuestra funcion f sera la

siguiente:

10) | 10) | £(10) |0))
010 00
01 11
1[0 11
1|1 00

Llamaremos Reg; a la primera mitad de los qubits del circuito y Regs a la restante. La

tabla de la transformacion O(f), queda definida en la siguiente tabla:
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RegiRega — O(f))
0000 — 0000
0000 — 0000
0000 — 0000
0000 — 0000
0100 — 0111
0100 — 0111
0100 — 0111
0100 — 0111
1000 — 1011
1000 — 1011
1000 — 1011
1000 — 1011
1100 — 1100
1100 — 1100
1100 — 1100
1100 — 1100

A partir de O(f), obtenemos los valores de f(|0)[0)). A diferencia del algoritmo de

Deutsch-Jozsa, la salida del segundo registro es la funcion f.

El circuito nos queda:

190) = [0) —@ *—o
1) = 10) < H]

lg2) = 10)

D
WV

®HE % %

lg3) = 10) D D

FI1Gura 5.19: Circuito de Simon

Mostramos el circuito en la plataforma de IBM.
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are1 1oy il

a1 1o -l
ar21 1oy ‘ l
LI

ql[3] |o)

=]
EN

c5

FigurA 5.20: Circuito de Simon en la plataforma de IBM

Antes de medir el segundo registro, tenemos 50 % de probabilidad de obtener |00) y 50 %

de probabilidad de [11). Eso se ve claramente en la tabla anterior.
Caso 1 Supongamos que de la medicion de registro 2 resulta |00)
El primer registro nos queda:

1

jwi) = \/E(IOO) +11))

Luego, al aplicar Hadamard sobre el primer registro:

1
jws) = ﬁmm +11) @ (10) + 1) + (10) — [1)) @ (0) — [1))]

jws) = 2\15(!0(» +01) + [10) + [11) 4 {00) — |01)) — [10) — [11))

Simplificando

1

|ws) = —=(100) + [11))

S

2

Finalmente, tenemos 50 % de obtener |00) y 50 % de obtener |11) sobre el primer registro

En caso de obtener |00) la ecuacion:
s.00 =0
En caso de obtener [11), nos queda
s.11 =0

El sistema de ecuaciones nos queda:
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$1-0+82-0=0 mod 2

s1:1+8-1=0 mod 2

El resultado que satisface estas ecuaciones es s = 11

En la siguiente tabla vemos que se cumple las condiciones de la funcién f:

|Regi) | [(|Reg1) | s = |Reg1) & |Regz) donde f(|Reg1)) = f(|Rega))
00 00 0011 = 11
01 11 01@10 =11
10 11 1001 =11
11 00 11600 =11

Caso 2
Medicion de registro 2 = |11)
El primer registro nos queda:

1

\/5(|01> +110))

|wi) =

Luego, al aplicar Hadamard sobre el primer registro:

1
|ws) = ﬁmm + 1)) @ (10) = 1)) + (10) — [1)) @ (|0} + [1))]
1
jws) = ﬁuom —[01) 4 [10) — [11) 4 [00) + |01)) — [10) — [11))
Simplificando

1

\/5(|00> + 1)

|ws) =
Finalmente, al igual que el caso anterior, tenemos 50 % de obtener |00) y 50 % de obtener
|11) sobre el primer registro, por lo cual el resultado sera el mismo que el caso 1

Finalmente mostramos el resultado que obtuvimos en la plataforma de IBM luego de

ejecutar el algoritmo de la figura 5.20.
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Histogram
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F1GurA 5.21: Resultado del algoritmo de la figura 5.20

5.3.0.2. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo queda definido en el lenguaje OPENQASM 2.0 de la plataforma de simula-
cion de IBM:

OPENQASM 2.0: ex al0al2l ex qloLal3  barrier ofolalllaf2lal3];
inelude "qelibLine" ex q[1],q[2]; ex q[1],q[3]; h q[0]; h q[1];
S measure q[3| ->c[3]; measure q[1] ->c[1];
qreg q[4]; creg c[5];
measure q[2]| ->c[2]; measure ¢[0] ->c[0];

h q[0]; h q[1];

5.4. Algoritmo de Grover: 3 qubit

Hemos preparado un algoritmo de 3 qubits cuya funcién Oraculo la definimos en la

siguiente tabla:

|z) ly) |2) = O(f))
000 — 0
001 =0
010 =0
011 —=0
100 - 0
101 —= 0
110 =0
111 —» 1

Tal como esta representado en la tabla, el elemento buscado es 111 y es tinico, por lo cual

la cantidad de iteraciones del algoritmo sera %g = 2,221..., seglin vimos en el capitulo
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4., N = 2" donde n es la cantidad de qubits, en este caso 3.

Entonces la cantidad de iteraciones es igual a 2

Definimos la funcién Oraculo como la que queda encerrada entre las primeras dos barreras
segun la figura 5.22
ate1 oy [l

el it as inanten wnll

e 3

F1GURA 5.22: Algoritmo de Grover cuyo elemento a buscar es 111

El resultado del simulador es la figura 5.23

0.781% 1972% 0877% 0684% 1172% 0.381% a.ata%

00000 oooot Q0010 00011 Q0100 ooTo1 00110

Ficura 5.23: Resultado de la ejecucion del algoritmo de la figura 5.22

5.4.0.3. Desarrollo matricial

Comenzaremos por expresar matricialmente la funciéon Oraculo.

Se aplica la compuerta Hadamard sobre q[3], luego sobre todos los qubits la compuerta

Toffoli y nuevamente la compuerta Hadamard sobre q|3]

Las operaciones se realizan de derecha a izquierda, aunque en este caso, el operador

Oraculo es simétrico.

Las dos compuertas Hadamards tenemos que llevarlas a una matriz de 8x8. Para lograr

esto lo que haremos es utilizar el producto tensorial de las matrices 222 de I & I @ H.
10 - 10 @ 1 (1 1
01 |0 1] V2|1 -1

Desarrollando las primeras dos matrices identidad nos queda:
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)

1
1

1 0 00
0100

1
®
0010 V2

0 0 01

A este resultado llamémosle R;

0 0 0 O

0

—1

0
0
-1 0

-1 0 0
1

1
0

1

Luego expresamos la matriz Toffoli o CCX:

10 00 0O0O0O0
01 00O0O0O00QO0
001 0O00O0O0O0
0001 0O0O0O0

00001O0O00O0

000 O0O0OT1TO0O

000 O0O0OO0OG©O0T1

00 0O0O0OO0OT1F@P0

Ahora si, calculemos el operador Oraculo como R;.CCX.Ry:
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(1 1.0 0 o o0 o0 0o][t o0 00G0O0 O] 1 1. 0 0 0 0 0 O]
1 -10 0 0 0 0 0|01 000000 1 =10 0 0 0 0 0
0001 1 0 00 0[|001000TO00 00 1 1 0 0 0 0
. |00 1 =10 0 0 000010000 ,[0 0 1-1020 00
T7V8loo 000 011 0 o0olloooo1o0o00/Ylo o oo 1 1 0 0
000 00 1 10 0[]/0000O0T1TO00 00 0 0 1 =120 0
1 00 0 0 0 1 1[|loo0oo0o000°0:°1 1 00 0 0 0 1 1
1 00 0 0 0 1 —1J{0000O0O01 0 1 0 0 0 0 1 1
Multiplicamos las dos primeras matrices
(1 1 0 0 0 0 O 1 1 0 0 0 0 0]
1 =10 0 0 0 0 0 1 =10 0 0 0 0 0
0O 0 1 1 0 o0 0 0 o 0o 1 1 0 0 o0 o0
110 01 =10 0 0 O 100 1 100 0 0
O =— —
\/g()OOOll OO\/§00001100
00 0 0 1 -1 0 0 00 00 1 —-10 0
1 0 0 0 0 O 1 1 1 0 0 0 O 0 1 1
1 0 0 0 0 ~1 1] 1 0 0 0 0 1 1]

El resultado es la siguiente matriz donde se aprecia claramente que se altera el signo de
la ultima fila de la ultima columna. Luego de aplicarle este operador a nuestro estado,

claramente te modificara el signo del ultimo elemento, el que representa el 111

o O O o o o O

|
o O O O o o O =
o O o O o O = O

o O O = O O O O
o O B O O O o O
o R O O O O o O

o O o o o = O O
o O O O = o o o

Como podemos observar, a partir de 3 qubits las operaciones se vuelven engorrosas, al

menos para desarrollarlas en este trabajo. Nos detendremos aqui y no construiremos
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matricialmente el operador Us ya que nuestra intenciéon fue mostrar como se desarrollan

las operaciones entre compuertas.

5.4.0.4. El algoritmo en OPENQASM 2.0

El algoritmo queda definido en el lenguaje OPENQASM 2.0 de la plataforma de simula-
cion de IBM

OPENQASM 2.0; h q2]; x q[0]; x q1]; x q2];

include "gelibl.inc"; cex q[0],q[1],q/2]; barrier q|0],q[1],q/2];
h qf2]; h q[2];

ares a3 creg ok barrier qfolcl1].af2) cox alolal1al2:

h q[0]; b q[1]; b q[2]; x q[0]; x q[1]; x q[2]; h q[2];

barrier q[0],q[1],q[2]; h q[0]; h q[1]; h q[2]; barrier q[0],q[1],q[2];

h q[2]; barrier q[0],q[1],q[2]; x q[0]; x q[1]; x q[2];

cex q|0],q[1],q/2]; h q[2]; h q[0]; h q[1]; h q[2];

h q[2]; cex q[0],q[1],q[2]; measure q[2] ->c[2];

barrier q|0],q[1],q/2]; h q[2]; measure q|1] ->c[1];

h q[0]; b qf1]; b qf2]; barrier q[0],q[1],q[2]; measure q0] ->c[0];

x q0f; x q1]; x q[2]; h q[0]; b q[1]; b q[2];

barrier q[0],q]1],q[2];

5.5. Algoritmo de Grover: 3 qubit, con dos objetivos

En este caso, implementaremos una funcion oraculo tal que f(z) = 1 para dos valores

de z. Veamos la siguiente tabla:

|z) |2) |2) = O(f))
000 — 0
001 — 0
010 — 0
011 — 1
100 — 0
101 — 1
110 — 0
111 =0
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Nuestra funciéon Oraculo esta compuesta por dos compuertas Controlled Z, como vemos
entre las dos primeras barreras de la figura 5.24.
En este caso, ha diferencia del ejercicio anterior, hay dos estados que satisfacen la bis-

4
k esta cantidad de elementos. Entonces la cantidad de iteraciones, con N=8 y k=2 :

queda, por lo cual, la cantidad de interacciones vendré representada por: T4/ %, siendo

atod 10y [l I :
a1 1o | . B
at21 1oy 1 !

c5

B

i— -l
i— -l

EEEON | HEE

-

FI1GURA 5.24: Algoritmo de Grover cuyos elementos a buscar son 110 y 101
El resultado podemos observarlo en la figura 5.25.

515 43 414%

Frooaiities
3
]
7

oot oo1o1
State

F1curA 5.25: Resultado de la ejecucion del algoritmo de la figura 5.24

5.5.0.5. Desarrollo matricial

Como observamos en la figura 5.24, la primer compuerta del operador Oraculo es Con-
trolled Z aplicado al primer qubit y al altimo, sin involucrar el segundo, por lo cual ya no
podemos utilizar el producto tensorial como lo veniamos haciendo. Para ello utilizaremos

la siguiente estructura:

1 O
Ou Ium
2 1

L\)‘i

CUn -
U

@ vz

'"En una computadora clasica, encontrariamos estos dos elementos en 8 pasos, mientras que cuénti-
camente en 1 iteraciéon hayamos los resultados
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Donde M = 2"*2 y n es la cantidad de qubits entre el qubit de control y el qubit objetivo,

— 21+2

O es la matriz nula e I la matriz identidad. En nuestro caso M =8, conn = lya

que la cantidad de qubits entre q|0] y q[2] es 1.

Resolvemos el producto tensorial de In ® U, donde U = Pauli — Z
4

Ahora podemos escribir C'U;y

o O O o O

o O O = O O O O
jes}

o =B O O O O o O

o O O o o = o o
o O O o = o o ©

o O O O o o o
o O O o o o +~ o

La siguiente compuerta es también una compuerta Controlled Z pero aplicado sobre q|0]
y q[1], por lo cual, luego bastara con aplicar el producto tensorial con la matriz identidad

I de 222 y de esta manera obtenemos la compuerta en 8z8 dimensiones.

1 00000 0 O]

010000 0 0

(100 0] 001000 0 0
R (U SN [10]:00010000
00 1 0 1 000010 0 O

000 —1 000001 0 0

) ] 000000 -1 0
000000 0 —1]

Finalmente multiplicamos ambas compuertas (de derecha a izquierda) y obtenemos el

operador Oraculo:



D
g

o O O O O O

o O O O o o o
SO O O = O O O O
o O O o O

S = O O O O o o
SO O O O o o o
o O O o O

S O O o o O

_ o O O O o o o

o O O = O O o O

O O O O O o o =
SO O O O O O = O
o O O O O = O O
o O O O = O O O

S O O = O O O©oO O
o O B O O O ©oO O

o O O O ©O O O
S O O O ©o o = O
SO O O O O = O O
SO O O O = O O O
o O O O o O O =
o O O O o O = O
o O O o O = O O
o O O O = O O o

o o
\
—_

0 -1

Como podemos observar en la matriz final, el operador intercambiara los signos de los

estados 101 y 110

5.5.1. El algoritmo en OPENQASM 2.0

OPENQASM 2.0; barrier q[0],q|1],q[2]; barrier q[0],q|1],q[2];
include "qgelibl.inc"; h q[0]; b q[1]; h q[2]; x q[0]; x q|1]; x q[2[;

x q[0]; x q[1]; x q2]; h g[0]; h q[1]; h q[2];
qreg q[3]; creg c|5]; barrier q[0],q|1],q[2]; measure q[2| ->c[2];
h q[0]; b q[1]; b qf2]; h q[2]; measure q[1] ->c[1];
barrier q|0],q[1],q/2]; cex q[0],q[1],q/2]; measure q[0] ->c[0];

cz q[2],q[0]; cz q[1],q[0]; h q[2];



Conclusiones

La fisica cuantica surge a comienzos del XX con Max Planck, 80 afios mas tarde, se da
comienzo a la teoria de la computacién cuantica y no es hasta 2011 que D-Wave introduce
D-Wave One, la primera computadora comercial. Con esta breve linea del tiempo quiero
enfatizar lo exponencialmente rapido que avanzoé la tecnologia en los tltimos 120 anos. A
este ritmo, podemos especular que en un mediano plazo el mundo cambiara rotundamente
tal como lo conocemos. Como hemos mencionado al principio del capitulo, todas las areas

seran influenciadas por la computacion cuantica.

En el capitulo 2, esbozamos una breve introduccion a la fisica cuéntica y las distintas
direcciones que cada compania ha tomado. Es importante resaltar que mi intencién no
solo fue mostrar las distintas tecnologias, sino también que estas llevan una complejidad
altisima y solo pueden ser llevadas adelante con el trabajo mancomunado de toda al

comunidad cientifica e ingenieril.

La teoria de la computacién es un camino mas llevadero, partiendo del modelo de Turing
cuéntico, personas como Paul Benioff, Peter Shor, Scott Aaronson, Lov Grover, Daniel
Simon, entre muchos otros han legado un avance muy grande a la computacién cuéntica.
En el capitulo 3 y 4 vimos con cierto detalle algunos conceptos y algoritmos en los que

demostramos teéricamente el poder que esta méaquina conlleva.

Por tltimo hemos ejecutamos algunos algoritmos y si bien llevé trabajo encontrar y cons-
truir las funciones Oréaculo, a medida que uno rompe con la intuicién clasica y empieza

a imaginarse la realidad “cuénticamente” , se allana el camino.

En general, concluimos que este trabajo es una invitacién para aquellos que estan buscan-
do iniciarse en la computacién cuantica, brindandoles, ademas de una breve introduccién
teodrica, un paso al plano préactico. Creo que es fundamental empezar a preparar y educar

a personas en esta area porque es el futuro.
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