CAPITULO 3 - LIMITE E CONTINUIDADE

3.1- No¢ao Intuitiva

A idéia de limite € facil de ser captada intuitivamente. Por exemplo, imagine uma placa metalica quadrada que se
expande uniformemente porque esta sendo aquecida. Se x ¢ o comprimento do lado, a area da placa é dada por

A =x’ . Evidentemente, quanto mais x se avizinha de 3, a 4rea A tende a 9 . Expressamos isto dizendo que quando
X se aproxima de 3, x? se aproxima de 9 como um limite. Simbolicamente escrevemos:

limx®>=9

onde a notagdo "x—3" indica x tende a 3 e "lim" significa o limite de.
Generalizando, se /¢ uma funcdo e a ¢ um numero, entende-se a notagao

lim f(x)=L

X—a

como " o limite de f{x) quando x tende a a é L", isto é, f{x) se aproxima do nimero L quando x tende a a.

2_
Exemplo 1: Seja f(x) = 24, Df ={xeR/x#2}.
x_
2
- ~2)(x+2
Sex¢2—>f(x):x 4_(x=2)(x+ ):x+2
x=2 (x-2) A
SSex#E2>f(X)=x+2 ™~
x| f) x| fv) 4:
1 3 3 | 5
15 | 35 25 | 45
L2 39 21 4.1 Vs ] AY
1,99 | 3,99 2,01 | 4,01 —f— >

Note que para todo x € V (2, 8)— f{x) € V (4, ¢) podemos dizer que o limite de f{x) quando x tende para 2 ¢é

igual a 4 e podemos escrever:

>
a-0 a at+d

limf(x)=L

xX—a

Na determinagdo do limite de f{x), quando k tende para a, ndo interessa como f'esta definido em a ( nem mesmo se f esta
realmente definido). A unica coisa que interessa ¢ como f esta definido para valores de x na vizinhanga de a. De fato

podemos distinguir trés casos possiveis como segue:
Suponha que |/im f(x) = L| Entdo exatamente um dos trés casos € valido:
x—a

Caso 1- festa definido em a e f{a)=L.
Caso 2- fndo estd definido em a.
Caso 3- festa definido em a e fla)#a
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3.2- Definicio Formal de Limite
Sendo f (x) definida em um dominio D do qual @ é ponto de acumulagdo dizemos que f'(x) tem limite L quando
x tende para a, e se indica por:

lim f(x)=L seesomenteseparatodoe>0,38>0/|f(x)—L| <e sempreque 0<|x—a| <d
X—a

A funcdo f'¢ definida em um intervalo aberto qualquer que contenha a, excluindo o valor de a

Exemplos:
Usando a defini¢@o de limite, mostre que:

D lim(5x+4)=9
l(5x+4)-9<e
|5x—5]<e
|5.(x-1)|<e
IS{(x—1) <e

5.|x—1| <eg

|x—]| <i
5

|x—]| <0

5=%
5

2)  lim(3x+1)=-5
2

s
|3x+1-(-5) <&
|3x+1+35|<¢
|3.(x+2)|<¢
|3|.|(x+2)| <g
|x+2|<E
3

|x—(-2)| <8
|x+2]<d
5=

3

= Se f'(x) = x > y = x (Fung@o Identidade)

limx=a| Pl
X—a

|x-a|<e—>|x-al|<d
=29

=Sef()=k—>y=k
limk=k| P2

xX—a

3.2.1- Propriedades dos Limites de Funcdes

Até agora, temos estimado os limites das fungdes por intuicdo, com auxilio do grafico da func¢do, com o uso de
algebra elementar, ou pelo uso direto da defini¢do de limites em termos de € e 5. Na pratica, entretanto, os limites sdo
usualmente achados pelo uso de certas propriedades, que vamos estabelecer agora:

Propriedades Basicas de Limites
Suponha que lim f(x)=L e lim g(x)= M e k ¢ uma constante
xX—a Xx—a

1) limx=a
X—a
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2) limk=k

3) lim[f(x)+g(x)|=lim f(x)*limg(x)=L+M
4) lim f(x)g(x)=1lim f(x).limg(x)=LM

5) limc.f(x)=c.lim f(x) onde ¢ é uma constante qualquer
xX—a xX—>a

wag(x)  limg(x) M

o e B L

limg(x)iO)

X—a

n
7 lim[f(x)]" = [Zim f(x )} =L" (n é um inteiro positivo qualquer)
xX—>a xX—>a

8) lim Vf(x) = ;{/lim f(x)= 4L se L>0en é um inteiro positivo, ou se L<=0 e n € um inteiro positivo impar
xX—a X—a

lim g(x)

) lim(f(x)}" =| tim (x|

=M

10) lim log,, f(x)zlogb[lim f(x)}zlogbL
xX—a xX—>a

11) Ilim sen(f(x))zsen[lim f(x)}=senL

X—a

12) lim | f(x)H lim f(x) = L]

13) Se 4 ¢é uma fungdo tal que A(x)=f(x) é valido para todos os valores de x pertencent6bes a algum intervalo ao

redor de a, excluindo o valore de x=a, entdo
limh(x)=1Ilim f(x)=L
xX—a xX—>a

Observagdo: Demonstracdo das propriedades em sala de aula.

Exercicios:

[2
1) i VX *+2x

x—=2 S5x-1

lim x/x2 +2x

X—2

lim x? +2x
x—2

. P .
pm I \Bra2n Javd ok

lim5x—1  limSx—lml  5limx—1 52-1

Xx—2 X2 x—2 Xx—2
2) Seja lim f(x)=4 e lim g(x)= 3, ache cada limite
x—>2 x—2
a- lim[f(x)+g(x)]
x—2
b- lim[f(x) - g(x)]
x—2

c- lim [ f(x).g(x)

3) Avalie cada limite e indique quais das propriedades de 1 a 13
a- lim l5—3x—x2J
x—>—1
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o oxT+x+1
b- lzmz—
=2 x7 +2x

. 41
c- lim

12 ] +2t+8

2_
& gim =
x—=5/2 2x-95

e- lim K—LI/\/; !

x—1 ]—x
3.3- Limites Laterais

Limite a direita:

Seja f uma fun¢do definida em um intervalo (a, ¢) i (\: e L um numero real, a
n . . VN P\
afirmacdo [lim f(x)=L , significaqueparatodo ¢e>0,3 ‘'~ Y YU preque 0<x—a<3d
x—a”
— a<x<at+d—o
a a+d
NN\

£ PN
Limite a esquerda: S

Seja f" uma fungdo definida no intervalo (c, @) € L um namero real, a afirmagdo lim f(x)= L , significa que

xX—a
paratodo €>0,38>0/|f(x)—L| <e sempreque -0<x—a<0 — ad <x<a

a-0 a
£\ N O\ )
oo o9

3.3.1- Teorema

O limite /im f(x) existe € € igual a L se e somente se ambos os limites laterais /im f(x)e lim f(x)
x—a* x—a

x—a
existem e tem 0 mesmo valor comum L.
lim f(x)=L< lim f(x)=lim f(x)=L
x—a* x—a~

X—a

Exemplos:

2x—1 sex=>1
1) fx)= 5

X sex <1

lim £(x)=(2.1-1) =1

x—1
limf(x)=2? — — sdo iguais .. lim f(x) =1
x—1 lim f(x)=(1)? =1 8 x>l

x—1"

) fx) 3x+1 sex>2
X)=
—2x+4 sex<2

lim f(x)=7
limf(x)=? — X?Z — sdo diferentes .. lim f(x) = ndo existe
Xx—2 lim f(X) =0 x—2

X—2"

Exercicios:

1- Nos problemas de a até c trace o grafico das fungdes dadas, ache os limites laterais das fun¢des dadas quando x

tende para a pela direita e pela esquerda e determine o limite da fun¢do quando x tende para a ( se o limite existe)
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)f() S5+xsex<3 3
a) flx)= ca=
9—xsex>3

2—xsex>1
b)f(x)z{ a=1

2 b
x“ sex<1

) S(x)=5+|6x-3

1
,a=—
2

2- Explique porque freqiientemente achamos /im f'(x ) apenas pelo célculo do valor de £ no ponto a. D& um exemplo
xX—a

para mostrar que /im f(x)= f(a) pode ndo ocorrer
xX—a

3.4- Continuidade das Fungoes

Mencionamos anteriormente que quando o [lim f (x): f (a), a fungdo f é continua em a. De agora em diante
xX—a

consideraremos isto uma defini¢ao oficial.

Definicao 1: Dizemos que a fungdo f é continua em um numero a se e somente se as seguintes condi¢des forem validas.
Condicdes:
3 f(a)
3 lim f(x)

xX—a

f(a)=lim f(x)

y 4 y 4

p

e

[ P,
N

a x
/{ f(a)
y A | y A
|
N | . /

| i
b="f(a)-------= i
i :
! 1
| :

al > al >y
|
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3 f(a) OK!

3 f(a) OK!
lim f(x)=Db ;
Y lim £ OK!
lim f(x) = ?f/ - " )
x—a Xllg{ f(x)=c f(a)# ll_rg f(x)

Exercicios:
) 3-x? sex<l , i
1) Verificar se f(x) = 5 ¢ continua parax =1 :
I+x° sex>1

i) f()=2 OK!
i) lim £(x) =?

lim f(x)=3-1=2

x—1"
lim f(x)=1+1=2
x—1"
Sao iguais .. lin} f(x)=2 OK!
X—>
iii) f(1)=limf(x) OK!
x—1

Resposta: E continua

2) Verificar se f(x):xz —3 ¢é continua parax =0 :
f(0)=-3 OK!
lim f(x)=-30K!
x—0

f(0)=#lim f(x)
x—0
Resposta: Como as condig¢des 1 e 3 da defini¢do | foram satisfeitas, concluimos que f é continua em 0
2x% +3x+1 .
3) Verifique se a funcdo f definida por f(x)= x+1 sex ¢ continua para o niimero -1

3 sex=-1

Observagdes Importantes: Se os dois limites laterais Zim f(x) e lim f(x) existem e tém o mesmo valor, ¢é claro que
x—a~ x—a’

lim f (x) existe e que todos os trés limites tém o mesmo valor. Se lim f (x) existe, os dois limites laterais lim f (x) e
x—a x—a x—a"

lim f(x) existem e todos os trés limites sdo iguais. Consequentemente, se os dois limites Zim f(x) e lim f(x)
x—>a* x—a x—>a*

existem, mas tém valores diferentes, entdo lim f (x) ndo pode existir.
xX—a

Exercicios

1- Em cada exemplo, (a) trace o grafico da funcéo, (b) ache os limites laterais da fungdo quando x — @ e quando

X — a", (c) determine o limite da fun¢do quando x—a (se ele existe) e (d) diga se a fungdo ¢ continua no valor a

! f( ) 2x+1sex<3 3
- x = =
10—xsex>3
5 f() |x—2|sex#2 P
- X)= sa=
lsex=2
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2
3. f(x):{S—x sex <] ca=1

I+x° sex>1

3.4.1- Propriedades das Funcdes Continuas

Suponha que f'e g sejam duas fun¢des continuas no nimero a. Entdo tanto f{a) como g(a) sdo definidas, e
consequentemente (f+g)(a)=f(a)+g(a) é definida.

1- Se f'e g sdo continuas em a, entdo f+g, f~g e f.g também o sdo.

2- Se f'e g sdo continuas em a e g(a)=0, entdo f/g é continua em a.

3- Se g € continua em a e f ¢ continua em g(a), entdo f ° g € continua em a.

4- Uma fung¢@o polinomial ¢ continua em todos os niimeros.

5- Uma fungdo racional é continua em todo nimero no qual esta definida.

Exercicios
1- Use as propriedades basicas de fungdo continua para determinar em quais niimeros as fungdes dadas sdo continuas.
Trace o grafico das fungdes.

I flx)=x+|x]
2- fla)=x" |
> )=

3.4.2- Continuidade em um intervalo
Dizer que uma fungdo f € continua em um intervalo aberto I significa, por defini¢ao, que f ¢ continua em todos

os numeros no intervalo I. Por exemplo, a fungdo f (x) =+v9—x? ¢ continua no intervalo aberto (-3,3)

3 -2 R o T2 3
Da mesma forma, dizer que uma fungfo f'¢ continua em um intervalo fechado /a,b/ significa, por defini¢do que f'¢

continua no intervalo aberto (a,b) ¢ que satisfaz as seguintes condi¢des de continuidade nos pontos finais a ¢ b:

lim f(x)= fla) e lim f(x)=f(b)

xX—a

2

Por exemplo, a fungdo f (x) =+v9—-x" ¢ continua no intervalo fechado [-3,3]

3.5- Limite de Fun¢io Composta
Sejam f'e g duas fungdes tais que Imf'C D,. Nosso objetivo € estudar o limite

lim g(f(x))
xX—=>p
Supondo que /lim f(x): a ¢ razoavel esperar que
X>p

lim g(u)= lim g(u) sendo u=f{x)
xX—>p u—>a
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Os casos que interessardo ao curso sdo aqueles em que g ou é continua em «a ou ndo estd definida em a. O quadro que
apresentamos a seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de fungdo composta no célculo de limites.

lim F(x): ?

xX—=>p
Suponhamos que existam fung¢des g(u) e u=f(x), onde g ou é continua em @ ou ndo estd definida em a, tais que
F(x)=g(u) onde u=f(x), x € Df, lim f(x): a (u—a para x—p) e que [im g(u) exista. Entdo
x=>p u—a
lim F(x)= lim g(u)
u—a

X—>p

Exercicios

1- Calcule os limites

2 p—
a) lim ¥ o1
x—1 x—]
C(3-x) -16
b)lim 3
x—1 X _1

2) Seja f definida em R. Suponha que /im @ =1 . Calcule

x—0 X
a) lim —f (3x)

x—0 X

b) lim M

x—0 X

. 2_
o) tim 1 =1

x—1 _x—]

3) Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que /im —————~ = L calcule

p
) lim flp+h)-£(p)
h—0 h

/()= 1(p)

xX—>p X

by lim flp+3n)-£(p)

h—0 h
o lim fp=h)-£(p)
h—0 h

3.6- Limite das Funcdes Algébricas Racionais Inteiras (Polinomiais)

F(x)=ayx"+a,x" " +. . +a

limF(x)=F(a)

xX—a

n
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3.7- Limite das Fun¢ées Racionais Fracionarias
P Q)
g(x)
O(x)=ayx" +a;x"" +..+a,
g(x)=byx" +b,x" "+ . +b,
L Q) _0(a)
ag(x) gla)

*SeQ(a)=0eg(a)+#0
2y

n

*SeQ(a)#z0eg(a)=0

o

n A ORI, o
0 a
\\? a funcdo ndo estd definida para x = a
+ 00
n()
— =< —00
ndo existe

o

n — Calcule :
0

lim+ Q;xj =+o0
o 8 — sdo iguais .. lim o(x) =00
o Q) > g(x)
x—a- g(x)
lim+ Q;xj =40
e 80 — sdo diferentes .. lim o(x) = ndo existe
lim % = Foo xa g(x
x—a- g(x)
Exercicios:
y w27 7
xol4yl—9 =5 5
2 —
2y mi=t_0
-25x+2 12
3) gim>X =10,
x>2x—2 0
5x 10
im =— =4
2t x—2 0+ ~ .
—> # .. nao existe
. 5x 10
lim =—=-mw
=2 x—2 0
4 lim— 5 10,
x2(x-2) 0
. Sx 10
lim = =+®
x—2" (x — 2) 0+ . 5x
—>=.. llm—2:+oo
lim S5x 10 oo =2 (x=2)

o (x-2)7 0"
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*Se Q(x)=g(x)=0

lim ox) = 2 — indeterminagdo = f,etc.
xX—a g(x) o0
Exercicios:
2 —

y m—=t.0

=2 x=2 0

lim (x=2)(x+2)

2 (x=2)

=limx+2

x—2
=2+2
=4
2 —

2) lim % = g

=2(x*-3x+2) 0

lim (x=2)(x+2)
=2 (x=2)(x-1)

:lim—(x+2)
w2 (x—1)
_(2+2)
(2-1)
=4
4 3
3y lim z 2—1—32 4222
>=2 727 +4z+4 0
(z+2) -2 1 3 0 -4
(z-1) 1 1 1 -2 0
1 2 0
2 + 2z = 0
{z=0—>z
s z=-2->(z+2)
=(-2-1).(-2)
=6
3
4 m EFL0
x>-1 t+1 0
w1 | 1 0

| 1 -1 1

(t+1).(-t+1)
2

lim t+D(t" —t+D

x—>-1 (t+1)

=(=D*=(=D+D)

=3
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3.8- Limite das Funcdes Irracionais

Vx+2-42 0
X

0

lim
x—0

(x+2-v2) (x¥2442)_ x+2-2

x B 1
X (\/x+2+\/5)_x.(\/x+2+\/5) x.(\/x+2+\/5)_\/x+2+\/3

1
lim ——————
0 x+2 442

L1 A2
x/5+\/3_2\/3 V2
22

4

Outra maneira:
Substituicdo de Variavel

Cx+2-42 0
lim———M—— =~
x—0 X 0
x+2=1¢°
x=t>-2
x—>0.'.t—>\/5
_t=A2
lim
2 2 =2

. t—+2
lim
taﬁit—i—x/?il‘—\/?i

1
lim
N2t +42

1 V2

iz 4

3.9- Limites Envolvendo Infinito
Definigdes:
1) Dizemos que um elemento c ¢ finito quando ¢ € R e dizemos que c ¢ infinito quando ¢ é um dos simbolos
+00 ou -o0.
Obs.: quando valer a frase do limite para b finito ou infinito, diremos que existe o limite e indicaremos por

c . . ~ . -
Ilim f(x ):{ . Em caso contrario diremos que ndo existe o limite e escreveremos
x—b + o0
lim f(x)
. x—>b+
lim f(x)=1""""" #.
’E/x—wf lim f(x) >
x—>b—

2) Seja f definida em um intervalo (¢, +o). A afirmagdo /im f(x)= L, significa que a todo & > 0
X—>0

corresponde um numero positivo N, tal que | f(x)—L|<e V x> N.

3) Sejafdefinida em uma vizinhanga perfurada de a, a afirmagdo f (x) se torna infinita quando x tende para a
que se escreve: lim f(x )=, significa que para todo niimero positivo N, corresponde um 6 > 0/ f (x) >
X—a

Nsempreque 0<|x—a|<Jd.
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3.10- Limite das Func¢des Algébricas Racionais Inteiras (Polinomiais)

lim| agx" +a;x""+..+a,
X0 —
grau mais alto

+00
lim agx" ={ou
X—00
— 0
Exercicios
D dim (53 +4x7 = 2x- 1)
X—>—®

lim 5x° = -
X—>—00

2)  lim (5x7 +3x-2)

X—>—00

lim 5x° =+o0
X—>—0

3.11- Limite das Fung¢des Racionais Fracionarias
n n—1
agx” +a;x " +..+a,

lim —
x>0 p, x" +b, X" +..+b,

ay.x"

lim "
X—>00 b0'x

Se:

* 1> m = +o00U — 0

tn<m=0

4y
*n=m=—

0

Exemplos:
3 —
1) lim Sx7 +4x-2

x>0 2x? 4 6x—1
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X0y

5 3
3 lim 6x° +2x° —4

x>0 4x +4x? +2x7 —x—4

Indeterminagdes:

+oo—(+oo),—oo—(—oo), O.OO,E,Q,I“),OO,OOO
o 0

3.12- Seqiiéncia e Limite de Seqiiéncia
Uma seqiiéncia ou sucessdo de nimeros reais ¢ uma fun¢do n+> a, , a valores reais, cujo dominio ¢ um

subconjunto de N. As seqiiéncias que vao interessar ao curso sdo aquelas cujo dominio contém um subconjunto do tipo
{n eN/n2 q} onde ¢ ¢ um natural fixo; s6 consideraremos tais seqiiéncias.

Exemplos:

1- Seja a seqiiéncia de termo geral a, = 2 " . Temos

1 2
a, =20,a1 =2"a,=27,...

2- Seja a seqiiéncia de termo geral s, =/+2+3+...+n temos
S] :I’SZ :]+2,S3 :]+2+3 etc.

Sejam m < n dois naturais. O simbolo
n

24

k=m

leia: somatorio de @, , para k variando de m até n e é usado para indicar a soma dos termos a,,,a,,,;,a.2,...4,

Defini¢éio: Consideremos uma seqiiéncia de termo geral @, € seja a um nimero real.

Definimos

(1) lim a, =a Paratodo & >0, existe um natural n, talque n>n, =>a-¢<a, <a+e
n—>+00

(it) lim a, =+ Paratodo & >0, existe um natural 7, tal que n>n;, = a, >¢
n—>+0m0

(iii) lim a, =—oo Paratodo € > 0, existe um natural 7, tal que n>n, = a, <-—¢
n—>+w0

Se [lim a, =a, diremos que a seqiiéncia de termo geral a, converge para a ou, simplesmente, que a, converge para
n—>+o0

a e escrevemos a, — a . Se lim a, =+, diremos que a, para +oo e escrevemos a, — +oo. Observamos que as
n—>+00

defini¢cdes dadas aqui sdo exatamente as mesmas que demos quando tratamos com limite de uma fungéo f{x), para
x — +oo; deste modo, tudo aquilo que dissemos sobre os limites da forma lim f (x) aplica-se aqui.
n—>+w0

Exercicios
1- Calcule os limites
. 2n+3
a- lim ——
n—+0o N+ 1
b fim 21
n—>+w 3" +2

n 1 k
c- lim —
n~)+ookz_g[2j
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2- Supondo que 0<b<l, calcule /lim b"
n—>+w

3- Suponha a>1. Mostre que [lim a" =+
n—>+o0

4- Considere a seqiiéncia de termo geral s, =

3.13- Limite das Funcoes Transcendentais
Exemplos:

n
Ztk , 120 e t=1. Verifique que s, =
k=0

1- ZJerI

I—-t

1) lim In(x? +4)—In( 2x—1))= 00— 0 — indeterminagao
X—>00

senx 0

2) lim = — — indeterminagdo

x>0 X

. senx . ,
lim =1— lim. notavel

x—>0 X

sén X
f(X) — — O\ mur\u/'\ )

X 0

3.14- Limites Notaveis
senu

1) |lim

u—>0 U
Demonstracgao:
sent

lim

t—>0 t
sent

f()=—

te [0,5}
2

Soop =

L
2

/| (1° Limite Fundamental)

sent
S AOQP = T N AOQQ" =

sent

2.cost

1l sent t sent

2 cost 2
sent

x(2)

cost

1 t
>

cost sent

sent
1>——>cost
t

Disciplina de Célculo Diferencial e Integral I
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>t>sent +(sent)

> 1 (inverte —se e troca — se os sinais )
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sent

*[im
t—>0 t

. . Ssent .
lim1>lim——>limcost
t—0 t—>0 t t—0

1> 1im 3t o g

t—0 t

sent
=1

lim
t—0

Exemplo:

1 lim S.sen 5x
x—0 5x

sen 5x

=5.lim
x—0 5Xx

=1

=5.1=5

Exemplos:
1
1) lim(]+x)A =e
x—0

1
2) lim(]+tanx)/m’”‘=e
x—0
3) lim(1+x)2
) lim(1+x) %
2
1
=[lim(1+x)A}

x—0
:ez
k
lim(1+x)* =e*
x—0

1 1
4) lim(1+x)2 =e2
x—0
. 1
5 lim(1+2x)—
x—0 X
2x=y=>x—>0=>y->0

x=2
2
2

=lim(l+y)y =e
y—0

2

1
lim(1 +kx)x =e*
x—0

3) |lim 22 o

u—»0 u

. senu 1
lim -—
u—>0cosu u

. senu . 1
lim -lim
u—0 u u—>0Ccosu

— ——

=1 =1

=1
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]
2) lin}) (1+u )A =e| (2°Limite Fundamental)
u—>
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4

6)

7

8)

Disciplina de Célculo Diferencial e Integral I

1 u
lim (1 + —J =e
u—w u

Lo 1
* Substituirr —=y=>u—>0o=y—>0

u

1
lim(1+y)y =e*

x—0

Exemplos:

. a" —
lim = =Ina
u—0 u

* Substituir: a” —1=y..a" =y+1

u—>0=>y—>0

u= loga(y+1)

log. (1
flim Y | [jm 08al
y—=0log, (1+y) y—0 y

-1
1
= limloga(1+y)y] =|log,
y—0

1 1 1

- log,e log.e 1

log,a log.a

=log. a

=Ina

.oe' -1
lim
u—=>0 u

=1

limmz log, e

u—0 u a

1

u—0 u—0

-1
+Y)} =[1iml-1oga(1+y)
y—>0y

-1
1
. y -1
lim(1+y)Y | =[log, e
y—0

-
=e

*lim log, (1+u)u =log, 1im(1+u)l:10ga e
u

lim In(1+u)
u—0 u

=1

Prof. Salete Souza de Oliveira Buffoni

|

51



Limites Notaveis
) lim XY oy

u—»0 u

1
) lim(l+u)t —e
u—0

3)  lim 22

u—0 u

u—0 u

4) 1im(1+lj =e

u

5 lim=2
u—0 u

6) limS 11
u—0 u

7) lim log(1+u)
u—0 u

8) lim M =1
u—0 u

3.15- Assintotas Horizontais e Verticais

=log

=Ina

2 €

Assintotas sdo retas que tangenciam o grafico de uma fun¢ao, no infinito, € normalmente sdo paralelas aos

eixos x e y. Estes proprios eixos podem ser assintotas.

Assintota Vertical
Dizemos que a reta x = a ¢ uma assintota vertical do grafico de f'se for verificada uma das seguintes

condigdes:

1)
2)
3)
4)

Disciplina de Célculo Diferencial e Integral I
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lim £(x) =+
x—a
lim f(x) = —o
x—a*
lim f(x) =+
x—a
lim £(x) = —oo0
X—a

YA

Assintota
Vertical
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Assintota Horizontal
Dizemos que a reta y = b € uma assintota horizontal do grafico de f se uma das condigdes abaixo for
verificada:
1) limf(x)=b
X—>0

2)  lim f(x)=b yA

Assintota
b Horizontal

y=1f(x) X
Df ={xeR/x # 0} >

-00

lim f(x)=+c0
X—a
lim f(x)=—o0
X—a

x=a (A.V.)

lim f(x)=b

X—>—0

y=b (AH)

lim f(x)=b

X—>+0

y=c (AH)

Assintotas verticais envolvem limites infinitos, enquanto que assintotas horizontais envolvem limites no infinito

Exercicios
. , , 1
1) Determinar as assintotas e fazer um grafico de f(x) = 7
X —

Df={xeR/x¢2}

YA : lim L _1._ —00

! Assintota x=2"x=2 0~
| Vertical ) 1 1
: lim =—=+40w
: Assintota x-2x=2 0
! Horizontal x=2—>AV.
[}
A »X . 1
g lim =0

_\1/2' i 2 x—o40 X —2
i lim ——=0
! Para x=0 > y=-1/2 xome X =2
| y=0->AH
|
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2) f(x) :‘/:-Xz

Df = {x e R /X

20

X —
Df={xeR/x<00ux>2

2x
3) Dada a fungéo f(x) =
X —

, achar as assintotas.

4
4) Sejay=f(x)= 5 . Achar as assintotas.
X
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Parax=0—->y=0
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