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RESUMEN

En este trabajo de tesis se presentan algunos aspectos de la evolucion conceptual de la
nocion de vector. Los resultados se obtuvieron a partir de revisiones con trasfondo
historico-epistemoldgico. Se establecieron dos lineas de desarrollo historico: la linea
matematica y la linea fisica. Aunque se analizan algunos aspectos de la linea fisica, en
especial en lo concerniente a la modelacion de algunos fendmenos naturales, nos centramos
en la linea matematica. Mostramos que la evolucion del algebra genera el ambiente
propicio para acoger estructuralmente a estos nuevos objetos de naturaleza no
necesariamente numérica. La construccion histérica de la nocion de vector se fue
manifestando en la medida que se iban identificando elementos de causalidad de la triada:
magnitud, direccion y nimero. En este proceso contribuyeron matematicos de diferentes
entornos geograficos, entre los que sobresalen Euclides, Descartes, Galileo, Newton,
Hamilton, Grassmann y Maxwell, entre otros. Dedicamos una parte de la tesis al libro
Elementary Treatise on Quaternions del matematico y fisico escocés Peter Tait porque es
un texto clave para entender la instauracion del moderno analisis vectorial.

Por ultimo planteamos algunas reflexiones en torno a nuestro analisis historico-
epistemoldgico, con la finalidad que esta investigacion sirva de fuente de consulta, para
estudiantes y profesores, como para didactas e historiadores de las matematicas. Desde esta
perspectiva, pudimos identificar la presencia de algunos obstaculos epistemoldgicos que
podrian ser utilizados como referencia en los procesos de ensefianza y aprendizaje de los

cursos de algebra lineal o andlisis vectorial.

Palabras Claves: andlisis historico-epistemologico, vector, cuaternion, obstaculos

epistemoldgicos.
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INTRODUCCION

El algebra lineal, calculo avanzado, teoria electromagnética, analisis vectorial, entre otros,
son cursos primordiales a la hora de entender el proceso de la matematizacion de algunos
fendmenos de la naturaleza. Estos cursos presentan un alto nivel de dificultad para los
estudiantes. Una de las razones de esto se debe a la introduccion de la nocion de vector, el
cual involucra un tratamiento operativo y conceptual diferente al que hasta ese momento
estaban acostumbrados los estudiantes.

Sabemos que el analisis vectorial es una de las disciplinas mas importantes en la
matematizacién de la fisica. Historicamente, es una rama de las matematicas poco
estudiada. Generalmente, se desconocen los debates y discusiones que se dieron durante
muchos siglos para la adopcion de la nocion vector.

Es poca la bibliografia especializada sobre la evolucion histdrica del andlisis vectorial
que circula en nuestro medio. En los libros de historia de las matematicas tipicos como El
pensamiento matematico de la antigiiedad a nuestros dias de Morris Kline (Klein, 1992),
Historia de las Matematicas de Carl Boyer (Boyer, 1987), Historia de las Matematicas de
Bourbaki N. (Bourbaki, 1972) y A History of vector analysis. The evolution of the ideas of
a vectorial system de Michael Crowe (Crowe, 1985), entre otros, encontramos fragmentos
dispersos con escaso analisis epistemologico. Estos libros no tienen una presentacién
secuencial o sistematica del desarrollo de las nociones ligadas al analisis vectorial.
Aportar en este sentido, es el objetivo principal de este trabajo de tesis. Desde esta
perspectiva, se intenta describir epistemoldogicamente el desarrollo histérico de la nocion
vector de manera sistematica, de tal suerte que los interesados puedan identificar algunos
elementos explicativos, que ayuden en los procesos de aprendizaje y ensefianza del algebra
lineal y del célculo vectorial. En otras palabras, se pretende exponer los elementos de
causalidad que permitieron la evolucidn histérica de la nocién de vector.

La investigacion se realizd a la luz de tres conceptos fundamentales, presentes
implicitamente en la nocion de vector, que corresponden a la triada: numero, magnitud y
direccion. Se analizan las relaciones condicionales presentes entre los elementos de la

triada y las controversias que se dieron para su conceptualizacion. La tesis se desarrolla en
11



dos etapas: primero se hace un analisis historiografico donde se muestra cémo fue
surgiendo la evoluciéon de la nocion de vector a través de dos lineas como son la
matematica y la fisica; segundo, se hace un analisis epistemoldgico de la instauracion de la
nocion de vector, mediante el uso de la triada: niamero, magnitud y direccion, la cual
muestra como mediante la relacion de estos tres aspectos dieron lugar a esta nocion. Para el
alcanzar el objetivo propuesto se han desarrollado cinco capitulos.

En el primer capitulo: El Desarrollo Histérico de las Nociones Basicas del Analisis
Vectorial, se describen las primeras huellas de un tratamiento vectorial. Para ello, se
identifican dos lineas diferentes pero interrelacionadas, una de ellas proviene
principalmente de las matematicas y la otra de la fisica.

En la linea matematica, se investiga la relacion intrinseca entre magnitud, direccion
y numero. En este sentido se muestra que la construccion histérica de la nocién de vector
se encuentra fuertemente interrelacionada con tres aspectos fundamentales. Para ello se
inicia con un seguimiento evolutivo del concepto de nimero y su representacion. Desde
esta perspectiva, se toma como referencia la dicotomia entre nimero y magnitud, seguida
por Euclides, el problema de la solucion de ecuaciones y la primera representacion de las
cantidades negativas por parte de Descartes. De igual manera, se analiza la ampliacion de
los sistemas numéricos, y el nacimiento de una nueva rama de las matemaéticas, en el
siglo XVII, como lo es el algebra. En este sentido, se empiezan a construir expresiones
que permitan describir la modelacion de figuras y movimientos, tal como lo propone
Leibniz en su geometria de situacion.

Posteriormente, se aborda la problemética de los diferentes intentos de representacion
de los numeros complejos propuestas por John Wallis, Caspar Wessel, Gauss y Argand,
entre otros.

En la linea fisica, presentaremos el desarrollo de una nueva teoria matematica
iniciada por Galileo, Newton y Fourier, entre otros, a la hora de intentar matematizar
algunos fendmenos de la naturaleza, lo cual dio lugar a la creacion de métodos

vectoriales tales como el concepto de paralelogramo de fuerzas y velocidades.
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En el segundo capitulo: Los Programas Matematicos de Hamilton y Grassmann, se
describen las dos mas fuertes tradiciones que ejercieron una gran influencia en el
surgimiento del analisis vectorial moderno.

En el apartado 2.1, se exponen las ideas previas de Hamilton, relativas al descubrimiento
del algebra del cuaternion. Precisamente, el descubrimiento de los cuaterniones acabd con
la vieja tradicion del &lgebra, instaurando el nacimiento de un algebra moderna que
trascendia las viejas leyes operativas.

En el apartado 2.2, se describen las nociones basicas que guiaron a Grassmann en la
construccion de su sistema matematico muy similar al de Hamilton, pero un poco maés
complejo. Los trabajos de Grassmann son de una gran originalidad y su tratamiento
vectorial se acerca bastante a los tratamientos modernos.

En el apartado 2.3, se hace la presentacion de las ideas primordiales de otros sistemas
matematicos similares al analisis vectorial moderno que fueron fuertemente influenciados
en su construccion por los sistemas de Hamilton y Grassmann.

En el tercer capitulo: La Transicion de los Cuaterniones a los Vectores, se muestran los
diferentes aportes proporcionados por los matematicos a la hora de la formacién de la
nocion de vector que toman como referencia los cuaterniones de Hamilton.

El cuarto capitulo: Revision del Tratado de Peter Tait, esta dedicado al andlisis de los
dos primeros capitulos del libro de Tait, Elementary Treatise on Quaternions, el cual es
considerado como el texto clave para entender la instauracion del moderno analisis
vectorial, ya implicito en Lectures on Quaternions de Hamilton.

Cabe destacar que Tait fue un seguidor de la produccion intelectual de Hamilton, y
dedicO muchos afios de su vida a difundir las nociones que aparecian oscuras en las
publicaciones de Hamilton.

Aqui se ha utilizado la versién francesa del tratado de Tait, la cual fue traducida entre
1882 y 1884 de la segunda edicion inglesa de 1873. Esta presenta varios articulos nuevos,
algunas demostraciones de geometria superior, teoremas importantes que no fueron

presentados en la primera edicion inglesa de 1867.
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En el quinto capitulo presentamos algunas conclusiones generales relativas al estudio
realizado. Se trata de sintetizar los aspectos méas relevantes de la indagacion y aventurar
algunas hipotesis de indole historico-epistemoldgico sobre la nocién vector.

Para la realizacion de este trabajo nos hemos centrado en muchos documentos de tipo
historiografico y principalmente nos hemos detenido en tres obras:

1. A History of Vector Analysis de Crowe (Crowe, 1985).

2. Le Nombre Une Hidra An Visages de Dominique Flament (Flament, 1997).

3. ElementaryTreatise on Quaternions de Tait (Tait, 1873).

Del libro de Crowe hemos utilizado la tercera edicion inglesa de 1994. Este texto es
considerado de referencia obligada para quien quiera tener un panorama genérico del
desarrollo del anélisis vectorial. Este trabajo sirvid de base para desarrollar muchos de los
aspectos historiograficos plasmados en los primeros cuatro capitulos.

Del libro de Dominique Flament se ha utilizado algunos articulos que tienen relacion
directa con el objetivo central de este trabajo. Vale la pena destacar, que son articulos de
buena profundidad conceptual. Principalmente, se ha tomado como referencia los siguientes
articulos:

1. Maxwell et la traduction intuitive du calcul vectoriel de Manuel G. Doncel.

2. Around and around: quaternions, rotations and Olinde Rodrigues de Jeremy Gray.

3. “Vecteurs ” ? 151 ans de déloyaux services de Jacques Lavau.

4. L’interaction entre les débats sur le statut des nombres négatifs et imaginaires et
I"émergence de la notion de segment orienté de G. Schubring.

Una de las fuentes principales de esta investigacion es el libro de Peter Gthrie Tait
(1876) titulado Elementary Treatise on Quaternions, 1873. En este libro se vislumbra un
primer acercamiento de la construccion formal de la nocion de vector, a su vez presenta un
capitulo en donde se expone las primeras ideas del moderno analisis vectorial.

Es necesario reiterar que la importancia historica del tratado de Tait no solo se debe al
hecho que contiene muchos conceptos fundamentales del moderno andlisis vectorial, sino

porque es un libro basico en la socializacién del analisis vectorial.
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Tait dividio su libro en dos tratados, de los cuales aqui hemos analizado los dos primeros
capitulos del primer tratado. De estos capitulos hicimos un estudio epistemoldgico que nos
permitio analizar la primera nocion de la nocion de vector como clase de equivalencia.

Esperamos que de alguna manera, esta investigacion permita a los estudiantes y docentes
en ejercicio, tener una mejor aprehension de la nocion de vector. Mas alla de un caso
particular, se trata de que tomen conciencia de la importancia de los estudios historicos,
pues el conocimiento de la evolucién histdrica de los conceptos nos muestra las razones
epistemoldgicas que han dado lugar a las teorias modernas, lo cual tiene un alto valor en los

procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
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CAPITULO 1

EL DESARROLLO HISTORICO DE LAS NOCIONES BASICAS DEL
ANALISIS VECTORIAL

1. Dos lineas del desarrollo historico de la nocion de vector

Histéricamente, podemos reconocer dos afluentes importantes en el surgimiento de la
nocion de vector:

(i) El desarrollo del algebra como disciplina abstracta que va acogiendo objetos no

necesariamente con caracteristicas numéricas.

(if) La matematizacion de algunos fendmenos fisicos.

En este orden de ideas, la ampliacion de los sistemas numéricos y la fundamentacion de
su campo tedrico permitieron el surgimiento de una nueva concepcién de algebra. A inicios
del siglo XIX, el &lgebra abstracta cumplian las operaciones de la aritmética basica. Con el
objetivo de justificar estas operaciones con expresiones literales que se conservaban en los
nameros irracionales, negativos y complejos, George Peacock (1791-1858) concibié una
distincion entre algebra aritmética y algebra simbdlica. Como primera medida algebra
aritmética trabajaba con simbolos representando los enteros positivos, es decir se permitian
operaciones que cumplieran la propiedad de cerradura. Mientras que el &lgebra simbdlica
era un poco mas amplia, porque no tenia restricciones a los enteros positivos. En otras
palabras, cualquier conjunto numérico debia de seguir cumpliendo este principio, como lo
manifestd George Peacock.

Histéricamente, el primero que hizo una separacion con el principio de permanencia de
forma establecido por el algebra ordinaria de Peacock fue William Hamilton (1805-1865)
con la creacion de sus cuaterniones al abandonar la ley conmutativa de la multiplicacion. A
partir de este momento se comienza ampliar la concepcién de Aalgebra existente,
propiciando el nacimiento de otras nuevas algebras las cuales no cumplirian el principio de
permanencia de forma.

16



Aunque, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) sintié la necesidad de implementar la
concepcion de algebra de una forma més general, que le permitiera describir las entidades
geométricas simbolicamente. Es decir, el algebra como estaba constituida no decia nada de
las construcciones geométricas de una figura, en sintesis buscaba un sistema que sirviera
como un método practico a la hora de analizar, interpretar y modelar la naturaleza, el cual
permitiera expresar una situacion, angulos y movimientos.

Por otro lado, las primeras huellas de un tratamiento vectorial lo encontramos a
principios del siglo XV1I, cuando la fisica exigio a la matematica la descripcidn cuantitativa
del movimiento. En ese momento primaba la tradicién explicativa aristotélica, y no se
contaba con un aparato analitico para describir un fendmeno tan sencillo como la velocidad.

Uno de los primeros pensadores que se propone este cometido es Galileo, quien establece
un tratamiento que se aleja de la tradicion aristotélica. En su famoso libro, Consideraciones
y Demostraciones Matematicas Sobre Dos Nuevas Ciencias (Galilei, 1978), Galileo utiliza
repetidamente unos diagramas de velocidades, similares a la representacion triangular
usada por el matematico, italiano, Nicolas Oresme en el siglo XIV. Ademas, de esta
misma época datan los trabajos del matematico holandés Simén Stevin (1548-1620), quien
formul6 explicitamente el principio del paralelogramo de fuerzas.

En la descripcion de la trayectoria del movimiento parabdlico, Galileo se dio cuenta que
se componia de un movimiento horizontal y otro vertical; para describirlo era necesario
combinar estos dos movimientos mediante una nueva operacion “suma”, la cual no se podia
realizar por los medios convencionales; habia necesidad de incorporar un nuevo método. A
partir de aqui, se evidencia un momento historico donde los matematicos sienten la
necesidad, por un lado de constituir un nuevo campo tedrico con sus nuevos entes
denominados vectores, los cuales son elementos tedrico-practicos que se mostraron
fundamentales en la modelizacién de fendmenos fisicos.

Durante el siglo XVIII, diferentes entidades fisicas exigian un cambio de representacion
debido al surgimiento de cantidades con un nuevo estatus, las cuales no eran representables
en el marco estructural existente. En esencia, lo que se buscaba era un lenguaje matematico
que describiera algunos fendmenos fisicos. En este orden de ideas, Newton se da a la tarea

de matematizar la fuerza resultante que es causada por la suma de dos fuerzas individuales
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aplicables a un cuerpo, este problema lo soluciona mediante la representacion del
paralelogramo de fuerzas o velocidades. Otros de los aportes importantes de
matematizacion de la naturaleza, en la linea que nos interesa, lo encontramos en la teoria
analitica del calor, incorporada por el matematico francés Joseph Fourier. En este tratado,
Fourier establece relaciones fisico-matematica, con un método, en el cual incorpora objetos

cuantificadores, pero que no corresponden a nimeros propiamente dichos.

1.1 Lalinea matematica en el desarrollo del analisis vectorial

Mateméticamente hablando, el desarrollo del andlisis vectorial se enmarca en una
problematica conceptual de méas de veinte siglos que gird en torno a la ontologia de los
nameros. ElI marco del universo numérico se fue ampliando por las exigencias en la
busqueda de soluciones a las ecuaciones. La teoria de ecuaciones evolucioné en la medida
que el &lgebra se constituia como nueva disciplina matematica, y con la emergencia de la
geometria analitica.

Algunas de las nuevas disciplinas matematicas fueron manifestandose como resultado
directo o indirecto de la ampliacion de los sistemas numéricos. Para entender un poco este
proceso es indispensable que tengamos en cuenta el marco conceptual, que influy6 en el
desarrollo de las nociones matematicas. Los aspectos fundamentales de esta discusion se
pueden localizar en la antigliedad griega. En este orden de ideas, es importante conocer el
desarrollo evolutivo del concepto de nimero y su representacion, como la relacién
intrinseca entre nimero, magnitud y direccion, que permitieron el nacimiento de la nocion

de vector.

1.1.1 Las tres componentes epistemoldgicas de la nocién de vector

Las diversas investigaciones como: Maxwell et la traduction intuitive du calcul vectoriel de
Manuel G.Doncel (Doncel, 1997), Around and around: quaternions, rotations and Olinde
Rodrigues de Jeremy Gray (Gray, 1997), “Vecteurs ” ? 151 ans de déloyaux services de

Jacques Lavau (Lavau, 1997) y L’interaction entre les débats sur le statut des nombres
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négatifs et imaginaires et I"émergence de la notion de segment orienté de G. Schubring
(Schubring, 1997) realizadas en torno a la nocién vector, muestran que su construccion
historica se encuentra fuertemente ligada a tres aspectos fundamentales: Numero, Magnitud
y Direccion. En si cada uno de estos aspectos, a su vez, presentan dificultades en su
aprehension, en la comunicacion de saberes y en su ensefianza-aprendizaje causando mayor
desconcierto en el momento de entender la construccion formal de la nocién de vector.

Precisamente, el problema central que abordamos en esta tesis fue el de realizar un
analisis historico-epistemoldgico de la evolucién de la nocion de vector, estableciendo una
red de causalidades en torno a las nociones de nimero, magnitud y direccion. Esto lo
haremos mediante el uso de la triada, la cual nos mostrard que la nocion de vector se
establecio histéricamente a partir de las diversas tensiones entre estos tres aspectos, como
se muestra en la figura 1.

VECTOR

DIRECCION
(Sentido)

MAGNITUD

Figura 1. Muestra los elementos de la triada implicitos en la definicion formal de
vector y las posibles interrelaciones entre dichos elementos.

Estas posibles interrelaciones de la triada nos permitirdn acceder un poco a la
construccion formal de la nocion de vector. En este sentido, pretendemos encontrar otras
clases de relaciones entre las componentes de la triada. A su ves, instaurar los elementos de

causalidad que propicien una mejor comprension de la nocion vector.
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Con el objetivo de tener un panorama genérico de la secuencia de esta investigacion,
podemos ubicar unos grandes momentos en la instauracion de la nocion de vector en el
siguiente esquema.

La instauracion
histérica de la

nocion de vector
como concepto

- matematico <
FISICA MATEMATICA
Movimiento VECTOR Teoria
Primaria de
MAGNITUD ndmeros y
magnitudes

Paralelogramo
de
representacion
de fuerzas

DIRECCION
(Sentido)

Teoria de

ecuaciones

Matematizacion

del calor
Representacion
o de las
Matematizacion cantidades
del numeéricas

electromagnetismo

Formalizacion Algebra
de la nocién lineal
de vector

Cuaterniones
de Hamilton

Vale la pena resaltar que al final profundizaremos en cada uno de estos aspectos.

1.1.2 Relaciones de los elementos de la triada implicitos en la nocién de vector
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Relacion nimero-magnitud

Antes de abordar esta relacion, es necesario analizar de alguna manera la naturaleza
ontoldgica de los objetos matematicos y el tipo de existencia que ellos poseen.
Filoso6ficamente hablando, se pueden distinguir dos puntos de vista basicos:

i.  El realismo platonico (Platon 427-347 a. C.).

ii.  EIl constructivismo nominal aristotélico (Aristoteles 384-322 a. C.).

Desde una vision del realismo platonico, las matematicas estan formadas por un
universo de objetos que existen independientemente del mundo fenomenoldgico y de
nosotros. Los objetos matematicos no necesitan de ningin soporte material y especulativo,

para tener vida propia, como lo hace notar Descartes:

Cuando imagino un triangulo, encuentro que no ha podido estar en ningin lugar del mundo o
de mi pensamiento una tal figura, sin embargo, hay una cierta naturaleza de forma, una esencia
determinada de esta figura, la cual es inmutable y eterna, que no he podido inventar y que no
depende, de ninguna manera, de mi espiritu (Descartes, 1947).

Por otro lado, tenemos el punto de Aristoteles (384-322 a. C.), quien instaura una
ontologia de los objetos matematicos en su obra: Metafisica. Para Aristoteles, existen tres
doctrinas que tienen como finalidad el ser en sus diversas designaciones:

i. La fisica: se encarga del estudio de los seres de acuerdo a su movimiento, sin
importar su esencia ni sus accidentes. Aristdteles era reacio a investigaciones de tipo
cuantitativas, su principal interés era el estudio de cualidades sensibles. Es por esta
razon que la categoria de la cantidad aparece en un plano secundario.

ii. La teologia: estudia el ser en cuanto al ser.

iii. La matematica: estudia los seres pero no en cuanto a su movimiento, sino
simplemente en cuanto son cuerpos ya sea sin ninguna dimension, de una dimension,
de dos dimensiones o de tres dimensiones.

Para Aristoteles los objetos matematicos son seres abstractos, desposeidos de
materialidad, accidentales e inmoviles. Accidentales porque provienen del mundo fisico.
Los objetos matematicos son construidos por medio de un ejercicio mental de abstraccién y

generalizacion llamada aphairesis, en el cual el matematico elimina las propiedades
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sensibles, quedandose Unicamente con aquellas que tienen que ver con la cantidad y la
forma.

Basado en el enfoque del constructivismo nominal aristotelico, Euclides desarrollé su
programa matematico; es necesario tener en cuenta esto para entender el manejo que le dio
Euclides a la teoria de numeros y magnitudes. Euclides las presenta bien diferenciadas en
dos lineas teoricas. No obstante, intentd construir vias de contacto entre ellas;
concretamente, entre las magnitudes conmensurables y los nimeros.

A finales del siglo IV los pitagoricos, consideraban los nimeros como la naturaleza

sustancial de las cosas o0 como su origen, como lo afirma Aristoteles en esta cita:

En tiempo de estos fildsofos y antes que ellos, los llamados pitagéricos fueron los primeros que,
dedicados a las matematicas, impulsaron esta ciencia. Absorbidos por los estudios de la
matematica, llegaron a creer que los principios de los nimeros eran los principios de todos los
seres. (Aristoteles, 1999)

Desde este enfoque, la tesis pitagdrica planteaba que el “niimero” es una estructura
determinada, descriptible aritméticamente, que esta inmersa en las cosas y constituye su
naturaleza propia. En esencia, el pensamiento pitagdrico planteaba que la naturaleza de las
cosas hay que reducirla al “nimero” a las leyes determinables numéricamente. Es decir, en
las cosas hay una estructura determinada por numeros a manera de una construccion
aritmética, que permite reconocer cualidades inherentes a las cosas. Desde este punto de
vista, los nimeros constituyen la base de la medida de todas las cosas.

La propuesta de Euclides era sistematizar todos los conceptos matematicos existentes; su
libro, Elementos, responde a una necesidad tedrica de la cual él es el intérprete.
Precisamente, lo axiomatico constituye la base primordial del modelo euclidiano, el cual
sirve para dar respuesta a la problematica surgida, por un lado, con la aparicion de las
magnitudes inconmensurables y, por otro, con la emergencia de las paradojas de Zendn de
Elea (4897-430 a. C.). Estas paradojas, evidenciaron el problema que conlleva a la

descomposicion de un segmento finito en un ndmero ilimitadamente creciente de partes.
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Sea un segmento finitode Oaly 1/2 su punto medio; ahora procedemos a sefialar el

nuevo punto medio 1/4 del segmento de 1/2 a 1, y asi ilimitadamente, como lo muestra la

figura 2:
| | | | |
1
0 1/2 1/4 /8 1
Figura 2: Muestra la descomposicion de un segmento finito de 0 a 1 en un
namero indefinido de partes.
. 1 1 1 . .
De la figura 4, tenemos que Sttt = 1, “es una suma infinita de

términos”. Aqui evidenciamos, de acuerdo a las concepciones aristotélicas, que la primera
experiencia de adicion y divisibilidad infinita en la matemética y en la fisica nos conduce a
paradojas.

Con la aparicion de las magnitudes inconmensurables en los procesos de medicion, la
concepcién de namero se complica. Por esta razon, se ve necesario hacer un estudio de su
naturaleza ontoldgica.

El problema de lo inconmensurable tiene sus antecedentes en la escuela pitagorica. Una
de las primeras evidencias de las magnitudes inconmensurables corresponde a la medida de
la diagonal D, del cuadrado con uno de sus lados L. Utilizando reduccién al absurdo, se
demuestra que no se pueden encontrar dos numeros, n y m tales que nD = mlL. Otro
ejemplo, aparece cuando se requiere medir de la diagonal de un pentagono regular con uno
de sus lados, que da lugar a la razon continua, llamada razén aurea. Esta demostracion
utiliza un procedimiento denominado Antiphaeresis®, el cual es el proceso de encontrar la
mayor magnitud que mida a otras dos magnitudes dadas. Este proceso, aplicado a los
nameros se utiliza para encontrar el maximo comun divisor entre dos nameros aplicando el
algoritmo de Euclides para la division, como se muestra a continuacion:

Sean a, b nUmeros y a > b, debemos de encontrar el madximo comun divisor entre ellos,

procedemos de la siguiente manera:

! De una manera formal se encuentra en el libro VII de los Elementos de Euclides para los nimeros y en el
libro X para las magnitudes.
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Si dividimos a entre b, por el algoritmo de la division, tenemos que a = b.c; + 74,
donde c; es el primer cociente y r, el primer residuo. Despejando r ;, tenemos que:
r, = a— b.c,.Ahorasi dividimos a entre r ; y por el método de recurrencia, tendremos
lo siguiente:

ry =a— b.cy

r, =b—14.c,
r3 =1r{—T7,.C3
Ty =T ,— T3.Cy4

'n =Tn-27""Tn-1Cn

De lo anterior podemos concluir:
i. Sir, =0,entonces el MCD de los numeros dados a y b €s a.
ii. r, =0,donden > 1, entonces el MCD de los nUmerosay besr , _ ;.
Este mismo proceso se puede aplicar a las magnitudes, cuando necesitamos hallar la
mayor magnitud que divida a otras dos magnitudes dadas, asi:
Sean XY y WZ segmentos y XY > WZ, debemos de encontrar el maximo comuin
divisor entre ellos, procedemos asi:
Al segmento XY le restamos el segmento WZ nos queda el segmento KT, como lo

muestra la figura 3:

X Y
|
|

Figura 3 Muestra como Euclides media el segmento XY mediante una
comparacion sucesiva con el WZ

w Z
|
|

Ahorasi WZ < KT, le restamos el segmento WZ al segmento KT, si sobra continuamos
este proceso, asi sucesivamente. Después de todo este proceso anterior, si llegamos a un
segmento UV < WZ, por el algoritmo de la division, podemos decir que existe un nimero

t talqgue XY = tWZ + UV. De aqui concluimos que:
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(i) SiUV = 0, se puede decir que WZ mide a XY un nimero exacto de veces.
(if) Si UV # 0, entonces WZ no mide a XY un numero exacto de veces.

En esencia, el proceso mediante el cual se miden dos magnitudes se llama Antanairesis;
consiste en comparar dos segmentos, a y b, y determinar las veces que uno de los
segmentos esta contenido en el otro. Si sobra un pedazo de segmento se sigue comparando;
en caso de que este proceso finalice en un nimero finito de pasos, se denominan
magnitudes conmensurables; pero en caso contrario, se denominan magnitudes
inconmensurables.

Modernamente, los segmentos A y B son conmensurables si existe n y m tales que:

ndA = mB.

En caso contrario, son inconmensurables si para todo n, m cumple que:

nA #+ mB.

En estas consideraciones aparece un tratamiento opuesto entre los nimeros (arithmos) y
las magnitudes continuas (megethos); entre lo aritmético y lo geométrico. Esto es debido a
la concepcién filosofica de la naturaleza ontolégica del numero que enmarca unos
lineamientos a seguir. EI nimero es finitamente divisible y la magnitud lo es de manera
infinita. En este sentido, para Aristoteles, la matematica constituye una doctrina teérica que
da cuenta de la cantidad. Concibiendo por cantidad, aquello que es divisible en elementos
constitutivos. Desde esta perspectiva, Aristoteles reconoce dos tipos de cantidades:

i.  Los nimeros que son divisibles en partes no continuas.
ii.  Las magnitudes que pueden dividirse en partes continuas.

En este orden de ideas, la filosofia aristotélica esta marcada por un precipicio conceptual
entre lo geométrico y lo aritmético. De esta filosofia se nutrio Euclides para constituir sus
postulados, definiciones y axiomas. ES por esta razon, que Euclides sigue la misma
disparidad entre estos dos conceptos, tanto asi que desarrollé una teoria para cada uno. Por
ejemplo, en el libro V desarrolld la teoria para magnitudes, mientras que el libro VI la hace

para nimeros?. Sin embargo, es de singular importancia, en la linea de indagacion que nos

2 Vale la pena resaltar que en los libros VII, VIl y IX, Euclides trabaja la aritmética, estableciendo de alguna
forma en términos modernos las operaciones y razones entre nimeros naturales y sus propiedades, como lo

plantea Luis Recalde en su libro Lecciones de Historia de las Matematicas, 2001.
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convoca, constatar un tratamiento operacional entre los nimeros y las magnitudes, muy
semejante al producto entre vectores y escalares. Este tratamiento se percibe
fundamentalmente en el libro V, que lo dedica al estudio de las magnitudes. Los conceptos

base de este capitulo son los de razon y proporcion.

Definicion V.3: Razén es una relacion cualquiera entre dos magnitudes homogéneas respecto de su
cantidad. (Euclides, 1999, pag. 787).

En esta definicidn se evidencia que la razon entre dos magnitudes establece una relacion

cuantitativa entre ellas.

Definicién V .4: Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una de
ellas de modo que supere la otra (Euclides, 1999, pég. 787).

En esta definicion, la operacién de multiplicar una magnitud se refiere a tomar un

namero determinado de copias de ella: Si A representa un segmento, nA significara:

A+ A+ A+ + A
& J

~

n Veces

En este sentido, la definicion 4 expresa que dos magnitudes A y B tienen razon si existe
un ndmero n, tal que nA > B. Ademas, modernamente podemos ver que esta
multiplicacién esboza, de alguna manera, la operatividad entre entidades diferentes: los
numeros y las magnitudes. Aunque Euclides no utiliza la simbologia moderna ni la
conceptualizacién moderna, podemos vislumbrar una prefiguracion de la multiplicacion de

un vector por un escalar. Este aspecto va a tomar fuerza en la definicidn de proporcion:

Definicién V. 5: Se dice que la razén de una primera magnitud con una segunda, es la misma que
la de una tercera con una cuarta cuando, tomando cualquier maltiplo de la primera y de la tercera 'y
de la segunda y cuarta, el multiplo de la primera es mayor, igual o menor que el de la segunda,
segun que el de la tercera sea mayor, igual 0 menor que el de la cuarta (Euclides, 1999, pag. 787).
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Esta definicion manifiesta que si tenemos cuatro magnitudes A, B, C y D, entonces A y
B estan en la misma razon que C y D, cuando para todo p y g se establece lo siguiente:
I. SipA >qgBentonces,pC > gD.
ii. SipA =qBentonces,pC =gD.
lii. SipA <gqBentonces,pC < qD.
En el mismo sentido anterior, si pensamos en el universo de los segmentos euclidianos y
su respectivo universo numerico, podemos vislumbra, en las primeras cuatro proposiciones

del libro V, propiedades de los espacios vectoriales:

Proposiciéon V.1: Dado cualquier nimero de magnitudes, sean cuales fueran. Equimultiplos de
otras magnitudes en igual namero, cualesquier que fueren las veces que de una de ellas sea
multiplo de alguna, ese multiplo sera de todas las demas (Euclides, 1999, pag. 790).

El enunciado de la proposicién V.1 puede ser traducido, como la ley distributiva de la
multiplicacién de un escalar sobre la suma de vectores:
mA + mB + mC = m(A + B + ().

Proposicion V.2: Si una primera magnitud es el mismo multiplo de una segunda, que una tercera
lo es de una cuarta y una quinta es el mismo multiplo de la segunda, que una sexta lo es de una
cuarta, la primera y la quinta juntas serdn el mismo mdltiplo de la segunda que la tercera y la sexta
lo son de la cuarta (Euclides, 1999, pag. 790).

Esta proposicion muestra en forma moderna la propiedad distributiva de la suma de
escalares con respecto a la multiplicacion por un vector.

mA+nd= (m+n)A

Proposicion V.3: Si una primera magnitud es el mismo multiplo de una segunda que una tercera lo
es de una cuarta, y se toman equimdltiplos de la primera y la tercera, también por igualdad cada
una de las dos magnitudes tomadas seran equimdaltiplos, respectivamente, una de la segunda y la
otra de la cuarta (Euclides, 1999, pag. 790).

Este enunciado puede ser traducido, como la ley asociativa de la multiplicacion de
escalares:
n(mA) = (n.m)A
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Proposicién V.4: Si una primera magnitud tiene con una segunda, la misma razon que una tercera
con una cuarta, los equimultiplos de la primera y la tercera tendran la misma razén que los de la
segunda y la cuarta tomados en su orden (Euclides, 1999, pag. 790).

Modernamente, proposicion V.4 es:
SiA:B=C:D,entoncesmA : nB =mC : nD.

Proposicion V.5: Si una magnitud es el mismo multiplo de otra, que una magnitud restada a la
primera lo es de otra restada a la segunda; la magnitud que queda de la primera sera también el
mismo multiplo de la magnitud que queda de la segunda que la magnitud entera de la magnitud
entera (Euclides, 1999, pag. 790).

En términos modernos el enunciado de la proposicion V.5 puede ser visto, como:
SiA:B=C:D,entoncesd:B=A—C:B—-D
De las proposiciones anteriores del libro Elementos de Euclides, podemos concluir que
si se interpreta de manera conveniente, constituye una de las propiedades del producto entre
escalares y vectores.
Esa forma de combinar nimeros y magnitudes es utilizada por Euclides para desarrollar
su teoria de magnitudes. Incluso en el libro X, proposicién 5, establece una correspondencia

explicita entre lo aritmético y lo geométrico, como se nota en la siguiente proposicién:

Proposicion X.5: Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razén que un nimero
guarda con un ndmero (Euclides, 1999, pag. 791).

Fue a principios del siglo XIX que René Descartes (1596-1650), en su libro La
Geometria® concibe una relacion intrinseca entre niimero y magnitud. Descartes, establecié
que las magnitudes lineales, al igual que los nimeros, no sélo se pueden sumar y restar,
sino ademas multiplicar, dividir y extraerle la raiz cuadrada. Para ello introduce un
segmento unidad, con el fin de dotar a los segmentos de una operatividad aritmética, como
a los nimeros y es aqui donde empieza a operar las magnitudes al igual que a los nimeros.

Esto lo hace aplicando la Teoria de Proporciones de Euclides.

% (Descartes, 1947).
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René Descartes y la representacion geométrica de cantidades negativas

Esta relacion se dio gracias a la necesidad de representar las cantidades negativas en un
sentido opuesto al positivo. La representacion de las cantidades negativas fue incorporada
por Descartes en la solucion de las ecuaciones de tercer grado; esto lo hace en el libro I,
cuando se propone solucionar el problema de la triseccion del &ngulo a partir de parabolas,
circulos y solidos. Es aqui donde se vislumbra una clara evidencia de la adopcion de las
raices negativas como solucion de ecuaciones. Desde esta perspectiva, estas raices son
aceptadas de un modo operativo, simplemente como cantidades, sin el estatuto de namero.

Con Descartes se amplia el campo numérico en cuanto a su representacion y
operatividad, porque empieza a vislumbrar la posibilidad de la existencia de otros tipos de
nameros, a parte de los positivos con una ontologia propia.

Descartes inicia su proyecto geométrico definiendo una operatividad para las
magnitudes semejante a la de los nimeros. Para ello ve la necesidad de introducir una
nueva magnitud, la cual llamo6 unidad. Esta le permitié trasladar las operaciones de los

nameros al campo de las magnitudes, como se evidencia a continuacion.

Para el producto de dos segmentos AB y AC, se define con base a la cuarta

proporcional. Es decir, con respecto a los segmentos dados, se traza el segmento

BE paralelo al segmento CD 'y se define el segmento AD como la unidad. De acuerdo a

la figura 4, por teoria de proporciones, se tienen que:

E

D
B

Figura 4: Muestra como Descartes realizaba la multiplicacion de dos segmentos AB 'y AC,

mediante la utilizacion del segmento unidad AD vy la Teoria de Proporciones.
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AD AC

AB  AE
Luego por ley fundamental de las proporciones tenemos que: AD . AE = AB . AC
Como AD = 1, sustituyéndolo en la ecuacion anterior, entonces se tiene que AE =
AB . AC

Posteriormente, para la divisién de dos segmentos Descartes busca encontrar la cuarta
proporcional de acuerdo a la figura 5:

C

D
B

Figura 5: Muestra como Descartes realizaba la division de dos segmentos AC y AB, mediante la
utilizacién del seamento unidad AD v la Teoria de Proborciones.

Por teoria de proporciones aplicado a la figura 5, se tiene que: 28

i, sustituyendo
AD AE
AD =1, setiene: AE

AC
AB

Adicionalmente, utilizé su método para extraer la raiz cuadrada a un segmento AB.

Tomando como segmento unidad BC = 1, se traza el segmento AC, tal que AC

AB + BC. A continuacion, se dibuja una semicircunferencia cuyo didmetro es AC,
como muestra la figura 6, asi:

30

Figura 6: Muestra como Descartes extrae la raiz cuadrada a un segmento AB, mediante
la utilizacién del segmento unidad BC vy la Teoria de Proporciones.



. . AB ‘BD .
Por Teoria de Proporciones tenemos quei—= = =, aplicando la ley fundamental de las

proporciones, tenemos que: BD . BD = AB . BC* o0 lo que es lo mismo BD =

v AB ,dado que BC =1.

Descartes utiliza esta maquinaria de la teoria de las proporciones y el algebra de
representacion de segmentos para la solucion de ecuaciones algebraicas. En otras palabras,
por medio de la geometria analitica, se instaura un poderoso método de solucién de
ecuaciones.

La busqueda de procesos algoritmicos mediante los cuales resolver ecuaciones
cubicas, y de mayor grado, abrié el camino para el fortalecimiento del algebra, como una
nueva rama de las matematicas. A través de esta disciplina, se amplia el marco de las
operaciones de la aritmética basica, y a su vez propicia el desarrollo de una nueva
simbologia a la hora de representar los nuevos numeros. Aungue estos son aceptados de
un modo operativo, colocando en cuestion su naturaleza ontoldgica.

En el siglo XVI, proliferan las investigaciones y los debates en torno a la solucion de
ecuaciones polinémicas de grado n, de la forma Pn(x) = 0. Esto dio lugar a debates y
discusiones de varios matematicos italianos de la talla de Nicolo Fontana (1500-1557),
Girolamo Cardano (1501-1576)° y Rafael Bombelli (1526-1573), centrando sus esfuerzos
en encontrar algoritmos que resolvieran ecuaciones clbicas.® Precisamente Cardano,
encontrd soluciones complejas, pero las rechazd por no encontrarles ninguna aplicabilidad
ni ninguna representatividad geométrica. Por su parte Nicolo Fontana, conocido como
Tartaglia, ha pasado a la posteridad como uno de los mas grandes algebristas, pues fue el
primero en conseguir un algoritmo para la solucion de las ecuaciones cubicas. Sin embargo,
no tuvo claridad respecto a las soluciones negativas y complejas. En este sentido, los

aportes de Descartes fueron decisivos.

* Algunos historiadores interpretan la definicién V.9 de los Elementos de Euclides: si tres magnitudes estan
en proporcion, se dice que la primera tiene una razon duplicada de la que tiene la segunda, como una
definicidon del producto entre magnitudes.
® Estos métodos de solucién de ecuaciones de Cardano (1501-1576) aparecieron sistematizados en su
libro Ars Magna.
® Niccolo Tartaglia (1500-1557) las resuelve llevandolas a una simbologia algebraica particular
(Recalde, 2001, pag. 104).
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En primer lugar, Descartes resuelve ecuaciones de segundo grado, x 2 = + ax + b ?,

donde a, b son cantidades lineales. Para ello, construye un triangulo rectangulo ABO de

lados % y b; luego traza una circunferencia con centro en O y radio 0A = % donde la

linea b es la tangente a ella, como muestra la figura 7:

A b B
Figura 7: Muestra como Descartes resuelve ecuaciones cuadraticas de la forma x2 =

+ ax + b?, donde a, b son cantidades lineales, mediante la utilizacion de
segmentos formados por tangentes y secantes.

Entonces, el segmento CB corresponderé a la solucion x, pues dado que el segmento
‘DB = x — a, se tendra por medio de segmentos formados por tangentes y secantes que
X ( x - a) = b? 7. Este es un proceso que permite obtener, de una forma geométrica, las
soluciones positivas de una ecuacion.

Posteriormente, Descartes resuelve la ecuacion de la forma x (x - a) + b2 =0,

para ello traza una circunferencia de radio % como muestra la figura 8:

" Para llegar a esta ecuacion algebraica Descartes utiliza la proposicién 36 del libro 111 de los Elementos: “Si
desde un punto exterior a un circulo le trazan dos rectas, una de las cuales lo corta y la otra solo lo toca, el
rectangulo comprendido por toda la recta secante y su parte exterior entre el punto y la periferia convexa del
circulo equivale al cuadrado de la tangente”. En otras palabras, si se trazan un segmento tangente y un
segmento secante desde un punto exterior a un circulo, entonces, el cuadrado de la longitud del segmento
tangente es igual al producto de las longitudes del segmento secante por su segmento secante externo.
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Figura 8: Muestra como Descartes resuelve ecuaciones cuadraticas de la forma x(x - a) +

b2 = 0, donde a, b son cantidades lineales, mediante la utilizacion de segmentos
formados por tangentes y secantes.

Desde el punto A de la circunferencia, se traza el segmento tangente AB = b.
Supongamos ahora el segmento BC = x, entonces NC = % — Xx, Yy dado que el
triangulo ONC es rectangulo, ademas AB = ON = b, tenemos que:

—2 a z a \?2
- (2 _ 2 _ (Z
oc = ( g X ) +b ( > )

Resolviendo la ecuacion anterior, tenemos que:

a aa bb
X = - — — =
2 4

Ahora de acuerdo a la figura 10, tomamos BD = x, entonces ND = x — % oD = —

y dado que el triangulo ONC es rectangulo, tenemos que:

= (x-g) +or= ()

Para que los casos anteriores tengan sentido debera cumplirse que a/z > b; en caso

2

contrario, las soluciones de las ecuaciones serian raices imaginarias, las cuales carecerian
de representacién geométrica. Descartes tomaba las raices imaginarias como cantidades

necesarias para la solucién de ecuaciones.® Vale la pena recordar que Girolamo Cardano

® Descartes dice: “si el circulo que tiene su centro en O y pasa por el punto A no toca ni corta la linea
BCD, no hay ninguna raiz de la ecuacion, de manera que pueda asegurarse que la construccion del problema
propuesto es imposible”. Luis Recalde, Lecciones de Historia de las Matematicas, Pag.133.
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(1501-1576) en 1845, soluciond un problema algebraico que consistia en encontrar dos
ndmeros cuya suma era 10 y cuyo producto fuera 40. Cardano plante6 una solucién formal
del problema, que suministraba la raiz cuadrada de un nimero negativo denominados
numeros ficticios y comprobd efectivamente que cumplieran las propiedades requeridas.
Aungue los nimeros imaginarios aparecieron en el algebra en la solucién de ecuaciones, los
progresos en su tratamiento no se dieron en el algebra, sino bajo la influencia de las
necesidades imperiosas del analisis matematico. Precisamente, en los marcos del analisis
gradualmente se buscaban e introducian las reglas de las operaciones formales con los
ndmeros imaginarios y complejos.

La representacién de cantidades negativas fueron incorporadas por Descartes en la
solucion de las ecuaciones de tercer grado; esto lo hace en el libro Ill, cuando se propone
solucionar el problema de la triseccion del angulo, como lo detallamos a continuacion.

Se desea trisecar el angulo < AOD; entonces tracemos el arco AD de la circunferencia
unitaria. Aplicando el Método Analitico de Descarte, suponemos el problema resuelto y

luego procede a definir:

Sea AD = b la cuerda conocida y AB = x la cuerda desconocida, como se

muestra en la figura 9:

Figura 9: Muestra como Descartes resuelve ecuaciones de tercer grado, cuando se
prooone solucionar la triseccion del anaulo < AOD.
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De acuerdo a la construccion se tiene, A OAB ~ A AFB, por semejanza de

triangulos, resulta:

AB _ BF
BO AB
Como AB = xy OB = 1, entonces por ley fundamental de las proporciones, tenemos

que: BF = «x?2.

Similarmente se tiene que A OFE ~ A OB C, por semejanza de tridngulos, nos da:

OB _ BC
OF FE
Luego por sustitucion ﬁ = FL_E y reemplazando el segmento FE = q, ahora por

ley fundamental de las proporciones, se obtiene la siguiente ecuacion:

3_ g9

Descartes notd que esta ecuacion no satisfacia la solucion a lo Tartaglia, entonces,

X — X

procedié a solucionarlo por medio de parébolas, circulos y sélidos™®, de la siguiente
manera:

Sea AFG la trayectoria la parabola, descrita por la ecuacion y = x 2, donde y es el eje

de la pardbola. Supongamos los segmentos AC = % Ch = %, EF = %. Tracemos el
segmento DE por el punto D, perpendicular al eje de la parabola e igual a %. Ahora con

radio EA y centro en E se traza la circunferencia AFG, como se muestra en la figura 10:

® Descartes aplicé el método de Tartaglia para solucionarlo.

10 La eleccién de curvas para la resolucién geométricas de las ecuaciones fueron tomados de la geometria
analitica. Esto se debid porque permitian con mayor facilidad resolver ecuaciones algebraicas a partir de la
construccién de curvas. Por ejemplo, L"Hopital, Sterling, Bernoulli, Newton, Cramer y Fourier, entre otros,
llegaron a la idea de construir las raices de la ecuacion, a px™ + ax* ! +-+a,_1x + a, =0.
Como los puntos de interseccion de lacurvay = agx™+ax®~ 1 + -+ a,_x,ylarecta y = —a,,.
Posteriormente, estas construcciones se basaron en la suma de las curvas:y = agx™ y=ax"" 1
y=a,_1Xx + a,.

geeey
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Figura 10: Muestra como mediante la utilizacion de parabolas, circulos y
s6lidos. Descarte dio solucion a la ecuacion x- x3 = a.

Las raices de la ecuacién estan dadas por las lineas perpendiculares al eje de la parabola
trazadas desde los puntos de interseccion entre la pardbola y la circunferencia, tal es el caso
de los puntos Fy G.

Observando la grafica podemos dar cuenta de los sentidos de ubicacion de estos puntos,
los cuales son opuestos; aqui se vislumbra una clara evidencia de la adopcion de las raices
negativas como solucion de ecuaciones. Desde esta perspectiva, estas raices son aceptadas
de modo operativo, simplemente como cantidades, sin estatuto de numerico.

Vale la pena resaltar que Girolamo Cardano (1501-1576), no sélo admite en su libro Ars
Magna, el concepto de los numeros negativos, sino que formula las leyes que los
gobiernan. Ademas, predice otro tipo de nimero que denomind ficticio o sofisticado,

correspondiente a la raiz cuadrada de un nimero negativo.
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Posteriormente, el matematico francés Girard Desargues (1591-1661) en 1629, propuso
que las soluciones absurdas de una ecuacién algebraica deberian ser aceptadas por las
siguientes razones:

i.  Ellas substituyen la falta de otro tipo de soluciones.

ii. Podrian dar una regla general que permitiera determinar las raices de ciertas
ecuaciones.

iii. Todo esto nos muestra los cambios sustanciales en la solucion de problemas
geométricos, como la triseccion del angulo, los cuales no se pueden resolver en la
tradicion geométrica euclidiana.

iv.  Asuveztienen en todo caso su propia utilidad.

Con Descartes, el método algebraico empieza a mostrar toda su potencia. Sin embargo,
en los trabajos de Vieta ya se alcanza a vislumbrar el método analitico cartesiano™”. Vieta
introduce su algebra speciosa, que alcanza una completa simbolizacion con Descartes,
cuya notacién no difiere en lo esencial de la actualmente empleada. Los simbolos literales
del &lgebra speciosa tienen una significacion general. Es decir, que pueden indicar
nameros, superficies, cuerpos, tiempos, pesos, etc. De igual forma, para Descartes el
analisis era un método poderoso que servia de guia para solucionar problemas de toda

indole; los problemas geométricos constituian uno de los tantos campos de aplicacion.

Relacion magnitud-direccion

Este tipo de relacion se puede vislumbrar en los trabajos de Grassmann, donde empieza a
combinar los conceptos de longitud y direccion, cuando introduce las magnitudes
extensivas, las cuales son hipernimeros con n componentes. Esta relacion presenta
problemas, puesto como todos sabemos la direccion viene dada por la medida de angulos y

la definicion misma de angulos presenta problemas porque, a su vez, es una magnitud, pero

1 En esencia, los fundamentos de toda la Geometria de Descartes se sitian dos ideas:
i. La introduccion de una magnitud variable.
ii. La utilizacién de las coordenadas rectangulares (cartesianas)
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se mide de manera diferente a las de longitudes, entonces, la pregunta seria ¢qué tipo de

magnitud es?

1.1.2.1 La representacion de las cantidades negativas y el concepto de

segmento dirigido

Jean Robert Argand (1768-1822) interpretd los nUmeros negativos como una extension de
los numeros positivos. Para Argand, la fundamentacion de los nimeros negativos se daba
como consecuencia de la fusion entre direccién y magnitud. La representacion de las
cantidades numeéricas a través de magnitudes, permitid representar las cantidades negativas
en un segmento orientado, de acuerdo a un proceso que se detalla a continuacion.

Sea el segmento de linea OP con centro en 0. Ahora si lo hacemos rotar 180° en

sentido contrario a las manecillas del reloj, obtenemos el segmento de linea OR , pero con

direccion opuesta a OP , como muestra la figura 11:

R | P
-1 0 1
Figura 11: Muestra la clara evidencia de la existencia de los nimeros negativos, cuando hacemos
rotar 180° en sentido contrario de las manecillas del reloj un pedazo de segmento OP

con centro en O, generando el mismo segmento pero en direccion contraria.
Algebraicamente es: OP = - OR .

Podemos observar aqui, esta idea de direccion corresponde a un antecedente importante
en la busqueda de una representacion geométrica para los vectores. De antemano esto nos
indica que, histéricamente, el concepto de vector no s6lo esta ligado al concepto de
segmento dirigido, sino a la evolucién de los niimeros negativos? .

La historia de los nimeros negativos es un capitulo aparte con sus discusiones, ajustes,

problematicas en las cuales tuvieron mucho peso los valores culturales y sociales, como lo

12 Aunque ya D” Alambert habia dado algunas puntadas en su célebre articulo de la Enciclopedia.
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ha hecho notar Schubring en su articulo L’ interaction entre les débats sur le statut des
nombres négatifs et imaginaires et |’ émergence de la notion de segment orienté,
(Schubring, 1997).

En el siglo XV, aparecieron los primeros textos matematicos con tratamiento de
nameros negativos. En esa misma época los negativos no sélo representaban cantidades,
sino que también se operaba con ellos. Precisamente en esta época se introduce la tradicion,
que durara varios siglos, de aceptar el funcionamiento operatorio de lo negativo como
raices de ecuaciones algebraicas, aungue se ponia en tela de juicio su naturaleza ontolégica.

A principios del siglo XV1Il, el matematico francés Pére Charles René Reyneau (1656-
1728), en su tratado La Science du Calcul des Grandeurs en Général (1728), clarifica la
naturaleza de las cantidades. Para ello, realiza la introduccion de cantidades negativas
atendiendo a la direccién y dice que las magnitudes negativas son tan reales como las
positivas. De igual forma Grassmann no le veia ningin problema en aceptar lo negativo
como geométricamente idoneo. Mientras que el matematico Bernard Fontenelle (1657-
1757), en su libro Eléments de la Géométrie de [’infini (1727), hace una reflexion sobre
las cantidades negativas, la cual extiende a las cantidades imaginarias. Posteriormente,
incorpora la idea de magnitudes positivas o negativas como objetos numéricos (nimero o
cantidad) y especificos (opuesta a otra), porque respectivamente dan cuenta de una
longitud y una direccion.

El matematico francés, Caspar Wessel (1745-1818), en su ensayo La Represéntation
Analytique de la Directién (1798) contribuy6 al esclarecimiento sobre la naturaleza de las
cantidades negativas e imaginarias; ademas, extendié los conceptos de segmento y
direccion, al igual que sus operaciones; esto le permitio introducir la nocion de distancia
como segmento absoluto.

Por su parte, Lazare Nicolas Marguérite Carnot (1753-1823), en su libro De La
Correlation des Figures de Géométrie (1801), retoma las concesiones de D’ Alembert y de
Bernard Fontenelle (1657-1757). Establece dos tipos de relacion para todas las partes de
una figura geométrica, las cuales son:

i. Relacion de Magnitud: tiene que ver con los valores absolutos de las cantidades
“la medida”.
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ii.  Relacion de Posicion: describe una situacién, es decir, si un punto esta a la derecha
0 izquierda de un plano, arriba o abajo, etc.

Las concesiones sobre las cantidades opuestas de D’Alembert y Lazare de Carnot estan
consignadas en la Mémoire sur les Quantités Imaginaires (1806) de Adrien-Quentin Bueé
(1748-1826), donde hace una reflexion sobre la naturaleza de las cantidades negativas,
estableciendo dos tipos de signos, asi:

i.  Operacion Aritmética: “+” para la adiccion y “ -” para la sustraccion.

ii.  Operacion Geométrica: indica direcciones opuestas.

En su ensayo Une Maniére de Représenter les Quantités Imaginaires dans les
Constructions Géometriques (1806), Argand parte del analisis de la naturaleza de las
cantidades negativas, interpretandolas como una extension de las positivas, pero en un
sentido opuesto. Adicionalmente, Argand manifestd que aquellas magnitudes que no
resistian tal interpretacion las Ilamé imaginarias. Precisamente en los trabajos de
Grassmann se da una fuerte discusion sobre el estatuto de los nimeros negativo e
imaginarios y la nocion de segmento dirigido.

Uno de los méas importantes matematicos, en la evolucion de la nocién de vector, fue C.
V. Mourey (1817-1878). En su libro La Vraie Théorie des Quantités Negatives et des
Quantités Prétendues Imaginaires (1828), rechaza el algebra para operaciones negativas y
propone remplazarla por una nueva rama de la geometria mediante un calculo de segmentos
orientados, de la siguiente manera:

e Dos caminos son seguidos, si el término de uno origina el del otro, algebraicamente

seria:

AB + BC = AC
e La sumade dos caminos inversos es cero, algebraicamente se expresaria, asi:
AB + BA =0

e Laigualdad de dos caminos como independientes de un origen comun.
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1. 1.3 El concepto de una geometria de situacion de Leibniz

Entre la variada gama de contribuciones matematicas hechas por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716), podemos resaltar su nocién de geometria de situacién, en la cual
vislumbra la salida conceptual que le permite constituir un método para el estudio del
analisis del espacio.

Leibniz no estaba conforme con los métodos de representacion de la matematica porque
se mostraban incapaces de describir situaciones arbitrarias de manera sencilla, asi como el
algebra describia las magnitudes. Incluso el algebra, tal como estaba constituida, no daba
cuenta de todas las propiedades y caracteristicas de una figura ni de sus construcciones
geométricas (por ejemplo, era incapaz de describir una posicién, un movimiento o una
rotacion, un angulo, etc.). Es por esta razon, que Leibniz sugiere otro tipo de &lgebra para
representar las entidades geométricas. Un algebra en la cual los simbolos fueran operados
directamente, y a partir de esas operaciones se pudieran deducir ciertas conclusiones. Sin
embargo, Leibniz no tuvo éxito en tal empresa, pues nunca pudo resolver los problemas de
operatividad con las nuevas entidades.

Desde la perspectiva de Leibniz, la matematica debia tener un caracter rigurosamente
deductivo, y expresarse en una notacién precisa: la characteristica universalis. Asi habria
de surgir la denominada algebra universalis, con dos campos primordiales: la logistica y
la caracteristica combinatoria, es decir, una matematica simbélica de la cantidad y de
la cualidad. Desde esta vision de algebra, Leibniz buscaba constituir un cuerpo teorico
analogo a lo que posteriormente se convertiria en nuestro andlisis vectorial. En sintesis,
Leibniz sembraba asi el germen de lo que seria esta nueva rama de las matematicas
denominada algebra. Por consiguiente, con la ayuda de esta nueva algebra buscaba modelar
figuras y movimientos apoyandose en la idea de congruencia de conjuntos de puntos. En
otras palabras, el objetivo principal de Leibniz era construir un sistema el cual permitiera el
uso de coordenadas geométricas, a la hora de representar figuras, es decir, una geometria de

posicion. Sin embargo, él fallé a la hora de desarrollar estos métodos practicos.
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1.2 El proceso de la representacion de los vectores

El desarrollo evolutivo de la nocion de vector fue fuertemente influenciado por el proceso
de incorporar el concepto de segmento dirigido y la representacion geométrica de los
nameros complejos. En este sentido, no es posible comprender a cabalidad la historia de la
representacion de los vectores si antes no realiza un estudio del proceso de ampliacion del
universo de los sistemas numéricos. Como se ha dicho antes, este aspecto tenia relacion con
las concepciones que se tenia sobre el algebra. Por ejemplo, matematicamente, las
cantidades negativas no se consideraban numeéricas, sino como elementos conceptuales que
aparecieron en la solucion de ecuaciones algebraicas.

Histéricamente es necesario que tengamos en cuenta las concepciones que se tenian del
algebra a principios del siglo XIX. Para algunos, como George Peacock (1791-1858), D. F.
Gregory, Augustus De Morgan (1806-1871) entre otros, se tenian dos tipos de algebra:

i. Algebra Aritmética: la cual trabajaba con simbolos para representar los enteros
positivos y sus operaciones cumplian la propiedad de cerradura.

ii. Algebra Simbdlica: adoptaba las reglas del algebra aritmética, pero sin ninguna
restriccion.

De lo anterior, los matematicos de la época esperaban que cualquier otro tipo de algebra
debiera de cumplir las reglas basicas que dictaba el algebra simbdlica.

Por otro lado, la aceptacion de representar las cantidades numéricas como magnitudes,
permitio caracterizar las cantidades negativas en un segmento orientado opuesto al positivo.

Es de recordar que desde Euclides se fundo la tradicion aristotélica, manteniendo una
disolucién entre los nameros y las magnitudes. No obstante, Euclides intentd un
acercamiento cuando trata de establecer una relacion entre las magnitudes conmensurables
y los nameros, pero esto es solo de referencia. Fue Descartes, quien en su libro La
Geometria, realizo una correspondencia entre los numeros y las magnitudes con la
introduccion de su segmento unidad, permitiéndole asi operar las magnitudes igual como
lo hace con los nimeros.

Descartes, en la solucion de ecuaciones algebraicas como x 2 4+ ax + bb = 0 con la

condicion de que a/2 < b, encuentra raices imaginarias, las cuales no tenian una
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representacion geométrica, sélo eran utilizadas operativamente. Posteriormente, vislumbra
la existencia de otros tipos de numeros como son los negativos cuando resuelve el problema
de la triseccion del angulo, como lo vimos anteriormente. Estas cantidades fueron
proximamente representadas en la misma recta numérica de los positivos, pero en un
sentido opuesto. Esto propicio la necesidad de resaltar que los nimeros complejos aparte
ampliar el sistema numérico, son elementos fundamentales en las ciencias fisicas a la hora

de la formulacién de sus teorias, como por ejemplo en la mecénica cuéntica.

1.2.1 La representacion de los numeros complejos y las magnitudes

vectoriales

A principios del siglo XIX, los matematicos utilizaban con libertad los numeros reales y
complejos, pero sin una definicion rigurosa. Simplemente, se consideraban como cuerpos
tedricos que cumplian las leyes basicas que dictaban el algebra simbodlica. No se conocian
las propiedades particulares de cada campo, pues se carecia de un estudio de la estructura y
la l6gica de los diversos tipos de numeros. Fue s6lo hasta finales del siglo XIX, con
Richard Dedekind (1831-1916) y Georg Cantor (1845-1918), que se logré caracterizar
rigurosamente el conjunto de los ndmeros reales. Durante muchos afios predominé el
algebra simbdlica: una estructura en la cual las operaciones entre simbolos cumplian la
clausuratividad y la conmutatividad, como propiedades basicas.

En 1843, Hamilton acab6é con este esquema fundamentando la definicion de los

nameros complejos y sus operaciones; para ello adoptd la representacion geométrica como
puntos o segmentos de rectas dirigidos en el plano.
La revelacion de los nameros complejos hizo viable transitar del algebra basica de los
numeros reales a un “algebra doble” de los nimeros complejos. Muchos matematicos
pensaban que estos dos tipos de algebra eran las Unicas posibles, y que, por lo tanto no se
podia llegar a un algebra triple o cuadruple.

A comienzos del siglo X1X, matematicos de la talla de Caspar Wessel (1745-1818), Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), Robert Argand (1768-1822), Abbé Buée (1748-1826), C. V.

Mourey (1817-1878) y John Warren (1811-1874), entre otros, implementaron la estructura
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algebraica de los nimeros complejos*® a los vectores, es decir la representacién de los
nameros complejos como parejas ordenadas les permitio trabajar con los vectores como
puntos en el plano cartesiano. De esta forma se volvié normal servirse de la estructura
algebraica de los nameros complejos para representar las fuerzas en dos dimensiones
cuando se aplicaba a un objeto. En este momento, la representacion del nimero complejo
como pareja ordenada, empezaba a mostrar su potencia. Es por esta razon, que el sistema
vectorial bidimensional esta basado sobre la representacion geométrica de los nimeros
complejos, pero no es tan util como el sistema vectorial tridimensional que se refiere a un

sistema matematico aplicado al espacio tridimensional.

1.2.2 Lapropuesta de representacion de complejos de Wallis y Wessel

El primer intento (fallido) de una representacion geométrica de un numero complejo fue
hecho por John Wallis (1616-1703) en el siglo XVII. En su Algebra de 1685, mostré como
representar geométricamente las raices complejas de una ecuacion cuadratica con
coeficiente real, a pesar de que eran tan absurdas como las raices negativas. Para Wallis, era
claro que si se podia representar los niUmeros negativos en una linea recta, también podria
representar los numeros complejos en un plano. Desde este enfoque, fue el primero en
sugerir que los nimeros imaginarios podrian representarse en una recta perpendicular al eje
de los nimeros reales. Esto le permitié representar geométricamente un nimero complejo
de la siguiente manera:

Trazamos una linea recta horizontal en la cual la parte real de la raiz era simbolizada, a
partir de un cierto origen: hacia la derecha si el nimero era positivo o hacia la izquierda si

el nimero era negativo. Después de ser ubicado el nimero sobre la recta, se dibujaba una

3 En una publicacion titulada Ars Magna de 1545 encontramos la primera evidencia escrita de los nimeros
complejos por parte de Girolamo Cardano (1501-1576) e igualmente aqui introduce los métodos seguidos
para la resolucién de la ecuacion cubica.
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. . ., . . , T 14
linea perpendicular cuya prolongacion simbolizaba el nidmero multiplicado por / 1

que nos daba la parte imaginaria de la raiz, como muestra la figura 12:

b_\/— 1

+— 1

0 a

Figura 12: Muestra la forma como John Wallis representaba el nimero
complejoa + ib

Su sucesor noruego Caspar Wessel (1745-1818) en un ensayo Sobre La Representacion
Analitica de la Direccion, en 1799, elaboré un procedimiento de interpretacion de los
nameros complejos. En la introduccion de este ensayo manifiesta su objetivo, como lo

podemos notar en esta cita:

El presente articulo trata la cuestion de cdmo podemos representar una direccion de forma
analitica; esto es, cdmo expresaremos rectas (segmentos rectos) de tal manera que en una ecuacion
que arroje como resultado una recta desconocida y otras conocidas, la longitud y la direccion de la
recta desconocida puedan ser expresadas.

De acuerdo a la anterior cita, podemos notar que su objetivo no era justificar el nimero
complejo, sino determinar la forma de representar su direccion analiticamente; sin
embargo, su trabajo paso desapercibido. Posteriormente, publicé los nimeros complejos

como entidades que pueden ser adicionadas, sustraidas, multiplicadas, y divididas.

% Nuestro sistema notacional se debe més en gran medida a Leonhard Euler (1707-1783), que a cualquier

otro matemético. El introduce el simbolo i para denotar la unidad imaginaria / 1, €n una memoria titulada

De Formulis Differentialibus Angularibus de 1777. Adicionalmente, propuso el uso de la letra griega 3, en el

calculo, como simbolo para la suma de un ndmero infinito de rectangulos, como aproximacion al area
limitada por una curva.
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Wessel, a la hora de dibujar el vector en términos de nimeros complejos, utilizo un

sistema de ejes coordenados perpendiculares, considerando +1'°: unidad rectilinea positiva

y +& = / 1 : unidad perpendicular con origen comdn +1. Entonces, un vector puede ser

expresado por el nimero complejo a + &b, representando un segmento de linea 0OA

desde el origen O en su plano de unidades +1 y + &, como lo muestra la figura 13.

+ &
A
b v«
r
4
0 ‘ a > 1

Figura 13: Muestra como Caspar Wessel en su plano de unidades +1 y + &,
representaba el nimero complejo a + i b, por medio del segmento
orientado OA

Desde esta perspectiva, cualquier linea en un plano puede ser representada
analiticamente de la siguiente forma:

a + e = r (cosV + esenl),

donde 7, es la longitud del segmento 0A4 .
Esto le permiti6 expresar la adicién de dos segmentos de una forma algebraica, asi:
(a,b) + (c,d) = (a+c b+ 4d).

Esta expresion, geométricamente representa la diagonal del paralelogramo generado por
las dos lineas tomadas como vectores. Cuando Wessel introduce algebraicamente el
concepto producto de lineas prefigura la definicion instaurada por Hamilton de producto de
nameros complejos:

(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + ba).

15 Wessel establecio la regla del producto de angulos: +1 con angulo 0°, —1 con éngulo a 180° y + ¢ =
90°. Luego definid ciertos productos entre ellos: (+1)(+1) = +1, (+¢€)(+1) = +¢, (—1)(—¢) = +¢, (—€)(—¢)

=L (D) =1 D8 = ey (k) (+0) = 1.
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Posteriormente, Wessel inicia la construccion de tres lineas perpendiculares a partir del
centro de una esfera, las cuales eran colineales a los radios designados por r, nr, er, donde
r es el radio de la esfera. En este sentido, manifestaba que cualquier punto en el espacio
podria ser representado por el vector,

x + ny + &z

Luego Wessel definio nm = e = —1, al igual que Hamilton por analogia a los

nameros complejos ordinarios. En cuanto a la multiplicacion de vectores la interpreté como

una rotacion y extension de un vector sobre otro, asi:
1.v-1 = (1,0).(0,1)=(0,1)
(V=1).(Vv=1) = (0,1).(0,1)=(-1,0)= -1

El objetivo de Wessel era utilizar rotaciones, de tal suerte que v— 1 se comporta de la

siguiente forma:

v/— 1 :representa una rotacion de 90° en contra de las manecillas del reloj.

-/— 1 : representa una rotacion de — 90°, es decir, en el sentido contrario de las
manecillas del reloj.

Otra manera de visualizarlo seria:

(x + ny + €z),,(cosu + € - senu)
=7ny + xcosu — zsenu + gxsenu + £zcosu,
donde ,, es el simbolo de multiplicacion y u es el angulo de rotacién en grados.

La ecuacion anterior representa la rotacion del vector x + ny + €z, un angulo u
alrededor del eje n 0 y, muy similar a la interpretacion de los cuaterniones de Hamilton.
Ahora,

(x + ny + €2),,(cosv + nsenv)
=& + xcosv —ysenv + nxsenv + nycosv
representa la rotacion del mismo vector, pero con un angulo v alrededor del eje € 0 z.
Wessel no discutid la rotacion alrededor del eje x, por ser de dificil representacion, tales

como:

ney emn.
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En este orden de ideas, buscaba desarrollar un método de andlisis aplicable al espacio
tridimensional, pero no pudo lograrlo.
Aunque debemos reconocer que de acuerdo a lo anterior, Wessel tuvo la nocion de

espacio vectorial.

1.2.3 La representacion de los complejos a finales del siglo XVII y principios del

XIX

A principios del siglo XVIII, Jean Le Rond D"Alembert (1717-1783) y Leonhard Euler
(1707-1783) demostraron que cada expresion, que contiene magnitudes imaginarias, se

puede escribir de la forma:

a- Pi,
donde a y 8 son nimeros reales.

En el siglo XIX Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Augustin Louis Cauchy
(81789-1857), introdujeron y fundamentaron las operaciones con los niumeros de la forma:
a * i, implantando el término “numero complejo”.

En el afio de 1799, Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), resalta la importancia
matematica de los nimeros complejos al tomarlos como base en la primera demostracion
del Teorema Fundamental del Algebra, la cual vuelve y la retoma en la cuarta
demostracion en 1848. Su objetivo, radicaba en demostrar la existencia de estos nimeros
como una solucion de un polinomio P (x + iy) = U (x,y) + iV (x,y), donde sus raices
complejas a + ib corresponden a puntos (a, b) del plano.

Por otra parte, en 1821 Cauchy encontr6 el “modulo” de un nimero complejo y Gauss
su “norma” en 1828 e igualmente definieron el concepto “conjugado” de un ndmero
complejo. No obstante, Agustin Louis Cauchy (1789-1857) en su Cours d”Analyse (1821),
va muchos alla cuando estudia el Teorema Fundamental del Algebra sobre un polinomio
f(x), cuyos coeficientes son complejos. De esta manera, rompe con la antigua concepcion,
segun la cual los coeficientes eran reales, sin importar que tuvieran raices complejas. El
teorema se expresa mediante una descomposicion de factores lineales, del polinomio

f(x)= ag+ a;x ++ an_x" 1 4+ a, x"
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delaforma (x- (a — pvV—=1))%*
Cauchy muestra, que el polinomio f (x) satisface la siguiente condicion:
f(x) = 0,cuando x = a + B v — 1,dondea, BER.

Al realizar esta prueba no sélo tiene en cuenta las nociones béasicas de los numeros
complejos, sino que examina meticulosamente su campo.

Para Cauchy los nimeros complejos son expresiones simbdlicas que no tienen ningun
significado en si mismos, pero que histéricamente tienen vinculo con los nimeros reales.
Por esta razén, trata de unificar el andlisis real con el analisis complejo. Para ello intenta
implementar las propiedades de los numeros reales a los nimeros imaginarios y asi
clarificar la naturaleza ontoldgica de tales nimeros. No obstante, debe estudiar las
propiedades de los nimeros imaginarios y sus operaciones.

En su ensayo Teoria de los Residuos Bicuadraticos del 23 de Abril de 1831, Gauss
plantea una correspondencia biunivoca entre puntos del plano con los nimeros complejos*’.
Gauss introduce la representacion a + ib, que identifica con la pareja ordenada (a, b) del
plano cartesiano. Aunque ya Gauss habia introducido este aspecto en Demonstratio Nova
de 1799, fue en esta ocasion que logrd popularizarla, pues le permitié describir la adicion y

multiplicacién geométrica de los numeros complejos. A partir de aqui, Gauss incorporo el

18
término de nimero complejo y us6 el simbolo i para representar v— 1 , haciendo la

siguiente observacion:

Este tema (de las magnitudes imaginarias) ha sido tratado hasta ahora desde un punto de vista
erréneo, rodeado de una misteriosa oscuridad, y esto es debido a la utilizacion de una notacion

adecuada. Si, por ejemplo, +1, —1, v—1 hubieran sido denominadas directa, inversa y unidad
lateral respectivamente, en lugar de positiva, negativa e imaginaria (incluso imposible) tal
oscuridad hubiera estado fuera de lugar.

Esto propicié una de las principales diferencias entre el analisis complejo en Cauchy y

en Riemann.

% El primer matematico que presento este teorema de esta forma fue Jean Robert Argand (1806), pero no
profundizo mucho.

7 Aunque Argand fue el primero en establecer el homeomorfismo entre el plano real y el plano complejo.
18 Euler fue el que instauré el simbolo i para representar v— 1
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Por muchos afios un problema de primer orden era resolver la ecuacion de la forma
x™+ 1 = 0 (ecuacién binomial),”® pero usando la geometria de los ndmeros
complejos, la solucién se reduce a la division de la circunferencia de un circulo en n
partes iguales. Este hecho fue pensado por Costes y Augustus De Morgan (1806-1871),

al relacionar los nimeros complejos con puntos en el plano, la solucion de la ecuacién

0+ 2km .. 0+ 2km
(COS (—)-l— 1 SIn (—) ),
n n

que corresponde a los vértices de poligonos regulares, para k = 0,1,2,....... n — 1.

tendria la forma:

1.2.4 Larepresentacion de los complejos de Jean Robert Argand

Los matematicos Jean Robert Argand (1768-1822) y Abbé Buée (1748-1826) publicaron
Essai sur une maniére de représenter les quantités imaginaires dans les constructions
géomeétriques 1806, sobre los numeros complejos. Concretamente, Buée en su Mémoire,
Sur les Quantités Imaginaires (1805), hizo un tratamiento aproximado sobre la
representacion geomeétrica de los nimeros complejos; su publicacién caus6 sorpresa entre
algunos matematicos quienes manifestaron que el ensayo poseia una mezcla de ingenuidad
con mucha oscuridad.

Sobre el estudio de las cantidades imaginarias Bueé afirma que:

v— 1 es el simbolo de la perpendicularidad, la propiedad caracteristicas es que todos los puntos de
la perpendicularidad son iguales a igual distancia, de una parte y de otro. Este simbolo experimenta
todo eso y es el Unico que lo experimenta.

Un afio después, Argand en su Essai Sur Une Maniére de Représenter les Quantités
Imaginaires dans les Constructions Géométriques (1806), expuso una moderna

representacion geométrica de la adicion y la multiplicacion de los nimeros complejos,

9 Modernamente, el teorema de Abraham DeMoivre proporciona un método para calcular las raices n-ésimas

de cualquier nimero complejo z, las cuales pueden ser representadas en un circulo de radio r Yn, enel plano
complejo. La primera expresion de esta formula aparece en su articulo titulado Philosophical Transactions,
1707.
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mostrando que a partir de esta representacion se podia deducir algunos teoremas en
geometria elemental, trigonometria y algebra. En este sentido, Argand utilizaba esa forma

operativa de los nameros complejos, asi:

Sea el segmento de linea dirigido OA de un origen O, representado r (cos a +

i sin @)?, donde r es la longitud. Entonces, el nimero complejo a + bi, era la

combinacién geométrica de la linea directa OA de a y bi, como muestra la figura 14.

A

bi

Figura 14: Muestra como Argand representaba el nimero complejo
a + i b, por medio de un segmento de linea dirigido 0A de
longitud r.

Desde esta perspectiva, Wessel y Argand mostraron que los numeros complejos podian
ser geométricamente sumados y multiplicados. Pero esta representacion geométrica de los
nameros complejos, tratada por los anteriores autores, presentaba problemas para los fisicos
a la hora de representar fuerzas en més de dos dimensiones. Con el objetivo de dar solucién
a lo anterior, se recurrié a tripletas de complejos, pero claramente esto conllevaba a
incompatibilidades tedricas. Como vemos, la construccion histérica de los ndmeros
complejos tiene un desarrollo tedrico que propicia la construccion de métodos analogos del
plano al espacio tridimensional.

Unos afios mas tarde, los matematicos Mourey y Warren en 1828, realizaron
publicaciones independientes sobre los nimeros complejos. Por su parte C. V. Mourey
(1817-1878), en su tratado La Vrai Theorie des Quantités Négatives et des Quantités
Pretendues Imaginaires (1828), indico que existia un algebra que sobrepasaba, no solo al

20 Euler lo visualizé geométricamente como un punto en el plano de coordenadas por x + iy.
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algebra ordinaria, sino también al &lgebra en dos dimensiones creada por él.
Manifestando, que esta algebra se extendia a tres dimensiones, pero nunca public6 nada.

John Warren (1811-1874), en A Treatise on the Geometrical Representation of the
Square Roots of Negative Quantities de 1828, mostré un gran entendimiento y cuidado a la
hora de hacer la representacién geométrica de los nimeros complejos, pero no discutié la
extension de su sistema al espacio. Warren, a diferencia de Buée y de Argand, era
consciente de la importancia de las leyes conmutativa, asociativa y distributiva a pesar de
que no usd esos términos.

Fue hacia mediados de 1833, cuando Hamilton en un articulo Conjugate Functions and
on Algebra as the Sciencie of Pure Time, experimentaba un &algebra formal de parejas
ordenadas de numeros reales, cuyas reglas de combinacion son precisamente las que se
utilizan hoy en dia para el estudio del sistema de los numeros complejos. La importante
regla que utilizé para definir la multiplicacién de parejas ordenadas es la siguiente:

(a,b).(a,8) = (aa — bB,af + ba).

Hamilton interpretd este producto como una cierta rotacion. Desde este momento se
explicitaba el concepto de nimero complejo como pareja ordenada de nimeros reales y
esto permitio la representacion de las fuerzas en el plano.

Es importante resaltar dos matematicos que ocupan un lugar predominante en la
evolucion histdrica del andlisis vectorial como disciplina matematica: William Hamilton y

Hermann Grassmann.

1.3 Lalinea fisica en el desarrollo del analisis vectorial

Como se manifestd anteriormente, el analisis vectorial surgié de la necesidad de dotar a los
fisicos de una herramienta bésica para la interpretacion de algunos fenémenos naturales.
Por ejemplo, en la matematizacién del movimiento, las cantidades tradicionales se
mostraron incapaces de describir la posicion. Para suplir este impase, fue necesario realizar
un cambio de perspectiva sin precedentes: visualizar el espacio fisico como un espacio de
objetos matematicos ocupado por vectores. Esto era posible pues aunque se aceptaba que

los objetos matematicos gozaban de una existencia autobnoma en un campo teérico, también
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se aceptaba que ellos eran un reflejo del mundo fenomenoldgico. Parecia pues, natural que
las matematicas se constituyeran en el lenguaje apropiado para expresar las caracteristicas
0 propiedades de muchos fendmenos fisicos.

Desde Euclides hasta los tiempos de Galileo Galilei (1564-1642), la matematica y la
fisica se habian desarrollado por separado. Por un lado, el aristotelismo sostenia que la
fisica deberia basarse directamente en la experiencia, y su objetivo era explicar el por qué
de los fendbmenos suceden y descubrir las causas que los ocasionan. La naturaleza de las

matematicas era diferente; se tomaba como una ciencia auxiliar.

1.3.1 Galileo y el movimiento compuesto

Para Aristoteles los objetos de la fisica lo constituyen los seres sensibles, mientras que los
objetos de las matematicas, aunque provienen de él, no pertenecen al mundo
fenomenoldgico. Por lo tanto, para Aristételes, no es conveniente utilizar un razonamiento
puramente geométrico a la hora de explicar un fenémeno fisico®. Aqui podemos
evidenciar un obstaculo en la fisica aristotélica, en el momento de explicar el
comportamiento de un fendémeno en sus diferentes etapas, porque no vislumbra la
posibilidad de describirlo e interpretarlo desde una concepcion puramente matematica, la
cual le ayudaria a sintetizar y generalizar el comportamiento de un fendmeno. Debido a
esto, Aristoteles niega la posibilidad de una fisica-matemética. Sin embargo, los
matematicos del siglo XV percibieron la necesidad de hacer un cambio de perspectiva -de
consideraciones cualitativas, establecidas por el aristotelismo, a consideraciones
cuantitativas- con el objetivo de describir y predecir ciertos comportamientos de algunos
fenémenos fisicos desde un punto de vista matematico. Fue Galileo?®, quien evidenci6, de
manera concreta, la posibilidad y la necesidad de interpretar los fendmenos fisicos en un

lenguaje matematico:

2L Aristoteles decfa que el fisico experimenta con cosas de la naturaleza, mientras que el geémetra
razona sobre abstracciones.
2 Histéricamente, Galileo es conocido como el padre de la fisica. Analizd ciertos fenémenos,
inaugurando el método cientifico experimental. Se interesé en el movimiento de los astros y de los
cuerpos. Desde esta perspectiva, usando el plano inclinado, descubrio la ley de la inercia de la
dindmica y con el telescopio observé que Japiter tenia satélites girando a su alrededor.
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La filosofia esta escrita en ese grandioso libro que esta continuamente abierto ante nuestros 0jos
(lo Hlamoé universo). Pero no se puede descifrar si antes no se comprende el lenguaje y se
conocen en él los caracteres en que esta escrito. Esta escrito en lenguaje matematico, siendo sus
caracteres triangulos, circulos y figuras geométricas.”® Sin estos medios es humanamente
imposible comprender una palabra; sin ellos, deambulamos vanamente por un oscuro laberinto
(Galilei, 1978, pag. 29).

La esencia del pensamiento de Galileo se basaba principalmente en la idea de que los
fendmenos cotidianos se podian explicar a través de las matematicas. Sin embargo, sus
esfuerzos eran limitados por la continua lucha contra la autoridad, la tradicion aristotélica,
cientifica y filoséfica que la iglesia mantenia y sustentaba en las universidades.

La construccién de la experiencia de Galileo es mucho mas compleja que la de
Aristoteles porque evidencia la necesidad de ir més alla de las consideraciones cualitativas
en la basqueda de un método que describiera el fendmeno en sus diferentes etapas. Galileo,
elimina de un fendmeno sus cualidades sensibles, reduciéndolo a términos estrictamente
matematicos. En este sentido, distingue en un fendmeno fisico dos tipos de cualidades:

I.  Cualidades Primarias: aquellas que son permanentes y no desaparecen cuando se
elimina el cuerpo fisico. Corresponden a cualidades de forma y cantidad que estan
ligadas a lo fisico, pero cobran independencia. En otras palabras, son elementos
trascendentes ligados a lo aritmético y lo geométrico como: lo numérico, lo espacial
y lo figural (Galilei, 1978).

ii.  Cualidades Secundarias: aquellas cuya existencia se halla ligada al objeto sensible.
Ademas, son accidentales porque carecen de sentido sin el objeto. A esta categoria
pertenecen los colores, los sabores y los olores, etc. Estas cualidades no forman parte
de las propiedades esenciales de un fenémeno (Galilei, 1978).

A partir de lo anterior, podemos decir que Galileo buscaba reducir las cualidades a
términos cuantitativos, percibiendo una cierta analogia entre el espacio fisico y el tipo de
espacio manejado en los Elementos de Euclides. Es decir, interpretar los fendmenos de la

naturaleza segln las leyes de las matematicas. Su rompimiento con el aristotelismo es

2 para Fourier el lenguaje matemético se encuentra en el analisis mateméatico, el cual se expresa en
ecuaciones diferenciales. El analisis matematico hace parte del analisis especial, que es un procedimiento que
parte del estudio empirico o experimental de las propiedades elementales de una clase de fendmenos fisicos y
conduce a la formalizacion de ecuaciones diferenciales que los gobiernan.
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categérico® en el sentido de concentrar la atencion sélo en las relaciones geométricas y
aritméticas de los cuerpos, desechando su caracter accidental y explicativo.

El procedimiento de Galileo es clasico: dado un fendbmeno observable, a traves del
método de resolucion se identifican los caracteres en los cuales estd escrito en la
naturaleza. Luego, las suposiciones se deducen a través de la composicion de otras
consecuencias, llegando a conclusiones méas generales. Posteriormente, se vuelve a aplicar
el método de resolucion para comprobar que las indagaciones de tales efectos
experimentales se dan de hecho. Este método nos coloca en presencia de la esencia
matematica del fendmeno. Para ello es primordial asegurar un punto de partida concreto
que guie la indagacion matematica; de lo contrario las matematicas s6lo serian un ejercicio
formal. Es por estas razones que Galileo no compartia la tradicion aristotélica de separar la
ciencia y la filosofia.

En la matematizacion de algunos fendmenos, Galileo evidencio que la mayoria de los
fendbmenos no se encuentran restringidos a una sola dimension. Por ejemplo, para
determinar la velocidad de una bola cuando abandona el borde de una mesa, antes de que
choque con el piso, era necesario tener en cuenta que la bola se mueve describiendo un
movimiento compuesto. Por un lado, una velocidad V., que produce un desplazamiento

horizontal, y por otro lado, una velocidad V,, que produce un desplazamiento vertical a

causa de la gravedad, como se muestra en la figura 15:

% La ley de caida de los cuerpos acaba con la fisica aristotélica, porque este movimiento experimenta: (i)
las velocidades crecen proporcionalmente al tiempo, (ii) todos los cuerpos, cualquiera sea su dimensiony su
naturaleza caen con la misma velocidad, es decir, la aceleracion de la caida es una constante universal,
denominada gravedad.
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Figura 15: Muestra la descomposicion de un movimiento V en dos tipos: un
movimiento horizontal V,, es el que trata de conservar la bola y otro
vertical acelerado 1, es producido por la fuerza de atraccion que ejerce la
tierra sobre los cuerpos.

Estas velocidades las podemos representar por dos lineas coordenadas perpendiculares x
e y, que nos permite dar la posicion del objeto durante el tiempo de caida. En otras palabras
la figura 1, describe el tipo de movimiento compuesto que observé Galileo cuando dejé
deslizar un mévil sobre una superficie finita y que cae al llegar al extremo. Por un lado un
movimiento horizontal uniforme y por otro un movimiento vertical uniformemente
acelerado. A este tipo de movimiento, que describe una trayectoria semiparabolica, Galileo
lo llamo proyeccién?®.

Otro ejemplo experimental, lo evidenciamos cuando atamos una pelota a un extremo de
dos cuerdas y empezamos a halar las cuerdas; la pelota experimenta un desplazamiento
hacia adelante. Para hallar su nueva posicién es necesario saber el desplazamiento
producido por cada cuerda. Por lo tanto, el desplazamiento real de la pelota ejercido por las

dos fuerzas, se puede visualizar en el paralelogramo de fuerzas de la figura 16:

% Este tipo de movimiento constituye uno de los problemas mayores de la teorfa antigua del movimiento.
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Figura 16: Muestra que cuando aplicamos una fuerza F ; y una fuerza F , al
mismo tiempo para halar una pelota, obtenemos una fuerza resultante
F 1+ F,, que es la fuerza que experimenta la pelota. Esto nos da inicio
al uso del paralelogramo de fuerzas.

La longitud de los segmentos F; y F,, en unidades apropiadas es justamente la distancia
en linea recta entre el origen y el nuevo punto; su direccion es la direccion del punto con
relacién al origen. Ademas, en esta figura 2, se muestra que la idea de adicionar lineas es un
claro ejemplo de la importancia de la utilizacion de los vectores. Debido a que son
cantidades que se suman o se restan como desplazamientos. Este tipo de situaciones fueron

claves para la definicion de la adicidn de vectores.

1.3.2 Newton y la matematizacion del movimiento

Jean Le Rond D”Alembert (1717-1783), en su articulo preliminar de La Enciclopedia,
afirma que Newton fue el primero en mostrar el arte de introducir la geometria en la fisica
y de crear -uniendo experiencias y calculo- una ciencia nueva, exacta, profunda y brillante.

Isaac Newton (1642-1727), es el heredero de una tradicion cientifica que inicia en el
Renacimiento, cuando se empieza a desmantelar las concepciones del universo derivadas
del aristotelismo. Newton®®, al igual que Galileo, evidencié la necesidad de encontrar un
método general que describiera formalmente un fendmeno fisico en sus diferentes fases. De
esta forma, logro ampliar la perspectiva de Galileo, creando el marco propicio para el
desarrollo de tales métodos.

Es pertinente aclarar que Newton no pretendia que el universo tuviera una esencia

geométrica, ni numérica ni que fuera completamente descifrable con métodos matematicos,

% |_as leyes de Newton sobre la mecanica representan la primera gran sintesis en la historia de la fisica.
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simplemente aceptaba su importancia. Para Newton, “el mundo es lo que es: tanto mejor
que podamos hallar en ¢l leyes matematicas exactas” (Newton, Princios Matematicos de la
Filosofia Natural, 1993). Fundamentalmente, Newton buscaba descomponer el movimiento
en fragmentos matematicamente abordables, reduciéndolo a una descripcion cuantitativa.
En sintesis, entender los procesos fisicos a partir de los modelos matemaéticos, dejando de
lado las exigencias ontologicas.

Para Newton, el arte de la medida es lo que nos permite abordar muchas de las
dificultades de la filosofia. Justamente, su famoso libro Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica de 1687, puede interpretarse como un tratado de la medida. De esta manera,
apoyado en la invencion de su célculo, donde manifiesta que la medida rigurosa de un
sistema nos permite identificar los caracteres en los cuales esta escrita la naturaleza, como
ya lo habia expuesto Galileo.

Newton en el prefacio de la primera edicion de la Principia, sintetiz6 su método
cientifico diciendo:

He cultivado las matematicas en cuanto se relacionaban con la filosofia (estudio de la
naturaleza), puesto que el objetivo de ella debe ser identificar los caracteres matematicos de la
naturaleza; pues toda la dificultad de la filosofia consiste en pasar de los fenémenos del
movimiento a la investigacion desde un punto de vista formal, de las fuerzas (caracteres) de la
naturaleza. Después de haber identificado los caracteres en el cual esta escrita la naturaleza,
demostrar por deduccién, los otros fendmenos a partir de esas fuerzas. (Newton, 1993, pag. 42)

Unos de los aportes importantes de Newton en la matematizacién del movimiento, es

cuando define Axiomas o Leyes del Movimiento, precisamente en la ley I,

El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza motriz impresa, y se hace en la direccién de
la linea recta en la que se imprime esa fuerza (Newton, 1993, pag. 41.)

Lo que muestra aqui, que cuando le aplicamos una fuerza a un movil su movimiento es
proporcional y en la misma direccion a la fuerza aplicada. En sintesis, o que podemos
resaltar, es la manera como Newton trata de matematizar el movimiento, mediante la

utilizacion de lineas rectas en una cierta direccion. Es claro que Newton no tuvo conciencia
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de la nocion de vector; sin embargo, vemos que manejaba una idea aproximada, cuando
utiliza el concepto de fuerza.
Posteriormente, Newton describe en la Principia la esencia del paralelogramo de

fuerzas®’.

Si sobre un cuerpo actian dos fuerzas simultaneamente, la fuerza resultante seria descrita por la
diagonal de un paralelogramo; al mismo tiempo sus lados, describirian las fuerzas separadamente
(Newton, 1993, pag. 42.)

Esta idea fue de vital importancia a la hora de mostrar como las entidades vectoriales
podrian usarse para aplicaciones fisicas. Estamos en una época en que ya se hacia
distincion entre magnitud y direccion como componentes de las fuerzas; también se

manejaba la idea de que las fuerzas se podian componer (sumar) de una manera especial.

1.3.3 Fourier y la matematizacion del calor

Un cambio de perspectiva respecto a la matematizacion de la fisica se da en la obra del
matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830); concretamente, en sus
trabajos sobre la conduccién de calor. Para Fourier, el lenguaje del analisis matematico®®
permite enunciar con exactitud los fendmenos naturales e instaurar relaciones de analogia
entre ellos; sin embargo, ningn fenémeno fisico se puede describir sin tener en cuenta las
fuentes que lo producen.

A comienzos del siglo XVIII, algunos matematicos estaban interesados con problemas
fisicos relacionados con movimientos oscilatorios, por ejemplo “El problema de la cuerda
vibrante”, donde se buscaba describir matematicamente sus vibraciones verticales cuando se
encontraba sujeta en sus extremos. Pero Fourier se interesd principalmente en la teoria de la

conduccion del calor en los cuerpos sélidos?®, buscando establecer los principios

27 Simén Eugenio Stevin (1548-1620) formuld explicitamente el principio del paralelogramo de fuerzas.
%8 El analisis matematico, para Fourier, es el método por excelencia que se utiliza para expresar las relaciones
cuantitativas existentes entre las cualidades caracteristicas de un fendmeno.
% Fourier considera la transmisién del calor como un fenémeno continuo, al mostrar que el flujo de calor en
el interior de un sélido es constante, el cual varia con respecto al tiempo.
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matematicos que los rigen e igualmente determinar los efectos de la propagacion de estos
(determinar el cambio de temperatura en un punto y un instante determinado), mediante un
analisis de las ecuaciones diferenciales parciales asociadas al fendmeno. En esencial,
considero el siguiente problema: dada una varilla delgada de longitud [, cuya superficie
lateral estaba aislada y con extremos de temperatura de 0°C, se preguntaba ¢Cual sera la
temperatura de la varilla en cualquier punto x en un tiempo determinado t? Para solucionar
este problema, partié de la premisa de que la distribucién de la temperatura inicial de la
varilla estaba representada por la funcion f(x). Ahora el ejercicio consistia en hallar una
ecuaciéon T (x,t) que representara la temperatura de varilla en un punto x, en cualquier
instante t, donde xe[0,[] y t = 0. En otras palabras, el problema era encontrar la funcion
T (x,t) a partir de la ecuacion f(x). Para ello la funciéon T (x, t) debe cumplir las siguientes

condiciones e igualmente solucionar una ecuacion diferencial:
2

%T(x, t) = % T(x,t)
T(x0 = f()
TO,t) =T, t)=0

La busqueda de soluciones a la ecuacion diferencial anterior, se volvié un problema
eminentemente matematico, porque es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden.

Es de suma importancia que al tratar de resolver esta ecuacion de onda, Fourier inauguré el
método de separacion de variables para ecuaciones diferenciales parciales, el cual exigia que
la funcion f(x) de la condicién de contorno, definida en el inérvalo [— [, I] pudiera

expandirse en una serie trigonométrica, asi:

00 = Fao+ Y (arcos () + o1n (1))

En sintesis Fourier se da cuenta que la funcion de temperatura T (x,t) €S una cierta
funcién que depende de la posicién x y del tiempo t, es decir implicitamente es una funcion
vectorial que representara la temperatura. Entonces a partir de aqui podemos notar que para
dar solucidn a esta ecuacién Fourier necesitaba trabajar con unos nuevos entes conceptuales
como son los vectores, aunque no se percato de ello; modernamente, esta solucién

representa una combinacion lineal. En general, encontré Fourier que la solucion de esta
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ecuacion de onda, admitia un conjunto infinito de soluciones las cuales formaban un

espacio vectorial real, como podemos notar aqui prefigura la nocion de vector.

De acuerdo a lo anterior, podemos decir que Fourier en su obra Théorie Analytique de la

Chaleur de 1822, instaura una nueva propuesta metodologica en la matematizacion de

algunos fendémenos fisicos.

Para Fourier, la naturaleza le suministra a las matematicas objetos concretos para la

elaboracion y el perfeccionamiento de sus teorias, como lo hace notar en la siguiente cita:

El estudio de la naturaleza, es la fuente méas fecunda de los descubrimientos matematicos. Ella
tiene la ventaja de excluir las preguntas vagas y los célculos sin salida. La relacion con la
naturaleza, evita que la mente humana divague, porque la naturaleza actia como directriz del
pensamiento. Es por ello, que el analisis matematico tiene las relaciones necesarias con los
fendmenos sensibles; de ninguna manera su objeto es creado por la inteligencia del hombre; es un
elemento preexistente del orden universal y no tiene noada de contingente y de fortuito. El esta

3
impreso en toda la naturaleza (Fourier, 1822, pag. 17).

El procedimiento de Fourier es considerado como el método ideal para desarrollar

investigaciones en fisica-matematica, como lo hace notar Henri Poincaré (1854-1912) en la

siguiente cita:

La teoria del calor de Fourier es uno de los primeros ejemplos de la aplicacién del anélisis a la
fisica; partiendo de hipotesis simples que no son otra cosa que hechos experimentales
generalizados, Fourier deduce una serie de consecuencias que en su conjunto constituyen una teoria
completa y coherente. Los resultados obtenidos son ciertamente interesantes por ellos mismos, pero
lo que es mas interesante aln es el método que él empled para llegar a ellos y que siempre servird
de modelo a todos aquellos que quisieran cultivar una rama cualquiera de la fisica matematica
(Poincaré, 1895, pag. 1) citado por (Israel, 1996, pag. 174).

El método de Fourier se compone de las siguientes fases:

Observacion Empirica: permite describir las propiedades esenciales del
fendmeno fisico.
Analisis Matematico: establece las relaciones cuantitativas existentes entre las

cualidades especificas (como propiedades de los cuerpos, capacidad calorifica,

%0 Al igual que para Henri Poincaré (1854-1912), la matematica provee a la fisica de un lenguaje preciso sin él
no se puede expresar sus fendmenos; pero éste a su vez dirige el pensamiento matematico evitando la
imaginacidén deshordante.
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conduccion interna y externa, entre otros.), esto nos suministra las ecuaciones del
fendmeno fisico.

iii.  Analisis Especial: desarrolla la teoria de la solucion de las ecuaciones
establecidas por el andlisis matematico y se estudian las aplicaciones numéricas
de estas soluciones.

iv.  Verificacion Experimental: cuando se constatan que las relaciones establecidas
por el analisis matematico y el analisis especial realmente funcionan.

A partir de la matematizacion de los fendmenos fisicos, algunos conceptos y nociones,

de las matematicas y de la fisica se fueron acercando; esto influyé de manera decisiva en la
creacion y el desarrollo de los Métodos Vectoriales.
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CAPITULO 2

LOS PROGRAMAS MATEMATICOS DE HAMILTON Y GRASSMANN

Este capitulo lo centraremos en las dos grandes tradiciones que jugaron un papel
importante en la historia del analisis vectorial*: la tradicion Grassmanniana y la tradicion
Hamiltoniana. Siendo esta Gltima la mas estudiada porque permitio la creacion de nuevas
algebras a la vanguardia de Hamilton con sus cuaterniones.

En cuanto a la vida de estos dos grandes pensadores podemos decir, que William R.
Hamilton nacio el 4 de agosto de 1805, en Dublin Irlanda. Su brillantez se manifesté de
muchas maneras, a los 13 afios de edad conocia superficialmente 13 lenguas; a los 16 afios
estudié la Mecanica Celeste de Laplace y encontrd un error en la demostracion de la Ley
del Paralelogramo de fuerzas. Las investigaciones en ciencia comenzaron a los 17 afios,
con una Teoria Sobre Sistemas de Rayos, su principal objetivo era matematizar la optica en
términos de sus funciones caracteristicas.

En 1835, le fue otorgado el titulo de Lord, recibiendo una medalla de la Real Sociedad.
Posteriormente, en 1843, Hamilton incorpora sus cuaterniones en un trabajo sobre los
nameros complejos y en un ensayo publicado en 1837, sobre Teoria de Funciones
Conjugadas o Parejas Algebraicas (en el que definié el producto escalar y vectorial).

Hamilton se preguntaba si existia un algebra con sus propias reglas y un lenguaje
autébnomo Y estricto; se trataba de una disciplina que ameritara el apelativo de Ciencia del
Algebra, la cual deberia ser independiente de todo referente geométrico. En este sentido,
pensé que la geometria de representacion era una ayuda a la hora de representar los
numeros complejos como parejas ordenadas de nimeros reales. Mostrando, que las parejas
(a, b) eran semejantes a los nameros complejos de la forma a + bi. Desde esta vision,

definié sus operaciones, las cuales fueron todas dadas en términos de las reglas de los

31 Vale la pena resaltar otros hombres que desarrollaron sistemas mas o0 menos vectoriales como son: Giusto
Bellavitis (1803-1880), August Ferdinand Mobius (1790-1868), Reverendo Matthew O Brien (1814-1855),
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) y Adhémar Jean Claude Barré (1797-1886).
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nameros reales. Con el tiempo esta idea le permitié desarrollar completamente la teoria de
los cuaterniones en cuanto a su estructura algebraica.

Hermann Ginther Grassmann (1809-1877) nacié en 1809 en Stettin, ciudad polaca,
capital de Voivodato, localizada junto al Odra, cerca del Baltico; en 1827, ingreso a la
Universidad de Berlin, donde estudio filosofia y teologia. En 1839, Grassmann presento al
comité examinador cientifico de Berlin un estudio sobre las mareas titulado Theorie der
Ebbe und Flut, el cual contenia la presentacion de un sistema de analisis espacial basado
en vectores. Este trabajo se puede considerar como el primer tratado sobre el analisis
vectorial, donde se exponia la adicion y sustraccion de vectores, el producto vectorial, la
diferencial en vectores y los elementos de las funciones vectoriales lineales de una forma
moderna.

Grassmann escribio, en 1844, un largo y complicado libro, titulado Die Lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, desarrollando la idea de un élgebra,
cuyos simbolos representaban entidades geométrica tal como puntos, lineas y planos, los

cuales eran manipulados usando ciertas reglas.

2.1 William Hamilton y el surgimiento del analisis vectorial

Con Hamilton se abre paso a un nuevo campo de las matematicas, completamente diferente
al tradicional, con su teoria de los cuaterniones. Sin embargo, encontr6 muchos detractores,
por las siguientes razones:
i. Los cuaterniones presentaban un rompimiento categorico con el principio de
permanencia de forma.
ii.  Eramuy tedioso operar con ellos.
iii.  Los fisicos no sabian qué hacer con la parte escalar del cuaternion (hipernimero de
dimensién cuatro).
De acuerdo con los obstaculos anteriores, no le impidié a Hamilton continuar con el
desarrollo de su teoria. Cabe resaltar que esta situacion no es algo inherente del desarrollo
del andlisis vectorial, sino que durante muchos afios los matematicos se enfrentaban a este

tipo de obstaculos en la formulacion de sus teorias, cuando van en contra a una tradicion.
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Tenemos muchos ejemplos histéricos de teorias que, dada su originalidad, debieron sufrir
percances similares, entre ellos tenemos: las geometrias no euclidianas, el &lgebra de Boole,
la teoria de Maxwell, entre otros.

Las primeras publicaciones sobre los cuaterniones de Hamilton se remontan a la década
de 1840-1850, en el Magazin Filosdfico. En estos articulos, Hamilton eshoza su sistema
tedrico, estableciendo la relacion entre cuaterniones y vectores. Como se puede advertir en

la siguiente cita:

A causa de la facilidad con la cual la llamada expresion imaginaria, o raiz cuadrada de una
cantidad negativa, es construida por una linea recta que tiene direccién en el espacio, y que
tiene a x, y, z como sus tres componentes rectangulares, o proyecciones sobre los tres ejes
rectangulares, hemos sido inducidos a llamar a la expresion trinomial en si misma, linea la cual
representa un vector. Un cuaternién esta formado de una parte real y un vector. (Crowe, 1985,
pag. 31).

Crowe llama la atencion en que las palabras vector y escalar, tienen su origen en uno

de los documentos de esta década. Para mostrar esto, Crowe cita a Hamilton:

La parte algebraicamente real puede recibir todos los valores contenidos sobre una escala de
progresién de numeros de lo negativo a lo positivo infinitamente; nosotros Ilamaremos entonces
la parte escalar, o simplemente el escalar del cuaternion, y designaremos este simbolo
prefijando, a el simbolo del cuaternion, la caracteristica Scal., o simplemente S., cuando no
haya confusion para usar esta Gltima abreviatura. De otro lado, la parte algebraicamente
imaginaria, la cual es geométricamente construida por una linea recta o radio vector. En general,
un cuaternion tiene una determinada longitud y direccion en el espacio, puede ser llamada la
parte vector, o simplemente vector del cuaternion; y puede ser denotada prefijando la
caracteristica Vect, o V. (Crowe, 1985, pags. 31-32).

Uno de los aspectos mas significativos para Hamilton era la interpretacion geométrica de

las operaciones con los cuaterniones. En este sentido, usando la representacion del plano de

Argand, Hamilton sabia que v— 1, actuaba como un operador rotacional de 90°, y en
general, el producto por un nimero complejo producia una rotacion de un angulo 6; La idea

de Hamilton fue extender estas ideas al espacio.

2.2 Hermann Gunther Grassmann y el surgimiento del analisis vectorial
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En 1844, afio en el cual Hamilton publica su primer articulo sobre cuaterniones, Grassmann
saca a la luz publica sus desarrollos sobre analisis vectorial en un libro titulado: Die Lineale
Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (El calculo de la extension).®* Al

respecto, Crowe dice:

“La creacion de Grassmann sobrepasa a la de Hamilton en profundidad y perfeccion” (Crowe,
1985, pag. 47)

Grassmann desarrolla sus ideas sobre el analisis vectorial durante el periodo de 1832 a
1864. Es de singular importancia que en principio, el proyecto investigativo en el cual
Grassmann estaba interesado era describir matematicamente el fendmeno de las
turbulencias y mareas. Precisamente, investigando estas cuestiones Grassmann se da cuenta
que para desarrollar estos aspectos debe definir las bases conceptuales de una nueva rama
de las matematicas, cuyos objetos no se encontraban claramente determinados, como lo es
el andlisis vectorial. Sin embargo, sus aportes mas finos, teéricamente hablando, pertenecen
al campo del algebra abstracta. Sus contribuciones a las matematicas empiezan a
concretarse en su Theorie der Ebbe und Flut de 1840%, el cual, segiin Crowe, contiene
el nacimiento de un sistema de analisis basado en vectores. Pero su obra méas importante, es
sin duda, Die Ausdehnungslehre: Vollstanding und in strenger Form bearbeitet; en ella,
Grassmann no so6lo desarrolla cuestiones técnicas de las matematicas, sino que expone

también concepciones filosoficas.
2.2.1 Theorie der ebbe und flut de Grassmann
En Theorie der Ebbe und Flut, Grassmann, en primera instancia, planteaba problemas

fisicos relacionados con la ley de la inercia, las velocidades y las fuerzas a partir del célculo

diferencial e integral de vectores. Posteriormente, se vio en la necesidad de aplicar sus

%2 En realidad el libro aparece como: Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der
Mathematik dargestel It und durch Anwendungen auf die Ubrigen Zweige der Mathematik, wie auch
auf die Statik, Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Kristallonomie erlautert.

% Este ensayo fue publicado en 1911, como vol. IlI, pt. I, de: Hermann Grassmann Gesammelte

mathematische und physikalische Werke, 3 vols. in 6 pts. (Leipzing, 1894-1911).
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métodos vectoriales a problemas més sofisticados como el célculo del centro de gravedad,

entre otros. Desde esta perspectiva, tuvo la necesidad de definir el producto entre vectores,

estableciendo dos tipos:

» Producto geomeétrico: por un lado, el producto de dos vectores, se define como la
superficie del paralelogramo determinado por estos vectores. Mientras que, el producto
de tres vectores, representa el solido (paralelepipedo) formado por ellos mismos. En
general, el producto geométrico de m segmentos es un paralelepipedo m dimensional.

» Producto lineal: se define como el producto algebraico de uno de los vectores por la
proyeccion perpendicular del segundo.

Grassmann denoto x : el producto geométrico y x al producto lineal. Aunque luego
utiliz6 el simbolo = para el producto lineal.

Para Grassmann, el producto geométrico resultaba del producto de las longitudes de los

vectores, multiplicadas por el seno del angulo entre ellos. Mientras que, el producto lineal

era el producto de las longitudes, multiplicadas por el coseno del &ngulo entre ellos, asi:
mx n =mnsinf
m — n =mn coso,
donde @ corresponde al angulo entre los vectores.
Vale la pena tener en cuenta algunas consideraciones sobre estas definiciones:

1. La representacion de Grassmann tiene dificultades, pues no diferencia el vector de su
longitud. En los dos casos anteriores, m y n, en la parte izquierda representan
vectores, mientras que en la derecha son longitudes.

2. El producto geométrico de Grassmann es similar al moderno producto vectorial, pero
con la diferencia de que el resultado no es otro vector, sino que es algo de diferente
naturaleza; se puede interpretar como un area dirigida, generada por este producto.

3. De la definicion de producto lineal, dado que cos(ab) = cos(ba), se tiene que
a b =b " a

Adicionalmente, Grassmann definié el siguiente producto, que modernamente es el
mismo producto punto entre vectores, asi:
(a+b +c) =(ay +by + ¢1) = aa, +bb; +ccq,

donde a, b, ¢ y a;,b,, c, representan un conjunto de vectores mutuamente
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perpendiculares; a es paraleloaa ;,bab,ycac;.

De la ecuacion anterior, podemos ver que este producto es idéntico al moderno producto
escalar.

Como podemos percibir, los resultados de Grassmann, mas que constituir el primer
sistema de andlisis vectorial, constituye un el trabajo mas profundo en la nueva algebra de

ese tiempo.

2.2.2 El sistema vectorial de Grassmann

El sistema vectorial de Grassmann aparece claramente dilucidado en 1844 en su obra
cumbre Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik. En este libro,
Grassmann explica la manera como fue formalizando las operaciones basicas entre

vectores:

El primer impulso provino de las consideraciones de lo negativo en la geometria; me fui
acostumbrando a ver las distancias AB y BA como magnitudes opuestas. En este sentido, llegué
la conclusién que si 4, B, C, son puntos de una misma linea recta, entonces en todos los casos
AB + BC = AC, esto va a ser es cierto cuando AB y BC tienen la misma direccion o
direcciones opuestas (cuando C esta entre A y B). Las magnitudes AB y BC no las considero
solamente con sus longitudes, sino también con sus direcciones, pues pueden tener direcciones
opuestas. Desde esta perspectiva, hice una distincion entre la suma de longitudes y la suma de
distancias, las cuales tienen fijada una direccion. De esto result6 la necesidad de establecer el
concepto de suma, no sélo cuando las distancias estaban dirigidas en la misma direccion, sino
también en direcciones opuestas. En esencia esto podria realizarse en una forma mas simple,
puesto que la ley de AB + BC = AC, es tan bien valida cuando A, B, C no se apoyan en
una misma linea recta. (Crowe, 1985, pags. 56-57)

Muchas de las ideas desarrolladas por Hermann Gunther Grassmann habian sido
establecidas por su padre Justus Glnter Grassmann en sus libros: Raumlehre (Geometria),
Trigonometrie, de restringida circulacion. En estos libros, Justus aborda el concepto
producto geométrico; para él, no solo los rectangulos, sino también los paralelogramos,
pueden ser vistos como productos de dos lados adyacentes, los cuales no s6lo deben ser
tratados como longitudes sino como magnitudes dirigidas; al respecto, en su Geometria

escribe:
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El concepto de producto es tomado en el mas puro y general sentido, él es visto como el resultado
de una sintesis en la cual, un elemento (producido de una anterior sintesis) es colocado en lugar del
original elemento y tratado de la misma manera. (Crowe, 1985, pag. 59)

Mas adelante escribe:

En aritmética, la unidad es el elemento, contar es la sintesis, y el resultado es un nimero. Si este
namero, como el resultado de la primera sintesis, es tomado en lugar de la unidad, y tratado del
mismo modo (es decir, contando), entonces el producto aritmético aparece, y puede ser visto como
un nimero de un orden superior*® que un nimero del cual la unidad ya es un nimero.

En geometria, el punto es elemento, la sintesis es el movimiento del punto en una misma
direccion, y el resultado de la trayectoria del punto, es una linea. Si esta linea, producida por la
primera sintesis, es colocada en lugar del punto y tratada en la misma forma (es decir, movida en
alguna direccion), entonces una superficie es producida de la direccion de la linea. Este es un
verdadero producto geométrico de dos factores lineales y aparece en primer lugar como un
rectangulo, en cuanto la primera direccién no participe con la segunda. Si la superficie es tomada
en lugar del punto, entonces es producido un sélido geométrico como producto de tres factores.
Esto es lo mas lejos que uno puede ir en geometria pues el espacio es de solamente tres
dimensiones; tales limitaciones no aparecen en la aritmética. (Crowe, 1985, pag. 59)

De lo anterior, podemos evidenciar como Grassmann cimenta las bases de su teoria,
mediante la utilizacion de un elemento generador, a partir de este construye un conjunto de
elementos de orden superior. Mientras que modernamente partimos de la definicion de un
conjunto, llamado espacio vectorial, formados por unos elementos denominados vectores.
En otras palabras, Grassmann va de lo particular a lo general a la hora de construir su

teoria.

2.2.3 Las bases filosoficas del sistema de Grassmann

Aunqgue las motivaciones intelectuales que guiaron a Grassmann provenian de la geometria,
su mayor ingenio se evidencia en los tratamientos algebraicos que efectuaba. Su escritura
causaba desconcierto entre los matematicos debido a la manera en que hacia uso de unas

formas simbélicas novedosas. Ademas, las bases tedricas desde las cuales fundamentaba

34 - . . . -
Muy similar como se generan unidades de orden mayor a la unidad, es decir, los maltiplos.
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sus desarrollos tenian un alto contenido filoséfico. Como se evidencia en la introduccién de

su Ausdehnungslehre cuando declara:

La primera division en todas las ciencias esta dentro de lo real y lo forma. Por un lado, la ciencia
real se representa en el pensamiento de la existencia, como el existir independientemente del
pensamiento donde su verdad consiste en su correspondencia con la existencia. Por otro lado, la
ciencia formal tiene como su objeto que ha sido producido por el solo pensamiento y su verdad
radica en la correspondencia entre los procesos del pensamiento de ellos mismos. (Crowe, 1985)

Desde esta perspectiva, Grassmann decia que habia descubierto un sistema meramente
formal e independiente de la geometria. Grassmann se refiere a una clase de algebra
universal en la cual, aunque los elementos no poseian un sustrato material, se los podia
interpretar geométricamente con un contenido significante. El trabajo de Grassmann es
excesivamente abstracto y tiene una alta originalidad de ideas localizadas en un marco
filoséfico. Mientras que las ideas de Hamilton eran un poco mas claras, quizas por esta

razén trascendieron un poco mas.

2.2.4 La teoria de las formas aplicada a los vectores

Grassmann desarrolla su llamada Teoria de formas, en el capitulo 4 de Ausdehnungslehre,
la cual actia de manera semejante a un sistema formal moderno, partiendo de un universo
de formas, es decir, simbolos que representan objetos y establece ciertas relaciones entre
ellos. Concretamente, Grassmann sigue los siguientes delineamientos:

Si a y b simbolizan dos formas, entonces el simbolo de conexion N permite definir la
nueva forma, asi: a N b, y se cumplen las siguientes igualdades:

anb = bNa
(an b)Y nc=an (bn c)= an b n c

En este sentido, para Grassmann las formas similares (del mismo orden: dos puntos, dos
vectores), cuando estan relacionadas por una u otra conexién, dan como resultado una
forma del mismo orden. Modernamente, lo que quiere decir Grassmann aqui, es que cuando
sumamos dos vectores da como resultado otro vector. Mientras que en la multiplicacion de
formas del mismo o diferente orden, en general producen formas de orden superior. Esta
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idea muestra la manera como Grassmann cimienta las bases de su sistema partiendo de lo
particular a lo general, en términos modernos construye, de manera rudimentaria, lo que
hoy llamamos un espacio vectorial.

Maés adelante, Grassmann introduce las operaciones de adicion y sustraccion con los
vectores y prueba que siguen las leyes de su Teoria de formas. A partir de este momento se
presenta un cambio de perspectiva, porque pasa de universo de formas que son objetos
(puntos, segmentos, etc.) a un universo ocupado por los vectores, los cuales les trasfiere las

conexiones definidas anteriormente, como lo muestra la siguiente cita:

Todo vector de un sistema de orden m *¥° puede ser expresado como la suma de m vectores, los
cuales pertenecen a las m maneras independientes dadas del cambio del sistema. Esta expresion
es unica. (Crowe, 1985, pag. 69).

Una de las cuestiones claves y que marca un acercamiento moderno con el analisis
vectorial tiene que ver con la introduccion del concepto de combinacion lineal, obviamente
sin ese apelativo. A partir de aqui, Grassmann no so6lo revel6 diversas propiedades
algebraicas para su sistema, sino que expuso algunas aplicaciones. Por ejemplo, desarroll6
vectorialmente una representacion del centro de gravedad de un cuerpo, asi como las leyes
de fuerzas y de velocidad para el centro de gravedad y explicd la manera en que sus

desarrollos podian fundamentar la geometria.

2.2.5 Multiplicacion exterior de Grassmann

El segundo capitulo del libro Ausdehnungleshre de Grassmann, titulado Multiplicacién
Exterior de Vectores, introduce dos tipos de productos: producto exterior y producto
interior®® de una manera equivalente como lo habia hecho en su Theorie der Ebbe und Flut.
Al producto exterior lo designa como producto geométrico, mientras que al producto
interno lo denomino producto lineal.

Respecto al producto exterior, Grassmann declara:

% Hamilton dice: “el producto interior de Grassmann es similar a la parte escalar de mi cuaterniény su
producto exterior a la parte vectorial. Si la nocién de combinarlos se le ha ocurrido a él, entonces ha sido
conducido a mis Cuaterniones; pero parece que él fallé al no percibir esto”.
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Deberiamos iniciar con la geometria en un cierto orden para asegurar una analogia con la ciencia
abstracta. En este sentido, obtener una idea mas clara que nos guie a lo largo del desconocido y
arduo camino de procedimientos abstractos. Fuimos desde el vector a la forma espacial de un
alto orden cuando permitimos el vector resultante. Es decir, cada punto del vector, describe otro
vector, el cual es heterogéneo al primero, asi que todos los puntos dan lugar a un mismo vector.
Por un lado, el &rea de una superficie producida en este sentido tiene la forma de un
paralelogramo. Mientras que, dos ciertas areas de superficie las cuales pertenecen al mismo
paralelogramo son designadas como iguales si la direccion del vector movido es apoyado en
ambos casos sobre el mismo lado (por ejemplo, sobre el lado izquierdo) del vector producido
por el movimiento. Cuando en los dos casos el vector correspondiente se apoya sobre el lado
opuesto, entonces las areas de superficie son diferentes. Asi, obtiene una ley general: si en un
plano un vector se mueve sucesivamente a lo largo de cualquier serie de vectores, entonces el
&rea de tal superficie producida de este modo (con tal que los signos de los elementos de las
superficies individuales sean colocados de la misma manera) es igual al area la cual se anhela
ser producida si el vector se ha movido a lo largo de la suma de esos vectores (Crowe, 1985,
pag. 71).

Para ilustrar la declaracién de arriba, Grassmann consideré tres lineas paralelas
coplanares cd,ef y ab, las cuales eran cortadas por tres parejas de lineas paralelas:
ec |l fd,ea I fb, ca | db

Supongamos ab un vector que se mueve paralelamente a lo largo de ac, hasta coincidir
con cd, formando un paralelogramo abdc. Ahora, si ab se mueve de la misma manera a lo
largo de ae, hasta coincidir con ef, forma un paralelogramo aefb y luego ab se mueve a
lo largo de ec hasta llegar a cd, se forma el paralelogramo efdc. Por geometria elemental
tenemos que:

area abcd = area aefb + area efdc,

En pocas palabras, Grassmann mostré que el movimiento de ab a lo largo de ac hasta
cd, da como resultado la misma area que cuando mueve ab a lo largo de ae y ec hasta
llegar a cd, como se observa en la siguiente figura 17. Operacion que segun su teoria de

formas, se comporta como un producto.

a b

Figura 17: Muestra que cuando un vggtor ab se mueve a lo largo de ae
hasta ef y luego a lo largo de ec hasta cd, forma un
paralelogramo de igual area al paralelogramo formado por ab,
cuando se mueve a lo largo de ac o bd hasta cd



2.3 Difusion de los sistemas de Hamilton y Grassmann e incidencia en

otras investigaciones

Como hemos explicado antes, la consolidacion de la nocion de vector es una tarea que
involucrd el concurso de muchos investigadores, pero principalmente a Hamilton y
Grassmann. Debido a la gran originalidad de sus trabajos, incentivaron a los matematicos a
que se nutrieran de sus investigaciones a la hora de intentar construir un sistema similar al
moderno sistema vectorial. Es por esta razon, que Hamilton y Grassmann tuvieron un papel
predominante en el desarrollo del analisis vectorial, porque fueron los precursores del
nacimiento de esta nueva rama de las matemaéticas, la cual seria fundamental en la
matematizacién de algunos fendmenos de fisica.

A continuacion se presentard algunas de las investigaciones y publicaciones mas
destacadas de los matematicos, en cuanto a la construccion de su sistema vectorial; pero no

se detallara a fondo sus aportes, simplemente se ubican cronolégicamente.

2.3.1 Fundamentos del analisis vectorial de Saint-Venant

El matematico francés Saint-Venant (1797-1886), en su documento Mémoire sur les
Sommes et les Différences Géométriques, et sur leur Usage pour Simplifier la Mécanique
de 1845, bosquejo varias ideas fundamentales sobre el analisis vectorial, incluyendo una
version del producto cruz. Sin embargo, cabe destacar que su producto fue visto no como
un vector sino como un area orientada.

Posteriormente, Saint procedio a definir lo que llamo diferencia geométrica o vector
sustraccion, diferencial geométrica, coeficientes diferenciales geométricos. En su
definicion se encuentra implicito, desde un punto de vista geométrico, el concepto moderno

de la adicion de vectores, como lo podemos dilucidar en la siguiente cita:

Suma geométrica: Cuando cualquier numero de lineas @, b, ¢ ,.. dadas con una cierta
magnitud, direccion y sentido son adicionadas resulta una linea igual y paralela al Gltimo lado del
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poligono formado por todas las lineas; colocadas de tal manera que el extremo final de una linea

coincida con el origen de la otra. Si I es el ltimo lado del poligono, entonces su origen coincide
con el origen de la primera linea y su extremo final con el de la dltima linea, algebraicamente
seria:

Figura 18: Muestra como de una manera geométrica Saint suma cualquier

numero de lineas @, b, T,...con una cierta direccion, magnitud
y sentido. De esta suma geométrica de lineas dadas, resulta la
linea 1.

Adicionalmente, defini6 la suma de areas planas y el producto geométrico. En cuanto al
producto geométrico manifesto:
La multiplicacién de una linea b por una linea @, su resultado representa el area del paralelogramo

formado a partir de dichas lineas ubicadas de tal forma que sus origenes coincidan. Lo denoté de la
siguiente manera: a b.

Saint mostré que este producto cumplia las siguientes relaciones:

aa =0 y ba = —Tab
Defini6 el producto geométrico de un area multiplicado por una linea, da como resultado
el volumen del paralelepipedo, denotandolo, asi:
@bc = drea bc multiplicada porlalinea @
En otras palabras, si las lineas son colocadas de tal manera que coincidan sus colas,

forman el volumen del paralelepipedo, como muestra la figura 19.
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Figura 19: Muestra como un area multiplicada por una linea,
geométricamente forman un paralelepipedo.

En este sentido, el volumen es considerado negativo cuando los lados estan sobre el lado

negativo de la base.

2.3.2 La translacion de una magnitud dirigida por Matthew O’brien

Otro matematico importante en la historia del andlisis vectorial es el Reverendo Matthew
O’Brien (1814-1855). Sin embargo, es bastante dificil hacerle un seguimiento sistematico a
sus desarrollos porque hay una gran diferencia entre sus primeras y ultimas publicaciones.
Su estudio lo centrd en la construccion de una notacion para la translacion de una magnitud
dirigida, considerando dos tipos de representacion, como lo muestra la figura 20:

(i) Translacién Lateral: es el movimiento de una magnitud v a lo largo de u formando

un angulo de 90°.
(if) Translacion Longitudinal: es el movimiento de una magnitud v a lo largo de u

formando un angulo de 0°.

R =

v

(@]
)

(i)

o
c
oy

(i)

Figura 20: Muestra como el Reugrendo Matthew O’Brien clasifico
las translaciones en dos tipos: (i) Lateral y (ii)
Longitudinal



Ademas, definid la adicion de magnitudes dirigidas haciendo la distincién entre dos
tipos, como muestra la figura 21:
(i) Adicion simultanea: cuando dos magnitudes dirigidas tienen un origen coman.
(ii) Adicion sucesiva: cuando una magnitud dirigida tiene su origen en el punto final

de la otra magnitud dirigida.

v
v

(i) o

Figura 21: Muestra como el Reverendo Matthew O’Brien definid
dos tipos de adicion entre magnitudes dirigidas: (i)
Simultanea v (ii) Sucesiva.

Con la finalidad de generalizar sus ideas, O"brien introduce tres unidades dirigidas «, 3,
y que parten de un mismo origen a lo largo de los tres ejes X, Y, Z , pero no se relacionan
con el moderno i, j, k. Sin embargo, las compara con las de Hamilton, llegando a la
conclusion que no son unidades de direccion con la propiedad de v—1. Sin embargo,
algunas consideraciones de O Brien son muy similares a las de Grassmann, cuando expresa
que cualquier magnitud dirigida v puede ser representada, asi:

v = xa + yp + zy.

Es importante resaltar que O Brien podria ser visto como el precursor de Josiah Willard
Gibbs (1839-1903) y Oliver Heaviside (1850-1925), los cuales independientemente
instauraron lo que es en principio el moderno sistema de anélisis vectorial. Motivados por
el Treatise on Electricity and Magnetism (1873), de James Clerk Maxwell (1831-1879),

inventaron el moderno andlisis vectorial desde los elementos de los cuaterniones.

76



CAPITULO 3

LA TRANSICION DE LOS CUATERNIONES A LOS VECTORES

Durante muchos afios se acepté la concepciéon de un &lgebra simbdlica sustentada por
George Peacock (1791-1858), una ciencia independiente de las propiedades de los numeros
reales y complejos. Es decir, una ciencia de simbolos sin interpretaciones y que cumplia
ciertas operaciones basicas. Es por esta razon, que se pensaba que la construccién de
cualquier otro tipo de nimero, debia de cumplir el principio de permanencia de forma, el
cual manifiesta: “todas las formas algebraicas que son equivalentes cuando los simbolos
son generales en forma pero especificos en valores (enteros positivos), seran equivalentes
de la misma manera cuando los simbolos son generales tanto en valor como en forma”
(Klein, 1992, pag. 1019). En otras palabras, que cualquier clase de nuevos nimeros debian
de cumplir las propiedades fundamentales que dictaban el algebra simbdlica. Fue bajo este
principio que Hamilton fundamento la l6gica de los numeros complejos sobre la base de los
nameros reales, como parejas ordenadas (a,b) de numeros reales. A partir de este
momento los matematicos se percataron que los numeros complejos podian interpretarse
como entidades dirigidas en el plano, porque ellos proporcionan un algebra que permite
representar los vectores y sus operaciones. Pero esto no era suficiente a la hora de
representar todas las fuerzas aplicadas a un cuerpo, que no estaban en un mismo plano. Por
consiguiente, Hamilton vio la necesidad de crear una terna de nimeros ordenados de la
forma: a + bi + ¢j, los cuales estuvieran relacionados con las coordenadas cartesianas e
igualmente definir su estructura algebraica; no obstante, sabiendo que deberian de cumplir
el principio de permanencia de forma. Pero al definir sus operaciones le causaba
desconcierto la multiplicacion de n-Uplas, en particular para el caso n > 2. Para superar
este impase, Hamilton procedié a crear los cuaterniones que son hipercomplejos formados
cuadruplas de nameros. Manifestando que estos nuevos nimeros deberian ser analogos a
los complejos ordinarios, y tener una significante interpretacion en términos del espacio

tridimensional. En este sentido, podemos vislumbrar que los ndmeros complejos le
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permitieron a Hamilton pensar en un ndmero tridimensional para representar los vectores
en el espacio, entonces, el cuaternion nace de la necesidad de interpretar matematicamente
el mundo fisico. En ultimas, la teoria de cuaternion constituye el paso intermedio entre los

complejos representados en el plano y el analisis vectorial moderno.
3.1 Los cuaterniones de Hamilton

Cuando Hamilton, en 1843, incorpora sus hipernimeros, llamados los Cuaterniones, debe
tener en cuenta dos consideraciones. Por un lado, los nuevos ndmeros poseen cuatro
componentes y por otro lado, se ve en la obligacion de abandonar el principio de
permanencia de forma, porque los nuevos numeros no cumplian la ley conmutativa de la
multiplicacién. Antes de Hamilton, se suponia que la ley conmutativa era una regla
implicita a todos los sistemas algebraicos; sin embargo, esto gener6 una nueva perspectiva
del algebra moderna. Este Ultimo hecho, propicia que el algebra se amplié a universos
cuyas operaciones no cumplen las propiedades de las cuatros operaciones de la aritmética
basica. Como consecuencia de esta ampliacion, se obtendran distintas algebras, cada una
con sus propias reglas, simbolos y ecuaciones. Por ejemplo, el inglés Arthur Cayley (1821-
1895) en unos trabajos sobre la Teoria de Transformaciones de 1858, hace otro
rompimiento con el principio de permanencia, cuando muestra la multiplicacion de
matrices no es conmutativo, de la siguiente forma:
Sea T,y T, transformaciones definidas, asi

T _{uzax1+ by,
7 v = ¢cxy + dyy

T — {W= ex; +fy;
27z = gx, + hy,

De la composicion tenemos que:

w =(ea + fc)x; + (eb + fd)y,

Toly = {z = (ga +ho)x; + (gh + hd)y,

Ahora si invertimos las transformaciones, asi:

% En realidad el proceso va desde 1833 en sus trabajos de algebrizacion de la mecénica de Lagrange, hasta la
publicacién de sus Lectures in Quaternions de 1853.
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T, = {U= ex; +f
27 lv=gxy+thy

y
T — {WZ ax, + by,
L7z = cxp, +dy,
Por composicion se tiene que:
T.T. — {w = (ae + bg)x, + (af + bh)y,
727z = (ce +dg)x; + (cf + dh)y,
Como podemos ver T,T, # T.T,. En el lenguaje de teoria de matrices tenemos que:
(a b)(e f) _ (ae+bg af+bh)
c d/\g h)  \ce+dg cf+dh
y

(6 1)E D= (Gathe goha

Se evidencia claramente que el producto de dos matrices no es conmutativo. En este
orden de ideas, asistimos a un momento historico en el cual emergen diversas algebras
abstractas, tales como: los Cuaterniones, la teoria de extensiones, la teoria de matrices y el
algebra de Boole, entre otras.

Los cuaterniones definidos por Hamilton tienen la forma g = w + ix + jy + kz, donde
w, X, ¥y, Z Son nameros reales y i, j, k vectores unitarios dirigidos a lo largo de los tres ejes.
El cuaternién es un operador, que rotaria un vector dado alrededor de un eje dado
en el espacio, y luego estiraria o contraeria el vector. Para cumplir con este
objetivo, eran necesarios dos paradmetros (angulos) con el fin de fijar el eje de
rotacion, un tercer parametro que determina el angulo de rotacién y el cuarto el
estiramiento o contraccién del vector dado. Por esta razén, se emplea la palabra
cuater porque define un grupo de rotacion E3en el espacio; ellos constituyen un universo
de dimensidn cuatro, cuya base esta conformada por el conjunto: {1, i, j, k }, donde:

1: Un complejo ordinario.

i : Primer complejo puro rota 1/, de vuelta.
Jj: Segundo complejo puro rota 1/4 de vuelta

k. Tercer complejo puro rota 1/4 de vuelta.
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Hamilton sumaba y restaba los cuaterniones sin ninguna dificultad, el problema se

presentaba cuando intentaba definir el producto porque no conservaban las propiedades

comunes de los numeros complejos. En principio Hamilton no sabia cémo simplificar los

términos ij, en ocasiones pensoé en establecer ij = 0, como lo manifesto:

Por momentos me he visto tentado en considerar ij = 0. Pero me resulta extrafio e incomodo, y me
percaté de que la misma supresion del término mismo no deseado, podria obtenerse asumiendo
algo que parecia menos violento, es decir, que ji = —ij. De este modo consideré que ij = k,
ji = —k, reservandome la consideracion de si k era nulo o no.

Entonces Hamilton inicia su teoria definiendo producto de cuaterniones, como se

muestra en la siguiente tabla:

A partir de este

ndmeros no
+i, t+j,

Los cuales

operaciones entre

simplificar  los

i ] |k
i | |k
1 |k -]
K |1 [i
i -1 |1

producto, le permitié reconocer los seis
reales:

+k, —i —j, k.
definirian las leyes que rigen las
cuaterniones, a su vez le ayudaria a

calculos. En este sentido, estos seis

nameros no reales le daba salida al problema de definir el producto; la cuestion era que no

satisfacia la ley conmutativa; sin embargo, como dijimos antes, esto no representé un

obstaculo, sino que condujo a la definicion de dos tipos de producto:

i. El producto punto: no cumple la ley Modulativa (vectores ortogonales) y la

division.

ii.  El producto cruz: no cumple la ley asociativa y conmutativa.
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De lo anterior, podemos concluir que la aplicacion de los vectores a problemas fisicos ha
conducido a la definicion de dos formas distintas de multiplicar un vector por otro.

3.2 Caracteristicas de los cuaterniones

Una de las cuestiones mas importantes del método de Hamilton es la posibilidad de
descomponer el cuaternién en dos tipos de cantidades: Una escalar y otra vectorial: 37
Q = ScalQ +VectQ = SQ + VQ.

A partir de este momento Hamilton introduce los términos de escalar y vector, pero
principalmente la parte escalar del cuaternion presenta una cierta dificultad cuando trata de
darle una interpretacion geométrica y es por esta razon que recibe criticas de los
matematicos de la época.

Posteriormente, con el objetivo de justificar la importancia del uso de su simbologia,
realiza el producto de dos cuaterniones a y a ', suponiendo la parte real igual a cero, asi:
Sean a, a ~ cuaterniones,

a=xi+ yj+zk a =xi+y j+ zk
Realizando la multiplicacion tenemos que:
a-a = Sa-a +Va-a
Descomponiéndolo en dos términos se tiene:
Sca-a =—(xx +yy +zz)
Via-a = (yz' — zy )i+ (zx —xz )j+ (xy — yx)k

Es interesante anotar que V - a -« es equivalente al moderno vector producto (cruz) y
S-a-a al producto escalar.

Posteriormente, Hamilton introduce un operador diferencial V: el cual llamo “nabla”
posiblemente porque se parecia a un instrumento musical hebreo. En su afan de

implementar sus calculos procedio aplicar su operador a una funcion escalar f(x,y, z), asi:

Vf= Z—i i+ Z—j:j + Z—i k, dando como resultado un vector que representa la magnitud

%" Del original [Tai57]
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y direccion de la maxima rapidez de incremento de f(x,y,z). Ahora cuando su operador V
es aplicado sobre una funcion vectorial de F = (Fl(x),Fz(y),F3 (z)), resulta un

cuaternién, como lo muestra la siguiente expresion:

_(9f . of . Of . . _

Lo (ERZE IR (B SR, (ZA SR, (T IE),

0x dy 0z W 0z

0z 0z

0x dy

Donde la primera parte sin el signo negativo es el escalar del cuaternion, que representa
la divergencia de F, es decir, convierte un campo vectorial en un campo escalar. Mientras
que la parte vectorial representa el rotacional F, transformando el campo vectorial en otro
campo vectorial.

Es importante aclarar que Hamilton reconoce en el cuaternion estas dos entidades
distintas, es decir, de diferente naturaleza. Es por esta razon, James Clerk Maxwell (1831-
1879) en su Treatise on Electricity and Magnetism, 1873 puso mucho énfasis en el

cuaternion pero separadamente, es decir, escalar y vector, manifestando:

Un vector®® requiere de tres cantidades (componentes) para su especificacion que se interpretan
como longitudes a lo largo de los tres ejes coordenados.

Esto lo deduce a partir de la parte vectorial del cuaternion.

Es importante resaltar que Maxwell a la parte escalar del cuaternion la llamo
convergencia, porque la encontraba en reiteradas ocasiones en sus investigaciones sobre
mecanica de fluidos, donde F representa la velocidad de un flujo a través de una pequefia
area alrededor de un punto. Mientras a la parte vectorial del cuaternion la llamo rotacional
de F, porque representaba dos veces la velocidad de rotacion del fluido en un punto. Como
podemos ver aqui la parte real y vectorial del cuaternion adquiere una significancia
importante si se trabajan separadamente. En este orden de ideas, Maxwell mostrd que los

vectores eran el aparato tedrico-practico que realmente necesitaban los fisicos a la hora de

% También Hamilton a la parte imaginaria del cuaternion le llamé vector por el latin “veher” que significa
“dirigir”.
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querer matematizar algunos fendmenos de la naturaleza. A partir de aqui Maxwell genera el
ambiente propicio para que muchos matematicos aporten ideas importantes en la creacion
de una nueva rama de las matematicas denominada analisis vectorial, una disciplina muy
atil para la ciencia fisica. Entre los matematicos que ayudaron a consolidar el analisis
vectorial como ciencia tenemos: Josiah Willard Gibbs (1839-1903) y Oliver Heaviside

(1850-1925) quienes aportaron una variada gama de notacion vectorial.

3.3 Cantidades extensivas de Grassmann

En una seccion del libro Die Lineale Ausdehnungleshre, Grassmann incorporé la nocion de

“cantidades extensivas”,

Cualquier expresion que se derive numéricamente de un sistema de unidades es una cantidad
extensiva y Illamo a los nimeros que pertenecen a las unidades la derivacién numérica de esta
cantidad.

Las cantidades extensivas no eran mas que hipernimeros con n componentes, es decir,
un vector de coordenadas. A partir de este resultado define todas las operaciones similares a
una presentacion moderna del tratamiento de vectores, como se muestra a continuacion:

Sea y, 6 hipernimeros de la forma:

Y=via1 + v2a; + yzaz 'y 6= 6a; + Sa; + bzaz,

donde y; y &; representan nimeros reales y los a;, a, y asz son unidades primarias
representadas por segmentos de lineas dirigidos desde el origen de un sistema de ejes
ortogonales orientados a derechas. Los &;a; son mdaltiplos de las unidades primarias,
mientras que § estan representados por un segmento de linea dirigido en el espacio cuyas
proyecciones sobre los ejes ortogonales son las longitudes ;. Esta presentacion de las
cantidades extensivas en segmentos de linea dirigidos o vectores-linea, Grassmann las
[lamo Strecke.

En términos modernos Grassmann, ha demostrado, de acuerdo al significado de sus
unidades primarias, que son los elementos de base, se puede definir algunas nomenclaturas
para tener en cuenta en los dos tipos de productos, asi:
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e Producto interno: a;la; = 1y a;|a; = 0 paratodo i # j.

e Producto externo: [a; aj] = — [aj a;] ¥ [a;a;] = [aa;] = 0.

A estos corchetes Grassmann les llamd unidades de segundo orden, las cuales no las
reduce a unidades de primer orden, pero trabaja con ellas como si fueran unidades de
primer orden. Mientras que Hamilton si lo hace cuando define las leyes que rigen las
operaciones entre cuaterniones, esto con el objetivo de simplificar los calculos.

Grassmann contindo escribiendo e introdujo una serie de nuevas homenclaturas, asi:

e [apB] = PB- a:elvectorque iniciaen ayterminaen f.

e [pp] = 0:cuando se parte de un punto determinado y se regresa él, no se forma

un segmento de linea dirigido.

e [pa] = — [ap]:lamisma linea pero en direccion contraria.

Con base en lo anterior, procede a definir el producto interno entre y y &, de la
siguiente manera:

YI6 = y161 + v26; + v363 =4ly
donde el angulo 8 formado entre y y &, es:

_ Y161 | V20, Y303
y|6—ab( ab * ab * ab

y la magnitud del hipernimero y, esta dada por la expresion:

Jrly = Jr2 + 722 + y52

De lo anterior, podemos decir que el producto interno de Grassmann de dos

) = ab cos@

hipernimeros primarios es semejante a la parte escalar del producto de cuaterniones de
Hamilton.

Ahora para el producto externo, Grassmann escribe:

R=[yd] = (y205 — v362)[az as] + (¥361 — v163)[as aq]
+ (y162 —v261)[a; az]
El cual representa un hipernimero de segundo orden, donde su magnitud es:
IR =\/ﬁ = {1203 — v362)* + (¥361 — v183)* + (116, _V251)2}1/2
1/2

5 5 53\
IR| = ab{l— (V;b1 + y;bz + y2b3> } = absin@
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Como podemos ver, este Ultimo resultado representa geométricamente el &rea de un
paralelogramo determinado por los vectores-lineas y y &. Desde un punto de vista, de
producto de unidades primarias, este representa la parte vectorial del producto de
cuaterniones de Hamilton.

Posteriormente, a partir de la relacion entre el producto interior de un hipernimero g
con el producto exterior de dos hipernimeros y y &, Grassmann dedujo el producto P para
el caso tridimensional, como se muestra a continuacion:

P = [y6lB = (263 — v302)B1 + (¥361 — v163)B2 + (y162 — 261 )PB3

Pero si lo observamos bajo la estructura de determinantes se expresaria:

Y1 61 P1
P=ly, 6, P
Ys 63 Ps

Desde una interpretacion geométrica, este determinante representa el volumen del
paralelepipedo formado por los vectores-lineas y, 6 y .

Al final de la seccion aplicada Grassmann hizo un tratamiento moderno de ciertos
temas como sistemas de coordenadas, transformacion de coordenadas y la ecuacién del
plano en términos de puntos.

En términos modernos, podemos decir, que Grassmann fue el primero en introducir la
idea de espacio vectorial cuando define las cantidades extensivas que son hipernimeros con

n componentes, aunque no fue tenido en cuenta por sus concepciones filoséficas.

3.4 Elementos del analisis vectorial de Gibbs

El principal interés de Gibbs fue en las matematicas como ciencia aplicada, por esta razon,
en el afio de 1881 escribié un folleto Elements of Vector Analisis, el cual contiene una
variada mezcla de notaciones de Hamilton y Grassmann. Este folleto posee muchas ideas

similares al moderno analisis vectorial, donde desarrollo un calculo simbolico separando las
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partes vectorial y escalar del cuaternion. Ademas este folleto estd compuesto por cuatro
capitulos, asi:

El primer capitulo titulado Algebra of Vectors, estudié a profundidad los conceptos de
producto escalar y vectorial, los cuales los consideraba fundamentales en fisica y
geometria. En este sentido, introdujo:

a . B: Producto skew (escalar).

a X B: Producto directo (cruz)

Adicionalmente probd las siguientes propiedades:

a.f = p.a
axXx f=—-fFXa
a.p= xx'+ yy +zz’
axXf = (yzo — zy )i+ (zx>— xz')j+ (xy — yx')k
a x[Bxy]= (a.v)f- (a.B)y
[a X B] X [y X 6B] = (a.y x8y)B- (B.¥y X §)a

El segundo capitulo titulado Dif€rential and Integral Calculus of Vectors, introduce el
operador 'y hace un tratamiento extenso de las matematicas en la teoria potencial.

Posteriormente, Gibbs en los capitulos 111 y IV se centrd en la funcién vectorial lineal,
exponiendo que la suma de dos vectores cualesquiera es igual a la suma de las funciones
vectoriales individuales.

El folleto de Gibbs, Elements of Vector Andlisis, alcanza popularidad gracias a su
estudiante Edwin Bidwell Wilson (1879-1964) quien escribié un libro basado en las clases
de Gibbs, dividiéndolo entre partes, las cuales son:

e La primera parte, trato la adicion y los productos escalar y vectorial entre vectores.

e Lasegunda, trabajo el calculo diferencial e integral en relacién a funciones escalares

y vectoriales.
e La tercera parte, esta relacionada con la teoria de funciones vectoriales lineales.
Incluyendo diferentes formas de producto de tres y mas vectores e igualmente la

expansion en términos de determinantes.
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Gibbs fue un seguidor apasionado de los trabajos de Grassmann e hizo importantes
contribuciones al desarrollo del analisis de vectorial, porqué se centr6 principalmente en la

formulacion de la notacion.
3.5 Aportes de Oliver Heaviside al analisis vectorial

Oliver Heaviside (1850-1925), es considerado como el sucesor de Maxwell en el
tratamiento matematico de la teoria de electromagnética. Mediante la utilizacion del
sistema del cuaternién desarrollo un método vectorial que le permitid representar las
numerosas cantidades fisicas (vectoriales) de una manera mas asequible a la comunidad
fisica.

En un documento titulado Electrical de 1855, Oliver presento su sistema de analisis
vectorial, el cual es idéntico al de Gibbs y al sistema moderno.

En su libro The Relations between Magnetic Force and Electric Current (1882-1883),
Heaviside present6 la nocion de integral de linea alrededor de una curva cerrada, que en

notacion moderna se representa, asi:

B~Csi3€B=¢C39
a a

donde « es una curva cerrada.

En 1883, Heaviside publicd un documento titulado Sume Electrostatic and Magnetic

Relations, donde utilizé el término divergencia, que simbolizé6 como V,40 aplicandolo a
funciones vectoriales. Precisamente, en la seccion The Operator V and Its Aplications, hizo
una presentacion del uso de este operador, de la siguiente manera:

Supongamos i, j, k tres vectores rectangulares de unidad de longitud, paralelos a X, Y,
Z. Entonces Xi expresaria un vector de longitud x, paralelo a X y asi sucesivamente. De lo

anterior, podemos escribir:

%9 «Cuando un vector (cantidad dirigida) B, se relaciona con otro vector C, entonces la integral de linea de
B alrededor de cualquier curva cerrada, es igual a la integral de C a través de la curva, el vector C es
llamado Curl del vector B” (Crowe, 1985, pag. 163).
0 Aunque Gibbs introduce este operador ¥ en la Dif#rential and Integral Calculus of Vectors.
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R = Xi+ Yj+ Zk
es una funcion escalar de posicion, donde “ + ’significa combinacion de velocidades.

Tenemos que:

Ahora si lo multiplicamos por R tenemos:
R = (i + j% + k=) (Xi +Y ] +Zk)()

La expresion anterior, nos indica la direccién en la cual R crece o decrece mas
rapidamente.

Adicionalmente, Heaviside incorporo6 los siguientes convenios,

i2 = jZ= k2 =-1
ij = k, jk =1, kji =j

y obtenemos,

R=(Gtora) il —w) i —w) (G - 5)e
Esto es,
VR = ConvR + CurlR (3)

Las ecuaciones (1), (2) y (3) son tres formas distintas de la misma operacion y en efecto
varian de acuerdo a la naturaleza en cuestion. Adicionalmente, Heaviside dio la expresion
para un vector en términos de i, j, k. Al igual que Gibbs un vector es la parte vectorial del
cuaternion y se puede considerar independiente de este, asi.

v =ai + bj + ck
donde a, b y ¢ son componentes reales, i, j, y k son vectores unitarios a lo largo de los ejes
X,y Y z, respectivamente. Posteriormente, Heaviside definié el operador
v=1i+j+k

Ademas introdujo la adicidn, sustraccion y usé solo la parte vectorial del cuaternion para
representar cantidades fisicas, es decir « = ai + bj + ck. De acuerdo a esta nueva notacion
introdujo dos nuevos tipos de multiplicacion de A=ai+bj+ckyB = ai+ bj+ ck,
la cual definio simbolicamente, asi:

e AB: Producto escalar.
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IV AB : Producto vectorial.

Del producto escalar podemos concluir:

Posee una caracteristica nueva porque el producto de dos numeros reales o
cuaterniones siempre es un nimero de la misma naturaleza, mientras que el
producto de vectores no necesariamente lo es.

Este producto puede ser cero (vectores ortogonales) sin que ninguno de sus
elementos sea cero.

No podemos determinar un vector o un escalar r talque r = a/b’ siendo a y b

vectores. Por un lado si r es un vector, entonces, rb no seria igual al vector a, ahora
si r fuera un escalar, entonces, rb no seria tampoco igual al vector a. Esto lo que

muestra que el cociente entre vectores no esta definido.

Del producto vectorial podemos concluir:

De dos vectores es un vector perpendicular a ellos.

De dos vectores paralelos es cero aunque ningudn factor lo sea.
No es conmutativo.

No es asociativo.

No tiene inverso.

Lo trascendental que se muestra aqui, es la libertad que goza las matematicas a la hora

de construir algebras que no necesitan satisfacer necesariamente las propiedades
fundamentales que dictaba el principio de permanencia de forma.

Uno de los aportes importantes de Heaviside tiene que ver con la socializacion de los

tratados de las ideas de Maxwell, las cuales eran bastantes complicados y tediosos.

3.6 Aportes de William Kingdon Clifford al analisis vectorial

Parece que uno de los precursores en tratar de hacer un acercamiento del analisis del
cuaternion al analisis vectorial fue William Clifford (1845-1879) en su libro Elements of
Dynamics. En Inglaterra trabajo fuertemente las geometrias no-euclidianas por influencia

de Riemann y Lovatchevsk y cred un tipo de algebra asociativa (algebras de Clifford), la
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cual generalizo al cuerpo de los nimeros complejos y a los cuaterniones de Hamilton. Su
principal contribucion al andlisis vectorial fue en cuanto al producto vectorial, asi:
e En su obra Elements of Dynamics,1878 introduce el producto vectorial mediante la

utilizacion de la teoria formal de determinantes, como se muestra a continuacion:

i j k
Q = RXP= Rx Ry RZ
P, B, B

Q = RxP= (R,P,—R,P,R,P,— Ry, R.P,— R,P,)
Q = (QuQy,Q;) = (RyB, —R.P,R,P. — Ry, RP, — RyP,)

Qx = RyP, —R,Py

Qy= R.P— R.P,

Q.= R.P,— R,P,

e Presento la nocion de producto geométrico, que una combinacién de producto

escalar y vectorial, similar al producto de cuaterniones para n-dimensiones, asi:

rq =1r-q+rAq
No obstante, con la ayuda de su producto geométrico* interpreta el area de un
paralelogramo generada por el movimiento de un vector ab sobre un vector ac y
define el producto vectorial como un vector de longitud (ab - ac)sinbac y la
direccion depende del sentido del recorrido. Mientras que el volumen construido por
la traslacién de ab (el cual es un area) a lo largo de ac es el producto escalar, como
la magnitud (ab - ac) cos bac.

La utilizacion de simbolos para representar vectores y las operaciones con ellos ofrecen
un método abreviado, eficaz y muy atractivo para expresar las leyes en fisica y en
geometria. Ahora bien cuando el algebra de vectores es extendida a vectores variables,
comor (t) = x ()i +y (t)j +z (t)k, donde x (t), y (t) y z (t) son funciones reales de
t, entonces r (t) es una funcion vectorial. La cual nos permite describir una curva, si los

diferentes vectores que se obtienen para valores determinados de t son trazados a partir de

* Esta idea de producto geométrico de Clifford es el mismo al producto de Grassmann (Crowe, 1985, pag.
71)
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un cierto punto fijo, entonces, los extremos de estos vectores que son puntos en el espacio
que describen la trayectoria de la curva. Es bajo esta misma premisa, que la funcién
vectorial de una variable real t sea muy similar a la funcion ordinaria en el plano. En

sintesis esto nos permite expresar muchos teoremas del andlisis en una forma vectorial.

3.7 La importancia de la creacion de los cuaterniones

En principio, Hamilton pensdé que su sistema constituia la base de todo el edificio
matematico. Sin embargo, al final lo inundé la desazén al percibir que su sistema era uno
mas de los muchos posibles. Hoy sabemos que esto, antes de constituir una limitacion, es
un indicativo del potencial intrinseco de sus investigaciones.
El libro Lecturas Sobre Los Cuaterniones de Hamilton, es importante por tres
razones:
i.  Le permitio mostrar la legitimidad de los numeros complejos.
ii. A través de los nimeros hipercomplejos se describe un método de analisis para el
espacio tridimensional.
iii. Lo maés importante es que encontré6 un método analitico que podia ser extendido
para asumir la legitimidad de los numeros hipercomplejos.
De cualquier forma, el aporte de Hamilton a las matematicas es indiscutible; Nadie pone
en duda que fue el pionero de una concepcidn de algebra mas ampliada de la que se tenia
hasta principios del siglo XIX, y que percibio los principios modernos del andlisis vectorial.

3.8 Los problemas de recepcion y difusion de los tratados de analisis vectorial

Al igual que muchas disciplinas novedosas, la recepcion de los cuaterniones tuvo muchas
dificultades. La verdad es que los nimeros complejos, los cuaterniones, el sistema de
Grassmann, y el sistema del analisis vectorial de Gibbs-Heaviside fueron lentamente

aceptados; este hecho le causaba mucho desconcierto a Hamilton y a Tait. Sin embargo,
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sabemos que muchos matematicos aportaron en la consolidacion y difusién. El siguiente

cuadro puede servir de sintesis:

[ ~

Argand, Mourey, Warren < Geometria de representacion
Gauss Vv otros de los nimeros complejos.
—
~

Gauss, De Morgan, Concepcion General de
Peacock, Clifford y otros n p

algebra
Trabajos -

Bellavitis, Mobius, Grassmann,

Wessel, Servios, Gauss, Argand,

Francais, Mourey, Jhon Graves,
De Morgan, Hamilton, Tait y otros

\

Aportes sobre la Representacion
Geomeétrica de puntos en el
Espacio.

Uno de los principales difusores del analisis vectorial en Norteamérica fue el
matematico Benjamin Pierce, quien fue profesor de astronomia y matemaéticas en Harvard
durante el periodo de 1833 a 1880.

En Francia el libro de Hamilton era poco aceptado. Unos afios mas tarde, Frenchmann
Alexandre Allégren (1862), publicé el primer libro sobre los cuaterniones, el cual tuvo
poca difusion.

En Italia, Giusto Bellavitis en 1858 y 1862 publicaron documentos explicando el
sistema de los cuaterniones, y finalmente extendido a Rusia por Tait (1862).

Tait publicd cursos sobre otras aplicaciones de cuaterniones, matematicas, fisicas e
incluyendo algunas en Electro-Dinamica.

Como vemos el sistema de analisis vectorial no s6lo progresé en relacion al desarrollo
de la fisica sino también en relacion al desarrollo de las matemaéticas; fundamentalmente

con el desarrollo del algebra desde 1840 a 1890.
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Las primeras publicaciones extensivas del analisis vectorial aparecieron en Inglaterra,
Alemania e Italia, y fueron incluidas en un libro sobre electricidad presentada desde un
punto de vista Maxwelliano.

El matematico aleman August Otto Foppls (1854-1924) publicd Einfuhrung in die
Maswell”sche Theorie der Elektricitat (1894), libro trascendental no sélo en la historia del
andlisis vectorial al presentar una determinada manifestacion del moderno andlisis
vectorial; sino también en la historia de la electricidad. Es la primera exhibicién en
alemdn mostrada en afinidad con las ideas de Maxwell. En la exposicién de sus
argumentos vectoriales sigue el parentesco sefialado por Heaviside en sus documentos.
En los primeros capitulos expone el analisis vectorial, el empleo del simbolismo de
Maxwell y primordialmente el de Heaviside.

Otra publicacion de Foppls Vorlesungen Uber Technische Mechanik (1897-1900),
consta de cuatro volimenes, en el cual hace uso extensivamente del andlisis vectorial.

Edwin Bidwell Wilson (1879-1964), publicé Vector Andlisis (1901), constituyo el
primer libro de una amplia manifestacion del sistema de analisis vectorial, en el cual
implanta calculos vectoriales y ciertos desarrollos con relacion a la funcién lineal. Fue un
texto para el uso de los estudiantes de matematicas y fisica, creado en base a las lecturas de
Gibbs (Pag., 289).

Alfred Heinrich Bucherer (1863-1927), public6 en Alemania Elemente der
Vektoranalysis mit Beispielen aus der Theoretischen Physik (1903), cubrié los mejores
temas en analisis vectorial (adicién, multiplicacién, la diferenciacion de vectores, teoria de
potencial y teoremas de transformacion) con la exclusion de funcion vectorial lineal.

El fisico aleman Richard Martin Gans (1880-1954) publico Einfuhrung in die
Vektoranalysis mit Anwendungen auf die Mathematische Physik (1905), donde abordo
algunos temas como adicion, multiplicacion, diferenciacion vectorial, teoremas de
transformacion, coordenadas curvilineas y calculo integral de vectores. Posiblemente llega
al analisis vectorial a través de sus escritos sobre electricidad.

Posteriormente, el fisico aleman Siegfried Valentiner's (1876-1958), publicé

Vektoranalysis (1907), dedicado a la discusion de aplicaciones de andlisis vectorial en la
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electricidad y la mecénica; incluyendo un procedimiento de la funcion vectorial lineal,
expuesto desde el punto de vista de Gibbs, influenciado por la tradicién Heasviside-Foppl.

Cesare Burali-Forti (1861-1931) y Roberto Marcolongo (1862-1943), publicaron
Elementi di calculo vettoriale con numerose aplicacion alla geometria, alla mecanica e
alla Fisica-Matematica (1909), lo fragmentaron en dos partes:

I. Produtto Vettoriale e Interno, su producto escalar fue en correspondencia con la
tradicion Grassmanniana. Mientras que, su producto cruz con la tradicion Hamilton-
Heaviside-Gibbs. Ademas tratd con notaciones en un plano y calculo diferencial de
vectores.

ii. La otra parte con aplicaciones a la geometria, la mecanica, la hidrodinamica, la teoria
elastica (Pag. 237).

El fisico Joseph George Coffin (1877- ), publicdé An Introduction to Vector Methods

and Their Various Aplications to Physics and Mathematics (1909), incluyd los
principales temas en analisis vectorial hasta la funcion vectorial lineal. Continué la
tradicion Gibbs-Wilson en simbologia y métodos.

Dr. Vladimir Sergeyevitch. Ignatowsky (1875-1942) publicé Die Vektoranalysis und
Ihre Anwendung in der theoretischen Physik (1909-1910), present6 el algebra y
calculos de vectores, incluyendo coordenadas curvilineas y una seccion concerniente a
tensores. Su interés fue primordialmente en electricidad, justamente public6 Solution of
Some Problems of Electrostatics and Electrodynamics with the Help of Vector Analisis
(1902), su tradicion fue implantada por Alfred Heinrich Bucherer (1863-1927), Gans y
sigfried Valentiner (1876-1958).

Es de anotar que, la tradicion que adopt6é en forma moderna del analisis vectorial fue
la instaurada por Gibbs y gobernada por los libros de Edwin Bidwell Wilson (1879-1964)
y Coffin. Ademas Gibbs fue el que mejor notacion desarrollo para el analisis vectorial.

Mientras que la tradicion de Heaviside fue la que mas influencia tuvo en el desarrollo
de las ideas de Maxwell. Pero a su vez éste Ultimo estuvo posiblemente motivado por

Tait para el estudio de los cuaterniones.
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CAPITULO 4

TRATADO DE PETER TAIT

El objetivo de este capitulo es presentar un andlisis epistemoldgico de los dos primeros
capitulos del libro Elementary Treatise on Quaternions, del matematico escocés Peter
Guthrie Tait. Este tratado constituye uno de los casos mas relevantes de trasposicion
matematica.

Tait nacio en Dalkeith, Midlothian, cerca de Edimburgo, Escocia, en el afio 1831. En
1841 ingresé a la Academia de Edimburgo, donde fue compafiero de James Clerk Maxwell.
En su primer libro, escrito en coautoria con W. J. Steele, Dynamics of a Particle, Tait ya
empieza a demostrar su preocupacién por la matematizacion de la fisica. En 1853 obtiene
una primera copia del libro de Hamilton Lectures on Quaternions. Tal como refiere en una
de sus cartas a Hamilton, esta lectura solo le sirvio para tomar algunas notas generales. Su
verdadero interés por los cuaterniones, lo continto incrementando durante el resto de su
vida, data de 1857.

En principio, Tait se pregunt6 por las motivaciones que guiaron a Hamilton hacia sus
resultados. En esta perspectiva mantuvo una calida relacion epistolar con el propio
Hamilton. Sin embargo, su interés investigativo era establecer las aplicaciones de los
cuaterniones a la fisica. Para dar cuenta de ello, Tait debid estudiar a profundidad todos los
aspectos conceptuales de los cuaterniones, llegando a la conclusion de que eran una
herramienta de gran ayuda para los gedmetras y los fisicos.

Aungue la mayoria de conceptualizaciones originales no corresponden a Tait, es
considerado como uno de los precursores del anélisis vectorial. Su importancia histérica es
indudable, pues liderd, desde 1865, la recepcion y divulgacion del sistema, por dos razones:
En primer lugar, visualizé un andlisis vectorial moderno de gran utilidad para los fisicos.

En segundo lugar, entendié que, a pesar de la originalidad, los desarrollos de Hamilton

eran de dificil comprension. En sintesis, su principal idea fue exponer de una manera
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sistematica los pensamientos de Hamilton, organizar los conceptos y establecer relaciones
de causalidad.

El libro de Peter Guthrie Tait Elementary Treatise on Quaternions (1867), contiene los
principios fundamentales del analisis vectorial que ain mantienen su vigencia. Los
contenidos de los textos tipicos de andlisis vectorial y algebra lineal actuales, guardan la
secuencia y el método establecido por Tait.

En este trabajo de tesis nos centraremos en los dos primeros capitulos. Que dan razon de
los elementos necesarios para alcanzar los objetivos propuestos, y se relacionan con la
instauracion del vector como objeto matematico. En el primer capitulo, Tait recoge los
elementos y antecedentes que permiten incorporar la definicion de vector de manera
moderna. Mientras que, en el segundo capitulo Tait utiliza la teoria de los cuaterniones de
Hamilton para dar cuenta de algunas propiedades y generalizaciones vectoriales.

Capitulo 1: Los vectores y su composicion. En este capitulo, Tait incorpora la nocion
de vector. Definiendo las operaciones de suma y resta entre vectores, y la multiplicacion de
un vector por un escalar. Posteriormente, introduce la diferenciacién de un vector en
términos de una variable escalar. Crowe afirma que este capitulo perfectamente podria
servir como un primer capitulo de cualquier texto moderno de analisis vectorial (Crowe,
1985, pag. 122). Dicho capitulo, presenta varios ejemplos de aplicaciones geométricas y
fisicas.

Capitulo 2: Productos y cocientes de Vectores. En este capitulo, Tait se centra en el
estudio de los cuaterniones. Muestra que el producto de dos vectores es un cuaternion; la
parte negativa es el producto escalar y la positiva el producto vectorial. Acorde con el
moderno analisis vectorial, muestra que el producto punto cumple la propiedad
conmutativa, mientras que el producto cruz no.

4.1 Revision del capitulo I del tratado de Tait: de los vectores y su

composicion

En este capitulo, Tait desarrolla algunas nociones basicas que le permiten introducir la
nocion de vector. Lo interesante de esta presentacion, es que no va directamente a los

aspectos técnicos, sino que establece los desarrollos tedricos necesarios para llegar a sus
96



conceptualizaciones. Principalmente toma como referencia el problema histérico sobre la
representacion geométrica de las cantidades algebraicas. En este sentido, Tait empieza
Ilamando la atencién en el desarrollo del universo numérico a partir de la solucion de
ecuaciones. La cuestién es que después de aceptar las cantidades negativas e imaginarias®,
se plantea la necesidad de representarlas geométricamente.

Para Tait, el problema de la representacion encuentra una salida apropiada a través de la
geometria analitica de Descartes. Siguiendo las ideas de Wessel y Argand, Tait representa
las cantidades negativas mediante la utilizacion del concepto de segmento dirigido; para el
caso de las cantidades imaginarias utiliza el plano cartesiano.

4.1.1 Las cantidades imaginarias como rotaciones

Con Tait, se generaliza la convencion de representar las cantidades reales en el eje
horizontal X y las cantidades imaginarias en el eje vertical Y; concretamente, Tait plantea,
como aun lo hacemos, la representacion de las cantidades:

+1,vV/-1,-1,-v=1

Todas ellas se pueden generar operando v—1, de acuerdo con la siguiente tabla.

1 =1 T1 ] v
VT | |t v | 8

En sintesis, podemos decir que Tait visualiza vV—1, como un operador rotacional sobre

rectas, asi:

Si rotamos el segmento OP , en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del
punto O, un angulo de 90°, se llega de P a Q. Ahora, si realizamos la misma operacion
repetidamente, se llega a S, luego a T y finalmente retornamos nuevamente a P, como lo

muestra la figura 22. De esta forma, en principio, se generarian las cuatro rotaciones

*2 Tait las llama raices imposibles. Més adelante las designara como cantidades imaginarias. En algunas
ocasiones utiliza el signo w para representar v—1. El apelativo de “nimeros complejos” se debe a Gauss,
quien lo usé en el ensayo Theorie Residuorum Biquadraticorum de 1831. En ese mismo ensayo, Gauss utiliza

la notacion de i parav—1.
97



bésicas de 90°. En general la cantidad a + b vV—1, se puede representar como un punto en

el plano: M = (a,b ). A su vez el segmento OM se ha originado de rotar un segmento

alrededor de O, un angulo de a. Se tiene que la longitud del segmento OM = || r | =
| (a,b) || = va? + b?y su direccién con el eje X, estaria determinada por el

. . _ b
angulo « igual tan™? (;)

M = (ab)

Figura 22: Muestra como Tait generd todas las cantidades imaginarias, mediante la
rotacion del segmento OP en sentido contrario de las manecillas del reloj

alrededor de un punto fijo, un angulo de 90°.

Tait muestra que si, en general operamos con cosa + +—1 sina, sobre una recta

cualquiera dentro del plano, se produce una rotacion que depende del angulo «a, asi:
(cosa + V=1 sina) (a + V=1 b) =acosa —b sina + Vv—1(a +b cosa),

Lo cual significa que:

(i) La recta conserva su longitud, puesto que:

\/[(acosa—bsina:)2 + (asina + bcosa)?] = \/(a2+ b?)
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(i) Su direccidn con respecto al eje de las X estaria dada por:

b
a sina + b cosa tana + — b
tan‘l( b s ) = tan! 5 a = a + tan’! (—)
acosa —b sin 1—7tana a

En este orden de ideas, Tait generaliza el problema de las rotaciones en el plano
utilizando los resultados establecidos, desde hace su siglo, por el matematico francés
Abraham de Moivre (1667 — 1754), segun el cual,

(cos a + V—1 sin a)m = cos(ma) + sin(ma)
Podemos decir lo siguiente:
i.  El primer miembro de la igualdad representa las operaciones de un producto de m
rotaciones sucesivas, de un angulo «a.
ii.  El segundo miembro de la igualdad experimenta una rotacion unica de un angulo
m «a de una sola caracteristica.

En el apartado 11, de este primer capitulo, Tait aborda el problema de la representacion
en el espacio. Para ello alude a los trabajos del matematico francés Francois Joseph Servois
(1768-1847), quien habria desarrollado un tratamiento de los cuaterniones*® antes que
Hamilton. Para Servois, la generalizacion de la expresion a + b+/—1 del plano, en el
espacio tomaria la forma:

pcosa + qcosa + r cos a,
la cual corresponderia a la representacion de un vector unitario, cuya direccion estaria dada

por los angulos a, By y con respecto a los tres ejes. De acuerdo a p, q y r Tait expresa:

El [Servois] asegura facilmente que p, g,  no pueden ser cantidades reales, se pregunta: “;Serian
ellas imaginarias, reducibles a la forma A + B+—1? Esta es una cuestién que él no responde.

Veremos (en el capitulo siguiente) que no son otra cosa que los i, j, k del calculo de Cuaterniones
(Tait, 1873, pag. 6)

En el apartado 12, Tait hace referencia a las maultiples contribuciones respecto al
problema de la representacion espacial, tal como el mismo Hamilton reconoce. Al respecto
Tait dice:

* Publicacién hecha en 1813, en los Annales de Gergonne.
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En el prefacio de su obra titulada Lectures on quaternions, Hamilton nos ha dado una exposicion
licida y completa, y al mismo tiempo muy imparcial, de titulos que sus predecesores han hecho
valer en el género de estudios que venimos de obviar. (Tait, 1873, pag. 6)

Para Tait, a nadie mas que a Hamilton se le puede sefialar como el descubridor de

v— 1, como operador basico para representar direcciones en el campo de la geometria.
4.1.2 La definicion formal del vector como objeto matematico

Del apartado 15 al apartado 28, Tait establece las nociones y definiciones béasicas que
histéricamente corresponden a la legalizacion del concepto de vector como objeto
matematico. Para ello, Tait sabe que no es suficiente la definicién en si misma, sino
también la incorporacion de una operatividad relativa a estos nuevos objetos.

Teniendo en cuenta que la ubicacion de un punto en el espacio queda determinada por
tres componentes (datos numéricos, dice Tait), la recta AB, que une dos puntos A y B
quedara determinada también por tres valores**. Desde esta perspectiva, Tait, entonces

enuncia su resultado fundamental:

Definicion: “Todas las rectas iguales y paralelas son susceptibles de ser representadas por un
mismo simbolo, y este simbolo dependera de tres elementos humeéricos. Es bajo esta relacion que
una recta se denomina vector”. (Tait, 1873, pags. 8-9)

Es importante poner de manifiesto las siguientes observaciones:

1. Tait no establece, como lo hacemos actualmente, diferencia entre recta y segmento.

2. Dado el vector AB , Tait denomina al punto A4 origen, y extremo al punto B. En seguida
afirma que se puede visualizar un vector como un vehiculo que transporta un punto de
A hasta B.

3. Aungue Tait no lo establece explicitamente, de forma implicita maneja el hecho que si
A = (xl,xZ,xg)yB = (yll yz, y3),ent0nces

AB = (X1—Y1, X2— Y2 X3—Y3).

* Lo interesante aqui es que Tait nos muestra que una recta en el espacio no dependera de los ejes

coordenados sino de tres elementos numéricos.
100



e EIl segundo punto es muy importante pues le permite tener una interpretacion fisica de
los vectores. Como hemos dicho antes, este es uno de los aspectos que mas movilizaba
a Tait en sus investigaciones.

e EIl punto tres aparece de manera mas clara en el apartado 18, cuando define igualdad

entre vectores.

Definicion: “Si representamos AB por « (el cual dependera de tres valores), y si CD es igual en
longitud a AB y paralelo a AB , entonces AB = CD = a.” (Tait, 1873, pag. 9)

Esta es una definicion de vector como clase de equivalencia, la cual puede visualizarse

en cualquiera de los textos modernos de algebra lineal y andlisis vectorial.

4.1.3 La adicion de vectores

Basado en las definiciones anteriores Tait procede a introducir la operacion de suma

vectorial, asi:

Definicion: Sean A,B,C tres puntos cualesquiera, donde AB = a, BC = f, AC = v,

establezcamos la siguiente relacion:

B + C = AC & a + B = y (Tait, 1873, pag. 9)

Con base a esta definicién algebraica, Tait interpreta fisicamente la regla de adicion de
vectores por medio de composicion de velocidades simultaneas, tanto para el valor como

para la direccion de la velocidad resultante, como muestra la figura 24.

A

Figura 24: Muestra la suma triangular entre los vectores AB = a,
BC = f, AC = v, quedacomo resultado: ¢ + B = y
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De esta forma, podemos decir cuando la posicion de C coincide con la posicién A, se
tiene entonces que:
A=C > AB + BC = AB + BA = 0.

A continuacion Tait, le da significacion al signo “—”, estableciendo que cuando es
aplicado a un vector, le cambia su direccion, por lo tanto:
‘BA = —AB
Siguiendo con la interpretacion fisica, y atendiendo a las reglas comunes de la
composicion de velocidades y fuerzas, Tait establece el hecho que si ABC es un triangulo

cualquiera, se tendra que:

AB + BC + CA = 0.
En el caso de un poligono cualquiera resulta:
AB + BC + CD +--- 4+ YZ 4+ ZA = 0.

En general, la regla geométrica para la suma vectores consiste en hacer coincidir el
extremo final del primer vector con el origen del siguiente vector y asi sucesivamente. El
vector resultante de esa suma tendrad por extremo inicial, el origen del primer vector y por
extremo final el del Gltimo vector de esa sucesion.

De acuerdo a lo anterior, Tait presenta el siguiente ejemplo:

Sean AL, BM, CN vectores como muestra la figura 25. Ahora procedamos hallar la

suma AL + BM + CN con origen en el punto dado O. Iniciamos colocando el punto A

en 0, construimos el vector OL, = AL, paralelos entre si. Luego colocamos B en L1,

construimos el vector M1 N1 = CN, también paralelos entre si. El resultado de esta

suma es el vector ON 1.
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A Ll

0

Figura 25: Muestra que dado tres vectores AL, BM, CN como realizar la suma AL + BM + CN
teniendo como oriaen 0. el vector resultante de esta sumaes: ON 1.

4.1.4 Multiplo escalar de un vector

En seguida Tait define la operacion entre el universo numérico de los escalares y los

vectores.

Definicion: Si componemos un nimero cualquiera de vectores paralelos entre si, el resultado sera
un multiplo de uno de ellos por un nimero abstracto (Tait, 1873, pag. 9).

Supongamos los puntos A,B,C situados sobre una misma recta, como muestra la figura
26. Tait, escribe, tal como lo hacemos hoy, BC = x AB , donde x es un factor numérico,

aclarando que x sera positivo cuando B esta entre Ay C, y negativo en los otros casos.

Figura 26: Muestra geométricamente como Tait realiza el
multiplo escalar de un vector, asi: BC = x AB
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4.1.5 Componentes de un vector

Este es uno de los tratamientos propiamente moderno que establece Tait con sus vectores, y

constituye la forma del vector como una tripla ordenada. Concretamente, Tait establece:

Un vector cualquiera puede ser descompuesto en tres componentes paralelas a tres vectores dados,
no paralelos entre ellos dos a dos ni paralelos a un mismo plano. Esta descomposiciéon no puede
hacerse mas que de una sola manera. (Tait, 1873, pag. 13)

Para explicar la descomposicion vectorial, Tait recurre a la siguiente figura 27:
C

Figura 27: Muestra geométricamente como Tait realiza la
descomposicién rectangular de vectores

Supongamos 0OA, OB, OC son tres vectores fijos y OP un vector cualquiera.

Tomando PD paraleloa CO y DE paraleloa BO se tiene,

OP = OE + ED + DP#*
Por el apartado anterior, se tendré que:
OP = x0A + y0OB + z0C & p = xa + yB + zy
donde a, B, y corresponden a un sistema vectorial que cumple las hipotesis, y x, y, z son

los coeficientes numéricos que dependen de los vectores correspondientes.

“ Modernamente, si un vector V_ se representa por medio del segmento orientado que va del punto (x 4,y ;)

al (x,,y,), entonces la expresion en componentes de VeV = al + b7’ siendo a= x,—x4, la
componente horizontal y b = y , — y 4, la componente vertical.
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De lo anterior, Tait llama la atencion en el hecho que en el caso de tres vectores
unitarios, Hamilton utiliza los simbolos i, j, k para designar el vector:
p = xi + yj + zk
donde i, j, k corresponden a vectores unitarios en direcciones perpendiculares y x, y, z se
pueden visualizar como las aristas consecutivas de un paralelepipedo rectangular, siendo p

el vector-diagonal correspondiente en el paralelepipedo, como muestra la figura 28:

k

A

v

i
Figura 28: Muestra geométricamente que las aristas de un paralelepipedo rectangular

estdn formadas por vectores unitarios, siendo p = xi + yj + zk,
el vector—diagonal.

4.1.6 Interpretaciones fisicas

En este capitulo, un aspecto enmarca la relacion del calculo vectorial con la fisica, es el que
tiene relacion con el movimiento. Para Tait el calculo vectorial constituye la herramienta
fundamental para describir el movimiento. Como hemos visto antes, el vector es
considerado por €l como un vehiculo de desplazamiento. Para abordar este aspecto, Tait
debe primero que definir geométricamente algunas curvas y utilizar el calculo diferencial al

estilo de Newton como él mismo lo certifica.
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Las curvas en el espacio

En el apartado 31, Tait define la nocion de curva en el espacio. Para ello utiliza
combinaciones de vectores y funciones escalares, las cuales, modernamente corresponden a
las funciones paramétricas de una curva*®. En la actualidad no se tiene ningin problema
definir una curva como una funcion vectorial en la variable t. Gracias a que tanto la
velocidad como la aceleracion son magnitudes vectoriales, permiten introducir la nocién de
funcion vectorial:
p:l R — R3
p(t) = (2 (), x, (), x5 ()
Tait escribe la ecuacién de una curva de la siguiente forma:
p=2Xpa

donde cada a es un vector y cada p es una funcion escalar que depende de t*7. En este
sentido plantea que, en general, para hacer referencia a una curva usara la representacion:

p = o(t)
La matematizacion del movimiento.

En el apartado 32, Tait aborda algunas cuestiones del calculo diferencial, basandose en la
nocion de curva definida antes. Los desarrollos de Tait siguen los delineamientos del

calculo de fluxiones de Newtén, como él mismo Tait lo hace notar:

¢ Un movimiento curvilineo en el plano no puede describirse de manera completa por medio de una Gnica
ecuacion de dos variables, porque por un lado necesitamos de dos variables para denotar la posicion del
objeto y por otro, una tercera variable para denotar el instante de tiempo en el que el objeto se encuentra en
una posicién determinada. En este sentido, para representar un movimiento curvilineo en el plano utiliza tres
variables (Tait les llamo elementos numéricos): las coordenadas de posicién x e y, y la tercera variable
llamada parametro. En otras palabras, una curva plana p es el conjunto de puntos ( f(t), g(t)) que satisfacen
las ecuaciones paramétricas x = f(t) e y = g(t), siendo f y g funciones continuas del pardmetro ¢t en un
intervalo 1.

*"En el texto de Tait no aparece los subindices, pero se supone que deberia ser Y™, p; (t). a;, donde p;(t) es
una funcién de t, y cada a; es un vector.
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Los fundamentos del Calculo diferencial y aquellos de la Dinamica, constituyen las bases de las
leyes del movimiento: nosotros llegamos gradualmente a la conclusidn que el sistema seguido por
Newton en los dos casos, es, después de todo, el mejor (Tait, 1873, pag. 36)

Sea el punto 0, el origen de coordenadas en el espacio, y P un punto de una curva, como
lo muestra la figura 35, entonces:
0P =p = ¢(t).
Para otro punto Q de la curva, se tendra:

0Q =p,; = e(ty) = @(t + dt), donde dt: representa un nimero cualquiera. A partir
de aqui Tait interpreta a PQ como el vector desplazamiento (cuerda-vector) del
movimiento, el cual estara dado por la ecuacion:

PQ = 0p =p1 — p = o(t+0t) — @(t).

op =p1—p

Figura 35: Muestra el proceso mediante el cual Tait
construye el vector desplazamiento.

Como lo hemos advertido antes, “los vectores que intervienen en la funcion ¢(t) son
constantes y los factores que los multiplican son solo variables en funcion de t” (Tait,
1873, pag. 36). Esto le permite, a Tait desarrollar dp como una serie de Taylor:

dp(t) 1 d?e(t)
dp = ot + —————~(9p)? + -
p dt + 2 dt 2 @p)* +

Luego aplicando el limite, es cuando Tait obtiene:

) dp dp .
llm(?)a,;:()_ ac 9 (t)
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Modernamente lo que se muestra aqui es la derivada ¢ (t) de la funcién vectorial®®

@(t) (que asocia a cada punto t el vector de posicién del punto mdvil), se define
exactamente de igual forma como la derivada de una funcion real, asi:

(¢) = lim p(t +0t) — p(t) lim ap(t)
¢ T At —o at o at —0 ot

si el limite existe, entonces ¢ ( t ) serd tangente a la curva recorrida por ¢.
Descripcion de la velocidad instantanea
Después del tratamiento anterior, Tait busca describir la velocidad (instantanea) en cada

punto sobre la curva; para ello supone una variacion de tiempos t que experimenta cada

punto cuando cambia de una posicion a otra, como muestra la figura 36:

0

Figura 36: Representa la manera como Tait describe la velocidad
instantanea en cada punto sobre una curva.

* Modernamente, sea S una funcion vectorial definida por s =f(@)7T + g ()7, entonces

lim, ,,, S = [lim_ ., f(®)] T+ [lim,_ ., g (¢)] T siempre que exista tanto lim,  , f(t) como

ellim, _, . g (t).
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En un tiempo t el punto P sobre la curva esta representado por el vector posicion
0P =p = ¢(t),
luego en un tiempo t + dt, la nueva posicion es Q dada por
0Q, =py = o(ty) = @(t + dt),

donde at: representa un intervalo finito o infinitamente pequefio.

De aqui tenemos que el vector desplazamiento a partir del punto P durante este intervalo
de tiempo es:

PQ 1 = OQ 1 - O_P .

Supongamos otro punto Q , sobre la curva ocupado por el movil en un tiempo t +

%at esta representado por el vector posicion 0Q, = <p(t +%6t) y su

desplazamiento esta dado por:

- 1
PQ, = 0Q, — OP = go(t +7at) — @(t)
si fuera rectilineo; pero desde un punto de vista de un movimiento uniforme su

desplazamiento seria:

- - N 1
Pq, = 2P0, = 2(0Q, - 0P ) = 2[<p<t+76t) - (p(t)]
y asi sucesivamente.

En general, el vector desplazamiento sera:

dp = Pq = lim{x[¢(t+%6t> - (p(t)]}x=w= o (t)dt

da ¢ . . . P
entonces, d—f = ¢ (t) representa la velocidad instantanea del movil.

4.2 Revision del capitulo II del tratado de Tait

Aqui Tait intenta dar cuenta los fundamentos de la construccion y el calculo de los
cuaterniones.
El célculo de los cuaterniones reposa sobre la distincion que se establece entre dos tipos

de magnitudes reales. Por un lado, las cantidades numéricas ordinarias y por otro lado, las
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magnitudes que agrupan dos factores: una longitud y una direccién, denominadas
posteriormente vectores.

El objetivo principal de Tait era el estudio de las propiedades de los cocientes de
vectores, su geometria y las reglas que rigen su calculo. Inicio definiendo ciertos conceptos

como en el capitulo anterior, entre ellos tenemos:

4.2.1 Razones vectoriales

La teoria de las razones constituye el vehiculo tedrico que usa Tait para definir el cociente
entre vectores. Esto es algo que nos suena extrafio en la actualidad, pero a la luz del
tratamiento con cuaterniones en Tait parece algo natural. El proceso seguido por Tait
consiste en determinar las operaciones que le permiten llevar uno de los vectores sobre el
otro, asi:
Sean OA = 8§y OB = A vectores y se desea calcular la razon entre ellos. Los pasos
seguidos por Tait son los siguientes:
(i) Aumentar o disminuir la longitud del vector OA hasta que coincida con la de OB, es
decir, encontrar x tal que A = x &, donde x es un elemento numeérico.
(ii) Girar el vector OA alrededor del punto O hasta que coincida con la direccion del
vector OB, depende de tres elementos numéricos que son: «, By y. En este caso, a y
£ determinan el plano en el cual se efect(ia la rotacion de OA y y es el valor de la

rotacion, como lo muestra la figura 37.
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X r 3
Figura 37: Muestra representacion geométrica de la razén entre los
vectores OA = §y OB = A

De aqui se puede deducir que la razon de dos vectores en general depende de cuatro
elementos numéricos distintos (tres rotacionales y uno de longitud), que vistos
sintéticamente corresponden al cuaternién. Desde esta perspectiva, Tait llamé g el

cuaternion que transforma un vector dado en otro vector, de aqui tenemos:

p=qa = q= L - ga-

Por convencion,

La=pata =f y (fa)xa = fx(ata)=p
De esta forma, el cuaternion g es un operador que transforma un vector dado en otro
vector, y de acuerdo a las dos operaciones, intrinsecamente establece una descomposicion
en dos factores operativos, los cuales son:
(i) Una extensién: cuando se varia la longitud del vector dado para que coincida con el
otro vector, la cual llamé Tensor, denotandolo por T.
(if) Una rotacion: cosiste en mover un vector dado hasta que ocupe la misma posicién del

otro vector; el cual llamo Vertidor (del francés Verseur) expresandolo por U.
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4.2.2 Primera forma de representacion de un cuaternion

Baséndose en las primeras nociones Tait represent6 un cuaternion de la siguiente manera:

q=TqUq =UqT4

donde T,: no depende de la longitud de ay f. Mientras que U, depende de sus

direcciones.

Teniendo en cuenta su definicion de vector como una clase de equivalencia (aunque Tait

no emplea tan moderna expresion), Tait demuestra que el cuaternion resultante de la

division de % no depende de las longitudes absolutas y de las direcciones absolutas de los

vectores a y B. Si los cambiamos por otra pareja de vectores el valor del cuaternién no

cambia; asi, como muestra la figura 38:

'/, a 1
0 1 ) A 1
B1
Figura 38: Muestra representacion geométrica de la razén entre los B
vectores 0OA = §y OB = A

De aqui se deduce lo siguiente:

. . 0, B ‘0B
(i) Las longitudes de los vectores cumplen que: # = =

1 1

(i)A, 0, B, yAOB seencuentran en planos paralelos.

(ii)g A, 0, B, =4 AOB, siempre y cuando sean medidos en el mismo sentido.
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4.2.3 Estructura algebraica de los cuaterniones

Como se ha repetido insistentemente, una de las cuestiones interesantes en el tratamiento de
los cuaterniones tiene que ver con su estructura algebraica. Sabemos que, justamente, el
hecho de que su operatividad no seguia las leyes tradicionales dio lugar a una extension en
la concepcidn de algebra que se manejaba. Tait, consciente de ello, no escatima esfuerzos
por describir las propiedades estructurales de los cuaterniones entre ellas: el inverso, el
conjugado, el vertidor (arco), el eje del vertidor de un cuaternion, entre otras. A
continuacion se describen algunas de estos aspectos presentes en la ley que causo

controversia.
La ley anticonmutativa para la multiplicacion de cuaterniones

Tait para mostrar que la multiplicacion de cuaterniones no es conmutativa, utilizd la

siguiente figura 42:
Supongamos q el vertidor de AB = %, dado que BC y AB pertenecen al mismo

arco de circunferencia, se puede suponer que BC = AB ; de la figura se tiene

que: BC = %. Ahora supongamos otro vertidor r, representado por DB = g:i; de
manera analoga al caso anterior, se parte de las igualdades DB = BE , entonces
—= _ OE
BE = =5

La linea OB resulta de la interseccion de los planos de los vertidores, asi:

r.O0OD = OB vy q.0B = 0C,
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Figura 42: Representa geométricamente como prob6 Tait que el producto de dos
Cuaterniones gr y rq no es conmutativo, porque no se encontraban en
el mismo arco de circunferencia.

Ahora multiplicando por el vertidor g ambos lados, tenemos: q.(r OD ) = q. OB =

0OC , por lo tanto qgr OD = OC , de aqui que: qr = %, lo cual significa que: qr =
DC .

Anélogamente se muestra que rq = AE :

Sea q. 0OA = OB y r. OB = OE, multiplicando por el vertidor r la primera

expresion, tenemos que: r.(q OA ) = r. OB = OE ,entoncesrq. 0A = OE y por lo

tanto rq = %.

En conclusién, los vertidores gr y rq representan arcos de la misma longitud, pero no

siempre corresponden al mismo plano, por lo tanto son diferentes.
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4.2.4 Los i, j, k en el sistema de Tait

Desde el apartado 64, Tait inicia una representacion moderna de sus resultados, adoptando
un sistema de ejes perpendiculares. Para ello utiliza los elementos que denomina
vertidores—cuadrantes, los cuales son cuaterniones cuya magnitud es la unidad y rotan 90°.
Tait llama la atencion de un tratamiento similar incorporado por Hamilton en 1843, el
cual, segln él, es muy intuitivo. La idea de Tait es formalizar estos procesos, para ello parte
de tres vectores unitarios I, J, K perpendiculares entre si; teniendo como referencia la

siguiente figura 43, se pueden definir las rotaciones de I, /, K respectivamente, asi:

Figura 43: Representa como Tait define las rotaciones de I, J, K, asi: La

rotacién de J sobre K es: ? = i, la rotacién de K sobre I es:
% = jy larotacion de I sobre J es:Ii =k

La rotacion de J sobre K es: — = i = K = i.

[~ <=

Larotacion de K sobre [ es: — = j = [ = jK.

La rotacion de I sobre J es:li =k = ] = Kkl

115



L = X s un vector dirigido hacia el Sur y otro hacia el

De lo anterior, Tenemos que _K
J _ s e _
— = i,implica—] = iK.

Cenit (como muestra la figura), entonces 'K

Analogamente para%= % entonces %z j,implicaque — K = jl.
Para%= %,entonces %z k,implica —1 = kJ.
Combinando las relaciones anteriores Tait obtiene:
De (1) y (4) tenemosque: —] = K = i(ij)) = i) = i = -1 (7)
De (2) y (5) obtenemos: —K = jI = j(K) = j?K = j2 = -1 (8)
= k? = —-1(9

De (3) y (6) nos da que: —I kIl = k() = k%I
Para obtener las otras combinaciones Tait utiliza el semi — circulo ABA  con centro en

0, como lo muestra la figura 42:

Figura 42: A partir del semi—circulo ABA " con centro en 0, Tait definio
todas las rotaciones del espacio tridimensional.

Supongamos OB perpendicular a AA ", sean los vertidores - cuadrantes:
- a

0B oA , _ OB _ 0A  _ 04 _
q = O_—A,q——B,entonceSq = = X === = == = 7__1
A partir de estos aspectos y estableciendo combinaciones se obtiene:
ij = k
jk = i
ki = j
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X =L o = k= D= I,

En resumen, Tait llego a las siguientes ecuaciones:

iK = i(—jI) = —ijl yiK = —] = —k,entonces ij = k.
jI = j(-kJ) = —jkjJ y jI = —K = —ij,entonces jk = .
k] = k(-iK) = —kiK'y k] = —I = —jK,entonceski = j.

Tait utilizd otras construcciones para obtener los mismos resultados. Su idea era ir
ganando en simplicidad y operatividad, sin embargo, el método genérico se encuentra

sintetizado en lo expuesto antes.
4.2.5 Segunda forma de representacion de un cuaternion

Hasta el momento se ha hecho un tratamiento del cuaternion como un producto de un
tensor por un vector, Tait entiende que, usando los resultados anteriores, el cuaternion se
puede expresar como una suma. Para ello, Tait descompone el cuaternion, en dos partes, de

la siguiente manera:

Sea q = g:j el cociente de dos vectores y BC perpendicular a OA (en caso de ser

necesario extendemos OA hasta que coincida con C), como muestra la figura 43:

B B
N 4

0 / C

D

Figura 43: Esta representacion geométrica le permitié a Tait ver el
cuaternion como una suma de un escalar y un vector, asi:
q = Sq *+ Vy4

Se tieneque OB = 0C + CB ,ademas OC = x. OA, donde x es una cantidad

numérica cuyo signo depende del coseno del angulo < AOB.
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Como se vio anteriormente, del producto de dos vectores perpendiculares entre si se
obtiene un tercer vector perpendicular a los otros dos, por lo tanto:
CB =1y.
Sustituyendo en la ecuacion inicial del cuaternion tenemos que:

g = = = 204+ r09% _ , 4 yloqueesigual, g = x + y

04 OA
De acuerdo a lo anterior, muestra que Tait llega a la misma descomposicion de un
cuaternion que Hamilton, en un escalar y un vector, del cual conserva las mismas

denominaciones:
(i) Escalar, lo designa por S.
(i) Vector, lo designa por V .
Ahora, en general, se puede escribir el cuaternion de la siguiente forma:
q = Sq + V¥

con base a esta expresion se obtiene:

0B = S4,0A 4+ V4,04, 0C = S,0A, CB =V, 0A.
De acuerdo a la misma figura BC = CD, y su cuaternion conjugado seria:
0D
= = Kq = SKq + VK,
asuvez:
0D = 0C + CD = SK40A + VK, 04
0C = SKg 04
CD = VK, O0A
Dado que SK, = S,y CD = — (B, entonces VK , = —V ,, lo cual significa

que el vector conjugado de un cuaternion es igual al opuesto del cuaternion.

* Heaviside dice que los vectores son poseedores de la idea del cuaternion; esta resefia vislumbra la
preexistencia de los vectores antes que los cuaterniones, aunque no eran tan inteligibles, existian. Estas ideas
poco a poco fueron nublando la fama de Hamilton.
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4.2.6 Tercera representacion de un cuaternion en forma general

Anteriormente se observo que cualquier vector se puede expresar en la forma: ix + jy +
kz, donde x, y, z son cantidades numéricas, i, j, k es un sistema de vectores unitarios no
coplanares.
Si representamos un escalar por w, tenemos que un cuaternion toma la forma:
q = w + ix + jy + kz
Estd expresion nos muestra explicitamente que un cuaternion depende de cuatro

elementos numéricos, de alli su nombre de cuaternién.

Producto de vectores utilizando componentes

Tait termina este capitulo presentando sus nociones de producto entre dos vectores «a, 8
atendiendo a sus componentes, de la siguiente manera:
af = (ix + jy + k2)(ix + jy + kz)=

= —(xx + yy + zz)=i(yz —zy) + j(zx — xz') +k(xy — yx)

Modernamente esta expresion dilucida internamente dos tipos de multiplicaciones, por
un lado el producto punto entre dos vectores y por otro el producto cruz, asi:

af = —a.f + a X L.

Ademas
Pa = —(xx' + yy o+ ZZ,) - i(yz' - zy') - j(zx' - le) - k(xy' — yx')
la Gnica diferencia entre estos dos productos era el signo de la parte vectorial.

De este producto se concluye que:

Saf = SPa (1)
Vap = =V Ba (2)
af + Ba = 2Sap (3)

af — Ba = 2V af (4)
Aplicando el conjugado tenemos que aff = KPa. Si suponemos a = f3, tenemos

x = x,y=y,z=z,entoncesaf = Pa =—(x% +y?+ z2).

119



Examinemos la parte escalar de un producto de Cuaterniones: si g, r son Cuaterniones
se obtiene:
Sqr = SESq+VqlSr+Vr)y = SSqSr +VqSr + VrSq +VqVr)
Sqr = SqSr + SVqVr (D).
Anélogamente se tiene que:
Srq = SrSq + SVrVgq
De donde se concluye por la ecuacién (1) que:
SVrVq = SVqVr, Srq = Sqr
En general se tiene
Srsq = Sqrs = Ssqr
Resultado que da lugar al siguiente teorema:

Teorema 1: El producto formado por varios factores de Cuaterniones da como resultado un escalar
que no depende del orden ciclico en el cual los factores son acomodados.

Si aplicamos este teorema a los vectores tenemos:
Safy = Syap = Spya
y como ademas,
Sapy = Sa (SBy + V By) = SaV By
por la ecuacion (2) tenemos
Sapy = Sa(=VyB) = =Sa(SyB + VyB) = —Sayp.

Concluimos que la parte escalar del producto de tres vectores cambia de signo cuando el
orden ciclico de los factores es alterado.

De todo lo anterior podemos deducir que el céalculo de los cuaterniones reposa sobre la
distincion que se establece entre dos tipos de magnitudes. Por un lado, tienen las
denominadas cantidades numeéricas ordinarias, y por otro lado, las magnitudes que gozan de
dos atributos como la longitud y la direccién.

Como en el primer capitulo, en los ultimos apartados de este capitulo, Tait plantea
algunos ejercicios. Esto reafirma la idea de que Tait pensaba seriamente en un texto para
ser seguido en un curso estandar de lo que modernamente se denomina célculo vectorial,

cuyo epicentro lo constituye la nocion de vector.
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES

5.1 Obstaculo epistemolégico en la construccion histdrica de la nocion de vector

La historia nos ensefia que es imposible establecer la evolucion de una determinada nocion
en una linea de desarrollo progresiva, bien delimitada y auto referenciada. Todo concepto
trae amarrados otros conceptos, algunos de los cuales obran como elementos de causalidad
y otros como obstaculos. El reconocimiento de estos aspectos brinda pautas a nivel
investigativo y a nivel didactico.

En el caso de la nocion de vector se han establecido tres directrices fundamentales:
Nuamero, Magnitud y Direccion. En esta investigacion hemos mostrado que a pesar, que
durante un largo periodo estos tres aspectos se mantuvieron disjuntos, ellos se integraron
histéricamente para dar lugar a la nocién de vector.

Lo anterior nos reafirma la hipotesis, que manejamos al inicio de esta indagacion, de que
muchos de los problemas, implicitos en los proceso de aprendizaje y ensefianza de los
espacios y campos vectoriales, tiene relacion directa con el hecho de que en la escolaridad,
estos tres aspectos también aparecen de manera disgregada.

Explicitamente, un problema reiterativo tiene relacién con el paso de lo geométrico a lo
analitico. Tal como lo hemos referenciado en este trabajo, durante mas de dos mil afios, el
desarrollo de la nocion de vector estuvo ligada a la representacion geométrica en
correlacion con segmentos dirigidos, paralelogramos de fuerza, representacion de

magnitudes y extensidn de sistemas numéricos.

La construccion historica de la nocion de vector se fue dando en la medida que se iban
identificando elementos de causalidad entre los componentes de la triada: Numero,
Magnitud y Direccién. Un aspecto significativo del analisis histérico epistemoldgico

realizado fue la identificacion de algunos obstaculos epistemoldgicos que podrian ser
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utilizados como referencia en los procesos de ensefianza y aprendizaje de los cursos de
algebra lineal o analisis vectorial.

Los obstaculos epistemoldgicos son conocimientos que han sido datiles en un
determinado momento para la resolucion de algunos problemas, pero que se convierten en
un escollo al cambiar de contexto. El término de obstaculo epistemolégico fue introducido
por Gaston Bachelard (1884-1962), en las ciencias experimentales y en particular en la
fisica. Estos obstaculos se presentan como limitaciones del individuo a la hora de construir
el pensamiento cientifico, debido a que tienen su origen en los conceptos mismos; esto
influye fuertemente en el aprendizaje del conocimiento de manera concreta. Por lo tanto,
debemos buscar cual es el principio inminente que fundamenta esta situacién, como lo

plantea Gaston Bachelard:

Cuando se investiga las condiciones historicas del progreso de la ciencia, se llega muy pronto a la
conviccion de que hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstaculos. No se trata de considerar los obstaculos externos, como la complejidad o la fugacidad
de los fenémenos, ni de incriminar a la debilidad de los sentidos o del espiritu humano: es en el
acto mismo de conocer, intimamente, donde aparecen, por una especie de necesidad funcional, los
entorpecimientos y las confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de estancamiento y hasta de
retroceso, es ahi donde discerniremos causas de inercia que Ilamaremos obstaculos epistemolégicos
(Bachelard, 2004, pag. 15).

Segun Bachelar, para superar este obstaculo debemos destruir el conocimiento mal
adquirido porque frena el surgimiento de nuevos conocimientos, pues, segin su
concepcion, el conocimiento cientifico progresa debido a las continuas rupturas
epistemoldgicas. Estas rupturas no son inmediatas porque los conocimientos mal adquiridos
ofrecen una cierta resistencia e impiden el avance cientifico, esto es lo que Bachelard
denomina "obstaculos epistemoldgicos".

Por su parte Guy Brousseau (1933) incorpora la nocion de obstaculo epistemoldgico a la
Didactica de la Matematica. En su Teoria de Situaciones didacticas™ de 1970, argumenta

qgue es el estudiante que debe adaptarse a las contradicciones y dificultades que se

%0 Segiin Brousseau: Es un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o explicitamente entre un alumno o
un grupo de alumnos, un cierto medio (que corresponde eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema
educativo (representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un
saber constituido o en vias de constitucién (Brousseau, 1982, pag. 42)
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encuentran los procesos de aprendizaje y ensefianza de la matematica. Segun Brousseau, 10s
obstaculos epistemoldgicos nos muestran que el aprendizaje de las matematicas se adquiere
a través de saltos y no de forma continua, como se creia en épocas pasadas.

De acuerdo Brousseau, los obstaculos epistemoldgicos son errores reproducibles y
persistentes. En ocasiones los errores cometidos por el estudiante provienen de un
conocimiento antiguo que en algin momento ha sido exitoso, pero que luego se presenta
como inadecuado frente a otro contexto. Como lo plantea Brousseau (1997), los obstaculos
pueden ser de diverso origen como: ontogenico, didactico y epistemologico.

A partir de lo anterior, podemos ver en la construccion de la nocion de vector se
evidencian algunos obstaculos epistemoldgicos. Por un lado, histéricamente los conceptos
de magnitud, nimero y direccién se encontraban separados y su unificacion establece
conflictos. De por si, como lo hemos detallado, cada uno de estos conceptos presentan
problemas particulares, que se van reforzando y terminan por conformar un problema
mayor. Por ejemplo, la relacion direccién y magnitud exhibe inconvenientes, pues la
direccién viene dada por la medida de angulos y la definicibn misma de angulos presenta
problemas, pues, a su vez, es una magnitud; pero su medida es diferente a las de longitudes.
Por otro lado, para poder instaurar la nocion de vector fue necesario la ampliacion de los
sistemas numéricos y la evolucion de la concepcion de algebra del siglo X1X, la cual se dio
con la renuncia al principio de permanencia de forma, es decir abandonando la ley

conmutativa para la multiplicacion.

5.2 Nocion de vector desde diferentes contextos

Durante afios la ensefianza del algebra lineal y el andlisis vectorial ha sido, en muchos
casos, de dificil comprension para algunos estudiantes. Estos cursos poseen una variada
gama de concepciones y aplicaciones, las cuales son muy significativas; pero en la mayoria
de las veces los estudiantes no las perciben. Por un lado, esto se debe, en gran medida, a las

dificultades que se enfrentan los estudiantes en el aprendizaje de algunos conceptos
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matematicos. Por otro lado, en los cursos de algebra lineal y anélisis vectorial se trabajan
con unos entes conceptuales cuya operatividad escapa a todo tratamiento numérico como
son los vectores. Esto causa una gran confusion en ellos, porque inicialmente a lo largo de
su proceso de aprendizaje manejaba una cierta operatividad en un campo numérico y ahora
comienzan a trabajar con otros elementos que presentan una operatividad diferente a la
tradicional. Es por esta razon, que las operaciones con vectores carecen de sentido para la
mayoria de los estudiantes (por ejemplo, el producto de vectores). Estos son capaces de
realizar algunas operaciones, pero no son capaces de establecer las interpretaciones fisicas
0 geométricas, inherentes a los célculos. En otras palabras, ven simplemente estas
operaciones como un algoritmo sin fundamento alguno, porque ellas difieren totalmente de
las operaciones numéricas manejadas habitualmente. Vale la pena resaltar que detras de una
gama de vocablos y notaciones, la operacion con vectores se aleja considerablemente de los
esquemas proporcionados por las operaciones usuales. Es decir, que esto implica operar con
objetos de naturaleza distinta a los ndmeros reales. Inicialmente, para garantizar la
existencia de estos entes, fue necesario establecer un nuevo campo tedrico con una
estructura de representacion que los definiera. Esto es fundamental porque la notacion
vectorial y el algebra vectorial son muy importantes para la formulacién y resolucién de
problemas fisicos en tres dimensiones.

Estos nuevos entes son utilizados de muchas maneras distintas en diferentes tipos de
aplicaciones. En algunas, como la fisica, un vector es nimero y una direccién. Por ejemplo:
una fuerza, un desplazamiento, una velocidad, una aceleracion, etc., son entidades fisicas
que poseen una magnitud y una direccion, pueden ser representadas por un segmento de
recta dirigido.

Matematicamente, los vectores pueden ser descritos en dos sentidos: uno geométrico y
otro analitico. Geométricamente hablando, un vector es un agente que transporta un punto
de un lugar a otro en una misma direccion. En otras palabras, es un segmento de linea

dirigido, el cual esta unido por dos puntos distintos P y @, donde P es llamado punto inicial

y @Q punto terminal. Entonces, el segmento denotado por PQ, se refiere al vector que va
desde P hasta Q.
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Esta definicién de vector®®, es similar a la expuesta por Murray Protter y Charles Morrey

en su libro Calculo con Geometria Analitica (1964), en el cual escriben:

Vector, es el conjunto de todos los segmentos orientados que tienen una magnitud y una direccion
dada (Charles, 1980, pag. 414).

Sin embargo, desde este contexto geométrico, en ocasiones, resulta un poco tedioso
calcular esas cantidades vectoriales, como la velocidad, la aceleracion, etc., sobre todo si el
problema se traslada al espacio tridimensional, volviéndose dificil de bosquejar, es decir a
la hora de dibujar por medio de segmentos dirigidos. No obstante, para resolver una
situacion donde intervienen varias fuerzas, se necesita hallar la fuerza resultante y esto lo
hacemos cuando introducimos un sistema de coordenadas cartesianas, entonces,
representamos los vectores por medio de componentes. Por lo tanto, un vector se convierte
en una tripleta ordenada de nameros reales. A partir de este momento, desde un punto de
vista algebraico, si introducimos en un sistema de coordenadas rectangulares los puntos P y
Q, donde P sera tomado como origen, estamos llegando a la descripcidn analitica del
vector, es decir, una descripcion que puede ser dada enteramente en términos de nimeros,
asi:

Un vector coordenado A en RZ, es un vector posicion determinado por una pareja
ordenada de nimeros reales, de tal forma que su punto inicial se encuentra en el origen de

un sistema de coordenadas y su punto final lo determina la pareja dada (aq,a,).
Simbélicamente, 4" = (ai,a ), donde a, y a , son las componentes del vector. Ahora un

vector coordenado A en R3, es un vector posicion determinado por una terna ordenada de
nameros reales, cuyo origen coincide con el origen del sistema de coordenadas y su

extremo es la terna (a,, a ,, a 3). Entonces, estos tres nlmeros reales a,, a, Y az son las

componentes rectangulares de A. En general, un vector A en R", es una n-Uplas de

ndmeros reales.

51 Geométricamente el conjunto de todos los segmentos de rectas dirigidos equivalentes a un segmento de
recta dirigido dado se llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se llama una representacion
del vector. Mientras que desde un punto de vista algebraico, un vector en el plano es un par ordenado de

numeros reales (a, b). Los nimeros a y b se llaman elementos o componentes del vector.
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Por su parte Hernann Grassmann en su Teoria de extension, se evidencia la concepcion

de combinacion lineal muy similar a la moderna, cuando manifiesta:

Una magnitud v se deriva de las magnitudes a, b, c, ..., por los nimeros «a 8, v,..., asi:

v=aa+ fb+yc+-,
donde: a B, v,..., son nimeros reales, racionales o irracionales, diferentes de cero o no. Ademas v
esta numéricamente derivado de a, b, c, ...(Crowe, 1985, pag. 58).

En términos modernos, podriamos decir: sea W una combinacién lineal de a, b, c, ..., Si
existen los escalares a4, a, tales que
W =aay + bay + -

Procedié Grassmann generalizando, asi:

Dos 0 mas magnitudes extensas v,a,b,c, ... estan sujetas en una relacién numérica o que el
conjunto de magnitudes extensas v, a, b, c, ... €sta sujeto a una relacién numérica, si puede derivarse
cualquiera de ellos numéricamente de los otros, es decir si no puede escribir por ejemplo: v =
aa + Bb+yc+ - (Crowe, 1985, pag. 58).

Esta es la definicion en términos modernos representa un conjunto linealmente

independiente y reescribiendo v tenemos:
v=aa+ Bb+yc+ -
luego pasando v al lado izquierdo se tiene:
—1lv+aa+ Bb+yc+ =0,

De esta expresion, decimos que existe una combinacion lineal donde no todos los
coeficientes son cero. Esto lo hacemos porque podemos garantizar que existe un coeficiente
de la magnitud v diferente de cero.

Pero histéricamente, quien realmente establece las nociones y definiciones béasicas para
la legalizacion de la nocion de vector e incorpora su operatividad, es Tait, en su libro

Elementary Treatise on Quaternions de 1876, cuando expone:

Todas las rectas iguales y paralelas son susceptibles de ser representadas por un mismo simbolo, y
este simbolo dependera de tres elementos numéricos. Es bajo esta relacion que una recta se
denomina vector. (Crowe, 1985, pag. 24).
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En la medida que el estudiante pueda representar un concepto en diferentes formas
puede llegar a conocerlo mejor. No obstante, sabemos que una matriz columna o reglon es
un vector, como también algunas funciones reales de variable real, o una funcion compleja
0 imaginaria, una rotacion o una traslacion, etc. En este orden de ideas, se ve la necesidad
de establecer las razones necesarias para la definicién formal del vector o ¢Qué criterios o
pautas se deben de tener en cuenta para establecer la estructura algebraica que satisfacen los
vectores? Entendiendo lo anterior, nos permitira ampliar la concepcion que tenemos de
vector y la razon de su operatividad. En este sentido, para comprender este concepto es
indispensable conocer la estructura algebraica del nuevo campo teérico denominado
espacio vectorial®?; esto es un conjunto, cuyos elementos se denominan vectores, en el cual
se define una aritmética. Lo interesante en esta connotacion es que los vectores, al igual que
otros conceptos matematicos, surgen como objetos de una cierta estructura matematica
previamente definida. Donde sus propiedades adquieren validez en la estructura que los
defini6. Todo lo anterior es indispensable tenerlo en cuenta a la hora de hacer el

seguimiento evolutivo de la nocion histérica del vector.

52 Un espacio vectorial sobre un cuerpo R (los elementos de R se llamaran escalares) es un conjunto V =
{a, b, c, ...} (cuyos elementos se llaman vectores) dotados de dos operaciones, como son:

Una ley de composicién interna en V, que le permite ser un grupo conmutativo.

+: VXV -V

lla+ b =Db + a.

12a+ (b+c)=(a+b) +c

1330 e Vtalquea + 0 = a.

l43—a€ Vtalquea + (—a) = 0.

Una ley de composicion externa sobre el cuerpoR. Siendo a,b,c €V ya,8 € R.

TR XV >V
2la.(a+ b) = a.a + a.b.
22(¢ + B)a=aa+ B .a
23(a B)a =a .(Ba).
241.a = a

No obstante, el estudio de los vectores puede ser concebido fuera de una perspectiva geométrica, al definir el
vector como una coleccidn de elementos con un cierto orden. Asi, por ejemplo, un vector bidimensional se
define como una pareja ordenada de nimeros reales (aq,a,), un vector tridimensional como una tripleta
ordenada de numeros reales (a;,a,,a3), en general un vector n-dimensional como una n-dupla
(a;,a4,as3,...,a,), donde los nimeros a,,a 5, a 5, ...,a », Son las componentes del vector. El conjunto de
todos los vectores n-dimensionales es llamado espacio n-dimensional o n-espacio.

Las descripciones geométricas son de gran apoyo a la hora de vislumbrar las operaciones del vector en el
espacio tridimensional, pero no son Gtiles cuando n > 3. En este sentido, el estudio de los vectores en un

espacio de alta-dimensién se ve limitado a un punto de vista puramente analitico.
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5.3 Problematica histdrica presente en la formacion de los conceptos

matematicos

El desarrollo de todo concepto o teoria matematica se establece a partir de la necesidad de
dar respuesta a una problematica determinada. Por un lado, hay problemas que surgen de la
dindmica interna de la matematica, cuando su desarrollo conceptual plantea dificultades que
es perentorio resolver, este es el caso del desarrollo de las matematicas en el siglo XIX. Por
ejemplo, en su curso de analisis de 1821, Cauchy demuestra el teorema segun el cual la
suma de funciones continuas es continua. Este teorema presentaba problemas en su
demostracidn, pues como lo hicieron notar algunos matematicos como Abel y Seidel, entre
otros, circulaban en el ambiente algunos contraejemplos. Es mucho lo que se ha especulado
sobre este resultado que le abrié las puertas al concepto de convergencia uniforme;
concepto que fue introducido en 1848 por J. Stokes y P. L. Seidel. Lo interesante de esta
controversia, es que en lugar de frenar el desarrollo del analisis matematico, lo amplid, pues
el espectro de funciones a tener en cuenta crecid y posibilitdé el camino para desarrollos de
un valor tedrico invaluable.

Es importante resaltar que lo anterior surge de la necesidad de resolver un problema
eminentemente matematico, sin ninguna relacion con problemas fisicos. Pero existen otros
problemas que provienen de la fisica, los cuales tienen que ver con la matematizacion de
algunos fenémenos de la naturaleza. En este sentido, muchos de los desarrollos de las
matematicas estan fuertemente relacionados con los problemas provenientes de la fisica. Es
éste el caso de la explicacion de los fendmenos oOpticos, la descripcidon del movimiento, la
descripcion del fendmeno del calor, entre otros. Para suplir estas necesidades, los
matematicos construyen modelos cuantitativos que permitan describir estas situaciones.

Desde la antiguedad, Leibniz no estaba conforme con los metodos de representacion de
la matematica porque se mostraban incapaces a la hora de describir un movimiento o una
rotacion, un angulo, etc. En este sentido, buscaba un algebra en la cual los simbolos fueran
operados directamente, y a partir de esas operaciones se pudieran deducir ciertas
conclusiones. Sin embargo, Leibniz, al igual que otros matematicos, notd que existia una

especie de dicotomia entre lo geométrico y lo analitico en el momento de abordar un
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problema. Precisamente, se presentaba cuando dada una curva cualquiera se trataba de
representar por medio de una ecuacion, a partir de este momento se perdia el control
geométrico, porque cuando un problema geométrico es abordado desde un punto de vista
puramente algebraico esto enmascara y trastorna la realidad geométrica. Una manera de
evidenciar esta situacion es en el siguiente caso: la expresion algebraica 3x 2 —x, la
podemos interpretar desde dos contextos diferentes. Como primera medida si abordamos la
expresion desde un punto de vista analitico esta representa la ecuacion de una cénica, pero
para los antiguos desde un contexto geométrico no tendria el mismo significado, pues el
primer término podia ser interpretado como tres veces el area de una figura plana y el
segundo como la longitud de un segmento. Este ejemplo, nos permite perfilar un obstaculo
epistemoldgico en la geometria, el cual se agudiza a medida que se extiende en el espacio
tridimensional. La causa primordial de esta situacion es que la expresion esta afrontada
desde dos concepciones diferentes.

Aunque mucho de los conceptos matematicos proceden de abstracciones vy
generalizaciones del mundo sensible, alcanzan una independencia relativa y, desde su
habitat abstracto, son utilizados para dar cuenta del mundo fisico. Por ejemplo, Galileo
supone que para entender la naturaleza es necesario modelarla matematicamente. Es por
esta razon que para Galileo la matematica constituye el lenguaje en el cual esta escrita la
naturaleza y para descifrarla debemos interpretar sus caracteres. A partir de este momento
se abre paso un periodo, en el cual los matematicos se dan a la tarea de modelar
matematicamente la naturaleza. Se trata de caracterizar cada uno de los fendmenos
naturales dentro de una teoria matematica que diera lugar a una mejor descripcion y
operatividad de ciertas entidades fisicas; tal es el caso del vector, el cual sintetiza aquellos
fendmenos que dependen de la longitud y la direccién. En este sentido decimos que uno de
los afluentes en la constitucion historica de la nocion de vector, proviene de un problema
planteado desde la fisica. En esencia, el vector surge de dos aspectos muy importantes
relacionados de alguna manera, uno algebraico y otro fisico. Del algebraico podemos decir
que es producto de la evolucién del algebra en si misma, permitiendo asi la ampliacion de

los sistemas numeéricos. En cuanto al aspecto fisico se da por la necesidad de matematizar
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algunos fendmenos de la naturaleza porque las nociones tipicas que se estaban trabajando
no daban cuenta de ello.

Inicialmente el asunto fundamental tenia que ver con la direccion del problema fisico del
movimiento; fendmeno que no es posible matematizar con el s6lo concepto de cantidad.
Pero antes de resolver en su totalidad este problema, se debia crear el ambiente propicio
para la instauracion de este nuevo ente matematico.

Tradicionalmente el concepto de vector, intrinsecamente, guarda una relacion con la idea
geométrica de segmento de linea dirigido; es decir, un vector es una cantidad que tiene
direccion y magnitud. En este sentido, a la hora de definir un vector desde un punto de vista

geométrico se procede asi: un segmento recta que parte desde un punto Ay llega hasta un

punto B, y se denota por AB . El punto A se llama punto inicial, y el punto B se denomina

punto final. Posteriormente, se dice que dos segmentos orientados son iguales si tienen la
misma magnitud y la misma direccion, y se escribe AB = OP . El segmento dirigido

AB se llama vector, pero ¢qué ocurre con el vector cero?, el cual tiene magnitud cero y no
posee direccién. Entonces esta definicion, por un lado seria una excepcion a la
caracterizacion intuitiva del vector y, por otro lado, mostraria que, en cuanto a definicion, le

falta precision. Para superar este impase se procedio a denotar el segmento linea dirigido

AB como el vector C, el cual tiene como punto inicial algin punto de referencia fijo. Ahora
si consideramos este punto como el origen del sistema coordenado cartesiano rectangular,
entonces un vector puede definirse analiticamente en términos de parejas ordenadas de
nameros reales. Como podemos ver, la definicion de vector inicialmente parte desde un
contexto geométrico pero presenta de alguna forma una cierta carencia. Para superar este
contra tiempo se ve la necesidad de abordar tal definicién desde un punto de vista analitico.
De lo anterior, podemos deducir que cuando un problema es estudiado solamente desde un
contexto y no tenemos la capacidad de transponerlo a otro contexto en ocasiones nos
encontramos con un obstaculo ontogénico. Manifiesta Brosseau que este tipo de obstaculo
“es el que tiene que ver con todo lo relacionado con las limitaciones del sujeto en algin
momento de su desarrollo” y esto nos limita tener una mejor aprehension de un concepto.

Porque segin Brosseau si el aprendizaje de un conocimiento lo entendemos como
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adaptacion al medio, éste evoluciona de las continuas rupturas cognitivas, acomodaciones y

cambio de concepciones.

5.4 Obstaculo epistemologico presente en la nociéon de vector, desde una

concepcion geométrica

Debido a que una de las lineas de desarrollo de la nocion de vector, proviene de la
geometria, concretamente de la abstraccion de la nocion de segmento dirigido, muchos
docentes se conforman con estudiar la representacion geométrica, sin atreverse a detallar la
representacion analitica de los vectores. Esto hace que el estudiante, especialmente, los de
niveles medios, permanezcan amarrados a lo geométrico, sin acoger otros objetos que
estructuralmente se comportan como vectores. Hemos constatado que éste es un aspecto
que se puede reconocer en el desarrollo del la nocién de vector. La ruptura con lo
geométrico se empieza a materializar con la definicién de los vectores en el especio n-

dimensional. Al respecto, Hermann Giinther Grassmann, en su Geometria escribe:

En aritmética, la unidad es el elemento, contar es la sintesis, y el resultado es un ndmero. Si este
namero, como el resultado de la primera sintesis, es tomado en lugar de la unidad, y tratado del
mismo modo (es decir, contando), entonces el producto aritmético aparece, y puede ser visto como
un nimero de un orden superior que un ndmero del cual la unidad ya es un nimero (Crowe,
1985, pag. 59).

Mientras que desde un punto de vista geométrico ocurre lo contrario, cuando escribe

En geometria, el punto es elemento, la sintesis es el movimiento del punto en alguna direccion, y
el resultado, la trayectoria del punto, es una linea. Si esta linea, producida por la primera sintesis, es
colocada en lugar del punto y tratada en la misma forma (es decir, movida en alguna direccidn),
entonces una superficie es producida de la direccion de la linea. Este es un verdadero producto
geométrico de dos factores lineales y aparece en primer lugar como un rectangulo, en cuanto la
primera direcciéon no participe con la segunda. Si la superficie es tomada en lugar del punto,
entonces es producido un sélido geométrico como producto de tres factores. Esto es lo méas lejos
que uno puede ir en geometria pues el espacio es de solamente tres dimensiones; tales limitaciones
no aparecen en la aritmética. (Crowe, 1985, pag. 59).

De lo anterior podemos evidenciar que la geometria fue un obstaculo para Grassmann

porque no le permitié en visualizar lo que produciria el elemento generador mas alla de tres
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dimensiones, caso contrario a la aritmetica, en la cual no tiene problema la operatividad con
un nimero de elementos arbitrario.

Este tipo de obstaculo se viene presentando desde la antigiedad hasta nuestros dias. Por
ejemplo, en el contexto algebraico los estudiantes realizan operaciones entre vectores sin
mayor dificultad, pero son incapaces de establecer una interpretacion de estos célculos
porque no es claramente percibida por ellos. Esto se debe que en ocasiones no logran
desprenderse de su referente geométrico y piensan que lo que no se puede representar
facilmente no existe, convirtiendo esto en un obstaculo para el aprendizaje de un concepto.
La causa primordial de esta situacion es la falta de un aprendizaje significativo. Porque
segun Sierpinska (1990) el aprendizaje significativo debe ser concebido como una
secuencia de actos de compresion, donde inicialmente el estudiante se enfrenta a un
problema, el cual es analizado y no puede ser superado hasta que no lo comprenda a
cabalidad, convirtiéndose esto en un situacion de ensefianza. En otras palabras, para que un
estudiante comprenda ha de ser enfrentado al error que es originado por los obstaculos que
se presentan en el desarrollo del conocimiento y debe entender porque se da ese error. Este
proceso finalmente va a facilitar la compresion de obstaculos epistemoldgicos presentes en

un determinado concepto y le ayudara a la superacion de otros obstaculos.

5.5 El principio de permanencia como obstaculo

En la construccion de la nociéon de vector, fue menester la ampliacién de los sistemas
numéricos y la fundamentacion de su campo tedrico. En esta direccién jugd un papel
determinante la adopcion de los numeros complejos como parejas ordenadas de numeros
reales.

Hamilton se dio cuenta que los numeros complejos podian ser interpretados como
entidades dirigidas en el plano y comenzé a extender esta idea al espacio. A partir de los
trabajos de Hamilton se empieza a vislumbrar que el sistema de representacion del espacio
podria servir de utilidad para la representacion geometrica de los nimeros complejos. A su

vez, éstos condujeron al descubrimiento de los cuaterniones.
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Los cuaterniones de Hamilton nacen de la necesidad de interpretar matematicamente el
mundo fenomenoldgico; para cumplir con este objetivo se tuvo que cambiar la concepcion
de algebra. A partir de este momento, aparecieron dos obstaculos, afrontados por Hamilton.
Por un lado, no existia un algebra de numeros tridimensionales, los cuales fueran aplicables
al mundo fenomenoldgico. Por otro lado, Hamilton sumaba y restaba cuaterniones sin
ninguna dificultad; el problema se presento a la hora de multiplicarlos, donde se evidencio
un obstaculo, que se conoce como “el principio de permanencia”, el cual tiene que ver con
la propiedad conmutativa del producto. Historicamente esto retardd el nacimiento del
producto vectorial, porque los matematicos de la época se encontraban aferrados a la idea
de que la conmutativa era una propiedad inherente a la operatividad. Para solucionar este
impase, después de muchos afios de estudio, Hamilton instaura unos nuevos objetos que se
simbolizan por las letras i, j, k; estos objetos satisfacian la siguiente condicién: i? = j? =
k? = —1; a su vez introdujo su formula fundamental jk = i, ki = j, ij = k que
contenia la solucion al problema y que representa rotaciones cuadrantales.

Podemos concluir con esto que Hamilton dio al traste con la idea absolutista de una
forma Unica de hacer matematicas; mostrd la libertad del creador matematico a la hora de
construir teorias y la fuente inagotable de perspectivas que nos quedan por delante. Desde
Hamilton, las leyes fundamentales de las operaciones aritméticas tipicas perdieron su

caracter absoluto frente a otras formas operativas.

5.6 Obstaculo epistemologico en la ontologia de los numeros negativos

En la historia de la matematica fue dificil aceptar las cantidades negativas como nimeros.
Esto jugd un papel decisivo para el desarrollo de nuevas ideas. La categoria de numero
dependia de unos entes que se podian operar, tal es el caso de la operacion + y X. En este
sentido, generalmente se presentaban problemas con estas cantidades negativas cuando se
multiplicaban. Por ejemplo, al multiplicar (—4) x (—5) no se sabia cual seria su resultado
ni se conocia su interpretacion geométrica. La solucion a este problema fue superada con la
definicion de la ley de los signos para las cantidades negativas y su representacion

geométrica, permitiendo de esta manera dotar de estatus numérico a las cantidades
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negativas. Sin embargo, durante muchos afios existia una confusion que todavia predomina
en algunos estudiantes, cuando se intentaba sumar (—6) + (—8), ya que la ley de los signos
no da respuesta a esta situacion. Por un lado, una salida crucial a este impase se presenta
cuando desde un modelo de ganancias y perdidas se piensan los niUmeros negativos como
deudas y esto explicaria satisfactoriamente su estructura aditiva (debo 5 y debo 8, entonces
de 13). Por otro lado, cuando en el proceso de buscar una representacion eficiente de los
ndmeros negativos se adopta representarlos en la recta real, opuestos a los positivos.

Otro aspecto general, a tener en cuenta, es que la evolucion de los conceptos
matematicos no solo depende de la sintesis interna de las matematicas o de su
epistemologia, sino también de concepciones filoséficas que rigen en determinada época.
No obstante, sabemos que la adopcion de los conceptos matematicos es imposible sin tomar
como referencia los aspectos epistemologicos. Es por esta razon que la gran cantidad de
ideas vectoriales de Grassmann fueron descartadas por la comunidad matematica debido a
su falta de claridad conceptual. Una de las explicaciones de ello es que la construccion de
su sistema matematico se hallaba cimentado sobre concepciones filosoficas y no
matematicas. Mas ain, Grassmann intentd establecer un sistema formal completo, cien afios
antes que Hilbert lo popularizara y mostrara su importancia.

Al igual que en Grassmann, las ideas fundamentales de los cuaterniones de Hamilton
reposan sobre concepciones filoséficas, las cuales son un poco mas claras y por ello fueron
mas tenidas en cuenta.

El calculo de los cuaterniones se encuentra edificado sobre la distincion entre dos tipos
de magnitudes, una matematica y otra fisica. Las magnitudes matematicas son solo esas
cantidades numéricas, mientras que las fisicas son en ocasiones numeéricas (tiempo), pero
en la mayoria de los casos son aquellas que tienen una longitud y una direccion, dando
origen a la nocion vector.

Con base en lo anterior, el cuaternion se puede descomponer en dos factores operativos,
uno de estiramiento y otro de rotacion. El primero tiene que ver con la operacion que se
presenta cuando se hace la extension de un vector sobre otro; el segundo efecto resulta del
proceso de hacer girar un vector cualquiera alrededor de otro fijo. Estas dos operaciones le

permitieron a Hamilton expresar el cuaternién de dos maneras:
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q= Tq4Uyg
q= Sq+ Vg,

En la multiplicacion de dos vectores, Hamilton establece conjuntamente el concepto de
los dos productos, asi:

Sean a, a vectores, entoncesaa = Saa + Vaa,
donde Saa = —(xx + yy + zz ) representa el producto punto moderno, el
cual Maxwell le llamé convergencia y
Vaa = i(yz — zy) + j(zx — xz') +k(xy  — yx'), representa el producto
cruz moderno.

De lo anterior, podemos concluir, que la parte vectorial del cuaternion no surge por azar,
sino que aparece como consecuencia logica de una operacién algebraica definida entre
nameros cuadridimensionales.

Adicionalmente a Hamilton le debemos la introduccién del operador gradiente (nabla)
Vv = i(%) + j(:—y) +k (%) el cual es una herramienta fundamental para el

andlisis vectorial moderno.
5.7 Importancia de Tait en la historia del analisis vectorial

Uno de los seguidores de las ideas de Hamilton fue el matemético escoces Tait. Su
principal interés era utilizar el método de los cuaterniones para aplicaciones fisicas.
El papel de Tait es muy importante en la evolucion del analisis vectorial, porque iba
incorporando ciertos aspectos, que en algin momento histérico se volvieron fundamentales
para el desarrollo de la fisica. Gracias a él, James Clerk Maxwell se intereso en el estudio
de los cuaterniones. A partir de Tait, el sistema de los cuaterniones se convirtié en una
herramienta Util para representar varias clases de fendémenos fisicos y experimentales.

El libro de Tait contiene los principios fundamentales de donde emergieron las
herramientas bésicas para la construccion de nuestro andlisis vectorial. En esencia, este

libro contiene los conceptos primitivos del algebra lineal moderna.
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Desde un punto de vista historico, en cuanto a la forma de pensar las matemaéticas, el
tratado de Tait es una joya, porque realiza construcciones de geometria superior cuando
prueba algunas de las leyes que cumplen los cuaterniones. Igualmente introduce el
producto vectorial y producto punto en su forma moderna mediante la utilizacion de las
funciones seno y coseno, respectivamente.

En la matematizacion de un fenémeno fisico se pretende encontrar el lenguaje que
permita la descripcion de éste en una forma sintética y clara. No obstante, en muchas
ocasiones, a la hora de modelar algunos fendmenos de la naturaleza, se cometen muchos
errores y se ve la necesidad de elaborar una estrategia didactica que de alguna manera
minimice los errores. Esta estrategia didactica propiciaria el camino ideal para la correcta
ensefianza de la fisica. En otras palabras, existe una gran falta de metodologia fisico-
matematica que minimice la mayor cantidad de errores existentes hasta hoy a la hora de

describir un fenémeno fisico.
5.8 La presentacion axiomatica: el obstaculo del formalismo

Uno de los aspectos que no se desarrolla en esta tesis tiene relacion con el periodo de
formalizacion de la nocién de espacio vectorial. Este es un aspecto que amerita un estudio
particular. Sin embargo es conveniente proporcionar algunos datos generales.

La presentacion moderna de espacio vectorial empieza a ventilarse a partir de los
trabajos del matematico italiano Giusseppe Peano (1858-1932). En su libro Calculo
Geométrico, de 1888, expone la teoria contenida en Ausdehnungslehre de Hermann.
Grassmann, de una manera axiomatica. Peano logra sintetizar las propiedades inherentes a
la nocion de vector y define la axiomatica de los espacios vectoriales sobre los nimeros
reales, mas o menos de una forma moderna. Adicionalmente, define la aplicacion lineal
entre espacios vectoriales e introduce las operaciones basicas, las cuales no fueron
aceptadas inicialmente. Dado que este primer libro desarrollaba una teoria demasiado
abstrusa, Peano escribié segundo un libro titulado Elementos de calculo geométrico (1891).

Debemos a André Weyl la definicién axiomatica y abstracta de Espacio vectorial. En su

libro Space Time Matter, dedicado a explicar la teoria general de la relatividad de Einstein
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introduce un primer capitulo en el cual desarrolla las nociones modernas del anélisis
vectorial.

Como bien llama la atencién Marcela Parraguez, en su tesis doctoral
Evolucion Cognitiva del Concepto Espacio Vectorial, del 2009, la incorporacion
axiomatica de los espacios vectoriales producen lo que J. L. Dorier ha
denominado el obstaculo del formalismo, el cual se manifiesta cuando los
estudiantes manipulan vectores, ecuaciones, coordenadas, etc., sin poder
establecer interpretaciones de tipo geomeétrico o analitico ya sea en los cursos de
algebra lineal o anélisis vectorial.

Otra linea de desarrollo importante tiene relacién con la instauracion del
algebra lineal como disciplina matematica. Este aspecto ha sido estudiado por
Leonel Monroy en su tesis de maestria El algebra lineal en el contexto historico
de las matematicas, del 2011.

El primer libro escolar en el cual se incorpora, de manera formal, los espacios
vectoriales corresponde al libro A Survey of Modern Algebra de Birkhoff y MacLane
publicado en 1941. A partir de aqui, podemos decir que existe una teoria unificada de
espacios vectoriales de dimension finita e infinita, que da lugar a la constitucion del algebra
lineal como una rama auténoma de las matematicas.

Como lo precisa Dorier (1995), la extrema riqueza conceptual de la nocién de espacio
vectorial, lo sefiala como un concepto unificador y generalizador de las matematicas que va

mas alla de una mera herramienta operativa. Al respecto podemos retomar a Dorier:

Por lo tanto, puede sugerirse que el éxito de la axiomatizacién [del concepto de espacio vectorial]
no provino de la posibilidad de llegar a resolver problemas mateméticos no resueltos, sino de su
poder de generalizacién y unificacién y, consecuentemente, de la simplificacion en la blisqueda de
métodos para resolver problemas en mateméaticas. Como una consecuencia, este acercamiento
marcd un nuevo nivel en la abstraccion, el concepto de espacio vectorial es una abstraccion de
objetos ya abstractos, como los vectores geométricos, n-uplas, polinomios, series o funciones.

Con el fin de mostrar el proceso evolutivo de esta investigacion, presentaremos a
continuacion un cuadro esquematico donde se expone la instauracion histérica de la nocion
de vector como concepto matematico:
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LA INSTAURACION HISTORICA DE LA NOCION DE
VECTOR COMO CONCEPTO MATEMATICO

El concepto de vector surge de la integracion histérica de las nociones de
magnitud, nimero y direccion. Esta sintesis se establecid a partir dos lineas
de desarrollo: la fisica y la matematica.

/ Linea Fisica:

Se manifiesta por la necesidad de dotar a
los fisicos de una herramienta basica
para la modelacion de algunos
fenémenos naturales. Por ejemplo, la
matematizacion del movimiento, porque
las cantidades tradicionales se mostraron
@capaces de describir la posicién.

410
Galileo )

Evidencia que algunos fenémenos
no se encuentran restringidos a una
sola dimension y podian explicarse
a través de las matematicas. Por
ejemplo, el movimiento parabdlico
(es un movimiento compuesto). /

VECTOR

MAGNITUD

4

DIRECCION
‘ (S;ntido) <

Newton
Asume implicitamente la nocién de
vector en la ley del paralelogramo
de fuerzas, la cual es de vital
importancia a la hora de mostrar
como las entidades vectoriales
podrian usarse para aplicaciones

\fisicas /
/ Fourier \

Empieza a emerger el analisis
como rama de las matematicas, con
sus objetos propios. En su obra
Théorie Analytique de la Chaleur ,
prefigura la nocién de vector e
instaura una nueva propuesta
metodoldgica en la matematizacion
de alaunos fenémenos fisicos. /

Maxwvell, Gibbs y Heaviside
Evidenciaron la parte vectorial del

cuaternion  (vector) como la
herramienta G(til a la hora de
intentar matematizar los

fenémenos de la naturaleza.

7

NUMERO

1
Linea Matematica:
Se plantea la evolucion del
algebra como  disciplina
abstracta que acoja objetos
no  necesariamente  con
caracteristicas numeéricas, es
decir los vectores.
J1
Euclides
Establece un acercamiento
entre nimero y magnitud, en
el libro V de los Elementos,
generando el  ambiente
propio para la representacion
de las cantidades humeéricas.
1L

Wallis, W\e/ssel, Argand

entre otros
Incorporan la

Peano
Incorpora los axiomas
espacio  vectorial como
conocemos en la actualidad

de
lo

il

Tait
Establece los desarrollos teéricos
necesarios para llegar a la
definicion formal de la nocién de
vector. Ademéds instaura los
principios fundamentales de donde
emergieron  las  herramientas
basicas para la construccion de
nuestro andlisis vectorial

il

%

Hamilton
Formaliza los nimeros complejos como pareja

representacion geométrica
de los nimeros complejos
como parejas ordenas y
muestra que pueden
utilizarse para representar
fuerzas en el plano.
JL
Grassmann
Empieza un acercamiento
moderno con el analisis vectorial
con la introduccién del concepto
de combinacion lineal, sin ese
apelativo. Ademas definio las
cantidades extensivas
(hipernameros de n
componentes) es decir, un vector

de coordenadas.

ordenada y trata de generalizarlo al espacio con

la creacion de sus cuaternion.

Muestra la

viabilidad del nacimiento de una nueva algebra
rompiendo el principio de permanencia de forma
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