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Capitulo 1

Introducao

1.1 Explicagao

Esta a ler uma versao parcial e preliminar de um texto em elaboracao. Os autores agradecem
quaisquer notificagoes de erros, sugestoes,. . ., paralecdi@math.ist.utl.pt. Estima-se que o texto
final terd uma extens@o cerca de trés a quatro vezes maior e incluird capitulos que nesta versao
foram excluidos.

A seccao seguinte desta introdugao tem carédcter preliminar e tem como pressuposto a existéncia
do material que aqui ainda nao foi incluido.

Partes deste texto foram distribuidas separadamente por cada um dos autores no passado.
Tendo descoberto que os diversos textos tinham caracter algo complementar decidimos reuni-los.
A presente versao idealmente nao mostra de uma maneira ébvia as adaptagoes e correcgoes que
foram necessérias para chegar ao formato actual.

Novas versoes deste texto irao aparecendo sempre que os autores considerarem oportuno em
http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/AMIII/temp.pdf. Para evitar a proliferacdo de textos
obsoletos a maioria das paginas apresenta a data de revisao corrente em pé de pagina.

1.2 Futura introducao

Este texto nasce da nossa experiéncia a leccionar a disciplina de Anéalise Matemaética III no Instituto
Superior Técnico. Por um lado reune um niimero considerdvel de enunciados de problemas de
exame e por outro serve de propaganda & nossa maneira de ver os assuntos aqui tratados. Andlise
Matematica III é uma disciplina do primeiro semestre do segundo ano de todos os curriculos de
licenciatura leccionados no Instituto Superior Técnico (IST) excepto Arquitectura.

Se se perguntar a um aluno de um dos dois primeiros anos do IST que tipo de “folhas” mais
deseja que lhe sejam disponibilizadas pelos seus professores temos como resposta mais que provavel:
“folhas de exercicios resolvidos de Andlise Matematica”. No entanto tal resposta costuma suscitar
como reacgao da parte dos docentes essencialmente preocupacao. De facto a resolugao de exercicios
de Andlise Matemética ndo é geralmente tinica e o processo de aprendizagem estd mais ligado &
tentativa de resolucao dos mesmos quando se possui um conjunto de conhecimentos minimo do
que a absorcao acéfala de um numero finito de receitas.

O que se segue é uma tentativa de compromisso entre a procura e a oferta neste mercado
sui generis. Sao incluidos exercicios de exame dos tdltimos anos com modificagoes do enunciado
quando tal foi julgado conveniente e muitos outros com um cardcter mais ou menos trivial, ou de
complemento de resultados citados, ou de comentario de uma resolugao de um exercicio, sugestao
de extensoes, etc. Por vezes um exercicio embora incluido numa secgao inclui uma questao que
s6 é tratada numa seccao posterior. Tais exercicios estao assinalados com um asterisco *. Foram
incluidos esbogos de resolucao e sugestoes em numero consideravel.


mailto:ecdi@math.ist.utl.pt
http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/AMIII/temp.pdf

CAPITULO 1. INTRODUCAO

O leitor devera ter em consideragao que o programa de Andlise Matematica III tem variado
ao longo do tempo. E consensual no Departamento de Matematica do IST e na escola em geral
que a introducgao a analise em R™ e o cédlculo diferencial em R™ deverao ser tratados em grande
parte no primeiro ano do curso. Dai a existéncia de secgoes correspondentes a revisao de material
coberto no primeiro ano do curso.

Outro facto a ter em conta é a diferenga de programa para os cursos de Matematica Aplicada
e Computacao e Engenharia Fisica Tecnolégica. Nestes cursos sao introduzidos o formalismo das
formas diferenciais e a respectiva versao do teorema fundamental do calculo em vez da formulacao
classica do teorema de Stokes. Aconselha-se os alunos destes dois cursos a comparar os enunci-
ados de exercicios deste tema com as formulagoes classicas dos mesmos. Tais comparagoes estao
indicadas em nota de pé de pégina.

A notacgao utilizada é cldssica tanto quanto possivel, embora obviamente nao universal, e nem

sempre serd isenta de incoeréncias. Por exemplo: usaremos a notagao de Leibniz para derivadas

. . ~ . ’ 2
parciais mas de acordo com a notacao geral para operadores, isto é, 6‘15‘y = a% (g—;‘); usaremos

[, [J[ sempre que tal for considerado sugestivo.

Citaremos os resultados essenciais de cada tema mas nao necessariamente com a sua formulagao
mais geral remetida por vezes para observagoes marginais ou problemas. O enunciado de tais resul-
tados por vezes é seguido de uma “demonstragao” que mais nao faz que relembrar sinteticamente
a dependéncia em relacao a outros resultados e os métodos utilizados.

Faz-se notar que nao seguimos a ordenagao de material geralmente adoptada durante a ex-
posicao dos cursos no IST devido devido a razdes como a conveniéncia em apresentar problemas
sobre a introdugao do conceito de variedade como complemento do estudo do teorema da funcao
implicita.

Um dltimo aviso: este texto nao pretende substituir os excelentes livros de texto disponiveis
sobre os assuntos aqui abordados. Diria mesmo que é provavelmente incompreensivel se um ou
mais desses livros nao for consultado. Os textos adoptados no IST sao [6 [3] [5].

Lisboa, Outubro de 1999

DG, JPM, JPS
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Capitulo 2

Complementos de Calculo
Diferencial

O conceito de fun¢do diferencidvel é uma das nogoes chave da andlise. Por exemplo, se f : R — R
for diferencidvel em g, o calculo de f’(z¢) permite aproximar f pela férmula de Taylor perto de
o, i.e.,

f(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) + o(x — x0),

onde limy_, 4, O(;:;O) = 0. Esta férmula tem a seguinte interpretagdo geométrica: f'(zg) é o

declive da recta tangente a f em zg e y = f(xo) + f'(20)(x — z¢) é a equagdo dessa recta.
Outras aplicagoes do conceito de derivada familiares a um estudante que conheca Analise
Matematica ao nivel de um primeiro ano de licenciatura sao, por exemplo, a determinagao de
pontos de extremo: se f : R — R for diferencidvel, os seus méximos ou minimos sio zeros de f’ [ﬂ
Outra aplicagdo que deve ser familiar é a mudanga de coordenadas na integragdo através de:

b F7H)
/ g(x)dz = / d(F@)f ()dy.
a f=1(a)

Esta presenca ubiqua da diferenciagdo no estudo de funcgoes reais de variavel real faz com que
seja natural, quando se estudam funcgoes de varias varidveis, generalizar a nocao de derivada. Para
funcoes de R™ em R, a interpretacao geométrica da derivada serd o “declive” do “plano” tangente
ao grafico da fungdo, mais precisamente y = f(xo) + D f(xo)(x — x0) é a equagado desse “plano”
tangenteﬂ

Neste capitulo resumiremos alguns resultados de calculo diferencial, para funcoes reais de mais
do que uma varidvel real. Em particular trataremos questoes importantes sobre a continuidade e
diferenciabilidade de fung¢oes de R™ em R™. Para além disso estudaremos a férmula de Taylor.

2.1 Preliminares

Esta seccao relembra alguns dos conceitos e resultados sobre fungoes de R™ em R™ que se supoem
conhecidos nas secgoes seguintes. Aconselha-se o leitor a consultar [I] para relembrar, com detalhe,
os resultados, supostos ja conhecidos, que a seguir se enumeram de uma forma necessariamente
breve.

Tanto a definigao de continuidade como a de diferenciabilidade dependem do conceito de dis-
tancia entre dois pontos, definida por sua vez a custa da nogao de norma:

1Note, no entanto, que o facto de a derivada se anular num ponto, ndo implica que este seja um méximo ou
minimo; pode ser ponto de sela! Veja o capitulo
2Designacdes técnicas para um tal conjunto sao de um subespaco afim de dimensédo n de R*t1 ou hiperplano
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CAPITULO 2. COMPLEMENTOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Definigao 2.1.1 Seja n : R® — R. Diz-se que n € uma norma se verificar as sequintes proprie-
dades:

i) n(x) >0 sex #0 en(0) =0;
i) n(Ax) = [A|[n(x), V& € R", VA € R;
ii) n(z+y) < n(x)+ny), v,y € R".

Para designarmos uma norma genérica utilizaremos a notagao ||z| = n(x). Em R™ é usual
considerar a norma euclideana, definida por

_ 2 2
z1, ..., zn)|| = A/25 + ...+ 22.
Porém, em certas situagoes, pode ser ttil trabalhar com normas diferentes.

Exercicio 2.1.1 Prove que as sequintes funcées sdo normas em R?:
1. n(z,y) = |z + |yl
2. n(z,y) = max {|x], [y}
3. n(x,y) = 2v/x% +y?
4. n(w,y,2) = |zl + Vy? + 22

Exercicio 2.1.2 Mostre que n(z,y) = |z +y| ndo € uma norma mas satisfaz[ij e[ii] em[2.1.1]

s

Definicao 2.1.2 Em R", a bola (aberta) centrada em x e de raio r, relativa ¢ norma || - ||, € o
conjunto B(x,r) (ou B.(x)) definido por

B(z,r) ={y e R": |z —yll <7}.

Se a norma em questao for a norma euclideana as bolas serdao “redondas”, caso contrario poderao
ter formatos mais ou menos inesperados, como se pode ver no exercicio seguinte.

Exercicio 2.1.3 Esboce as bolas B1(0) em R? para as sequintes normas:
L[z, y)ll = vVa? +y?
2. (@, y)ll = =] + ly]
3. Iz, y) |l = max{|z[, [y|}

Exercicio 2.1.4 Mostre que uma bola serd sempre um conjunto convexo, isto €, dados dois quais-
quer dos seus pontos, o segmento de recta que os une estd contido na bola.

Daqui para a frente vamos sempre supor que a norma em R"™ é a norma euclideana, a nao ser
que seja dito algo em contrario. Além disso a notacao nao distinguird as normas euclidianas em
diferentes espagos R™ para n > 2.

Definigao 2.1.3 Diz-se que um conjunto A C R™ ¢é aberto se verificar a sequinte propriedade:
Ve e A,3r > 0: B(z,r) C A.

Exemplo 2.1.1 O conjunto ]0,1[ C R € aberto. Com efeito, para qualquer nimero real 0 < x < 1
temos x > 1/2 oux < 1/2. No primeiro caso B(x,x/2) C |0, 1], no seqgundo B(x, (1—x)/2) C ]0,1].

Exercicio 2.1.5 Mostre que as bolas abertas sdao conjuntos abertos.

24 de Janeiro de 2000 8



2.1. PRELIMINARES

Temos reunidos todos os ingredientes ncessarios a definicao de fun¢do continua:

Definigao 2.1.4 Diz-se que uma fungdo f: A C R™ — R™ ¢ continua num ponto x € A se:
Ve>030>0 tal que [lz—y|<dyecA=|flz)—flyl<e

Diz-se que f € continua num subconjunto do seu dominio se for continua em todos os pontos desse
conjunto.

Exemplo 2.1.2 Suponhamos f(x,y) = x +y. Provemos que f € continua. Seja € > 0 arbitrdrio.
Reparemos que, para todo o (z1,y1) e (x2,y2), se tem

|z1 +y1 — 22 — yo| < |21 — 22| + |y1 — 92,

sendo que |1 — xa] < |[(z1,91) — (22, 92)|| € |ly1 — y2| < ||(z1,y1) — (22,92)||. Portanto, fixrando
€ >0, e escolhendo § < 5 teremos:

|71 +y1 — 22 — yo| <20 <,
se ||(z1,y1) — (z2,y2)|| < J. Logo f é continua.
Exercicio 2.1.6 Mostre que a funcdao definida por

1, sex+y>0,
0, sex+y<0

f(a:,y) :{

nao € continua.

Muitas vezes, para mostrar continuidade (ou a falta dela), utiliza-se a caracterizagio de conti-
nuidade através de sucessoes:

Teorema 2.1.1 (Continuidade a4 Heine)
Seja f : A CR™ — R™. f é continua em xy € A se e somente se para toda a sucessao (xy)reny C A
que converge para g (isto é, limy_, o ||r —xo|| = 0) a sucessao (f(xx))ren converge para f(xg).

Exemplo 2.1.3 Seja f : R® — R™, g : R™ — RP, f e g continuas. Provemos que go f é
continua. Seja xy € R™ e (x) C R™ wma sucessdo convergente para xg. Definindo yi = f(xy)
obtemos uma sucessao (yr) C R™ que converge para yo = f(xo), uma vez que f € continua. A
sucessao (z) C RP, definida por z, = g(yx), converge para zg = g(Yo), uma vez que g € continua.
Resta observar que zi, = go f(xr) — z0 = go f(xg), pelo que go f é continua.

Exercicio 2.1.7 Refaga o exemplo anterior usando a defini¢ao(2.1.4).
Exercicio 2.1.8 Prove o teorema[2.1.1

Exercicio 2.1.9 Seja f : R™ — R™. Prove que f é continua se e somente se para todo o aberto
A CR™ se tem f~1(A) CR™ aberto, onde o conjunto f~(A) € definido como sendo:

fHA) ={z cR": f(x) € A}.
Generalize este resultado para funcdoes definidas num subconjunto arbitrdrio de R™.
Definigao 2.1.5 Diz-se que um conjunto F' C R™ € fechado se o seu complementar F€ for aberto.

Teorema 2.1.2 (Caracterizagao dos fechados via sucessoes)
F C R™ é fechado se e s6 se dada uma qualquer sucessao convergente de termos em F' esta converge
para um elemento de F'.

9 24 de Janeiro de 2000



CAPITULO 2. COMPLEMENTOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Exercicio 2.1.10 Dé dois exemplos distintos de subconjuntos de R™ que sejam, cada um deles,
sitmultaneamente aberto e fechado (isto sé se verifica para dois conjuntos muito especiais!).

Definigao 2.1.6 A unido de todos os abertos contidos num conjunto A serd designada por interior
de A e abrevia-se int A. A interseccdo de todos os fechados contendo A chamar-se-d fecho de A e

abrevia-se A. A fronteira de A, DA, é definida por 0A = A\ int A.

Definicao 2.1.7 Diz-se que um conjunto K C R™ é compacto se dada uma qualquer sucessao de
termos em K esta possui uma subsucessao convergente para um elemento de K.

Teorema 2.1.3 (Caracterizagao dos compactos de R")
K C R"™ é compacto se e s6 se K é limitado e fechado.

Exercicio 2.1.11 O conjunto vazio é compacto? E o conjunto dos nimeros racionais de valor
absoluto menor que 17

Exercicio 2.1.12 Dé um exemplo de uma funcdo f : R™ — R tal que
1. {x e R™: f(x) < 1} seja um conjunto compacto.

2. {xz e R": f(x) < 1} seja um conjunto compacto ndo vazio. Observagdo: se f for continua
entao este conjunto € necessariamente aberto (porqué?) portanto se escolher f continua o
conjunto serd necessariamente vazio (porqué?).

3. Seja K um conjunto compacto. Construa uma fungdo f tal que K = {z : f(x) = 1}.
Escolhendo f nao continua o problema € trivial. No entanto pode tornar o problema bem
mais interessante tentando construir f continua!

2.1.1 Exercicios suplementares

Exercicio 2.1.13 Diz-se que duas normas em R”, || - ||o e || - ||3, sdo equivalentes se existirem
constantes positivas, a e b tais que

alzlla < lzlls < bllella
para todo o x € R™. Prove que as sequintes normas sao todas equivalentes entre si:

1|z, zn)|l = |2+ - - -+ |20

2. (@1, z0)|l2 = \/|:1:1|2 + . |z, ?
3 (@1, ..y zn)|loo = max{|a1],. .., |za|}

Exercicio 2.1.14 Prove que as sequintes fung¢des sao continuas:
1. fx)=1se —co<z<1lef(x)=xsex>1;

2. qualquer polindmio em n varidveis.

Exercicio 2.1.15 Prove que

nao € continua.

Exercicio 2.1.16 Diz-se que uma fungao f:J C R™ — R € semicontinua inferior se para toda
a sucessio xp — x € J se tem liminf; | f(xx) > f(x) (recorde que o liminf de uma sucessdo
(yr)ken € definido como sendo liminfy_, oo Yr = limy— oo infrsn{yr})-

24 de Janeiro de 2000 10



2.1. PRELIMINARES

1. Mostre que o liminf existe sempre (eventualmente pode ser igual a —oo, quando?).
Mostre que qualquer func¢do continua é semicontinua inferior.

Dé um exemplo de uma funcgdo semicontinua inferior que ndo seja continua.

e e

Mostre que qualquer funcdo semicontinua inferior f definida num compacto K € limitada
inferiormente, isto ¢ 3C € R tal que f(x) > C sempre que x € K.

N

Mostre que uma fungao semicontinua inferior definida num compacto tem sempre minimo.

6. Utilizando as ideias das alineas anteriores mostre que qualquer funcdo continua definida num
compacto tem mdzrimo e minimo.

Exercicio 2.1.17 As defini¢coes de aberto e fun¢ao continua dependem aparentemente de usarmos
a norma euclidiana. Uma duvida legitima é saber se tivessemos usado outra norma chegariamos as
mesmas conclusoes relativamente a que conjuntos sao abertos e que fungoes sao continuas. Mostre
que:

1. Todas as normas em R™ sdo continuas.
2. Qualquer norma em R™ tem um minimo positivo na fronteira da bola B(0,1).
3. Todas as normas em R™ sao equivalentes.

4. Conclua que as nogées de aberto e fungao continua sao independentes da norma utilizada.

2.1.2 Sugestoes para os exercicios
2.1.13| Observe que Vo € R"”

L 2lloo < [l < nf|2]]oo;

2. 2]l < ll2ll2 < Voll2oo

Usando 1 e 2 deduza as restantes desigualdades. <
2.1.14) Utilize a definicao e o teorema [2.1.1] <

Note que f (—1) — 0# f(0). <

12.1.16
1. Note que a sucessao z, = infx>,{yr} é mondtona crescente.

. Se f é continua e &, — x entdo f(xy) — f(x).

f(w):{o se x <0,

1 sex>0.

2
3. Por exemplo

4. Se f nao fosse limitada inferiormente existiria uma sucessio x, € K tal que f(xy) —
—o0. Como K é compacto poder-se-ia extrair uma subsucessao convergente Ty, — T €
K. Consequentemente ter-se-ia —oo = lim f(x;) = liminf f(xx;) > f(2) > —oco0 o que é
absurdo.

5. Seja f : K — R, onde K C R™ é compacto, semicontinua inferior. Note que, pela alinea
anterior, f é minorada. Defina-se m = inf ek f(y). Entdo existe uma sucesséo a3 € K tal

que f(x) — m. Como K é compacto, existe uma subsucessao T}k, que converge para algum
x € K. Por semicontinuidade inferior tem-se

m= lim_flay,)=liminf f(2r,) > ()

mas por outro lado f(x) > infyecx f(y) = m portanto f(x) = m.

11 24 de Janeiro de 2000



CAPITULO 2. COMPLEMENTOS DE CALCULO DIFERENCIAL

A

y=fx)

b y=>b+f(a)x-a)

Y

Figura 2.1: A interpretagio geométrica de derivada para fungdes reais de varidvel real.

6. Se f é continua entao f e —f sao semicontinuas inferiores.

2.2 Calculo diferencial elementar
Vamos comegar por definir fun¢ao diferencidvel.

Definicao 2.2.1 Seja U C R™ um aberto. Diz-se que uma funcgao f: U — R™ ¢ diferencidvel no
ponto xg € U se existir uma aplicacdao linear A de R™ em R™, para a qual se tem

i @0+ h) = fl@o) — An| _

Aot ] 0

Sera a aplicagdo linear A na definigdo anterior que chamaremos derivadcﬂ de f no ponto x.
No entanto poderia existir mais do que uma aplicacao linear nestas condigoes. . .

Problema 2.2.1 Mostre que a aplicagao linear A da definicdo|2.2.1| se existir € unica.
Definicao 2.2.2 A aplicacdo linear A da definicdo designa-se por derivada de f em xg
escrevendo-se D f(xg).

Esta definicao de derivada coincide com a definigao usual de derivada para fungces reais de
variavel real. Para este caso, a aplicagio linear A referida na definicdo anterior é simplesmente
multiplicagao por um escalar.

Exercicio 2.2.1 Suponha f:U C R™ — R™ ¢ diferencidvel num ponto xy € int U. Prove que
f(xo +h) = f(ho) + Df(xo)(h) + o(h),

onde limp—o herm % =0.

Definicao 2.2.3 Diz-se que uma funcao f : U C R™ — R™. Se U for aberto dizemos que f é
diferencidvel em U se o for em todos os pontos do dominio U. Se U nao for aberto dizemos que
f € diferencidvel em U se existir um prolongamento f de f a um aberto V' contendo U tal que f
seja diferencidvel em V.

3Tal aplicacdo serd muitas vezes identificada com a matriz real m X n que a representa ou com um vector se n
ou m for igual a 1. Se n =1 é comum usar f’(zo) em vez de D f(zo).

24 de Janeiro de 2000 12



2.2. CALCULO DIFERENCIAL ELEMENTAR

Exemplo 2.2.1 Seja f definida em R por f(x) = x3. Mostremos que ela é diferencidvel em
qualquer ponto de x € R e que a sua derivada é 3z2.
Com efeito temos

. (@ + h)3 — 23 — 322h] . |3zh? + h3|
lim =lim ———

=0.
h—0 |h| h—0 |h‘

A verificacao da diferenciabilidade usando directamente a definicdo pode ser, mesmo em casos
simples, penosa. Isso nao acontece, no entanto, no caso ilustrado no proximo exercicio.

Exercicio 2.2.2 Mostre que uma transformagao linear f : R™ — R", dada por f(x) = Mz, onde
M € uma matriz n X m, € diferencidvel e que Df = M.

As funcoes diferencidveis formam um subconjunto estrito das fungées continuas. Com efeito:

Exercicio 2.2.3 Mostre que qualquer funcao diferencidvel € continua.

Consideremos uma fungao f : U C R® — R™ e fixemos um vector v € R™. Dado um ponto
xg € U, podemos restringir a fungdo f a recta que passa por xg e com sentido definido por v. A
derivada “ao longo” desta recta chama-se derivada dirigida:

Definicao 2.2.4 Define-se a derivada dirigida da fung¢ao f : U C R™ — R™ no ponto xg € U,
segundo o vector v € R™ como sendo

o + W)  f(ao)

se o limite existir.

Este uma relagao simples entre derivadas dirigidas relativamente a vectores com a mesma
direccdo (qual?). Dai “normalizarmos” as derivadas dirigidas considerando muitas vezes v como
sendo unitario. Nesse caso designamos a derivada dirigida como derivada direccional.

A definicao de derivada dirigida é mais fraca do que a definigao de fun¢ao diferencidvel. Com
efeito ha fungoes que nao sao diferenciaveis num determinado ponto mas que admitem derivadas
dirigidas. Pode mesmo acontecer que uma fungido admita algumas (ou todas!) as derivadas
dirigidas num determinado ponto mas que nao seja sequer continua nesse ponto.

Exemplo 2.2.2 Consideremos a fun¢ao definida por

1, sex¢Q,
flz,y) =

0, sexeQ.
Claramente esta funcao nao € continua. No entanto, ela admite derivada dirigida na direc¢dao
(0,1). Fizemos um ponto (xg,yo). Se xqg for racional teremos f(xo,yo + h) = 0, para qualquer
h € R. Deste modo

D,1)f(x0,90) = 0.

Analogamente se xq for irracional teremos f(xo,yo+h) =1, para todo o h € R. Pelo que também
se terd

Do,1)f(x0,%0) = 0.

As derivadas direccionais de fungoes f : U C R™ — R na direccao dos eixos coordenados e no
sentido crescente da coordenada sao frequentemente utilizadas e por isso tém um nome especial:
derivadas parciais.
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CAPITULO 2. COMPLEMENTOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Definigao 2.2.5 Seja f : U C R™ — R. A derivada parcial de f em relagao a x; € definida, caso
o limite exista, por

of - flz 4 Aei) — f(=)
=D, =1 ,
5o-(@) = De.f(@) = Jim .
com x = (x1,...,T,) € sendo e; o versor da direc¢do i. Por vezes usaremos a notagio D;f em
vez de %.

Analisando a definicao facilmente se conclui que, em termos praticos, a derivada parcial de f
em ordem a z; é calculada coordenada a coordenada se m > 1, o que permite lidar sé com fungoes
escalares, e, para cada uma destas, fixando todas as varidveis excepto z; e derivando cada f; em
ordem a z; como se esta fosse uma fungao real de varidvel real.

Exemplo 2.2.3 Seja g(z,y) = (22y?, 7). As derivadas parciais de g em ordem a x ey sdo

0
29— (2232, 1) a—j = (22%y,0).

Exercicio 2.2.4 Calcule a derivada parcial em ordem a y das sequintes funcgoes
1. f(z,y,2) = zyz;
2. f(z,y) = 22 +sen(xy);
3. flz,y,z,w) =0.

Se uma funcao é diferencidvel as derivadas parciais permitem construir facilmente a matriz
representando a derivada.

Proposigao 2.2.1
Se uma fungao f : U C R™ — R™ é diferencidvel em a entao a derivada D f(a) satistaz D f(a)(h) =
Jr(a)h em que é a matriz jacobiana de f no ponto a definida por

i) ... 2(a)
Ji(a) = : :
%(a) gw%(a)

A diferenciabilidade de uma funcao pode ser estabelecida facilmente & custa da continuidade
das derivadas parciais:

Definigao 2.2.6 Diz-se que uma funcdo f : U C R™ — R™ com U aberto é de classe C1(U) se
existirem as derivadas parciais

of;
8%1' ’

1<j<m,1<i<n

e forem continuas. Se U ndo for aberto dizemos que f € C*(U) se existir um aberto V2 U e uma
fungio g : V. — R™ tal que gy = f e g € C*(V).

Exemplo 2.2.4 A fungio f(x,y) = z?y? € de classe C! pois as suas derivadas parciais sdo

continuas (veja exemplo .

Exemplo 2.2.5 Calculemos a derivada da funcdo

f(xvya'z?w) = (f17f27f3) = ($+y,x+y+z2,w+z)
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Aplicando os resultados e observagoes anteriores temos

Ofi Of Ofr ONr

s o 11 0 0

Jr=\2 3y 2 ow|=|L 1 220
ofs ofs Ofs Ofs 00 1 1
ox Oy 0z ow

pelo que a funcio é C', logo diferencidvel e a derivada é representada pela matriz J.

Proposigao 2.2.2 (C! implica diferenciabilidade)
Uma funcao f : U C R™ — R™ de classe C1(U) com U aberto é diferencidvel em U.

Ideia da demonstra¢ao. Claro que basta supor m = 1. Além disso consideramos n = 2 pois tal
permite usar notagao mais simples e quando terminarmos serd ébvio como generalizar para n > 2.
Seja (z,y) € U. Basta provar que

lim f(x+hay+k)_f(x7y)_h%(xvy)_k%(xvy) —0
(h.k)—(0,0) (h2 + k2)/? '

Para tal decompomos a diferenca f(x+h, y+k)— f(z,y) como uma soma de parcelas de diferengas
de valores de f em que em cada parcela os argumentos de f s6 diferem numa coordenada. Uma
escolha possivel é

flet+hy+k) = fle,y) =f@e+hy+k) = fley+ k)] +[f(ey+F) - flzy)]

Podemos assim lidar separadamente com cada coordenada reduzindo o nosso objectivo a provar

f@+hy+k)— flz,y+k) —hil(z,y)

li =0 2.1
(h,k)l—>m(0,0) (h2 + k.z)l/? ’ (2.1)
(h,k)—(0,0) (h? + kz)l/Q '

Para lidar com use o teorema de Lagrange, aplicado a g(t) = f(z +t,y + k) — f(z,y + k),
para obter que existe 8, 0 < 6 < 1, tal que f(z + h,y+ k) — f(z,y+ k) = h%(m +6h,y+k)e
use a continuidade da derivada parcial. Para lidar com pode usar um raciocinio analogo ou
simplesmente a definicao de derivada parcial.

Problema 2.2.2 Verifique que a demonstragio da proposigdo [2.2.9 permite enunciar o resultado
sob hipoteses mais gerais. Dé um exemplo de uma fun¢ao que satisfaca tais hipoteses e nao seja
Cl. Altere a demonstracio para obter o caso n > 2.

Exercicio 2.2.5 Mostre que sdo diferencidveis e calcule a derivada das sequintes funcoes:
1 f(w,y,2) = (2* = y*, ay)
2. f(z,y) =(x —y,x+y,2x+ 3y)
3. f(z,y) = (sen(z + y), cos(z — y))
4. f(z,y) = (e¥¥+= log(1 + e¥), 22 + x)

No caso de fungoes escalares (m = 1) a derivada é representada por uma matriz linha que
se identifica a um vector de R™ que merece um nome especial pela sua importancia no célculo
diferencial e nas aplicagoes.
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Definicao 2.2.7 Suponha que uma funcao f : U C R™ — R possui todas as derivadas parciais
num ponto a € U. Define-se o gradiente de f em a, V f(a), via

Vi(a) = (;ﬂi(a),...7$(a)> .

Exercicio 2.2.6 Verifique que se f: U C R™ — R € diferencidvel em a € U entao:
1. Df(a)(h) = Dpf(a) = Vf(a) - h;
2. sup|p=1 Duf(a) = |V f(a)|.

Exercicio 2.2.7 Mostre que a derivada da composicao f o g das transformagoes lineares f(y) =
Ay, g(x) = Bz, onde f : R* - R™, g : RP — R™ e A, B sdo matrizes reais m X n e n X p,
respectivamente, € a matriz AB.

O proximo teorema fornece um método de cédlculo da derivada de fungoes obtidas por com-
posicao. Note que para aplicagdes lineares a demonstragao é trivial (exercicio [2.2.7]) e sugere o
resultado geral: a derivada da composta € a composta das derivadas. Mais precisamente:

Teorema 2.2.3 (Derivacao da Funcao Composta ou Regra da Cadeia)
Sejam f:V CR" = R™ eg:U C RP — R", fungées diferencigveis, a € U, f(a) € V com U e V
abertos. Entao fog:UN f~1(V) — R™ é diferencidvel em a e verifica-se:

D(f o g)(a) = Df(g(a)) o Dy(a).
Se f e g forem de classe C' entdo h é de classe C.

De um ponto de vista de calculo as derivadas parciais da composta sao calculaveis em termos das
derivadas parciais das funcoes que definem a composicao usando o resultado anterior e o facto de a
composicao de aplicacoes lineares corresponder o produto de matrizes que as representam. Assim
é importante compreender exemplos cujo protétipo mais simples é do tipo seguinte:

Exemplo 2.2.6 Seja f:R?> =R e g=(g1,92) : R — R2. Se f e g forem diferencidveis entdo

d(fog) ., _ Of dg of dga

7 (t) = B2, (91(7«‘%92(15))%@) + 87561(91@)792@)) 7 (t).

Um outro exemplo do mesmo género é:

Exemplo 2.2.7 Seja f(z,y) = (x + y,z — y) e g(t1,t2,t3) = (t1 + 2ta, ta + 2t3). f € g sdo
diferencidveis. A derivada de fog €

D(f o g)(tr,ta,t3) =Df(g(t1,t2,t3))Dg(t1,t2,t3) =
ot 2 0] 13 2
[1 —1] [o 1 2]{1 1 —2]'

Quando nao ha risco de confusdo sobre os pontos em que se calculam as diversas derivadas
parciais é comum abreviar uma férmula como a do exemplo [2.2.6] como segue:

a _ O0f dg | Of dg>
dt(fog)_ Oxy dt +8:1:2 dt

ou

d _ Of dzy | Of dwy

Hd risco de confusao em situagoes como a seguinte:
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Exercicio 2.2.8 Suponha que f : R? — R ¢ diferencidvel, f(0,1) = 0 e f(1,0) = 0. Seja
9(@,y) = f(f(z,y), f(y,x)). Calcule 5

g

—(0,1

81:(07 )

em termos de derivadas parciais de f em pontos convenientes. Convir-lhe-d usar a nota¢ao D;f
para evitar ambiguidades.

Exercicio 2.2.9 Calcule a derivada da composicao h = f o g nos sequintes casos:

1. f(z,y,2) =22 + 9%+ 2% e g(t) = (t,2t,3t)

2. f(x,y) = (xy® + ychy? xtg(shaz?) + 3y, x —y) e g(t) = (3,4).
Exercicio 2.2.10 Seja f : U CR™ - R e g : [a,b] — U diferencidveis tais que f é constante no
contradominio de g. Mostre que V f(g(t))-¢'(t) = 0 para todo o t € [a,b]. Interprete este resultado

como significando que, para funcoes diferencidveis, o gradiente € ortogonal aos conjuntos de nivel
da fungao.

O teorema de derivacao da funcao composta permite generalizar alguns resultados com facili-
dade a custa de resultados ja conhecidos para funcoes reais de varidvel real. Por exemplo o teorema
de Lagrange para funcoes escalares em que se relaciona a diferenca entre os valores de uma funcao
em dois pontos e a derivada no segmento de rectaﬁ que os une.

Teorema 2.2.4 (do valor médio ou de Lagrange)
Sejam U C R™ um aberto e f : U — R uma fungao diferencidavel. Se x,y € U e L(x,y) C U entao
existe 6 € )0, 1] tal que

fly)—fl@)=Vfl@+0(y—=z)) (y—=x).

Exercicio 2.2.11 Prove o teorema do valor médio. Sugestdo: considere a func¢do de varidvel real
g(t) = f(x+t(y — x)) e aplique o teorema do valor médio para fungdes a uma varidvel.

2.2.1 Exercicios suplementares
Exercicio 2.2.12 Seja f : R? — R definida por
2
’ 0, se (x,y) = (0,0).

a) Determine justificadamente o maior subconjunto do dominio de f em que esta funcdo €
continua.

b) Uma fungdo H : R? — R? verifica H(0,1) = (1,—1) € diferencidvel em (0,1) sendo a matriz
jacobiana de H nesse ponto dada por

1 -1
=[5
Calcule a derivada dirigida D 1)(f o H)(0,1).
*Exercicio 2.2.13 Se f : R? — R estd definida por

2 —yP

N e

—
~—

0, se (z,y) = (0,0).

4Dados x, y € R™ define-se o segmento de recta unindo @ a y como sendo o conjunto L(z, y) = {z = z+t(y—x) :
t € [0,1]}.
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a) Calcule o valor mdzimo de Dy f(1,2) quando h é um vector unitdrio.
b) Calcule a equagdo do plano tangente ao grdfico de f no ponto (x,y,z) = (1,2,-7/5).

*c) Decida justificadamente se o grdfico de f constitui ou nao uma variedade diferencidvel. Se
optar pela negativa determine o maior subconjunto do grdfico de f que efectivamente constitui
uma variedade diferencidvel. Em qualquer caso determine justificadamente a dimensdo da
variedade e o espago normal no ponto (1,2,—7/5).

Exercicio 2.2.14 Calcule as derivadas parciais de primeira ordem de
1 f(z,y,2) =2 +y* + 22
2. f(z,y) = sen(sen(sen(sen(z + y))))

3. f(z,y) = f0x+y e~ ds
Exercicio 2.2.15 Seja f(x,y) = ysen(x? + arctg(y — cos(z))) + 2. Calcule %(O7 0).

Exercicio 2.2.16 Moste que as sequintes funcgoes sdo diferencidveis e calcule as suas derivadas:
1 f(z,y) = (@2*+y,z—y)
2. f(z,y) = (x foy €Cos(s)d37yf0x ecos(5) ds)
Exercicio 2.2.17 Calcule a derivada de f o g nos sequintes casos:
1. f(z,y,2) =22 +y? + 2% e g(t) = (sen(t), cos(t),0);
2. flz,y) = (@ +y,z—y) eglu,v) = (v,u);

3. flx,y,2,w) = cos(el@ ) — 2 —w) e g(p,q) = (0,1,2,3).

2.2.2 Sugestoes para os exercicios

2.2.14]
a) % = 2x, %5 =2y e % = 2z. Observe que o vector (2x,2y,2z) é ortogonal & fronteira

das bolas centradas em 0, isto é as esferas de equacdo da forma x2 + y2 + 22 = c. Isto ndo
é uma coincidéncia mas sim uma consequéncia do que foi aflorado no exercicio [2.2.10] e que
retomaremos!

b) % = %ch = cos(sen(sen(sen(x + y)))) cos(sen(sen(x + y))) cos(sen(z + y)) cos(z + y);

2 ~ 7 . .
c) 9f — 9 — g=(=ty) (observe que ndo é necessério calcular o integral).
ox oy

<

2.2.15| Observe que f(z,0) = 2. <
2.2.16| Ambas as funcoes sdo de classe C*, pois as derivadas parciais sdo continuas. Portanto:
2¢ 1
Lor=r 1)

fy GCOS(S)dS xecos(y) :|

2. Df = |: Oyecos(z) foz ecos(s)ds

2217
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1. Observe que (f o g)(t) = 1 para qualquer t.

2. Pela regra da cadeia temos:
1 1](0 1 1 -1
D(fOQ):Dngz[l —1} {1 0}:[1 1]'

3. Note que Dg = 0 pelo que D(f og) = 0.

2.3 Derivadas parciais de ordem superior a primeira

Vamos considerar com derivadas parciais de ordem superior a primeira que, no essencial, se definem
recursivamente.

Definigao 2.3.1 Seja f: R™ — R. As derivadas parciais de seqgunda ordem, com respeito a x; e
z;, 1 <4,5 < n, sdo definidas por

o f 0 of
8xi8xj N 81‘, ({)Z‘j7
2 2
caso a expressdo da direita esteja definida. Se i = j escreve-se ﬁ = gT’;. Procede-se de modo

andlogo para derivadas parciais de ordem superior a sequnda.
Exemplo 2.3.1 Uma notagcao como
0*u
0z0y20z

indica que a funcao u foi derivada sucessivamente em ordem a varidvel z, duas vezes em ordem a
y e finalmente em ordem a x.

Exemplo 2.3.2 Seja f(x,y) = 22 + 2y* + xy. Temos

O*f 0 (of )
=2z lay) "z =1.
Oxdy Ox (83/) &r( y+a)
Exemplo 2.3.3 Seja f(z,y,2) =sen(x +y + z)
*f o o3
toyoz0y ~ daraydz S T YT ) = g, (enle by +2)) =

2

0
=— @(cos(z +y+2)= %(sen(z +y+2)) =cos(z+y+ 2).

Exercicio 2.3.1 Seja f(z,y) = 2% + 2y* + 2y. Calcule aajg:c; observe que o resultado é o mesmo

do exemplo [2.5.3

O resultado deste ultimo exercicio ser o mesmo do exemplo [2.3.2] nao é uma coincidéncia mas
sim a consequéncia de um facto mais geral — o Teorema de Schwarz. Antes de o enunciarmos
precisamos de uma definicao:

Definigao 2.3.2 Considere uma func¢do f: U C R™ — R.

e Se U for aberto diz-se que f € de classe CF em U, k € N, ou abreviadamente f € C*(U), se
todas as derivadas parciais de ordem k de f existirem e forem continuas em U.
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y A
y+k ............. ?. ................ ,
Yool @ "
X x+h X

Figura 2.2: Convengdes na demonstracao da Proposigao e do Teorema [2.3.1]

e Se U ndo for aberto escrevemos f € C*(U), k € N, se existir V aberto com V 2 U e uma
fungio g € CF(V) tal que a restrigio de g a U seja igual a f.

e f diz-se de classe C°(U) se for continua em U.

e Adicionalmente, para U aberto, definimos C®(U) = NpenC*(U) e para um conjunto néao
necessariamente aberto procedemos como anteriormente.

Na maior parte das aplicacdes do calculo diferencial a hipétese de uma funcio ser de classe C*
para um certo k é natural. Certos resultados a citar a seguir serao validos sob hipdteses mais gerais
mas abstermo-nos-emos de dar importancia especial a tais hipdteses. Por vezes serao remetidas
para problemas.

Exercicio 2.3.2 Seja p(x1,...xy,) um polindmio em n varidveis. Mostre que sen(p(xy,...x,)) €
uma fungao C*°(R™).

Problema 2.3.1 Verifique que se j < k entio C* C C7.

O préximo teorema é um resultado muito importante que permite reduzir o nimero de calculos
necessarios para determinar as derivadas parciais de ordem superior 4 primeira. Ele diz-nos que,
sob certas condigoes, a ordem pela qual se deriva uma fungao é irrelevante.

Teorema 2.3.1 (Schwarz) , ,
Seja f : U C R™ — R, a um ponto interior a U, f € C*(U). Entao 88 I_(a) = 2L (a) para

Ilaxj 8r7 Bml

quaisquer indices 1 < 1i,j < n.

Ideia da demonstragdo. Basta considerar n = 2 e convencionamos a = (x,y). Notamos que

drdy () _illlg}) %EI(IJ hk (2:3)
D*f o @byt k) = flay+ k)] = [fle+hy) = flz,y)]
Byog (©ry) = fim limy ik 24)

Designemos o numerador das fracgdes dos segundos membros de (2.342.4)) por D(h, k). Aplicando
o teorema de Lagrange a funcao g(t) = f(z +t,y+ k) — f(z +¢,y) no intervalo [0, h] obtemos que
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existe 61, 0 < 0, < 1, tal que

0 0
D RY = h |9 w01y + k) — O (01|

- Oz
Uma segunda aplicacao do teorema de Lagrange permite obter que existe 5, 0 < 02 < 1, tal que

0*f
0yor

D(h,k) = hk (x4 01h,y + 02k).
Substituicao em ({2.3) e justificagao de que ambos os limites iterados igualam lim s, 1) —(0,0y D(h, k)
permitem obter a igualdade pretendida.

Problema 2.3.2 O dltimo passo da demonstra¢ao da Proposi¢ao|2.3.1] merece alguns comentdri-
0s. Por um lado 01 e 05 sao funcdoes de h e k. Por outro a relacdo entre um limite e um limite
iterado é, em geral, mais complexa do que o leitor pode imaginar. Seja f : U C R?2 — R e (z0, yo)
um ponto interior de U. Mostre que:

a) Pode existir im, ) (z0.40) f(2,Y) sem que exista limg ., limy, ., f(z,y).

b) Se lim(y ) (wo,yo) f (@, y) € limg .z limy 0 f(x,y) evistirem entdo sdo iguais.

Problema 2.3.3 E ébvio da demonstracio da Proposi¢cao m que a hipdtese f € C? pode ser
aligeirada. Isto pode ser feito de vdrias formas. Formule e demonstre pelo menos dois resultados
deste tipo com hipoteses “minimas” nao equivalentes.

Exemplo 2.3.4 Seja f = 2xy. f € de classe C? uma vez que é um polinémio, portanto temos a
sequinte igualdade

0% f B 0% f B

oxdy  Oydx

Exemplo 2.3.5 Se f ¢ de classe C2 tém-se as sequintes igualdades:

o3f o3f o3f

020y 0x0yox - Oydx?

Bf f f

Oy20x  Oydxdy  Oxdy?’

Exercicio 2.3.3 Calcule as derivadas de todas as ordens de f(z,y, 2) = 223z +xyz+x+2 (0bserve
que s6 hd wm nidmero finito de derivadas ndo nulas. Porqué?).

O conceito de derivada dirigida de ordem superior a primeira permite formalizar o enunciado da
férmula de Taylor de uma forma anéloga ao resultado ja conhecido para fungoes reais de varidvel
real.

Definigao 2.3.3 Seja f : U C R™ — R. As derivadas dirigidas de ordem superior & primeira de

f num ponto € U sequndo h definem-se recursivamente, se existirem, por Ds)f(a:) = Dpf(x)
e

DY f(x) = Dp(DY~Vf(x)),  sej>1.

Relembra-se que para funcdes diferencidveis, e em particular de classe C!, temos Dy, f(x) =

h-Vf(xz).
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Problema 2.3.4 Verifique que para funcées de classe C9 num aberto o cdl(_:ulo da derivada diri-
gida D;lj)f corresponde a aplicar & funcdo f o operador diferencial (h- V)’ e consequentemente
D,(l])f € um polinémio homogéne de grau j nas componentes do vector h. Se h = (hy,hs)
verifique que paran =2 e j = 2 temos

o°f >*f 2 0°f

2
D@ —p22 L Lopn h .
h f 1813% + ! 2658181’2 + 28$%

Em geral obtenha

L. o9
pWf = ZZh“hZJM

ii=1 ;=1

Note que existem termos “repetidos” na férmula anterior. Calcular o ntimero de repetigoes é
um problema de calculo combinatério cuja solugao no caso n = 2 é bem conhecida.

2.3.1 Exercicios suplementares

Exercicio 2.3.4 Seja f : R? — R definida por:

xy, se |yl > |x|,
= {on o

0, caso contrdrio.
Mostre que:
0% f 0% f
= =1.
D20y (0,0)=0 Dy (0,0)

Ezplique porque € que isto nao contradiz o teoremal2.5.1|

Exercicio 2.3.5 Seja f : R? — R uma fun¢do limitada (ndo necessariamente continua). Mostre
que

g(z,y) =z +y+ (2% +y°) f(z,y)

¢ diferencidvel na origem. Calcule a sua derivada. Dé um exemplo de uma fungao f tal que g ndo
seja continua no complementar da origem.

Exercicio 2.3.6 Suponha f : R* — R", f bijectiva, diferencidvel e f~' também diferencidvel.
Mostre que Df~1(f(x)) = [Df(x)]"". Use esta observacio para, por exemplo, rededuzir a férmula
da derivada de arcsen.

2.3.2 Sugestoes para os exercicios

O teorema sé se aplicaria se a funcdo f fosse de classe C?. <

Use a defini¢ao de derivada para mostrar que g é diferencidvel com derivada representada
por Vg(0,0) = (1,1). Para a segunda parte um exemplo possivel é

flz,y) = {1’ wered

0, caso contrario.

2.3.6| Observe que f(f~!(z)) = x. Diferencie esta expressao. d%(arcsen y) = 11 =. <
-y

5Um polinémio P de grau k diz-se homogéneo se P(\z) = A* P(z) para todo o A € R.
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2.4 Polinémio de Taylor

Tal como no caso de fungoes reais de variavel real podemos construir aproximacoes polinomiais de
funcoes de classe C*.

Teorema 2.4.1 (Taylor)
Seja f : U C R™ — R uma funcao de classe C*(U) com U um aberto e ¢y € U. Para cada j < k
existe um polinémio em n variaveis de grau j, iinico, P; : R® — R tal que
_ P,
lim fl@) — Pi(@) _ 0. (2.5)

R N

O polinémio P; é designado por polindmio de Taylor de ordem j de f relativo ao ponto xg e é
dado por

J
1
Pi(@) = f(@0) + ) 51D 0 f (@0)- (2:6)
=1 "
O erro Ej(z) da férmula de Taylor é dado por
Ej(x) = f(z) = Pj(z).

Ideia da demonstracdo. Decorre do resultado ja conhecido para n = 1 e do teorema de derivagao
da funcao composta por consideracao da funcao auxiliar g : [0, 1] — R definida por g(t) = f(t(x —
o) + xp) em que x € B.(xg) C U.

Problema 2.4.1 Use o problema [2.5.]] para obter a férmula de Taylor na forma:

k P _ .
f(®) = Z Z . L(mo) (x1 —201)" ... (T — xTon)™ + Ex(x —x0).  (2.7)

pl 9y /i1 in
p=0 i1+ tin=p oyy* ... Oyn

O leitor é aconselhado a pensar no polinémio de Taylor via a propriedade (2.5)) e ndo simples-
mente como um polinémio calculével via (2.6]) ou (2.7).

Problema 2.4.2 Formule o Teorema de Taylor explicitando o resto da férmula de Taylor numa
forma andloga a uma das conhecidas para funcgédes reais de varidvel real.

Podera pensar-se que o cdlculo do polinémio de Taylor para fungoes de vérias varidveis e
para uma ordem relativamente elevada é um pesadelo computacional. Nem sempre serd assim se
tirarmos partido, quando possivel, de resultados ja conhecidos para fungdes de uma variavel.

Frequentemente em vez de escrevermos o termo de erro Ey(x — y), escrevemos o(|lz — y||*),
com o mesmo significado.

Exemplo 2.4.1 Se f(z,y) = zy + senz, a férmula de Taylor de sequnda ordem em torno de

(m,0) é:
of of 1 0*f 2
f(x,y) =f(m,0) + == (z—m)+ == Y++5 535 (x —m)
02 | ) 3 |(r.0) 2 0%, o)
O*f 1 0°f 2 2
rT—mYy+ - 5 + o(||(x — T, ,
920y (mo)( )y + 3 42 (mo)y (II( )
ou seja

flay) =m—a+ay+o(|(x—myl*.
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Exemplo 2.4.2 Se f(x,y) = 2? + 2zy + y? entdo a sua expansdo em férmula de Taylor até a
sequnda ordem, em torno de qualquer ponto, é x2+2zxy+y%. Com efeito, f(x,y)—x2+2zy+y% =0
pelo que (@ vale. Repare que isto evitou termos de calcular 5 derivadas!

Exercicio 2.4.1 Calcule a formula de Taylor até a terceira ordem das segquintes fungoes:
1. f(z,y,2) =2 +y?+2;
2. flzyy,2) =14+x4+y+z+ay+az+yz+zyz;
3. f(z,y) =€* + xyz.

Exercicio 2.4.2 Mostre que a formula de Taylor de ordem k para um polinémio de grau k coincide
com o polinédmio.

Exercicio 2.4.3 Demonstre a parte correspondente a unicidade do teorema de Taylor. [Suponha
que existe um polindmio p(x) para o qual (@ vale. Mostre que se existisse outro polindmio
q(z) # p(x), de grau menor ou igual ao grau de p obteriamos uma contradi¢ao.]

Em certos casos podemos utilizar o conhecimento da expansao em poténcias de uma fungao
real de varidvel real para calcularmos a expansao em poténcias de expressoes mais complicadas:

Exemplo 2.4.3 Queremos calcular a expansio de Taylor da funcdo sen(x? + y*) até a ordem 6
em torno da origem. Sabemos que

t3 3
sent =t — o + o(|t]?).

Deste modo temos

22 4 )3
sen(a? ) = a4y — TV oo 4y
pelo que
6
x
sen(a? +y") =2 + ¢ — = +olll(z,9)[°),

em que na iltima igualdade tivemos em atencio que (z2 + y*)® = 25 + 3aty* + 32298 + y'2 =
2%+ o(||(z,v)]|®) e 2% +y* < 2% +y? para ||(z,y)| suficientemente pequeno.

Exemplo 2.4.4 Seja
g(z,y) = sen(a? — ).
e suponhamos que pretendemos obter o polindmio de Taylor de sétima ordem de g relativo a (0,0).
Sabemos que o seno é uma fungao inteira cuja série de Taylor relativa a 0 (série de Mac

Laurin) é

)\3 )\5 k1 /\2k—1

senA=A— — 4+ — —---+ (-1 — F ...

TR A T T
Tal permite-nos ter um palpite acerca do polindmio de Taylor pretendido simplesmente por substi-
tuicdo formal de X por % — y? na iqualdade anterior e sé considerando os termos de grau menor
ou igual a sete. Obtem-se um polindmio

22 42 3
Qey) = (a2 —y?) - TV

Resta provar que efectivamente se trata do polinémio de Taylor pretendido. Para tal usa-se a
caracterizagao do polinomio de Taylor. De facto

3
im sen)\—)\—l—% —0
A—0 A4
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donde resulta
9(z,y) = Qz.y) _
@y)—=00 (22 —y2)*
e usando |x% — y?| < 22 + y? obtém-se

g(z,y) — Q(z,y)

im v =0.
(z9)—(0,0) (22 4 y?)

Assim @Q € de facto o polindmio de Taylor pretendido e inclusivamente € idéntico ao polindmio
de Taylor de oitava ordem. Note que obtivemos, por exemplo, que todas as derivadas parciais de
ordens 1, 3, 4, 5, 7 e 8 de g em (0,0) sdo nulas.

Exercicio 2.4.4 Desenvolva em férmula de Taylor f(x,y) = e’ +Y* até & terceira ordem. Tente
ndao calcular as derivadas directamente mas sim usar o facto de que o polinomio de Taylor de
ordem k € o unico polindmio de grau < k tal que

|f(z) = p()]

im TR 2.8
lz—yll—0 [z —y[/* 28)

Exercicio 2.4.5 Calcule a expansao em poténcias de x —1 e y — 2 de
sen(x +y — 3)

até a quarta ordem.

2.4.1 Exercicios suplementares

Exercicio 2.4.6 Calcule a expansdo de Taylor em torno do ponto (1,1,1), até & quinta ordem de
Ty + xYz + 22 +y2 + zYyz.

Exercicio 2.4.7 Seja f uma fungao C*°. Desenvolva fom f(s)ds em série de Taylor em torno de
0.

Exercicio 2.4.8 Calcule a expansdo em série de Taylor da fun¢ao e Fsen((y=1%) 416 ¢ quarta
ordem em torno dex =0 ey = 1.

Exercicio 2.4.9 Calcule a expansao em série de Taylor de
sen (xlooo 41000 4 Z1000)

até a ordem 999 em torno da origem.

Exercicio 2.4.10 Suponha que f:R — R e v :R?2 — R sdo de classe C™ e satisfazem

v _ 8%
ot — 0x?

v(z,0) = f(x).

Desenvolva v em série de Taylor em torno da origem.
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2.4.2 Sugestoes para os exercicios

Neste caso a férmula de Taylor coincide com o préprio polinémio zy + zyz + 22 + 3% + zyz

(veja o teorema [2.4.1)). <
Sy F(s)ds = F(0)a + f/(0)% +...+ D (0)Z; + ... «
Note que sen((y — 1)%) = (y — 1)% + % +o(ly—1%) equee =1+t + % + o(t3) pelo
que e’ Fer(=0%) = 1 4 22 4 (y —1)2 + (2 + (y — 1)) + ol (z,y — D*). <
Repare que sen(t) = t + o(t?) para t numa vizinhanca da origem. <
2.4.10| Note que, utilizando a equagao, se tem %(O, 0) = %(O), %(O7 0) = %(O). Use o
método de inducao. |
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Capitulo 3

Extremos

Problemas envolvendo maximizagao ou minimizacgao de fungoes envolvendo diversos parametros
estdo entre os mais importantes em Matemdtica. Aparecem frequentemente em fisica (por exemplo
a mecanica lagrangeana), engenharia (maximizar a resisténcia de um mecanismo ou eficiéncia
de um motor) ou economia (minimizar custos de produgdo ou optimizar investimentos). Neste
capitulo vamos estudar métodos para determinar maximos e minimos de funcoes definidas em
subconjuntos de R™ com valores em R.

O leitor ja deve conhecer que, para fungoes reais de varidvel real, os candidatos a pontos de
extremo de entre os pontos interiores onde a funcédo é diferenciavel sdo exactamente aqueles onde a
derivada se anula, chamados pontos de estacionaridade. A generalizagao deste facto para fungoes
de mais de uma variavel, a discutir mais a frente, sao os pontos onde o gradiente da fungao se
anula. Tal condigao estabelece o chamado sistema de estacionaridade cujas solugoes serao ainda
conhecidas por pontos de estacionaridade.

O teorema de Taylor sera utilizado para a classificagao de pontos de estacionaridade de uma
funcdo de classe C? quanto a serem pontos de minimo, maximo ou pontos de sela. Quanto a
este ltimo ponto é de notar que, num caso concreto, os critérios baseados na férmula de Taylor
poderao ser insuficientes por diversas razoes e tal é abundantemente exemplificado nos exerciciosﬂ

e Uma funcgao pode ter um extremo num ponto onde nao estao definidas algumas das derivadas
parciais de primeira ordem.

e Uma funcao pode ter um extremo num ponto fronteiro do seu dominio.

e Uma funcdo pode ter um extremo num ponto de estacionaridade nao sendo de classe C?
numa qualquer vizinhanga desse ponto.

e Os critérios baseados na féormula de Taylor podem ser inconclusivos.

E‘ dicionalmente tais métodos pressupoem que o sistema de estacionaridade da funcao é expli-
ente resoluvel o que, dado a sua nao linearidade, é algo que em geral nao se verificara.

Em tais casos uma sistematizacao de todos os possiveis métodos de ataque ao problema de
determinagao dos pontos de extremo local de uma fungao é impossivel. Cremos no entanto que os
raciocinios mais interessantes estao bem exemplificados a seguir.

Alguns dos métodos a utilizar pressupoem alguns conhecimentos de Algebra Linear. Como
referéncia sugere-se [4].

1Exemplos tipicos para fungdes reais de varidvel real com o dominio da funcio o intervalo [—1,1]: = +— |z,

—1/z?

e sex #0

zz, o |22 - 7 T
0 caso contrario.
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0.2 0.3

Figura 3.1: Os graficos de f(x) = # —2 e g(z) =z — 22,

3.1 Extremos

Provavelmente o leitor terd uma ideia intuitiva do que é um ponto de extremo de uma funcao, ou
seja, um ponto de maximo ou de minimo. Comegaremos portanto por formalizar estas ideias do
ponto de vista matematico. A primeira definicdo é a de méximo e minimo local de uma funcao
real.

Definicao 3.1.1 Seja f: A — R, com A C R™. Um ponto g € A é um ponto de mdzimo (resp.
minimo) local e f(xy) mdximo (resp. minimo) local de f se existir uma m’zinhangcﬂ V de xy tal
que , Ve € VN A,

f(@) < f(®o),  (resp. f(®) > f(20))-

Note que, de acordo com a definicao anterior, uma funcao pode ter vérios extremos locais cada
um deles ocorrendo em varios pontos de extremo local.

Exemplo 3.1.1 Seja f a funcdo definida em R, constante igual a 1. Entdo qualquer nimero real
é um ponto de mdximo (e também minimo) de f.

O dltimo exemplo ilustra a necessidade de distinguir estes casos degenerados de outros mais inte-
ressantes. Assim temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.1.2 O mdzimo (resp. minimo) é estrito se a igualdade na definigao anterior sd se
verificar para € = xg. O mdximo (resp. minimo) é global (ou absoluto) se, Vx € A

f(®) < f(zo),  (resp. f(z) = f(0)).

Exemplo 3.1.2 A fungdo f(x) = == +z — 2 tem wm mdzimo local em x = 0, um minimo local
em T = —% e um minimo absoluto em T = 1 como se pode observar na figura E A funcao
g(z) = x* — 22 tem um minimo absoluto para x = 1. No entanto, este minimo ndao € unico pois

x = —1 é outro ponto de minimo absoluto tendo-se g(1) = g(—1). Veja a figura ,

Exemplo 3.1.3 Provemos que a fungdo f(x) = x? tem wm minimo absoluto estrito na origem.
Tal decorre de f(0) =0 < 2% = f(x) para x # 0.

Exercicio 3.1.1 Seja f : A — R, com A = {a}, o conjunto sé com um ponto. Justifique que
r = a € ponto de minimo e ponto de mdximo estrito simultaneamente.

Nem sempre dada uma funcdo podemos garantir a existéncia de maximos ou minimos, como
se pode ver pelos exemplos seguintes:

2Por exemplo, uma bola de raio € centrada em @xq.
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-15 -10 -5 5 10 15

Figura 3.2: O gréfico de f(z) = £ +senz

2

Exemplo 3.1.4 Seja f :]0,1] — R definida por f(x) = x. Note que f ndo tem minimo nem
mdximo pois nao fazem parte do dominio os pontos 0 e 1 onde a fung¢do definida pela mesma
férmula mas cujo dominio fosse o intervalo fechado [0,1] atinge os seus valores extremos.

Exemplo 3.1.5 Seja f : R — R definida por f(z) = § +senx. Embora f tenha mdrimos e
minimos locais (ver ﬁgum f nao tem nenhum mdzimo ou minimo global poislim,_ 4, f(x) =

+oo elim,_._ f(z) = —o0.

Exemplo 3.1.6 Seja f(z) = 22 se x € R\ {0}, f(0) = 1. Esta funcio ndo tem nenhum minimo
pois f nunca se anula embora f tome valores positivos arbitrariamente pequenos.

Exercicio 3.1.2 Seja f a fun¢ao do exemplo . Mostre que f(0) € um mdzimo local mas nao
global.

Antes de prosseguirmos convém sumarizar informalmente o que aprendemos nos 3 ultimos
exemplos. A fungao do exemplo nao tem maximo nem minimo porque retirdimos os extremos
a um intervalo limitado e fechado fazendo com que os valores extremos da funcao nao sejam
atingidos nesses pontos. No exemplo seguinte ndo encontramos extremos absolutos pois a fungao
é ilimitada o que é possivel gragas para uma funco continua se o dominio ndo é compacto (neste
caso nao é limitado). Finalmente no tltimo destes exemplos a fun¢ao ndo tem minimo porque
ocorre uma descontinuidade no ponto onde o minimo deveria ocorrer.

Estes exemplos sugerem que, para garantir a existéncia de extremos, seja usual tentar lidar com
fungoes continuas definidas em conjuntos limitados e fechados (compactos). O préximo teorema
mostra que estas condigoes sao efectivamente suficientes para garantir a existéncia de extremos:

Teorema 3.1.1 (Weierstrass)
Seja f: A C R"™ — R continua com A compacto. Entao f tem mdximo e minimo (globais) em A.

Ideia da demonstragao.Veja o exercicio 2.1.16]

Ficamos assim com um critério abstracto para garantir a existéncia de maximos e minimos, inde-
pendentemente da aparéncia mais ou menos complicada da definicao da funcao:

gsen(z+log(z+1))

Exemplo 3.1.7 A funcio f : [0,1] — R dada por f(x) = 1710027 é continua e [0,1].
Portanto tem pelo menos um ponto de mdzimo e um ponto de minimo globais em [0, 1].

Exemplo 3.1.8 Consideremos o subconjunto K C R? definido pela condigio || + |y| < 1. Seja
f a funcdo ai definida por f(x,y) = 22 +y%. Como K é compacto (porque € limitado e fechado),
f tem de ter mdzimo e minimo. Reparando que f € o quadrado da distancia a origem concluimos
que ocorre um minimo (global) na origem. Os pontos de mdzimo serdo os pontos do conjunto mais
afastados da origem, que neste caso sao (£1,0) e (0,£1).
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z=f(xy)

Figura 3.3: Fixar todas as varidveis excepto uma define uma fungdo de uma varidvel. Se f tiver um
méximo local em (zo, yo) e fixarmos a segunda varidvel em yo entdo tal fungdo tem um méximo em zg.

Exercicio 3.1.3 Diga em quais dos sequintes subconjuntos de R? pode garantir a existéncia de
minimos para qualquer funcdo continua f. No caso de a resposta ser negativa apresente um
exemplo.

1. méfJel, Jyl} =1
2. max{|z|,|y|} <1
3. méx{lal, b} > 1
4. max{|z[,[y|} > 1

5. méx{Ja], |y} <1

Exercicio 3.1.4 Mostre que a funcio f(x) = 2* tem minimo e ndo tem mdwimo no intervalo
| — 1,1[. Porque é que isto nao contradiz o teorema de Weierstrass?

Em casos simples é possivel seleccionar os candidatos a extremos utilizando raciocinios ad hoc.
No exemplo[3.1.8 a fungao em questao é a distancia a origem e por isso tem um minimo em 0. No
entanto, convém ter um critério, de aplicacao facil, que permita reduzir o nimero de candidatos a
pontos de maximo ou minimo a serem analisados. O resultado do proximo teorema permite fazer
isto, dai a sua importancia.

Definicao 3.1.3 Seja f : A C R™ — R uma funcao diferencidvel num ponto a € int A. Diz-se
que a € um ponto de estacionaridade (ou ponto critico) de f se Vf(a) = 0.

Teorema 3.1.2
Seja f : A C R™ — R uma fungédo diferencidvel num ponto x € int A. Se x é ponto de extremo de
f entéo é ponto de estacionaridade, ou seja V f(x) = 0.

Ideia da demonstragdo. Seja (x1,...,2,) um ponto de extremo duma funcdo f e considere

gi(t) = f(z1, ... t, ... xy).

g; tem um extremo em ¢t = ;. Aplique o resultado conhecido em dimensao 1 a g; no ponto x;.
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Exemplo 3.1.9 Suponhamos que pretendemos encontrar os extremos da funcao f(z,y) = 2% +1y>
no conjunto 2 +y? < 1. Como o conjunto é aberto todos os pontos de extremo de f (se existirem)
serao interiores, pelo que mestes pontos o gradiente de f serd nulo, isto é

_ (91 of\ _
v (22) - 0o

Deste modo, resolvendo a equacdo
Vf=(2x,2y) = (0,0),

podemos determinar todos os possiveis extremos de f. Concluimos portanto, que o unico ponto em
que pode ocorrer um extremo € (x,y) = (0,0). Como f(0,0) =0 e a funcdo é sempre positiva em
todos os outros pontos este serd necessariamente um minimo (absoluto) de f.

O teorema anterior e o teorema de Weierstrass implicam um critério de deteccao de pontos de
extremo que sumarizamos no seguinte corolario:

Corolario 3.1.3

Seja f : A — R, A compacto (limitado e fechado) e f continua. Entdo f tem pelo menos um
ponto de maximo e um ponto de minimo global. Para além disso, os tinicos pontos que podem ser
extremos de f sao

1. pontos na fronteira de A;
2. pontos onde V f = 0;

3. pontos onde f nao é diferenciavel.

Exercicio 3.1.5 Determine (se existirem) os mdzimos e minimos das sequintes fungoes:
1. f(zyy)=2* +y* em |z| + 9y < 1.
2. f(x,y) = 2% — y* no conjunto x> + y* < 1.
3. f(x,y)
4. flz,y) =22 +y2 em2® +y? < 1.

Porém nem todos os pontos criticos de uma funcao sao maximos ou minimos. Isto motiva a
seguinte definicao:

=ay em |z| + |y| < 1.

Definicao 3.1.4 Diz-se que um ponto de estacionaridade a € um ponto de sela de uma funcdo
f se qualquer que seja a vizinhanc¢a de a existirem pontos nessa vizinhanca onde a func¢dao toma
valores inferiores e superiores a f(a).

Exemplo 3.1.10 Seja f(z) = x® entdo 0 é um ponto de sela de f pois embora seja um ponto
critico de f (f'(x) = 322 anula-se na origem) ndo se trata de um ponto de mdzimo ou minimo

(porque f(x) < f(0) para x <0 e f(x) > f(0) para = > 0).
Exercicio 3.1.6 Verifique que (0,0) é um ponto de sel(ﬂ de x2 —12.

No exemplo [3:1.9] e no exercicio os conjuntos onde as funcoes estavam definidas eram
abertos. Consequentemente todos os pontos de extremo eram pontos de estacionaridade. Nao é
este o caso do proximo exemplo, onde nos temos de preocupar com a possibilidade de haver maxi-
mos ou minimos que, por estarem na fronteira do dominio, nao sejam pontos de estacionaridade.

3A expressdao ponto de sela é motivada pelos graficos de funcdoes em exemplos como este. Claro que acabamos
por usar a expressao em situacoes mais gerais.
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Exemplo 3.1.11 Suponhamos que queremos determinar os extremos da funcao

fla,y) =ay(l—2® — )

no quadrado [—1,1] x [—1,1].
O gradiente de f € dado por

Vf=(yl—2*—y?) —22%,2(1 — 2° — y*) — 2zy?).

Os pontos de estacionaridade estardo entre as solugoes de

—322y—1y>=0
yoeryey (3.1)
r—3zy* —x° =0
no interior do quadrado, isto €, verificando simultaneamente —1 <z <1 e -1 <y < 1. O sistema
admite como solugdes:

1. (x,y) = (0,0);
2. x=0,y#0 e portanto 1 — y?> =0, ou seja (x,y) = (0,£1);
3. x#0,y=0 e portanto 1 — 22 =0, ou seja (z,y) = (£1,0);

4. pontos que verifiquem x #0, y #0 e

3r2 +y? =1
22 +3y% = 1.

O sistema ndo € linear em (x,y) mas € linear em (x2,y?) e tem como solugdo

2 1 2 1

vt = V=1

Deste modo (1/2,1/2), (—=1/2,1/2), (1/2,-1/2) e (—1/2,—1/2) satisfazem o sistema de estacio-
naridade.

De entre as solugoes de as que sao pontos interiores do dominio fornecem a lista de possi-
veis candidatos a extremos locais em pontos interiores: (0,0), (1/2,1/2), (—=1/2,1/2), (1/2,-1/2)
e (=1/2,-1/2). Awaliando a fungdo f nestes pontos obtemos f(0,0) = f(£1,0) = f(0,+1) =0,
F(£1/2,41/2) = 1/8 e f(£1/2,F1/2) = —1/8.

Para avaliar o que se passa sobre a fronteira do dominio consideramos f(—1,y) = y> para
y € [-1,1], f(1,y) = —y2 para y € [-1,1], f(x,1) = —23 para x € [-1,1], f(x,—1) = 23 para
x € [-1,1]. Todas estas fungdes de uma varidvel real sao estritamente mondtonas de maneira
que basta considerar os valores da fungdo nos vértices do quadrado: f(1,1) = f(—=1,-1) = -1 e
F-1,1) = f(1,-1) = 1.

Portanto (1,1) e (=1, —1) sdo pontos de minimo global e (1,—1) e (—=1,1) sdo pontos de mdximo
global.

Temos agora de estudar o que acontece nos outros pontos pois podem ser mdzrimos ou Minimos
locais ou apenas pontos de sela. Quanto ao ponto (0,0) € facil de verificar que xy assume valores
positivos e negativos numa vizinhanca da origem. Por outro lado se (x,y) estiver suficientemente
prézimo de (0,0) a funcdo 1 —x? — y? € positiva. Portanto f numa vizinhanca da origem assume
valores positivos e negativos. Logo (0,0) € um ponto de sela.

Quanto ao ponto (1/2,1/2) classificamo-lo usando um raciocinio ad hoc baseado na utiliza¢ao
do teorema de Weierstrass. Note-se que (1/2,1/2) é um ponto interior do conjunto compacto
A={(r,y) e R?: 22 +9% < 1,2 >0,y > 0}, que f vale 0 sobre A e f > 0 no interior de A.
O teorema de Weierstrass garante que f terd um mdzimo em A (global relativamente a A) que
ocorrerd necessariamente num ponto interior. Tal ponto € entdo um ponto de estacionaridade. O
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Figura 3.4: Estudo de f(x,y) = zy(1 — 2* — y?) quanto a existéncia de pontos de extremo em [—1,1] x
[-1,1]. Tente identificar as propriedades deduzidas para a fun¢do com o que é evidenciado no grifico
gerado numericamente a direita.

dnico ponto de estacionaridade em int A é (1/2,1/2) logo este ponto é um ponto de mdzimo local de
f (relativamente ao quadrado [—1,1] x [=1,1]). Este raciocinio vale para (1/2,—1/2), (—=1/2,1/2)
e (=1/2,—1/2) chegando-se de maneira andloga a conclusao que (1/2,-1/2), (—=1/2,1/2) sdo
pontos de minimo local e (—1/2,—1/2) um ponto de mdximo local (ou use o facto de a fungao ser
impar em cada uma das varidveis).

Exercicio 3.1.7 Determine, se existirem, os pontos de mdzimo e minimo local da func¢do (x,y) —
xy no quadrado méx{|z|, |y|} < 1.

Para terminar esta seccao vamos apresentar um exemplo em que usamos propriedades de
simetria e uma mudanca de variavel para determinar extremos

Exemplo 3.1.12 Seja f(x,y,z,w) = 22 + y? — 22 —w? + (22 + y?)2. Definindo r} = 2% +y% e

r2 = 22 + w? temos f(x,y, z,w) = r? —r +r}. Portanto, determinando os mdrimos e minimos

de g(r1,7m9) = 2 —r2 + 1}, podemos recuperar os mdzimos e minimos de f.

Exercicio 3.1.8 Determine os extremos de g(r1,m2) = r{ —r3 +ri. Utilize este resultado para

caleular os extremos de f(x,y,z,w) = 22 + y? — 2% —w? + (2% + y?)2.

3.1.1 Exercicios suplementares

Exercicio 3.1.9 Determine os pontos de extremo de:
1. f(z,y,2) =22 +y? + 2% com |z| + |y| + |2| < 1.
2. flx,y) =z +y comz?+y* < 1.
5. flz,y) =2 +y? — (2® + %)%

4. fz,y) = 2°y*(1 — 2% — ¢°) para (x,y) € [-1,1] x [-1,1].
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Exercicio 3.1.10 Seja f: R — R, continua, satisfazendo

lim f(z)=4o0.

z—+o00

Prove que f tem pelo menos um minimo.

Exercicio 3.1.11 (Minimos quadrados) O método dos minimos quadrados tem como objectivo
determinar a recta y = ax + b que “melhor aproxima” certos dados experimentais (z;,y;), com
1 <i<n. Una funcdo que permite medir quanto € que uma dada recta na forma y = ax + b
aproxima os pontos experimentais €

n

g(a,b) = Z(aa:i +b—y)%

i=1

Calcule os pontos de estacionariade de g para determinar que equagdes € que a e b satisfazem
(a prova de que o ponto de estacionaridade é mesmo um minimo é deizada para um exercicio
posterior).

3.1.2 Sugestoes para os exercicios
2.1.9
1. Note que f é o quadrado da distancia & origem.

2. Como f nao tem pontos de estacionaridade em z? + 32 < 1 os seus extremos (que existem
pelo teorema de Weirstrass) tém de se encontrar na fronteira. Escreva os pontos da fronteira
com x = cos(#) e y = sen(#). Determine os extremos de cos(#) + sen(d) com 6 € [0, 27].

4

3. Determine os extremos de 2 — 4 com r > 0. Faca r% = 22 + ¢2.

4. Recorde o exemplo [3.1.11| substituindo x < 23 e y « 33.

<
Utilize o teorema do valor médio. <
3.1.11| Se g tiver minimo em (a, b) verifica-se Vg = 0. Portanto a e b satisfazem as equagoes
Tinst T ][]
Dim1 T n b D im1 Vi
<4

3.2 Testes de Segunda Ordem

Nesta secgao vamos estudar um método que permite classificar os pontos de estacionaridade de
fungoes. No caso unidimensional, quando a segunda derivada nao se anula, um ponto de estaciona-
ridade de uma fung¢ao é de maximo ou de minimo dependendo do sinal da segunda derivada. Para
fungoes f de R™ em R a segunda derivada de f é representada por uma forma blinear definida por
uma matriz chamada hessiana. Classificando a forma quadratica definida pela hessiana quanto a
ser definida positiva, negativa, indefinida, semidefinida,. .., ou de forma equivalente determinando
o sinal dos seus valores proprios, é possivel estudar a classificacao de pontos de estacionaridade
quanto a serem pontos de maximo ou minimo. A semelhanca do caso unidimensional quando a
derivada é nula, este teste pode nao ser conclusivo se a forma quadratica for semidefinida, isto é
todos os valores préprios tiverem o mesmo sinal excepto alguns nulos.
Comecemos por precisar alguns dos termos usados no paragrafo anterior.
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Definicao 3.2.1 Seja A uma matriz simétrica, ou seja A = AT e considere-se a forma quadrdtica
Q4 definida por A via Qa(x) = x - Ax para € R™.

1. Diz-se que A € definida positiva (resp. negativa) se a forma quadrdtica Qa for defininida
positiva (resp. negativa), isto €, Qa(x) > 0 (resp. Qa(x) < 0) para todo o x € R™\ {0}.

2. Diz-se que A é semi-definida positivﬂ (resp. negativa) se a forma quadrdtica Qa for semi-
defininida positiva (resp. negativa), isto €, Qa(x) > 0 (resp. Qa(x) < 0) para todo o x € R"
e existe algum y # 0 tal que Qa(y) = 0.

3. Caso nenhuma destas situagdes se verifique diz-se que a matriz ¢ indefinida esta situagdo
corresponde a Q o ser indefinida, isto é, existiremy, z € R™ tais que Qa(y) <0 eQa(z) > 0.

A definicao anterior poderia ter sido feita em termos de valores préprios (consultar por exemplo
[4] ou resolver o exercicio i gracas ao seguinte resultado béasico de Algebra Linear.

Proposigao 3.2.1
Seja Q4 uma forma quadrética definida por uma matriz simétrica A via Qa(x) = x - Ax para
x € R". Entao:

1. Q4 é definida positiva (resp. negativa) se e sé se todos os valores préprios de A forem
positivos (resp. negativos).

2. Q4 é semi-definida positiva (resp. negativa) se e sé se todos os valores prdprios de A forem
nao negativos (resp. positivos) e pelo menos um nulo.

3. Q4 € indefinida se existir um valor préprio positivo e um valor préprio negativo.

Exemplo 3.2.1 Seja

1 2 0
A=12 4 0
0 0 1

Os valores proprios de A sao definidos pela equacao

1-XA 2 0
det(A—M)=| 2 4-X 0 | =x1-XN5B-)) =0,
0 0 1-2X

que tem como solugdes A = 0,1,5. Portanto concluimos que A é semi-definida positiva.

Exercicio 3.2.1 Mostre que a unica matriz simultaneamente semidefinida positiva e semidefinida
negativa é a matriz nula.

Que basta considerar matrizes simétricas ao lidar com formas quadréticas é uma das conclusoes
do exercicio seguinte.

Exercicio 3.2.2 Em geral podemos definir forma quadrdtica Q4 associada a uma matriz A via

Qa(x) = Ax.

1. Mostre que Qi = Qa:, onde Af = # em que A' é chamada a simetrizacio de A.
Portanto substituir A pela sua simetrizacdo nao altera Q 4. Sugere-se que antes de provar o
caso geral, convenca-se que este facto € verdadeiro com o exemplo

ol

4Esta definicio de forma semidefinida néo é a mesma de, por exemplo, [4] aonde uma forma ou matriz definida
é necessariamente semidefinida. Assim definida, indefinida e semidefinida sdo termos mutuamente exclusivos.
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2. Demonstre a proposi¢io[3.2-1}

Calcular valores proprios nao é uma tarefa trivial e é conveniente dispor de critérios mais faceis
de aplicar.

Proposigao 3.2.2
Seja
A =

anl e Ann

uma matriz n X n. Consideremos as submatrizes Ay que consistem nos elementos das primeiras k
linhas e k colunas de A, isto é,

Al _ [all} AQ — |:a11 a12:|

az1  G22
Entao,
1. A é definida positiva se e s6 se det A; > 0 para todo o i.

2. A é definida negativa se e s6 se det A; < 0 para i impar e det A; > 0 para i par.

Exemplo 3.2.2 Seja

1 0 1
A=10 2 0
1 0 4_
Portanto )
1 0
Alz[l] Ay = 0 2 A3 =A
e temos )

det A1 =1 det A2 =2 det Ag = 6.

Como todos estes valores sdo positivos concluimos que A € definida positiva.

Exercicio 3.2.3 Prove a proposi¢cdo para matrizes diagonass.

Para o caso de matrizes semi-definidas o critério é ligeiramente mais complexo. Dada uma
matriz A uma submatriz principal de A é qualquer matriz que se obtém de A suprimindo linhas
e colunas em pares correspondentes (e.g. a primeira e a terceira linhas e colunas).

Exemplo 3.2.3 Seja

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A=|11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
121 22 23 24 25

Suprimindo a primeira linha e primeira coluna obtemos a submatriz principal

(7 8 9 10
12 13 14 15
17 18 19 20
122 23 24 25

Suprimindo a sequnda e terceira linhas e colunas obtemos a submatriz principal

1 4 5
16 19 20
21 24 25
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Proposicao 3.2.3

Uma matriz A é semi-definida positiva se e s6 se todas as submatrizes principais de A tém deter-
minantes nao negativos e pelo menos um é nulo. Uma matriz A é semi-definida negativa se e S6 se
todas as submatrizes principais de A tém determinantes nao negativos ou nao positivos conforme
o nimero de linhas ou colunas da submatriz é par ou impar e pelo menos um é nulo.

Exemplo 3.2.4 Seja

Retirando a primeira e terceira linhas e colunas obtemos a submatriz [2} cujo determinante é
positivo. Retirando a primeira e sequnda linhas e colunas obtemos a submatriz [—5] cujo determi-
nante € negativo. Portanto concluimos que a matriz ndao pode ser nem semidefinida positiva nem
semidefinida negativa pelo que € indefinida.

Exemplo 3.2.5 Seja

O determinante de A € zero pelo que a matriz nao pode ser nem definida positiva nem definida
negativa. O mesmo acontece ao determinante de qualquer submatriz obtida de A ndao retirando a
primeira linha e coluna. Portanto basta analisar 3 submatrizes; retirando a primeira e sequnda
linhas e colunas obtemos a submatriz [5] cujo determinante é positivo; retirando a primeira e
terceira linhas e colunas obtemos a submatriz [2] cujo determinante € positivo; retirando a primeira
linha e coluna obtemos a submatriz -

i)

cujo determinante € 9 e portanto também positivo. Portanto concluimos que a matriz € semidefi-
nida positiva.

Exercicio 3.2.4 Classifique a matriz A dada por
3 00
A=10 2 1
015
quanto a ser definida ou semidefinida positiva, negativa ou indefinida
Exercicio 3.2.5 Classifigue a matriz A dada por
0 2 1
A=10 2 1
01 5
quanto a ser definida ou semidefinida positiva, negativa ou indefinida

Depois destas defini¢oes preliminares vamos definir a matriz hessianaﬂ

Definigao 3.2.2 Seja f : R™ — R de classe C?. A matriz hessiana de f, H(f), é dada por

Lo O i
0x3 010z,
H(f) =] :
0°f e 0% f
Oz 0z ox2

5A matriz hessiana H define uma forma bilinear (x,y) — x - Hy que desempenha o papel de segunda derivada
de uma fungdo de R™ em R. Nao desenvolveremos este assunto neste texto.
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Exemplo 3.2.6 Seja f(x,y) = 2? + y2. A sua matriz hessiana é
2 0
mn =5 3.

Exercicio 3.2.6 Calcule a matriz hessiana de f(x,y,z) = zyz.

Exercicio 3.2.7 1. Defina uma funcdo cuja matriz hessiana seja, em qualquer ponto

a b
b ¢l
2. Serd que a fungdo que encontrou na alinea anterior é unica? Se nao for tente encontrar uma
formula geral para esta familia de fungoes.
a b
d c

¢ a hessiana de alguma funcao de classe C??

3. Em que condicoes € que a matriz

O resultado bésico para classificar pontos de estacionaridade usando o termo de segunda ordem
da férmula de Taylor é

Teorema 3.2.4
Sejam U C R™ um aberto, f : U — R uma funcao de classe C*(U) e zo € U um ponto de
estacionaridade de f.

i) Se D,(f)f(a:o) > 0 para todo o h # 0 entdo xy é um ponto de minimo local;

ii) Se D,(f)f(wo) > 0 para todo o vector h e existe um vector k # 0 tal que D,(f)f(wo) = 0 entéo
xo nao é um ponto de maximo local;

iii) Se Df)f(:co) < 0 para todo o h # 0 entdo xy é um ponto de maximo local;

iv) Se D,(f)f(a:o) < 0 para todo o vector h e existe um vector k # 0 tal que D,(f)f(:co) = 0 entao
xo nao é um ponto de minimo local;

v) Se existem h,k € R™ tais que Df)f(:co) <0e D,(f)f(mo) > 0 entao xy é um ponto de sela.

Ideia da demonstragao. Para provar (ii), (iv) e (v) basta considerar as restrigoes de f as rectas
passando por x( e nas direcgoes de h ou k e usar os resultados conhecidosﬂ para dimensao 1. Para
provar (i) ou (iii) devemos estudar o sinal de f(x) — f(xo) provando que se mantém constante
numa bola de raio suficientemente pequeno centrada em xg. Isto é equivalente a estudar o sinal

de
J (:BO ”’) f((l?()) 1 2 Ef(wovn’)
‘ |2 = *D(' /)‘h‘f(xo) -+ 7‘ |2

em que a ultima parcela do segundo membro tende para 0 quando h — 0 de acordo com o teorema
de Taylor. Para completar a demonstracdo, por exemplo no caso (i), basta mostrar que para

h # 0 temos D;lz/)l h| f(2p) minorado por um niimero m > 0 e que existe uma bola centrada em x
Ej(xo,h)
|p|?
pode ser justificado usando resultados de dlgebra linear sobre formas quadréticas ou o teorema de

Weierstrass aplicado a fungé Sl s D%z)f(wo).

tal que ai > —m. O 1ltimo destes dois factos segue da definicao de limite e o primeiro

60bviamente pode refazer-se a demonstracio mas queremos acentuar que nao existe nenhuma ideia essencial-
mente nova em jogo.
“Snl={z e R":|x|=1}.
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O teorema anterior pode ser enunciado usando a terminologia de algebra linear referente a
formas quadraticas. Com efeito Df) f(xp) é a forma quadratica definida pela matriz hessiana de

f no ponto xg, Hy(xzo) = [ 0 f (:r,o)] , isto &, Dg)f(aso) = h- Hf(zo)h. As situacoes

OwiOz; ij=1,...,n

(i-v) no enunciado do teorema correspondem respectivamente a esta forma quadrziticaﬁ ser defi-
nida positiva, semidefinida positiva nao nula, definida negativa, semidefinida negativa ndo nula e
indefinida.

Corolario 3.2.5
Seja f : U C R™ — R uma funcao de classe C? numa vizinhanca um ponto de estacionaridade em
xo. Entao:

1. Se H(f)(xo) = 0 o teste é inconclusivo.

2. Se H(f)(xo) for definida positiva (resp. negativa) entdo xy é um ponto de minimo (resp.
madximo) local.

3. Se H(f)(xo) for semi-definida positiva (resp. negativa) mas nao nula entdo xg nao é um
ponto de médximo (resp. minimo) local, isto é, pode ser ponto de minimo (resp. méximo)
local ou ponto de sela.

4. Se H(f)(xo) for indefinida entao xy é um ponto de sela.

O teorema e o corolario nao podem ser melhorados, através de informacao s6 relativa a derivadas
de segunda ordem e de maneira a fornecer informagao adicional para os casos em que a forma
quadrética é semidefinida, devido aos exemplos triviais que se seguem ([3.2.8] (3.2.9)).

Exemplo 3.2.7 Seja f(z,y) = 22+y>. O ponto (0,0) é um ponto de estacionaridade (verifique!).
A matriz hessiana de f no ponto (0,0) é

70 =5 3.

que € definida positiva (os valores préprios sao positivos). Portanto (0,0) é um ponto de minimo
local.

Exemplo 3.2.8 Seja f(z,y) = 22 +y*. O ponto (0,0) é um ponto de estacionaridade (verifique!).
A matriz hessiana de f no ponto (0,0) é

2 0
H =
=15 o
que € semi-definida positiva (os valores proprios sao ndo negativos). Portanto (0,0) ndo é um
ponto de mdzximo local. E fdcil verificar que (0,0) é um ponto de minimo local e ndo um ponto de

sela. Com efeito, basta observar que, se (x,y) # (0,0), se tem f(x,y) > £(0,0) =0.

Exemplo 3.2.9 Seja f(z,y) = 22 —y*. O ponto (0,0) é um ponto de estacionaridade (verifique!).
A matriz hessiana de f no ponto (0,0) é

2 0
H =
=15 o
que € semi-definida positiva (os valores proprios sao ndo negativos). Portanto (0,0) ndo é um

ponto de mdzimo local. No entanto (0,0) ndo é um ponto de minimo local; com efeito, temos
£(0,0) =0 mas f(0,y) = —y* < 0 para y # 0 pelo que concluimos que (0,0) é um ponto de sela.

8Esta terminologia relativa a formas quadraticas usa-se também para as matrizes que as definem.
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Exemplo 3.2.10 Seja f(x,y) = 2% —y%. O ponto (0,0) é um ponto de estacionaridade (verifi-
que!). A matriz hessiana de f no ponto (0,0) é

7 =ls 5

que € indefinida (um dos valores prdprios € positivo e outro é negativo). Portanto (0,0) é um
ponto de sela.

Exercicio 3.2.8 Prove que (0,0) é um ponto de estacionaridade de f e classifique-o quanto a ser
ponto de mdzimo, ponto de minimo ou ponto de sela quando f é definida em R? por:

1. f

Sy G AN L
-
—_ === ==
8
TR STS

Problema 3.2.1 Elabore um critério para classificar formas quadrdticas definidas por uma matriz
2 x 2 da forma [‘g ﬂ em funcdo do sinal de d = ac — b? e do sinal de a.

Os exemplos de aplicagao do critério de segunda ordem até agora apresentados sdo no essencial
triviais e poderiam ser analisados por outros processos. Destinavam-se a definir situagoes tipicas
e balizar as limitagoes do resultado. O exemplo seguinte ja tem um cardcter menos trivial.

Exemplo 3.2.11 Considere-se a fungdo f : R? — R definida por f(x,y) = xy + 2%y> — 23y
Tentemos estudd-la quanto a existéncia de extremos.

Comecamos por notar que gracas a f ser um polindmio reconhecemos imediatamente que f
coincide com o seu desenvolvimento de Taylor de ordem igual ou superior ao seu grau. Tal € ver-
dadeiro em particular relativamente a (0,0) que reconhecermos como um ponto de estacionaridade
(auséncia de termos de primeira ordem) que é um ponto de sela (termo de sequnda ordem xy).

Para determinar outros pontos de estacionaridade consideramos o sistema de estacionaridade

0

—f =y + 2xy> — 32%y*> =0
ox

0

of =2+ 32%y% — 223y =0
y

que pode ser escrito de forma equivalente como

y(1 + 2zy® — 32%y) =0
x(1 + 3xy? — 22%y) = 0.
Dai decorre que a dnica solugao sobre os eizos coordenados é (0,0) que jd foi estudada. Podemos
entao limitarmo-nos a analisar
1+ 2xy* — 322y =0
1+ 3zy® — 222y = 0.

Subtraindo termo a termo obtemos xy® + 1%y = 0 ou seja xy(y+x) = 0. Assim eventuais solugoes
adicionais do sistema de estacionaridade encontrar-se-iam ou sobre os eixos coordenados (hipdtese
jd estudada) ou sobre a recta y = —x. Substituindo y por —x na primeira equac¢do obtemos
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14523 = 0 o que fornece um segundo e iltimo ponto de estacionaridade: (—5_1/3,5_1/3). Para
classificd-lo calculamos

0% f 3 2
Tz = 2y° — 6zy
*f 2 3
—= =6z"y — 2z
oy?
>’f 2 2
=1+6 -6
Oxdy + Oy vy
pelo que
s =[3 1
uma matriz definida positiva pelo que este ponto de estacionaridade € um ponto de minimo local
sendo o minimo local f(—5"1/3 571/3) = —%5_2/3.
Considerando, por exemplo, limy_ oo f(1,A) = 400, limy—, 400 f(A, 1) = —00 verifica-se que

esta funcdo nao tem extremos absolutos.

O teorema [3.2.4] é passivel de vérias generalizagoes. Aconselha-se no entanto o aluno a comegar
por dominar o critério de segunda ordem e as ideias na sua demonstragao pois sao a base de
qualquer uma dessas generalizagoes. Mais geralmente um polinémio homogéneo de grau k designa-
se por forma de grau k. Uma generalizacao imediata do resultado anterior é

Problema 3.2.2 Seja f: D C R" — R uma fungio de classe C*(D) e xo um ponto interior a D
tal que Dg)f(mo) =0paraj <k eheR"ea forma de grau k Q definida por Q(h) = Dglk)f(mo)
€ definida positiva. Prove que xy € um ponto de minimo local de f. Formule e demonstre outras
generalizagoes do mesmo tipo do teorema|3.2.4)

Generalizagoes deste tipo poderdo ser encontradas por exemplo em [2] (ver também o exercicio

3.2.12| e o problema [3.2.4]). Factos triviais mas muito tteis sédo
Problema 3.2.3

a) Seja Q uma forma nao nula de grau impar. Prove que QQ é uma forma indefinida.

b) Seja P um polindmio de grau impar. Prove que P ndo € limitado superior ou inferiormente.

Exemplo 3.2.12 Considere-se a funcao g : R2 — R definida por

2 .2
g(@,y) ="V +y°
e tentemos classificar o ponto de estacionaridade (0,0).
De maneira andloga ao exzemplo[2.4.]] obtemos a partir da série de Taylor da exponencial

0 9 oyj
gy =142+ )
=

para todo o (x,y) € R2. Note-se que a andlise através do termo de sequnda ordem da férmula de
Taylor sé nos permite afirmar que (0,0) ndo € um ponto de mdzimo devido & forma quadrdtica se
anular na direcgao do eixo dos y’s. Podemos tentar compreender o que se passa usando os termos
de ordem superior da féormula de Taylor naquela direccao. O primeiro desses termos que nao se
anula € de ordem /4, mais precisamente,

(a2 — )’

g(@y) =1+a°+ =—

+ E(z,y)
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E(x,y)
(@2 +y2)*
tentaremos provd-lo usando o mesmo raciocinio da demonstra¢io do teorema em que a
minimizagcao do termo de seqgunda ordem por um niumero positivo € substituida pela minimizagao
simultinea dos termos de sequnda e quarta ordem. A ideia natural € usar o termo de quarta
ordem para direc¢oes “proximas” da do eixo dos y’s e o termo de seqgunda ordem para as restantes.
Como o termo de quarta ordem se anula para |z| = |y| e o de sequnda ordem para x = 0 tentamos
caracterizar tais direc¢oes respectivamente por |z| < |yl e |z| > L|y|.

Seja entdo |z| < 3|y|. Obtemos

em que — 0 quando (xz,y) — 0. E de suspeitar que (0,0) € um ponto de minimo e

1 Lo 1
e (22000 + 0 00)

1 224 (2% — y2)2 - 1 (2% — 2222 + %) gat—Lyt+yt 4
)? (5y2)°

— > ——2—— > —.
(22 + 2 2 2 25 Yt 25

Por outro lado para |z| > L|y| obtém-se

1 1_¢o 1 4
(QDEz?wg(a 0) + D (9(0, 0))

(22 +y?)?
2 2\2 2 2 2
_ 1 2$2+($ ) S x > :c+y2: 212.
(@ +1°) 2 (22 +92)% ~ 422 +y2)° 4@ +9?)

Agora ja é possivel aplicar um raciocinio idéntico ao do teorema para concluir que (0,0) €
efectivamente um ponto de minimo.

O leitor podera ter considerado a resolugao do exercicio [3.2.12] algo ad hoc e suspeitado que
existe um resultado abstracto que poderia ter sido usado. De facto assim é embora a maior parte
das ideias relevantes ja conste da resolugao do exercicio.

Problema 3.2.4 Sejam f: D C R® — R, f € CF(D), =y um ponto interior a D. Suponha-se
que existe | < k tal que D;Lj)f(aso) =0 para todo 0 j <1 e todo o h € R", e que h — Q;(h) =
D;Ll)f(azo) € semidefinida positiva. Designamos os vectores unitdrios que anulam Q; como direcgoes
singulares. Suponha-se ainda que ng)f(a:o) = 0 para toda a direc¢ao singular n el < j < k e que
Qr(n) = Dg,k)f(:co) > 0 para toda a direccdo singular . Mostre que:

a) O conjunto formado por todas as direc¢oes singulares é um subconjunto fechado de S™~ ! que
desigamos por F'.

b) Qi tem um minimo my > 0 sobre F' e um minimo my sobre S™~1.
¢) Eziste wum aberto A D F tal que Qi(n) > "t para todo o n € S*~1 N A.
d) Qi tem um minimo ms > 0 sobre S"71\ A.

e) Valem as estimativas

E¢(xo,x—x0)

f(®) = f(®o) {mwn;iw—l T T el S€ Tg—ae] £ A

Ef(xo,x—x0) —
my | By(xo,z—m0) z—wq
o T T pmolF se €A,

|mfa:0|k

Ef (wo,mfzg)

em que =5

— 0 quando x — xq.

f) xo é um ponto de minimo local de f.

Para terminar convém referir mais uma vez que os testes baseados na férmula de Taylor podem
ser inconclusivos devido as razées apontadas na introducao a este capitulo e ai exemplificadas com
funcoes reais de variavel real.
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3.2.1 Exercicios suplementares

Exercicio 3.2.9 Considere a funcdo f : R? — R definida por

o) =2 (s VaTHR) o+ (- Ve ER)

a) Determine os respectivos pontos de extremo local e absoluto e, se tais pontos existirem,
classifique-os quanto a serem pontos de mdzrimo ou de minimo.

b) Determine um polindmio de grau menor ou igual a dois, P(x,y, z), tal que

f(l',y,Z)—P(l',y,Z) _
(@9,2)=(1,10) (z — 1)° + (y — 1)* + 22

ou justifique que tal polinomio nao existe.

Exercicio 3.2.10 Considere a funcdo g : R — R definida por

g(x,y,2) = 2°(y° + 2%) (1 -—z— \/W) .

Estude g quanto a existéncia de extremos relativos e absolutos. Determine tais extremos se exis-
tirem e os pontos onde ocorrem. Sugestdo: Considere primeiro h(x,p) = x3p?(1 — 2 — p).

Exercicio 3.2.11 Seja f : R2 — R definida por

%54, se (z,y) # (0,0)
_ ety
f(a:,y) {0, se (x,y) - (070)'

a) Determine justificadamente o maior subconjunto do dominio de f em que existem e sao

. . . SN i 9% f
iguais as derivadas parciais 50y € Dgoz-

b) Determine e classifique os pontos de estacionaridade de f quanto a serem pontos de extremo
ou pontos de sela.

¢) Determine o mdzimo e o minimo da restricio de f ao conjunto A = {(z,y) € R? : z >
yQ7 y < —xz} e 0s pontos em que ocorrem esses extremos.

Exercicio 3.2.12 Considere a funcdo f : R? — R definida por

f(@,y) = (y+a°)(z —y?) + L.

Determine, se existirem, os pontos de estacionaridade de f e classifique-os quanto a serem pontos
de extremo relativo ou pontos de extremo absoluto.

3.2.2 Sugestoes para os exercicios

13.2.9

a) A funcao é constante sobre cada uma das superficies de equagio z — /22 +y2 =, a € R
pelo que basta estudar a fungdo R 3 a +— 2 — a2 + o®. Conclui-se facilmente que f tem um
maximo para z — y/22 + y2 = 0 e um minimo para z — /22 + y? = 2/3. Tais extremos nao
sao absolutos.

b) Tal polinémio existe e é obviamente o polinémio de Taylor de segunda ordem de f relativo
ao ponto (1,1,0).
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Figura 3.5: Esta figura acompanha a sugestao de solugao do exercicio A funcao f é constante sobre
cada uma das folhas de cone z — /22 + y? = a.

<

J& vimos no exercicio [3.2.9] as vantagens em, quando possivel, usar simetrias da funcao
a estudar para estudar um problema equivalente em dimensao inferior. Naquele caso acabamos
estudando um problema unidimensional. No caso presente podemos estudar, usando a sugestao,
um problema bidimensional do qual recuperaremos o problema original por rotacao em torno do
eixo dos z’s.

Vamos entao estudar quanto & existéncia de extremos a funcio g : {(z,p) € R> : p >0} - R
definida por g(z,p) = 23p*(1 — x — p). Algo que convém fazer antes de iniciar qualquer tipo
de calculo é tentar identificar linhas de nivel da funcdo. A interseccdo num ponto interior de
tais linhas de nivel formando um angulo nao nulo fornece-nos imediatamente a localizacao de um
ponto de estacionaridadeﬂ Tal é particularmente facil para g pois esta fungao anula-se sobre o
eixo dos x’s, sobre o eixo dos p’s e sobre a recta 1 — z — p = 0. Isto identifica como ponto de
estacionaridade (x, p) = (1,0) e se considerdssemos a funcao estendida para p < 0 usando a mesma
férmula o mesmo se poderia dizer dos pontos (0,1) e (0,0). E facil de verificar por anslise do sinal
de g que todos estes pontos sao pontos de sela. Uma observagao adicional que se obtém dessa
andlise é o facto de g ser positiva no interior do tridngulo 7" limitado pelas rectas atrés referidas,
isto é,

T={(x,p) €R*:2>0,p>0,2+p<1}.
Como T é limitado e fechado héa-de existir no interior de 71" pelo menos mais um ponto de méximo
de g que serd portanto mais um ponto de estacionaridade de g. Eventualmente existirao outros
pontos de estacionaridade. Todos estes factos servirao para verificar a resolugao do sistema de
estacionaridade de g

dg _

S =a?p*(3(l—x—p)—x)=0

Og —

s =a’p(2(1 -z —p)—p) =0,
Verificamos imediatamente que todos os pontos sobre os eixos s@o pontos de estacionaridade.
Todos os pontos sobre o eixo dos p’s sdo pontos de sela por andlise do sinal de g. Sobre o eixo dos

9Enunciado e justificacdo rigorosa desta afirmacdo sdo algo que ndo pretendemos apresentar neste momento.
Veja mais a frente o problema ?77.
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N\(
e

Figura 3.6: Esta figura acompanha o exercicio [3.2.10} A funcao f exibe simetria radial relativamente ao
eixo dos x’s. No gréfico da direita indicam-se os zeros e sinais de g.

2’s a situagdo é mais complexa: (z,0) é um ponto de minimo se 0 < x < 1, um ponto de maximo
se x < 0oul< x, eum ponto de sela se x = 0 ou z = 1. Pontos de estacionaridade que nao se
encontrem sobre os eixos deverao satisfazer

31—z—p)—z=0
20—z —p)—p=0.

Este sistema linear tem uma tnica solugdo: (1/2,1/3), a soluc@o no interior de T cuja existéncia
ja tinha sido garantida e que sabemos tratar-se de um ponto de méximo.

E facil verificar que g e consequentemente f nao tém extremos absolutos.

Podemos concluir que f possui pontos de maximo local nos pontos da circunferéncia definida
por z = 1/2,y% + 22 = 1/9 onde f vale 1/432, outros pontos de maximo local nos pontos (z, 0, 0)
com z < 0 ou z > 1 onde f vale 0, e pontos de minimo local nos pontos (z,0,0) com 0 < = < 1
onde f vale 0. <

B.2.17

Figura 3.7: Esta figura acompanha os esbogos de resolugao dos Exercicios [3.2.11] ¢ [3.2.12

a) No complementar da origem f é uma funcio de classe C*° pelo que ai verifica-se a igualdade

8%f _ 9*f . . . ~
920y — oydz Resta-nos investigar o que se passa na origem. Como a fungao se anula sobre
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os eixos coordenados decorre da definicao de derivada parcial que

of _of _
5.(0.0) = 8—y(o,0) =0.

Além disso se (z,y) = / = (0,0) temos

if(x - yo (22 +yt) — 2020 _ y® — x2yP

Oz (% +y*)” (@2 +y*)?
8f( ) Sryt (w2 4+ y*) — 4wy ay® + 53yt
—(z,y) = -

oy " (22 + ) (2 + )’

donde decorre usando a definicao de derivada parcial

o2 f 2f
3905 (0,0) =1 a0y (0,0) =0

pelo que o conjunto pretendido é R? \ {(0,0)}.

b) Do célculo das derivadas parciais de primeira ordem sabemos que (0,0) é um ponto de
estacionaridade e outros pontos de estacionaridade serao solugoes de

v — 22yP —0
xy® + 523yt =0

donde todos os pontos sobre o eixo dos x’s sao pontos de estacionaridade. Outros pontos de
estacionaridade deverao satisfazer
y4 o 1,2 =0
zy* + 52 =0.
2

Da primeira equacdo deste sistema eventuais solucdes adicionais devem satisfazer y* = z2.
Por substituigdo na segunda equagio obtém-se unicamente a solugéo (z,y) = (0,0). Estabe-
lecemos entao que o conjunto dos pontos de estacionaridade é o eixo dos x’s. Por andlise do
sinal da funcao na sua vizinhanca verificamos que todos sao pontos de sela.

¢) Os extremos absolutos de f restringida a A ocorrem nalgum ponto de A pois trata-se de um
conjunto limitado e fechado. Se ocorressem em pontos interiores tais pontos seriam pontos
de extremo local o que da alinea anterior ndo acontece. Assim estudamos a restrigao de f a
fronteira de A (veja a ﬁgura. Definimos g(y) = f(y?,y) = y>/2 para —1 < y < 0. Temos
—1/2 = g(—1) < g(y) < g(0) = 0 sempre que —1 < y < 0. Definimos h(z) = f(z, —2?) =
*11% para 0 <z < 1. Comoh’(x):f%:f% <Opara0 <z <1
temos —1/2 = h(1) < h(z) < h(0) = 0 para 0 < x < 1. As fungbes g e h ddo-nos os valores
de f sobre a fronteira de A. Podemos concluir que —1 = f(1,-1) < f(z,y) < f(0,0) =0
para todo os (z,y) € A\ {(0,0), (1,—-1)}.

<
O conjunto de zeros de f estd esbogado na figura Observe que (0,0) e (1,—1) sdo
necessariamente pontos de sela e que existird pelo menos um ponto de extremo local na regiao
definida por —/z <y < —z2. A solucio do sistema de estacionaridade permite obter com efeito
que os Unicos pontos de estacionaridade sao (0,0), (1/2,—1/2) e (1, —1). Por andlise do sinal de f
conclui-se que (1/2,—1/2) é um ponto de minimo local. A func¢do nao tem extremos absolutos. <
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Capitulo 4

Teoremas da Funcao Inversa e da
Funcao Implicita

Neste capitulo vamos estudar condigoes que permitem assegurar a existéncia da inversa de fungoes
de R™ — R™, bem como condigdes que garantam a resolubilidade de equagdes da forma f(z,y) =0
de modo a obtermos uma das varidveis em fungao da outra. Em casos simples conseguimos inverter
as fungoes ou resolver as equagoes explicitamente; no entanto, na maioria dos casos, tal tarefa é
complexa se nao impossivel. Os resultados gerais que obteremos (teoremase asseguram
a resolucao destas questoes num sentido local a precisar.

Exercicio 4.0.13 Convenca-se da dificuldade de resolver problemas do tipo mencionado tentanto
inverter a funcdo f : Rt x RT — R? definida por

f(z,y) = (zy,2” — 7).

Note que a andlise deste problema pode ser feita de uma forma simples!

4.1 Invertibilidade de funcoes
Comecemos por recordar a definicao de funcao injectiva

Definicao 4.1.1 Diz-se que uma funcdo f : A — B, onde A e B sao conjuntos arbitrarios, é
injectiva se, sempre que x £y (x,y € A), se tenha f(x) # f(y).

Observe que a definigdo anterior é equivalente a dizer que se f(z) = f(y) entdo necessariamente
se verifica = y. E também equivalente a mostrar que a equagao f(z) = a, para a € B, tem,
quando muito, uma solugao.

Exercicio 4.1.1 Prove estas duas ultimas afirmagoes.

Consideremos agora o seguinte exemplo:
Exemplo 4.1.1 Seja f:R? - RY x RT a funcdo definida por
fz,y) = (€7, e™MY).

Provemos que ela € injectiva. Suponhamos que f(x1,y1) = f(x2,y2). Entdo

T2 e®1tyL T2+Y2

=€

A primeira equagdo implica T1 = x3. Utilizando este resultado na sequnda equagdo obtemos
y1 = y2 pelo que f € injectiva.
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Figura 4.1: Rectasz=1lex+y=1

Exercicio 4.1.2 Prove que a func¢ao identidade de R™ em R"™, isto €, f : R — R" definida por
f(x) =z, € injectiva.

Poderiamos ter resolvido o exemplo anterior utilizando o método grdifico que veremos de seguida:

Exemplo 4.1.2 Seja (a,b) com a,b > 0 um ponto no contradominio de f. Queremos mostrar
que o sistema

eC=a e TV =p

so tem uma solug¢ao. Graficamente, as solugdes vao ser a intersec¢do das rectas da forma xr =
loga =cex+y =logb=d Como se pode ver na figura (para ¢ = d = 1) estas rectas
intersectam-se num dnico ponto uma vez que nao sao paralelas. Assim, como para cada par (a,b)
eziste mo mdzrimo uma pré—imagemﬂ concluimos que a funcdo € injectiva.

Este exemplo sugere que é possivel, utilizando apenas argumentos de natureza geométrica,
verificar a injectividade de uma fungdo. Sistematizemos este processo. Seja f uma fungéo continua,
f:R?2 = R2% com f = (f1, f2). Suponhamos que queremos estudar a injectividade de f bem como
caracterizar o seu contradominio.

Consideremos C}, conjunto de nivel de fi, definido por fi(z,y) = a e C?, definido por
fo(z,y) = b, conjunto de nivel de fy, sendo a e b reais fixos. Podemos (em principio), para
cada par (a, b), desenhar estes dois conjuntos; estudando o ntimero de pontos de intersecgao destas
curvas para valores de a e b arbitrarios podemos tirar conclusées importantes sobre a injectividade
e contradominio de f, tal como afirma a préxima proposi¢ao (observe a figura ).

Proposigao 4.1.1
Seja f : A C R? — R? (f = (f1, fo)) uma funcao continua. Defina-se

Co={(z,y) €A: filz,y) =a} e Cf ={(z,y) € A: faz,y) = b}.
Entao:
1. o contradominio de f é o conjunto de pontos (a,b) € R? tais que C} N CE # 0;
2. a funcao é injectiva sse para qualquer par (a,b) € R?, o conjunto C} N CZ? tiver no maximo
um elemento.

Exercicio 4.1.3 Demonstre a proposi¢ao anterior.

Exercicio 4.1.4 Decida se a fungio f(x,y) = (x +y, 2% + y?) € ou ndo injectiva.

Este método, sendo bastante geral para o caso de funcdes de R2 — R2, ndo é facil de aplicar,
pelo menos directamente, no caso mais geral de fungdes com mais de 2 varidveis, visto que o
desenho de superficies em R3 é bastante dificil e em R™, n > 4, praticamente impossivel. No
entanto, nalguns casos particulares ainda é possivel utilizar ideias semelhantes, como podemos
verificar no exemplo seguinte.

LA pré-imagem de (a,b) é o conjunto de todos os pontos & do dominio de f tais que f(x) = (a,b).
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linhas de
nivel def,
linhas de
nivel defy

Figura 4.2: O método grifico para analisar invertibilidade de aplicacdes de R? em R? e invertibilidade
local versus invertibilidade global. As curvas de nivel de f1 e f2 intersectam-se em dois pontos pelo que
(f1, f2) ndo é injectiva. No entanto a restrigdo a S ou a T é injectiva.

Exemplo 4.1.3 Consideremos a funcdo f : R3 — R3 definida por
f(l‘vyvz) = (xQ +y2 +227$+y+27$—y)-

Mostremos que ela ndo € injectiva. Seja (a,b, ¢) um ponto no contradominio de f. Podemos tomar,
por exemplo, b=c=0 ea > 0. A equagcdo

f(z,y,2) = (a,0,0)
tem como solucao os pontos que estdo na interseccao da esfera centrada na origem definida por
2 + y2 +22=a
(note que esta equacdo define uma esfera pois a > 0) com a recta definida por
r+y+2=0 x—y=0 (4.1)

(a equagio x + y + z = 0 define um plano que intersecta o plano x —y = 0 numa recta). Esta
recta, que passa pela origem ((x,y,z) = (0,0,0) satisfaz o sistema , intersecta qualquer esfera
centrada na origem em dois pontos distintos. Desta observacao concluimos imediatamente que f
nao pode ser injectiva.

A complexidade de exemplos como os anteriores ndo ocorre para transformacoes lineares. Nesse
caso a injectividade local garante invertibilidade global.

Exercicio 4.1.5 Seja T uma transformacgao linear de R™ em R™. Justifique que o contradominio
de T éR™ sse T € injectiva numa vizinhanca de 0 sse T é invertivel.
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A proxima proposigao relaciona a injectividade com a possibilidade de invertermos uma fungao.

Proposigao 4.1.2

Seja f uma funcao de A C R™ em B C R™. Se f for injectiva, existe uma funcaog: f(A) C B — A

tal que (g o f)(x) = x para todo o x € A. A esta fungao g chama-se inversa de f e designa-se por
-1

NoOTA: A fungéo inversa terd como dominio a imagem por f de A, ou seja o conjunto f(A) = {y €
B:y= f(z),z € A} e ndo o conjunto B a nao ser que f seja sobrejectiva (isto é f(A4) = B).

Exemplo 4.1.4 Vamos calcular a inversa da fungio f : [m,2n] — R definida porf(xz) = coszx.
Sabemos que neste intervalo a fungdo cos € injectiva (desenhe o grdfico do coseno!). Também
sabemos que o contradominio de f é o intervalo [—1,1] pelo que a inversa serd uma funcio f=1 :
A C [-1,1] — [r,27]. A fungio arccosz € a inversa do coseno mas no intervalo [0,7]. E fdcil
verificar que a inversa de f é dada por f~1(y) = 2w — arccosy.

Exercicio 4.1.6 Calcule a inversa da funcdo f,(x) =senzx, onde f,, : [(n—1/2)m, (n+1/2)7] —
R.

4.1.1 Exercicios Suplementares

Exercicio 4.1.7 Diga se as sequintes funcdes sdo ou nao injectivas:
1. f:{(z,y) ER?:y # 0} - R x RT definida por f(z,y) = (e*/¥, 22 + ¢?).
2. f:R? = R? definida por f(z,y) = (zy, 2> — y?).
3. f:R? = R? definida por f(z,y) = (x2 + 22,222 + 4?).

4. f:R? = R definida por f(z,y) = 2% + y>.
Exercicio 4.1.8 Mostre que a composicao de funcgoes injectivas é uma funcdo injectiva.
Exercicio 4.1.9 Dé uma condi¢cdo para que uma transformacao linear de R™ — R"™ seja injectiva.

Exercicio 4.1.10
1. Seja f : R — R uma funcao estritamente mondtona. Justifique que f € injectiva.
2. Dé um exemplo de uma fun¢do mondtona ndo injectiva.

3. Dé um exemplo de uma fungdo nao mondtona injectiva.

Exercicio 4.1.11 Prove que uma funcao real de varidvel real mondtona mas nao estritamente
mondtona nao € injectiva.

Exercicio 4.1.12 Seja f : R — R, continua. Prove que f € estritamente mondtona sse for
injectiva. Dé um exemplo de um conjunto A C R e de uma funcio f: A — R continua tal que f
nao seja mondtona mas seja injectiva.

Exercicio 4.1.13 Mostre que a fungdo f(v) = T COm v € ] — 1,1[ € injectiva e determine o

seu contradominio.

Exercicio 4.1.14 Mostre que uma funcao real de varidvel real par nunca € injectiva.
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Exercicio 4.1.15 Mostre que wma funcdao real de varidvel real diferencidvel € injectiva se a sua
derivada for sempre positiva ou sempre negativa.

Exercicio 4.1.16 Consideremos a funcdo f : R? — Rt x R? definida por
f(:r7ya Z) = (€$+Z, ((E + y)37 (LC - y)5) :
Mostre que ela € injectiva.
Exercicio 4.1.17 Considere a funcdo f : R® — R? definida por
f(@,y,2) = (42 + 9 +22%, (¢ +y — 2", (2 — )" )
para n € N. Determine se ela € injectiva. Determine se a restricio de f a RT x RT x RT ¢ ou
nao injectiva.

Exercicio 4.1.18 Mostre que se uma funcdao f : R™ — R™ verificar para todos os pontos x,y

1f(@) = F()ll = cllz - yll”,

para alguns p,c > 0 entao f € injectiva.

Exercicio 4.1.19 Prove que a funcio f : {(x,y) € R? : 2 > 0,0 <y < 21} — R definida por
flz,y) = (xcosy,zseny) € injectiva e determine a sua inversa.

4.1.2 Sugestoes para os exercicios
%9 W

1. Repare que para a,b > 0, as curvas de nivel definidas por £

Y
z = ay e as curvas definidas por z2 + y2 = b sdo circunferéncias de raio v/b.

= a sao as rectas definidas por

2. Repare que para a,b # 0, as curvas de nivel definidas por xy = a sao hipérboles bem como
as definidas por 22 — y? = (x + y)(z — y) = b sdo também hipérboles.

3. Ambas as curvas de nivel sao elipses.

4. f(1,0) = f(0,1). Tente descobrir geometricamente porque é que f nio é injectiva.

<
flg(@)) = fl9(y) = g9(x) = g(y) =z =y. <
A equagdo Ax = y tem solucao tnica em R"™ sse det A # 0. <
4.1.10|
1. f é estritamente mondtona sse z < y entao f(z) < f(y) ou f(z) > f(y).
2. Por exemplo f(x) =1 para z € R.
3. Por exemplo f(z) =1/x para z € R\ {0}, f(0) = 0.
<
4.1.11]| Escreva a definigao de funcao estritamente mondtona e compare com a defini¢ao de fungao
mondtona. <

4.1.12| Recorde o que fez no exercicio anterior e utilize as propriedades das fungoes continuas. <«
4.1.13] A funcgéo é estritamente crescente e portanto injectiva. O seu contradominio é R. <
<

Se f é par entdo f(z) = f(—=x).
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4.1.15| Se a derivada for sempre positiva ou sempre negativa a fungao é mondétona. |

4.1.16| Repare que a funcédo é a composicao da transformagao linear (z,y, 2) — (z+z,2+y,x—y)
com a funcio (z,y,2) — (e%,y3, 2%). Se ambas as fungoes forem injectivas f também seré.

Alternativamente poderd aplicar o método grafico. <
As solugoes da equagdo f(z,y,z) = (a, b, c) estdao sobre a intersecgdo de um elipséide com
dois planos. <
Se f(z) = f(y) temos 0 = ||f(z) — f(y)]| = cllz — y[|” o que implica = =y. <
Repare que a inversa pode ter de ser escrita “por ramos” (veja o exemplo . |

4.2 Teorema do valor médio para funcoes vectoriais

Vai ser necessario, em particular ao iniciar o estudo do teorema da funcao inversa, estimar dis-
tancias no contradominio de uma fungao em termos de distancias no dominio, isto é, estimar
[ F'(z) — F(y)|| em termos de ||z — yl|. Para tal necessitaremos do

Lema 4.2.1 (Teorema do valor médio)
Seja F': U C R® — R™ uma funcao de classe C1(S). Sejam x,y € S e tais que o segmento de
recta que une x a y esta contido em S. Entao

I1F(z) = Fy)| < S IDF(tz + (1 - t)y)(z —y)l|

Ideia da demonstracdo. Mais uma vez recorremos ao teorema do valor médio para fungoes escalares
através de uma fungao auxiliar. Seja g(t) = (F(x) — F(y))  F(tx+ (1 —1t)y). Aplique-se o teorema
do valor médio a g no intervalo [0, 1] e estime-se usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Este resultado ainda nao tem a forma pretendida. Para isso introduzimos

Definicao 4.2.1 (Norma de aplicagoes lineares e de matrizes) Seja L : R® — R™ uma
aplicagao linear. Definimos a norma de L como sendo

IL]| = sup [[L(z)].
=1

Seja A € M™*™. Definimos a norma de A através de
Al = lILall-

em que La € a aplicagao linear definida canonicamente pela matriz A via La(x) = Ax. Por vezes
consideraremos outras normas para matrizes reais como ||Al|z = Vir ATA ou ||Al|sc = méx; ; |ai;]|
em que A = (aij)i_j:l _____ n- Continua a valer nesta situacao a observagao feita para normas em R™
de que todas estas mormas sao equivalentes. O problema sequinte formaliza isso de alguma forma.

Problema 4.2.1 Seja E um espaco vectorial real ou complexo. Designe-se K = R ou K = C
conforme o caso. Uma funcao n : E — R diz-se uma norma em E se verifica as propriedades
enumeradas na defini¢do [2.1.1] substituindo R™ «— E ex € R « x € K.

1. Verifique que as normas de aplicagées lineares e matrizes da defini¢dao [.2-1] sio normas
nesta acep¢do geral.

2. Verifique que quaisquer duas normas num espago vectorial de dimensdo finita sdo equivalen-
tes (adapte o enunciado e solug¢do do exercicio .

3. Quais sdo as melhores contantes na equivaléncia entre as normas de matrizes mencionadas

na definicao [{.2.1)?
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Coroléario 4.2.2
Sob as mesmas hipéteses do lema|4.2.1| vale

[1F(z) - F(y)| < i IDF(tz + (1 - t)y)lllz -yl (4.2)

Mais geralmente se F € C1(K), com K um conjunto limitado, fechado e convexﬂ entao para
todos os ¢,y € K temos

F(@) - F(y)| < mix [ DF(t2+ (1) || ~ .

Ambos os maximos atrds referidos sao finitos (porqué?).

Problema 4.2.2 Convém notar que nao existe uma versao do teorema do valor médio para fun-
coes vectoriais andloga a conhecida para funcoes escalares e que envolva uma igualdade da forma
f(b) — f(a) = Df(a+60(b—a))(b—a). Com efeito, pode verificar que para a funcio g : R — R?
definida por g(t) = (cost,sent) ndo existe 6 € 10,2n[ tal que g(2mw) — g(0) = Dg(6)(27) embora a
desigualdade [{.9

Problema 4.2.3 Seja A € M"*™ e L, a aplicagdo linear definida canonicamente por A como
definido anteriormente. Obtenha uma expressio para o valor de ||Lall em termos dos valores
proprios de AT A.

4.3 Teorema da Funcao Inversa

Em primeira aproximagao o teorema da fungao inversa diz respeito a resolucao de sistemas de
equagoes nao lineares da forma
Fz) =y (4.3)

em que x,y € R™. Pretende-se obter, sob condigoes apropriadas, a garantia de existéncia de uma
funcao que nos dé  em fungao de y satisfazendo a equacao, avaliar da regularidade de tal funcao
e relacionar a derivada da inversa com a derivada de F'. Tais objectivos s6 sao exequiveis sob
condigoes particulares e desde que entendamos a existéncia de inversa num sentido local, isto é,
dado um ponto xy no dominio de F' estabelece-se a existéncia de vizinhancas V de g e W de
F(z) e de uma fungdo G : W — V tal que para todo o € V temos G(F(x)) = x. Nota-se que
sao casos particulares ja conhecidos os seguintes:

Exemplo 4.3.1 (Caso linear) Suponha-se que A € M, em que M designa as matrizes reais
nxn, ebeR". Considere-se
F(x) = Az +b.

Entao o sistema € soldvel se e s6 se det A #£ 0 e nesse caso podemos obter explicitamente
z=A"y—-b)=F(y).
Note-se que neste caso DF = A, F~1 ¢ diferencidvel e (DF)~t = A~L.

Exemplo 4.3.2 (Dimensao 1) Seja f : |a,b] — R, f € C'(Ja,b]) , a < g < b, yo = f(x0),
f'(zo) # 0. Entdo f' mantém o seu sinal numa vizinhanga V de xo e consequentemente f é
estritamente mondtona em V. Assim a restricio de f a 'V, f|y, € invertivel, diferencidvel e se
— -1 / / -1
9= (fIv)"" temos g'(yo) = [f'(wo)] .
Nesta situagdo podemos abdicar de alguma regularidade de f, supondo f unicamente diferen-
cidvel em vez de C' desde que suponhamos que f' mantém o seu sinal num intervalo J contendo
xg. Podemos entdo concluir que f é invertivel em J.

2Um subconjunto de um espaco vectorial diz-se convexo se contém qualquer segmento de recta definido por um
par dos seus pontos.
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A segunda parte do exemplo anterior deve ser contrastado com

Problema 4.3.1 Considere a aplicagdcﬂ R? 5 (x,y) — (e cosy, e®seny). Verifique que o deter-
minante da matriz jacobiana desta funcdo mantém o sinal em R? e no entanto a fungdo ndo é
invertivel. No entanto, dado um ponto eriste uma vizinhanca tal que a restricao da func¢ao a essa
vizinhanga € invertivel.

Basta ter em conta o caso linear descrito no exemplo para constatar que a generalizagao
do teorema da fungao inversa que procuramos nao tera entre as suas hipdteses DF'(xg) # 0 por
esta hipdtese nao ser suficiente para garantir invertibilidade. O caso linear sugere fortemente que
uma hipétese a considerar seja DF(xg) invertivel e, de facto, assim é. Uma forte sugestdo de que
assim serd decorre também do seguinte problema

Problema 4.3.2 Considere uma funcao F' definida num aberto, diferencidvel e que possui inversa
diferencidvel.

a) Verifique a relagio (DF)~! = D(F~1).
b) Verifique que se F € C! entdo F~1 € CL.

A importancia do teorema da fungéo inversa vai decorrer nao sé do resultado em si mas também
dos métodos a aplicar na demonstragao serem susceptiveis de generalizacao a outras areas de
Matemziticaﬂ Por isso vamos dedicar algum tempo a motivar e descrever as principais ideias da
sua demonstragao. No entanto, antes de iniciar a discussao do teorema propriamente dito convém
notar algus factos elementares.

A ideia base consiste na construcao da inversa local através dum limite de aproxrimacées su-
cessivas sendo cada aproximagao construida através da resolugao dum problema linear em que um
dos dados é o termo anterior da sucessao. Designaremos tal sucessdo por (z;);cy € a aplicagdo
que associa a cada termo da sucessdo o termo seguinte por Ty, isto é Ty(x;—1) = =; para i € N.
O dominio de T, serd uma vizinhanca V de &y e y € W uma vizinhanga de yo = F(xo). Tais
vizinhancgas serao escolhidas suficientemente pequenas de maneira a ai se verificarem condicoes que
garantam a convergéncia da sucessdo (;);cy. Existem pelo menos duas hipéteses naturais para
a escolha de Ty via a substituicdao de F' por uma sua aproximacao linear e resolucao do sistema
linear correspondente:

Ty(x) = = + DF(z) "' (y - F(z)) (4.4)

T,(@) =2 + DF(z0) 'y - F(x)). (4.5)

O significado de cada uma destas duas escolhas é ilustrado para o caso unidimensional na figura
Embora a primeira possa parecer mais natural a segunda tem a vantagem de nao ser necessario ter
de controlar a variacdo da derivada DF'(x) o que permitird alguma simplificagdo do argumento ﬂ
Consideramos entao que Ty estd definida por com x e y em vizinhancas a especificar de xg
€ Yo.
Convencionamos que T) = T, e T} = T, o T;i~. Pretendemos provar que a inversa local, G,
é dada por
G(y) = lim T (z). (4.6)
k—o0

Exercicio 4.3.1 Ezperimente aplicar o algoritmo descrito ao problema de determinar zeros de
f(x) = x — 2% comegando com xg = 1/2. E com xg = 47

3Verificaremos mais tarde que se identificarmos R? a C da maneira habitual esta aplicacio é simplesmente
C>3 2z e*.
. is exc - (1 - ~ . ..
4Para a maioria dos alunos tais exemplos serdo encontrados ao estudar Anélise Numérica e Equacdes Diferenciais
Ordindrias.
5A opcao pela segunda hipétese é também natural do ponto de vista do método numérico, conhecido por método
de Newton, a que corresponde, pois evita recalcular e inverter uma matriz em cada iteragao
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Y

Figura 4.3: Duas hipdteses para a determinacdo de rafzes de uma equagdo nado linear por iteragoes
sucessivas.

Claro que uma hipdtese necessdria para que estas ideias funcionem serd exigir que DF (x) seja
invertivel ou de forma equivalente que o determinante da matriz jacobiana em x( seja nao nulo.

Primeiro verificaremos que o limite em [£.6] existe e sé depois que o limite é a solugao pretendida.
Finalmente verificar-se-a a regularidade da inversa local construida.

Resumindo, os passos essenciais da demonstracao do teorema da funcao inversa sao:

1. Mostrar que a sucessao de aproximagoes sucessivas (€y)ren € convergente.
2. Mostrar que o limite da sucessao define uma inversa local.
3. Mostrar que a inversa local é de classe C.

Comecemos entao por tentar provar que a sucesssao de aproximagoes sucessivas é convergente.
Tal serd feito a custa de um desenvolvimento “telescopico” dos termos da sucessao da seguinte
forma

7
T; = xg+ Z(wj — II)j_l).
=1

Tal permite reduzir o estudo da convergéncia da sucessao ao estudo da convergéncia da série
> @x; —x;_,. Para isso iremos utilizar

Problema 4.3.3 Seja 37> @, uma série de termo geral em R™. Prove que se a série > 125 ||k
€ convergente em R entao a série é convergentfﬂ

Para provar a convergéncia da série 3, [|&; —;_1|| tentaremos estabelecer condicdes que garantem
que o seu termo geral é majorado pelo de uma série geométrica convergente. Isto equivale a exigir
que

@11 — ;] < pllz; — ;1]

para alguma constante p, com 0 < p < 1. Ora
@i — @ = Ty(x;) — Ty(z;-1)

pelo que tal objectivo estard garantido se a aplicacao Ty, verificar para todo o ¢,z € V e todo o
yeWw
[Ty(z) — Ty(2)|| < plle — =||. (4.7)

6Nestas condicbes diz-se que a série é absolutamente convergente.

55 24 de Janeiro de 2000



CAPITULO 4. TEOREMAS DA FUNCAO INVERSA E DA FUNCAO IMPLICITA

"

()™

Figura 4.4: Algumas das convengoes na demonstragao do teorema da fungao inversa.

Com efeito
ITy(x) = Ty(2)|| = & — 2 = DF (o) ™' (F(x) — F(2))]|
= | DF(zo) " (F(x) — F(2) = DF(20)(x — 2))||
< MJ|(F(x) - F(z) = DF(zo)(z — 2))||
< Majz — =,
em que M = ||[DF(xzo) '] e na tltima passagem usou-se o teorema do valor médio aplicado &

funcdo H(x) = F(x) — DF(xo)(x — xo) sendo o = sup,cy |[DH(x)|| e exigindo que V seja
convexa (uma bola). Notando que DH (x¢) = 0 e usando a continuidade das derivadas parciais de
F, concluimos que podemos fazer M« < 1 desde que V seja suficientemente pequena (uma bola
com raio suficientemente pequeno B.(xy)).

Provamos agora que os termos das sucessoes e os seus limites pertencem a vizinhanga V' de
xg desde que W e V sejam escolhidas suficientemente pequenas. Isto completara a justificagdo da
convergéncia da sucessao de aproximagoes sucessivas. Para isso estimamos

1T, () — 20|l = |l — 20 + DF(x0) ' (y — F(20) + F(x0) — F(a))|
< |DF(z0) " (y — F(x0))|| + |l — @0 + DF (20) ™' (F (o) — F())]|
< M|y — F(zo)|| + M||(F(zo) — F(z)) — DF(x0)(z0o — )||
< M|y — F(zo)|| + Maljzo — ||

de oonde podemos concluir que, se escolhermos € > 0 de maneira a que || —x|| < € garanta Mo <
1/3, podemos escolher também ||y — F(xo)|| < r de maneira a Mr < €/3, donde || Ty (x) — x| < Ze.
Logo todos os termos das sucessoes e os seus limites estarao em Ege(azo) C B(xg) =V.

Notamos também que G(y) satisfaz F(G(y)) = y se Ty (G(y)) = G(y). Esta tltima igualdade
decorre da continuidade de Ty que por sua vez decorre da desigualdade . Assim G satisfaz
F(G(y) = v.

Ainda nao provamos que numa vizinhanca suficientemente pequena de x( a fungao F € injectiva.
A ndo injectividade corresponderia & existéncia de x, z,  # z tais que F(x) = F(z) = y. Terfamos
entdo também Ty (x) = Ty(z). Assim ||z — z|| = ||Ty(x) — Ty (2)|| < pllz — 2| com 0 < p < 1, para
x,z € Be(xp), 0 que é impossivel a ndo ser que = = 2.

Resta agora estabelecer propriedades da inversa local. Note-se que, se estabelecermos que
a inversa local é diferenciavel com derivada dada por DG(F(x)) = (DF(x))~!, a continuidade
de DF mais a formula explitica para a matriz jacobiana de G estabelecem que DG € Clﬂ A

"De forma ansloga se F € C¥ entdo G € C* com k > 2 ou k = oo
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unicidade local da inversa permite limitarmo-nos a analisar a diferenciabilidade em yo = F'(xg).
Para tal, convencionando F(x) = y e x # x, considera-se

E = ||G(y) — G(yo) — DF(x0) " (y — o)l
= ||z —xo — DF(z0) ' (F(z) — F(z0))||
= [|& — xg — DF(x0) ' (DF (20)(z — 20) + o( ||z — 20|))|
= || = DF(z0)" (o(||lz — zo]))|
< |DF (o) Hll|o(||z — zo|)]-

Demonstrar a diferenciabilidade de G em yo com derivada DF(x¢)~" corresponde a mostrar que

E/lly — yoll — 0 quando y — yo o que a desigualdade anterior permite reduzir a mostrar que
lla—aol|
ly—yoll
E/||lx — xo|]| — 0 quando y — yo). Quanto & primeira destas questoes observamos que

é limitado para @ numa vizinhanca de xg e que G é continua em xy (0 que garante que

[ — o _ & — 0| < 1
1y —yoll  [IDF(zo)(z — x0) + o[l — 2ol)]| — 2|DF(20)]~*

llo(lz==o DIl

em que no ultimo passo escolheu-se * numa vizinhanga de xy de forma a termos =0

1 . oo IAzly S 1 (1 .
D ()= ¢ usou-se a estimativa =20 > AT valida para um operador linear nao smgular
. n

— R™ (demonstre-al). Quanto a continuidade de G' em yg deixamos ao cuidado do leitor
estabelecer que estimativas ja obtidas permitem afirmar que dado € > 0 existem € com 0 < € < ¢
er > 0 tais que ||y — yo| < 7 e |z — x| < € implicam ||Ty(xz) — ol < € Consequentemente,
por inducao obtém-se que ||T3’j(m0) — xg|| < € para todo o k € N e por passagem ao limite

1G(y) — G(yo)ll <e.

Provou-se assim:

Teorema 4.3.1 (Funcao Inversa)
Seja F: U C R® — R"™ uma funcao de classe C*(U) em que U é um aberto e seja xo € U tal que
DF(x) é nao singular, isto é,

det DF(xg) # 0.

Entao

i) existem vizinhancas V de xy e W de F(x) tais que F' é uma bijeccao de V' sobre W e portanto
F. : W — V estd bem definida;

1
%
i) G = FH—; c C'(W);

iii) a derivada da fun¢ao G = |V no ponto y = f(x) verifica
D(G)(y) = (DF(z))~*

para todo o x € V ou todo oy € W. Adicionalmente se F € C*(U) com k € N ou k = oo
entao G € CF(W).

Convém acentuar que o teorema da fungao inversa nao garante invertibilidade global e nao é
susceptivel de ser melhorado nesse sentido devido a exemplos como o do problema [£.3.1]

Exemplo 4.3.3 Consideremos a fungdo f : R?\ {(0,0)} — R? definida por

f(xvy) = (xy,yz - 12) .

O seu jacobiamﬁ é dado por

ox

8 Jacobiano é uma abreviatura de determinante da matriz jacobiana.

% % Y T 2 2
Y
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Como este valor € sempre positivo (notemos que a origem foi excluida do dominio), o teorema da
fungao inversa garante a invertibilidade local desta fungdo. No entanto f(1,1) = f(—1,—1) e logo
a funcdo ndao pode ser globalmente invertivel por nao ser injectiva.

Exercicio 4.3.2 Seja f : R?\ {(0,0)} — R? definida por
f(xay) - (xyayG - xG)
Mostre que f € localmente injectiva mas nao globalmente injectiva.

Exercicio 4.3.3 Mostre que f : R — R? definida por f(0) = (cos,sen8) ¢ localmente mas ndo
globalmente injectiva (nao utilize o teorema da fungdo inversa para provar injectividade local mas
sim um raciocinio ad hoc).

O teorema da funcao inversa nao sé garante, em determinadas condicoes, a existéncia da inversa
de uma funcao f, como também permite calcular, gracas a garantia de diferenciabilidade numa
vizinhanca, todas as derivadas de f~! até & ordem m, o grau de diferenciabilidade de f. O exemplo
seguinte ilustra este facto:

Exemplo 4.3.4 Seja f(x) = x + 22. O teorema da fungdo inversa garante que f € invertivel
numa vizinhanga de x = 0. Seja g a inversa de f. Entao temos g(0) =0 e

flow) =9) +9y)? =y

Diferenciando a identidade anterior obtemos

W)+ 2005w =1 (19
Portanto em y = 0 temos
o =1
Diferenciando a identidade [].8§ obtemos
0%g dg 0%g

— 2 —_— p—
a2 (y) +2 dy (y)"29(y) a5 (y)=0
de onde se tira

0%g

Exercicio 4.3.4 Calcule a inversa da funcdo f(x) = x + 2% e confirme o resultado do exzemplo
anterior.

Exemplo 4.3.5 Seja f : R — R uma fungio C>®. Se f'(x) # 0, entdo € possivel calcular todas
as derivadas de f=1 no ponto y = f(x) usando o método segquinte:
Consideremos a identidade
FU W) =

Derivando ambos os membros da expressio anterior obtemos, pela regra da derivacao da funcao

composta, )
0 af~
() ) =1 (19

Da equacdo anterior obtemos

c’)f*l( ) = 1
oy T ()

24 de Janeiro de 2000 58




4.3. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Para o calculo de %(y) derivamos novamente , obtendo

2 -1 2 2,-1
%(f‘l(w) (5§y (y)) +%(f‘1(y))2+8aj;2 (y) =0,

de onde concluimos

) (% w)
o7 VT w g

ox

Assim, calculando sucessivamente as diversas derivadas de f~' podemos desenvolver esta funcdo
em formula de Taylor em torno do ponto y e portanto, numa vizinhanca suficientemente pequena,
aproximd-la com precisao arbitrdria.

Exercicio 4.3.5 Utilizando as ideias do exemplo anterior calcule

anfl
R (y)-

Aplicando o exemplo anterior a uma funciao podemos obter a férmula de Taylor de f~!(y) em
torno de um ponto

Exercicio 4.3.6 Seja f(z) =z + €*.
1. Prove que f é injectiva e portanto a inversa f~1 existe.

2. Calcule o desenvolvimento de Taylor de f=1(y), em torno de y = f(0) = 1 até a terceira
ordem.

Para o cédlculo de primeiras derivadas da inversa de uma fungao o teorema da fungao inversa
da-nos uma expressao explicita, que pode ser aplicada directamente.

Exemplo 4.3.6 Seja f :R? — R? a funcdo dada por
flzy)=(x+y+2°y—azy+ 1,z —y+a'chy).

Sabemos que f(0,0) = (1,0). Podemos facilmente provar que a funcdo f admite inversa local
definida numa vizinhanca do ponto (1,0), sendo f~(1,0) = (0,0). De facto temos

7o = 14+32%y—y 14+2°—=z
F =1 1+42%chy —1+atshy|”

No ponto (z,y) = (0,0) obtemos

proo =y 4.

Assim, comodet Df = —2 # 0 e a funcdo € de classe C™ existe inversa f~! = (ffl7 f{l) também
C™ numa vizinhanga de (u,v) = (1,0) e verificando

afrt  aft -1
Df (1,0 = | 9w, v, o122
’ ofy~ 93 1 -1 1/2 —-1/2
ou ov (u,v)=(1,0)

Podemos também aplicar ideias semelhantes as do exemplo (4.3.5)) para fun¢oes de R” em R".
Utilizando um procedimento anélogo, resolva entao o seguinte exercicio:

Exercicio 4.3.7 Determine %(u,v) com (u,v) = f(z,y) = (wy,2? — y?).
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Com o teorema da fungao inversa também podemos dar uma condicao de injectividade local
sobre fungoes de R™ — R™, com m > n, como se pode verificar no exemplo seguinte:

Exemplo 4.3.7 Se car[Df] = n (isto é a caracteristica de Df ou seja o nidmero de linhas ou
colunas linearmente independentes de Df for n) entao a fungdo f € localmente injectiva.

Seja f: R™ = R™, com f(x) = (fi(x),..., fm(x). Se car[Df] =n no ponto xg entdao existem
indices i1, . ..,1, tais que a matriz

O0fiy Ofiy
oz e Oxp,
8fin afin
Oxq e oz,
tem determinante nao nulo. Entdo, pelo teorema da funcao inversa a funcao g(z) = (fiy,.--, fi,)

€ localmente injectiva, pelo que f também serd localmente injectiva.

Exercicio 4.3.8 Mostre, usando o exemplo anterior, que a aplicagio R > z — (senx,cosz) €
localmente injectiva.

4.3.1 Exercicios Suplementares

Exercicio 4.3.9 Considere o sistema de equagoes

u= zy+sen(z+vy),
v= e TtYTZ L,
Y

Mostre que existem vizinhangas de (u,v) = (—1,0) e de (z,y) = (—1,1) tais que o sistema define
(x,y) como uma fungdo C* de (u,v) desde que as varidveis estejam nessas vizinhancas. Calcule
ox

9z(_1,0).

Bu( ’

Exercicio 4.3.10 Considere o sistema de equacoes nao lineares

u =%y +sen(r +y) —1,
v =sen(zy)+x—y+1.

a) Mostre que existem vizinhangas de (x,y) = (0,0) e de (u,v) = (—1,1) tais que aquele sistema
define (x,y) como uma fungdo C*° de (u,v) em tais vizinhangas.

b) Calcule a matriz jacobiana da fungdo cuja existéncia garantiv na alinea anterior no ponto
(—=1,1).

Exercicio 4.3.11 Considere a fun¢do real de varidvel real definida por f(x) = cosx.

1. Qual a maior vizinhanca V' do ponto —m /4 tal que f|y € injectiva? Calcule a inversa de f
em V.

2. Eziste alguma vizinhanga de m na qual a fungdo f seja injectiva?

3. Calcule uma inversa local de f, f;/12, tal que f;/lz(()) =Z.

4. Calcule uma inversa local de f, f?;rl/z, tal que f?;r1/2(0) =3

Exercicio 4.3.12 Mostre que a fungdo f : R?\ {(0,0)} — R2\ {(0,0)} € localmente mas nao
globalmente injectiva

flz,y) = (wy, 227 — 59°).
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Figura 4.5: Gréfico do coseno

Exercicio 4.3.13 Mostre que a funcdo f : R® — R3, definida por

f(x,y,2) = (sen(z + ), sen(x — y), 2> — 2°),

é localmente injectiva em torno (0,0,0) mas que ndo é globalmente injectiva.

Exercicio 4.3.14 Considere o sistema de equagdes

u= zy+sen(z+y),
v= e ¥HVT24 2
y

Mostre que existem vizinhangas de (u,v) = (=1,0) e de (z,y) = (=1,1) tais que o sistema define

(x,y) como uma funcdo C* de (u,v) desde que as varidveis estejam nessas vizinhancas. Calcule
ox

g2(—1,0).

du( 9

Exercicio 4.3.15 Seja f : A — R™ uma funcdo de classe C', onde A é um conjunto aberto.
Prove que para cada conjunto compacto C, C C A onde Jf # 0 existe um nimero finito de
conjuntos abertos U; tais que C' C UU; e f € invertivel em cada U;. Sugestao: Utilize o teorema
de Heine-Borel.

Exercicio 4.3.16 Considere a funcao
f(z,y) = (senx arccotg y, cos x arccotg y).
Prove que
1. Jp(z,y) # 0 para todo o z e y.

2. f nao € injectiva.

4.3.2 Sugestoes para os exercicios

4.3.17]

1. Observe a figura e repare que a restricao da fungéo cosz ao intervalo [—m, 0] é injectiva.

[\

. Utilize a figura
3. Uma inversa possivel serd arccos z, para x € [—1,1].

4. Uma inversa nas condigdes requeridas é 2w — arccos z, para x € [—1,1].
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4.3.12| Temos
_ 1Y T
Df = {495 —10y}

e portanto det Df = —10y? — 422 # 0 para z,y # 0. Deste modo o teorema da funcao inversa
garante a injectividade local de f. Temos também que f(1,1) = f(—1,—1) pelo que f nao é
injectiva. <
Repare que a fungao (sen(x + y),sen(x — y)) é localmente injectiva numa vizinhanga da
origem. é também facil verificar que numa vizinhanca de z = 0 a funcdo 23 — 2° é injectiva.
Com estes resultados é facil provar que f é localmente injectiva em torno da origem. f(z,y,0) =
f(x,y,1), pelo que f nao pode ser injectiva. |

4.3.14| Definindo f(z,y) = (vy +sen(z + y),e *t¥=2 + %), temos

2 0
prco-[2 9.
Como o determinante desta matriz é nao nulo a funcao é localmente invertivel e

Df7'(-1,1) = {162 1(/)2} :
<

4.3.15| Como o jacobiano nao se anula, para cada ponto existe uma vizinhaga U, onde a funcao
é invertivel. O conjunto de todas estas vizinhangas é uma cobertura de C'. Como este conjunto é
compacto podemos extrair uma subcobertura finita (pelo teorema de Heine-Borel). <

4.3.16| O primeiro resultado obtem-se pelo método usual, sendo o jacobiano dado por

arccot
-
1+y
que nunca se anula. Note que a funcao arccotg nao esta definida na origem. <

4.4 Teorema da Funcao Implicita

Frequentemente necessitamos de resolver equagoes na forma

f(z,y) =0,

em ordem a x ou y. Porém, mesmo para expressoes simples, esta tarefa pode ser extremamente
dificil. Para se convencer disto. ..

Exercicio 4.4.1 Tente resolver a equa¢ao
y+seny—x =0 (4.10)

de modo a obter y em funcdo de x. Aparentemente ndao existe solucdo explicita elementar mas
nunca se sabe. . .

No entanto, conhecemos uma solugao da equagao nomeadamente y = z = 0. Para além
disso numa vizinhanga da origem, a fungao r = y + seny tem inversa pois é injectiva. Portanto,
aplicando o teorema da fungao inversa, poderiamos mostrar a existéncia de uma funcao y(x) tal
que y(z) + sen(y(z)) —x = 0.

Exercicio 4.4.2 Confirme as afirmacdes anteriores.
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Figura 4.6: A porcio da circunferéncia z* + y* — 1 = 0 ampliada em A ndo é um grafico de uma funcio
da forma y = g(z). O mesmo acontece com a intersecgdo da circunferéncia com uma qualquer vizinhanga
de (1,0).

Nesta seccao estudaremos um teorema que nos da condigoes suficientes para se poder resolver
equagoes f(x,y) = 0, uma vez conhecidos pontos g e yo para os quais f(xg,yo) = 0 e que é
conhecido por teorema da fung¢do implicita. Este teorema é um resultado intimamente ligado ao
teorema da funcao inversa. De facto s@o equivalentes e o estabelecer essa equivaléncia é relativa-
mente facil embora mostrar que o teorema da funcao implicita é uma consequéncia do teorema da
funcao inversa possa parecer, numa primeira analise, pouco natural.

Comecemos por algumas observacoes ainda nao inteiramente precisas para estabelecer um
primeiro paralelismo entre os dois resultados. De um ponto de vista de solucao de equagoes nao
lineares, o teorema da funcao inversa lida, como vimos, com a solugao local de equagdes da forma
y = F(x) em ordem a , em que F € C! e uma certa aplicagdo linear (a derivada de F) é ndo
singular num ponto &y em torno do qual a invertibilidade local é assegurada. De forma analoga, o
teorema da fungao implicita lida com a solugao local de equagoes da forma F'(x,y) = 0 em ordem
a gy, em que F € C! e uma certa aplicacdo linear relacionada com a derivada de F é ndo singular
num ponto (o, ¥yo) em torno do qual a resolubilidade fica assegurada. Comecamos por ilustrar
um tal problema numa situacdo em que se pode explicitamente chegar as mesmas conclusoes e as
dimensoes dos espacos envolvidos sao as mais baixas possiveis.

Exemplo 4.4.1 (Caso particular em dimensao 2) Considere-se a equagao da circunferéncia
22 + 42 —1 = 0. Na vizinhanca de que pontos em que é verificada é que esta equacdo define
y como fungdo de x? Resolvendo a equagdo em ordem a y, ou melhor ainda esbogando o seu
grifico (ver a fig. @), facilmente se reconhece que qualquer que seja o ponto sobre o grdfico desta
circunferéncia, excepto os pontos (—1,0) e (1,0), € possivel escolher uma vizinhanga suficiente
pequena desse ponto cuja intersec¢ao com o conjunto definido pela equacdo verifica y = /1 — 2
ouy = —V1—x2. E o que se ilustra na fig. em B. Por outro lado numa vizinhanca de um
dos dois pontos excepcionais tal é sempre impossivel, é o que se ilustra na fig. [{.6] em A.

O cardcter excepcional dos pontos (1,0) e (—1,0) obviamente tem a ver com o facto da tangente
a circunferéncia nestes pontos ser vertical ou, se recordarmos que o gradiente de uma campo
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escalar é ortogonal as suas linhas de nivel, com o facto de designando f(x,y) = x? +y* — 1 temos
7(1,0) = 3 (=1,0) =0.

Uma outra fonte de inspiracao para compreender este tipo de problemas ¢é a algebra linear.

Exemplo 4.4.2 (Caso linear) Seja T uma transformacdo linear de R™™™ em R™, com n,m >
1. Suponhamos que T(x) = Ax onde A é uma matriz m X (m +n). Se car A = m (recorde que
a caracteristica de A, car A, é o nimero de linhas ou colunas linearmente independentes) entdo a
equagao T'(x) = 0 permite definir m coordenadas de x em funcao das restantes n.

Observemos agora alguns factos. Primeiro, temos T(0) = 0. Segundo, se car A = m entao
existerm m colunas linearmente independentes. Podemos, sem perda de generalidade, supor que sao
as m primeiras (se isto nao fosse verdade seria sempre posstvel permutar as colunas da matriz,
fazendo uma mudanga de varidveis). A matriz A pode ser escrita como

aiq N A1m . a1 m+n
A=
am1 -+ Gmm ... Omm4n
A derivada de T em ordem as primeiras m varidveis, (z1,...,Tm), € representada pela matriz
aill e A1m
A =
Aml1 -+ Qmm

e det A # 0. Note que € o facto de A ter determinante ndo nulo que permite determinar as
primeiras m coordenadas em funcdo das n — m restantes.

Exercicio 4.4.3 Resolva o sistema

de modo a obter x e z como funcgao de y.

O teorema da fungao implicita, que enunciamos de seguida, generaliza (de um forma bastante

poderosa) o exemplo anterior. Vai ser conveniente no seu enunciado e para calculos posteriores

O(fiq:figsskip) . . . . . .
a(x]ill,xz,...,;:j)aComlﬁjl <Jo << gp<m, 1 <0y < <--- < <,

para representar a derivada de uma funcdo que se obtém de uma funcao dada f: A C R™ — R™

introduzir a notagao

s6 considerando k das suas componentes fj,, fj,,- .., fj, e fixando n — [ das suas varidveis, ou
seja considerando-a sé como funcgao de [ varidveis x;,,%i,,...,x;. Tal derivada é representada
pela submatriz da matriz jacobiana correspondente a considerar as colunas de indices i1, @2, . . ., i
e as linhas de indices ji,j2,.-.,jkx & que também nos referiremos usando a mesma notagao. No
exemplo podiamos ter escrito A = ﬁ

Teorema 4.4.1 (Funcao Implicita)
Seja f : U C R™ x R™ — R™ uma fungao de classe CP(intU). Suponha-se que, no ponto
(xo,yo) €It U (xg € R™ e yp € R™) verifica-se f(xo,yo) =0 e

0
det a*i(ﬂfo,yo) # 0.

Entao, existe uma vizinhanca V de xy na qual a equagao

flz,y) =0
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y v=f(x,y)
y fixy)=0
L1
///// / - T
_///// F'
—t //
//
gt ~_ F >

F(xy) = (xf(xy))

Figura 4.7: Na demonstragdo do teorema da fungdo implicita pelo processo sugerido note que a fungao
é construida pela composicdo das funcoes « — (,0), F~* e (z,y) — ¥y por esta ordem. Claro que F~*
designa uma inversa local.

define uma tnica fungao g € C?(V), g : V. C R™ — R™, para a qual

f(x,g(x)) =0

para todo o x € V. Adicionalmente, a derivada de g em V satisfaz

of

D) =~ L gie)] Y

(z,9(x)). (4.11)

Notemos que o resultado do teorema ¢ local, ao contrario do exemplo [£:4.2] que é global, isto
é se car A = m, podemos sempre resolver a equacdo Ax = 0 em ordem a m coordenadas. No
entanto, isto s6 é valido porque o sistema naquele exemplo ¢é linear. Em geral nao temos nenhuma
garantia de que possamos resolver uma equagao da forma F(x,y) = 0 em ordem, por exemplo,
a y, para qualquer valor de @, mesmo que num dado ponto sejam verificadas as condigoes do
teorema da fungao implicita (o teorema apenas garante a existéncia de solugdes na vizinhanga do
ponto).

O teorema da fungao implicita pode ser demonstrado de uma forma andloga a do teorema
da funcao inversa por linearizagao e aproximacoes sucessivas. E, no entanto, muito mais simples
demonstré-lo a custa do teorema da funcao inversa.

Problema 4.4.1 Demonstre o teorema da funcdo implicita. Para tal, usando as convengoes
do enunciado do teorema, considere a aplicacio F : U C R™ x R™ — R™ x R™ definida por
F(x,y) = (o, f(x,y)) e aplique-lhe o teorema da funcdo inversa relativamente ao ponto (xo,Yo)-

Exemplo 4.4.3 Consideremos a equacdo f(x,y) = x> + y + sen(z? + 3?) = 0. FEntdo como
f(0,0)=0e %(0’ 0) =1 # 0, existe uma funcao g(x), definida para |z| suficientemente pequeno
tal que f(x,g(x)) = 0. Para além disto temos

90,0
%(0) :—7335( 0y,
x @(0’0)

Exemplo 4.4.4 Consideremos o sistema

r+y+azyz =0,
z—y+zz+yz=0.
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Vamos agora estudar a existéncia de funcgées X (z) e Y(z) tais que X(0) = Y (0) = 0 e para z
numa vizinhanga da origem, (z,y,2) = (X(2),Y(2),2) seja solu¢ao do sistema. Defininido

f(@,y,2) = (filz,y, 2), fo(@,y,2)) = (& +y +2yz, 0 —y + 22 +y2),

temos
A | 7(0,0,0) %—;;(o,o,m _[1 1}
82(0,0,0) %2(0,0,00] [T -1]°

Como det A # 0 o teorema da funcgdo implicita garante a existéncia das fungoes X(z) e Y (z). Se
estivermos interessados em calcular as derivadas de X e Y a expressao para estas serd

FOl-6 4] TG

b )

Exercicio 4.4.4 Mostre que a equagdo

senx +seny +senz | [0
senz —seny +sen®z| — |0

admite uma solugdo da forma (x,y,z) = (X(2),Y(2),2), para |z| suficientemente pequeno, onde

X (z) e Y(z) sdo fungdes convenientes que verificam X (0) =Y (0) = 0. Calcule

0X

=0,
z

Exercicio 4.4.5 Mostre que a equagdo senz +y = 0 nao tem solugao x(y) definida para to-

dos valores de y. Porque que € que isto nao contradiz o teorema da funcdo implicita apesar de

ds;;‘ﬂi:o #0esen0+0=07?

O facto de nao serem cumpridas as condi¢oes do teorema da funcao implicita nao implica que
na vizinhanga de um ponto néo exista solugdo (ou que ela nao seja tnica) de uma determinada
equagao, tal como se pode verificar pelo exemplo seguinte:

Exemplo 4.4.5 Consideremos a equacao
flz,y) =2° —y> =0.

E facil verificar que f(0,0) = 0. E também imediato que %(0’0) = 2—5(0,0) = 0. Assim nao
estamos nas condi¢des do teorema da funcao implicita. No entanto a equacdo tem solucdo global,

unica e diferencidvel x =vy.

O seguinte exercicio mostra que é possivel generalizar ligeiramente o teorema da funcao implicita
de modo a tratar casos semelhantes ao anterior.

Exercicio 4.4.6 Seja f : R? — R uma funcdo de classe Ct, g,h : R — R funcdes continuas
bijectivas. Mostre que se f(0,0) = 0, h(0) = ¢g(0) = 0 e 2—5(0,0) # 0 entdo para T numa
vizinhanga da origem a equacdo

flg(x),h(y)) =0

pode ser unicamente resolvida em ordem a y, sendo a solugdo da forma y = j(z) com j : R — R
uma fun¢ao real de varidvel real.
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4.4.1 Exercicios suplementares

Exercicio 4.4.7 Considere o sistema de equagoes
sen(z +y+2) =z*
r—y+z=sen(z* +y* + 2%).

1. Prove que existem fungoes reais e diferencidveis g,(z) e gy(z), definidas para |z| suficien-
temente pequeno, tais que go(0) = g,(0) = 0 e (x,y,2) = (92(2),9y(2),2)) € solucdo do
sistema.

2. Calcule g;,(0) e g, (0).
3. Desenvolva g, em série de Taylor até a terceira ordem.

Exercicio 4.4.8 Seja a € R e considere as funcdes f, : R> — R definidas por

falz,y,2) = azch(z +y+2) — r2eY

1. Determine para que valores de a a equagio fo(x,y,z) = 0 define implicitamente, numa
vizinhanga da origem, uma fungdo z = ¥, (z,y)

2. Verifique que as fungoes ¥, tém um ponto de estacionaridade na origem, isto é, V¥, (0,0) =

0.

Exercicio 4.4.9 Considere a equacao
|l]|* Az = f (=€)

onde © € R", e € RF, A ¢ uma matriz n x n ndo singular e f : R** — R"™ uma funcio C.
Mostre que se se verificar
T, €
lim | lim f(@, )> =0

=0 (IIIIHO |3

a primeira equacao define x como fungdao diferencidvel de € para (x,€) numa vizinhanga de (0,0).

Exercicio 4.4.10 (Fungao Implicita Topolégica) Seja f : R? — R, continua. Suponha que
para cada x fizo se tem

lim f(z,y) = —o0 lim f(x,y) = +o0.
Yy——00 y——+00
1. Prove que ezxiste pelo menos uma fungao y(x) tal que f(z,y(x)) =0 para todo o x € R.
2. Dé um exemplo em que a funcdo y(x) nao seja inica

3. Dé um exemplo em que a fung¢ao y(x) ndo seja continua.

4.4.2 Sugestoes para os exercicios
447

1. Defina u(x,y,2) =sen(z +y+2) — z* e v(z,y,2) = x —y + z — sen(a* + y* + 2*). Observe
que u(0,0,0) = v(0,0,0) = 0 e que

tem determinante nao nulo. Portanto podemos aplicar o teorema da funcao implicita.
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2. 9,(0)=—-1eg,(0)=0

3. g:(2) = —2+ 0(2%).

<
Aplique o teorema da fungao implicita a equacao
T, €
pe = 120
]
e mostre que este problema ¢é equivalente ao original. |

4.4.10|
1. Utilize o teorema de Bolzano.
2. Escolha f de modo a que para cada x tenha pelo menos dois zeros, y1(x) e ya(z), distintos.

3. Utilize a fun¢ao da alinea anterior e defina

y1(x) sex >0,
y(@) = .
y2(z) caso contrario.
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