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10.1 0 Calculo

Célculo é uma palavra que deriva da palavra grega calculus. Essa palavra era empregada anti-
gamente para designar uma pedra utilizada para contar, para efetuar calculos, portanto. Hoje em
dia ela tem muitos significados, pois existem muitas formas de efetuar contas, de calcular. Tendo
1sso em vista, a rigor, o Calculo discutido a seguir deve ser entendido como uma abreviagio

para Calculo Infinitesimal e ser subdivido em Calculo Diferencial ¢ Calculo Integral.

Trata-se de um ramo da Matemitica no qual lidamos com grandezas que
variam. Nesse sentido, o calculo pode ser definido como a forma cientifica de
lidar com as transformacdes que ocorrem no mundo fisico.

O Calculo tem evoluido significativamente desde as primeiras ideias envolvendo a deter-
minacdo de areas, a partir da divisio do todo em por¢des cuja area seja conhecida. Assim,
suas origens remontam a séculos antes de Cristo. Newton e Leibniz recebem o crédito pela
formula¢io original do Calculo Infinitesimal. A formulag¢io rigorosa do Calculo recebe o nome
de Analise Matematica.

Os conceitos mais importantes do Calculo, além do de funcio, sio os de limite, derivada e
integral. O estudo de séries infinitas ¢, igualmente, um dos objetos de estudo dessa ciéncia. Esse
tema, no entanto, sera abordado apenas de passagem neste texto.

Neste texto, abordaremos o conceito de limite, que para alguns se origina no método de exaus-
tao, formulado com um grau de precisio bastante alto por Eudéxio de Cnido (408 a.C.— 347 a.C.).

Para entender o conceito de limite, consideremos o problema da determinacdo da area do
circulo delimitado por uma circunferéncia de raio R. Podemos resolver esse problema considerando
poligonos regulares de # lados inscritos na circunferéncia. Para cada 7, seja 4, a area do correspon-
dente poligono. Como resultado temos, como entendera Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C), que a

area do circulo pode ser aproximada pela expressio:

2 ~
TR =4, 10.1
n=>5 n=~6 n==8 . .
com um resultado cada vez melhor a3 medida em que
Figura 10.1: Para cada circunferéncia, o poligono inscrito , . .
e o poligono circunscrito para alguns valores de n. O Numero n cresce 1ndeﬁn1damente.
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O mesmo problema também pode ser resolvido considerando os poligonos regulares
circunscritos a mesma circunferéncia, chegando-se evidentemente a resultados analogos.

O valor da area do poligono se aproxima do resultado exato para a area do circulo a medida
que aumentamos paulatinamente o numero de lados do poligono inscrito ou circunscrito.
Assim, definimos um processo limite, mediante o qual, 3 medida que o nimero de lados dos
poligonos cresce indefinidamente, obtemos o resultado procurado, o resultado exato.

Uma vez resolvido o problema da determinagio da area do circulo, o nimero © pode ser
definido, por exemplo, como o limite, quando o ntimero de lados do poligono inscrito tende a

infinito, da area desse poligono, dividido pelo quadrado do raio da circunferéncia:

= 1 lim 4 10.2
R2 nsw "

A rigor, o tratamento proposto por Arquimedes para determinar o nimero m envolvia
considera¢des sobre poligonos inscritos bem como circunscritos a circunferéncia, utilizando
o método da exaustio.

O namero  é um namero irracional, ou seja, ¢ um nimero que nio é racional. Isto é, nio
pode ser escrito na forma de um quociente de dois nimeros inteiros, sendo o divisor diferente de
zero. A representacio decimal de 7 é ndo periddica e possui um namero infinito de casas decimais.

O namero e, outro nimero fundamental da Matematica e da Fisica, também ¢é irracional e

¢ igualmente definido como um limite:

. 1
e=lim| 1+—| =2,71828182845 103
n—>0 n
n
onde n é um ntmero natural, isto é, a sequéncia de nameros | | 14+— converge para o
, n
ndamero e. neN

Pode-se provar que o mesmo numero também pode ser escrito como

X

e=1lim 1+l
X—>0 X

onde x é um namero real.
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10.2 Definicao de limite

O conceito de limite ocupa um papel central no Célculo Infinitesimal. Isso ocorre porque,
como se vera a seguir, no Cilculo Diferencial, a derivada de uma fun¢io, de acordo com a
definicio de Cauchy, é introduzida por meio de um processo limite e, no Calculo Integral, para
introduzir a integral de uma determinada funcio num dado intervalo, considera-se o limite de
uma soma de Riemann.

Limite ¢, portanto, um conceito basico do Calculo e da Analise Matematica.

Para entender tal conceito, consideremos o exemplo de um objeto atirado a partir do chio
na direcio vertical com uma velocidade de 10 m/s. Adotando-se para a aceleragio da gravidade
local o valor de 10 m/s?, sua altura, /1, expressa em metros e determinada a partir da superficie,

como fung¢io do tempo ¢, expresso em segundos, ¢ dada por:
h(t)=-5"+10¢ 104
enquanto sua velocidade, na unidade m/s, serd dada por:
V(t)=10-10¢ 105

Da expressio acima, concluimos que, depois de 1 segundo, o objeto para instantaneamente no
ar, retornando em seguida. Podemos agora considerar uma situa¢io em que gostariamos de saber
qual a tendéncia da altura quando consideramos valores do tempo cada vez mais proximos de um
determinado valor. Consideremos, por exemplo, o caso em que esse valor seja igual a 1 segundo.
Como sabemos, esse tempo ¢ aquele em que o objeto atinge a sua altura maxima — para perceber
tal fato, basta examinar o vértice da parabola, que é o grafico da func¢io /. Anotando-se os valores
da altura, para valores cada vez mais proximos de 1 segundo, notamos que eles se aproximam
cada vez mais do valor 5 metros. Dizemos que esse valor ¢ o limite da altura quando o tempo

tende ao valor 1 segundo, e escrevemos:

limh(r)=5 106

t—1
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Assim, considerando-se uma funcio arbitraria f(x), quando escrevemos:

lim f(x)zfo 107

X*)XO

que se lé&:“o limite da fun¢do f(x) quando x tende a x, é f;” — isso significa que f(x) pode ser
feita tao proxima de uanto desejarmos, tomando valores de x suficientemente proximos de
p 0 4d ] p

X, (mas, em geral, diferentes de x,).

D

Para isso, no entanto, devemos recapitular o conceito de intervalo aberto.

Uma defini¢io mais rigorosa de limite sera apresentada a seguir.

Dados dois nimeros a e b sobre o eixo real, sendo a < b, considerando-se o conjunto de
numeros reais compreendidos entre eles, podemos definir quatro tipos de conjuntos, aos quais
damos o nome de intervalos. Cada um deles se diferencia pela inclusio ou nio desses nimeros
no referido conjunto. No caso do ponto a, a inclusio é representada pelo simbolo “[” sucedido
pela letra a e a exclusio é representada pelo simbolo “]” sucedido pela letra a. Para o ponto b,
a convencio se inverte.

Definimos, assim, o intervalo fechado como o conjunto que inclui os nimeros a e b e o

representamos por:
[a,b] 1038

O intervalo aberto ¢ um conjunto do qual os pontos a e b estio excluidos. Ele é repre-

sentado por:
Ja.b[ 109
Definimos de forma analoga os intervalos semiabertos ou semifechados:

[a.b] e ]a,b] 1010
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Definimos também a distancia entre dois nimeros x, e x, como o moédulo da sua diferenca:
d(xl,x2)=|x1—x2| 10.11

sendo que o moédulo de um namero foi definido no primeiro texto, no qual tratamos da
Introducdo a teoria dos conjuntos. No caso de uma fun¢io, definimos, analogamente, a

distancia entre os nimeros associados as respectivas imagens:

d(f(xl),f(xz))z|f(xl)—f(x2)| 10.12

Definicao

Seja uma fungio f(x) definida num intervalo aberto que contém o nimero x,
(admitimos a possibilidade de que ela nio seja definida para ele). Dizemos que
o limite da fungio f(x) ¢ £, quando x tende a x, e representamos tal fato por:

lim f(x)= £, 1013

X=X,

se — e somente se — para todo nimero € > 0 houver um ntimero 8 > 0 tal que

d (f(x), f,) < & sempre que 0 <d (x, x,) <39.

Essa definicio é conhecida popularmente como
definicao € — d.

Pode-se definir limite, alternativamente, a partir do
conceito de vizinhanga.

Assim, dizer que o limite de f(x) é f; significa que
f(x) pode ser feito tdo proximo de f; quanto quiser-
mos, fazendo x suficientemente proximo de X, (sem,

contudo, fazé-lo igual a esse valor).

Verifique

2 X x
x° =9 “*0
=6

lirr31(x3 -3x*+2)=2c¢lim

>3y — Grafico 10.1: Grafico com a definicdo ¢ — § de limite.
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00000

Exemplos resolvidos

Vamos determinar alguns limites:

a. limix-1=
x—3

O grifico da fungio f;(x)=</x—1 é exibido no Grafico 10.2.

W

-6 -4 -2 ) 7 4 X 6

-3

Grafico 10.2: Grafico de f;(x)=3/x—1.

Observamos que a fungio f, estd definida no ponto x = 3 e f(3)= 32 . Portanto, liII31 Yx-1=+2.
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m
x—1/3 1 x—1/3 1 <53 1 x—1/3
= - x——
3
, N 9x* -1, . ,
O grifico da funcio f,(x) = ¢ exibido no Grafico 10.3.
x——
y
6
4
2
6 -4 2 2 4 6 X
Graéfico 10.3: Grafico de f, (x) = X _11
[
3

1
Observamos que o Grafico 10.3 de f, ¢ uma reta sem o ponto de coordenadas (5,6). De fato, a

1
fungdo f, nio esta definida no ponto x = 3

Fundamentos de Matem[atica |
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x4 (=a)(Vxe2)  (x-a)(Vre2) )
c. i‘i‘}\/;_z‘ﬁlﬁ(\/;_z)w;rz)‘l}?} 4 =lim(Vx +2) =4
x—4

-2

O grifico da funcio fi(x)=

6
¥
4
2
6 4 2 7 4 X 6
-2
-4
-6
x—4
Gréfico 10.4: Grafico de f;(x) = ——=——.
Jx -2

Observamos que o Grafico 10.4 de f; coincide com o grifico da fungio g(x) = Jx +2 exceto no
ponto x = 4, onde f; ndo estd definida, mas g estd definida e g(4) = 4.

Nos exemplos b ¢ ¢, convém observar que o cilculo do limite nio é tio direto como no exemplo
a. Ocorre que, em b e ¢, para poder calcular o limite, é preciso sair da situacio incomoda que é o

quociente da forma 0 para o qual a fracio dada tende.

00000

10.3 Funcoes continuas e descontinuas

Para introduzir o conceito de fun¢io continua, vamos partir da anilise dos graficos de algumas
tun¢des. No Grafico 10.5, apresentamos graficos de fun¢des continuas no intervalo exibido

em cada caso.
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2T

Grafico 10.5: Gréficos de funcdes continuas

Entretanto, uma funcio do tipo f(x)= l, que
nao esta definida em x = 0, é continua em %Codo 0
seu dominio, isto €, no conjunto R, isto é, R — {0},
apesar de nio ser continua no intervalo [—3, 3], exi-
bido no Grafico 10.6, pois nio ¢ continua em x = 0,
onde nio esta definida.

A definicio de funcio continua num ponto envolve
trés condi¢des. Dizemos que uma funcio f'é continua
no ponto x, se € somente se:

i. x, € Dom f,isto ¢, existe o valor f(x,)
ii. Existe o lim f(x)

XA)XU

il lim f(x) = /(%)

ey

\V

: 1
Grafico 10.6: Gréfico de f(x)=—
X

Convém tecer algumas observacdes a respeito da definicao acima.

Em primeiro lugar, se uma fun¢ido nio ¢ definida num determinado ponto, nio tem

sentido questionar sua continuidade nesse ponto. E o caso, por exemplo, da funcio f(x)=—
X

e o ponto x = 0.

Agora, considerando a fungio

l se x#0
g(x)=14x
0 se x=0

que esta definida em x = 0, satisfaz a primeira condi¢io da defini¢io, mas nio a segunda e,

consequentemente, nem a terceira. Logo, ndo ¢ continua em x = 0.
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— sex#0
Grafico 10.7: Gréafico de g(x) =14 x .
0 sex=0
Em segundo lugar, vale a pena observar o caso da funcio:
x* =9
— se x#—3
h(x)=1 x+3
2 se x=-3
e o ponto x = —3.
Nesse caso, a primeira condicio da definicio de 6
, , .~ . . y
funcio continua esta satisfeita, pois / existe em x = —3;
-~ -~ , , . 4
a segunda condi¢io da defini¢io também esta satis-
feita, pois e 2
2
.ox =9 . (x=3).(x+3 .
lim = hm( ) ): lim(x—-3)=-6
>3 x+3 x—>-3 x+3 x—>-3 -6 -4 2 2 4 X 6
mas a terceira no, uma vez que o valor desse limite nio 2
¢ igual ao valor da fun¢do no ponto x = —3. De fato,
2
. x" =9
lim =—6¢ h(-3)=2.
=3 x+3
x27_9 se X #—3
Logo, a fun¢io 4 nio é continua no ponto X = —3.  Grafico 10.8: Grafico de h(x) =1 x + 3 e .
2 se x=-3
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No Grafico 10.9, observamos uma fun¢io que ¢é descontinua no ponto x = 3. Convém
notar que ela estd definida nesse ponto, mas que, mesmo visualmente, se percebe que nio existe
o limite quando x tende a 3.

No Gréfico 10.10, observamos outra fun¢io que nio ¢ continua em x = x,. Nesse caso

também, ela estd definida nesse ponto, mas ndo existe o limite quando x tende a x,,.

2 : .
A //2 3 4 5 6
e & K X
Grafico 10.9: Gréfico de funcédo Grafico 10.10: Grafico de funcao
descontinua no ponto x = 3. descontinua no ponto x = x,.

0 Finalmente, uma observa¢io importante é a seguinte: a continuidade de uma fun-
¢3o é um conceito local. Dizemos que uma funcio ¢é continua num dado conjunto
quando ela é continua em cada ponto desse conjunto. E dizemos simplesmente que
uma fung¢io é continua quando ela é continua em cada ponto de seu dominio.

00000

Exemplos resolvidos

Vamos verificar, pela defini¢do, que as seguintes func¢des sio continuas no ponto indicado.

a-. f(x)ZQ/;—l emx, = 1:
® x,= I pertence ao dominio da fungio e f(1) =0
* lim 7= lim{{fe 1) =0
® Consequentemente, 1}(1311(%/; - l) = f(1)=0.
Assim, estando satisfeitas as trés condi¢des da defini¢do, temos que f'é continua em x = 1.

1
b. g(x)= 32X 1o ponto x, = I:
X

mi_g

® x, = I pertence ao dominio da fungio e g(1) =

Fundamentos de Matem[atica |
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o lim g(x) = lim ¥ — 0
x—1 x>l x

® Consequentemente, linll g(x)=g()=0.

Assim, estando satisfeitas as trés condi¢des da defini¢io, temos que g é continua em x; = 1.

ﬁ se x#4
2. Dadaafuncio f(x)=< x—4
L se x=4

determine o valor de L a fim de que a funcio f'seja continua em x = 4.

Observamos que a fun¢io f'no ponto x = 4 tem valor L. A fim de que f'seja continua nesse ponto,

2 —
basta tomarmos lim > 16 =L=f(4).
) x4 x — 4
Como lim*—10 _ jjm GFDE=D o ray=g
x4 x — 4 x—4 X — 4 x—4
Assim L = 8.

00000

10.4 Limites quando a variavel independente
cresce indefinidamente em valor absoluto

Adotamos o simbolo
00 10.14

que se 1é “infinito”, para representar valores de grandezas que nio sejam superados por outros.
Dizer que o valor de algo tende a infinito significa que estamos considerando valores dessa
grandeza superiores a qualquer outro que possamos imaginar.

Vamos analisar o caso do limite de uma fun¢io em que a variavel independente tende a +o

ou a —o0.
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Definicao
Seja fuma fun¢io definida em Ja, +oo[. Dizemos que o limite da funcio f(x) é L,
quando x tende a +00, e representamos tal fato por:

lim f(x)zL 10.15

X—>+0

se — e somente se — para todo ntiimero € > 0 houver um ntimero 8 >0 com 6 > a
talquex >3 =L —e<f(x) <L +e

Analogamente, seja f uma funcio definida em |-, a[. Dizemos que o limite da
funcio f(x) é L, quando x tende a —o0, e representamos tal fato por:

lim f(x)=L

X—>—0

se — e somente se — para todo niimero € > 0 houver um ntimero 8 > 0 com -8 < a
talquex < -0=L-e<f(x)<L+e.

fo 1

L === } 2xE

.
3

X

Grafico 10.11: O limite dessa funcéo existe no infinito.

Exemplo fundamental e muito atil para o cilculo de diversos limites é o

ou o

liml =0
X—>00 x
lim l =0
X—>—0 ¥

Fundamentos de Matem[atica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Graficamente, ambos os limites podem ser visualizados no Grafico 10.12.

6

-6

1
Grafico 10.12: A funcéo f(x) =—.

00000

Exemplos resolvidos

Podemos observar o cilculo dos limites seguintes:

3.2
Ha4-S+
4x* -3x*+2 x( x’ x4j 4

a. - R =lim =
o x4 9xP 45 o 4( 9 5)
x| 1+

+7
2 4
X X

.1 .1
uma vez que lim—=0e lim—=0
X—>0 x X—>0 x

2 3 7)
2 x(4—+2
b. lim4f 3x+7_1. X X ~0

=lim
oo xt XT3 wow 1 9 3
x| 1+ -

=+
x2

X' —(x*+4) —4

(x—\/x2+4 (x+\/x2+4)
=1lim =1lim =0
X—>0 (x+ [x2 +4 X—>0 (x+ lxz +4) xawx_}_ [x2 +4

c. 1im(x—\/x2 +4):lim

X—>0

00000
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10.5 Limites infinitos

Os valores da variavel dependente podem crescer indefinidamente. Agora estamos falando
de limites para os quais, quando a variavel x se aproxima de um valor, digamos x,, a fungio
cresce em valor absoluto, tendendo a +o0 ou a —oo.

Se uma fungio f é bem definida numa vizinhanga que contenha o valor x; (definida em
ambos os lados de X,), exceto possivelmente em X, €Ntd0, a expressao

lim f(x)=+e0 G
X=X,
significa que podemos fazer os valores de f(x) ficarem arbitrariamente grandes (tio grandes
quanto quisermos) tomando x suficientemente préoximo de x;, mas nio igual a x,.

Analogamente, considerando f'uma fungio definida numa vizinhanca de x,, exceto possivel-

mente no valor x;, entdo, quando escrevemos:
lim f(x)=—c0 T
X=X,
isso significa que os valores de f(x) podem ser arbitrariamente grandes, porém negativos, ao
tomarmos valores de x suficientemente proximos de x,, mas ndo iguais a x,.

Como exemplo, podemos considerar a fun¢io exponencial f(x) = e* e a func¢io logaritmica

g(x) = Inx, para as quais temos:

lime* =40 ¢ lime* =0

X—>+00 X—>—00

ou

lime =0 e lime* =+

X—>+0 X—>—00

bem como
lim Inx = +o0

X—>+0

Verifique!
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10.6 Limites laterais

Ao examinar uma fun¢io numa vizinhanca de um
ponto X, ocorre que, em alguns casos, 0 comportamen-

to da fungdo quando x estd proximo de x, mas assume

valores menores que x,, ¢ completamente diferente )

do comportamento da mesma funcio, quando x esta

proximo de x;, mas assume valores maiores do que x,.

Por exemplo, a func¢io

x=5 se x<1

-4
fx)=13 se x=1 4
1-2x se x>1 4

[x -5 se x<1
A funcio fnio é continua em x = 1. Observamos Grafico 10.13: Grafico de f(x) =13 se x=1
que, para valores proximos de x = 1, mas menores 11*2)‘ se x>l
do que 1, os correspondentes valores da fun¢io sio proximos de —4, menores do que —4; para
valores proximos de x = 1, mas maiores do que 1, os correspondentes valores da funcio sio
proximos de —1, menores do que —1. Nesse caso, dizemos que o limite a esquerda da funcio f
para x tendendo a 1, por valores menores do que 1, difere do limite a direita da fun¢io f para x
tendendo a 1, por valores maiores do que 1.
Dizemos que o limite a esquerda da fungio f(x) ¢ L, quando x tende a x,, por valores

menores do que x, — indicando tal fato por x — X, — e representamos tal operagio por:

limf(x):Ll 10.18

X=X,

se — e somente se — para todo nimero € > 0 houver um nimero correspondente & > 0 tal que

se X, — 8 < x < x,,entlo, [f(x) — L | <e.
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Analogamente, dizemos que o limite a direita da fungdo f(x) é L, quando x tende a x,, por
valores maiores do que x, — indicando tal fato por x — x," — e representamos tal opera¢io por:
lim f(x)=L, 10.19
X‘)XO
se — e somente se — para todo ntimero & > 0 houver um ntimero § > 0 tal que, se x, <x < x, + 9,
entdo, [ f(x) = L,| <e.
Um exemplo em que os limites laterais da func¢io, quando x tende a 0, sdo diferentes ¢ o
caso de:

1\!

f(x)=|1+2+ 10.20

Analisemos o que ocorre com essa fun¢io quando nos aproximamos do valor de x = 0 pela
direita. Encontramos para esse limite a direita o seguinte valor:

-1

1
lim f(x)=lim|1+2 * | =1 10.21
x—0" x—=0"
6
}.‘
4
2
\.—_‘_-__—
—-_-_-_‘-""l\
6 -4 2 2 4 X 6
-2
-4
6

-1
1
Gréfico 10.14: Gréfico de f(x) = (1 +2° j
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De fato,
lim (—l) =—0
x—>0" X
e
L
lim2 *=0
x—0"
de onde
I\l
lim (l +2 XJ =1
x—0"
No entanto, o limite a esquerda é dado por:
N
limf(x)= lim(l+2 "] =0
x—0" x—=0"
pois
=
lim| —— | =4
x—0" X
e
L
lim[l+2 X)=+oo
x—>0"
de onde

!
lim£l+2 XJ =0
x—>0"

10 Limites
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: , . 3x+1
Outro exemplo interessante é o caso da funcio f(x)= %
X +
Em primeiro lugar, a fun¢io fnio esta definida no
6
ponto x =——. Observamos que f também pode ser ¥
escrita de outra maneira: 4
3x+1 1
. Ss€e xX>—— 2
f(x)=|3x+1|= 3x+1 3
3x+1 —(Bx+1) 3
3x+1 s€¢ x< 3 6 4 2 2 4 X 6

_ -2

ou seja,

1
1 se x> 3 4
S =
1
-1 se x<-—— -6
3 3x+1
Grafico 10.15: Grafico de f(x) = [3x+ |
3x+1

Convém observar que nio existe lim f(x), mas
x—>-1/3

que lim f(x)=1,a0 passo que lim f(x)=-1. Evidentemente, f nio é continua no ponto

x—>-1/3* x—>-1/3"

x =-1/3.

10.7 Alguns Teoremas sobre limites

A seguir, apresentaremos alguns teoremas uteis para o calculo de limites. As demonstracdes

podem ser encontradas em livros de Analise Matematica.

Teorema 1

Se uma fungdo tem limite num ponto, entdo, ele é Gnico.

Teorema 2

O limite de uma constante ¢ a propria constante.

Fundamentos de Matem[atica |



Licenciatura em Ciéncias - USP/Univesp - Médulo 1

Teorema 3
Existe o limite finito de uma funcio se — e somente se — os limites laterais sio iguais.
Convém observar que o fato de o limite no ponto x, existir ndo garante que a fungdo seja

continua nesse ponto. E o caso, por exemplo, de:

x*—16
f(x)=1 x-4

1 se x=4

se x#4

para a qual temos que lim f(x) =8, mas f(4) = 1 e, portanto, f nio satisfaz a terceira condi¢io
x—4

da definicdo de fun¢io continua num ponto.
Teorema 4 — Teorema da conservacao do sinal

Sendo lim f(x) = L, entio, para valores de x suficientemente proéximos de x, f(x) tem o
x‘)xof( ) £ ’p p O’f()

mesmo sinal que L.
Teorema 5 — Limite da funcao composta

Sejam f'e g duas funcdes tais que exista a funcdo composta g ° f, isto &, (g°f)(x) = g(f(x)).

Se lim f(x)=a e g é uma fun¢io continua em a, entao, lim g( f(x)) =lim g(u).

Esse teorema ¢ muito ttil e convém notar que, sendo a fun¢io g continua em a e lim f(x) =a,

entio, lim g(f(x>)=g(a)=g(gn; f(x)). o

3
. [x*+8 L
Por exemplo, a fim de calcular lim 3 7 observamos inicialmente que:
X+

x—>=2

¥ +8=(x+2)(x* —2x+4)

10 Limites
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Logo,

x—>-2 x—>-2

3
lim 3/ +28 = limYx*—2x+4
X+

Como a funcio raiz ctbica é continua, entio,

lim /x* =2x+4 = Q/E
3
e, portanto, lim ﬁ/x +8 =€/E.
=2\ x+42

x—>-2
Teorema 6 — Teorema do Confronto

Se f(x) <g(x) < h(x) numa vizinhanga de x,, exceto eventualmente em x,, e se as funcdes f

e h tém o mesmo limite quando x tende a x;:

lim f(x)=limh(x)=L 1023

X=X, X=X,

entdo, o limite de g quando x tende a x; ¢ o mesmo que o das fungdes /e &, ou seja,

limg(x)=L 10.24
)C—)XO
A
0.2
0.1
-0,1
-0,2
Grafico 10.16: Grafico alusivo ao teorema do confronto

Por meio do Teorema do Confronto provam-se resultados importantes e um deles, o

chamado limite fundamental, que é o seguinte:

. senx
lim =1

=0 x
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Teorema 7 — Consequéncia do Teorema do Confronto

Sejam f e g duas fungdes tais que lim f(x)=0 e g é limitada. Entlo, existe o limite

lim(/(x).g(x)) e lim(/(x).g(x)) = 0.

Teorema 8 — Propriedades dos limites

Sendo ¢ uma constante, /e g duas fungdes tais que existem lim f(x)=L, e lim g(x)=1L,,

X=X,
entao:

i. O limite da soma de duas funcdes é igual 2 soma dos respectivos limites.

. 1im(f(x)+g(x)) =L +L,=lim f(x)+lim g(x) 10.25

X=X, X=X, X=X,

Assim, por exemplo, podemos escrever:
. lim(Sx2 +3x+10+ senx) = lim(Sx2 +3x+ 10) +limsenx =10 1026
x—0 x—0 x—=0

ii. O limite da diferenca de duas funcdes € igual a diferenca dos respectivos limites, isto é:

. lim(f(x)—g(x)) =L -L,=lim f(x)-lim g(x) 1027

X=X, X=X, X=X,

Por exemplo,

. 1im(x4 +3x—5x2) = lim(x4 + 3x) —lim5x* =2 1028

x—2 x—2 x—2

iii. O limite do produto de duas funcdes é igual ao produto dos respectivos limites, isto é:

o lim(f(x)-g(x))=LL, = lim £ (x)- lim g (x) 1029

X‘)X() X‘)XO
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Assim, podemos escrever:
. 3 1 3 _ . _ 5
lim(2x" +2x—4)(2x +1) = lim (22" +2x ~4).lim(2x +1) =16-5 =80 1030

iv. O limite do quociente de duas funcdes é o quociente dos seus limites, desde que o

limite do denominador seja diferente de zero:

o lim(/f(x)/g(x))=1lim f(x)/limg(x) 1031

X‘),‘CO )CA)XO XA)XU

Assim, podemos escrever:

Axt+ox—2) 1 lim(4x*+2x-2) 4

lim =L o =2

=il 2d+2 )L im0 +2) 4

10.32

Para poder usar as propriedades dos limites, é preciso tomar sempre o cuidado de verificar
se as hipoteses estdo satisfeitas — isto €, a existéncia do limite de cada uma das func¢des, com a
hipétese adicional no caso do quociente de fun¢des quando o limite do denominador nio pode
ser zero — sem o que essas propriedades nio se aplicam.

Por exemplo, basta considerar:

| ( 1 j
e Jim|—-x
x—0 X

: . (1 . - o .
Evidentemente, llm(—'x =lim1 =1, mas nio é igual ao produto dos limites, pois o limite
x=>0\ x x—0

do primeiro fator nio existe.

. x*=5x+6
e |im—M—

x—3 x_3

Nesse caso, também o limite do quociente nio é o quociente dos limites, porque limite do
X’ =5x+6

denominador é 0. Simplificando, porém, chegamos a lin} lin}(x -2)=1
x> X — R
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Teorema 9

Se f'e g sio continuas em X, e ¢ ¢ uma constante, entdo, as seguintes fun¢des também sao

continuas em X,

i) f+g
(2) f-g
(3) cf
(4) fg

(5) ﬁ se g(x,)#0

10.33

10.8 Uma observacao adicional

Ao calcular limites, muitas vezes, defrontamo-nos com expressdes que envolvem +00 ou —co.

Para operar com esses simbolos, salientamos que:

+00 + (+0) = +o0
—00 + (—) = —o0
L-(+00) = +oose L >0
L-(+0) = —0se L <0
L-(—0) =—0se L >0
L-(—w) =+wse L <0
L+ (+0) = +ose L € R
L+ (—0)=-wse L eR
+00 - (+00) = +0o0
—00 + (—00) = +0o0

+00 - (—o0) = —0

No cilculo de limites podemos nos defrontar com as chamadas formas indeterminadas ou

indeterminacdes, que sio as seguintes: +00—(+00); =00 — (—00); 0 - 00; —; —; 1%; 0" e 00",

10 Limites
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Unm limite, ao ser resolvido, pode levar a uma expressio de um desses tipos, o que nos leva a

ter de utilizar algum artificio para conseguir resolveé-lo.

De fato, um limite que seja da forma 6 ¢ uma indeterminacio, pois, a priori, nio sabemos

que resultado nos fornecerd. Pode dar qualquer coisa. Por exemplo,

.X ) ) . .X
¢ lim— é da forma —, mas, resolvendo-o por simplificacio, temos lim— =1;
x>0 x 0 x>0 x

.2 0 L .2
° llm—x é da forma 6, mas, resolvendo-o por simplificagio, temos llm—x =2;

x>0 x =0 x
2 2
.oX . . - . X
® lim— é da forma —, mas, resolvendo-o por simplifica¢io, temos lim— = 0;
=0 x O x=0 x

e assim por diante.

Para cada um dos casos mencionados podemos criar exemplos simples para perceber que o
resultado do limite pode ser qualquer um.

No calculo de limites também ¢é possivel utilizar as Regras de L'Hospital, que serdo apresen-

tadas quando tivermos desenvolvido a derivada de uma funcio.

10.9 Propriedade da substituicao direta

Se f for uma fung¢io polinomial ou racional e se o valor x; estiver no dominio de f, entio,

vale a substituicio direta:

limf(x)=f(x0) 10.34

X=X,

Esse fato é bastante evidente, pois uma fun¢io polinomial é continua, bem como uma
funcio racional, que é o quociente de duas fung¢des polinomiais, é continua em todo ponto de

seu dominio — no qual o denominador nio se anula.
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10.10 Outros limites de interesse

De grande utilidade, muitas vezes, é o limite dos quocientes de fun¢des quando x tende a

zero, como € o caso de:

. senx
li 10.35
x—0 X
. cosx—1
lim—— 10.36
x—0 X

Em ambos os casos, tanto o numerador quanto o denominador tendem a zero no limite em
que a variavel independente tende a zero.
Para determinar o primeiro limite, notamos que, para valores de x no intervalo 0 <x < m/2,

valem as desigualdades resumidas na expressio abaixo:

senx <x <tgx 10.37

Dividindo a expressio acima por sen x > 0, obtemos:

X 1
I< < 10.38
senx Ccos X
Considerando que
. 1
lim =1 10.39
x=0cos x
resulta, de 10.38 e aplicando o Teorema do Confronto, que:
. X . senx
lim = lim =1 10.40

->0"senx x—0" x
Analogamente, considerando /2 < x < 0, mostramos que

. X . sen x
lim = lim =1
x—=0" Sen x x—0" X
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Como os limites laterais existem e sdo iguais, segue-se que

. X . Senx
lim =1lim =1
x=0gen x x—0 X

que ¢ o limite fundamental.

Consideremos agora o segundo limite proposto. Observamos que:

cos x—1 _(cos x—1)(cos x+1) (COSzx—l) . sen’x o
X x(cos x+1) x(cos x+1)  x(cos x+1) '
Portanto, de 10.41, obtemos:
. cosx—1 . —sen’x . (sen xj —sen x
lim =lim =1lim 10.42
=0 x =0 x(cos x+1) =0\ x J(cos x+1)

Levando-se em conta que o limite do primeiro fator é igual a 1 e que o limite da fun¢io sen
¢ igual a zero quando x tende a zero, concluimos que:
. cos x—1
lim———=

x—0 X

0 10.43

10.11 Calculando limites

. X +8
a. lim— =
>2x" +4

0

E importante observar que ambos — numerador e denominador — tém limite real e o do
denominador ¢ diferente de 0. Sendo assim, trata-se de um limite imediato, aplicando a pro-

priedade do limite do quociente.

2_ — —
b lim—> 2 i $ZDEED) o 22y
=>2x" +3x+2  =2(x+2)(x+1) 2(x+1)

Esse limite é da forma —; sendo assim, nio é tio imediato, mas, por fatoracio e sucessiva

simplificacido, é possivel aplicar a propriedade do limite do quociente.
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. X —4x+3 . (x=D(x*+x-3) . (x* +x-3) 1
c. lim—; > =lim T— =lim—— =—
X" =5x"+4 ol (x-D(x"+x"—4x—-4) =1 (x+x"—-4x-4) 6

0

Esse limite ¢ da forma —; como x = 1 ¢ raiz tanto do numerador quanto do denominador,
ambos podem ser fatorados e, ap6s a simplifica¢io, chegamos a um limite imediato.

(x+h)’ —x" . x*+2hx+h’—x’
m————  =lim P =2x

h—0 h h—0

d.

Esse limite é semelhante aos anteriores: efetua-se a simplificacio e, em seguida, o limite é

imediato.

o Y V2 eV L 1
T2 x-2 =2 (x— 2)(\/;+f) x—>2(\/;+\/§) 22

Esse limite é da forma —; sendo assim, nio ¢ possivel aplicar a propriedade do limite do quo-
ciente; multiplicamos o numerador e o denominador pela expressio conjugada do numerador,
simplificamos e chegamos a um limite imediato.

e =27 (- 27)(x +27)Rx? +93x +81)

=19 =9 =1 (fy —9)(x +27)Rx? +93Ux +81)

NS 729)(Yx* +93/x +81) _ i Rx” +93x +81) _
m
= (x=729)(\x +27) =19 (Jx +27)
_81+81+81 _9

27427 2

0
Inicialmente, o limite é da forma —; sendo assim, nio é possivel aplicar a propriedade do
limite do quociente; multiplicamos o numerador e o denominador por expressdes convenientes,

lembrando que

(a+b)a-by=a’>-b"

e que

(a—-b)a*+ab+b)=a’ -1’

e,em seguida, procedemos a simplificacio e ao subsequente calculo do limite, que ficou imediato.
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g. 1imM=nm(m_\/;)(m+\/;) = lim h I

S T NS (W her) 2

Essa situacio é semelhante: multiplicamos e dividimos pela expressio conjugada do

numerador.

JXT G (Ern =) {feeen +(Gevn) e+ )

h. lim =lim =

h—0 h—0 (m+( ) X+\/7)

. x+h—x 1
=lim

”"Oh(«/( +h)? +( ) x+\/7) h"‘)(\/( +h)? +( ) x+\/7)
1
T3l

Neste caso, utilizamos o fato seguinte: (a — b)(a*> + ab + b*) = a® — b’.

. 1 12 o 44+2x+x7 =12 . | x*+2x-8
1. 111’1’1 — 3 =11m I S— =hm e — =
x—2 2_x 8—X x—2 8_x x—2 8_x

=lim{ (x—2)(x+4)2}=_l
=2 (2=x)(4+2x+x7)

Neste caso, o limite nio pode ser calculado diretamente, pois cada uma das fragdes nio tem

limite quando x tende a 2. Efetuamos as operagdes indicadas, lembrando novamente a fatoracio

@ — b= (a — b)(a*+ ab + b?),

até ser possivel a simplificacdo e o limite se tornar imediato.

(202
J-  lim x'~2x+49 = lim r X =l
x>0 1557 +7x 8 H+wx2(15+7_8) 15

X x2

0
Um limite desse tipo é uma indeterminacio da forma —. A fim de sair da situacdo de inde-
0

terminag¢do, colocamos a maior poténcia de x em evidéncia para permitir a simplifica¢do e usar

o fato de que lim — =0, sempre que k£ é uma constante e o expoente 7 é estritamente positivo.
X—>+00 x
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xz(l 7+3j
2 T
k. lim 2 —7%*3 _im X X

= x4 x7 4 H-w\/ 4( 1 4j
X 1+72_74
X X

PR . ; [ 4 _ 2
Esse limite é muito semelhante ao anterior, observando também o fato de que vx* =x".
25

S5x x
I lim(1+§j — lim (1+§j5 =%
X—>0 x X—>00 x

. 1Y - .
Lembrando que hm(l +—) = e, o limite se torna simples ao observar que 5x =§~25.
X—>00 x

=1

X—>+o\ x

(1
m. lim (—~cosx =0
Esse limite é imediato, aplicando-se a Consequéncia do Teorema do Confronto.

n. lim Senx _ lim (l-senx)zo

X—>+00 X X—>+o\ x

‘B Convém observar que esse nao ¢ o limite fundamental!

Para o calculo desse limite novamente aplicamos a Consequéncia
do Teorema do Confronto.

limsen15x:lim 150 I5x |15
=0senl2x 0| senl2x 12x | 12
12x

Esse limite é uma aplicacdo quase imediata do limite fundamental.

p. limtg—leimﬁsenx- ! j=1

x>0 x x—0 X COSX
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Esse limite é também uma aplica¢io quase imediata do limite fundamental.
[1/x(x+2) —x}.[wlx(vaZ) +x}
q. lim[ x(x+2)—x}=lim =
X—>+00 X—>+0 |: ’X(X+2) +)C:|

x(x+2)—x° . 2x 2x

= lim = lim = lim =

H*“‘[ x(x+2)+x} H“O[\/x2+2x+x} Hm{ x2(1+2j+x}
x

= lim 2x ~1

{ (HQH]

Inicialmente, observamos que o limite dado é uma indeterminacio da forma o0 — o e,

para sair dessa situacio, multiplicamos e dividimos pelo conjugado da expressio cujo limite

queremos calcular. Em seguida, ap6s a simplificagdo, procedemos como ¢é habitual em limites

2
quando x — 00, observando que, como x > 0,Vx~ = x.

r. lim x.[ln(x +1) —lnx] = lim x.[lnw} = lim {ln(l +ljx} =1

X—>400 X—>+00 X X—>+00 X

Comecamos usando as propriedades do logaritmo e, em seguida, usamos o fato de a fungio

. 1y
In ser continua para chegar ao resultado final, lembrando que lim (1 + —j =e.

X—>+00 x
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