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Aplicacoes da Derivada

Neste ponto voltaremos ao estudo de um problema fisico. A necessidade dessa
volta é motivada pela procura de alguns resultados envolvendo fun¢des e derivadas que
serdo Uteis para um grande nimero de aplicacdes que pretendemos desenvolver. E
6bvio que os resultados pretendidos nao ficardo restritos ao problema fisico que
apresentaremos. Na realidade eles serdo verdadeiros para uma classe muito grande de
funcdes e poderiam ser obtidos sem nenhuma menc¢do a algum fato concreto. No
entanto, o leitor deve ter observado que a conduta que temos empregado neste texto de
calculo é fundamentada pela formalizagdo de conceitos e proposi¢des motivadas a partir
de fatos concretos. Acreditamos ser também esse o comportamento que leitor deva ter
ao estudar o Calculo. Encorajamos o leitor a manter sempre em mente os pontos de vista
fisicos ou geométricos na abordagem dos conceitos e proposicdes do Calculo, pois
através dessa visdo esses conceitos e proposicdes ganhardo profundidade e alcance.
Além da Fisica e da Geometria existem varios outros campos de aplicacdo do Calculo e,
além disso, a teoria que desenvolvemos neste texto poderia ser formalizada
independente de qualquer modelo de aplicagdo. No entanto, a importancia da Fisica e da
Geometria reside no fato de que elas, basicamente, forneceram elementos para que a
Matematica, ndo s6 o Calculo, se tornasse, enfim, uma Ciéncia.

Nesta secdo, deixaremos alguns resultados sem as devidas provas, as quais fogem
do alcance do rigor que pretendemos dar a esse texto. No entanto, para esses casos,
procuraremos sempre dar testemunhos concretos da validade das afirmagdes.

Passemos, entdo, a apresentacdo e andlise do problema. O problema fisico que
examinaremos é o do lancamento de um objeto, por exemplo, uma pedra, na vertical. E
conhecido da Fisica que, se v, for a velocidade inicial, g a aceleracdo da gravidade e
decorrido um tempo t, a equacdo do movimento é dada por

h =v,t L t?
_UO Zg

Feito o lancamento, a medida que o corpo sobe, a velocidade do objeto lancado
vai diminuindo em virtude da aceleracao da gravidade, que age em sentido contrario ao
movimento. Assim, o espag¢o percorrido (altura) sera cada vez menor em intervalos de
tempos iguais. Com o passar do tempo, o objeto atingira o repouso e, a partir dai,
fatalmente comecara a cair. Nesse momento o aspecto do movimento invertera uma vez
que a velocidade e a aceleracao estardo num mesmo sentido; essa situacao permanecera
até que o objeto atinja novamente o chdo. Durante o intervalo de realizacdo do
movimento, intervalo esse compreendido desde o arremesso até a volta do objeto, varias
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situagdes podem ser analisadas. Comecemos dividindo o movimento em trés etapas: a
primeira, quando o objeto esta subindo; a segunda em que ele atinge o repouso e,
finalmente, a terceira que se inicia quando o objeto comeca a cair.

A equacao do movimento nos oferece h como funcao do t:

h(t) = vyt — %gtz.

Na primeira etapa do movimento, a medida que o tempo passa, o objeto vai
ganhando altura. E a fase de crescimento da altura. Nesta fase, se t; e t, sdo dois
instantes e se t; < t, teremos h(t;) < h(t,). Diremos neste caso que h(t) é uma funcio
estritamente crescente. Na terceira etapa, aquela em que o objeto esta caindo, o tempo
continua a crescer e, no entanto a altura diminui. E a fase de decrescimento da altura, no
sentido de que, se t; e t, sdo dois instantes e se t; < t,, teremos h(t;) > h(t,). Neste
caso, diremos que h(t) é uma funcio estritamente decrescente.

Separando estas duas fases, encontra-se aquela na qual o corpo atinge o repouso.
Um fato importante aqui é que, enquanto a primeira e a terceira fases se realizam num
intervalo de tempo, a segunda é instantanea, isto é, ela ocorre exatamente para um Unico
valor de t, digamos t,. Para qualquer valor de t a esquerda de t, o corpo esta subindo e,
para qualquer valor a direita de t,, o corpo esta descendo. Em t, ele atinge a sua posicao
mais alta. Em razao disso, dizemos que em ¢, a funcao:

1
h(t) = vt — Egtz

possui um maximo absoluto. Isto significa que, de todos os pontos do dominio dessa
funcio, é em t, que h assume o seu maior valor.
0

Analisemos, agora, o que acontece com a velocidade do objeto em questdo. No
inicio do movimento temos a velocidade inicial v, e, a partir do arremesso, ainda na
primeira fase, a altura h é crescente, mas, no entanto, a velocidade diminui com o tempo,
devido a aceleragdo da gravidade. Como o movimento concorda com a orientagao de h
(sentido positivo: de baixo para cima), a velocidade é positiva. A velocidade torna-se
nula na segunda fase do movimento, ou seja, em t; e, na terceira fase, torna-se negativa,
pois 0 movimento realiza-se em sentido contrario a orientacdao de h. Um resumo dessa
situacdo é apresentado em seguida:

12 Fase: h crescente —— Velocidade positiva
22 Fase: h maximo — Velocidade nula
32 Fase: h decrescente  —— Velocidade negativa

Como falamos anteriormente, a segunda fase do movimento possui uma
caracteristica destacada das outras. Ela ocorre instantaneamente, ao passo que as outras
ocorrem em intervalos de tempo. Ao mesmo tempo em que ela caracteriza um valor
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extremo para h, ela é critica para a velocidade. Naquele instante a velocidade é zero.
Devido a importancia desse fato, para os estudos que virdo, vamos deixa-lo destacado:

h atinge o mdximo em t e nesse instante a velocidade é zero.

O movimento de lancamento na vertical representado num grafico espaco
(altura) x tempo veja Fig. 1, reproduz todas as situacoes apresentadas anteriormente.
Aliando ao fato fisico a interpretacdo geométrica da derivada, a Fig. 2 apresenta a
variacdo da velocidade do objeto. Como a velocidade é dada pela derivada de h(t) em
relacdo ao tempo, ela coincide numericamente com o valor do coeficiente angular da
reta tangente ao grafico de h(t) em cada ponto; assim na Fig. 2 os instantes t; e t,, 0
primeiro a esquerda de t, e o segundo, a direita, de t, refletem o comportamento de
v = dh/dt nas fases em que ela é positiva e negativa, respectivamente. No instante t,
no qual a velocidade é nula, a tangente é horizontal. Com estes ultimos fatos encerra-se a
analise do movimento obtido pelo lancamento de um objeto na vertical. O leitor
observara a importancia dessa andlise anterior nos fatos que destacaremos a seguir.

Maximo

Fig. 1 Fig. 2

Para obter resultados gerais e tentar formalizar fatos tedricos também gerais, a
primeira coisa que devemos fazer é libertarmo-nos do modelo (no caso, modelo fisico).
Procedendo assim passemos a analisar o comportamento da fungao:

y = ax — bx?

onde a e b sdo numeros reais positivos, tentando responder as seguintes perguntas
acerca da fungao dada:

1) para quais valores de x, y é crescente;

2) para quais valores de x, y é decrescente;

3) y atinge um valor maximo? Caso afirmativo, qual € o valor de x em que
y é maximo?

O que era valido antes é que em cada uma das fases anteriores a derivada
(naquele caso a velocidade) possuia um comportamento bem destacado, o qual
repetimos a seguir:
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12 Fase: y crescente —— Derivada positiva
22 Fase: y maximo — Derivadanula
32 Fase: y decrescente ———— Derivada negativa

Sendo assim, devemos obter, inicialmente, a derivada da fun¢do dada. Como

y = ax — bx?,

teremos:
dy
— =a — 2bx.
- ? x
Resposta da primeira pergunta:
dy a
—>0=>a—-2bx>0=2>2bx<a >2x<—
dx 2b

Portanto, y deve ser crescente a esquerda de x, = a/2b.
Resposta da segunda pergunta:

dy a
—<0=2a-2bx<0=22bx>a >x>—
dx 2b

Portanto, y deve ser decrescente a direita de x, = a/2b.
Resposta da terceira pergunta:

Como y deve ser crescente a esquerda de x, = a/2b e decrescente a sua direita,
em x, ocorre a transicao de crescente para decrescente. Neste valor x, ocorrera o valor

. , , . dy ,.
maximo de y e, é claro, este é o valor para o qual a derivada o € igual a zero.

Estas conclusdes sendo corretas, o grafico de y = ax — bx? devera ser o seguinte:
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Deixamos para o leitor o trabalho de comparar com o que ele sabe acerca da
variacdo do trinémio do 22 grau e a construcdo do seu grafico. Com certeza, ele ira
concluir que o estudo desenvolvido aqui coincide integralmente com aquele.

Exercicio 9.1
1) Faga, como no texto, um estudo idéntico para as fungdes:
y=12x —3x%? e y =4 — 18x — 3x?

2) Estude como antes o comportamento da fun¢do y = bx? + ax, onde a e b sdo
numeros reais positivos. Como vocé acha que deve se chamar o valor de y, para
Xg = — a/2b7

0 exposto para o trindmio do 22 grau pode ser generalizado para um nimero muito
grande de fungdes. E claro que as nogdes de fungdes crescentes e funces decrescentes,
assim como de maximos e minimos de func¢des, existem independentemente delas serem
derivaveis; no entanto, introduzindo a hipdtese de diferenciabilidade dessas fungdes,
estas no¢des podem ser tratadas de maneira simples.

Primeiramente formalizaremos esses resultados e, depois, faremos as aplicagdes.
Comecemos com as defini¢oes:

Definicao 9.1

Diz-se que uma funcido y = f(x) é crescente num intervalo I se, para quaisquer
que sejam x;,x, € I, com x; < x,, ocorrer f(x;) < f(x,).

Definicdo 9.2

Diz-se que uma fung¢do y = f(x) é decrescente num intervalo I se, para quaisquer
que sejam x;,x, € I, com x; < x,, ocorrer f(x;) = f(x,).

Definicdo 9.3

Diz-se que uma fungdo y = f(x) é estritamente crescente num intervalo I se, para
quaisquer que sejam x4, x, € I, com x; < x,, ocorrer f(x;) < f(x,).

Defini¢do 9.4

Diz-se que uma fungdo y = f(x) é estritamente decrescente num intervalo I se,
para quaisquer que sejam x;,x, € I, com x; < x,, ocorrer f(x;) > f(x,).

Exercicio 9.2

1) Dé exemplo de uma fungdo que satisfaga a Defini¢ao 9.1.
2) Idem, para a Definigdo 9.2.

3) Satisfaca 9.1 e ndo satisfaga 9.3.

4) Satisfaca 9.3 e ndo satisfaca 9.1. E possivel?

5) Satisfaca 9.2 e nio satisfaca 9.4. E possivel?

6) Satisfaca 9.4 e nio satisfaga 9.2. E possivel?
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Definicao 9.5

Diz-se que uma fun¢do y = f(x) possui um maximo local (ou relativo) em x,, se
existir um intervalo aberto de seu dominio contendo x,, tal que f(x) < f(x,) para
todo x nesse intervalo.

Defini¢do 9.6

Diz-se que uma fun¢do y = f(x) possui um minimo local (ou relativo) em x,, se
existir um intervalo aberto de seu dominio contendo x,, tal que f(x) = f(x,) para
todo x nesse intervalo.

Observagao:

A imagem f(x,) onde xy, é um maximo local de f (minimo local de f) é denominado valor maximo local de

f (valor minimo local de f).

Apresentamos a seguir algumas situacoes para exemplificar as definigdes anteriores.

NN

o

Fig. 4 Fig.5 Fig. 6
/Y\ ]
X9 a b a b ¢
Fig.7 Fig. 8 Fig.9
a b a b 33 L5
Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15



Aplicac¢des da Derivada Calculo Diferencial e Integral

Procure identificar nas figuras anteriores os diversos pontos de maximo ou de
minimo e identifique, também, os varios comportamentos de crescimento ou
decrescimento das correspondentes fun¢des de acordo com as defini¢des dadas.

Analisando, mais especificamente, a situacao exposta na Fig. 15, observamos a
necessidade de introduzir uma nova terminologia. Observe que essa figura apresenta em
destaque cinco pontos: trés maximos locais (x;, x3 € x5) e dois minimos locais (x, e x,).
Dentre os maximos, em x;, ocorre o maior dos valores maximos locais da funcao e, em
X4, 0 menor dos valores minimos locais da fung¢do. Para pontos com essas caracteristicas
sdo acrescentados os conceitos de maximo absoluto, para denominar o maior dos
valores maximos locais e, minimo absoluto, para denominar o menor dos valores
minimos locais. Assim, no caso da Fig. 15, em x;, ocorrer o maximo absoluto da funcao e,
em X, o minimo absoluto. Os maximos ou minimos absolutos podem ocorrer em pontos
interiores do dominio da fungao, neste caso coincidindo com um maximo ou um minimo
local ou, também em extremos de intervalos quando estes pertencerem ao dominio da
funcdo. No caso da Fig. 10, o maximo absoluto ocorre em x = b e o minimo absoluto
ocorre em x = a. Nessas circunstancias é natural ocorrer uma pergunta: uma funcido
y = f(x) sempre possuird maximo ou minimo absoluto? A resposta é NAO! As fungdes
seguintes mostram algumas dessas situacgdes.

y=lnx

7 yem

Quando da introducao do estudo da integral definida enunciamos o Teorema da
Existéncia de Mdximo e Minimo para uma fungdo continua num intervalo fechado. E esse
teorema que justifica a resposta anterior. Devido a sua importancia repetiremos agora o
seu enunciado:
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Teorema da existéncia de maximo e minimo (Teorema 8.1)

Se y = f(x) é uma funcdo continua num intervalo fechado [a,b], entdo ela
assume neste intervalo maximo e minimo absolutos.

Teorema 9.1
Seja y = f(x) uma funcido derivavel em ]a, b|. Se ¢ € ]a, b[ é um nimero para o
qual a fun¢do y = f(x) assume um maximo local, entdo f'(c) = 0.

Demonstracao:

Inicialmente, tomemos Ax # 0 de tal maneira que ¢ + Ax € ]a, b[. E claro que Ax
pode ser positivo ou negativo. Como a fungdo y = f(x) assume em ¢ um maximo local,
pela Definicdo 9.5, teremos, para um conveniente Ax, f(c) = f(c + Ax) e, portanto,

flc+Ax)—f(c) <0.

f(c+Ax)—f(C)<O f(c+ax) = f(c)

Se Ax > 0, : tant i < ! <

e Ax = e, portanto Alplcr—l;lo o <0=>f'(c)<0 (1)
c+ Ax) — f(c c+Ax) — f(c

Se Ax <0, f( ) f()>0 e, portanto  lim f( ) f()>0=>f’(c)>0 (2)

Ax Ax—0 Ax

De (1) e (2), tem-se que f'(c) = 0.

N A figura ao lado ilustra o raciocinio
empregado na demonstracgao.

De forma semelhante, podemos enunciar o teorema correspondente para
minimo local, cuja prova deixamos aos cuidados do leitor.

Teorema 9.2
Seja y = f(x) uma funcio derivavel em |a, b[. Se ¢ € ]a, b[ é um ntimero para o
qual a fung¢do y = f(x) assume um minimo local, entdo f'(c) = 0.
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Os teoremas 9.1 e 9.2 indicam que: se num intervalo aberto ]a, b[ ocorrerem
pontos de maximo ou de minimo locais ou absolutos de uma func¢ao derivavel eles serdo
Pontos Criticos, isto é, valores para os quais a derivada da fung¢do é nula. Cuidados devem
ser tomados para que nao ocorram decisdes precipitadas, pois o fato de um ponto ser
critico nao significa ser ele de maximo ou de minimo local. Observe o leitor que ndo ha
nenhuma situacao ardilosa, a Uinica coisa que estd por detras é uma boa interpretagdo
dos teoremas e das defini¢des.

Um exemplo da situagdo descrita
anteriormente é dado pela fungado
=t R + y = x5.
O ponto x = 0 é um ponto critico que nao
é nem de maximo e nem de minimo.

Exercicio 9.3

Encontre os pontos criticos de:

1) f(x)=x3—4x 2) f(x) =senx + cosx, em[0,27]
3) flx)= ﬁ 4)  f(x) = In(senx), em]0,n[

5) f(x)=%3—4x 6) f(x)=x*—2x?

7)  f(x)=x*—2x%2-36 8) f(x)=x3-2x2

Os resultados apresentados, embora uteis para o estudo de maximos e minimos,
na verdade nao espelham ainda o comportamento global de uma fun¢do. Relembremos,
mais uma vez, que no exemplo fisico, dado inicialmente, a variacao da velocidade reflete
todo o comportamento da equagdo do movimento e esse é o ponto que queremos
chegar. Pretendemos que a variacdo da derivada reflita o comportamento da funcao.
Atingiremos este objetivo com a aplicacdo de um dos mais uteis teoremas do Calculo: o
Teorema do Valor Médio. Esse teorema é uma ferramenta poderosa e indispensavel para
a sequéncia de nosso estudo e, para a sua demonstracdo, necessitaremos de um
resultado auxiliar.

Lema 9.1 (Teorema de Rolle)

Seja y = f(x) uma fun¢do continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[ . Se
f(a) = f(b) = 0, entido existe ¢ € ]a, b[ parao qual f'(c) = 0.

Demonstracao:

Se a fungio for constante, entdo f(x) = 0,Vx € [a, b] e, portanto, f'(x) = 0,Vx € ]a, b[ e,
assim, ¢ podera ser qualquer ponto do intervalo ]a, b| .
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Se a fun¢do ndo for constante significa que, para algum x, € la, b[ , teremos
f(xo) # 0. Como y = f(x) é continua em [a,b] ela tem maximo e minimo absolutos
nesse intervalo. Se f(x,;) > 0 o maximo absoluto de y = f(x) também sera maior do
Zero e, consequentemente, ocorrera em algum c € |a, b[ . Logo, esse maximo absoluto
serd, também, um méaximo local e pelo teorema 9.1 concluimos que f'(c) = 0.

Por outro lado, se f(x,) < 0, o ponto critico em questdo é o ponto de minimo
absoluto de y = f(x).

Exercicio 9.4
Mostre que a conclusao do Teorema de Rolle ainda é valida quando consideramos
que f(a) = f(b) = k,parak € R.

O Teorema de Rolle afirma que, dada uma funcdo satisfazendo aquelas
especificacdes quanto a continuidade e derivabilidade, existe algum ponto ¢ para o qual
f'(c) = 0. Isto significa, geometricamente, que naquelas condi¢des toda funcio possui
em algum ponto uma tangente horizontal. Uma ilustracdo vem a seguir.

0 exemplo mostra uma fungio continua em [a, b],
«  derivavel em ]a, b[, com f(a) = f(b) = 0.
7N Existem, no caso, quatro pontos nos quais a
o derivada é zero.

O Teorema do Valor Médio generaliza o Teorema de Rolle, no sentido de retirar a
hipotese f(a) = f(b) = 0 e mostra que toda fun¢do continua em [a, b] e derivavel em
]a, b[ possui, em algum ponto do intervalo |a, b[, uma reta tangente paralela a reta que

passa por (a, f (@) e (b, f (b)).

A figura ao lado ilustra esse fato. A

reta passando por (a, f(a)) e (b, f (b))
(b.fib)) possui coeficiente angular dado por
fb) - f(a)
b—a

e o da reta tangente em x = ¢ é dado
por f'(c). Sendo as duas retas
paralelas, teremos:

fb) —f(a)
b—a

\

(a.f(a))

f'le) =

Observacio: Na figura ocorrem dois pontos em que a reta tangente é paralela a reta que passa por (a, f(a)) e

(b, f(b)).
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Iremos agora enunciar e demonstrar o teorema:
Teorema 9.3 (Teorema do Valor Médio)

Seja y = f(x) uma fungdo continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[ . Entdo existe
€ ]a, b[ para o qual

F1(0) = f(b) = f(a)
b—a
Demonstracao:
/4:-?'/" o Usando a figura ao lado procuraremos construir
, /) I uma funcao que satisfaca o Teorema de Rolle.
& I Comecemos por escrever a equagdo da reta que

passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Essareta
tem por equacgao:
b) —
weo =TT Do) s

Consideremos agora a funcdo diferenca:
g(x) = f(x) — h(x), Vx € [a,b]

ou

b
gx) = f()—M (x —a) + f(a).

Da fung¢do g(x), podemos afirmar:

12) como uma funcio diferenca entre duas funcdes continuas em [a,b], a
funcdo g(x) é continua em [a, b];

29) por ser, também, uma diferenca entre duas func¢ées derivaveis em |a, b[, a
funcido g(x) é derivavel em |a, b[;

39) também g(a) = g(b) = 0.

Portanto, a fungdo g(x) satisfaz todas as hip6teses do Teorema de Rolle e, assim,
existe ¢ € ]a, b| satisfazendo a condi¢io g’(c) = 0. Como

b
g6 =10 -LEZD g ega,

teremos para x = c:

f (b) fla) _

—a

g'(c)=f"(c) —
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Dai, concluimos que:

on_f()—f(a)
flle)=——
o que completa a demonstracgao.

Exercicio 9.5

Quais das fungdes abaixo satisfazem as condig¢des exigidas pelo Teorema do Valor
Médio? Para as que satisfazem, encontre os valores de c.

1) F) = lx+1] em[-2,1] ) Foo= 9;2_‘12 em [2,3]
3) fx)= ngfl- { €™M [—2.2] 4)  fx)= % em [—1,2]

5) f(x)==x>-3x em[0,V15]

Com o auxilio do Teorema do Valor Médio podemos apresentar resultados que
caracterizam o comportamento de uma fun¢do através de sua derivada. Note que os
resultados contidos no teorema que se segue estdo presentes na analise do movimento
de queda livre feita anteriormente.

Teorema 9.4

Seja f uma funcdo continua em [a,b] e derivavel em ]a, b[. Entdo podemos
afirmar que:

a) se f'(x) > 0 paratodo x € ]a, b[ entdo f é estritamente crescente em [a, b];
b) se f'(x) < 0 paratodo x € ]a, b[ entdo f é estritamente decrescente em [a, b];
c) se f'(x) = 0 paratodo x € ]a, b[ entdo f é constante em [a, b].

Demonstracao:

a) Sejam x, e x, dois pontos quaisquer de [a, b], de modo que x; < x,. Como
f é continua em [x;,x,]| e derivavel em]x;,x,[ podemos aplicar o Teorema do Valor
Médio para afirmar que existe um nimero c no intervalo |x;, x,[, tal que

flxz) = fxy) = f1 () (xz — x1).

Como x, —x; > 0 e, por hipétese, f'(c) > 0, temos que f(x;) — f(x;) >0 e,
portanto, concluimos que f(x;) < f(x,).

Assim, para quaisquer x4, x, € ]a,b[, com x; < x,, temos f(x;) < f(x,) ou seja, a
funcio f é estritamente crescente em [a, b].

b) Essa demonstracdo ¢é semelhante a da parte a) e serd deixada como
exercicio.
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c) Este resultado ja foi usado quando vimos a integral definida (ver Teorema
7.1). Observe que, usando o Teorema do Valor Médio, sua demonstragdo é simples.

Sejam x; e x, dois pontos quaisquer de [a, b] e suponhamos que x; < x,. Como na
parte a) teremos:

flxz) — fxy) = f' () xy — x4)

para algum ¢ em ]x;,x,[ e, como f'(c) =0 segue que f(x,)— f(x;) =0, ou seja,

fxz) = fxy).

Como isto pode ser feito para quaisquer dois pontos em [a, b], concluimos que a
funcio f é constante em [a, b].

Ao aplicar os resultados do teorema anterior na analise do comportamento de
uma func¢do deve-se observar se a funcao satisfaz as hipdteses do teorema em questao.
Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 9.1

Vamos considerar a fung¢ao y = f(x), definida por

fo={ 13,

Observe que f'(x) = 0 para x < 1 e, também, para x > 2 e, no entanto, y = f(x)
ndo é um func¢ao constante. O fato a ser observado é a descontinuidade da fungao.

Exercicio 9.6
Seja f uma func¢io continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[. Mostre que:
1) se f'(x) = 0 para todo x € ]a, b[ entdo f é crescente em [a, b];

2) se f'(x) < 0 paratodo x € |a, b[ entdo f é decrescente em [a, b].

Exemplo 9.2
Mostrar que senx < x,para0 < x < /2.

Considerando a fun¢ido auxiliar g(x) = senx — x, a solugdo do nosso problema
consiste em mostrar que g(x) < Opara0 < x < /2.

Como g'(x) = cosx — 1 < 0, no intervalo dado concluimos, pelo Teorema 9.4, que
a fungio g(x) = senx — x é estritamente decrescente em [0,7/2] e, portanto, o seu
maior valor é g(0) = 0. Dai resulta que g(x) < 0 para 0 < x < /2. Logo senx < x no
intervalo dado.
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Exercicio 9.7

1) Mostre que tgx > x,para0 < x < /2
2) Mostre que Inx < x, parax > 0

Exemplo 9.3
Consideremos a funcdo y = f(x), definida no intervalo [—2, o[, dada por
f(x) = x3—3x%—9x.

Vamos verificar onde y = f(x) é crescente ou decrescente e se tem maximos ou
minimos locais e absolutos.

Da derivada dessa fun¢do observamos que:

a) osvaloresx = —1 e x = 3 sdo pontos criticos;
b) f'(x) > 0 para—2 < x < —1 e, também, para x > 3;
c) f'(x) <0Opara—1<x<3.

Conhecendo estas informagdes sobre a fun¢do, podemos concluir:

1) afuncio é estritamente crescente nos intervalos [—-2 — 1] e [3, oo[;

2) afuncio é estritamente decrescente no intervalo [—1,3];

3) afungdo tem um maximo local em x, = —1 visto que ela e crescente para valores
menores do que —1 e é decrescente para valores maiores do que —1;

4) afuncdo tem um minimo local em x, = 3 visto que ela é decrescente para valores

menores do que 3 e crescente para valores maiores do que 3;

5) afungdo ndo tem maximo absoluto, pois

lim f(x) = oo;

X—>00

6) quanto ao minimo absoluto este pode ocorrer no ponto de minimo local ou nos
extremos do intervalo. Para concluir vamos comparar os valores de f(—2) e f(3) e como
f(=2) = —2e f(3) = —27, 0o minimo absoluto da fung¢io ocorre em x = 3.

Exercicio 9.8

Determine os pontos criticos da funcdo dada, estude onde ela é estritamente
crescente ou decrescente e, com base nisto, encontre todos os maximos e minimos
relativos e absolutos da funcao.

1) f(x)=x3—4x 2) f(x) =senx + cosx,x € [0,27]

3) fx)= x21+ 3 4)  f(x) = In(senx),x € (0,1)
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3

X

5) f(x)=?—4x,xe [-5,3] 6) f(x)=x*—2x?

7)  f(x)=x*—-2x%?—-36,x € [-2,2] 8) [f(x)=x3-2x%x€e[-21]
3 3

9) y = ZX4 - 81X,X € ]—2,4] 10) y = 3x _x3:x € I:_\/§l§:|

11) y=x>—2x+1,x € ]-o0,00[ 12) y=x3—2x+1,x € [-1,4]

13) y = sen2x,x €]0,2 14) y= ,

) y = sen2x,x €]0,2m[ ) y=_Z 1 *€R

Apresentaremos agora outro método para decidir se um ponto é de maximo ou
minimo local. Para tanto introduziremos duas defini¢des.

Defini¢do 9.7

Diz-se que uma funcio y = f(x) é convexa para cima em ]a, b[, se para quaisquer
dois pontos x; e x, em ]a, b[ o segmento de reta que une (x;, f(x;)) e (x5 f(x3))
estiver acima do grafico de y = f(x) em ]|xq, x,[.

Definicdo 9.8

Diz-se que uma funcdo y = f(x) é convexa para baixo em ]a, b[, se para
quaisquer dois pontos x; e x, em ]a,b[ o segmento de reta que une (x;, f(x;)) e
(x5, f(x,)) estiver abaixo do grafico de y = £(x) em Jxy, x,[.

Na figura a seguir, y = f(x) é convexa para cima em |a, b[ e convexa para baixo
em |b, c|.

Y=/

Analiticamente, y = f(x) convexa para cima em ]a, b[ implica que:

f(xz) = f(x1)
—x

X2

fO) <flx) + (x —x4)

para quaisquer x;,x, € |a,b[ e x € Jxq,x,][.
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Como seria a interpretacdo analitica para o caso de y = f(x) se convexa para
baixo em |a, b[?

O teorema seguinte relaciona a convexidade de uma fun¢do y = f(x) com a sua
derivada segunda.

Teorema 9.5
Seja y = f(x) uma funcio duas vezes derivavel em ]a, b[. Entio:

a) se f"'(x) > 0em |a, b[ tem-se que y = f(x) é convexa para cima em |a, b[;
b) se f"(x) < 0 em ]a, b[ tem-se que y = f(x) é convexa para baixo em ]a, b|[.
Demonstracao:

Provaremos a parte (a) e deixaremos como exercicio para o leitor a prova da
segunda parte.

Sejam x4, x, € |a, b[, com x; < x,, e consideremos a fungio:

fxz) = f(x1)
— X,

2

P(x) = f(xy) + (x—x1)—f(x), x€lx,x[ (1)

Devemos mostrar que @(x) > 0, para x € |xy, x,|.

Como y = f(x) é continua em [x;,x,] e derivavel em |x,, x,[, pelo Teorema do
Valor Médio, existe ¢ € |x;, x,| tal que

fxz) = f(x1) )

f'@o) = P
Logo @(x) = f(x,) + f'(c)(x — x;) — f(x) e, portanto,
@' (x) = f'(c) — f'(x) paratodo x € Jx;,x,[ (2)

Tendo-se que x; < ¢ < x, iremos fazer duas consideragdes

a) Tomando-se x € [x;,c] e comoy = f(x) é duas vezes derivavel em ]a, b[ teremos
que f'(x) continua em [x,c] e derivavel em ]x, c[ e, portanto, pelo Teorema do Valor
Médio, existe ¢; € |x, c[ tal que:

f'e) =f'(x)

c—X

') =
logo
fre)=f'(x) = f"(er)(c —x).
Como f”(c;) > 0, teremos f'(c) — f'(x) > 0 e, por (2), segue-se que @'(x) > 0 para

todo x € ]x;,c[, ou seja, @(x) é estritamente crescente em ]x;,c[. Como, por (1),
@(x,) = 0, concluimos que @(x) > 0 para x € |x,,c].
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b) Da mesma forma para x € [c, x,] teremos a existéncia de c, € ]c, x[, tal que
fre)—f'(e)=f"(c)x—c)ouf'(c) = f'(x) =—f"(cz)(x —c).

Como f""(c,) > 0, teremos f'(c) — f'(x) < 0 e, por (2), segue-se que @'(x) <0
para todo x € ]c, x,[, ou seja, @(x) é estritamente decrescente em ]c, x,[. Como, por (1),
@(x,) = 0, concluimos que @(x) > 0 para x € [c, x,[.

Das partes (a) e (b) obtemos que @(x) > 0, Vx € ]x,, x,[. Isto mostra que a funcio
y = f(x) é convexa para cima em [a, b] quando f" (x) > 0 neste intervalo.

Decorre desse teorema que se x, for ponto critico de uma funcdo y = f(x) duas
vezes derivavel em ]a, b e se, além disso, f''(x) > 0 em ]a, b[ entdo x, é um ponto de
minimo local dessa funcdo. Nas condi¢des anteriores, mas com f”(x) <0 em ]a,b|,
teremos que x, é um ponto de maximo local dessa funcdo. Na pratica para decidir se um
ponto critico é de maximo ou minimo local de uma fun¢do basta olhar o sinal da

derivada segunda em x,. Isto pode ser feito desde que f'(x) seja continua num
intervalo aberto contendo x,,.

Uma pergunta que surge naturalmente: o que se pode falar acerca do
comportamento local de uma fungdo em x, quando f"(x,) =0. Vamos mostrar
exemplos de trés situacdes em isto ocorre. Para isso consideremos as funcoes:

y=x3, y=x* e y=—x*

que possuem a propriedade de ter a primeira e a segunda derivadas nulas em x = 0.
Observe seus graficos a seguir:

¥ / |

Note-se que o comportamento em x = 0 é bem diferente para cada funcio. No
segundo caso temos um minimo local, no ultimo caso temos um maximo local, enquanto
no primeiro caso x = 0 nao € maximo e nem minimo local.

Os casos exibidos sdo mostras de que na ocorréncia de f"'(x,) = 0 para algum x,
do dominio de y = f(x), torna-se necessario investigar o sinal da segunda derivada em
torno de x,, ou seja, em algum intervalo aberto [ tal que x, € I, para se concluir sobre o
comportamento local da fung¢do em x, Caso f'(x,) > 0,Vx € I,x # x,, podemos
afirmar que x, € um ponto de minimo local. Quando seria um ponto de maximo local?
Critérios como estes sdo justificados pela continuidade das func¢des envolvidas.
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No caso do primeiro grafico dado anteriormente a derivada segunda é negativa
quando x < 0 e positiva quando x > 0. Logo, x = 0, é um ponto onde a funcdo mudou de
convexidade, ou seja, antes de x = 0 o grafico é convexo para baixo e, depois, é convexo
para cima. Pontos assim serdo caracterizados pela seguinte definicdo:

Definicdo 9.9

Seja y = f(x) uma funcao continua em x,. Diz-se que x, é um ponto de inflexdo
se, em X, ocorrer uma mudanc¢a de convexidade de y = f(x).

Para completarmos a teoria necessaria as aplicacbes de derivadas que
pretendemos enunciaremos, agora, um teorema cuja demonstragao, por exigir um
contexto tedrico mais apurado do que desejamos neste texto, ndo sera apresentada.

Teorema 9.6 (Teorema do Valor Intermediario)

Seja y = f(x) uma funcdo continua em [a, b] e seja d um nimero entre f(a) e
f(b). Entdo existe pelo menos um nimero ¢ € ]a, b tal que f(c¢) = d.

O que o Teorema do Valor Intermediario diz é que se uma fun¢do continua
assumir dois valores distintos ela assumird, entdo, todos os valores entre esses dois
pontos. O significado geométrico do teorema pode ser visto nas duas primeiras figuras
seguintes. Sem a hipotese de continuidade o resultado mostrado pelo teorema nao se
garante, como é mostrado na terceira figura a seguir.

1) | S 1) »

\ \ J p 4 f(a)

v {7

Como consequéncia deste teorema podemos afirmar que: se f" (x) for continua
em ]a, b[ e se x, € ]a, b[ for um ponto de inflexdo de y = f(x) entdo f" (x,) = 0.

O Teorema do Valor Intermediario é muito Util na determinacao de zeros de uma
funcdo e na construcao de graficos de fung¢des. Neste particular, é ele que justifica a
interpretacdo geométrica, apresentada no Capitulo 4, de que o grafico de uma fungao
continua num intervalo nao sofre interrupg¢des nesse intervalo.

Exemplo 9.4

Mostraremos que a equacdo x>+ 3x%+ 1 =0 possui uma raiz r no intervalo

Basta observar que a funcio f(x) = x3 + 3x? + 1 é continua em [—4, —3], pois é
uma fungio polinomial e, além disso, f(—4) = —15 e f — 3) = 1. Portanto, pelo Teorema
do Valor Intermediario, existe um nimero r, —4 < r < —3, tal que f(r) = 0.

Vocé pode mostrar, ainda, que: —4/3 <r < —3.
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Exercicio 9.9

1) Dada a fungdo

3

f(x) =%— 2x?

verifique que f'(x) satisfaz as hipéteses do Teorema de Rolle no intervalo [0,4] e mostre
que f'(x) tem um ponto critico neste intervalo.

2)Seja y = f(x) continua e tal que f(x;) =-1, f(x;) =2 e f(x3) =—4, com
X1 < X, < x3. Existem c e d, com x; < ¢ < d < x5, de modo que f(c) = f(d)? Justifique a

sua resposta.

3)Seja y = f(x) uma fun¢ido continua em [a,b] e derivavel em ]a,b[, com

f(a) = f(b) = 0 eseja
A(x) =j f(t)dt.

Mostre que existe ¢, a < ¢ < b, de modo que A" (c¢) = 0.
4) Mostre que existe um unico nimero x tal que Inx + x = 0.

5) Sejay = f(x) continua em [a, b]. Mostre que existe um valor ¢ € [a, b] tal que

b
[ roax=ro0-a.

Este resultado é conhecido como sendo Teorema da Média.
Sugestao:

Lembre-se primeiramente que
1 b
< — dx <M
m< b—a ja f(x)dx

onde m e M sio, respectivamente, minimo e maximo absolutos de y = f(x) em [a, b] e use depois o
Teorema do Valor Intermediario.

6) Qual é a interpretacdo geométrica do Teorema da Média para o caso em que
f(x) > 0? 0 Teorema da Média vale se b < a?
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9.2 Construcao de Graficos de Fungoes

Uma das aplicagdes interessantes dos resultados anteriores é a construcdo de
graficos de funcbes. Para esbocar de forma mais precisa o grafico de uma funcao é
necessario conhecer suas propriedades geométricas, ou seja, saber os pontos onde o
grafico da fungao corta os eixos coordenados, os pontos criticos, regides de crescimento
ou de decrescimento, maximos e minimos locais e absolutos, inflexdes e convexidades,
além do calculo de alguns limites que, em geral, envolvem os extremos dos intervalos
onde as fungdes encontram-se definidas. Os teoremas estudados neste capitulo nos dao
condi¢bes de obter essas informagdes.

Utilizaremos um esquema para orientar a constru¢do de graficos e mostraremos
como usa-lo em trés casos particulares. Resumidamente, esse esquema leva em conta a
determinagdo dos seguintes itens:

1) Dominio da fungdo e interse¢do com os eixos coordenados;
2) Pontos criticos;

3) Regides de crescimento e de decrescimento;

4) Maximos e minimos locais;

5) Convexidades e pontos de inflexao;

6) Calculo de limites necessarios.

O item (6) significa que:
a) Se a funcgdo estiver definida no conjunto R, devemos verificar o que ocorre com:
lim f(x) e lim f(x)
X—>—00 X—00

b) Se fungio estiver definida em um intervalo [a, b], devemos calcular f(a) e f(b).
c) Seafuncio estiver definida em um intervalo |a, b[, devemos verificar os

lim f(x) e lim f(x)

d) Se f’ ou f" néo estiverem definidas em determinados pontos, devemos verificar o
que ocorre com os limites laterais da fungdo nesses pontos.

Enfim, o que deve ser olhado neste item (6) vai depender da fun¢do que esta
sendo analisada e o colocamos no esquema mais como lembrete.

Exemplo 9.5

Vamos esbocar o grafico da fungao

1) Dominio e interse¢ao com eixos.

a) Domf ={x€ER|x # —2ex # 2}
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b) Interse¢do com eixo-y:x =0=>y =—9/4
c) Nao intercepta o eixo-x (por qué?)

2) Pontos Criticos

Sendo
,  —26x
GENCEE
temos que x = 0 é o Unico ponto critico e, neste ponto, y = —9/4.

3) Regides de crescimento e de decrescimento.

a) A fungdo é estritamente crescente em |—oo,—2[ e em |—2,0], pois y' >0 em
]—o0,—2[ eem ]—2,0][.

b) A funcio é estritamente decrescente em [0,2[ e em ]2, o[, pois y' < 0 em ]0,2[ e
em |2, l.

4) Maximos e minimos locais

De (2) e (3) concluimos que x = 0 é ponto de maximo local e que y nao tem
minimo local.

5) Convexidades e pontos de inflexao.
Sendo

., 78x%+104
G CZRE

o sinal de y"' ir4 depender apenas do denominador, uma vez que o numerador é sempre
positivo.

a) A fungdo y é convexa para cima quando y"' > 0 e, portanto, quando x2 — 4 > 0.
Isto ocorrerd nos intervalos |—oo, —2[ e ]2, oo[.

b) A funcio y é convexa para baixo quando y” < 0 e, portanto, quando x? — 4 < 0.
Isto ocorrerd no intervalo |—2,2].

c) Como y"" # 0 em todo o dominio, segue-se que a fun¢io nio tem ponto de
inflexao.

6) Limites
Neste exemplo devemos observar os seguintes limites:
lim f(x)=1, lim f(x)=1, lim f(x) = oo,
X—>—00 X—00 X—>—=2"

lim f(x) = —e0, lim f(x)=—w e lim f(x) = o
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Tendo em vista as informagdes sobre o grafico da funcao dada podemos, entao,
esboca-lo como segue:

Exemplo 9.6

Vamos esbocgar o grafico da funcao

x
Y+
1) Dominio e interse¢des com os eixos coordenados.
a) Dominio: Dom f = R

b) Intersecoes com os eixos: (0,0)

2) Pontos criticos
Como a derivada da funcao é dada por

. 1-x?
Y Tz 1)?

0s pontos criticos sdo x = —1 e x = 1, determinando os seguintes pontos do grafico
(-1,-1/2)e(1,1/2).
3) Regides de crescimento e de decrescimento.

A funcdo é estritamente crescente em (—1,1) e estritamente decrescente em
(—OO, _1) € em (1I OO)

4) Maximos e minimos locais.

A func¢do assume um minimo local em x = —1 e um maximo local em x = 1.
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5) Convexidades e pontos de inflexao.
A derivada segunda da fungao é dada por

3 2x(x? —3)
T (k24 1)2

n

logo y é convexa para cima em (—v3,0) e em (V/3.%); é convexa para baixo em

(—o0,—V3) eem (0,V3).

Os pontos de inflexdo sdo x = 0, x = —/3 e x = /3, determinando os seguintes
pontos do grafico:

V3
4

(- ﬁ)

>, (0,0) e <\/§,T

6) Limites.

Para esta funcdo é necessario o estudo dos seguintes limites:

0.

li = li =
x—1>r—noox2+1 0 e xg?ox2+1

Reunindo as informagdes podemos tragar o seguinte grafico:

y

-sqrt(3) -1

1 sqrt(3) x

Observacio: os simbolos -sqrt(3) e sqrt(3) significam, respectivamente, —/3 e /3.

Exemplo 9.7

Vamos esbocgar agora o grafico da funcao

4
3

1
y=x3+x3=3x(x+1)
1) Dominio e interse¢des com eixos.

a) Dominio: Dom f =R

b) Intersecdocomeixo—y:x =0=>y =0

c) Intersecdo comeixo—x: y=0=3Yx(x+1)=0=x=0oux = —1.
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2) Pontos criticos

Como a derivada da fung¢do é dada por

4 1 1 2 1 _2 4x +1
y ' =-x34+-x3=-x3(4x+1) = >—, x#0
3 3 3 33
X3
teremos:
1 2 1
y=0=2-x34x+1)=0=>x=——-
3 4
Portanto o Gnico ponto critico é x = — 1/4, determinando no grafico o ponto

(33697)

3) Regides de crescimento de decrescimento
a) Quandoy’ > 0, teremos:

1
—2(4X + 1) >0
3x3

e como x2/3 >0, para todo x, concluimos que 4x + 1 > 0, ou seja, y é estritamente

crescente no intervalo (— 1/4, o).

b) Quando y’ < 0, teremos:
1
—Ax+1)<0
3x3

e como x2/3 >0, para todo x, concluimos que 4x + 1 < 0, ou seja, y é estritamente

decrescente no intervalo (—oo, — 1/4).
4) Maximos e minimos locais.
A funcdo assume em x = — 1/4 um minimo local.
5) Convexidades e pontos de inflexao.

O célculo da segunda derivada da fun¢do dada nos da a seguinte expressao:

2 5 2(2x—1
=§x_§(2x—1)=—( 3 ), x#0-

9x3

4 2 2 5
y”:§x 3_6x3

A andlise do quociente que define y'’, nos da:

a) y” > 0 nos intervalos |—o,0[ e em ]1/2, o[ e, portanto, a funco é convexa para
cima nesses intervalos;
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b) y"” > 0 no intervalo ]0,1/2[ e, portanto, a fun¢do é convexa para baixo nesse
intervalo;

c) ospontos de inflexdo sdo x = 0 e x = 1/2, determinando no gréfico os pontos:

1 1

(0,0) 1 3(1)5 p 3(1)§ 1o
) e 5'7\2 ,onde ~ 1,2.

6) Limites.

Essa func¢do apresenta um aspecto importante que é caracterizado pelo fato dela
ter a sua derivada ndo definida em x = 0. Em casos como este, além da necessidade de
se estudar os limites da funcao relativos ao seu dominio, é preciso estudar o
comportamento da derivada em torno do ponto onde ela nao estd definida. Portanto
iremos estudar os seguintes limites:

S 4 1
lim f(x)= lim (xs + x3) — lim x3 (1 N ;) C

X—>—0 X—>—00 X——00
41 4 1
lim f(x) = lim (x3 + x3) — lim x5 (1 4 _) o
X—00 X— 00 X—00 X
lim £ I 4x+1 lim £ " 4x + 1
Jim f1() = lim —=—=c0 e lim f'(x) = lim ———=c0
3x3 3x3

Geometricamente, os dois ultimos limites querem dizer que as inclinagdes das
retas tangentes a y = f(x) estdo tendendo a o quando x — 0, tanto pela direita como
pela a esquerda. Desta forma concluimos que a reta tangente a curva dada, em x = 0, é
vertical.

4 1
O esbogo do grafico de y = x3 + x3 é o seguinte:

v

-0.25
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Exercicios 9.10

Esboce o grafico das fungdes a seguir:

2
1 y=x2+4
D y=1og
D =i
7) y=x*—-2x?
%) y=f:f
15) yziz:i

17) y= (x—1)5 +1
19) y=14(x-1)3
21)y=1+(x—1)§
23) y=vVx+5

25) y=(x+Dvx

27) y = x4 —x2

29) y = senx, —2n<x<2m
31) y =tgx, —2n<x<2rm
33) y = secx, —2n<x <2m
35) y = sen?x, —2n<x <2m
37) y =tg?x, —2n<x<2m

x
39) y=sen§, —2m<x <21
41) y =x —senx, —2n<x<2rm
Observacao:

2)
4)

6)
8)
10)

12)
14)

16)

18)
20)

22)

24)
26)
28)
30)
32)
34)
36)
38)

40)
42)
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3x
y=x2+2
4 — x?
y= x+1
x%>-9
y= x+1
y=x*-5x2+4
x%2 -2
Y= x+1
2x
y=x+4
2x2 -1
Y= 2
x%2—4
Y= x+2
y =x*—2x3
y=-x3+2x+5
_x?—4
y= 3
2
y=(x—1)x3
y=+1Vvl—x
y=(+1DV—x
Yy = COSX, —2n < x <2m
y = cotgx, —2n<x <2m
y = cossecx, —2n <x <2m
y = cos?x, 2n<x<2m
y = sen2x, —2n < x <2m

y = senx + cosx, 2m < x < 2m

Yy = X — COSX, —2n<x <2m

Nos exercicios 31 a 34 e 37, deixamos ao encargo do leitor descartar os pontos do intervalo dado, onde

as respectivas funcdes nao se encontram definidas.
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9.3 Maximos e Minimos

Uma aplicacdo de natureza bastante pratica dos contetidos desenvolvidos neste
capitulo constitui os processos de solucdo dos chamados problemas de mdximo e minimo.

Abordaremos nesta secao alguns tipos desses problemas envolvendo situacdes
fisicas e geométricas.

Exemplo 9.8

Encontrar as dimensdes do cilindro reto de maior volume que pode ser inscrito
numa esfera de raio R.

: 4 \ A figura ao lado representa um corte
/ \ transversal, apresentando um circulo
1 w maior da esfera e o retangulo nele inscrito.
“ , Imaginando que a figura possa girar em
\ / torno do eixo vertical teremos a figura
% / espacial idealizada.

O volume de um cilindro reto de raio r e altura h é dado por V = mr?h e 0 nosso
problema consiste em obter o maximo absoluto de V, que depende de r e h, restrito as
condi¢cdes impostas pela esfera de raio fixo R.

Vamos escrever V como funcdo de uma unica varidvel. Para tanto, observe na
figura que:

h? h?
— 2 = R? 2Rz __.
4+r our 4

Substituindo o valor de rem V, teremos :

3

Th
V(h) = TR?h —T,onde 0 < h < 2R.

Como fizemos no Exemplo 9.3 para y = f(x), vamos encontrar o maximo
absoluto de V(h).

dv 3mh?
dh 4

v _ o, 3T 2R
—_= = — = = = —
dh " 4 73
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Como

d*v 37h 2R d2v 37R
= ———,eno ponto h = — teremos — = ——— < 0.

dh? =~ 2 V3 dh? V3

Portanto, o ponto dado é um ponto de maximo local. Sera, também, o maximo
absoluto por ser o Unico ponto critico da fun¢ao V (h) no intervalo.

Exemplo 9.9

Um barco vai de um ponto A até um ponto B, situado na mesma margem de um
rio, 6km abaixo. A largura do rio é de 5km. Admitindo-se que o barco nao suba o rio,
encontrar o maior e o menor percurso que pode ser feito pelo barco, sabendo-se que
deve ser feito um embarque na margem oposta antes de ancorar no ponto B.

c

Se S é a distancia percorrida pelo barco,
entao S = AC + BC.

Como

AC =+/x2+25 e CB=,(6—x)2+25

teremos

S=Vx2+25+./(6—-x)2+25 0<x<6.
Derivando e igualando a zero, obtemos

dS_ X 6—x _0
dx  x*+25 [(6—x)2+25

Resolvendo a equagdo

x 2 6 —x
(m> - <\/(6 —x)2 + 25>

teremos que x = 3 é o Unico ponto critico e € um ponto de minimo local (por qué?).



Aplicac¢des da Derivada Calculo Diferencial e Integral

Como a fung¢do S(x) é continua no intervalo fechado [0,6] ela tem méaximos e
minimos absolutos, que ocorrem nos maximos e minimos locais ou nos extremos do
intervalo.

Observamos que:

a) S(0) =5+ V61 ¢é maximo absoluto, portanto corresponde a maior distancia;
b) S(3) = 2v34 é o minimo absoluto, portanto corresponde a menor distancia;
c) S(6) =5+ V61 émaximo absoluto, portanto corresponde a maior distancia.

Exercicio 9.11
Resolva os problemas:

1) Deseja-se construir uma caixa sem tampa em forma de cilindro reto de volume
dado. Determine as dimensdes de maneira que a area seja a menor possivel.

2) Deseja-se construir uma caixa com tampa em forma de paralelepipedo, com base
quadrada, de volume V. Sabendo-se que o material da tampa é trés vezes mais caro que o
das outras faces, determine as dimensdes mais econémicas.

3) Um arame medindo 36cm deve ser cortado em duas partes. Uma delas vai ser
dobrada em forma de um quadrado e a outra em forma de um tridngulo equilatero. Onde
deve ser cortado o arame para a soma das areas das figuras seja minima? E para que
essa soma seja maxima?

4) Prove que entre todos os retangulos de mesma area o quadrado é o que tem o
menor perimetro.

5) Prove que entre todos os retangulos de mesmo perimetro o quadrado é o que tem
a maior area.

6) Achar os pontos da hipérbole x%2 —y%2 =4 mais préoximos do ponto de
coordenadas ]0, —2[.

7) Considere uma barraca em forma de cone. Encontre a altura e o raio da base para
que esta barra contenha o maior volume com o material fixo. Considere o piso do mesmo
material da cobertura ( a drea lateral do cone é dada por nrg onde g é a geratriz do cone
e r o raio da base).

8) Deve-se destacar uma regido retangular de area fixa a margem de um rio.
Sabendo-se que o rio pode ser utilizado como o limite natural, quais devem ser as
dimensdes do campo para que se gaste a menor quantidade de cerca?

9) Sabendo-se que a soma dos quadrados de dois nimeros é 1, encontre-os de
maneira que a diferenca dos quadrados deles seja:

a) maxima;
b) minima.



