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Estatistica Inferencial
Os dois principais procedimentos da estatistica inferencial sao:
 o0s estimadores por intervalo e
e o0s testes de hipoteses.

Normalmente os parametros de um processo ou produto
(temperatura média em um forno; comprimento médio de uma
distancia) sdo desconhecidos, sendo necessario ESTIMAR
0 valor desses parametros e viabilizar testes para verificar
se 0s valores, a eles arbitrados (estimados), podem ser
considerados verdadeiros.

Estimacao
E um ramo da estatistica inferencial que trata da estimativa
de parametros desconhecidos da populacao, a partir dos
dados de uma amostra. Tais estimativas podem ser:
PONTUAIS ou INTERVALARES.




ESTIMATIVA PONTUAL.:
o valor do parametro é IGUAL ao valor obtido da amostra;

ESTIMATIVA INTERVALAR:
o0 valor do parametro sera IGUAL ao valor obtido da
amostra +/- uma variacao;

Essa var-ia(;éo é diretamente proporcional 8 DISPERSAO populacional,
Ou seja, guanto mais dispersa for a populacao, tanto maior sera a variacao
entre os valores amostrais.

Por outro lado, o tamanho do intervalo de variacdo é inversamente
proporcional a confianca de gque ele contenha o parametro procurado, ou
para se ter maior certeza (confianca) o tamanho da variacao sera maior.

Ou seja, quanto maior a amostra, maior sera a precisao, porem,
menor sera a variacao.



ESTIMATIVA INTERVALAR

A estimacao intervalar consiste na determinacao de um intervalo
onde, com uma certa confianca (probabilidade), pode-se prever

que ali esteja o parametro 0 desconhecido, tendo-se em conta um
estimador desse parametro.

Assim, P (L, <0<L,)=1-a — significando que a
probabilidade do intervalo aleatorio L, I---1 L, conter
o valor exato O e de a.

O intervalo é designado por um intervalo de confianca para o
parametro @, com um nivel de confianca a.



ESTIMACAO INTERVALAR

L1 Limite inferior do intervalo
LZ Limite superior do intervalo
Comprimento do intervalo
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ESTIMACAO INTERVALAR
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ESTIMACAO INTERVALAR
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Propriedades dos I.C.:

1) Diminuindo-se o tamanho do intervalo (E),
aumenta-se o tamanho da amostra (n) para um
valor fixo de nivel de confianca (a);

2) Aumentando-se o nivel de confianca (a),
também aumenta-se o tamanho da amostra (n);



Na estatistica, toda e qualquer afirmacao deve vir acompanhada
de um grau de confianca.

A estimativa por intervalos de confianca, consiste em determinar
um INTERVALO definido por dois valores extremos L1 e L2, tal
que a probabilidade de que o parametro verdadeiro esteja
contido nesse intervalo, seja (1-a), isto é:

P(L,<0<L,)=1-a

Exemplo: seja um I.C. com 90% de confianga, para estimar a
média de uma populacéo.

Embora se desconheca o verdadeiro valor da média populacional, se
construirmos 100 intervalos, a partir de 100 amostras diferentes,
espera-se que em 90 desses Intervalos, estejam contidos o verdadeiro
valor da média populacional.

o P Nivel de significancia;
1 —-a P Nivel de confianca



EXEMPLO 1

A média e o desvio-padrao da resisténcia de um material
sintético usado na confeccao de carpete &, respectivamente,
100N e 20N. Se uma amostra de tamanho N = 40, for

aleatoriamente selecionada, qual a probabilidade da média
amostral ser menor que 105N?

s=Z Pps=2p 5=3162
VN TR
— 5_

7=2"F p 72007100 p 7 _ 153
5 o 3,162

PADRONIZAR(105;100;20/RAI1Z(40)) =>Z =1,58
DIST.NORMP.N(1,58;1) » 94,29%

P(X < 105) = 94,29%



IC (Intervalo de Confianca) da MEDIA para grandes
amostras (N>=30):

e J n J
% . P|X —Z—==p=X+72—=
Com reposicao de eventos [ Vw_l.l_ + W]
Sem reposicao de eventos:
N— N— N = populacao
P[X—Z+2* FESUSK+Z 2+ 1]
N—-1 n = amostra

IC da MEDIA p/ amostras pequenas (N<30):

Quando G for conhecido:
P[(X - Z%)<p<(5( + Z%)] p/ 0/2 ; sendo n (amostra)

Quando o for desconhecido:
P[(X - t%)<u<(5( + t%)] p/ a/2 ; sendo n (amostra) e (2 ; n-1)
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Intervalo de confian¢a para a média:
Seja uma amostra aleatoria (aa): X1, X2, . . . , Xn, com
média n (desconhecida) e variancia ¢ conhecida.

2 _

_ ) X -
X~Nu,—| = ~ N(0,1
[u ] SNAREICR
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Onde:

p - média populacional (desconhecida);
X - média amostral (calculada);

o — desvio padrao populacional (conhecido);
n - tamanho da amostra. '




Intervalo de confianga para a média:
Seja uma amostra aleatoria (aa): X1, X2, . . . , Xn, com
média n (desconhecida) e variancia ¢ conhecida.

2
X*—*N[p,ﬁ) - A7M N,

n G/ %.f?
- 8]
P(K-Zﬁ-ufg] v,__p{}(+z1 D:J."r ﬁ)
Limite inferior Limite superior

Se a =5%, entdo:  Z_,» = INV.NORMP(1-0,05/2) = 1,96

Portanto, um intervalo de confianca (1 - a)x100% para p,
com o2 conhecido, é€ dado por:

_ G . _ G
X +Zu.-"2 T X —Zm:.-2 — |.
~ 1 \/H



EXEMPLO 2

A média e o desvio-padréo da resisténcia de um material sintético usado na confeccéo de
carpete é, respectivamente, 100N e 20N. Se uma amostra de tamanho N = 40, for
aleatoriamente selecionada, qual a probabilidade da média amostral ser menor que 105N?

/ s=Z P s=— P 5=3,162

VN V20
—_ 5_

7=2"8 p 7127190 7153
5 o 3,162

DIST.NORMP.N(1,58;1) » 94,29%

20 20
P[(105 - 1,58 7Z9)<p<(105 + 1,58 =0)] = 94,29%

P[(105 — 5)<p<(105 + 5)] = 94,29%

I

E E
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EXEMPLO 3

Seja X a duracéo da vida de uma peca de aeronave, tal que =5 horas. Admitindo-se que 0
ensaio de 100 pecas, gerou uma vida média de X = 500 horas e que se deseja obter um IC

de 95% para a média .

Utilizar: 1IC da MEDIA p/ amostras grandes (N>=30)

INV.NORMP(1-0,05/2) = 1,96

P[(500 — 1,96 m)<p<(500+1 96 m)]
5 INT.CONFIANCA.NORM|0,05;5;100) = 0,98

Calculo do IC — 1,96 7= ou INV.NORM(1-0,05/2;500;5/RAIZ(100)) = 500,98

P[(500 — 0,98)<pu<(500 + 0,98)] = 95,0%

T
E E
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Problemas existentes na pratica:

1) Estimar a média (|) de uma populagao;

2) Estimar a diferenga entre as médias de duas populagdes (R, - Hg);
3) A proporgao de uma populagao é conhecida por (p);
4) A diferenca entre a proporcao de duas populacoes € (P; — P5,);

5) A variancia de uma populacio é conhecida por 62.

A estrutura dos 1.C. sera sempre a mesma:

Populacio = amostra —

+ [Eﬂnﬁﬂnga # liiSFE‘I‘Sﬁﬂ]

tamanho amostra
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EXEMPLO 4

Historicamente sabe-se que o desvio-padrdo da ddp de uma fonte de alimentacéo é de
0=10 volts. Em uma inspec¢ao no processo fabril da fonte, realizaram-se 50 medicoes,
aleatoriamente, constatando-se uma média de X=118 volts. Determinar o IC de 95% para a

tensao média de todas as fontes fabricadas

Utilizar: 1IC da MEDIA p/ amostras grandes (N>=30)
/ : // La2=?

P[(118 — 196—)<u<(118+1 96 — )|

wwn=097s  INV.NORMP.N(0,975) = 1,96

, 10
Calculo do IC — 1,96 7= ou  |NT.CONFIANCA.NORM(0,05;10;50) = 2,772

P[(118 — 2,772)<p<(118 + 2,772)] = 95,0%
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EXEMPLO 5

Um processo transforma ferro gusa em vidro metalico, produzindo um metal mais resistente
a tracdo e a corrosao, que 0 aco, porém, quebradico e fragil as altas temperaturas.
Seleciona-se uma amostra aleatoria de 20 pedacos de vidro metalico, registrando-se a
temperatura na qual se torna quebradico. Obtendo-se uma média, X=315 °C e s=8 °C.
Determinar um IC com 90% de confianca para a temperatura média na qual o vidro metalico
se torna fragil. Utilizar: IC da MEDIA p/ amostras peguenas (N<30)

P[(X - tl-w‘z*%)<u<()"( T tl-ufz*%)]

n= 20 =2 gl=n-1 = |gl= 19 [sendo a= 90%

P/ condigdo UNICAUDAL  t,,= INV.T(1-0,1;19)= 1,328

Para condi¢cdo UNICAUDAL
ou INVT(2%0,1;19)= 1,328

P/ condig&o BICAUDAL toy= INV.T.BC(1-0,1;19)= 1,729 . . condiciio BICAUDAL
ou INVT(0,1;19)= 1,729

ou P[(315-1 729*\/_)<p<(315 +1 729*\/_)] E:3,09
IC: P[311,907 < n <318,093] com 90% de confianca
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EXEMPLO 6

Construa um IC ao nivel de 90% de confianca, para a amostra:
9,8,12, 7,9, 6,11, 6, 10,9 Utilizar: 1C da MEDIA n/ amostras neauenas (N<30)

PIX -t *2D<p<X +1t, *2)]

J K L
24| Amostra |Parametros|Valores |Descricdo
25 9 Média = 3,70 =MEDIA(125:134)
26 3 Variancia=| 4,01 |-urapzsu39)
27 12 DesvPad=| 2,00 |-oesveapagzsiza
28 7 n= lﬂ,ﬂ =CONT.VALORES(125:134)
29 9 gl=| 9,0 |-2ss
30 6 alfa=| 0,90
31 11 t.=| 1,833 |L.vrscisows BICAUDAL
32 6 =| 1,161 |-s::027/mazi128)
33 10 Lsup =| 9,861 |- 5.5
34 9 L.+=| 7,539 |_.s.s
S
E = talfa * =
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RESUMAOQ:
Calculodo IC — PJX-E)<p<(X+E)]

Para o valor de E:

Amostras G

Grandes Z E=2Z,*x—
N230 \/ﬁ

Amostras S

Pequenas t E = Co * '\/_ﬁ'
N<30

Z,=INV.NORMP.N(at/2)

Sendo:
t,=INV.T(a ;gl)
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IC da VARIANCIA de uma populacédo Normal:

(n— 1) *s?
o2

Teorema de Fisher — y2_, =

/2 /2

P[G'Iznf <ot < G'Szup] com 1-a de confianca

Substituindo o por Fisher:

lenf XzSup
(n—1)=s< (n—1)=*=s?
P[——<o0% <——]
X_S'up Xfﬂf

IC do DESV PAD de uma populacao Normal:

d

n-1 n—1)
(n-1) _ g <S4 (
X.S‘up anf

P|s *
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IC da VARIANCIA de uma populacédo Normal:
Exemplo 7

Calcular o IC para n=10 ; s?=4 e a=10% * Logo, se n=10 — gl=9
XzSup — INV.QUIQUA(0,95;9)= 16,92

2 INV.QUIQUA(0,05;9)= 3,325
X Inf [ )

X:E'up xfznf

[9*4 < 0_2 - 9*4]
16,92 3,33

P[2,13 < 0% < 10,83] com 90% de confianca
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IC da PROPORCAO ou probabilidade (p) - Binomial:

= f — P - frequénciarelativa> f,. = i

A n
p * g p->proporcaode sucesso
n g - haosucesso>1—p P[ plnf < p < pSUp]
# #
Pl|f —Za=* ||?j qﬂ::p{f+ZE* ||p q‘par&(l—a)demnﬁam;a
2 n 2 n

Porém, como ““ p”” ¢ um valor desconhecido, substitui-se pela
frequéncia Relativa, f_

2 n n

p fzﬂrx\/f*(lf)::p::erzgx\lf*(lf) para (1 — a) de confianca
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IC da PROPORCAO ou probabilidade (p) - Binomial:

’f*(l—f) ’f*(l—f)
PIfZg* - iipif—l—Zg* -

Exemplo 8

para (1 — a) de confianga

Numa pesquisa eleitoral com 500 eleitores, 260 se mostraram
favoraveis ao candidato “Y”. Calcular o IC com 90% de confianca

260

para o candidato "Y”". n=500_; X=260 ; a=0,1 ; 1-0=0,9 ; f=_—=0,52 ; Za=?
2

Zg= INV.NORMP.N(0,95)= 1,64
PIf-E <p < f+E]
E = 1,64~ J“’EE*;;“@ = 0,037

P[0,52 - 0,037 < p < 0,52 + 0,037]

P[0,483 < p < 0,557] com 90% de certeza
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IC da diferenca entre as MEDIAS de duas populacdes NAO
INDENPENDENTES entre si:

Para determinar o IC da diferenca das médias de duas populacdes, precisamos que essas
duas populacdes sejam independentes .

Porém, na pratica, temos algumas situagdes onde as populacoes nao sao independentes.

Por exemplo: numa situacao de comparacao inter laboratorial onde dois laboratorios
medem a mesma peca, as medidas entre os laboratorios nao sao independentes. Neste
caso, utilizamos o IC de dados pareados.

Consideremos duas amostras dependentes X, .... X, e Y;.... Y.. Neste caso teremos
observacoes pareadas, isto €, podemos considerar na realidade uma amostra de
pares (X, Y,), ... (X,, Y,). Vamos definir D, = X;- Y, parai =1, ... n. Assim obteremos a
amostra D, ... D,, resultante das diferengas entre os valores de cada par. Aqui, apesar
das amostras serem dependentes, vamos considerar que D; = N(u,, ; 02p).

O parametro p, sera estimado pela média amostral das diferencas, ou seja, T , O
parametro o2, sera estimado pela variancia amostral das diferengas, ou seja:

R . = 7
t1-) = INV.T(1 — a;gl) unicaudal gl=n-1 o Y (D — D)y

5 = -

= n— 1

IClup.1 0} = (ﬁ F“__;j—:_;ﬁ- f_:%)

|
\.,;‘H /1 \.e'u
: 24
bicaudal



ao video, em seguida, aplica-se um outro teste similar. Sao fornecidas suas notas de
aproveitamento para o calculo do IC da diferenca das médias, ao nivel 5% de significancia.

IC da diferenca entre as MEDIAS de duas populacdes NAO

INDENPENDENTES entre si:

Determinar o IC da diferenca de médias do resultados dos testes de um grupo de alunos sobre
um video instrutivo. Seleciona-se uma amostra aleatoria simples de 15 alunos, para assistirem

A
Antes

B

Depois

74

a0

64

74

73

83

S0

92

a9

96

94

95

23

29

73

7

838

93

=l

78

70

73

o0

29

29

Bl

o7

f0

69

74
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IC da diferenca entre as MEDIAS de duas populacdes NAO

INDENPENDENTES entre si:

Determinar o IC da diferenca de médias do resultados dos testes de um grupo de alunos sobre
um video instrutivo. Seleciona-se uma amostra aleatoria simples de 15 alunos, para assistirem
ao video, em seguida, aplica-se um outro teste similar. Sao fornecidas suas notas de
aproveitamento para o calculo do IC da diferenca das médias, ao nivel 5% de significancia.

A B C D
Antes | Depois D=di | (di-B7 )
7 80 -6 1.777778
64 74 10 28,44444
79 83 -4 0,444444
90 92 -2 7, 111111
29 96 -7 5,4441444
94 98 -4 0,444444
35 a9 -4 0,444444
75 77 -2 7, 111111
28 93 -5 0,111111
66 78 -12 23, 77778
70 75 -5 0,111111
60 a9 1 32,11111
29 61 -2 7,111111
67 JO -3 2, TF7FTT78
69 7a -5 0,111111
2= -70 147,3333

D = -4,66667

Sp= 3,244042

E'E'E

D=di= — -70/15 = -4,667
T
, YD -D)? o [FL-6-4667) ... (=5 —4667)]
Sp = — . b= 15 — 1
Sp = 3,244
t1-@ = INV.T(1— a;gl) = INV.T(0.95 ; 14) = 1,761
ICiup,1l-a)=(D-t,. .lj_!_]'.ﬁ ot :i
; | ( : i Wil i‘ == 1,‘;"” )
IC = (—4,55? ~1,761 (1244&@) . —4,667 + 1,761 » (1244/1@))
IC = (-5,396 ; -3,937) .




IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,
com o, e 0, conhecidos (n>=30):

(X, _Kz) — (1 — up)

7 —
H_E+U_§)
\ ny Ny
2 2 2 2
L. g° 0 L. )
P[(X; —X;) — Za = (_1*‘_2){(M_ﬂz)‘:(}ﬁ_xz)"‘zﬁ* (1+ 2)]
NACIC A
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IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,

2 2

com o, e g, conhecidos (N>=30): 4,5z (24 2) < &+ 25+ [[24%),
Exemplo 9

Sejam as populacoes P; — N(y; ; 2,89) e P, — N(M, ; 1,69). De P, foi
extraida uma amostra de 25 elementos com X,=42; de P, um amostra
de 16 elementos e X,=35. Construir um IC ao nlvel de 90% para a

diferenca das medlas ¥,=42 ©1=2,89 ni=25

% =35 0,169 ny=16 -t 1-«=09

Za= |NV.NORMP.N(0,95)= 1,64
P[()"(l — )"(2) —E<(U - < (Xl — Xz) + E]

2,89 1,69
E=1,64*x* ( + )20,77

25 16
P[(42 — 35) = 0,77 < (1, — ) < (42 — 35)+ 0,77]

P[6,23 < (u; — K,) < 7,77] com 90% de certeza
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IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,
com VARIANCIAS IGUAIS e desconhecidas :

) ) 1 1 i} ) 1 1
P[(X1X2)fg*«§p*‘j(m+%) < (g — 1) < (X —X5) ‘|‘fg*5p*‘/(m+%)]
Sendg:g{:n1+n2-2| SE: [(ﬂl—lJ*Si?]—F[(ﬂE—l)*S%]
P (ny +ny, —2)

IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,
com VARIANCIAS DIFERENTES e desconhecidas :

P[(K1KE)fg*‘j(ﬁ?+ﬁ){(ﬁ1#2){(X1K2)+fg*‘j(ﬁ+ﬁ)]

ny, Ny n; Ny
2
2 2
1,52
ny Tz

(nq1—-1) (np—-1) 29

Sendo: gl =




IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,
com VARIANCIAS IGUAIS e desconhecidas :

. . 1 1 . . 1 1
P[(X, —X,)—taxS, = (—+—)< — < (X; —X,) +taxS, = (—+—) Sendo:|gl=ni+n:-2 S ={
[(X; 2) % D n, o, (g —1p) < (X4 2) % D n o n, ] endo ni+n; ‘ D

[(ny — 1) *sf] + [(np — 1) = 322]}

(’”1 +ny; — 2)

Exemplo 10

Das populacées P, foi extraida uma amostra de n,=10 ; X,=15 ; s,=3
e de P, uma amostra de n,=12 ; X,=12 ; s,=2 . Construir um IC ao
nivel de 95% para a diferenca das medias. Considere a mesma
variancia populacional para ambas as populacoes.

gl= 20

¥,=15 s;=3 n;=10 «=0,05 1-0a=0,95
X2=12  5;=2 n;=12 talfa = INV.T( 0,05;20)= 2,086
condicdo UNICAUDAL
S,°= 6,25
P[(X; - X,) —E< (4 - M) <(X; - X;) + E] E= 2,233
{:':1 - :"iﬂ: 3

P[0,767 < (n; — n,) < 5,233] com 95% de certeza

0



IC da diferenca entre as MEDIAS de populacdes normais,
com VARIANCIAS DIFERENTES e desconhecidas :

2 2
S Sg

P[(X1_X2)_t%* (S_1+S_2) < (g —uz) < (X; —X5) "‘f%* (_+_)]

ny Ny ny MNns

Exemplo 11

Dois trabalhadores realizam a mesma operacao em uma maquina.
Deseja-se estimar a diferenca entre o tempo medio de operacéo de
cada um. Considerando a variabilidade da maquina como igual para
ambos e normal a distribuicao dos tempos de operacao para cada
operador, determine um IC de 95% de certeza para a diferenca entre
0s tempos médios de operacao de cada operador. Do Op,, obteve-se
uma amostra com n,=6 ; X,=5,1 ; s,=0,8 e do Op, uma amostra com
n,=10 ; )"(2:4,2 ;S,=0,5. n,= 6 n,= 10 (ﬁ+£)2

. . nip mnz
X,= 51 X,= 4,2 Sendo: gl =

2

Talfa = INV.T(0,05;7) = 2,365 &) . 2
condi¢do UNICAUDAL E= 0858 s, = 0,8 s,= 0,5 ™ e
- alfa= 0,05 1-alfa= 0,95 -0 -0

(X;-X,)= 0,9 gl= 7393 ou gl= 7
lsup= 1,758

Line= 0,042

PI(X; - X;) - E < (M- ) <(X; - X)) + E]
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IC da diferenca entre PROPORCOES de populacdes normais :

P[(ﬁuﬁ*z)Zg*‘](ﬁl*(1_¢1)+¢2*(1_¢2))ﬁi(ﬂf;)ﬂi(filﬁz)+2’g*‘](ﬁl*(1_¢1)+¢2*(1_ﬁ2))]

ny Ny ny ny

Exemplo 12

Dois trabalhadores realizam a mesma operacdo em uma maquina. Deseja-se estimar a
diferenga na proporg&o das pecgas “n&do conformes” produzidas pelos dois operarios. Do Op,,
obteve-se uma amostra de tamanho n,=100 forneceu 6 pecas “nao conformes”; Do Op,,
obteve-se uma amostra de tamanho n;=200 com 8 pegas “ndo conformes”; Determinar com
90% de certeza, um IC para a diferenca de proporcao de pecas “ndo conformes” produzidas
pelos operarios.

n,= 100 n,= 200 _A_ 6 o |
X, = 5,1 Xy = 4,2 % o100 E= Zas ||(!3:| : ';rll ~ 1) + Pz * [: = #"?:')
o= 0,1 af2 = 0,05 FI=}:—2=E—=D,D4 N . E
(1-a)= 0,9 (1-o)f2= 0,95 iy 200
P[(y1-¥2) —E<(P,—Py) <(¥y.-¥2) + E]
o= INV.NORMP(0,95) = 1,645
YV, - Vo= 0,02 L5.L|:- = -0,025
E= 0,045 Los= 0,065

N&o ha como concluir se existe diferenca entre o trabalho dos operarios, visto que o ZERO consta do IC
32






