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Presentacion

Esta guia diddactica fue desarrollada por un grupo colegiado de docentes
del Colegio de Bachilleres de Chiapas con la finalidad de brindar material
de apoyo para el aprendizaje autogestivo para los jovenes de los diversos
planteles y Centros de Servicio de Educacion Media Superior a Distancia.

Cdlculo Integral se ubica en el sexto semestre del componente de
formacion propedéutica del Plan de Estudios del Bachillerato General.

El Cdlculo Integral es una rama de las matemdticas con mdas aplicaciones,
en diversas drea de conocimiento ya que permite plantear modelos que
resuelven problemas surgidos del diario vivir del ser humano, mediante la
cual puede analizar cudlitativa y cuantitativamente los diferentes
fendmenos que se le presenten en su entorno cotidiano y profesional.

El mundo de las matemdticas es infinito y en este trabajo encontraras
elementos que te ayudaran al andlisis instantdneo de diversos fendmenos.

“Las matematicas puras son, en su forma, la poesia de las ideas légicas”.

Albert Einstein
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Bloque 1. Diferenciales

1.1. Infroduccién

En tu diario vivir es muy posible que observes fendmenos que van cambiando poco o
poco, como el llenado de un tanque de agua, el deshielo de un glacial, el crecimiento
poblacional, la deforestacion de la selva o la contaminacion ambiental, entre otros tantos.
El quehacer matemdatico analiza mediante modelos o funciones en forma de ecuaciones
el comportamiento de los sucesos, para luego predecir comportamientos futuros de esos
fendbmenos.

En este bloque utilizards a las derivadas como una herramienta para acercarte al andlisis
instantdneo de los fendmenos. Descubrirds la forma en que se pueden realizar cdlculos a
las variaciones instantdneas a través del uso de las diferenciales, las que podemos emplear
en los eventos de aproximacién como pueden ser las raices cuadradas no exactas de los
nUumeros, asi como en la aproximacién de algun tipo de error de medicién, que se genere
en determinado evento.

El error, la duda vy el valor para corregir te ayudardn mucho en tus aprendizajes por ello
la invitacion a que participes activamente con tus companeros y docente en la realizacién
de las actividades que estdn disenadas para que se te facilite la comprension de los temas.
iQué tengas mucho éxito en tus aprendizajes!

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general
Utilizar de manera reflexiva, la aplicacion de diferenciales que contribuyan en la
resolucién de situaciones de tu vida cotidiana, a través de métodos de aproximacion.

1.2.2. Objetivos especificos

= Aplicar la derivada en la construccidon de la diferencial para poder resolver
problemas que se acercan a un fendmeno real o hipotético, mediante el método
de aproximaciones.

= Utilizar la diferencial como método alternativo de aproximacion para la
obtencion de raices cuadradas no exactas de los niUmeros.

= Representar grdficamente la aplicacion de las diferenciales que asistan la
solucion de problemas de la vida diaria.

= Interpretar las grdficas de las diferenciales que asistan la solucidén de problemas
de la vida diaria.

= Adquirir los conocimientos sobre diferentes métodos de aproximacién numérica
para la resolucidon de problemas.

= Utilizar los métodos de aproximacién numérica para la resolucion de modelos
matemdticos
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1.3. Competencias Genéricas Disciplinares

Competencias a desarrollar en el Bloque
Claves \ Genéricas \ Claves Disciplinares
Construye e interpreta
modelos matemdticos
mediante la aplicacion de
procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y
variaciones, para la
comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas
o formales.

Enfrenta las dificulfades que se
le presentan y es consciente
de sus valores, fortalezas y
debilidades.

Expresa ideas y conceptos
mediante representaciones
lingUisticas, matemdticas o

grdéficas.

Sigue instrucciones y
procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos
confribuye al alcance de un

objeto.

Formula y resuelve problemas
matemdticos aplicados a
diferentes enfoques.

1.4. Secuencias

Elementos integradores a desarrollar en el Bloque

Tema de eje

Ecologia y Medio Eje Transversal e

Ambiente. "
Social
e Se retomardn las Ambiental
Interdisciplinariedad .
asignaturas que Salud
en cada plantel Habilidades
se impartan en
Lectoras.

sexto Semestre.

1.5. Conceptos claves

= Derivada: utilizar los conceptos de derivada como razén de cambio instantdnea
entre las variables independiente y dependiente. Utilizar la idea geométrica de la
derivada como la pendiente de la recta tangente a la funcion.

» Diferencial: comprender el uso de la diferencial, como el producto de la derivada
por los cambios de la variable independiente.

* Infinitesimal: comprender que la variacion es relativamente muy pequena pero que
ayudan a aproximar las afectaciones de los fendmenos.
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1.6. Actividades de aprendizaje
1.6.1. Concepto de diferenciales
1.6.1.1. Anadlitico

Aqui empezamos el estudio del Cdiculo Integral con un concepto fundamental que se
denominan las diferenciales o simplemente la diferencial, Ia cual la observaremos en este
primer momento desde un punto de visto analitico y mds adelante se observard desde un
punto de vista geométrico, pero antes retomaremos algunos conceptos analizados en el
curso de Cdlculo Diferencial, tal como la funcidon y la derivada que nos serdn de mucha
utilidad.

Segun Cano (2012), la funcién la podemos considerar como una dependencia,
causalidad, correspondencia, relacion, cambio, modificacién o alteracién que sufre una
variable dependiente (y) debido a los cambios que sufre ofra, llamada variable
independiente (x). La funcidon se puede expresar con la notaciéon f(x) v se lee f de x. En
ocasiones las funciones se pueden expresar con la letra y. Asi la funciéon la puedes tener
como notacion f(x) o simplemente y. Las funciones se analizaron en diferentes formas
denfro de las que se destacan como diagramas sagitales, fabulaciones, parejas
ordenadas, grdficas o como ecuaciones.

La derivada la consideramos en Cdlculo Diferencial como una razén de cambio, es
decir, como una division, entre lo que cambia de manera infinitesimal la funcidn respecto
de los incrementos o cambios de la variable independiente x, estos cambios de la variable
X suelen ser tan pequenos que se aproximan a cero. De esta manera, la derivada la
podemos encontrar en muchas expresiones que bdsicamente significan lo mismo:

dy A fGa) - @)
dx 40 A, Ax—0 A,

=fx)=y®

El tridngulo, es una letra griega mayuscula llamada Delta, en Cdiculo esta letra
representa los incrementos que sufren las variables. Los incrementos son cambios muy
peguenos llamados infinitesimales, que sufren las variables de un momento a ofro y lo
consideramos como la diferencia entre el valor final de la variable y el valor anterior de esa
misma variable. La nomenclatura de la derivada la vimos como una f(x)=y'(x) se lee f prima
de x o también como primera derivada.

Si deseas recordar o fortalecer los procesos de derivacidn consulta las fuentes
bibliogrdficas de referencia que estdn al final del tema.

Se define la diferencial de una funcién f en un punto x, como el producto de su derivada
por la diferencial de la variable independiente y se denota por las expresiones df(x) 6 dy, su
expresion es:

df(x) =dy =f'(x) dx paratoda dx#0

Si observamos dy/dx= f"(x)

Vamos a ver algunos ejemplos para determinar la diferencial dy en algunas funciones,
es importante que tengas tus tablas de derivacién para ir determinando las derivadas.
Ejemplo1. Determina la diferencial de la siguiente funcion f(x) =3 x 7

8

CALCULO INTEGRAL




Solucién:

De la definiciéon de la diferencial observamos que debemos derivar a la funcién y
multiplicar por la diferencial de la variable independiente, entonces:

a) Derivamos la funcion f(x) =3 x7 y queda f'(x) =3 (7) x 7

f'(x) =21 x¢
b) Ahora solo multiplicamos por la diferencial de la variable independiente x, llamada
ax.
c) De acuerdo con la definicion de diferencial dy = f'(x) dx la diferencial es  dy=(21
x 8)dx
Ejemplo 2. Determina la diferencial de la siguiente funcién y = -5xé +§
Solucion:
a) Aplicando las reglas de derivacién , hallamos la primera derivada f'(x) = -5 ()
X &+ 4(-1) x1-1 =-30x 5 — 4x2
- 305 - =
X

b) La diferencial de la variable independiente, dx.

c) De acuerdo con la definicién de diferencial dy = f'(x) dx la diferencial es dy= (- 30x° -
4
—) dx
X2

Ejemplo 4 .- Si una placa de metal cuadrada los lados miden 30 cm antes de someterse
a altas temperaturas y luego por efecto de la dilatacién la longitud de sus lados crece 0.02

cm. Determina 3cudl serd el incremento del drea que experimenta la placa por efecto de
la dilatacién?

Solucién

Vamos a realizar el proceso de solucidon por dos métodos para compararlos al final.

Método aritmético
Originalmente la placa tenia 30 cm en cada lado, por lo que su drea serd 30 x 30 = 900
cm 2 antes de someterse a las altas temperaturas.

Luego de someterse a la temperatura los lados crecen 0.02 cm por lo que el drea serd
30.02 x 30.02 = 901.2004 cm?2

Por lo tanto, la diferencia de drea serd 901.2004 cm 2-900 cm 2 = 1.2004 cm?

Método con la diferencial

Ahora veremos cémo utilizar el cdlculo y principalmente el concepto de la diferencial
para apreciar la aproximaciéon en los resultados.
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Si consideramos al lado x y al drea A = x2 por ser una figura cuadrada y la convertimos a
funcion podemos A(x) = x 2. Entonces ya tenemos la funcién A(x) = x 2, si queremos obtener
el incremento de la diferencial del drea podemos hacer los procesos de diferencial.

a) Derivamos A(x) =x2 y obfenemos A’(x) =2x.

b) Ahora la diferencial dx.

c) Entonces la diferencial dy = f'(x) dx, la diferencial del drea queda dy =2 x dx

d) Ahora conlos datosx =30cmy dx =0.02cm sisustituimos en la diferencial dy =
2x dx tenemos dy= 2(30) (0.02) = 1.2 cm?2

Ahora si comparamos los resultados del incremento del drea calculado con el método
aritmético resulta exacto 1.2004 cm? con el obtenido con la diferencial resulta aproximado
de 1.2 cm? veremos que la aproximacion es bastante cercana solo 0.004 es la diferencia,
aqui la importancia de ambos.

ACTIVIDADES DEL TEMA

Actividad diagnédstica
Realiza en tu cuaderno un dibujo, esquema, cdlculo o andlisis que pudieran indicarte la
solucion a cada una de las siguientes preguntas, comparte en un foro organizado por tu
maestro y con la participacién de tus companeros (20 minutos).
a) 3Cédmo consideras que se pudiera medir el drea o superficie que tiene una
montana?
b) slograste determinar un método para cualquier tipo de montana?
c) 3Cudl consideras que es la mayor dificultad para establecer un cdiculo preciso del
drea?
Actividad de apertura
Lee la siguiente informacion intfroductoria de diferenciales para poder tener una referencia
del tema central. Revisa los conceptos claves de este tema (40 minutos).

Actividad de fortalecimiento
Lee los siguientes enunciados y contesta las preguntas (30 minutos).

1. Un tanque de agua fiene una forma de prisma rectangular, la altura es fres veces
del ancho y lo ancho es dos veces lo largo. El largo se desconoce. Si se desea
determinar la expresidén algebraica del volumen del tanque 3Cudl de las siguientes
expresiones definen al volumen en funcién del largo?

a) V()= 3*

b) V(x) =12 ax

c) V(a)=12x3

d) V(x)=12x3
2. Ordena de manera secuencial lo que harias para encontrar la derivada de una
funcion.

a) Obtenerla derivada

a) Iratablasy comparar la funcién a derivar con las tablas

b) Observar el tipo de funcidn a derivar (polindmica, trigonométrica, etc.)
c) Aplicarlos procesos de derivaciéon

d) Sustituir la funcién que tienes con los de la tabla

3. Determina la derivada de la siguiente funcién: f(x) = 8x — 6x°

a) f(x) =6x8

b) f(x) =8x —48x8

10
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c) f'(x) =8—54x8

4. De manera simple podemos abreviar que la diferencial es ...

a) La derivada de la funcidon

b) El producto de la derivada de la funcién por la diferencial independiente
c) Elincremento de la diferencia de dos funciones

d) La multiplicacion de la derivada por la funcién

Actividad de cierre
Determina la diferencial de las siguientes funciones y relaciona con su correspondiente (40
min).

a) ( )f(x) =4x>+ 8x3 3 ( St >

o) )fGx) =V b=

c) ( )f(x) = cos4x 2. dy = —4sin4xdx

d) ( )f(x)=tan4x 3. dy = (20x* + 24x?)dx
4,

dy = 4sec? 4x

1.6.1.2. Geométrico
Sea f una funciéon definida por y = f (x), derivable sobre un intervalo S.
Sea Ax diferente de cero tal que Ax + x pertenece al dominio de fy el punfo (x +Ax, f (x +AXx))
esté en la gréfica de f como se muestra en la siguiente figura:

Y
A
L"+&l)" i ___.......--.._._:k
Ay
Y
y : LS
Axedx
X Ax+ x =

Sabemos de la definicién 2.5 que

f(x) = lim fOAAIT) ) gf imite existe

Ax—0 Ax

luego:

lim G~ @) = Jim () = lim /() = () = /() = 0

Ax—0 “Ax Ax—0 \Ax Ax—0
de donde para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que |i—z - f’(x)l <gsiempreque 0< |AX| <60
sea, |Ay — 0 (x) Ax| < eAxsiempre que 0 < |Ax| < 6.

Lo anterior significa que |Ax — f 0 (x)Ax| puede hacerse tan pequenho como se quierdq,
fomando | Ax| suficientemente pequeno.

Luego, f'(x)Ax es tan buena aproximacion para el incremento |Ay| como se desee,
fomando | Ax| suficientemente pequeno.

11
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Definicion de diferencial; Si f es una funcion tal que f 0 (x) existe sobre un intervalo S vy si
Ax es cualquier nUmero distinto de cero, la diferencia de f con respecto a x esigual f 0 (x)
multiplicada por Ax. Esta diferencial se denota por dx f (x) de tal forma que

dx f (x) =f0 (x)Ax

Ejemplo 1

Determinar Ay, dy, Ay—dy para y =x?—3x, x=2; Ax=0.03

Solucion: Consideremos f(x)=y= x%—3x. Calculemos primero el incremento:
Ay= flx+Ax)— f(x) = (x+ Ax)? - 3(x + Ax) — (x* — 3x)

= Ay=x"+2xAx+(Ax)?—3x—3Ax—x? +3x

= Ay=2xAx+(Ax)®>-3Ax

= Ay=(2x+Ax-3)Ax

Para x=2, Ax=0.03; Ay=(4+0.03—3)(0.03) de donde Ay=10.0309

Ahora calculemos la diferencial dy:

dy=f'(x)dx=(2x-3)dx

Luego para x=2, Ax=0.03 se tiene que dy = (2-2-3)(0.03) = 0.03

Ejemplo 2

El lado de un cuadrado es igual a 5 cm. Hallar el incremento aproximado de su érea si el lado
aumenta 0.01 cm.

Solucién: Sea A(x)= y=x*> donde x es el lado del cuadrado, A denota su drea.

Se desea determinar cuanto aumenta el area cuando la longitud del lado pasa de 5cm a 5.01 cm.
Calculemos la diferencial de area. Asi:

dA=f'(x)dx=2xdx, donde x=5 y dx=0.01

Luego:

dA=10(0.01) =0.1 y aproximamos A+AA para x=15, dx=0.01 con A+dA=25+0.10 de donde
A+dA=25.10, drea del nuevo cuadrado.

El incremento del drea es de 0.1 cm?.

ACTIVIDADES DEL TEMA

Actividad de apertura
En la siguiente figura de la interpretacién geométrica de la diferencial, rellena de color rojo
el drea de las dy, de color azul el drea del Ay, por Ultimo, menciona con tus palabras que
entiendes por diferenciales (15 min).
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Axodx

X DNy + x

= X

Actividad de fortalecimiento
Trabaja en pareja para representar de forma grdfica los siguientes incisos (20 min):
a) Una funcién para el drea de un cuadrado
b) Evalta unincremento de 0.5 cm la funcién cuando x=5
c) Colorea de rojo el drea de dy
d) Colorea de azul el drea del Ay

Actividad de fortalecimiento
Trabaja en pareja para representar de forma grdfica Ay, dy para y = x%, x= 3; Ax=0.5 (30
min).

Actividad de cierre
Realiza un ensayo en una cuartilla de hoja del tema de interpretacién geométrica de la
diferencial, recuerda que la estructura de un ensayo es: introduccion, desarrollo y
conclusiéon. Para realizarlo apdyate de los recursos diddcticos (40 min).

1.6.2. Incremento de una funcién

Si el incremento de la variable independiente dx es muy pequeno, entonces dy y Ay son
aproximadamente iguales, es decir:

Si dx=AB es muy pequeno, dy=BC = A, y=BA’

Cuando sélo es necesario obtener un valor aproximado del incremento de la funcién, el
simple hecho de calcular el valor de la diferencial serd suficiente para resolver el problema.
Veamos unos ejemplos:

Ejemplo 1.- Calcula el valor aproximado de V39

Solucion:

Sea y=\x (funcién representativa de V39)

Tomemos x=36 ya que es el nUmero mds proximo al lado con raiz cuadrada exacta
dx=Ax=3 que es el incremento para tener V39

Entonces:
y=vx
d 1 d
=—dax
Y 2Vx
13
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Sustituyendo los valores

dy = 1 —3—1—025
y‘ﬁ(3)_12_4_ '
Siy=vx=+v36=6
V39 =y +dy
V39 =6+ 0.25
=39 =6.25

Sirealizas la operacion en tu calculadora obtendrds que /39 = 6.244997998, como ves el
valor que obtuvimos es mayos que el real en 0.005002002 unidades. jPracticamente nadal

Ejemplo 2.-Calcula el valor aproximado de sin98° y tomemos x=90, que es el nUmero
préximo al dado con que cumple que, sin90° = 1
dx = Ax = 8 que es incremento para tener sen 98°

Entonces:
y =senx
dy = —c0s90(8) =0
Siy =sin90° =1
sen98° =y +dy
sin98°=1+0
-~ sin98° =1
Sihaces la operacién en tu calculadora comprobards lo siguiente: sin 98° = 0.990268068,
como podrds ver, el valor que obtuvimos es mayor que el valor real en 0.009731931
unidades. De nuevo jcasi nada!l

Ejemplo 3.- Utilizando diferenciales calcula aproximadamente el valor de ¥122
Solucion:

Tomemos y = ¥/x que es la funcion representativa de V122, ademds x=125 que es el valor
aproximado a 122 con raiz cUbica exacta entonces

dx = -3
Entonces calculemos
1

@ 3Vx? ax

Sustituyendo valores
1 1 -3 -1
dy = —SW(_S) Scor O (=3) = m(—?ﬂ =325 23 —0.04

Entonces si:
y = V125 =5

V122 = y+ dy

V122 = 5 + (—0.04)
~ 122 = 4.96

Compardndolo con el cdlculo real tenemos un error de 0.000324336 unidades.
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ACTIVIDADES DEL TEMA

Actividad de apertura
En parejas resuelvan el siguiente problema: Determina el incremento de drea de un
cuadrado de lado 4m al aumentar el lado 3mm (10 min).
Actividad de fortalecimiento. En equipo de tres integrantes den solucién a la siguiente
serie de ejercicios (25 minutos).
1. 100
3772
sen 61°
V87
{35
Calcula el incremento del drea de un cuadrado de lado 5m cuando su lado
aumenta 2.5mm.
7. Determina el incremento del volumen de un cubo de lado 3.5m si su lado aumenta
0.002m.
Actividad de cierre
En parejas resuelvan los siguientes ejercicios (20 min):
1.- Al calentar una esfera de radio r=5 cm, su volumen aumentd 32.411 cm?. Calcula
el alargamiento del radio de la esfera (R=0.1cm).
2.- Halla el incremento en el drea de un cuadrado cuyo lado mide ém, cuando el
lado aumenta 8mm.

AL N I

1.6.3. Aproximacién de una raiz

Cuando se trata de hallar las raices de una funcion f(x) se debe resolver la ecuacién
f(x)=0. En algunos casos, esto es una tarea sencilla, por ejemplo, con las funciones lineales
o cuadrdticas, pero en otros no es nada fdcil. Para estos casos existen métodos Utiles que
permiten, si no determinar, aproximar las raices buscadas.

Método de Rolle
Se halla la derivada primera y luego se estudian sus ceros y su signo. Por ejemplo, si el
signo de f'(x) es

a b
En el intervalo (a,b) la funcién es creciente (ver condicién suficiente para el crecimiento
en un intervalo).
> Sielsigno defenayb esel mismo (positivo o negativo), f no cruza el eje ox en
(a.b).
> Sielsigno de f en a es distinto del signo de f en b, entonces por el teorema de
Bolzano, f tiene una raiz en (a,b), y es una sola por ser creciente.
>
Para hallar esa raiz se va partiendo el intervalo hasta que se llega a ella o a una
aproximacioén. Vedmoslo mds claramente con un ejemplo:
f(x) =2x3 + 3x2 - 12x - 30
f'(x) = é6x2 + éx - 12
+ 0 - 0 +

15
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f(-2) =-10
f(1) =-37
-inf - - +inf
sg f | | >
-2 1
> fesdecreciente en (-2,1) (versigno de f') y negativa en los extremos (ver signo de
f) => no tiene raiz en ese intervalo.
» fes creciente en (1,+inf), de acuerdo al signo de f', y como es negativaen 1y
positiva para valores muy grandes de x, tiene unaraiza > 1.
f(2) =-26
f(3) =15
=>2<a<3
Probemos entonces con 2.5:
f(2.5) =-10
=>25<a<3
Probemos con 2.8:
f(2.8) = 3.824
=>25<a0<28
Veamos f(2.7):
f(2.7) =-1.164
=>27<0<28
Continuando de esta manera, llegamos a que a estd entre 2.72 y 2.73:
f(2.73) =0.29
f(2.72) =-0.19
=> Podemos aproximar a a 2.725.
Si quisiéramos una aproximacién mayor de la raiz, deberiamos seguir este proceso.

Método de Abacos

Se utiliza cuando la funcién puede expresarse como diferencia de dos funciones féciles
de graficar. Veamos un ejemplo:

f(x) =L|x]| +x

f(x) puede expresarse como f(x) =L| x| - (-x)
Graficamos sobre el mismo sistema de ejes ambas funciones: g(x) =L | x| y h(x) = -x.
e
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En el punto donde se cortan las curvas, ambas funciones tienen el mismo valor numérico,
g (a) = h (a). Entfonces a es un cero de f(x), pues f (a) =g(a) -h(a) =0
» Para valores menores que a, la recta correspondiente a -x estd por encima de la
curva correspondiente a L| x|, asi que la resta da negativo.
> Para valores de x mayores que a, L|x| es mayor que -X, asi que la resta da
positivo. Observando la gréfica vemos que a estd entre 0y 1.
-E-0+ + +
Signo de f(x) ----- | ----- | ----- | - >
0O a 1
Comencemos a aproximar:
f(0.5) =-0.19 | f(0.56) =-0.02 | =>| =>a=0.565
f(0.6) = 0.089 | f(0.57) = 0.008 |

Aproximaciones de la funcién de raiz cuadrada
La funcién real de variable real f, cuya regla de correspondencia es: f(x)= vx, notacion
algebraica, estd definida para el conjunto de nUmeros reales no negativos.

La notacion algebraica se utiliza para representar al nimero real raiz cuadrada de x, x
no negativo.

x 0 1 2 4 9
&9 0 1 2 2 3

La funcién raiz cuadrada f es una funcidn creciente, es decir, como se observa en la
siguiente grdfica:

Funcitn Rafz Caadrada

Vx,,x, € Dom(f):8i x, <x, = f(x) < f(x;)

Aproximaciones e iteraciones: raiz cuadrada de a (a: no negativo), para representar al
nUmero irracional raiz cuadrada de dos se utiliza la notacion: v/2, existen varias maneras de
aproximar este valor; por ejemplo, a partir de la férmula de recurrencia (atribuida a Herdn
de Alejandrial).

Im:%(xl+£); donde x, =1
X,

Se puede obtener mediante iteraciones el valor de la raiz cuadrada de a. Asi, sia = 2:
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=_A+)=="(P==; =1
A=p 0 P=30= %
13.2 13 .4 17
=ty =(Z+)=—
=3G9 =3G9,
2
1 7+2)_1c}7+24)_577
SN TR F S TR TP
12
limx,=-12

Método de Newton de Aproximaciones Sucesivas

También, para hallar el valor del nUmero real raiz cuadrada de dos podemos hacer uso
del Método de Newton de Aproximaciones Sucesivas teniendo en cuenta que existen
algunas condiciones iniciales para su aplicacion. Es importante tener en cuenta que no
siempre el Método de Newton genera aproximaciones que convergen hacia la raiz que se
desea encontrar, una dificultad es que el valor inicial x(0) no esté suficientemente cerca de
la raiz a encontrar, para iniciar el proceso de convergencia; otra dificultad surge cuando la
funcién derivada de f es cero en la raiz o cerca de la raiz, dado que la derivada de f se
encuentra en el denominador del algoritmo (ver férmula de recurrencial).

-\

Por ejemplo, dada la grdfica anterior:
Jf(x)=x-2> f({x)=2x,asomiendo x, = 2;
Entonces, la férmula de recurrencia es la siguiente:

ACS

Xon = X5
F(x)
2 3
De donde, % =2-2=2=15
1
3 3. 17 -
==-1_—a1466
=373 """
1
V7 14 5T
=<5 11 = 105 " L142156863

6
1
. _5T7_lcetee _ 135834828
*T 408 5TT 96049728
204

+1.4142135624

~2 1,414213562373095048801688 7242097
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De lo expuesto, utilizando una calculadora y ejecutando el comando cuyo rétulo es sgrt
(o la notacion algebraica de raiz cuadrada) se puede comprobar o verificar sendos
resultados.

Obviamente, surge una interrogante: 3Para qué utilizar estos procedimientos si existe la
calculadora? Bueno, si bien es cierto que actualmente se puede conocer presionando un
botdén el valor de la raiz cuadrada de a, a no negativo; haciendo un poco de memoria
scOmo hicieron las civilizaciones antiguas para obtener una aproximacion de estos nUmeros
iracionales?

El Antiguo Imperio Babildénico se desarrolld en Mesopotamia entre los anos 1900 A.C. y
1600 A.C. Existen en la actualidad tabletas cuneiformes de arcilla fielmente resguardadas
en museos de universidades de prestigio a nivel mundial (por ejemplo, la Coleccidén
Babildnica de la Universidad de Yale). La notacidn cuneiforme expresa nimeros en base
sexagesimal. Los babilonios resolvian de manera natural a partir de un conjunto de tablas
de sumas de cuadrados y cubos ecuaciones de grado dos y grado tres. Sin embargo,
resulta interesante coémo es que los babilonios hallaban una buena aproximacion a la raiz
cuadrada de un nUmero dado. Se asume que los babilonios utilizaban un algoritmo similar
al de Herén de Alejandria; es decir, empezaban por una aproximacion inicial x (0).

Por ejemplo, para hallar la raiz cuadrada de 32, a partir de la grdfica de la funcién raiz
cuadrada es facil ver que
5<.32<6
=.32=5+a0<a<l
=32=25+10x + &’

Lt r10a-7=0 0<e’ <a<l

Sin pérdida de generalidad, despreciando el valor de alfa al cuadrado, obtenemos:

7
x=—=07
10 e

Por lo tanto, una primera aproximacion a la raiz cuadrada de 32 es 5+0,7=5,7.

Geométricamente se observa que el drea de la regidon cuadrada "grande” equivale a
la suma de las dreas de Ias regiones interiores:

a b
—— "
a a: ah
b ah hz
I —

(a+b)’ =a’ +2ab+b*

Lo cual implica a + b = va? + 2ab + b? Si la longitud del lado b es pequena, entonces b2
fiende a 0 haciendo h = 2ab:

VEFR ~ a+l
19
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En nuestro ejemplo:
Sia=5h=7:V52+7 =~ 5+ — => 32 =57

2(5)

Ejemplos:
F(x)= x2six<=2
S2X+ 1six>2

limx->2-f(x)=4
limx->2+f(x)=-3
No existe limx->2f(x)

-

Vamos a averiguar por aproximacion la raiz cuadrada de
At un nUMero gue sabemos que es un cuadrado perfecto y, por
tanto, su solucién es un niUmero natural.
{3136
. El resultado es un niUmero de dos cifras pues al separar
en grupos de dos cifras desde las unidades se obtienen dos grupos: 31.36.
e sEntre qué dos nUmeros se encuentra?
Entre 50 y 60 pues
502 =2.500 < 3.136
602 = 3.600 > 3.136
e Como sabemos que el resultado es exacto, la solucidn serd 54 o 56 pues el
radicando acaba en 6.
e Elevamos al cuadrado los dos “candidatos”:

542 =2916
562 =23.136
e Ya hemos obtenido la solucidn

V3136 =56

ACTIVIDADES DEL TEMA
Resuelve las siguientes aproximaciones:
a) Resolver la raiz cuadrada de 264 por aproximacion
b) Aproxime con diferenciales el valor de V402
c) Aproxime con diferenciales la raiz cubica de 28

1.7. Autoevaluacion
Instrucciones: Estima tu nivel de logro de los siguientes desempeinos y escribe qué debes
hace para mejorarlo.
Necesito ayuda Lo puedo hacer solo Lo puedo ensenar a otros

(1) (2) (3)

Para mejorar mi desempeno

Desempenos

debo:
Calculo e interpreto el
concepto de la diferencial,
como el producto de la
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derivada por la diferencial de la
variable independiente.

Logro realizar los procesos de
derivacién con la ayuda de
tablas de derivacién sin errores.
Resuelvo correctamente un
problema con la ayuda de la
derivada en los casos de
dilatacién térmica o cualquier
otfro de naturaleza variacional,
que aproxime a la naturaleza
de la diferencial.

Represento grdficamente la
aplicacion de las diferenciales
en la resolucién de problemas.

Interpreto  las  grdficas de
aplicacion de las diferenciales
en la resolucién de problemas.

Calculo e interpreto incremento
de una funcién de los diversos
ejemplos proporcionados, a
partir de su determinacién de su
diferencial.

Aplico la diferencial para
determinar el incremento de
una funcidén presente en el
resultado en situaciones reales.
Represento correctamente la
funcion que permita la solucién
de un ejemplo prdctico.
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1.9. Orientacién para el estudio

1.9.1. Motivacion hacia el aprendizaje

Con las palabras que se ofrecen a continuacién completa la sopa de letras de los temarss,
conceptos y personajes que estardn presentes en el curso de Cdlculo Integral. Puedes ver
este desafio también en la siguiente liga:

1- Fracciones parciales 8- Sumatoria

2- Area bajo la curva 9- Primitiva

3- Infinitesimal 10- Derivada

4- Antiderivada 11- Integral

5- Diferencial 12- Leibniz

6- Indefinida 13 -Riemann

7- Constante 14- Newton
MV ORTLETIUBNIZHQPLDIXEKHES®G
TAKDINFINITESIMALATFUVE
SRQI ASCLRYSVSIMKI I J NV
FEWFDP I Y KGETPUAWVYVNEBMEK ]
AAEEAPT ] EDLSOLIKWTODET
NBWRYKWXHNAGQNTXNEWATC X
PANEI ECEMAI KRENI]JGTS XK
N J] ONROGTIKACYPFEWRTWLUF
N Ol CEBNNCTFRNEKIEKWUAQIXMH
A LTI DVXAPPAUWEFTWLVYOQOY
MAYA Il ESTI QPVMMOTEHEBWCE
ECELTHUSGQS I DUNDDYFPC I
Il UY ONNMNWHETCI NHAXSTLHYV
R RNXAXAOBVNTATFTFOETYXAT
B VMXSLTC])] DOBVYVYGGOQPDMDEB
] AS JRFOSSUINDTETFINIDAM
MMOWYBRRJYCSHYQXEB I MYVEK
PPYYONIPO]JCCPIKUEBTFIWI A
QCFTDKACPKANEWMMUOTCR RN
YLXFOORPYERCYMOGS ST RUE/U
PRI MI T I VAV FBCRIQLMPTDSGEB

1.9.2. Técnicas, hdbitos de estudio y estrategias de aprendizaje

¢Qué hay que hacer para ser matematico?

Un poquito de paciencia

Lo primero que hay que tener es paciencia. Por muchas razones, pero sobre todo porque
las matemdticas requieren pensar, y eso exige tranquilidad y concentracién. Todos
sabemos que las ideas rara vez se presentan de repente, suelen ser fruto de horas de
reflexion. Y las matemdticas se van entendiendo de modo gradual. Luego, como en
cualguier estudio hace falta mucha curiosidad no conforme con lo primero que se te
ocurre: plantearse siempre por qué pasa esto y aquello, y qué sucede si cambio por aquiy
por alld.

El estudio de las matemdticas es largo, pero cuanto mds se sabe de matemdticas mds
ganas vienen de saber aun mds.
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iDe cabezal

Todos podrdn pensar matemdticamente y trabajar aplicando sus conocimientos
matemdticos, bien en la propia investigacion matemdtica, o en empresas de todo tipo
(haciendo los horarios de frenes, regulando el tréfico de la ciudad, disenando cémo cortar
patrones para aprovechar al méximo la tela, haciendo controles de calidad en procesos
de fabricacién, resolviendo problemas de robots, estudiando la economia de mercado,
etcétera). jLa vida de un matemdtico es una aventura apasionante! (o casi).

Desarrollo de la memoria

Silo que se quiere es potenciar la capacidad de memorizar es aconsejable estar atento
a lo siguiente: -Mejorar la percepcidn defectuosa- intentar que en el aprendizaje
infervengan todos los senfidos consiguiendo la méaxima atencion y concentracion.

Organizacion y planificacién

Evidentemente, para el estudio de las matemdticas es necesario una buena
organizacién y una correcta planificacion. Para ello, es necesario que antes de que los
estudiantes afronten la realizacién de los ejercicios y problemas hayan estudiado la parte
de teoria, y tengan los contenidos suficientemente claros.

Preparaciéon de exdmenes

En cuanto a la preparacion de exdmenes es facil siempre y cuando ya esté realizado
todo el tfrabajo previo. Bastaria con saber mantener la concentracion y la tfranquilidad a la
hora de enfrentarse al examen para poder poner en prdctica todo lo trabajado con
anterioridad. Para ello, es importante conocer la fecha con la suficiente antelacion, y asi
haber realizado una buena programacion. Otro aspecto a tener en cuenta es la realizacién
de simulacros, es decir, fratar de enfrentarse al examen, previamente, bien con ejercicios
del tipo del examen, bien con exdmenes de cursos anteriores. De esta forma, el estudiante
estard habituado al examen y a la forma de enfrentarse a él.

1.10. Recursos diddcticos

e Tablas de derivacién
https://www slideshare.net/AnyHernandez//tabla-de-derivadas-1

e Calculadora de derivadas: https://es.symbolab.com/solver

e Interpretacién geométrica de diferencial
https://www.youtube.com/watchev=dg8zOO87Urs&t=19s

e Calculadora de representacién geométrica de la diferencial
https://www.geogebra.org/m/TK7Téhjé

e Aplicaciones de la diferencial
https://www.mat.uson.mx/eduardo/calculo?2/soldifer/soldiferHTML/diferencial.ht
m

. Ecremen‘ro de una funcidon https://www.youtube.com/watch2v=VEfowARékYQ
e Aplicacién: Khan Academy

e Aproximaciones de una raiz
https://www.aprendematematicas.org.mx/unit/diferencial-aproximacion-
incremento/

e Video de aproximaciones de una raiz

https://www.youtube.com/watchev=mWFoEkzOtSM
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https://www.youtube.com/watch?v=mWFoEkz0tSM

1.11. Evaluacion

1.- Representa de forma grdfica los siguientes incisos:

a) una funcién para del volumen de un cubo

b) evalia unincremento de 0.5 cm, cuando la funcién estd x=3

c) colorea de rojo el drea de dy

d) colorea de azul el drea del Ay
2.- Representa de forma grdfica Ay, dy para y = x2 + 2x, cuando la funcion estd en x=2y
presenta un incremento de Ax=0.5
3.- Si una placa de metal cuadrada los lados miden 40 cm antes de someterse a altas
temperaturas y luego por efecto de la dilatacion térmica la longitud de sus lados crece 0.08
cm. Determina 3cudl serd el incremento del drea que experimenta la placa por efecto de
la dilataciéng Redliza los procesos con métodos aritméticos y con diferenciales para
comparar los resultados.
4.- Determina la diferencial de la expresion f(x) = 5 Yx7
5.- Determina la diferencial de la expresion f(x) = 2 cos 5 x
6.- Emplea diferenciales para obtener el valor aproximado de |os siguientes ejercicios:
a)V87
b) Un paralelepipedo rectangular cuya atura es de 5cm tiene por base un cuadrado cuyo
lado es igual a 4cm. 3Cudnto aumentard el volumen del paralelepipedo si el lado de la
base se alarga a 0.01cm?
c) De cada cara de un blogue cuUbico de madera se obtiene una capa de 0.5 cm de
espesor. Si el blogque tenia originalmente 10 cm de arista, aproximadamente 3Cudnto va a
decrecer el volumen a causa del proceso?
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Bloque 2. Integrales Indefinidas

2.1. Introduccién

En matemdticas existen operaciones inversas, por ejemplo: la suma como el inverso de
la resta; la multiplicacidon como la inversa de la division, etc. por lo que para la derivada lo
contrario es la antiderivada o también llamada funcidn primitiva de una funcién f(x) es otra
funcién F(x) cuya derivada es f(x) y cuya diferencial es f(x) dx.

El conjunto de todas las funciones primitivas de una funcion f(x) se denomina integral
indefinida de f(x) dx.

2.2. Objetivos

2.2.1. Objetivo general

Usa las distintas formas de obtener la integral indefinida a través del conocimiento de las
infegrales de funciones para solucionar creativamente situaciones reales o hipotéticas
presentes en su entorno.

2.2.2. Objetivos especificos

e Emplear la definicién de la integral indefinida como un proceso inverso de la
derivada.

e Identificar la definicion de la integral indefinida como una herramienta para el
cdlculo.

e Determinar la constante de integracion mediante condiciones iniciales.

e Reconocer la antiderivada vy la familia de primitivas que se generan al resolver la
integral indefinida.

e Identificar la utilidad de la integral y la derivada como procesos confrarios de
comprobacién mutua que dan origen a los teoremas fundamentales del cdlculo.
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2.3. Competencias Genéricas Disciplinares

Competencias a desarrollar en el Bloque
Claves \ Genéricas \ Claves Disciplinares
Construye e interpreta
modelos matemdticos
mediante la aplicacion de
procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y
variaciones, para la
comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas
o formales.

Enfrenta las dificulfades que se
le presentan y es consciente
de sus valores, fortalezas y
debilidades.

Expresa ideas y conceptos
mediante representaciones
lingUisticas, matemdticas o

grdéficas.

Sigue instrucciones y
procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos
confribuye al alcance de un

objeto.

Formula y resuelve problemas
matemdticos aplicados a
diferentes enfoques.

2.4. Secuencias

Elementos integradores a desarrollar en el Bloque

Tema de eje
Transversal

Ecologia y Medio Eje Transversal

Ambiente. "
Social
e Se retomardn las Ambiental
Interdisciplinariedad .

asignaturas que Salud

en cada plantel -

se impartan en Habilidades

Lectoras.
sexto Semestre.

2.5. Conceptos claves

e Antiderivada: Una funcidn F(x) es una antiderivada de f (x), si la derivada de F(x)
esigual a f (x). Matemdticamente: [ f(x)dx = F(x) = F' (x) =f (x).

e Integralindefinida: Es el proceso de determinacion de todas las antiderivadas de
una funcién dada. En Cdlculo una integral es el resultado de la integracién de
una funcién. El simbolo de integral es: |, y la expresion: [ f(x)dx = F(x) +C se lee:
«La integral de la funcién f (x) respecto de x es igual a la funcién F(x) mds una
constantey.

e Constante de integraciéon: es una cantidad independiente de la variable de
integracioén.

e Integrales indefinidas de tipo algebraicas, trigonométricas y exponenciales:
procedimiento esencialmente de prueba y error, para lo que existen las tablas
de integracién las cuales se le conocen como integrales inmediatas.
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2.6. Actividades de aprendizaje

2.6.1. Definicion de integral indefinida
Para representar la integral se emplea el simbolo [ que tiene su origen en la inicial de la
palabra suma vy se representa como

F(x) = f(x)dx

Donde F(X) es la primitiva o antiderivada de f(x) y f(x) es el infegrando. De modo que la
integral indefinida se escribe como

ff(x)dx =Fx)+C

Donde C se denomina constante de integracién, es una cantidad independiente de la
variable de integracion.
Ejemplo:

Como una funcidn primitiva de 4x3dx = x*entonces podemos escribir:

f4x3dx =x*+C

Funcion Derivada Diferencial Integral
_ 2 —
y=x d_y=2x dy = Zxdx fodx=x2
2 i
y=xt 45 d—y=2x dy = Zxdx fodx=x2+5
X
— 2 —
y=x"-32 Z_yzzx dy = 2xdx JZxdx=x2—32
x
= 2 _ d =
y=x°—3/4 —y=2x dy = 2xdx fodxzxz——
dx 4

Generalizando de acuerdo con la tabla anterior se obtiene:
ijdx =x’4C

Determinacion de la constante

El cdlculo del valor de la constante de integracion se puede obtener a partir de la
expresidon diferencial que se va a integrar y de un punto determinado que se presenta en
las condiciones iniciales del problema. A continuacion, vamos a ver ejemplos de lo antes
mencionado:

Ejemplo 1.- Halla el valor de la constante de integraciéon y la funcién f(x) de la expresidon
diferencial f'(x) = 6x? — 2x en el punto (2,3).

Solucioén:
Sila derivada de f(x) es 2 = 6x? — 2x

Entonces la diferencial es dy = (6x% — 2x)dx
Y si a esta diferencial le colocamos signos de integral a cada uno de sus términos:
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fdy =f6x2dx—f2xdx
y=6fx2dx—2fxdx
6x3
y = T - 2X2 +C
y=2x3—x2+C

Sustituyendo los valores:

3=22)°-)?2+¢C
Resolviendo operaciones y despejando:

C=-9

Sustituyendo en la funcidn tenemos que:
y=2x3—x%2-9

Por lo que el resultado de la constante de integracion es -9 y la funcidn original es:
y=2x3-x%-9

ACTIVIDADES DEL TEMA
Actividad de apertura. En equipo de tres integrantes resuelvan |os siguientes ejercicios de
anfiderivadas y expresen sus conclusiones (15 min):
a) f(x)=x3+4
b) flx)=x3-2
c) fx)=x3+9
d) f(x) =x%-1000

Actividad de fortalecimiento. En parejas completen el siguiente cuadro (20 min).

Funcién Derivada Diferencial Integral
y=x°
dy
—Z = 42
dx x
dy = 6x3dx

3

5
fozdx=%—15

y=2x*—-3x

dt = 5xdx
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Actividad de cierre
En parejas resuelvan el siguiente ejercicio: Alex lanza una pelota hacia arriba desde una
altura de 2m sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de 5m/s. De la fisica se
sabe que la velocidad respecto al tiempo estd determinada por la funcién v(t) = v, —
gt, donde g= 9.8m/s2 con los datos que tenemos: v(t) =5 — 9.8t en m/s. Encuentra s(t)
la funcién que da la altura de la pelota al tiempo t (15 min).

2.6.2. Integrales de funciones

Muchos de los fendmenos tienen comportamientos que pueden ser peridédicos, es decir,
que se repiten o tienen formas definidas durante un determinado tiempo como o puede
ser el movimiento de los astros, el giro de un motor, las senales eléctricas; pero también
pueden existir fendbmenos que pueden tener comportamientos variados, como el caso de
las infecciones por virus o bacterias, por ello el andlisis requiere de observar sus formas para
aproximar el estudio a una ecuacidén matemdtica. En este espacio podrds conocer los
procesos para determinar la antiderivada o primitiva de funciones algebraicas,
frigonométricas y exponenciales, pero antes vamos a recordarlas.

Actividad Diagnéstica
Responde cada una de las preguntas de acuerdo con lo que recuerdes de tus cursos
anteriores (20 minutos).

Escribe en la linea el tipo de funcidn que observas (algebraica, frigonométrica,
logaritmicas o exponencial).

a) f(x)=-7x4 + 5x +6

b) f(x)= cos (2x)

c) f(x) =log (x)

d) f(x) = -4e?*
e) f(x) = 3x8
f) f(x) = 2¢

A continuaciéon, veremos las propiedades bdsicas de las integrales indefinidas con
algunos ejemplos aplicados a funciones algebraicas. Serd necesario que tengas las tablas
de integraciéon a la mano para que vayas desarrollando tu aprendizaje.

En esta liga puedes encontrar tablas de integracién inmediata con algunos ejemplos, es
necesario que lo descargues e imprimas para tenerlos a la mano.
https://www slideshare.net/naniddd/tabla-de-integrales-inmediatas-27860967

2.6.2.1. Integracion de funciones algebraicas

Ejemplo1. Determina la primitiva o antiderivada que se genera al realizar la integracién
de las siguientes funciones usando las tablas de integrales indefinidas inmediatas que
descargaste:

a) J6dx Solucién

Buscando en las tablas vemos
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

TiPOS ‘ INTEGRAL ] EJEMPLO

L = x l.ix X
" J

’ adx = ax | 3dx = 3x

Ela=6
[ 6dx = éx + C es la primitiva.

Comprobacién: Si derivamos éx obtenemos 6(1) x171 =6
De esta forma vemos que la derivacion es contraria a la integracion.

Ejemplo2. Determina la primitiva o antiderivada que se genera al redlizar la integracion
de las siguientes funciones:

b) [ (6x* )dx Solucién;

7
Sx

Para poder resolver este tipo de problemas donde existan dos expresiones a integrar,
vamos a utilizar las siguientes propiedades:

Propiedades de la integral indefinida

1. Propiedad de linealidad: La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las
integrales de esas funciones.

[1£(x) + g(x)] dx =l f(x) dx +/ g(x) dx

2. La integral del producto de una constante por una funcidn es igual a la constante por la
integral de la funcidn.

[k fix)dx= ka(x} dx

La primera propiedad establece que se pueden sumar o restar las funciones a integrar,
por ello las podemos tratar como integrales separadas.

[ (6x* — SL dx se puede descomponer en dos integrales independientes,
X

[6x*dx — f%dx y redlizar las integrales separadas.
X

La segunda propiedad establece que se saque la constante que se encuentra
multiplicando a la integral,

[6x*dx = 6 [ x*dx ahorasi, ya nos podemos ir alas tablas de integracion y buscar
cudl es la férmula que se asemeja a ésta.
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TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

TIPOS | INTEGRAL EJEMPLO

'dx'x Jd.l—x

Potencial

6 [ x*dx

AQui vemos que n= 4, por ello resolvemos
4 - x4+1 _ ﬂ
6 | x*dx 6(7) =6()+c

4+1

Ahora hacemos lo propio para la segunda parte de la infegral marcada con azul.

—J %_dx sacamos la constante 7 del signo de la integral.
X

—f %dx = -7/ %dx ahora buscamos en la tabla de integral la que se parezca a
X pe

esta o hacer el cambio de exponente radical a exponente fraccionario.

-7/ %_dx = -7/ ﬁdx = -7 [xY/5dx ahora si, ya podemos buscar en tabla la
X

integracién correspondiente.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

TIPOS | INTEGRAL EJEMPLO

‘dx—\ de—x

ntl

n+1

Potencial

J u'.u"dx =

ntl1

~7 [xY5dx ahoran=-1/5

1

—zt1 4/5
— -1/5 = - x s = - i4/5 = .35 * <+
7[x dx 7 e ) 7 (4/5 ) " c

Luego entonces,
J(6x* —)dx = 6(%) -

35 x*/5
4

+cC

Comprobacién con derivacién: si derivamos la primitiva o antiderivada (amarilla)
encontraremos la funcién original.

35 x%/5
4

6(2) =6 = pad

Si derivamos 6 ( ?) -

+cC
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4
35 x*/5 35(3)x5

= -7 x_l/s = _l

4 4 3x

De esta forma vemos que la derivacidén es contraria a la integracion.

2.6.2.2. Integracién de funciones trigonométricas
Ejemplo 4. Determina la primitiva o antiderivada que se genera al realizar la integracion

de las siguientes funciones trigonométricas:

a) f—%cosx dx

Solucién: seguimos los pasos anteriores, observamos la funcidon a integrar, luego
comparamos con la de la tabla, procedemos a integrar y posteriormente comprobamos

con la derivacién de la primitiva que resulta.

' senx dx — —cosx ‘ 7.senx dx — —7.cosx
Seno : -
' u'.senudx = —cosu ‘ 6.senbxdx = —cosbx
cosx dx — senx J 6.cosxdx — 6.senx
Coseno . =
' u'.cosudx = senu ' 6x.co53x“ dx = sen3x
- I 1 - r 1
4 4 4
J—-cosx dx=—-[cosx dx =—_ senx+C

Comprobamos derivando la primitiva —; senx+C

4 , L,
Sacamos la constante — -y derivamos a la funcion senx

,d 4
Asi 2= _Z cos x
dx 7

. , 4
o mejor aun dy = —-Cos X dx

De esta forma, vemos que la derivacidén es contraria a la integracion y que nuestra

integracién es correcta.

Ejemplo 5. Determina la primitiva o antiderivada que se genera al realizar la integracion

de las siguientes funciones trigonométricas:

a) [12x?%cos4x®dx

Solucién: Seguimos con el proceso comparamos la integral con la de la tabla, resolvemos

y comprobamos con derivacion, en la tabla se observa que
7 i J

iny

J 7.senx dx — —7.cosx

‘ 6. senbx dx = —cosbx
= - 1

' 6.cosx dx — 6.senx

-
‘ senx dx — —cosx
Seno
' u'.senu dx = —cosu
! cosx dx — senx
Coseno
’ u'.cosu dx = senu

’ 6x.cos3x? dx = sen3x?

L 1

Av — denw

Observa que si u= 4x3 entonces la derivada u’'= 12x2, ahora si, ya podemos resolver
aplicando
a) [12x%cos4x3dx = [u cosudx =sen u ; porlo tanto, la primitiva es

[ 12 x? cos 4x® dx = sen 4x3+ C
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Comprobamos: si derivamos la primitiva sen 4x3+ C
. d.
Aplicando la regla de la cadena para 2 sen 4x3 = 12 x2 cos 4x3

dx

2.6.2.3. Integracion de funciones exponenciales
Ejemplo 6. Determina la primitiva o antiderivada que se genera al realizar la integracion
de las siguientes funciones exponencial:

a) [4%dx

Solucién: Vean la funcién que nos ofrecen para integrar, la comparamos con la tabla

1 -
J—l."x Inx '—u'x 4.Inx
J x J x
Logaritmico -, x
‘ dx = Ilnu J 5 dx = In(x*+5)
Ju 254D =
‘r”dl‘—r” ' 2.e*dx = 2.e"
! u'.e¥dx = ¥ ‘ S aMtigy — geEtl
e ———— -
Exponencial Zn a : 355
'u‘dx~ — ‘35'(11» —
J Ina ) InS
S — - . —
’ u'.a%dx = — J 2x.4% dx =
| J ina in4
3

Podemos decir entonces que,
Xy = 25
J4*dx =—+C
Comprobamos: ahora hay que derivar la primifiva =— + C

Solucién: Sacamos la constante ﬁ 4* y ahora derivamos %(4") =4%1n(4)
1 gx — gx
— (4*In(4)) = 4

De esta forma vemos que la derivacion es contraria a la integracion.

ACTIVIDADES DEL TEMA

Actividad de apertura. De acuerdo con la informacién de las actividades de aprendizaje
del tema de la integral indefinida de funciones algebraicas, frigonométricas vy
exponenciales, contesta y compara en un foro con tus companeros las respuestas (40

minutos).

1. Ordena de manera secuencial la pirdmide, lo que harias para encontrar la primitiva
o antiderivada de una funcion.
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a) Obtener la integral y comprobar con derivacién

b) Ir a tablas y comparar la funcidn a integrar con las tablas

c) Observar el tipo de funcién a integrar (polindmica, trigonométrica, etc.)
d) Aplicar los procesos de integracion, respetando propiedades

e) Sustituir la funcidn que tienes con los de la tabla.

2. Determina la antiderivada de las siguientes funciones algebraicas, usando las tablas
de integracién y las propiedades correspondientes, envia tus propuestas a tu
maestro para su revision.

a) [ 4x dx

b) [7x° dx

c) f(x%+7x5)dx
d) [(=3x + ¥x)dx

e) [(55+ sdx

Actividad de fortalecimiento
En parejas resuelvan los siguientes ejercicios, incluyendo la férmula de la tabla que
emplean, los procesos y la comprobacién (30 minutos).

1. Determina la integral indefinida de las siguientes funciones trigonométricas usando
las tablas de integracion y las propiedades correspondientes, pide apoyo a tu
docente en las dudas que se te presenten.

a) | 5x*sen x°dx
b) [ 3tan x dx

c) |-9 cos4x dx
d) [—sen 5x dx
e) | tan®x dx

2. Determina la integral indefinida de las siguientes funciones exponenciales usando
las tablas de integracién y las propiedades correspondientes.

a)[e* dx
b) | dx
c) | 6e* dx
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Actividad de cierre

En parejas resuelvan los siguientes problemas: determina la antiderivada de las siguientes
funciones, cuida comprobar realizando la derivacién a la primitiva que encuentres (30
minutos).

@) [(5x? + % )dx
6
b) f(§3JF—4X)dx
c) f(tan 5x — 7x3)dx
5 6,
e) fsen2 x dx
2.7. Autoevaluacion
Instrucciones: Estima tu nivel de logro de los siguientes desempefios y escribe qué debes
hace para mejorarlo.

Necesito ayuda Lo puedo hacer solo Lo puedo ensenar a otros

(1) (2) (3)

Para mejorar mi desempeno
debo:

Desempenos

Calculo e interpreto la
antiderivada de cada una de
las funciones presentadas.

Aplico la diferencial para
determinar la antiderivada.

Interpreto  correctamente el
significado fisico de la funcién
que permita identificar la
constante de integracion, en la
solucion de un  ejemplo

prdctico.

Identifico las funciones
algebraicas, exponenciales y
trigonométricas.

Aplico las reglas y las formulas
de integracién

adecuadamente mediante el
uso de tablas de integracion.
Comprendo y aplico
correctamente los procesos de
integracién y derivacién para
comprobar  mis  resultados
obtenidos.
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2.9. Orientacion para el estudio
Organizo mi tiempo y actividades

Organizar el fiempo no es la meta. Organizar el tiempo es la herramienta para alcanzar
tus metas.

De hecho, la cuestion no es “cdmo organizarme”, sino cdmo organizar mi tiempo para
alcanzar la meta que tengo. Mi meta de salir de deudas, crecer mi negocio, terminar mi
proyecto, o cualquiera ofra meta que tengas.

Te compartiré un proceso de cinco pasos que te ayudard a establecer tus prioridades y
ser mds efectivo en cumplirlas. A este método lo llamaremos PAOPA, y es posible que ya
hagas uso de ello, aungue no te has dado cuenta. PAOPA representa cinco pasos:

Piensa
Anota
Organiza
Planifica
Acciona

AR

El primer paso es Pensar. Porque todo empieza con tener ideas. En nuestra mente todo
estd en circulo - pensamos en las cosas que tenemos que hacer: necesito limpiar la casa,
necesito hacer compras, necesito pagar mi deuda, necesito. Cada pensamiento regresa,
y regresa, hasta que termines esta actividad.

El problema es que la capacidad de nuestro cerebro es limitada y podemos pensar tan
solo de dos a tres cosas a la vez - cocinando, cuidando un nino, viendo la novela, es la
realidad de muchas mujeres.

Mi esposo dice que no es capaz de pensar y hacer a la vez mds que una cosa. Y es la
realidad de los hombres.

Pero, sin importar si eres un hombre o una mujer esto no es suficiente, porque todos
tenemos estos pensamientos:
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e No te dejan enfocarte en terminar esta cosa que estds actualmente haciendo,

¢ Tampoco dejan que nuevos pensamientos, tal vez ideas brillantes, vengan a tu
mente.

Por lo tanto, necesitas limpiar fu mente, y es el segundo paso, anotar.

El segundo paso, anota todos estos pensamientos que tienes. De esta manera logrards
dos cosas:
e Limpias tu mente de pensamientos - y como resultado tu mente estd tranquila, te
sientes en paz y haces espacio para nuevas ideas.
e Te aseguras de que no vas a olvidar algo importante.

Pero, cuidado: para que esto suceda tu mente necesita confiar que realizards las
actividades que anotaste.

Para tener tus notas siempre cuando las necesitas te recomiendo anotarlas en una
aplicacion que tendrds contigo en tu computadora y celular. Escribir en una hoja de papel
es también una opcidn, sin embargo, hay algo importante que debes hacer con tus notas.
iOrganizarlas!

El tercer paso es organizar tus notas, y es mucho mds facil hacerlo en una aplicacién.
Nosotros hacemos uso de Nozbe, una simple y a la vez muy poderosa aplicacién para
manejar las tareas. Es donde anotamos los pensamientos, y después los organizamos.

Sin importar qué herramienta eliges, debes desarrollar un simple sistema. Por ejemplo,
dividir fus notas en tres cajas:

e Caja de proyectos - es donde agrupas las tareas de cada proyecto, puedes anadir
informacion mds detallada y establecer la fecha.

e Lista de comprobaciéon - para organizar todo lo que no tiene fecha fija y es posible
anotarlo en pocas palabras.

e Bloc de notas - donde guardas todo lo demds, todos los pensamientos y notas de
varios temas, que no quedan en ninguna ofra caja. Para esta actividad nosotros
usamos la aplicacién Evernote.

El cuarto paso es planificar. Una vez que organizas tus notas, vas a planificar.

Revisa tus tareas, establece fechas, cuando quieres cumplirlas, y también establece las
prioridades para el préoximo dia.

Para mi, establecer las prioridades es el punto clave, y creo que debemos hacerlo cada
dia. Cada noche o cada manana dedica unos minutos para revisar tus notas y establecer
tareas que piensas hacer entre las préximas 24 horas. Si lo terminas, te queda solo una cosa
mds que hacer: Accionar.

El quinto paso es accionar. Ya sabes, QUE quieres hacer, CUANDO quieres hacerlo, y
COMO hacerlo porque lo tienes todo organizado y anotado.

Entonces, squé esperas? Toma la accidn y enfécate en la primera de las prioridades de
tu lista. Una vez que termines con ella eliminala de la lista y haz la siguiente.

iFelicidades por ser una persona que hace cosas que te acercan a lograr tfus metas!
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Si nunca has seguido este proceso no te preocupes si te toma unos dias para poner en
prdctica estos cinco pasos. Te aseguro que vale la pena desarrollar este hdbito, porque con
este proceso de administrar el tiempo serds capaz de enfocarte en lo que de verdad
importa, y pronto verds los resultados.

Video de cémo organizar mi tiempo y actividades:
https:.//www.youtube.com/watchev=uC?pUPfKT1K4&t=193s

2.10. Recursos diddacticos

e Fortalecer el tema de integral indefinida o antiderivada, para su mayor
comprension https://www.youtube.com/watch2v=fFIoMKNFACY

e conceptos bdsicos del tema http://wordpress.colegio-
arcangel.com/matematicas/files/2012/10/DICM.pdf

e Aplicacién Khan Academy

e Tablas de integracion: https://www.slideshare.net/naniddd/tabla-de-integrales-
inmediatas-27860967

e Videos de integracioén inmediata
https://www.youtube.com/playlistelist=PL7 CIXEAj-egeol2YE45XZGd5tdxZw 1 vKP

Tablas de integracion indefinidas
Tabla de integrales
FORMAS ELEMENTALES

1 Tu
udv = uv fi. du 2 fu" du = Tlu”ﬂ +C sin#-1 3 f{ = Inlul + C 4 je" du =¢e" + C
n

-

seniudu = —cosu + C 7 cosudu =senu + C

Cdu =

/
J*
8 fsec udu =tanu + C 9
/
/
/7

tn

escdudu = —cotu + C 10 secutanu du = secu + C

\\‘;\\‘;\ﬁ

cscu cotudu = —cscu + C 12 ftan udu = =Inlcos ul + C 13

11 cot u du = Inlsenul + C
. _du LU
14 secu du = Inlsecu + tanul + C 15 cscu du = Inlescu — cotul + C T s sem + C
Va*
du 1 i du 1 u+a du u
17 —tan”'— + C 18 — = — +C —sec_‘ -l +C
a + ” a a a = u 2a u—a “\/“ _ ﬂ a a

FORMAS TRIGONOMETRICAS

20 sen’ udu = %u - isen 2u+ C 21 /Cosz udu = %u + %sen 2u+C 22 -/tanl wdu=tanu —u+C

23 (2 + sen®u)cosu + C

s |

cot? udu = —cotu —u + C 24 fsen wdu =

1 3 1
cos® udu = ;(2 + cos’u)senu + C 26 ftan" udu = itanzu + Inlcos ul + C

1 1
csc’ udu = _ECSCH cotu + Elnlcsc u — cotul + C

sen(a — b)u  sen(a + b)u T
sen au sen bu du = - +C sia#b”
2(a — b) 2(a + b)

b d sen(a — b)u  sen(a + b)u C sidip
= + + 2 £ b2
COS au Cos bu du e — b Na + b sl da

1 . 1 1
27 ]coﬁ udu = —Ecotz u — Inlsenul + C 28 fsec‘ wdu = 5 secu tanu + Elnlsec u+tanul + C
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https://www.youtube.com/watch?v=uC9pUPfK1K4&t=193s
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http://wordpress.colegio-arcangel.com/matematicas/files/2012/10/DICM.pdf
http://wordpress.colegio-arcangel.com/matematicas/files/2012/10/DICM.pdf
https://www.slideshare.net/naniddd/tabla-de-integrales-inmediatas-27860967
https://www.slideshare.net/naniddd/tabla-de-integrales-inmediatas-27860967
https://www.youtube.com/playlist?list=PL7ClXEAj-egeol2YE45XZGd5tdxZw1vKP

cos(a — b)u  cos(a + b)u s s
32 sen au cos bu du = — - +C sia“#b”
2(a — b) 2(a + b)
n 1 n=1 n=1 n=2 n 1 n=1 n=1 n=1
33 sen" u du = ——sen"" wcosu + sen""" u du 34 cos" udu = —cos"" usenu + cos"™ " u du
n n n n
= n 1 =1 n=-2 s n -1 n=1 n—2 s
35 tan” u du = 1 tan" ' u — [tan" "udu sin#l 36 cot"udu = 1 cot" 7w = Jeot" “wudu sin#l
n— n =
1 s n=2 > .
37 sec” u du = I sec" " utan u + I sec" "udu sin#l
n— n—
- _ n=72 _ .
38 fcsc” wdu = I esc" 2 ucotu + 1 ]csc” 2udu sin=1
n - n—
sen” lucos™ M u  on—1 _ i
39a /sen” wcos" udu = — + sen" ?ucos™udu sin#—m
n+m n+m
sen" M ucos™ 'y m—-1 .
39b [ sen” ucos™udu = sen"ucos” Zudu sim#—n
n+m nh+m
40 /usenudu=senu—ucosu+C 41 /ucosudu=cosu+usenu+C
FORMAS QUE INCLUYEN “u" + a°
—_— U m— ., . o~ e
H [V zaode=gVir za x5 nle+ Viexal+ 45 ——=lnla+ Vi £al+(
2 2 Voo £
W+ a [ — a+ Wu +a Vi o—a fr— 1]
ﬁf—drr= \-"u'+.|?3—:r]n(—J +C 47 ]—:#u= Vit —a® —asec' —+ C
I u I a

4
e u 1 FI o e B ] .
48 [ir"v‘rr + a*du = E (2o £ @)V £ a — Elnlr; + Wt ol +

1w adu W e i R — ) _ du Vit + ot )
49 ?=;\-‘ef‘in‘¥7lnler+ Vit al +C Sl —— ==F - +
YVt xa < = Tal U ol ¥ o
_ Wil + gt Ve + o —~— . _ du it .
51 | ———du=—————+Inlu + Vi £al +¢ 52 3 Tz = + €
i i e o o

z 2,3 : 2y TS, da T .
53 [{u' + )PP du = E (2® £ Sa )W + a* + % Inle + YV £ al + L

FORMAS QUE INCLUYEN \/a* — u*

5 ". VI
_ —_—— U, & i , _ /& — i — a+ Va —au )
54 \-‘:r!—rﬁdu=:k-':r—rr'+:.q:nl—+E 55 r.h.'— Vat — ' — alnf——| + ¢
a

2 2 u

= _ 3 u 2 2 f 2 7 -1 .

W e — wdn = E{l’u' —a)Va —uw +—=sen” —+(
a

u

_wdu Wos—— @ _u )
26 =——‘v.rr—u'+—~icn =+
N = -

=

. T
—_— = +C du = — —sen =+
W a — au .

[
il 1
o [ —=—n
uVa — w &
a’ iyl

" 2 5 M., 4 e 2 .
62 = PP dn = — (50 — 2A)We —w + —sen” — + (
[1: PR du = 2 ) 8 .

a+ Ya —u du u

+C [ + C

58 /’ du __Ma - /’\“‘ E - Vet — it

F] 14T 3
1 r.n - :l :r\-'.n' - u
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FORMAS EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

63 ]m’" du = (u—1)" + C 64 jn”g’" du = u"e" = nfu”“l e'du

g 3 n+1 n+1
65 ]ln wdu =ulnu —u+ C 66 ]n” Inudu = — Inu——2 =+ C
n+1 (n+ 1)°

67 ]g"”‘ sen bu du = 1e — (@ sen bu — bcos bu) + C 68 ]g’" cos bu du = 1e ~(acosbu + bsenbu) + C
a + b a + b

FORMAS TRIGONOMETRICAS INVERSAS

' — ' 1 5
69 ]sen_l wdu=usenu+ V1 =12 +C 70 jtun_] wdu = utan u — :ln(] +u)+C
' —— . ' 1 - T3,
71 ]sec_] wdu =usec'u—Inlu + Vi =11+ C 72 ]n sen " udu = n (2u® = V)sen™u + %Vl - +C
' 1., _ . o S L = -
'B]ntun_] “d“:E(“_ + 1)tan Lu —2—" + C 74 u sec ]Hdh':%sec ]H—E\/IF -14+C
_ Il_u+] _ 1 “n+] .
75 [u"sen udu = sen 'u—-—— | ——du sin#-l
n+ 1 n+ 1)1 =42
) Il_r|+l 1 Il_1-|+l
76 [ u"tan' udu = tan' u — —du sin#-1
n+1 n+1 1+ u
I-‘"+l 1 g “J'I
77 [w"sec™ wdu = sec u — ———du sin#-1
n+1 n+1 )2 -1

2.11. Evaluacion

1.- Escribe la familia de antiderivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) =6x
b) f(x)=7x®
c) f(x) = 4x3

2.- 5Qué funciodn tiene a f(x) =2x como derivada?
3.- 3Serd esa la Unica funcidn o hay otras que tienen a f(x)=2x como derivada?

4.- Calcula las siguientes integrales algebraicas:

a. f4dx
b. f(3x2—5x+3r)dx
c. f(%\/;+'€/t_2)dt

5.- Calcula las siguientes integrales trigonométricas:

a. f(tan26+cot26)d6

b J-senzt—cott "
sent

40

CALCULO INTEGRAL




6.- Calcula las siguientes intfegrales exponenciales:

a. f (€* +1) e dx

Bloque 3. Métodos de Integracién

3.1. Intfroduccidn

La integracién de una funcidn no siempre se puede calcular con la regla bdsica
estudiada en el Bloque 2 Integral Indefinida, en el tema integrales de funciones. Para
calcular la integral de funciones mds complejas o no inmediatas se utiliza métodos de
integracién. En el Blogue 3 Métodos de Integracién estudiaremos dos de estos métodos
llamados integracién por partes e integracion por fracciones parciales.

En el contenido comenzamos con los objetivos a alcanzar del Bloque 3 Métodos de
Integracién, para los estudiantes, seguido de la teoria, ejemplos, actividades de
aprendizaje correspondiente. Para complementar tenemos las fuentes bibliogrdficas y
recursos diddcticos que permite al estudiante poder profundizar en los temas. Por Ultimo,
tenemos una actividad de autoevaluacién y evaluacion como herramienta de los
estudiantes para valorar sus conocimientos obtenidos al finalizar el curso.

Dentro del contenido del blogue se recomienda actividades de orientacion para el
estudio en temas de organizacion del tiempo y actividades de aprendizaje, desarrollo de
técnicas, hdbitos de estudio, estrategias de aprendizaje, motivacion y aprendizaje
profundo; que les permite desarrollar habilidades de estudio que facilitan el aprendizaje en
cualquier asignatura.

3.2. Objetivos
3.2.1. Objetivo general

Emplea distintos métodos de integraciéon para la solucién de una integral no inmediata
gue se relacionen con la situacidén de su contexto, coadyuvando en el desarrollo de un
pensamiento critico y reflexivo.

3.2.2. Objetivos especificos

e Conocer las condiciones bdsicas para el uso de la integracién por partes.

e Identificar la férmula de la integracion por partes y los elementos que la
componen.

e Conocery replicar el procedimiento de la integracién por partes.

e Conocer qué son las integrales por fracciones parciales.

e Comprender que caso de integrales por fracciones parciales debo aplicar para
cada funcién racional.

e Replicar los procedimientos para determinar las integrales de funciones
racionales.
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3.3. Competencias Genéricas Disciplinares
Competencias a desarrollar en el Bloque

Claves Genéricas Claves Disciplinares
Construye e interpreta
modelos matemdticos

mediante la aplicacion de
procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y
variaciones, para la
comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas
o formales.

Expresa ideas y conceptos
mediante representaciones
lingUisticas, matemdticas o
grdéficas.

Sigue instrucciones y
procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos
conftribuye al alcance de un
objeto.

Asume una actitud
constructiva, congruente con
los conocimientos y
habilidades con los que
cuenta dentro de distintos

equipos de trabagjo.

Formula y resuelve problemas
matemdticos aplicados a
diferentes enfoques.

3.4. Secuencias

Elementos integradores a desarrollar en el Bloque
Tema de eje

Transversal

Ecologia y Medio Eje Transversal

Ambiente. "
Social
Inferdisciplinariedad Se_re‘romoron las Ambiental
asignaturas que Salud
en cada plantel -
se impartan en Habilidades
Lectoras.

sexto Semestre.

3.5. Conceptos claves
e Integracién por partes: es una técnica que se utiliza para expresar una integral
en ofra expresidn que se puede determinar mds faciimente.
e Integracién por fracciones parciales: es una técnica que se Uutiliza para
descomponer o dividir una fraccion racional que se pueda integrar mds
faciimente.

3.6. Actividades de aprendizaje

3.6.1. Integracion por partes
La integracion por partes, que considerdndola de forma abreviada podriamos darla a

conocer como
Ju‘dvzu-v—jv-du

Cabe senalar que, las condiciones bdsicas para el uso de este método son las siguientes:

42

CALCULO INTEGRAL




La seccidén escogida como dv ha de ser facil de integrar
[ ]

La parte v - du debe ser mas sencilla de la original [u - dv

Este método sugiere que en el intfegrando escojamos dos partes, una serd u que de-

bemos derivar para hallar du y la ofra parte serd dv la cual al integrarla se obtendrd v. Con
producto v - du.

esto, el resultado de la integral original es el producto u - v menos la integracion del

En caso de que la integral que surja con v - du requiera una adecuacion mds para ser
intfegrada, se puede utilizar de nuevo la integracién por partes sobre ella. A continuacion,
vamos a visualizar ejemplos de la integracién por partes:

Ejemplo 1

J 3xsenx dx

Si u=3x entonces du=3 dx

Si dv=sen xdx entonces v= f.sen Xxdx=—-cosx

f3x5enx dx 3x{—cosx1—f—cos x-3dx
= —-3xcosx+3senx+C
Ejemplo 2
j ¥*Inxdx
dx
Si u=In x entonces du:T
) 3
Si dv=x? dxentonces v= =
Luego:
. 31 3 d
flenxdx - X Ar [X &%
3 3 x
3 n
*Inx 1 ;
T T3 _51 =z
21 1
_ x'Inx ls.e
3 9
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Ejemplo 3
j x* e dx

, ) . . 1 ex
Si u=x? entonces du=2x dx. Si dv=¢e** dx entonces v = f e dxy = §j e dx = =

Luego:
Ix 3x
L. . £ e
ff e dx = xz-?— T-E_r dx
2 X 2 .
= X% [ xerdx
3 3
. 3x . 1 Ix .
ahora u=x,du=dxy dv=¢"dxyv= = e™" dx. Por tanto:
2 3% | 3x 3x
3 ax x-e 2[xe fe
retdx = - |— = — dx
f 3 3] 3 3
rzei.r 20 xe:!x ei.r d
= ——|—= ] — dx
3 31 3 3
2 3x
X- e 2 . o
= ——xe + xe" +C
3 9 27

Actividad de apertura
Forma equipos de cuatro estudiantes para encontrar los elementos de la férmula de

integracién por partes (u, dv, du, v), de las siguientes funciones (15 min):
a) [x*Inxdx
b) [xcos2xdx
c) [x%edx
d) [secixdx
e) [(x+1)%e*dx

Actividad de fortalecimiento
En parejas, calculen las siguientes integrales utilizando el método de integraciéon por partes
(30 min):
a) [x?Inxdx
b) [xcos2xdx
c) [x*e*dx
d) [secixdx
e) [(x+ 1)%e*dx

Actividad de fortalecimiento
Trabaja de forma individual para calcular las integrales de las siguientes funciones (30 min):
a) [2xIndx
b) [In5xdx
c) [e*cosxdx
d) [e*(7 + 2x)dx
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e) [xtanxdx

Actividad de cierre
Trabajen en equipos de tres estudiantes para calcular las integrales de las siguientes
funciones (40 min):
a) [x*Inx
b) [(4x? —3x+ 1)cosxdx
c) [e*sinxdx
Al final, uno(a) de los estudiantes pase al pizarrdn a resolver uno de los ejercicios
explicando el procedimiento.

3.6.2. Integracion por fracciones parciales
Una funcion racional estd formada por el cociente de dos funciones polindmicas con
exponentes enteros (no negativos ni fraccionarios), es decir tienen la forma siguiente:

X
FX) = f(X)
9X)
Es decir,
ApX™ + A1 XV + Ay x™ 2 + 4 ayx? + agxt + ag

F(x) =
( ) bnxn + bn_lxn_l + bn_zxn_z + A + b2x2 + b1x1 + bo

El grado de un polinomio estd dado por el exponente de mayor valor de la variable.

Una fraccién racional puede ser propia o impropia. Una fraccién es impropia si el grado
del polinomio del numerador es mayor o igual que el grado del polinomio del denominador,
caso contrario, la fraccién es propia.

El método que mds adelante se explicard funciona con fracciones racionales propias,
de tal manera que, si se tiene una fraccidn racional impropia, es necesario hacer la divisidon
del polinomio para poder trabajar con la fraccién propia.

Por ejemplo, la siguiente fraccién impropia se convierte en la siguiente fraccién propia
al hacer la divisidn correspondiente.

x5 4+4x3 —2x*+x+5 2, 4x2 —13x + 7
=x -

x3—2x+2 x3—2x+2

Los dos primeros términos x2 vy 6 son fdciles de integrar y el problema se reduce aintegrar
la fraccion restante.

Antes de aplicar el método es necesario descomponer el denominador en factores
simples de manera que se aplique alguno de los siguientes casos:

Caso 1. Factores lineales distintos. A cada factor lineal ax+b, del denominador de una
fraccidn racional propia, le corresponde una fraccion de la forma:
A

ax+b
siendo A una constante a determinar”.
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Caso 2. Factores lineales iguales. A cada factor lineal ax+b que figure n veces en el
denominador de una fraccién racional propia, le corresponde una suma de n fracciones
de la forma:

ax+b (ax + b)? (ax + b)»
siendo Al, A2, ... An constantes a determinar

Caso 3. Factores cuadrdticos distintos. A cada factor cuadrdtico reducible ax2+bx+c
que figure en el denominador de una fraccidn propia, le corresponde una fraccién de la
forma:

Ax+ B

ax?+bx +c
siendo A y B constantes a determinar.

Caso 4. Factores cuadrdticos iguales. A cada factor cuadrdtico irreducible, ax2+bx+c,
que se repita n veces en el denominador de una fraccién racional propia, le corresponde
una suma de n fracciones de la forma:

Aix+ B, Ay, x + B, Ax + B,
ax?+bx+c (ax?+ bx + c)? o (ax? + bx + )"
siendo A y B constantes a determinar.

Ejemplos:
a) Determina la integral de la siguiente funcion:
s+1
f—a > ds
5°+5°-65

a. Eldenominador factorizado quedara de la siguiente manera:

s*+s52-6s5=5(s+3)(s-2).
De aqui las que las fracciones parciales pertenecen al caso 1, es decir:

=l A, B, C
shsigs 5 s 82
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Ordenando los factores de esta igualdad obtendremos una serie de ecuaciones como sigue:

s+1= Aol | Betstdled) | Colssdls)
s+1=A(5+3)(5-2)+Bs(s-2)+Cs(5+3)
s+1=(A+B+C)s*+(A-2B+3C)s+(-6A).

A+B+C=0
A-2B+3C=1
—6A=1

Resolviendo el sistema presentado se obtienen los valores de las constantes A=—%, B=—%y C=F,y

15
asi las fracciones quedaran en este orden:
S-I-]. 1 _z 3
6 15 + 10

3 2 - + "
s°+s°-6s 5 543 s5-2

La integracién consecuente es:

f#ds=—lf£—£ d_s+i £=—lln|s|—iln|s+3|+iln|s—2|+(ﬁ.
+5°—-6s 6Y s 15¥ s+3 10¥ s-2 6 15 10

b) Determina la integral de la siguiente funcioén:

J-r‘*_ra_r_l

. a

b. Se presentauna fraccion impropia que al dividir nos arroja el resultado siguiente:

-t ot-1 ; el
t-t2 -t
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La porcion a trabajar e fracciones parciales consta de r;‘ji con factorizacion del denominador
£ - 2 =t4t- 1) que nos recae en el caso 2.

tel _t+l A B C
Bt (-1 t t* t-1

Que arroja laigualdad t+ 1 = At(t - 1) + B(t - 1) + Ct* y de aqui se forma el sistema:
A+C=0

_A+B-=1
_B=1

Dandonos las soluciones A=-2, B= -1y C=2. Confirmando que el integrando se puede sepa-
rar en fracciones parciales:

f“—:_——tf—ldr= f[t *:1”] J‘l ———+—Hdt Jraesaf . p%

Resolviendo cada integral con los métodos ya vistos se concluye que:

t -t -t-1
J'—

5 m‘ﬁm4qlﬂfﬁ—ql—-4 +2ln|t|-t-2ln|t-1]|+C.

c) Determina la integral de la siguiente funcion:
J-X3+X2+X+2
¥t +3x%42

¢. Factorizando el denominador se tiene que x* + 3x2 + 2 = (x2 + 1)(x* + 2), notando que se trata cla-
ramente del caso 3. Entonces:

Xextex+2 Ax+B Cx+D
r 3 == t—3 -
X +3x 42 X +1 Xx°+2
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Agrupando esta igualdad se deduce el sistema:

A+C=1
B+D=1
2A+C=1
2B+D=2

CuyoresultadoesA=0,B=1,C=1y D=0. Con esto la integral se transforma en:

Xaxtixs2 1 X
% = X + ax .
J‘ xt3x%52 J‘X2+1 J‘;7(2+2

Tomando los medios de integracién vistos concluimos lo que se presenta a continuacion:

fx3+xz+x+2

1 1 2x 1
dx = dx+— dx =arctanx+=In|x*+2|+C.
X 43x142 J';(1+1 2fx2+2 2 | |

d) Determina la integral de la siguiente funcion:

fxs—x“+4xa—4x1+8x—4
(x*+2)

d. Paraeste inciso del caso 4 tenemos:

X -x'+4x’-4x*+8x-4 Ax+B  Cx+D

. Ex+F
(x*+2)?

X2 {M"‘+2]2 I (4.‘¢:2+?_]3 .

Al realizar las operaciones pertinentes llegaremos a un sistema de ecuaciones como el si-
guiente:

A=1
B=-1
4A+C=4
4B+D=-4
4A+2C+E=8
4B8+2D+F=—4

Donde los valores alcanzados por este sistemason: A=0,B=-1,C=0,0=0,E=4yF=0.Asi
que nuestra integral sera:

Xo—xtedx?-4x?+8x-4 x-1 4x
f (x*+2) dx:fx2+2dx+f[xi+gf

Ordenédndolas apropiadamente podremos integrar cada una de estas fracciones parciales:

fx5—x“+4x3—4x2+8x—4
(x*+2)?

le 2 Hx 1
'zfx*+2dx fx‘+{-ﬁ]2+2ﬁx +2)7 2xdx

1 1 X -
=ZIn|x*+2|——m=arct —(x*+2)7+C.
2n|Jc+ | Ear an[:E) (x*+2)"+

dx
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ACTIVIDADES DEL TEMA
Actividad de apertura
Trabaja en equipo de dos para readliza un mapa conceptual o mental del tema de
integracién por fracciones parciales, con ejemplos y mencionando los siguientes subtemas:
definicién de fracciones parciales, fracciones racionales propias e impropias, caso 1, 2, 3y
4 (20 min).

Actividad de fortalecimiento
Trabaja en equipo de dos para identificar a que caso (factores lineales distintos, factores

lineales repetidos, factores cuadrdticos distintos o factores cuadrdticos repetidos)
pertenece cada funcién de fracciones del siguiente cuadro (25 min):

xt—xd —x—1
J’ x:;_xz dx
J‘ dx

x: 4+ Txr+ 6
J’ x+ 3 d

E—dxt 4
J‘ xtdy

x¥4+2x¢ 4+ 1
J 2x 1

G—1)2

- 5x? —42x + 35
J (Bbx + 5)(x — 3)¢

dx

ix

Jx3+x3+x+2
a4 3x? 4 2

bx? —3x+1
J- dx

dx + 1x* + 1)

J fx® —15x + 22
G+3G7 27

J xtdx

¥t 4+ 2xi+1
x¥3 4 Fx* —Bx +5
(x—1)3(x +1)7

f Tx+1 d
x
¥+ axi4 12+ 8

Actividad de cierre
De forma individual resuelve las siguientes integrales:
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J'Z.lf+l

x-4
J‘ dx
J- 2dx X +2x s x
2x +5x+2
J- 2x-1
J- £ e " X —x1-2x
Xrx—b

3.7. Autoevaluacion
Instrucciones: Estima tu nivel de logro de los siguientes desempenos y escribe qué debes
hacer para mejorarlo.

Necesito ayuda Lo puedo hacer solo Lo puedo ensenar a otros
1 2 3

Desempefios - == Para mejorar mi desempefio
— ~_debo: |

Comprendo las condiciones de
cuando debo aplicar la
integracién por partes.

Identifico la féormula y elemento
de la férmula de integracién por

partes.
Aplico de forma correcta el
procedimiento de la

integracién por partes.
Conozco cuales son las
infegrales por fracciones
parciales.

Comprendo las condiciones de
cudndo debo aplicar en cada
caso de integracién  por
fracciones parciales.

Aplico de forma correcta el

procedimiento de la
integracién  por  fracciones
parciales.

3.8. Fuentes bibliogrdficas
e Escalante, L. (2020). Cdlculo Integral. Guanajuato, Mexico: Book Mart.
e Herndndez, E. (2016). Cdlculo Diferencial e Integral, con Aplicaciones. Revista
Digital Matematicas Educacion e Internet, 286-291.
e Araujo, F. (2018). Calculo Integral.Cuenca, Ecuador: Universitaria Abya-Yala.

3.9. Orientacion para el estudio

3.9.1. Gestion del tiempo y organizaciéon de nuestras actividades

Si tienes realmente mds tareas en tu rutina diaria de las que puedes abarcar, entonces
estds organizando mal tu agenda. Puede que haya un problema a la hora de decir que
no, a la hora de calcular el tiempo que te llevard cada cosa, de asumir responsabilidades
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que podrias delegar o gue no son tuyas, de poner limites, o de pedir ayuda. Si mds bien el
problema es que no encuentras hueco para cosas que consideras importantes, que haces
mucho, pero sientes que no avanzas, que estds siempre ocupado, pero no eres productivo,
o gue pierdes el tiempo y no sabes en qué, etc. Entonces puede que haya varios hdbitos
que modificar para optimizar el uso de tu tiempo.

1. Autoandlisis. ;Cémo gasto mi tiempo?

Revisa tu dia a dia, las actividades que redlizas y las cosas que consumen tu tiempo,
foma nota de ello. Puedes incluso (y te recomiendo) ufilizar herramientas para hacerlo, la
aplicaciéon aTimelLogger o en contexto mds laboral la aplicaciéon Toggl. Te ayudard a tener
una buena base sobre la que trabajar tu organizacién.

2. Evitar y eliminar distractores

Mi primer consejo es eliminar el multitask y los distractores. Nuestro cerebro no tiene
capacidad para procesar en paralelo: sino que va saltando su atencién de una actividad
a ofra. Cuando las interrupciones son frecuentes o vamos saltando de una cosa a ofra en
poco tiempo, no conseguimos profundizar ni focalizarnos en ninguna. Hemos de entrenar
nuestro “Focus” (por cierto, este es el fitulo de un libro estupendo de Daniel Goleman, si no
lo has leido te lo recomiendo Focus (Ensayo))

Elimina las interrupciones: Procura trabajar de forma continuada y en una sola cosa a la
vez. Si estds escribiendo un informe, no atiendas llamadas ni mires el e-mail. Las
interrupciones rompen la concentracion y tardamos en volver a conectar, nos hacen mds
lentos, cometemos mds errores, y ademds nos generan ansiedad.

Es imposible en algunos contextos eliminar las interrupciones por completo, pero hemos
de tener un método para evitar todas las que podamos:

Consultar el e-mail, mensajes (personales y de tfrabajo) sélo en momentos concretos y
cuando sabemos que podremos responder (y no cada vez que recibimos uno). De nada
me sirve leer un e-mail de un cliente a las 23h, o ver un mensaje de un amigo justo antes de
entrar en la ducha. No te preocupes por “zy si es algo urgente2” de ser asi llamardn varias
veces o buscardn la forma de contactarte.

Cuando precisamos concentrarnos comunicar que no queremos ser interrumpidos para
que los demds lo tengan en cuenta.

No empieces varias cosas a la vez. Si por ejemplo en el frabajo te piden una nueva tarea
importante mientras estds haciendo una cosa, toma nota para ponerte con ello en cuanto
acabes. Repito: Una cosa ala vez. Si estds cocinando no dejes lo que estds haciendo “un
momento” para irte a regar las plantas porque las ves algo mustias, y ademds escribir un
WhatsApp a tu hija, una cosa a la vez. Sino te da tiempo de empezar y acabar algo, define
mejor el tiempo o hasta dénde lo hards (por ejemplo: “voy a planchar lo que me dé tiempo

en media hora™." Voy a estudiar el temario de Biologia de 16 a 17.30", “voy a leer el primer
capitulo”, etc.).

En el trabajo establece unas horas para recibir llamadas, y consultar e-mails. También
puedes comentar a los demds tus horarios para que lo tengan en cuenta (“lldmame
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preferentemente a tal hora que suelo estar mds disponible”, o “consulto los e-mails a
mediodia y a media tarde”).

Por supuesto si necesitas concentrarte en algo elimina posibles interferencias: fuera maévil,
redes sociales, internet, etc. Puedes incluso impedirte 10 mismo la entrada a determinadas
Webs y aplicaciones utilizando otros programas y Apps como Self Control, o Focus, entre
otros que podrds encontrar. También puedes quitar el sonido a las notificaciones de mavil,
apagar la tele, o si se acerca tu amigo a charlar comunicale amablemente que estds
ocupado y gue si no le importa hablardn luego.

3Te cuesta mantenerte concentrado? Puedes recurrir a técnicas como Pomodoro o
practicar ejercicios de atencion plena o mindfuldness para entrenarte a concentrar tu
atencién.

Organiza tu entorno: procura que tanto tu casa como tu espacio de trabajo estén limpios
y ordenados, el orden de nuestro entorno fisico ayuda al orden mental.

3. Diferenciar lo urgente de lo importante:

sRecuerdas el cuento de las piedras y el frasco? 3Cudles son tus piedras grandes? sQué
cosas son importantes o prioritarias? gFamilia, salud, amigos, una actividad que te hace
disfrutar, inquietudes intelectuales?

Muchas veces estamos llenos de pequenas cosas urgentes (arenilla) que no nos deja
lugar para lo realmente importante. Hacemos mil cosas y tenemos la sensacién de no haber
hecho nada. Haz una lista de tus “piedras grandes”, de las cosas que son importantes en tu
vida. Luego traducelo en acciones concretas que puedas incorporar en tu dia a dia (por
ejemplo: llamar a mi padre cada martes a las 20h, ir a clase de yoga el sdbado a las 10h,
jugar media hora con mi hijo al llegar a casa del trabajo, quedar para tomar un café con
mi amiga Marta, dedicar el domingo de 20 a 21 a escribir poesia en mi libreta).

4. Busca un método para organizarte, lleva agenda. Planifica

Si, puede parecer muy obvio, pero no lo es: la planificacién es fundamental. Planifica
por escrito. Muchas veces confiamos en nuestra mente para todo y no recurrimos a soportes
externos, mal. No satures la “Ram” de tu cerebro con listas de tareas, usa herramientas
externas: aplicaciones, agendas, calendarios, etc. Tanto para lo profesional como para lo
personal. Hay métodos como el GTD (Get Things Done) que pueden darte pautas de
organizacion, o puedes buscar tu propio método: pero aprende a planificarte a corto,
medio y largo plazo; y a no confiar solamente en tu “cabeza”. Lleva agenda,
planificadores, listas, calendarios, etc. Puede ser dificil al principio si no tienes el hdbito de
hacerlo, pero puedes aprenderlo e incorporarlo en tu dia a dia.

Tanto de las actividades que precisas realizar en tu dia a dia, como de tus ideas,
proyectos a largo plazo, peliculas que te han recomendado, lugares que te gustaria visitar,
libros que leer, objetivos personales, etfc.

Por ejemplo: Tener una lista de peliculas recomendadas y echarle un vistazo cuando
decidas pasar una noche de cine facilita las cosas. O ir desarrollando una idea que se te
ha ocurrido de un nuevo proyecto en una libreta y juntar toda la informacién al respecto
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para plantearte el llevarla a cabo y cémo, evita que esa idea se pierda y facilita que
puedas desarrollarla y concretarla mejor.

Se trata de conseguir un buen equilibrio entre planificacién e improvisacion: ordenar y
planificar tu dia a dia, tu ocio, tus ideas, pero sin ser rigido.

5. Ala hora de apuntar las tareas en tu agenda o planificador ten en cuenta:
sCudles son las actividades o tareas mds importantes y cudles las rutinarias?

Divide las tareas grandes o a largo plazo en pequenos pasos hasta llegar a tareas que
puedas ir colocando en fu agenda diaria. (Por ejemplo: “preparar la fiesta de cumpleanos
de Ana” se traduce en acciones como comprar globos, buscar receta de tarta y comprar
los ingredientes, hacer las invitaciones, enviarlas, efc.)

5Qué quieres acabar hoy?

sCudnto tiempo te llevard cada cosa? ten en cuenta incluso un margen de imprevistos
o tiempos de desplazamiento.

5Cudl es tu mejor momento del dia? Hay horas del dia en las que rendimos mds, tenemos
mds energia, y otras en las que no. Ten en cuenta tu nivel de energia a la hora de asignar
las tareas en tu agenda.

Traduce tus objetivos en acciones concretas para llevar a cabo (Por ejemplo: “Ponerme
en forma"” se puede traducir en: “salir a correr 20min por la manana lunes, miércoles y
" 1]

viernes”, “ir a patinar el domingo”, *Hacer la lista de la compra del sdbado priorizando fruta,
verdura y productos saludables”)

6. Revisa. Detecta problemas y busca soluciones

Pensamiento irracional. Personalmente me gustan las planificaciones y revisiones
semanales, pero lo importante es ir haciéndolo cada poco tiempo: revisa tu agenda y
evalla "cdémo fue la semana”. sHas cumplido todo lo que te has propuesto? sHay cosas
para las que no has “encontrado hueco”2 3Qué ha pasado?

Puedes de esta manera detectar problemas y solventarlos:

* sllené la agenda con demasiadas cosas para este dia?

»  sDefini mal los objetivos?

» sTuve falta de motivacién? sMe puse excusas para no hacerlo?
* 3No tenia energia o no conseguia concentrarme?

e sPrioricé otfras cosas que no estaban en la agenda o me distraje?
e sMellevdé mds tiempo del previsto?

e 3Algunimprevisto?

Esta revision hard que la planificacién de la semana siguiente sea mejor, y que puedas
frabajar los problemas que te hayan impedido cumplir tus objetivos.

7. Cambia los “Tengo” por “Quiero”
Como he comentado en varias ocasiones, la forma que fenemos de contarnos a
nosotros mismos las cosas determina cémo las vivimos emocionalmente. Sihay una palabra
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que quite energia esa es "“Tengo”- Si planifico mi dia usando este imperativo es probable
gue acabe agobiada y desmotivada:

e " Hoy TENGO que, esto y lo otro, y TENGO que..." ufff ya de solo pensarlo me pesa.
Sin embargo, cuando usamos otras palabras como “me gustaria”, “quiero”, “elijo”,
“prefiero”, la sensacion es diferente.

e “Hoy TENGO que ir al gimnasio” Vs “Hoy ME ENCANTARIA ir al gimnasio”

e "Hoy TENGO que terminar el informe” Vs “Hoy QUIERO terminar el informe™

sSe siente diferente verdad?

3.10. Recursos diddacticos

= Video integracion por partes
https:.//www.youtube.com/watchev=923kW5colCAU&1=352s

= Calculadora de integrales https://es.symbolab.com/solver/indefinite-integral-
calculator

= Libro de cdlculo integral
http://galois.azc.uam.mx/mate/LIBROS/matematicas3.pdf

= Video de integraciones por fracciones parciales
https://www.youtube.com/watch2v=6pFmUh41jsQ

3.11. Evaluacion
Resuelve los siguientes ejercicios:
a) Menciona las condiciones que debe presentar una funcién para poder aplicar
la integracion por partes.

b) Coloca en los paréntesis los nUmeros que les corresponden de los elementos de
la integracion por partes, tomando en cuenta que la funcién a integrar es:

j 3x sen xdx
( )senxdx 1. U
( )3dx 2.V
(  )-cosx 3. du
()3 4. dv
c) Calcula laintegral de la siguiente funcién:
f 5x% sen xdx
d) Calcula laintegral de la siguiente funcién:
j9x2 In x dx
. . . .7 dx
e) Calculalaintegral de la siguiente funcion: J‘m
f) Calcula la integral de la siguiente funcion: dx
J’ V9 + 4x?
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https://www.youtube.com/watch?v=93kW5colCAU&t=352s
https://es.symbolab.com/solver/indefinite-integral-calculator
https://es.symbolab.com/solver/indefinite-integral-calculator
http://galois.azc.uam.mx/mate/LIBROS/matematicas3.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=6pFmUh41jsQ

Bloque 4. Integral Definida y Aplicaciones

4.1. Introduccién

3Te has preguntado cdmo se mide el drea de una montana o la cantidad de agua que
contiene un océano? En este bloque utilizards diversas técnicas para realizar cdlculos
mediante el uso de la suma de Riemann, la integral definida, dreas entre curvas y a
determinar volumenes mediante herramientas de andlisis del cdlculo integral.

El conocimiento de las matemdticas modernas se ha logrado a la continuidad de los
estudios de diferentes personagjes, en este caso Gauss y Riemann relacionaron sus ideas de
la sumatoria y la geometria para calcular dreas que se generan bajo una curva, dando de
paso un apoyo al cdlculo integral y a incontables dreas del conocimiento de la fisica
moderna.

La suma de Riemann ayuda a calcular el drea bajo una curva mediante un proceso
ingenioso de aproximacion que consiste en sumar las dreas de un numero infinito de
rectdngulos. También la suma de Riemann ayuda a definir la integral definida.

La integral definida es una herramienta poderosa y Util con la que cuenta el cdlculo
integral, calcula el drea bajo la curva. Una integral definida se emplea si se desea obtener
la integral de un intervalo cerrado, se requiere restar la integral indefinida evaluada en el
limite superior del intervalo menos la evaluada en el limite inferior del intervalo. Con este
procedimiento se estaria obteniendo el drea bajo la curva en una forma exacta.

Otra de las aplicaciones de la integral definida es realizar el cdlculo del volumen de
sélidos en revolucidn, utilizando el mismo principio del cdlculo de drea bajo la curva. De
forma general la aplicaciéon de la integral definida nos permite calcular el drea o volumen
de forma prdctica de objetos con formas irregulares o tamanos inimaginables.

4.2. Objetivos

4.2.1. Objetivo general

Utiliza la integral definida y diversos procesos de integracién para resolver situaciones
reales o hipotéticas del medio que lo rodea, favoreciendo la construccidn de nuevos
conocimientos al afrontar los retos que se le presentan.

4.2.2. Objetivos especificos

e Emplea las propiedades de la sumatoria en la solucién de sucesiones.

e Aplicala suma de Riemann para aproximar el cdlculo de dreas bajo la curva.

e Emplea la definicién de la integral definida como un proceso para el cdlculo de
drea bajo la curva.

e Identifica la definicién de la integral definida como una herramienta para el
cdlculo.

e Aplica laintegral definida para el cdlculo del drea entre curvas.

e Aplica laintegral definida para el cdlculo de volumen de un sdélido de revolucion.
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4.3. Competencias Genéricas Disciplinares
Competencias a desarrollar en el Bloque

Claves Genéricas Claves Disciplinares
Construye e interpreta
modelos matemdticos

mediante la aplicacion de
procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y
variaciones, para la
comprension y andlisis de
situaciones reales, hipotéticas
o formales.

Expresa ideas y conceptos
mediante representaciones
lingUisticas, matemdticas o
grdéficas.

Sigue instrucciones y
procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos
conftribuye al alcance de un
objeto.

Formula y resuelve problemas
matemdticos aplicados a
diferentes enfoques.

Argumenta la solucién
obtenida de un problema,
con métodos numéricos,
grdficos, analiticos o
variaciones, mediante el
lenguaje verbal, matemdtico
y el uso de las tecnologias de
la informacién y la
comunicacién.
Interpreta tablas, grdficas,
mapas, diagramas y textos
con simbolos matemdaticos y
cientificos.

Utiliza las tecnologias de la
informacion y comunicacién
para procesar € interpretar
informacion.

Articula saberes de diversos
campos y establece relaciones
entre ellos y su vida cotidiana.

Asume una actitud
constructiva, congruente con
los conocimientos y
habilidades con los que
cuenta dentro de distintos
equipos de frabgjo.

4.4. Secuencias

Elementos integradores a desarrollar en el Bloque

Tema de eje
Transversal

Ecologia y Medio Eje Transversal

Ambiente. ;
Social
Inferdisciplinariedad Se_re‘romoron las Ambiental
asignaturas que Salud
en cada plantel -
se impartan en Habilidades
Lectoras.

sexto Semestre.
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4.5. Conceptos claves
¢ Suma de Riemann: se entiende como una sucesidon de sumas, donde la letra i es
el valor con el cual comienza la suma, n es el valor donde termina la suma.

n
Y
i=1

¢ Integral indefinida: la integral definida de una funcién y = f (x) es un escalar,
definido por

fbf(X)dx = F(b) - F(a)

o Area entfre curvas: es el drea de la regidn R limitada por las graficas de y = f (x), y
=g (x),x=a,x=b.

e Sdlido de revolucion: el sélido generado al girar alrededor del eje x, la regidon
limitada por la gréfica de y =f (x), el eje (x) y las grdficas de x =ay x = b. El eje x
es un eje de simetria de dicho sdélido y una seccidén recta perpendicular al eje x
es un circulo.

4.6. Actividades de aprendizaje

4.6.1. Area bajo la curva

4.6.1.1. Suma de Riemann

Muchos de los conocimientos desarrollados por los matemdticos vienen por la armonia
de sus predecesores, en este caso, la Gauss y Riemann contribuyeron en mucho al
desarrollo de las matemdaticas modernas, entre las que se destacan la teoria de niUmeros,
el cdlculo integral, la estadistica, geometria y muchas aplicaciones de nuestra vida
moderna.

Vamos a ver en este caso como se utiliza la sumatoria, la cual es representada por la
letra mayuscula sigma 3. En forma general, la sumatoria puede entenderse como una
sucesion de sumas, donde la letra i es el valor con el cual comienza la suma, n es el valor
donde termina la suma, la expresidn xi es el término a sumar.

n
S xi
i=1
La expresion se lee: “sumatoria de x sub-i desde i=1 hasta n”
Algunas propiedades de la sumatoria:
a) Yrpk=m-m+1k
D) Shpnk(x) = k Yh,xi

c) Xim(xi+yi) = XLy xi + Xy i

Algunas férmulas de las sumatorias:
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Ejemplos:
Ejemplo 1. Determina la suma de las siguientes expresiones:

4
Z 6
i=1

Solucion:
1, 6=6+6+6+6=24
Comprobamos con la férmula de la propiedad.
n

Comom=1,n=4,k=6entonces (4-1+1)6=(4) 6=24

Vamos a ver la utilidad de la suma de Riemann en el cdiculo de dreas, supongamos que
tuviéramos un terreno de esta forma y quisiéramos determinar su drea.
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e=452

d=48

40 1 H 3 | B — ] ) 1 AV ) 5 3 St i 2 3

Figura 1 figura 2 figura 3 figura 4

En la figura 1 se aprecia el cdlculo del drea utilizando la integral definida que verds mds
adelante, enlafigura 2, 3y 4 se aprecia el uso de la suma de Riemann en la cual se utilizaron
3. 5y 100 rectdngulos respectivamente, para aproximar el drea que tiene el terreno. Nota
que la figura 1 vy la 4 tienen gran aproximacion en el valor del drea que existe bajo esta
funcion. Vamos a ver a continuacién como se utiliza la suma de Riemann para el cdlculo
de dreas.

De manera mds formal el cdlculo de dreas usando la suma de Riemann la podemos
establecer como el limite de la sumatoria de las dreas de los infinitos rectdngulos que se
utilicen, su expresién es:

At :1!1_{1;10 Z?:l Ay - f(xi)

At=serd el valor del drea total.

Je s . . b—
El valor de 4, es el ancho del rectdngulo y se calcula con la férmula siguiente A4, :Ta,

donde b es el limite izquierdo, a es el limite derecho y n es nUmero de rectdngulos.

Las coordenadas xi se determina con la formula xi = a + i4,

Con f(xi] determinamos las alturas de los tridngulos.

De manera que la multiplicacion de 4, - f(x;) da como resultado el drea individual Ai de
cada fridngulo. El limite de estas dreas infinitas serd el drea bajo la curva.

Ejemplo 2. Determina el drea bajo la curva de la expresiéon f(x)= 8x + 7, en el intervalo de
x=1ax= 5, aplicando las sumas de Riemann 5 rectdngulos de aproximacion.

Solucién: La idea en este caso es trazar infinitos rectdngulos en el intervalo de 1 a 5, para
ello requerimos saber el ancho de cada rectdngulo y el drea que poseen, para luego hacer
la sumatoria de cada una de ellas y determinar el drea total, vamos por pasos.

—bza _ 571

a) Elancho del recténgulo se logra con la expresion 4, = =

n n

b) Ahora calculamos las coordenadas de las alturas con la férmula
. . . 4 . . A4
xi=a+id,=1+1i (;) entonces xi =1+1i (;)

60

CALCULO INTEGRAL




c) Vamos a calcular ahora las alturas de los rectdngulos f(xi), para ello sustituimos los
valores de xi en la ecuacién original.

f(xi) = 8xi+ 7, pero si observamos el paso b) el valor de xi =1 +i(%)
_ 4 /32 /32

fxi) = 8(1+l(—))+7=8 +l<—))+7= 15+l(—)

n n n

d) Ahora vamos hallar las dreas individuales Ai = 4, - f(x;)
. 4 . (32 _ 60 . (128
ai= 115 +i(F)] = 5+i(E)

e) Vamos hacer la sumatoria de cada una de las dreas individuales

n

_ 60 /128
At = lim ( {— + l(—z)}
n-oo - L Un n
=1
f) Resolvemos la sumatoria aplicando las propiedades
60 . 128 1 128 . 1
?=17 +Z?=1l? = ; i:160 +F ?:11 =; (Tl— 1+1)60

Lyni60 =2m-1+160 =B
128 . 128 (n+1) _ 64 _
w Ihi= D= Ter -

Por Ultimo, resolvemos el limite de la sumatoria.

1

_ 64
At = lim (60 + 64 +—) = 124 u?
n—o0o

ACTIVIDADES DEL TEMA
Actividad de apertura
En equipo de tres infegrantes determinen la suma de |as siguientes expresiones empleando
las propiedades y férmulas de las sumatorias (20 min):

e) 1'6:1 3i
NS
g) Xi.,i?
h) i, 7i

Actividad de fortalecimiento
Reunidos en parejas organicen los pasos secuenciales que se sugieren aplicar para
determinar el valor del drea bajo la curva aplicando la suma de Riemann (10 min):

a) Calcularlas coordenadas de la altura xi

b) Sustituimos xi en la funcién original y con eso hallamos la altura f(xi)

c) Determinar el ancho del rectdngulo A,

d) Sumar las dreas individuales siguiendo las propiedades de las sumatorias

e) Determinar las dreas individuales

f)  Aplicar el limite a la sumatoria de las dreas individuales

— — > — —

Actividad de fortalecimiento
Reunidos en parejas, determinen el drea bajo la curva aplicando los pasos de la suma de
Riemann para las siguientes funciones (40 min):
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a) Determina la suma de Riemann para la siguiente funcion f(x) = é6x — 5 en el intervalo
dex=2ax=6

b) Compara tus resultados obtenidos con la calculadora GeoGebra aplicando el
comando: Infegral (6x -5, 2, 6)

Actividad de cierre
En parejas resuelvan el siguiente ejercicio (15 min):
a) Determina la suma de Riemann para la siguiente funcidn f(x) = 4x + 3 en el intervalo
de x=-2 a X=4
b) Compara fus resultados obtenidos con la calculadora GeoGebra aplicando el
comando: Integral (4x +3, -2, 4)

4.6.1.2. Integral definida

El teorema fundamental del cdlculo sefiala:
Si una funcidn f es continua en un intervalo [a, b] entonces,

ff(X)dx = F(b) - F(a)

Donde F es una funcién tal que F(x)= f(x) para toda x en el intervalo [a, b].
Podemos iniciar con el cdiculo de dreas y volUmenes empleando la integral definida, la
cual nos representa el drea bajo la curva o mds bien entre la curva y el gje.

Es importante comprobar que las curvas que delimitan el drea realmente sean funciones
de la variable de integracion y.

Hay que considerar que la integral y drea no son lo mismo, por lo que se debe recordar
gue una integral realmente es un “drea con signo”.

Ejemplo:
Calcula el drea limitada por f(x) = —x% + 4 en un intervalo de [-1, 1]:
A= [ (% + 4)dx

—x3 1
A= T + 4X] 1
[ —(-1)?

A= [T+4(1)] —[ . +4(—1)]
-1 1
a=l5+4|-[z-4

22
A==

3

ACTIVIDADES DEL TEMA
Actividad de apertura: En equipo de tres integrantes resuelvan los siguientes ejercicios de
integrales definidas y expresen sus conclusiones (10 min):
1) f_11(4x3 + 5x% —x + Ddx
1
2) [J,Bx*+x+1)dx
3
3) [, (x* +5x + 1dx
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Actividad de fortalecimiento: En parejas resuelvan lo siguiente (20 min):
D [°5dx
2) f_sl xdx
3 [,(2x+3)dx
5

4 [4xidx
2

5) Calcular la distancia recorrida por un cuerpo que se mueve con una velocidad
constante de 3m/s, durante los primeros 6 segundos de movimiento.

Actividad de cierre
En parejas resuelvan el siguiente ejercicio (20 min).
Calcular el espacio recorrido por un cuerpo con movimiento rectilineo y cuya velocidad
la describe la funcion:
v(t) = =2t +2t+1

Nota: para encontrar el valor méximo y minimo es necesario el uso de la férmula general,
debido a que es una ecuacién cuadrdtica.

4.6.1.3. Area entre curvas

Sean fy g dos funciones con dominio en el intervalo [a,b], tales que f(x) = g(x) para x €
[a.b]. Vamos a determinar cudl es el drea de la regién R limitada por las grdficas de y = f
(x),y =g (x), x=a, x = b que se muestra a continuacion:

&
ax;
Construimos un conjunto de rectdngulos tales que la suma de sus dreas sea una
aproximacion al drea.

Entendiendo que la medicion del drea entre curvas se realiza a fravés de la suma de un
conjunto de rectdngulos que conforman el drea formada pory =f(x), y =g(x), x=ayx=Db,
Cuyos sensores es Ax; y f(t;) obtenemos la siguiente formula:

b b
4= f h(x)dx = f [F () — g(0)] dx
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Ejemplos:
a) Hallar el drea de laregion R limitada por las gréficas de las ecuaciones y = %x +1,

y=0,x=-2,x=4

-l

La mecta con ecuacidn y= i +1 interseca al e xen el punto (2,0)

=

MNote que la regidn K estd formada por dos partes, las regiones Hy v Bz, por lo que el amea de R =
drea de Ry + area de K.

La megidm R estd imitada superiormente por la grafica de y = # + 1, inferiormente: por lade p=10,

lateralmente porlade r=—2y x=2

=

Luegon
R
amade By = |I ﬂlT_l_nlfh
=2 e
= | —+=x
1 4 | =2
= 4(wl)?

_ o ) _ o —x
La regidn Rz esta imitada superiormente por la grifica de y =0, inferiorment: porlade y= —+1,
lateralmente porlade r=2y x=4. B

Luego:
nd .
amade B = || 0—|—+1||dx

Jz | L 2 !
o

= || |i—]||:'.l1.1.'
Ja A2

= |3 |1

= 1(uwl)

Por tanto, el drea de Res igual ar 4+1=5 (w.])%.

b) Hallar el drea de la regién R limitada por las grdficas de las ecuaciones: y =
(x—2)?

1,y=§x+§,x=4
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Solucion: Graficamente se Hene:

i (x-2)2
MNote que las gréficas de y=

2 2
—1, y= -x+_ se intersecan en el punto (—1,0). Eneste caso, el
b ] ]

drea del i—€simo rectingulo es:

[[2 2 (t—2)
Shes |- [ ~1||-ax
|\ 5 3 .9 |
y la suma de aproximacién estid dada por:
nozo 2 [(g-2)°
E*ltrr—: =2 IH'iTr
=15 : g
Se tiene que:
Mz 2 (x-2P7 |
A = —X+—— +1|dx
115 5 I
(x2 2 (x-2P v _.8 8 (1221 ) 25,
= —_—t—f————+X = =t ——— 4= === —— = —
|3 35 27 -1 3 o 27 s 5 27 ] 27

ACTIVIDADES DEL TEMA

Actividad de apertura
Trabaja en equipo de dos para encontrar el drea entre las curvasy = 6 —x? ylarectay = x
(30 min).

Actividad de fortalecimiento
Trabaja de forma individual para encontrar el drea comprendida entre las curvas y = vx + 1
ylarectay = x — 1 (30 min).

Actividad de cierre
Trabaja de forma individual para resolver el siguiente ejercicio: Un carpintero requiere
determinar el drea de una pieza que delimitan las funciones y = —x y y = 2 + x2. Redliza el
grdéfico correspondiente y halla el drea que delimitan las funciones (30 min).
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4.6.2. Volumen de un sélido de revolucion

Recibe el nombre de sdélido de revolucién, el sélido generado al girar alrededor del eje
X, laregién limitada por la grdfica de y = f (x), el eje (x) y las gréficas de x=ay x = b. El eje x
es un eje de simetria de dicho sdélido y una seccidén recta perpendicular al eje x es un circulo.
Como podemos observar en la siguiente figura:

~y=fx)

Para determinar el volumen de este tipo de sdlidos seguiremos un procedimiento similar
al utilizado para el drea de una region, aproximando el “volumen” de un sdlido de
revolucién por medio de una suma de volUmenes de sélidos mds elementales en los que el
volumen ya ha sido definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los sélidos elementales, asumiendo
gue el volumen de un disco circular es, por definicidn, el producto del drea A de la base
por el espesor h (o altura).

[fz

Consideremos ahora los n discos circulares que existen, contienen un sélido de revolucién
cuyos sensores son Ax1, AX2, ..., Axi, ..., Axn, y cuyas bases tienen radios f (1), f (t2), ..., f (ti),
..., f(tn). Como podemos observar en la siguiente figura:

T

Entendiendo que la medicidn del volumen de un sdlido de revolucion se realiza a través
de la suma de los discos o cilindros (el volumen esta dado por el producto del drea A de la
base por el espesor h = nr? = h) que conforman una funcién cuyos sensores es Ax; vy f(t;)
obtenemos la siguiente formula:

b b
V=f h(x)dx = J- [f (x)]? dx

Consideremos ahora dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado [a,b], tales que
f(x), g (x) para x [a,b]. Como podemos observar en las siguientes figuras:

66

CALCULO INTEGRAL




y=flx)

y=glx)

Deseamos determinar el volumen V del sélido de revolucion generado al girar la region
R alrededor del eje x (note que en este caso no giramos la regién R alrededor de una de
sus fronteras). El sélido generado se muestra en la siguiente figura:

Se muestra a continuacion el i - ésimo rectdngulo y el i - ésimo anillo circular generado all
rotar aquel alrededor del eje x. Observemos bien que el volumen que deseamos calcular
es el volumen de la f(x) - g(x)

ﬂrl.} e
a b
Luego, el drea del anillo circular es:
fitd
2(%)
=7
%

Entendiendo que la medicidén del volumen de un sdélido de revolucién ahora dos
funciones f y g, se realiza a través de la suma de los anillos o arandelas (el volumen est&
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dado por el drea de la f(x) menos g(x) por la altura = z[f(x)]? — [g(x)]?) que conforman
una funcidén cuyos sensores son Ax;, f(t;) y g(t;), obtenemos la siguiente formula:

b b
V= f h(x)dx = f Tl O — [g (017} dx

Ejemplos:
Hallar el volumen del sélido de revolucion generado al girar alrededor del eje x, la region
limitada por la grdficade y=+/x,y=0,x=1, x = 4.

lssoomee=od

Observe, en la figura de la derecha, i —ésimo rectingulo que al rotar alrededor del eje x genera un
disco circular en forma de cilindro circular recto.

El volumen del sélido esta dado por:

fﬂ ! mxdx
J1

v

o
= Bmr——
2

15
= — 1P
5 wlu.l.)

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones y = x2, y = Vx.

y=x"=g(x)
ftt) preeeeeemg : y =\x = fx)
g(t) | foooneen I
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Luego, el volumen del sélido de revolucién esta dado por:

1
Vv = fn|[v-'EJZ—(x2szdx
0

= nf[x—."]dx

.x2 x;‘;.]]
= qI|—-—
| 2 2_|D

ACTIVIDADES DEL TEMA
Actividad de apertura
Contesta las siguientes preguntas (30 min):

1. sExplica con tus palabras que es un sélido de revolucién? Realiza un dibujo para
ejemplificar.

2. sPor gqué se utiliza discos o cilindros para medir el volumen de revolucién?g

3. sCudl es la férmula para calcular el volumen de revolucidn de una funcién?g

4. Menciona ftres diferencias entre el cdlculo del volumen revolucionario de una
funcion y con dos funciones.

5. sCudl es la férmula para calcular el volumen de revolucion con dos funciones?

Actividad de fortalecimiento
Halla el volumen de revolucién de una funcion (50 min):

1. Hallar el volumen del sdlido generado cuando la regidon limitada por las gréficas
dey=2-x,x=0,x=2gira alrededor del eje x.

2. Hallar el volumen engendrado cuando la superficie limitada por la curva y = 4x2,
y las rectas con ecuaciones x =0, x = 3, gira en torno al eje x.

3. Hallar el volumen del sélido generado cuando la region limitada por las graficas
de x=-2y2,y =0, y =2 gira alrededor del gje y.

Actividad de fortalecimiento
Halla el volumen de revolucién de dos funciones (50 min):

1. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones y = x2, y = /x .

2. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones x = 2y, x = y? .

3. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones y = v/8x, y = x2.
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Actividad de cierre
Investiga e ilustra una forma de aplicacion en la vida diaria de uso del volumen de
revolucién (30 min).

4.7. Autoevaluacion
Instrucciones: Estima tu nivel de logro de los siguientes desempenos y escribe que debes
hacer para mejorarlo.

Necesito ayuda Lo puedo hacer solo Lo puedo ensenar a otros
(1) (2) (3)

Para mejorar mi desempeno
Desempenos debo:

Interpreto calculo
correctamente Ious propiedades
de la sumatoria.

Reconozco y aplico
correctamente cada uno de los
pasos para determinar el drea
bajo la curva a través de la
suma de Riemann.

Reconozco la suma de Riemann
como una comprobacién a la
integral indefinida y utilizo la
tecnologia para determinar el
drea bajo la curva.

Calculo e interpreto la integral
de cada una de las funciones
presentadas.

Aplico la integral definida.
Interpreto  correctamente el
significado fisico de la funcién
que permita identificar la
integral definida, en la solucion
de un ejemplo prdctico.

Aplico la integral definida para
el cdlculo del drea entre
Ccurvas.

Aplico la integral definida para
el cdlculo de volumen de un
solido de revolucién.
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4.9. Orientacion para el estudio

Descubre en la lectura extraida de la liga https://www.um.es/acc/riemann-y-la-
relatividad/ las aportaciones de estos matemdaticos y comenta sobre la importancia de la
contfinuidad de los estudios.

RIEMANN Y LA RELATIVIDAD por el Prof. Dr. D. Pascual Lucas Saorin, académico de
numero.

Este ano se conmemora el centenario del *ano milagroso” de Einstein, aquél no tan
lejano 1905 en el que puso las bases de la fisica moderna con su archiconocida teoria de
la relatividad (coincidencias de la vida, también hace 50 anos que Einstein murid). Sin
embargo, en esta columna no vamos a hablar de este tema, y no porque carezca de
importancia, pues es sin duda uno de los hitos cientificos mds sobresalientes del Ultimo Siglo,
sino porque ya han sido muchos los foros en los que se ha disertado sobre la cuestidon. Hoy
quiero hablar de las matemdticas que hay detrds de la teoria de la relatividad, de esas
matemdticas sin las cuales Einstein no hubiera podido desarrollar su teoria. Obtener
resultados matemdticos no es demasiado dificil; basta con utilizar las hipdtesis suficientes
que nos permitan llegar a la demostracién deseada. Conseguir buenos resultados
matemdticos, a partir de unas pocas, pero bien seleccionadas hipdtesis, ya es una tarea
que requiere de matemadticos serios y rigurosos. Sin embargo, introducir nuevos conceptos
y probar resultados que dejen una huella indeleble en la historia de las matemdticas, y cuya
presencia se adivine en multiples campos de la ciencia matemdtica, es algo que sélo estd
al alcance de unos escogidos, los que forman parte del "Olimpo de las Matemdaticas”.

Entre éstos se encuentra, sin duda, Bernhard RIEMANN (1826- 1866). Hijo de un pastor
luterano, Riemann ingresd a los 19 anos en la Universidad de Gotinga para estudiar filosofia
y teologia; sin embargo, su verdadera vocacion eran las matemdticas. Tal era su pasidn
que su padre no tuvo mds remedio que permitile estudiar matemdticas, renunciando
definitivamente a los estudios teoldgicos. La nueva teoria geométrica que expuso en su
famosa disertacién le permite situarse, merecidamente, entre los padres de la concepcidn
relativista del mundo. Su concepto de espacio intrinsecamente curvo, cuya curvatura es
independiente de cdmo dicho espacio estd inmerso en el espacio euclideo, es una idea
central para entender la estructura del Universo como espacio-tiempo. La geometria de
Riemann es no euclidea en un sentido mucho mds amplio que el considerado por los
matemdticos anteriores, incluyendo a Lobachevsky y Gauss, que son considerados, junto
con Bolyai, los padres de las geometrias no euclideas. Pero ésta es otra historia que tendrd
su sitio en ofra columna. Por cierto, y hablando de aniversarios, este ano se conmemora el
150 aniversario de la muerte de Karl F. Gauss (1777-1855), uno de los matemdticos mds
grandes de todos los tiempos.
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4.10. Recursos didacticos

Video de las Propiedades bdsicas de las sumatorias
https://www.youtube.com/watchev=rZGiatpINTg
Video de Fundamentos de la suma de Riemann

https://www.youtube.com/watchev=a46ADrzI8y4
Cdlculo de integral definida https://www.youtube.com/watchev=wul5MFhvgsY
Area entre curvas: https://www.youtube.com/watch2v=0hs3v3lilT8

Volumen de un solido de revolucion usando discos
https://www.youtube.com/watch2v=HqgVsHjxKJmo
Volumen de un solido de revolucion usando arandelas

https://www.youtube.com/watch2ev=SKZ9cP NGEM&t=642s
Calculadora de drea entre curvas y volumen https://es.symbolab.com/solver/area-
between-curves-calculator

4.11. Evaluacion
1.- Determina la sumatoria que resulta de

4
Z(Si +6i%)
=1

a) 50 b) 130 ¢) 230 d) 380

2.- Determina el drea bagjo la curva mediante el método de la suma de Riemann y
comprobando por Geogebra tus resultados para la funcién siguiente f(x) = 7x2 en el
intervalo de x=1 a X=5.

a) 83.13 u2 b) 289.33 u? ¢) 28.13 u? d) 133.33u2

3.- Encuentra el drea de la siguiente integral definida:
2
f x3dx
1
4.- Encuentra el drea de la siguiente integral definida:
4
f (x? + 4x + 5)dx
1
5.- Encuentre el drea entre las curvas y = 6 — x2 y la recta y=x
6.- Encontrar el drea comprendida entre las curvas y =+vx+1ylarectay =x—1

7.- Hallar el volumen del sélido generado cuando la regién limitada por las gréficas de y =
x/2,x=1,x =5 gira alrededor del gje x

8.-Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie
comprendida entre las pardbolas con ecuaciones y = —x, y = —x?
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