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Prefacio

Esta apostila foi desenvolvida com o objetivo de cobrir os topicos previstos na
ementa da disciplina Eletromagnetismo I oferecida aos alunos do curso de Engenharia
Elétrica, da Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira, da Universidade Estadual
Paulista.

Antes de entrar nos assuntos relacionados a Eletrostética (contetido da disciplina),
a apostila faz uma revisdo, no capitulo 1, dos conceitos relacionados a vetores, a
sistemas de coordenadas e as definicdes de integrais de superficie (relacionadas ao fluxo
de um vetor através de uma superficie) e de integrais de linha (relacionadas ao trabalho
realizado por uma for¢ca). Uma grande parte da apostila foi dedicada a estes temas,
devido ao fato do autor entender que estas sdo as ferramentas bdsicas para que o aluno
tenha condi¢des de aplicar os conhecimentos do célculo vetorial ao campo eletrostatico,
que é um campo vetorial conservativo.

A apostila foi escrita tomando como base livros cldssicos de eletromagnetismo e,
por este motivo, ndo tem a pretensdo de ser um livro. No entanto,pelo fato de tratar-se
de uma apostila, onde a quantidade de pdginas ndo é um fator limitante, o autor procura
explicar o conteido com um nivel de detalhamento bastante grande de modo a tentar
facilitar o processo de aprendizado por parte do aluno. Este alto nivel de detalhamento
exigiu uma enorme quantidade de figuras e equagOes, fato este que fez com que a
apostila tenha uma grande quantidade de pédginas.

No entanto sabendo que, as vezes, a tentativa de simplificar um processo pode
tornd-lo mais complicado, o autor espera receber criticas referentes a este material, de
modo que ele possa ser aperfeicoado e que possa realmente alcancar o objetivo

proposto.
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Capitulo 1

Vetores e Calculo Vetorial

1.1 Grandezas escalares e grandezas vetoriais

As grandezas fisicas podem ser classificadas em grandezas escalares e grandezas
vetoriais. Uma grandeza que necessita de apenas um nimero e uma unidade para ser
completamente caracterizada ¢ denominada de grandeza escalar. Assim diz-se, por
exemplo, que um corpo possui massa de 5 kg. Neste caso a grandeza 5 e a unidade
(grama) especificam completamente a massa do corpo. Outros exemplos de grandezas
escalares sdo volume, energia, entropia, temperatura, etc.

No entanto também existem grandezas que para serem completamente
caracterizadas necessitam, além de um nimero e de uma unidade, de uma direcao e de
um sentido. Estas grandezas sdo denominadas grandezas vetoriais e necessitam de uma
dlgebra propria para serem manipuladas matematicamente. Como exemplo de uma
grandeza vetorial, cita-se a velocidade. Para que a velocidade de um corpo seja
completamente definida é necessdrio conhecer, além do valor e da unidade (por
exemplo, 50 m/s) a direcdo e o sentido da mesma. Grandezas tais como deslocamento,

velocidade, campo elétrico e momento linear sdo exemplos de grandezas vetoriais.

1.2 Definicao de vetor

Um vetor no espaco R? é uma classe de objetos matemadticos (segmentos de reta)
que possuem a mesma direcio e mesma intensidade. Esta classe de objetos ¢é
representada por um elemento que, geralmente, € um segmento de reta que tem inicio no
ponto (0,0,0) e termina no ponto (X,y,z) do sistema de coordenadas cartesianas,

conforme mostra a Figura 1.1.
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L P(y2)

Fig. 1.1 - Vetor no sistema de coordenadas cartesianas

Na Figura 1.1 a,, 4, e 4, sdo vetores unitdrios nas direcdes x, y e z,

respectivamente, enquanto que r ¢ um vetor escrito como sendo:

r=xa,+ya, +z4, (1.1)

Na equacido 1.1 x, y e z sdo as coordenadas do ponto P(x,y,z) mostrado na Figura
1.1.

Exemplo 1.1 - Determine o vetor r com inicio em (0,0,0) e término em (3,-1,4).

Solugdo: com base na equagdo 1.1, o vetorr serdr =3 ay -14, + 44,

Para definir um vetor entre dois pontos, sendo que nenhum dos pontos coincide
com a origem, considere a Figura 1.2 onde se mostra, no espaco R, os pontos O, A e B
e 0s vetores Iy, Iz € I'3.

A(Xa, Yas Za)

r I3

/’ B(xs, yB, Zp)
0(0,0,0) ® I

Fig. 1.2 - Vetores ry, r2 € r3 no espaco R’
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Na Figura 1.2 os vetores r; € rz possuem inicio na origem enquanto que o vetor
I3 possui inicio em um ponto diferente da origem (ponto B).

Os vetores ry e Iz, com inicio na origem, sdo escritos como sendo:

r,=Xga,+ygd, +754, (1.3)

Utilizando a propriedade de adi¢do de vetores verifica-se, na Figura 1.2, a

seguinte relacdo:

L+ I3=I < I3=I-I, (14)
Substituindo as equagdes 1.2 e 1.3 na equacio 1.4 obtém-se:

r3=(X,8,+y,8, +2,8,)-(Xga,+ygd, +754,) (1.5)
Manipulando a equagdo 1.5 verifica-se que r3 pode ser escrito como sendo:

r3 = (X, —Xg) Ay + (Y5 —yp) dy +(z4 —2p)4, (1.6)

Portanto para definir um vetor com inicio em um ponto B e término no ponto A,

basta aplicar a relagdo mostrada na equagdo 1.6.

Exemplo 1.2 - Determine o vetor V com inicio em (1,2,-3) e término em (7,12,-4).

Solugdo: com base na equagdo 1.6, o vetor V serd escrito como sendo:

V=(7T-1Da+(12-2)4a, +(-4 +3)4, = V=6a,+10a, —14,

1.3 Definicao de vetor unitario na direcao de um vetor
Um vetor unitdrio &, € dito estar na direcao do vetor r, se seu modulo for unitdrio

e se este vetor &, for paralelo ao vetor r conforme mostra a Figura 1.3.
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vy

Fig. 1.3 - Vetor unitdrio 4, na dire¢do do vetor r

Na Figura 1.3 o vetor unitario a, é escrito como sendo:

4, =1 (1.7)
I
Sendo
r=x,a,+y,4,+z4, (1.8)

Na equagdo 1.7 Irl € o médulo do vetor r, e é escrito como sendo:

=X, +y, +2, (19)

Exemplo 1.3 - Sabendo que G = 24, - 24, - 4,, determine o vetor unitdrio na direcdo do
vetor G.

Solugcdo: O modulo de G é escrito como sendo:

G|=y2)? + (2% + (-1 =|G|=3

Substituindo G e |Gl na equagdo 1.7 obtém se o vetor unitdrio g na dire¢do de G,

escrito como sendo:

(1.10)

&>

2

W | N
>
e
|

0 | =
N

A 24
a, = 5 a, —
Observe que o modulo de um vetor unitdrio é sempre 1.

1.4 Produto escalar
1.4.1 - Defini¢do de produto escalar entre dois vetores
Considere os vetores A e B, no espaco R>, e o dngulo 0,5 formado por estes

vetores, conforme mostra a Figura 1.4.
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A

) N

B

Fig. 1.4 — Vetores A e B no espago R’

Define-se o produto escalar entre os vetores A e B, escrito na forma A.B, como

sendo:
A.B=IAlIBlcosO,g (1.11)

Na equagdo 1.11 |Al e IBI sdo os médulos dos vetores A e B, respectivamente,
enquanto que 0ag € o angulo formado por estes vetores. O produto escalar entre dois
vetores resulta em uma grandeza escalar.

Outra maneira de obter o produto escalar entre dois vetores consiste em
expressar esta grandeza em fun¢do das componentes dos vetores. Para tanto, considere

os vetores A e B escritos, de maneira genérica, como sendo:

A=A a,+A a4, +A,4 (1.12)

B=B a4 +B a +B,a (1.13)
O produto escalar entre A e B pode ser escrito como sendo:
AB=(A a,+A 4, +A,4,)B,a,+B, a4, +B,4a,) (1.14)

Desenvolvendo (1.14) obtém-se:

AB= A B d.4,+A B .4 +A B, i,
+A, B, 4.4, +AyByﬁyﬁy+AyBZﬁy a, (1.15)
A,B, 4,4, +A,B 4,4, +A, B, 4,4,

A equagdo 1.15 mostra que para obter o produto escalar entre A e B é necessario
calcular os produtos escalares entre os vetores unitdrios ax, 4y € 4, . Sabendo que estes

vetores unitarios constituem uma base do espaco R’ (ou seja, sdo perpendiculares entre
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si), e utilizando a definicdo de produto escalar mostrada na equagdo 1.11 € possivel

escrever:

a,a,=1;4a.4,=0;4a.4,=0;4a,4,=0;4,.a,=1;4a,.4,=0

A A A A A A (1.16)
a,a, =0;a,a, =0;a,4,=1

Substituindo a equacdo 1.16 na equagdo 1.15 verifica-se que o produto escalar
entre os vetores A e B pode ser escrito, em funcdo das coordenadas destes vetores,

como sendo:

A.B=A_B, +A,B +A,B, (1.17)

A equacdo 1.17 mostra que o produto escalar entre os vetores A e B € igual ao

produto das componentes, que estdo na mesma dire¢do, destes vetores.

1.4.2 - Projecdo de um vetor em uma determinada direcao

Considere o vetor B e o vetor unitdrio 4 mostrados na Fig. 1.5.

Fig. 1.5 - Vetores B e 4 no espaco R’

Projetando o vetor B na direcio do vetor unitario 4 obtém-se o vetor P mostrado

na Figura 1.6.

P
Fig. 1.6 - projecdo do vetor B na direc@o do vetor unitdrio a

Na Figura 1.6, o vetor P pode ser escrito como sendo:
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P= |P|ﬁ (1.18)
A partir da Figura 1.6, verifica-se que:

|P|:|B| cos0 (1.19)

Uma vez que 4 € um vetor unitdrio na direcdo do vetor P, a equac@o 1.19 pode

ser escrita como sendo:
[P|=[B|[3]cos6 (1.20)

Na equacgdo 1.20, o termo | B &l cosd corresponde ao produto escalar dos

vetores B e 4. Assim, a equac@o 1.20 pode ser escrita como sendo:
[P|=B.a (1.21)

Substituindo a equagdo 1.21 na equacgdo 1.18 verifica-se que a proje¢do de B na

direcdo de a € escrita como sendo:
P=(B.a)a (1.22)

A equacdo 1.22 mostra que o vetor P, resultante da projecdo do vetor B na
direcdo do vetor unitdrio 4, € um vetor cujo médulo coincide com o produto escalar

entre B e a e cuja direcdo € a direcdo de 4.

1.5 Produto vetorial

Considere os vetores A e B, no espaco R3, e o angulo 0, formado por estes

vetores, conforme mostra a Figura 1.7.

Fig. 1.7 - Vetores A e B no espaco R’
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Define-se o produto vetorial de A por B, escrito na forma AXB, ao vetor cujo
modulo € dado por | Al Bl senf 5. A direcdo do vetor AXB é perpendicular ao plano que
contém A e B e o sentido deste vetor corresponde ao sentido de avango de um parafuso
de rosca dextrogiro quando A € girado para B. A Figura 1.8 mostra o vetor resultante do
produto AXB e mostra também um parafuso de rosca dextrogiro, que define o sentido

deste produto vetorial.

Fonte: Hayt

§ | Plano que contém os vetores A ¢ B

TAxB AXB

Fig. 1.8 - Produto vetorial AxXB

Uma maneira mais simplificada de obter o produto vetorial consiste em
expressé-lo em fungdo das componentes dos dois vetores. Para isto, considere os vetores

A e B, genéricos, escritos na forma:

A=A _a,+ Ay ﬁy+AZ a, (1.23)

B= xﬁX+By ﬁy+BZ a, (1.24)
O produto vetorial AxXB é dado por:

AxB=(Aa,+A,a,+A,4,)x(B,a,+B,a, +B,4a,) (1.25)

Desenvolvendo a equagdo 1.25 obtém-se:

AXB=(A,B,)d, x4, +(A B,)A x4, +(A, B,)d,x4, +
(A, B A, x4, +(A,B,)a, x4, +(A, B,)d, x4, + (1.26)

(A,By)a,xa, +(A,By)a,xa, +(A,B,)a,xa,
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A equacdo 1.26 mostra que o produto vetorial AXB ficou escrito em fungido do

produto vetorial entre os vetores unitdrios 2y, ay € 4, que, por constituirem uma base

vetorial, sdo perpendiculares entre si. Assim, aplicando o conceito de produto vetorial, o

produto vetorial entre os vetores unitdrios ay, ay e 4, resulta em:

axa,=0;a,xa =a,;axa,=-a,;axa,=-a, ;axa =0 (127)

Substituindo 1.27 em 1.26:

AXB=(A,B,)(0)+(A;B,)(@,) +(A;B,)(-4,) +

(A;B)(-4,)+(A;B)(0)+(A,B,) () + (1.28)
(A, By @y +(A,By)(-a,)+(A,B,)(0)
A partir da equacdo 1.28 obtém-se:

(1.29)

AxB=(A,B,-A,B )i, +(A,B, —A B, +(A, B, —A,B,)4,

A equacdo 1.29 mostra o produto vetorial AXB escrito em fungdo das
componentes de A e B. Este resultado também pode ser obtido a partir do

desenvolvimento do determinante escrito na equagdo 1.30.

4, 4, 4,
AxB=|A, A, A, (1.30)
B, B, B,

Na primeira linha do determinante, mostrado na equacdo 1.30, estdo os vetores
unitdrios 4y, 4y e 4, Na segunda e na terceira linhas estdo, respectivamente, as

componentes dos vetores A e B. O desenvolvimento da equagdo 1.30 fornece o mesmo

resultado obtido na equacdo 1.29.

Exemplo 1.4 - Sendo A =24, e B = 34, determine o produto vetorial AXB.

Solugdo: A Figura 1.8 mostra os vetores A e B no sistema cartesiano de coordenadas.
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Y<

X

Fig. 1.9 - Vetores A e B no sistema de coordenadas cartesianas

Aplicando a definicdo de produto vetorial e levando em conta que os vetores A e B sdo
perpendiculares, chega-se a conclusdo de que o modulo do vetor C, resultante do

produto vetorial AXB, é escrito como sendo:
I =|A| |B|sen(§j = |d=6 (131)

Sabe-se que vetor C é perpendicular ao plano que contém A e B (portanto C estd na
direcdo do eixo x) e o sentido de C corresponde ao sentido de avanco de um parafuso
de rosca dextrogiro quando A é girado sobre B (Figura 1.8). Conclui-se que o sentido
do vetor C ¢é o sentido positivo do eixo x, conforme mostra a Figura 1.10.

A7

Y <

X

Fig. 1.10 - Vetor C resultante do produto vetorial AXB

Portanto o produto vetorial AXB é um vetor C escrito como sendo:

AxB=64, (1.32)

10
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O produto vetorial AxB pode ser mais facilmente obtido a partir do desenvolvimento do
determinante escrito na equacdo 1.30. Substituindo as componentes de A e B na

equacgdo (1.30) obtém-se:

a, 4, 4,
AxB=|0 2 0 (1.33)
0 0 3

Desenvolvendo o determinante mostrado na equagcdo 1.33 obtém-se o produto vetorial

AXB escrito como sendo:
AxB =64, (1.34)

Observa-se que o modulo do produto vetorial AxXB corresponde ao valor da drea do
paralelogramo formado pelos vetores A e B. Deste modo, é possivel representar a drea
de uma superficie por meio de um vetor, perpendicular a esta superficie, cujo moédulo

corresponde numericamente a drea da superficie.

1.6 Campos
Matematicamente, um campo € definido como uma funcdo de um conjunto de
varidveis em um determinado espaco. Esta funcdo representa uma grandeza qualquer

(escalar ou vetorial) em uma porc¢do do espaco.

1.6.1 - Campo escalar
Diz-se que em uma determinada regido do espaco existe um campo escalar se,
para cada ponto desta regido € atribuido uma grandeza escalar. Tome como exemplo

funcdo f(x,y,z) escrita como sendo:
f(x,y,z)=x>+y> +52° (1.35)

Na equacdo 1.35, verifica-se que para cada ponto P(x,y,z) do espago, € atribuido
um valor para a funcdo escalar f(x,y,z). Entdo, f(X,y,z) descreve um campo escalar. A
funcido f(x,y,z) pode, por exemplo, descrever a temperatura em cada ponto P(x,y,z) do
espaco. Assim, a cada ponto P(x,y,z) € atribuido uma temperatura cujo valor € funcio da

localizag@o deste ponto. No exemplo descrito na equacdo 1.35, diz-se que o campo é

11
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estético, pois ele ndo depende do tempo. Caso a temperatura em cada ponto do espaco

varie também em fun¢do do tempo, teriamos um campo escalar varidvel no tempo.

1.6.2 - Campo vetorial
Outro tipo de campo € o campo vetorial. Diz-se que uma regido do espaco possui
um campo vetorial se a cada ponto desta regido € atribuido uma grandeza vetorial.

Tome como exemplo a funcdo vetorial descrita pela equagao 1.36.

F(x,y,2)=A(X,y,2)8; + A (X,y,2)a, +A,(X,y,2)4, (1.36)

A equacdo 1.36 mostra que a cada ponto P(x,y,z) € atribuido um vetor F(x,y,z)
cujas componentes sdo fungdes da posi¢do do ponto P(x,y,z). Verifica-se que a cada
ponto do espaco é atribuido um vetor descrito pela funcao vetorial F(x,y,z). Portanto,

F(x,y,z) descreve um campo vetorial.

1.7 Sistemas de coordenadas

Um sistema de coordenadas € um conjunto de eixos utilizado para representar
comprimentos, superficies e volumes. Dentre os diversos sistemas de coordenadas
existentes os mais utilizados sdo os sistemas de coordenadas ortogonais, sistemas estes
cujos eixos s@o perpendiculares uns em relacdo aos demais. Como exemplo de sistemas
de coordenadas ortogonais cita-se o sistema de coordenadas cartesianas, o sistema de
coordenadas cilindricas e o sistema de coordenadas esféricas.

A escolha do sistema de coordenadas a ser utilizado depende da natureza do que
deve ser representado. Assim, intuitivamente, percebe-se que um cubo é mais facil de
ser representado em um sistema de coordenadas cartesianas, enquanto que uma esfera

pode ser descrita com maior facilidade em um sistema de coordenadas esféricas.
1.7.1 - Sistema de coordenadas cartesianas

O sistema de coordenadas cartesianas € constituido de trés eixos (X,y,z)

perpendiculares entre si, conforme mostra a Figura 1.11.

12
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A A

X

Fig. 1.11 - Sistema de coordenadas cartesianas

Um ponto P(xp, yp, z,) € localizado, no sistema de coordenadas cartesianas,

conforme mostra a Figura 1.12.

0 P(x,, ¥y o7p)

'YP _

X
Fig. 1.12 — Localiza¢do de um ponto no sistema de coordenadas cartesianas

1.7.2 - Sistema de coordenadas cilindricas

A Figura 1.13 mostra um ponto P genérico representado no sistema de
coordenadas cartesianas. Nesta figura o ponto P € definido em fung¢do de suas
coordenadas X, y e z. Este ponto também pode ser definido em fun¢do do raio p, do
angulo ¢, definidos no plano z = 0, e da altura z (conforme mostra a Fig. 1.14). Neste
caso, diz-se que o ponto estd localizado no sistema de coordenadas cilindricas circulares

(ou, simplesmente, sistema de coordenadas cilindricas).
A\ T

e Py )

X

b

X

Fig. 1.13 - Ponto P genérico representado no sistema de coordenadas cartesianas

13
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AZ

e R, 0.2)

X

Fig. 1.14 - Ponto P genérico representado no sistema de coordenadas cilindricas

Na Figura 1.14 o angulo ¢ é definido a partir do eixo x, no sentido anti-hordrio.
Observando a Figura 1.14, verifica-se que a componente z do ponto P é a mesma
nos dois sistemas de coordenadas. As demais coordenadas do ponto P, expressas nos

sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas, obedecem as seguintes relacdes:

X=p cosO 1.37)
y=p send (1.38)
p= x> +y’ (1.39)

Utilizando as equagdes 1.37-1.39, é possivel converter uma fungdo escalar,
inicialmente definida no sistema de coordenadas cartesianas, para o sistema de
coordenadas cilindricas. O contrdrio também é verdadeiro ou seja, uma fungdo escalar,
definida no sistema de coordenadas cilindricas, pode ser convertida para o sistema de
coordenadas cartesianas.

Exemplo 1.5 — Considere que em uma determinada regido do espago a temperatura em
um ponto genérico P(X,y,z) pode ser expresso por T(x,y,z) = 240 + z - 2xy. Expresse a

temperatura desta regido no sistema de coordenadas cilindricas.

Solugdo: Observe que a fungdo T(x,y,z) é um campo escalar, pois a cada ponto de uma
determinada regido do espaco ela atribui uma temperatura (que é uma grandeza
escalar). Substituindo as equacoes 1.37 e 1.38 na funcdo T(x,y,z) obtém-se a
temperatura em cada ponto do espaco, sendo estes pontos definidos no sistema de

coordenadas cilindricas. Tém-se entdo:
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T(p,,z) =240 + z* —2p? senhcos (1.40)
A equacgdo 1.40 pode ser escrita como sendo:
T(p,d,z) =240+ 2> — p*sen(20) (141)

A equacdo 1.41 expressa o campo de temperaturas no sistema de coordenadas

cilindricas.

Exemplo 1.6 — Considere um sélido, cujos pontos sdo definidos no sistema de
coordenadas cilindricas. Sabendo que cada ponto deste sélido possui uma densidade que
varia em funcdo da posi¢do deste ponto, e que esta densidade é expressa por D(p,9,z) =
e (2 +p3cos2¢) determine a densidade do corpo no ponto P(-2, -5, 1) do sistema de
coordenadas cartesianas.

Solugdo: Inicialmente o ponto P(-2,-5,1) deve ser convertido para coordenadas
cilindricas. O raio p é obtido a partir da equagdo 1.39.

Substituindo as coordenadas x e y do ponto P na equacgdo 1.39 obtém-se:

p=53852 (1.42)

Para obter o dngulo ¢ é necessdrio, inicialmente, verificar em qual quadrante ele se
encontra. Para isto represente o ponto P(-2,-5,1) no plano xy. A coordenada z serd
desconsiderada pelo fato de ela ndo influenciar no valor de ¢.

A Figura 1.15 mostra o ponto (-2,-5) no sistema de coordenadas cartesianas.
———————— 2

X
—

Yx

Fig. 1.15 - Localizacdo do angulo ¢ no plano xy

V<

Da Figura 1.15 obtém-se:
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tang 0 = % < 0=0,3805rads (1.43)
O dngulo ¢ é escrito como sendo:

¢=%n—e & 0=4,3319 rads & cos¢p=-0,3714 (1.44)

Uma vez obtidos os valores de p, z e cos@, substitui-se estes valores na fungdo que

expressa a densidade do corpo, obtendo-se o seguinte valor:
D(p =5,3852, ¢ =4,3319,z=1) =8,66 (1.45)

Observe, nos exemplo 1.5 e 1.6, que para um determinado ponto P, o campo escalar
possui o mesmo valor, independentemente do sistema de coordenadas no qual o campo

estd representado.

1.7.3 - Sistema de coordenadas esféricas
No sistema de coordenadas cartesianas um ponto € definido pelo raio r e pelos

angulos 0 e ¢, conforme mostra a Figura 1.16.

Az

N P(r. 0, )

Fig. 1.16 - Localizacdo de um ponto no sistema de coordenadas esféricas

Observando a Figura 1.16 é possivel relacionar as coordenadas cartesianas x, y e

z com as coordenadas esféricas r, 0 e 0. Deste modo, € possivel escrever:
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X =rsenfcos ¢

(1.46)

y =rsenfsend (1.47)

z=rcos0 (1.48)
Também sdo vélidas as seguintes relagoes:

r=ryx*+y*+z> ;r>0 (1.49)

0 =arccos———— ;0<0<m (1.50)
Jx2+yr+72?

o =arctgY (1.51)
X

1.8 Vetores no sistema de coordenadas cilindricas

Um vetor, no sistema de coordenadas cilindricas, € escrito como combinacdo

linear dos vetores unitdrios 4,, 44 € 4, mostrados na Figura 1.17.

AZ

Fig. 1.17 - vetores unitarios no sistema de coordenadas cilindricas

Um vetor A(p,$,z), em coordenadas cilindricas, é escrito como sendo:

A(P.0.2)=A,(p.0.2)8, + Ay(p.0.2)8, +A,(p.0.2)4, (1.52)

Na equagdo 1.52 A, (p,0,z), As(p,9,z) € A p,p,z) sdo as componentes do

vetor A(p,0,z) nas diregdes 4, 4y € 4, e tais componentes sdo, de maneira genérica,
fungdes escalares de p,0 e z.
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Observe, na Figura 1.17, que o vetor unitdrio 4, em qualquer ponto P(p,,z) estd
dirigido radialmente para fora. O vetor unitdrio 4y € tangente, no ponto P(p,9,z), ao
cilindro de raio p. O vetor 44 aponta na dire¢do crescente de ¢ e o vetor unitdrio 4z
aponta na dire¢@o do eixo z.

O vetor unitdrio 4, aponta sempre na dire¢do radial para fora. O mesmo ocorre
com o vetor unitdrio 4, que aponta sempre na direcdo do eixo z. No entanto, verifica-se
que a direcdo em que aponta o vetor unitdrio 4y depende do ponto em que foi definida a
base vetorial. Portanto, para definir um vetor no sistema de coordenadas cilindricas é
necessdrio especificar o ponto em que o vetor serd definido.

Como exemplo, considere os pontos Pi(p;, & = n/2, z;) e Pa(pa, 02 =0, 25) na
Figura 1.18. E possivel construir as bases definidas pelos vetores unitirios a,, 4y e 4,
nestes dois pontos e em seguida verificar como elas se comportam.

AZ

& 8,4 Ay
P, a

X

Fig. 1.18 - Base vetorial no sistema de coordenadas cilindricas definida em pontos

distintos

Verifica-se na Fig. 1.18 que o vetor unitdrio &, aponta sempre na dire¢do radial
para fora (tanto para p = p1 , em P, quanto para p = p> em P»). O mesmo ocorre com o
vetor unitdrio 4, que nos pontos P; e P, aponta sempre na direcao do eixo z. No entanto,
verifica-se que a direcio em que aponta o vetor unitdrio 4y depende do ponto (P ou P»)

em que foi definida a base vetorial.

1.9 Vetores no sistema de coordenadas esféricas
Considere os vetores unitrios &y, 4g € 4y, perpendiculares entre si, definidos em

um ponto P(r,0,0) do sistema de coordenadas esféricas, conforme mostra a Figura 1.19.
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AT L

Fig. 1.19 - vetores unitarios no sistema de coordenadas esféricas

O vetor unitdrio &, aponta, para fora, na direcdo do raio r enquanto que o vetor
unitdrio 44 € tangente, no ponto P(r,0,0), ao cilindro de raio p. O vetor 4y € tangente, no
ponto P(1,0,0), a esfera de raio r cujo centro estd na origem do sistema de coordenadas
cartesianas. Os vetores 4 € 44 apontam na direcdo crescente dos angulos 0 e 0,
respectivamente.

Um vetor A(r,0, ¢), em coordenadas esféricas, € escrito como sendo:

Na equagdo 1.53 A(r,0, ¢),Aq( 1,0, ) e Ay(r,0, ¢) sdo as componentes do vetor
A(r,0, 0) nas diregdes ar, 4g € Ay.

Considerando os pontos P;(r1,01,01) e Pa(12,0, = m/2,0,) € possivel construir as
bases definidas pelos vetores unitdrios 4, 4 € 4y nestes dois pontos e em seguida
verificar como elas se comportam. A Figura 1.20 mostra as bases definidas pelos
vetores unitdrios 4y, 4¢ € a4 nos pontos Py e Ps.

Observando a Figura 1.20, verifica-se que o vetor a, aponta sempre na direcio
do raio 1, para fora, independentemente do ponto onde os vetores unitdrios ar, 4 € ay
sdo construidos. Quanto aos vetores 4y € 8y verifica-se que sdo tangentes aos angulos 0 e
0, respectivamente, sendo que suas dire¢des dependem do ponto onde a base vetorial é

construida.
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AZ N

P, a9

0,

I

Fig. 1.20 - Base vetorial no sistema de coordenadas esféricas definida em pontos

distintos

1.10 Mudanca de sistemas de coordenadas de grandezas vetoriais

No item 1.7 verificou-se que as coordenadas que definem um ponto, ou as
componentes que definem uma funcdo escalar, podem ser localizado em diversos
sistemas de coordenadas sendo que nesta apostila foram mostrados os sistemas de
coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas. Foi mostrado também que é possivel
converter as coordenadas de um ponto (ou de uma fungdo escalar) inicialmente definido
em um sistema de coordenadas, para outro sistema de coordenadas. As equacdes 1.37-
1.39 mostram o processo de conversdo entre os sistemas de coordenadas cartesianas
para cilindricas (e vice-versa) enquanto que as equagdes 1.46-1.51 mostram o processo
de conversdo do sistema de coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas
esféricas (e vice-versa).

Neste item serd mostrado o procedimento para trocar o sistema de coordenadas

de uma grandeza vetorial.

1.10.1 - Mudanca entre os sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas
Considere a base vetorial 4y, 4y e 4, que descreve vetores no sistema de
coordenadas cartesianas e a base vetorial 4,, 44 € 4, que descreve vetores no sistema de

coordenadas cilindricas. Estas duas bases sdo mostradas na Figura 1.21.
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No sistema de coordenadas cartesianas, uma fung¢do vetorial A(X,y,z) genérica

pode ser escrita como sendo:

A

A(x,y,z)=A 4 + A4 +A, .4 (1.54)

zcart z

Na equacdo 1.54 Ay, Ay e Ajcar s30 fungdes escalares de x,y € z.

]

e e s

Fig. 1.21 - Bases vetoriais nos sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas

A funcdo vetorial mostrada na equagdo 1.54 pode ser escrita no sistema de

coordenadas cilindricas como sendo:

A(P.0,2)=A, 4, + A4, +A,, 4, (1.55)

As componentes da funcdo A(p,p,z) podem ser obtidas a partir da projecdo da
fungdo A(x,y,z) nas dire¢des dos vetores unitdrios a,, 44 € 4, que constituem a base no

sistema de coordenadas cilindricas. Entdo, as componentes A,, Ay € Ay s30 escritas

como sendo:

A, =A(X,y,2) .4, (1.56)
Ay =AX,y,2).4, (1.57)
Azcil :A(X’ y’ Z) * ﬁzcart (158)

Substituindo a equacdo 1.54 nas equagdes 1.56-1.58 obtém-se as componente de

A(p,0,2), ou seja:
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A, =(A 4, + A +A,,.4).4

A,=(A A, + A A +A, 4.4,

A =(Aa + A A +A

Desenvolvendo as equacdes 1.59-1.61 obtém-se:

A=A a.a +Aa.a +A, 4.4
A,=Aa .4, + Aja .a, +A,,4a,.4,
Ag=Aa .a+ Aa.a +A, .4,.4,

Sérgio Kurokawa

(1.59)
(1.60)
(1.61)

(1.62)
(1.63)

(1.64)

Sabendo que os vetores unitdrios a,, 4 e 4, sdo perpendiculares, conclui-se que

os produtos escalares 4,.4,, 4,89, x4, € 4y.4, sdo nulos. Quanto ao produto escalar

4,4, , sabe-se que € unitdrio. Deste modo, as equagdes 1.62 a 1.64 tornam-se:

A,=A a..a;, + Aja,.a,

Ay,=A a,.a, + Aja,.

A=A

zeil zcart

(1.65)
(1.66)
(1.67)

A maneira de se interpretar a equagdo 1.67 é que as componentes, na dire¢do de

a,, das funcdes vetoriais A(X,y,z) e A(p,0,z) sdo iguais.

Para obter os demais produtos escalares mostrados nas equacdes 1.65 e 1.66,

considere o plano xy mostrado na Figura 1.22.

90 - ¢
’ éiy // \> q) -~
k,// L
p O
N 3
)
a,
X \/

Fig. 1.22 - Vetores unitdrios Ay, 4y, 4, € 4 no plano xy
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Observando a Figura 1.22 verifica-se que os produtos escalares ay.4,, 4y.4,, ax.4

e y.4¢ sdo escritos como sendo:

a,.4, =[a/[a,|cos¢ (1.68)
a,.4, =[a /(4| cos(90—¢) (1.69)
a,.4, =[a/la,[cos(90+ ¢) (1.70)
a,.4, =ja,[4,|coso (1.71)

Uma vez que os vetores sdo unitdrios, as equagdes 1.68-1.71 tornam-se:

a,.a, =coso (1.72)
a,.4, = cos(90-9) (1.73)
a,.4, = cos(90+¢) (1.74)
a,.4, = coso (1.75)

Sabendo que cos(90-¢) e cos(90+¢) correspondem a sendp e a -send,

respectivamente, as equacoes 1.72-1.75 resultam em:

a,.a, =coso (1.76)
a,.4, =send (1.77)
a .a, = —send (1.78)
a,.4, = coso (1.79)

Substituindo as equagdes (1.76) - (1.79) nas equagdes (1.65) - (1.67), obtém-se

as seguintes relacdes entre as componentes das funcdes vetoriais A(x,y,z) e A(p,d,z):

A, =A cosd + A sendp +0A, ., (1.80)
Ay=—Aysend + A cosd +0A,.,, (1.81)
Azcil :OAx + OAy +Azcart (182)
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As equagdes 1.80 - 1.82 podem ser escritas na forma matricial como sendo:

A, cosop sendp Of A,
A, |=|—send cosd O A, (1.83)
Azcil 0 0 1 Azcart
A equag@o 1.83 permite converter um vetor descrito nas coordenadas cartesianas
em um vetor descrito no sistema de coordenadas cilindricas. Para converter um vetor do

sistema cilindrico para o sistema cartesiano de coordenadas, basta inverter a equacdo

1.83 obtendo-se a seguinte relagdo:

A cos¢ —send O| A,
A, |=|send cos¢ O} A, (1.84)
A 0 0 1A

zcart zcil

Observe, nas equagdes 1.83 e 1.84, que o angulo ¢ estd relacionado ao ponto
onde foi (ou serd) definido o vetor A no sistema de coordenadas cilindricas conforme

mostra a Figura 1.23.

ay Ponto onde estd definido o vetor A
</ no sistema de coordenadas cilindricas
a,
p send
B e >
y
X=pcosd -’

Fig. 1.23 - Vetores unitdrios 4, ,44 € 4, no ponto P(p,(,z)

Devemos imaginar que o vetor A estd representado no sistema de coordenadas

cilindricas no ponto P(p,,z) e que este vetor deve ser projetado nas direcdes dos
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vetores Ay, 4y € 4, que constituem a base do sistema de coordenadas cartesianas. A
projecdo se da por meio da aplicacdo da equagdo 1.84.

A Figura 1.24 mostra o vetor A nos sistemas de coordenadas cilindricas e

cartesianas.
A
a,
a9
P(p,0,2)
a,
(a) (b)

Fig. 1.24 - Vetor A representado nos sistemas cilindricos (a) e cartesiano (b) de

coordenadas

Exemplo 1.7 — Sabe-se que o vetor A, no ponto P(p=5; ¢0=0,9273; z=7), € escrito como
A =24, +3 4, - 4, , determine este vetor no sistema de coordenadas cartesianas.
Solucdo: A Figura 1.25 mostra os vetores unitdrios que constituem as bases dos

sistemas cartesianos e cilindricos.

\
| P(p.0.7) <
: a,

Fig. 1.25 - Vetores unitdrios 4, ,44 € 4, no ponto P(p=5; ¢=0,9273; z=7)

Uma vez que o ponto P, em que estd localizado o vetor A no sistema de
coordenadas cilindricas, é conhecido, é possivel obter valores para cos® e para sen@.

Neste caso especifico, onde ¢=0,9273, obtém-se:
3 4
cosp== ; senp=— 1.85
0 5 0 5 (1.85)
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As componentes do vetor A em coordenadas cilindricas foram fornecidas e

valem:

-1 (1.86)

Substituindo as componentes A,, Ay e A1, bem como os valores de seng e cos®

na equacdo 1.84 obtém-se:

3 .4
A 5 5
4 3
A, |=|—= =~ 0]l 3 1.87
y 5 3 (1.87)
Al [0 0 1|1
Desenvolvendo a equagdo 1.87:
A =212 (1.88)
5 5
8 9
A =—+= 1.89
il (1.89)
A =1 (1.90)
Entdo, o vetor A no sistema cartesiano de coordenadas serd escrito como
sendo:
6 17
A=-—-a +—a — a 1.91
sS4 . (1.91)

Observe que quando um vetor é convertido do sistema de coordenadas
cilindricas para o sistema de coordenadas cartesianas, é necessdrio definir o ponto
onde o vetor, no sistema de coordenadas cilindricas, estd localizado. Observe também
que o modulo do vetor é o mesmo, independentemente do sistema de coordenadas em

que ele estd representado.

Exemplo 1.8 — Converta o vetor A = 24, - 53, + 34, para o sistema de coordenadas

cilindricas no ponto P(-2, 3, 1).
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Solugdo: Incialmente é necessdrio definir o dngulo ¢ relacionado com o ponto onde
estd definido o vetor A no sistema de coordenadas cilindricas (este dngulo ¢ definird a
matriz de transformagcdo de coordenadas cartesianas para coordenadas cilindricas).

Para obter ¢, coloque o ponto P(-2, 3, 1) no plano xy, conforme mostra a Figura 1.26.

=
w
=y

Y X

Fig. 1.26 - Ponto P(-2,3,1) no plano xy

A partir da Figura 1.26 conclui-se ¢ estd localizado no segundo quadrante do

plano xy. Desta Figura obtém-se:

p=2"+3 =p=+13 (192)

2

cos(mt—¢) = % :>—cos¢:%:>cos¢:—ﬁ (1.93)
3 3 3
sen(t—¢) = ﬁ => sen(b:ﬁ => sen(b:ﬁ (1.94)

Observe que o valor de cos$ € negativo. Isto era esperado, pelo fato de ¢ estar
no segundo quadrante.
As componentes do vetor A em coordenadas cartesianas foram fornecidas e

valem:

3 (1.95)

Substituindo as componentes Ay, Ay e Azcarr , bem como os valores de seng e cos¢

na equagdo 1.83 obtém-se:
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2 3 0_
A, Vi3 13 2
3 2
A |=l-—= ——= ol -5 1.96
AR ERNE (190
A 0 0 113

4 15
A =2 (1.97)
P13 V13
6 10
A= 2 4 (1.98)
* 13 V13
A, =3 (1.99)
Entdo, o vetor A no sistema de coordenadas cilindricas serd escrito como
sendo:

19,

4,
= -t i 38, (1.100)

Observe que quando um vetor é convertido do sistema de coordenadas
cartesianas para o sistema de coordenadas cilindricas, é necessdrio definir o ponto
onde o vetor, no sistema de coordenadas cilindricas, estd localizado. Observe também
que o modulo do vetor é o mesmo, independentemente do sistema de coordenadas em

que ele estd representado.

1.10.2 - Mudanga entre os sistemas de coordenadas cartesianas e esféricas
Considere a base vetorial ax, 4y e 4, que descreve vetores no sistema de
coordenadas cartesianas e a base vetorial 4y, g € 4y que descreve vetores no sistema de

coordenadas esféricas. Estas duas bases sao mostradas na Figura 1.27.
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Fig. 1.27 - Bases vetoriais nos sistemas de coordenadas cartesianas e esféricas

No sistema de coordenadas cartesianas, uma fung¢do vetorial A(X,y,z) genérica

pode ser escrita como sendo:

A(x,y.2)=A 4, + A A, +A, 4 (1.101)

z z

Na equacdo 1.101 Ay, Ay e Aycar 530 fungdes escalares de x,y e z.
No sistema de coordenadas esféricas, a fun¢do vetorial A(X,y,z), descrita na

equagdo 1.101, é uma fungdo vetorial A(r,0,0) escrita na forma:
A(r,6,0)=A 4, + A4, +A,4, (1.102)

As componentes da fungdo A(r,0,0) podem ser obtidas a partir da projecdo da
func¢do A(x,y,z) nas direcOes dos vetores unitdrios ar, e € 4y que que constituem a base

do sistema de coordenadas esféricas. Entdo as componentes A,, Ag € Ay s30 escritas

como sendo:

A =A(X,y,z).4, (1.103)
Ay =A(X,y,2) .4, (1.104)
Aq, :A(x,y,z).ﬁq, (1.105)

Substituindo a equagdo 1.102 nas equacgdes 1.103-1.104 obtém-se as

componente de A(r,0, ¢), ou seja:
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A, =(A A, + A A, +A,4,).4 (1.106)
Ay =(A A, + A A, +A,4,).4, (1.107)
A,=(A A, + A A, +A,4,).4, (1.108)

Desenvolvendo as equacdes 1.106-1.108 obtém-se:

A=A 4.4 + A A .4 +A4, .4 (1.109)
Ay =A, A .4, + A A .4, +A,4,.4, (1.110)
A, =AA 4, + A A 4, +A 4.4, (1.111)

E possivel mostrar que o desenvolvimento dos produtos escalares mostrados nas

equacdes 1.109 a 1.111 resulta em:

A, =A senBcosd + A senBsend + A, cos6 (1.112)
Ay =A, cosBcosd + A cosBsendp — A, senb (1.113)
A,=—A send + A cos¢ + A, 0 (1.114)

Na forma matricial as equacdes 1.112-1.114 tornam-se:

A, senBcos® senBsendp cosO || A,
Ay |=|cosBcosd cosO sendp —send || A, (1.115)
A, —sen cos 0 A,

A equagdo 1.115 permite converter um vetor descrito nas coordenadas
cartesianas em um vetor descrito no sistema de coordenadas esféricas. Para converter
um vetor do sistema esférico para o sistema cartesiano de coordenadas, deve-se inverter

a equacgdo 1.115 obtendo assim a seguinte relagdo:

A senBcos® cosOcoshp —send || A,
A, |=| senfsend cosOsend cosd || A, (1.116)
A, cos 0 —sen6 0 A,

Nas equagdes 1.115 e 1.116 0 e ¢ estdo relacionados ao ponto onde estd definido

o vetor A no sistema de coordenadas esféricas, conforme mostra a Figura 1.28.
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Ponto onde estd definido o vetor A
T no sistema de coordenadas esféricas

Fig. 1.28 - Vetores unitdrios 4 ,4¢ € 44 no ponto P(r,0,)

Devemos imaginar que o vetor A estd representado no sistema de coordenadas
esféricas no ponto P(r,0,0) e que este vetor deve ser projetado nas direcdes dos vetores
ay, 4y e 4, que constituem a base do sistema de coordenadas cartesianas. A projecdo se
dd por meio da aplicacdo da equagdo 1.116.

A Figura 1.29 mostra o vetor A nos sistemas de coordenadas esféricas e

cartesianas.
A
Ay
>
ay
P(1,0,0)
A,
(a) (b)

Fig. 1.29 - Vetor A representado nos sistemas esférico (a) e cartesiano (b) de

coordenadas

Exemplo 1.9 — Sabendo que no ponto P(r=5; 6=n/6, ¢=n/3) o vetor A € definido como
A =24, + 34y - 4y determine este vetor no sistema de coordenadas cartesianas.
Solugdo: A Figura 1.30 mostra os vetores unitdrios que constituem as bases dos

sistemas cartesiano e esférico.
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Fig. 1.30 - Vetores unitdrios 4 ,4¢ € 4y no ponto P(r=5; 0=n/6, ¢=n/3)

Uma vez que o ponto P em que estd localizado o vetor A no sistema de
coordenadas esféricas é conhecido, ¢ possivel obter valores para sen6, cosb, seng e

cos@. Deste modo, no o ponto P, tem-se:

r=5 (1.117)

cosq):% ; senq):? (1.118)

; senezé (1.119)

As componentes do vetor A em coordenadas esféricas foram fornecidas e valem:

r

A=2 5 Ag=+3 ; Ay=-1 (1.120)

Substituindo os valores de sen@, cos@, sen6, cosd (mostrados nas equacoes

1.118 e 1.119) e as componentes A,, Ag e Ay (mostradas na equagdo 1.120) na equagdo
1.116 obtém-se:
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1 43 43
Ax 4 4 2
A :ﬁ 31 3 (1.121)
Y 4 4 2
A, ﬁ 1, -1
_2 2 -

Desenvolvendo a equagdo 1.121:

A, :E + ﬁ + ﬁ (1.122)
4 4 2
A _23 2.1 (1.123)
y 4 4 2
, :ﬁ —g (1.124)
2 2
Entdo, o vetor A no sistema cartesiano de coordenadas serd escrito como
sendo:
A 5J§4+ 2 4 2ﬁ4+ Ta 2\/52— 3 1.125)

O exemplo 1.9 mostra que quando um vetor é convertido do sistema de
coordenadas esféricas para o sistema de coordenadas cartesianas, é necessdrio definir
o ponto onde o vetor, no sistema de coordenadas esféricas, estd localizado. Observe

também que o modulo do vetor é o mesmo, independentemente do sistema de

coordenadas em que ele estd representado.

Exemplo 1.10 — Converta o vetor A = 24y - 54y + 34, para o sistema de coordenadas
esféricas no ponto P(-2, 3, 1).

Solugdo: Incialmente o ponto P(-2, 3, 1), onde estard o vetor A, serd convertido para o
sistema de coordenadas esféricas de modo que seja possivel especificar os dngulos 0 e
0.

Para encontrar o dngulo ¢, definido no plano xy, considere tal plano e os pontos x = -2

e y =3, conforme mostra a Figura 1.30.
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P(-2, 3,1
ol P2.3.1)

vx

Fig. 1.30 — Definicio do angulo ¢ para o ponto P(x=-2; y=3)

A Figura 1.30 mostra que @ estd localizado no segundo quadrante do plano xy.

Desta Figura obtém-se:

p=v2>+3" =>p=413 (1.126)

cos(n—q)):% =>—c0s¢:%:>cos¢:—% (1.127)
sen(n—q)):% :>sen¢:%:>sen¢:% (1.128)

Para encontrar o dngulo 6, considere a Figura 1.31 onde é mostrado o ponto P(-2, 3,

1). Desta figura verifica-se que:

r=yx>+y> 42> = r=414 (1.129)

z 1
cosO=— =>cosf=——= (1.130)
r V14

A partir do valor de cos6 é possivel obter sen a partir da seguinte relacdo:

sen@=+/1-cos’ 0 => senez\/% (1.131)
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7 P(x=-2; y=3; z=1)

Fig. 1.30 — Defini¢cdo do angulo 6 para o ponto P(x=-2; y=3;z=1)

Uma vez que os valores do seno e do cosseno de 0 e de ¢ sdo conhecidos, basta
substitui-los, juntamente com os valores das componentes Ay, Ay e A;, na equagdo 1.126

e obter as componentes A, Ag e Ay .Fazendo as substitui¢oes obtém-se:

2 3 1
A Jia VJia o s |,
A, |=| - 2 3 3B (1.132)
182 182 14
A 3
¢ _3 2

16
A =—— (1.133)
V14
58
A =25 (1.134)
o 182
A =2 (1.135)

Entdo, o vetor A no sistema de coordenadas esféricas é escrito como sendo:
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16 58 .

4
A=— a - a, + a
Ji4 Jig2 " V137

(1.136)

Observe que 0 médulo de A é o mesmo, independentemente do sistema de coordenadas

em que este vetor é representado.

1.11 Elementos diferenciais de volume, de superficie e de comprimento no sistema

de coordenadas cartesianas

1.11.1 — Elemento diferencial de volume
Um elemento diferencial de volume, no sistema de coordenadas cartesianas, é

um paralelepipedo do tipo mostrado a Figura 1.31.

AZ

s

X
Fig. 1.31 - Elemento diferencial de volume no sistema de coordenadas cartesianas

Na Figura 1.31 o elemento diferencial de volume dvol corresponde ao volume
do paralelepipedo cujas arestas possuem comprimento dx, dy e dz. Entdo, o elemento

diferencial de volume dvol € escrito como sendo:

dvol =dxdydz (1.137)

Exemplo 1.11 — Determine o volume do sélido definido por-1<x<2;7<y<9e3<z

<T.

Solugdo: Verifica-se que o sélido do exemplo trata-se de um paralelepipedo reto cujos
lados medem 3, 2 e 4. O volume deste sélido pode ser facilmente obtido multiplicando-
se as dimensdes dos trés lados, resultando em um valor igual a 24. No entanto, o
volume do solido pode ser calculado a partir da integracdo do elemento diferencial de

volume descrito na equacdo 1.137, ou seja:
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vol = mdxdydz (1.138)

volume

A equagdo 1.138 pode ser escrita como sendo:

Volzj.dxj.dy].dz (1.139)
1703

2

Desenvolvendo a equacgdo 1.139 obtém-se um valor correspondente a 24, que é o

mesmo valor obtido anteriormente.

1.11.2 — Elemento diferencial de superficie
No elemento diferencial de volume mostrado na Figura 1.31 é possivel definir

seis elementos diferenciais de drea na forma vetorial. A Figura 1.32 mostra cinco destes

T dSl

elementos.

[ ds
dS4 I — 5 3
dSs 1 dSz

Fig. 1.32 - Elementos diferenciais de superficie no sistema de coordenadas

cartesianas

Os elementos diferenciais de superficie mostrados na Figura 1.32 sdo escritos

como sendo:

ds, =dxdya, (1.140)
ds, =dxdy (-4,) = ds, =—dxdy a, (1.141)
ds; =dxdza, (1.142)
ds, =—dxdz 4, (1.143)
ds; =dydza, (1.144)

E possivel definir também o elemento diferencial de drea dse, que ndo consta da

Figura 1.32, como sendo:
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dsg =—dydza, = dsg=—ds; (1.145)

Exemplo 1.12 — Determine a drea da superficie definida por3<x<7e-3<z<2.

Solugdo: Verifica-se que a superficie definida anteriormente é a superficie de um
retdngulo cujos lados medem 4 e 5 e estd localizado no plano y=0 (que corresponde ao
plano zx. A drea desta superficie pode ser obtido multiplicando se os valores dos dois
lados da figura, resultando em um valor igual a 20. No entanto, a drea da superficie

serd calculada partir da integracdo do elemento diferencial de superficie, ou seja:

area = j j dx dz (1.146)

sup erficie

A partir da equacdo 1.146 obtém-se:

area = ].dxj.dz (1.147)
3

-3

Desenvolvendo a equacgdo 1.147 obtém-se um valor correspondente a 20, que é o

mesmo valor obtido anteriormente.

1.11.3 — Elemento diferencial de comprimento
Para definir um elemento diferencial de comprimento no sistema de coordenadas
cartesianas, considere um segmento de reta de comprimento infinitesimal dL definido

pelos pontos A(xXa, Ya, Za) € B(Xg, yB, zg) conforme mostra a Figura 1.33.

AZ

X

Fig. 1.33 - Segmento de reta de comprimento infinitesimal
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Ao segmento de reta dL, mostrado na Figura 1.31, € possivel associar um vetor

dL com inicio no ponto A e término no ponto B, que serd escrito como sendo:
dL=(xg—x,)a, + (YB_yA)ﬁy +(zp—17,)4, (1.144)

O diferencial de comprimento dL. mostrado na equagao (1.144) pode ser escrito

na forma:

dL=dxa, + dya, +dza, (1.145)

Portanto conclui-se que um elemento diferencial de comprimento é um vetor
cujas componentes sdo dx, dy e dz nas dire¢des x,y e z, respectivamente, conforme

mostra a Figura 1.34. nB

AZ

X
Fig. 1.34 - Elemento diferencial de comprimento dL no sistema de coordenadas

cartesianas

1.12 Elementos diferenciais de volume e de superficie no sistema de coordenadas
cilindricas
1.12.1 — Elemento diferencial de volume
Para definir um elemento diferencial de volume no sistema de coordenadas
cilindricas, considere variacdes dp, d¢ e dz conforme mostra a Figura 1.35.
Considerando que os elementos dp, d¢ e dz sdo infinitesimais o volume do
s6lido, mostrado na Figura 1.35, se aproximard do volume de um paralelepipedo. Assim
quando os elementos dp, d¢ e dz tenderem a zero, o elemento diferencial de volume

dvol sera escrito como sendo:

dvol =pdodpdz (1.146)
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X

Fig. 1.35 — Elemento diferencial de volume no sistema de coordenadas cilindricas

Exemplo 1.13 — Determine o volume do sélido definido por 0 <p<Rp; 0<¢ <2me( <
z<h.

Solugdo: Verifica-se que o solido descrito no exemplo 1.13 corresponde a um cilindro
de raio Ry e altura h. Integrando o elemento diferencial de volume na regido em que o

solido estd definido obtém-se o volume do sélido. Tém-se entdo:

vol = mpdq)dpdz (1.147)

volume

Desenvolvendo a equagdo 1.147:

R, 2r  h

vol = jpdp jdq)jdz (1.148)
0 0 0

Da equacdo 1.148 obtém-se:
volz%(R0)22nh = vol=n(R,) h (1.149)

A equagdo 1.149 é a cldssica formula para cdlculo do volume de um cilindro.

1.12.2 — Elemento diferencial de superficie
Na Figura 1.35 € possivel definir seis elementos diferenciais de superficie. No
entanto, os elementos que merecem destaque sdo os elementos diferenciais de superficie

ds; e ds;, que sdo mostrados na Figura 1.36.
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dS]

\/

Fig. 1.36 — Elementos diferenciais de superficie no sistema de coordenadas cilindricas

Os elementos diferenciais de superficie mostrados na Figura 1.36 sdo escritos

como sendo:
ds, =pdodz ﬁp (1.150)
ds, =pd¢pdpa, =ds,=pdpdoda, (1.151)

Exemplo 1.14 — Calcule a drea da superficie definida por 0 <p<Rp;0< ¢ <2mez=0.
Solugdo: Verifica-se que a superficie descrita corresponde a um disco de raio Ry
localizado no plano z =0. Integrando o elemento diferencial de superficie na regido em

que a superficie foi definida obtém-se sua drea. Tém-se entdo:

area = ”p dpdd (1.152)

sup erficie
Da equagdo 1.152 obtém-se:

R, 2n

vol= [pdp [do = V012%(R0)22n = vol=n(R,) (1.153)
0 0

A equacgdo 1.153 corresponde a cldssica formula para cdlculo da drea de um disco.

Exemplo 1.15 — Calcule a drea da superficie definida por p=Rp;0<¢<2nre0<z<h.
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Solugdo: Verifica-se que a superficie descrita corresponde a superficie de um cilindro
de raio Ry e altura h. Integrando o elemento diferencial de superficie na regido em que

a superficie foi definida obtém-se sua drea. Tém-se entdo:

area = ”p dodz (1.154)

sup erficie

Da equacdo 1.154 obtém-se:

21 h

vol=p jdq)jdz = vol=R,27h = vol=2nR,h (1.155)
0 0

A equagdo 1.155 corresponde a cldssica formula para cdlculo da drea da superficie

lateral de um cilindro.

1.13 Elementos diferenciais de volume e de superficie no sistema de coordenadas
esféricas
1.13.1 — Elemento diferencial de volume
Para definir um elemento diferencial de volume no sistema de coordenadas

esféricas, considere variagdes dr, d0 e d¢ conforme mostra a Figura 1.37.

\/

r send do

Fig. 1.37 - Elemento diferencial de volume no sistema de coordenadas esféricas
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Considerando que os elementos dr, d0 e d¢ sdo infinitesimais o volume do
s6lido, mostrado na Figura 1.37, se aproximard do volume de um paralelepipedo. Assim
quando os elementos dr, dO e d¢ tenderem a zero, o elemento diferencial de volume

dvol sera escrito como sendo:
dvol=(rsen6d¢)(rd0)(dr) = dvol= r* drsen6do do (1.156)

Exemplo 1.16 — Determine o volume do sélido definido por0 <r<Rp; 0< ¢ <2me( <
0<m.

Solugdo: Verifica-se que o solido descrito anteriormente corresponde a uma esfera de
raio Ry. Integrando o elemento diferencial de volume na regido em que o solido estd

definido obtém-se o volume do sélido. Tém-se entdo:

vol = j ”rz drsenfd0do (1.157)

volume

Desenvolvendo a equagdo 1.157:

R, 2 W
vol = jrz dr jdq)jsenede (1.158)
0 0 0

Da equagdo 1.158 obtém-se:
Lo v 4 3
V01:§(R0) 2n2) = VOIZER(RO) (1.159)

A equacdo 1.149 é a cldssica formula para cdlculo do volume de uma esfera.

1.13.2 — Elemento diferencial de superficie
Considere, na Figura 1.37, o elemento diferencial de superficie ds. O vetor que

representa esta superficie estd na direcao do vetor unitdrio 4, e € escrita como sendo:
ds = (rsen6d¢)(rdf)a, = ds= r* sen0dOdo a, (1.160)

Exemplo 1.17 — Calcule a drea da superficie definida por r=Rp; 0<¢ <2me0<0=<m.
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Solugdo: Verifica-se que a superficie descrita corresponde a superficie de uma esfera
de raio Ry Integrando o elemento diferencial de superficie na regido em que a

superficie foi definida obtém-se sua drea. Tém-se entdo:

area = j j r? drsen®df do (1.161)

sup erficie

Da equagdo 1.161 obtém-se:

2n b
vol =r? j do j senfd® = vol=(R,)*21(2) = vol=4n(R,) (1.162)
0 0

A equacdo 1.162 corresponde a cldssica formula para cdlculo da drea da superficie de

uma esfera.

1.14 Fluxo através de uma superficie (Integral de superficie)
Considere uma tubulacdo com sec¢@o transversal S, por onde flui um fluido com

uma velocidade constante v (v € o vetor velocidade) conforme mostra a Figura 1.38

superficie com drea S

Figura 1.38 - Fluido em uma tubulagdo

Vamos marcar um determinado volume de fluido, conforme mostra a Figura 1.39.

Ax

superficie com drea S

Figura 1.39 - Fluido com volume SAx

Considerando que o volume de fluido indicado na Figura 1.39 necessite de um
intervalo de tempo At para atravessar a drea S da tubulacdo, é possivel escrever o

mo&dulo da velocidade do fluido como sendo:
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AX
V=

== 1.163
A ( )

Durante o intervalo de tempo At o volume do fluido que atravessa a drea S é dado

por:

AVol = Ax S (1.164)

Da equacdo 1.164 obtém-se:

_AVol
S

AX

(1.165)

Substituindo a equagdo 1.165 na equagdo 1.163, e fazendo as devidas operagdes,

obtém-se:
AVol = |v|SAt (1.166)

Sabe-se que o volume AVol do fluido pode ser escrita em funcdo de sua massa

especifica p como sendo:

AVol =A™ (1.167)

p

Igualando as equagdes 1.166 e 1.167 e fazendo as devidas operagdes algébricas

obtém-se:
LN (1.168)
At

Na equag@o 1.168 o termo Am/At representa a massa de fluido que atravessa a
drea S da tubulagdo por unidade de tempo e € denominado fluxo. Denominando o fluxo

de fluido como sendo ®, a equacdo 1.168 torna-se:

o=p|v|S 1.169
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A equagdo 1.169 mostra o fluxo obtido quando se considera que a velocidade do
fluido € constante e que a drea S € perpendicular a velocidade do fluido.
Considere agora que a velocidade do fluido é constante, mas ndo € perpendicular a

drea da saida do tubo. A Figura 1.40 ilustra esta situacdo.

Secgdo transversal com drea S - )
superficie com drea S

Figura 1.40 - Tubo com saida inclinada
Na Figura 140 a4, € um vetor unitdrio perpendicular a superficie S;.
Representando a Figura 1.40 em duas dimensdes, obtém-se a Figura 1.41.

Secc¢do transversal com drea S superficie com drea S,

Figura 1.41 - Vista bidimensional do tubo com saida inclinada

Observe, na Figura 1.44, que S; é maior que S. No entanto, o fluxo que atravessa

as duas superficies é o0 mesmo.

De acordo com a equagdo 1.169, o fluxo que atravessa a superficie S € dado por:
o=p|v|S (1.170)

Da Figura 1.41 € possivel verificar que a drea S € a projecdo da drea S;. Deste

modo, é possivel escrever:
S=S,cos6 (1.171)
Substituindo a equagdo 1.171 na equacdo 1.170 obtém-se:

®=p|v|S,cosO (1.172)
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Na forma vetorial a equagdo 1.172 torna-se um produto escalar, ou seja:

o=pv- (54, (1.173)

Na equacdo 1.173 o vetor S;an corresponde a drea S; escrita na forma de um
vetor, que pode ser denominado vetor S;. Deste modo, verifica-se que o fluxo que
atravessa a superficie S € obtido a partir do produto escalar entre a velocidade do fluxo
e a drea da seccdo que o fluxo atravessa.

Na Figura 1.40 foi considerado que a velocidade do fluido através de uma sec¢do
transversal da tubulacdo era constante. Vamos considerar agora que o fluido possui uma
velocidade varidvel quando atravessa uma secgdo irregular da tubulacdo, conforma

mostra a Figura 1.42.

= ~
k / . 4
superficie com drea S

1
1
1
I

Figura 1.42 - Fluido com perfil de velocidade ndo uniforme

Uma vez que a velocidade do fluido ndo € constante em toda a superficie S, ndo é
possivel utilizar a equagcdo 1.173 para calcular o fluxo através desta superficie. No
entanto, € possivel considerar uma pequena superficie As; em que a velocidade é

constante e possui um valor v; conforme mostra a Figura 1.43.

Figura 1.43 - Velocidade do fluido na superficie As;

Na Figura 1.43 ani € um vetor unitrio que é perpendicular a superficie As;.
Considerando que a superficie S, na Figura 1.43, foi dividida em n pequenas

superficies com drea As;, em que as velocidades do fluido podem ser consideradas

47



Eletromagnetismo | Sérgio Kurokawa

constantes, é possivel aplicar a equagdo 1.173 para obter o fluxo através de cada uma
das superficies As;. Assim pode-se dizer que o fluxo através da superficie S pode ser

escrito, de maneira aproximada, como sendo:

(ozzn:pvi- (As;a,;) (1.174)

i=1

Fazendo As; tender a zero na Figura 1.43, a equacdo 1.174 torna-se:

(ozipvi- (As;a,) (1.175)

i=1
A equacdo (1.175) pode ser escrita como sendo:

o=[pv- (dsa,) (1.176)

O vetor ds; 4, pode ser escrito como ds. Neste caso, o vetor ds representa um vetor
que é perpendicular a superficie S em todos os pontos desta superficie. Deste modo a

equacdo (1.176) torna-se:
mzjspv- (ds) (1.177)

A integral mostrada na equagdo 1.177 é denominada Integral de Superficie e,
conforme demonstrado, representa o fluxo do vetor pv através de uma superficie
genérica S.

Substituindo o vetor pv por um campo vetorial genérico A, € possivel calcular o
fluxo deste vetor através de uma superficie S por meio da seguinte integral de

superficie:
0= A-(ds) (1.178)
Se S for uma superficie fechada, a equacao (1.178) torna-se:

m=§SA- (ds) (1.179)
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A equagdo (1.179) representa o fluxo de A através da superficie fechada S.
Considere agora uma superficie fechada S imersa em um campo vetorial A,

conforme mostra a Figura 1.44.

A

—-

Figura 1.44 - Superficie fechada S imersa em um campo vetorial A

Considerando a superficie fechada S e o campo vetorial A mostrados na Figura

1.44, existem 3 possiveis condi¢cdes para o campo vetorial e a superficie que sdo:

a) Nao existem fontes ou sorvedouros para o campo vetorial A no interior de S
Neste caso o fluxo que entra e o fluxo que sai da superficie fechada S sdo iguais,

conforme mostra a Figura 1.45.

Figura 1.45 — Superficie fechada sem fontes ou sorvedouros de fluxo

Observe na Figura 1.45 que a quantidade de linhas do campo A que entram na
superficie S € igual a quantidade de linhas que saem fazendo com que o fluxo resultante

seja nulo, ou seja:

§SA- (ds)=0 (1.180)

b) Existem fontes do campo vetorial A no interior de S
Neste caso a quantidade de linhas de fluxo que saem € maior que a quantidade que

entra, conforme mostra a Figura 1.46.
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Figura 1.46 - Superficie fechada com fontes de fluxo

E possivel verificar na Figura 1.46 que a quantidade de linhas do campo A que
entra na superficie S é menor que a quantidade de linhas que saem fazendo com que o

fluxo resultante seja maior que zero, ou seja:

§SA- (ds)>0 (1.181)

Quando o fluxo através de uma superficie fechada € maior que zero, diz-se que ha

fontes do campo no interior da superficie.

¢) Existem sorvedouros do campo vetorial A no interior de S
Quando hé sorvedouros de linhas de campo no interior de uma superficie fechada,
a quantidade de linhas que saem é menor que a quantidade de linhas que entram

conforme mostra a Figura 1.47.

Figura 1.47 - Superficie fechada com fontes de fluxo

E possivel verificar na Figura 1.47 que a quantidade de linhas do campo A que
entram na superficie S € maior que a quantidade de linhas que saem fazendo com que o

fluxo resultante seja menor que zero, ou seja:
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§SA-(ds)<o (1.182)

Quando o fluxo através de uma superficie fechada € menor que zero, diz-se que ha

sorvedouros do campo no interior da superficie.

Exemplo 1.18 - Considere o campo vetorial A = 53, - 34y + 24,. Determine o fluxo que

atravessa a superficie do paralelepipedo definido por 1< x <4,-3<y<2e?2<z<7.

Exemplo 1.19 - Considere o campo vetorial A = 5x4y — 3yay + 2z4,. Determine o fluxo

que atravessa a superficie do paralelepipedo definidopor 1 <x<4,-3<y<2e2<z<7.

Exemplo 1.20 - Considere o campo vetorial A = (R¢/r)a,. Determine o fluxo que

atravessa a superficie esféricar =2Rp;0<0<2ne0<¢ <m.

Exemplo 1.21 - Considere o campo vetorial A = 34, + 2z4,. Determine o fluxo que

atravessa a superficie cilindrica0 <z<5,p=5e0< ¢ <2m.

1.15 Divergente
O divergente de um campo vetorial A € definido como sendo o fluxo de A através

de uma superficie fechada S quando o volume desta superficie tende a zero, ou seja:

§ A- (ds)
divA=V.A= |lim =>——
Avol0  Avol

(1.183)

Em outras palavras o divergente de um campo vetorial corresponde ao fluxo deste
campo em um ponto (ponto &, por defini¢do, uma superficie fechada cujo volume tende
a zero).

O divergente € uma grandeza escalar (fluxo por unidade de volume) e € util para
indicar se existem fontes ou sorvedouros de A em um ponto. Esta grandeza geralmente
ndo € calculada diretamente a partir da definicdo mostrada na equagdo (1.183), mas sim

a partir das componentes de A.
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Para obter o divergente de um vetor a partir de suas componentes, considere um
campo vetorial A e um ponto P(x,y,z) no interior de uma superficies fechada S, com

volume Avol, no sistema de coordenadas cartesianas, conforme mostra a Figura 1.48.

4z Superfic7hada S com volume Avol
b

Figura 1.48 - Ponto P no interior de uma superficie fechada S

Na Figura 1.49 ¢ mostrada em detalhes a superficie fechada S da Figura 1.48.

Figura 1.49 - Vértices da superficie fechada S

Considerando que o ponto P(X,y,z) estd localizado no centro da superficie fechada

S, as coordenadas dos vértices desta superficie sdo escritas como sendo:

Ax Ay Az
B(x+—,y—,z2—— 1.184
( A 2) ( )
C( +%, +ﬂ,z—%) (1.185)
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Ax Ay Az

D(x+7,y—7 ,z+7) (1.186)
E(x+%,y+% ,z+%) (1.187)
F(X—A—;,y—% ,Z+%) (1.188)
G(x—%,y+% ,z+% (1.189)
H(X—A—;,y—% ,Z—%) (1.190)
I(x—%,y+% ,z—%) (1.191)

A Figura 1.50 mostra as superficies que constituem a superficie fechada S.

1 ASz
AS6

AS4 ,// y AS]

x 4 ASs

Figura 1.50 - Superficies que constituem a superficie fechada S

As superficies mostradas na Figura 1.50 podem ser representadas, na forma

vetorial, como sendo:

As;=AxAzd, (1.192)
As,=Ax Ay, (1.193)
Asy=AyAza, (1.194)
As,=Ax Az(-4,) (1.195)
Ass =Ax Ay (-4,) (1.196)
Asg=AyAz(-4,) (1.197)

O campo vetorial A, no ponto P(x,y,z) € escrito como sendo:

A(X,y,2)=A(X,y,2) 8, + A (X,y,2) &, + A, (X,Y,2) 4, (1.198)
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O fluxo que atravessa a superficie fechada S € escrito como sendo:

§SA- (ds)= jsl A,- (ds)) + j52 A, (ds,) + Lz A, (dsy) + J.S4A4- (dsy) +

(1.199)
jss A (dsg) + fsﬁAﬁ' (dse)
Na equacdo 1.199 A; € o vetor A na i-ésima superficie. Tém-se entdo:
A=A &Y )=A,, 5 5 1.200
1~ (X’yJ"?’Z)_Alxax-’_Aly ay-i-‘Alz a, ( : )
Az " ~ A
A2:A(x,y,z+7):A2an+A2y a, +A,, 4, (1.201)
- AX L 2)=A,, 4 A A 1.202
A3—A(x+7,y,z)—A3an+A3yay+A3Zaz (1.202)
_ Ay _ A a A A
A4—A(x,y—7,z)—A4x a, +A, 4, +A,4, (1.203)
Az " ~ A
A5:A(x,y,z—?):ASx a, +A5 4, +A; 4, (1.204)
_ AX _ n n n
AG—A(X—T,y,z)—A()XaX +Ag, 8, +Ag, 4, (1.205)

Para obter as parcelas que constituem a equag@o 1.199, serd considerado que as
superficies mostradas na Figura 1.50 s@o pequenas o suficiente para que o vetor A seja
considerado constante nestas superficies. Assim, o fluxo que atravessa a superficie S; é

escrito como sendo:

[ A @sp= A, (dsy) (1.206)
Substituindo as equagdes 1.192 e 1.200 na equacdo 1.206, esta ultima torna-se:

1x “x

js Ay (ds)=(A A, +A, &, +A,, 4,) AxAz(d,) (1.207)

Desenvolvendo a equagdo (1.207) obtém-se:

js Ay (ds)= A, Ax Az (1.208)
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Utilizando o mesmo procedimento adotado para obter a equagdo 1.208, é possivel

mostrar que as demais parcelas que constituem a equacdo 1.199 sdo escritas como

sendo:

LZAz' (ds,)= A,, Ax Ay (1.209)
s As (dsy)= Ay Ay Az (1210)
IS4A4' (dsy)= — A,y Ax Az (1211)
J.ss As- (ds5)= —As, Ax Ay (1.212)
J, Ae ()= —Aq Ay Az (1213)

Considerando que o volume da superficie fechada S é pequeno o suficiente de

modo que o campo vetorial A(X,y,z), em cada uma das superficies mostradas na Figura

1.50, possa ser aproximado pelos dois primeiros termos da série de Taylor, é possivel

escrever as componentes Aiy, Az, Asx, Asy, As, € Agx como sendo:

dA
A=A, (x, y+A D=A, (%Y, 2+ 2y OBy (X.y.2) (1214)
2 dy
A, =A, (XY, z+—) A, (x,y, 2+ 2294, (%y,7) (1.215)
2 0z
A3x:Ax(x+A y.2)=A, (X,, 2) 2% 9A (x.y,7) (1.216)
2 2 ox
Ay Ay 0A(X,y,2)
A4y:Ay(X’y_7’Z)sz(X’y’z)__YT (1217)
ASZ:AZ(x,y,z—g)zAz(x,y,z)—EM (1.218)
2 2 0z
A()x:Ax(x—g,y,z)zAx(x,y,z)—gM (1.219)
2 2 ox

Substituindo as equagdes 1.214-1.219 nas equagdes 1.208-1.213 obtém-se:

Ay (X,y,2)
j Ay ds)= (A, (x,y, 2+ 2 —) Ax Az (1.220)
2 dy
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[ Az-(dsz)z(Az(x,y,z)+£M)AxAy (1.221)
S, 2 aZ
[, Ay dsy)= (Ax(x,y,z)+§M)AyAz (1.222)
S5 2 aX
aA 9 9
[ Ay dsy= —(Ay(x,y,z)—%w)AxAz (1.223)
: y

Az JdA, (X,y,z)
[ As (ds)= —(A, (x,y,2) =SS

Ax A, (X,y,2)
s, Ag- (dsg)= — (A, (X’y’Z)_TTY

) Ax Ay (1.224)

) Ay Az (1.225)

Substituindo as equagdes 1.220-1.225 na equag@o 1.199 obtém-se o fluxo total

através da superficie S ou seja:

JdA, (X,y,z
fA- (@)=(A, (xy.2) 4D IR ON D) s g2y + B2 QALY D 6
S 2 ady 2 0z
JA. (X,y,Z
(AX(X,y,Z)"FgM)AyAZ_(A (X’y’z)_ﬂM)A){Az
2 ox Y 2 dy
Az dA, (X,y, Ax 0A (XY,
(A, (x,y,2) 22BN D\ Ay (A (x,y,2) ~ DX ALY D s (206
2 0z 2 ox
Desenvolvendo a equagdo 1.226 obtém-se:
J0A, (X,y,
§ A- (d9)=AxAyAz IA, (xy.2) Ay (X.y.2)  OA, (xy.2) (1.227)
S ox dy 0z

Na equacdo 1.227 o termo AxAyAz corresponde ao volume Avol. Dividindo

esta equacdo por AxAyAz obtém-se:

A- (ds) JA. (X,y,z
Avol ox dy 0z
Fazendo, na equagdo (66) o volume dvol tender a zero obtém-se:
A- (ds) JdA, (X,y,
i fs _ an(x,y,z)+ y (X Z)+8Az(x,y,z) (1.228)
Avol->0  Avol ox dy 0z
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O lado esquerdo da equagdo 1.228 corresponde a defini¢do do divergente do

campo vetorial A no ponto P(x,y,z). Assim, o divergente de um campo vetorial A em

um ponto P(x,y,z) é escrito como sendo:

aA b b
v.a= 9y 98,0692 | 9A, (x.y.2) (1.229)
ox dy 0z
Nos sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas, o divergente € escrito como
sendo:
a A U, aA sV
vaol (PA,(p,0,2)) L1 o (P.0.2) N oA, (p,0,2) (1230)
p op p 20 oz
19(rA, (1.8.0)) 1 (A (r.0,0)send)
r r rsen (1.231)
rsenf 20

1.16 Integral de linha
Considere um corpo submetido a acdo de uma for¢a genérica F(X,y,z) que é, de

maneira genérica, varidvel em fungdo da posicdo no espago. Este corpo move-se do

ponto A até o ponto B seguindo o caminho mostrado na Figura 1.51.

42 A:}’,Z)
B
A \ Caminho C

<V

X

Figura 1.51 - Movimento do corpo no caminho C

Para calcular o trabalho da forca F ao deslocar o corpo no caminho C, considere
um pequeno deslocamento do corpo. Se este deslocamento for considerado

suficientemente pequeno, o mesmo pode ser aproximado por um segmento de reta AL.
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A Figura 1.52 mostra, de forma ampliada, um deslocamento infinitesimal AL

sobre o caminho C.

Ay Px(x2,y2,22)

Pi(x1,y1,21)

»
»

y

X

Figura 1.52 - Deslocamento infinitesimal AL do corpo sobre o caminho C

A forca F que atua no corpo e o deslocamento AL (na forma vetorial este
deslocamento torna-se AL) sdo escritos na forma:
F=Fa,+Féa, +Fa4, (1.232)

AL = Axa, +Ayé, + Az, (1.233)

Sendo AL suficientemente pequeno, a for¢ca F pode ser considerada
aproximadamente constante. Nestas condicdes, sabe-se que o trabalho Aw da forca pode

ser escrito como sendo:

Aw = F Ax +F Ay +F, Az (1.233)

Observe que a equagdo 1.233 pode ser escrita como sendo o produto escalar dos
vetores F e AL mostrados nas equacdes 1.232 e 1.233. Portanto, o trabalho da forca F

em um pequeno deslocamento AL pode ser escrito como sendo:
Aw = F.AL (1.234)

O caminho C pode ser aproximado por N pequenos segmentos de reta. Nestas
condi¢des, o trabalho W da for¢a F para deslocar o corpo no caminho C € escrito como

sendo:

N
W=>F,.AL; (1.235)

i=1
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Na equacgdo 1.235 F; € a for¢a F, aplicada ao corpo, no i-ésimo segmento de reta
AL;.
Fazendo N —oo, tem-se que AL; —0. Nestas condi¢des o trabalho da forga (x,y,z)

para mover o corpo no caminho C passa a ser escrita como sendo:

W= j F(x,y,z). AL (1.236)
C

A integral mostrada na equagdo 1.236 € denominada Integral de linha e F(X,y,z)
pode ser qualquer campo vetorial.
Se C for um caminho fechado, a integral de linha é denominada integral de linha

de caminho fechado e € escrita conforme mostra a equagdo 1.237.

W= § F(x,y,z). AL (1.237)

1.17 Campo vetorial conservativo

Um campo vetorial € dito conservativo quando a sua integral de linha de caminho
fechado, considerando qualquer caminho fechado, € nula. Uma consequéncia da integral
de linha de caminho fechado ser nula, € que a integral de linha entre dois pontos

quaisquer € constante, independentemente do caminho adotado.
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Capitulo 2

Lei de Coulomb e Intensidade de Campo Elétrico

2.1 - Carga elétrica

O primeiro registro de experi€ncias com eletricidade remonta ao século VI a.C.,
quando Tales de Mileto, filésofo e matemédtico grego, escreveu que o ambar friccionado
na 1a atrai pedacos de palha ou pena (o0 que agora sabemos ser uma manifestacdo de
eletrificagdo por atrito). A explicacdo para este fendomeno € que o ambar, quando
atritado com a 13, recebe cargas elétricas e se torna um corpo carregado.

Experimentos mostram também que dois bastdes de plastico esfregados com
pelica ficam sujeitos a uma for¢a de repulsdo. Quando os bastdes de pldstico sdo
substituidos por bastdes de vidro e 1a por seda, verifica-se que os bastdes de vidro
também ficam sujeitos a uma forca de repulsdo. No entanto quando um bastdo de
pléstico (atritado contra a 13) € colocado préximo a um dos bastdes de vidro (atritado
com a seda) verifica-se uma forca de atrag@o entre eles.

Estes experimentos mostram que existem dois tipos de carga elétrica: o tipo de
carga elétrica acumulada no bastio de pldstico que foi atritado com a 1 e o tipo de carga
elétrica acumulada no bastdo de vidro atritado com a seda. Benjamin Franklin (1706-
1790) sugeriu denominar, respectivamente, de carga negativa e de carga positiva esses
dois tipos de carga elétrica. Diz-se que o bastdo de pléstico foi carregado com cargas
negativas e que o bastdo de vidro foi carregado com cargas positivas. Assim verifica-se
que duas cargas negativas se repelem (fato este que também ocorre com duas cargas
positivas) e que existe uma atracdo mutua entre uma carga positiva e uma carga
negativa.

Para entender o motivo pelo qual os bastdes, dos experimentos descritos no
pardgrafo anterior, ficam sujeitos a forcas de atracdo ou de repulsdo é necessirio
analisar a estrutura e a propriedade elétrica dos dtomos.

O modelo atomico cldssico (modelo de Niels Bohr) diz que a estrutura atbmica
pode ser descrita com base em trés particulas elementares que s@o o elétron (que possui
carga negativa), o préton (que possui carga positiva) e o néutron (que ndo possui carga
elétrica). De acordo com o modelo de Bohr, os prétons e néutrons ocupam a parte

central, e mais densa, do dtomo que ¢ denominada niicleo enquanto que os elétrons
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. . ‘ . A 1a -15
circundam o nicleo do d&tomo. O nicleo atdmico possui didmetro da ordem de 10"~ m
enquanto que a regido ocupada pelos elétrons se estende até uma distancia em torno de

10" m para fora do nicleo. A Fig. 2.1 mostra um dtomo descrito pelo modelo de Bohr.

Fonte: http://www.infoescola.com/fisica/eletrosfera/

I v micleo (prétons e néutrons)
4"

elétron

Fig. 2.1 - descricdo de um dtomo segundo o modelo de Bohr

A estabilidade do dtomo ¢é garantida pela forga elétrica, que mantém os elétrons
orbitando o nicleo atdomico (hd uma forca de atracdo entre os elétrons e os prétons) e
pela forca nuclear que mantém a coesdo dos protons e néutrons. Os prétons sofrem uma
forca de repulsdo, mas esta for¢ca é muito menor que a for¢ca nuclear que garante a
estabilidade do nicleo. A forca nuclear atua somente em pequenas distancias,
restringindo-se ao nuicleo atdmico.

Em um 4tomo em seu estado neutro as quantidades de prétons e elétrons sdo
iguais, resultando em uma carga elétrica liquida nula. Quando se remove um ou mais
elétrons de um dtomo, o mesmo adquire uma carga elétrica positiva e torna-se um fon
positivo. Por outro lado, ao se inserir elétrons em um &4tomo o mesmo torna-se
carregado negativamente e recebe a denominacdo de fon negativo.

Aplicando os conceitos do pardgrafo anterior para um corpo macroscopico,
conclui-se que quando a quantidade de elétrons e de prétons for igual o corpo é
eletricamente neutro. Caso elétrons sejam retirados do corpo ele fica com um excesso de
prétons e diz-se que o corpo estd carregado com carga positiva. Por outro lado, se
elétrons sdo inseridos no corpo ele ficard com excesso de elétrons e adquire entdo uma

carga negativa. Observe que prétons ndo podem ser inseridos ou retirados do dtomo
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(exceto nos processos de fissdo e fusdo nuclear). O que define o tipo de carga com o
qual o corpo estd carregado (carga positiva ou negativa) € a retirada ou a inclusdo de
elétrons no corpo.

Assim, € possivel explicar a repulsd@o que ocorre entre os bastdes de pldstico (e
entre os bastdes de vidro) e a atracio que acontece entre o bastdo de plastico e de vidro.

Quando o bast@o de plastico e a 13, inicialmente descarregados, sdo atritados, o
bastdo retira elétrons da 13. Este processo faz com que o bastdo fique com excesso de
elétrons e adquira uma carga negativa, enquanto que a la passa a ter menos elétrons do
que prétons e adquire assim uma carga elétrica positiva.

Quanto ao bastdo de vidro, a explicagdo para natureza de sua carga € que o atrito
dele com a seda faz com que o bastdo perca elétrons para a seda. Assim o bastdo fica
com menos elétrons do que prétons e adquira carga elétrica positiva enquanto que o

excesso de elétrons na seda faz com que ela adquira carga elétrica negativa.

2.2 - Lei de Coulomb

Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), um coronel do Corpo de Engenharia
do Exército frances, estudou a forca de interacdo entre particulas carregadas. Coulomb
verificou que o mddulo da forca elétrica entre duas particulas é diretamente
proporcional a quantidade de carga das particulas (entenda por quantidade de carga
como sendo o produto do médulo das cargas) e ao inverso do quadrado da distincia que
as separa. A forca estd na dire¢do da reta que passa pelos pontos onde estdo localizadas
as cargas e possui um sentido que depende da natureza (positiva ou negativa) das duas
cargas. A lei de Coulomb foi definida para cargas puntiformes, ou seja, para corpos
carregados separados por uma distdncia muito maior que as dimensdes destes corpos.

Considere duas cargas puntiformes Q; e Q, dispostas no espacgo (representado no
sistema de coordenadas cartesianas) conforme mostra a Fig. 2.2.
zZ T Q

°

Fig. 2.2 - Cargas elétricas Q; e Q: localizadas no sistema de coordenadas cartesianas
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A lei de Coulomb estabelece que a forga elétrica entre as cargas Q; e Q2 age ao
longo da linha que une as duas cargas e € repulsiva se as cargas sdo de mesma natureza
(cargas de mesmo sinal) e atrativas se as cargas possuem sinais contrarios.

A Fig. 2.3 mostra, de acordo com a lei de Coulomb, as forcas que agem em Q, e

Q: nas situagdes em que tais cargas possuem sinais iguais e sinais contrarios.

2N 2N

O\Qz 0
z | N
r AN V4 Ar N
N \
/ \\ / N
s Qi *
L Reta que une as \.Ql
Reta que une as duas cargas
duas cargas F\ F,
X
y y
a) Cargas de mesmo sinal b) Cargas de sinais contrarios

Fig. 2.3 - Forca elétrica que atua em duas cargas

Para quantificar a forca na carga Q, devido a carga Q; vamos inicialmente definir
o vetor Ry2 como sendo um vetor que tem inicio no ponto onde esté localizada a carga

Q; e termina no ponto onde estd a carga Q,, conforme mostra a Fig. 2.4.

°
z T QN Ry,

Qi

Fig. 2.4 - Definicao do vetor Rj2

Considerando que as cargas Q; e Q; estdo localizadas nos pontos P(x,y;,z;) €

P»(x2,y2,72), respectivamente, o vetor Ry, € escrito como sendo:

R, =(x,-x )4 +(y,~y) 4, +(z,~z)A4, 2.1)
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O médulo do vetor Riz corresponde a distdncia entre as cargas, enquanto que a

direcdo da forga é definida por um vetor unitdrio 4, paralelo ao vetor Ry, que € escrito

como sendo:

a R12

a = 2.2
12 |R12| ( )

Na equacdo (2.2) IRzl é 0 médulo de Ry,. Portanto o vetor unitdrio 41 sera escrito

como sendo:

_ (Xz_xl) ﬁx + (Y2_y1) ﬁy + (Zz_Zl) ﬁz

- \/(Xz_xl)2+ (Y2_y1)2 + (Zz_Zl)2

(2.3)

12

Assim, conhecendo os valores (e os sinais) das cargas Q; e Q; e a distdncia que as
separa, € possivel definir a for¢a F» que atua em Q. devido a Q. Esta forca, de acordo

com a Lei de Coulomb sera:

— Ql Qz a

_ , 23
2 47‘58(]|R12|. 12 ( )

A Lei de Coulomb também estabelece que a forca Fi que atua na carga Q possui

o mesmo moédulo da forca F», porém atua em sentido oposto, ou seja:

F, =-F, 2.4)
Substituindo a equacdo (2.3) na equagao (2.4) obtém-se:
1= Lzz(_ﬁu) (25)
4rme R,

Para comprovar a validade da Lei de Coulomb (expressa na forma da equagdo

2.5), considere os exemplo 2.1 € 2.2.

Exemplo 2.1 - Considere duas cargas Q; = Qp e Q» = Qp localizadas nos pontos

P,(0,1,0) e P»(0,3,0), respectivamente. Determine a forca elétrica que atua nestas cargas.

Vamos incialmente, representar as duas cargas no sistema de coordenadas

cartesianas conforme mostra a Fig. 2.5.
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«

L J @ >
/

Fig. 2.5 - Sistema de duas cargas positivas localizadas ao longo do eixo y

Para calcular a forca que atua na carga Q», devido a carga Q, vamos inicialmente
obter os vetores Ry; e 412 mostrados na Fig. 2.6.

1z

Q Rz Q
@ >0 >
/ ap, Y
X
Fig. 2.6 - Vetores Rz € 412
O vetor Ry2 mostrado na Fig. 2.6 € escrito como sendo:
R, =(0-0)4 +(3-D4, +(0-00a, => R, =24 (2.6)
O moédulo de Ry, é dado por:
R,| =42’ = |R,|=2 (2.7)
O vetor unitario a;, paralelo a Ry, € escrito como sendo:
R R . 2a A
o TN e 28)
12
A Forga na carga Q, devido a carga Q, sera:
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Sabendo que, de acordo com a Lei de Coulomb, a for¢a Fy que atua na carga Q;

possui o0 mesmo modulo da forga F», porém atua em sentido oposto, t€ém-se:

F--F - F-—2_(a) (2.10)
167e, ’

A Fig. 2.7 mostra a forga elétrica em cada uma das cargas.

tz

«

< @ >Q >
Fl - F2
a2
X

Fig. 2.7 - Forcas elétricas que atuam em duas cargas positivas localizadas no eixo y

Exemplo 2.2 - Considere duas cargas Q; = Qp e Q2 = - Qo localizadas nos pontos

P1(0,1,0) e P»(0,3,0), respectivamente. Determine a forca elétrica que atua nestas cargas.

Para obter a forca elétrica, devido a carga Q;, devemos incialmente obter os

vetores Ry e 412 mostrados na Fig. 2.8.

1z

\
®

&>

IS
v
[ J
<y

Fig. 2.8 - Vetores Ryz e 412

Na Fig. 2.8, o vetor Ry, € escrito como sendo:
R, =(0-0)a +(3-D4, +(0-0)a, => R,=24 (2.11)
O moédulo de R, serd:

R,={22 = [R,[=2 (2.12)
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O vetor unitario 412 paralelo a Ryz € escrito como sendo:

a,=—=2 = 4,=—— = 4,=4 (2.13)

A Forga na carga Q> devido a carga Q, sera:

2:&22% :>172:__Q<7;;‘y :>F2:&(_ﬁy) (2.14)
4j'cg“|Ru| 16me, 167e,

Sabendo que, de acordo com a Lei de Coulomb, a for¢a F; que atua na carga Q;

possui o0 mesmo moédulo da forga F», porém atua em sentido oposto, tém-se:

Q. .
F,=-F, = F,=—"_a 2.15
! : ' léne, ( )

A Fig. 2.9 mostra a forga elétrica em cada uma das cargas, obtidas com o método

que utiliza a lei de Coulomb na forma vetorial.

1z

®
v
o

\
v

F] A—P F2 y
X a2

Fig. 2.9 - Forcas que atuam em cargas, com sinais contrarios, localizadas sobre o eixo y

Exemplo 2.3 - Considere duas cargas Q; = 3 x 10* C e Q, = - 10™ C localizadas nos
pontos P;(1,2,3) e P»(2,0,5), respectivamente. Determine a forca elétrica que atua nestas

cargas.

Para calcular a forca F,, que é a for¢ca em Q, devido a carga Q,, é necessdrio
definir o vetor Ry, com inicio na carga Q; e término na carga Q,, € o vetor unitario 4y,

mostrados na Fig. 2.10.
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P»(2,0,5)
°

Q
R12

o P1(1,2,3)
Q
Fig. 2.10 - Vetores Ry e 412

Na Fig. 2.13, o vetor Rz € escrito como sendo:

R, =(2-Da +(0-2)a, +(5-3)a, = R,=4a -2a +24, (2.16)
Verifica-se que o médulo de Ry, sera:

R, =3 (2.17)
O vetor unitdrio 4;, paralelo a Ry, é escrito como sendo:

&, —24 +24) (2.18)

A Forga na carga Q devido a carga Q, sera:

2 ZLZ") ﬁ]z (2.19)
4me R,

Substituindo os valores das cargas e os vetores Rz e 412 na equacio 2.19 obtém-

se:
3x107* (-107%) 1
_ “(a, —24, +24, (2.20)
2 Jrx8854x1012x3" 3" Y :
Desenvolvendo a equagdo 2.20 obtém-se:
F,=-10a,+204a, - 204, (2.21)

Sabendo que, de acordo com a Lei de Coulomb, a for¢a Fy que atua na carga Q;

possui o mesmo médulo da forca F», porém atua em sentido oposto, t€ém-se:
F, =104,-204,+ 204, (2.22)
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Exercicio: Considere as cargas Q; e Q. localizadas nos pontos (1,1,0) e (2,3,0) do
sistema de coordenadas cartesianas.
a) Calcule as forcas em Q; e Q, considerando Q; = 2x10” C Q= 4x10 C;
b) Calcule as forcas em Q; e Q, considerando Q; = 2x10” C Q= 4x10” C;
Resposta:a) F; = -6,43 x 10° 4, — 12,86 x 10” 4, N; F, = -F;

b) F1 =643 x 10”4, + 12,86 x 10” 4y N; F» = -F;

2.3 — Campo elétrico devido a uma carga pontual
2.3.1 - Campo elétrico devido a uma carga positiva
Considere uma carga positiva Q; fixa em um ponto A que é o centro de uma

circunferéncia, conforme mostra a Fig. 2.11.

Q

Fig. 2.11 - Carga positiva Q; fixa no ponto A

Considere agora que uma carga positiva q, (denominada carga de prova) seja
colocada em um ponto B sobre a circunferéncia. A carga qp ficara sujeita a forca elétrica

F, mostrada na Fig. 2.12.

Fig. 2.12 - Forga elétrica F,, na carga qp, devido a carga Q,

Se a carga qp, for solta ela ird mover se ao longo da reta que passa pelos pontos
A e B, afastando-se da carga Q; conforme mostra a Fig. 2.13.
Na Figura 2.13 a reta que define a trajetoria de qp, € denominada Linha de

Forga ou Linha de Fluxo produzida pela carga Q;.
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V\‘\
B
; i .\ Quando solta, q, move-se
E/ ‘D a0 longo desta reta
. .

A Q

,,.,_/—"'/
C

Fig. 2.13 - Sentido do movimento de q, quando solta no ponto B

Repetindo o procedimento descrito anteriormente (que consiste em fixar q, em
um ponto, determinar a direcdo da for¢a em q, e depois soltar esta carga) em outros
pontos sobre a circunferéncia, € possivel obter outras linhas de fluxo da carga Q

conforme mostra a Fig. 2.14.

v

v

Fig. 2.14 - Linhas de fluxo da carga positiva Q;

Ao conjunto de linhas de forca de Q; damos o nome de Campo Elétrico de Q.
Verifica-se, na Fig. 2.14, que as linhas de fluxo (e consequentemente o campo elétrico)
de uma carga pontual positiva sdo radiais que “saem” da carga e afastam-se da mesma.

A Fig. 2.15 mostra a forga elétrica F,, considerando q, em um ponto qualquer

do espaco que envolve a carga Q;.

Fig. 2.15 - Forga elétrica na carga qp

A forga elétrica F,,, mostrada na Fig. 2.15 € escrita como sendo:

p=—Q‘qP 4, (2.23)
47ts<,|Rlp

70



Eletromagnetismo | Sérgio Kurokawa

Vamos definir a grandeza Intensidade de campo elétrico E, devido a carga

pontual Q;, como sendo:

g B (2.24)

A equagdo 2.24 mostra que, considerando g, como sendo uma carga positiva, o
campo elétrico E e a forca Fy, possuem os mesmos sentidos. Consequentemente, o
campo elétrico estd na mesma direc@o e sentido das linhas de for¢a conforme mostra a

Fig. 2.16.
AE

\ ~
Q‘\ T Linhas de fluxo

Fig. 2.16 — Campo elétrico de uma carga Q, positiva

v

A Figura 2.16 mostra que o campo elétrico de uma carga pontual positiva
“nasce” na carga e estende-se em direcdo ao infinito.

Substituindo a equacdo 2.23 na equagdo 2.24 verifica-se que o vetor
intensidade de campo elétrico E devido a carga pontual Q; € escrito como sendo:

E-— % 3 (2.25)

2 1p
47e, |Rlp

A equacdo 2.25 mostra que o vetor intensidade de campo elétrico (ou campo
elétrico) de uma carga pontual Q; em um ponto qualquer do espaco pode ser escrito em
funcdo da carga Q; e do vetor Ry, que determina a posicdo do ponto em relagdo a Q. A
unidade de E é Newton/Coulomb (N/C).

A equacdo 2.24 pode ser escrita na forma:
F,=qE (2.26)

A equacdo 2.26 mostra que uma vez conhecido o campo elétrico em um ponto,
¢ possivel obter a forga elétrica em uma carga q, sem que seja necessdrio conhecer a

carga que criou este campo.
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Exemplo 2.4 - Considere a carga pontual Q; positiva localizada no ponto A(7,-3,4).
Com base nestas informacdes, faca os itens descritos em seguida.

a) Determine o campo elétrico no ponto P(3,0,4);

b) Determine a forca elétrica sobre a carga q, = Qo localizada no ponto P;

¢) Determine a forga elétrica sobre a carga q, = -Qo localizada no ponto P.

Solucdo do item a:

Célculo de Ryy: R, =(G-7)a,+(0+3)a, +(4-4) 4, = R, =—-4a,  +34a,
< A R 4 3
Calculo de a;p. 4 =" —~ 3 =_"3 423
p 1p |R1p 1p 5 X 5 y

E-— 2% 5 —E-2 ,[-iﬁx +§ﬁy)=>E=— Q5+ 5
4n8(l|Rlp 4me, (5 5 5 125me, 500me,

Solucdo do item b:

QQ 4. 3.
F,=qE =F, =ﬁ(;)z[—gax +§ a
0

Observe que a forga sobre a carga q, estd no mesmo sentido do campo elétrico E.

Solucdo do item c:

Observe que a forga sobre a carga q, estd em sentido contrario ao sentido do campo

elétrico E.
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2.3.2 - Campo elétrico devido a uma carga negativa

Considere uma carga negativa Q; fixa em um ponto A que é o centro de uma

circunferéncia, conforme mostra a Fig. 2.17.

Fig. 2.17 - Carga negativa fixa no ponto A

Considere agora que uma carga positiva q, (denominada carga de prova) seja
colocada no ponto B mostrado na Fig. 2.17. A carga q, ficard sujeita a forca elétrica F

mostrada na Fig. 2.18.

Fig. 2.18 - Forga elétrica F, na carga qp, devido a carga negativa Q

Se a carga qp, for solta ela ird mover se ao longo da reta que passa pelos pontos

A e B, aproximando-se da carga Q; conforme mostra a Fig. 2.19.

B‘\
Quando solta, q, move-se

ao longo desta reta

Fig. 2.19 - Sentido do movimento de g, quando solta no ponto B

Repetindo o procedimento descrito anteriormente (que consiste em fixar q, em
um ponto, determinar a dire¢do da for¢a em q, e depois soltar esta carga) em outros
pontos sobre a circunferéncia, é possivel obter outras linhas de fluxo da carga Q
conforme mostra a Fig. 2.20.
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o «
Qi

Fig. 2.20 - Linhas de fluxo da carga negativa Q;

A Fig. 2.21 mostra a forga elétrica F,, considerando q, em um ponto qualquer

do espaco que envolve a carga Q;.

Fig. 2.21 - Forga elétrica na carga qp
A forga elétrica F,,, mostrada na Fig. 2.21 € escrita como sendo:

__Qq, _a, 2.27)
47ts<,|Rlp

Vamos definir a grandeza Intensidade de campo elétrico E, devido a carga

pontual Q;, como sendo:

gl (2.28)
q

A equagdo 2.28 mostra que, considerando g, como sendo uma carga positiva, o
campo elétrico E e a for¢a Fyp possuem os mesmos sentidos. Consequentemente, o
campo elétrico estd na mesma direc@o e sentido das linhas de for¢a conforme mostra a
Fig. 2.22. Esta figura mostra que o campo elétrico de uma carga pontual negativa

“nasce” no infinito e “termina” na carga.
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/ 1\ e Linh ™

Fig. 2.22 - Campo elétrico de uma carga Q; negativa

Substituindo a equacio 2.27 na equacdo 2.28 verifica-se que o vetor intensidade

de campo elétrico E devido a carga pontual Q; € escrito como sendo:

-2 5 (2.29)
47e, |Rlp

Os itens 2.3.1 e 2.3.2 mostraram que as linhas de for¢a (e consequentemente o
campo elétrico) “nascem’ nas cargas positivas e convergem para a s cargas negativas.
Assim as linhas de for¢a de um sistema constituido por duas cargas +Q e —Q possuem
os aspectos mostrados na Fig. 2.23 enquanto que para um sistema com duas cargas com

sinais iguais as linhas de forca sdo mostradas na Fig. 2.24.

Fonte: http://trabcampoeletrico.blogspot.com.br/p/linhas-de-forca.html

WES

Fig. 2.23 - Linhas de forca para duas cargas com sinais contrarios

\ 1
Z

(
\

Fig. 2.24 - Linhas de for¢a para duas cargas com sinais iguais
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2.4 Campo elétrico devido a um arranjo de cargas pontuais
Considere n cargas pontuais Q, Q,...Q, dispostas no espaco. Estas cargas irdo

produzir os campos E;, E,,..., E, em um ponto P genérico, conforme mostra a Fig. 2.25.

E,
E,
o /
P T
o ‘\.
Q, Q.

Fig. 2.25 - Campo elétrico de n cargas pontuais

O campo elétrico resultante E, no ponto P € escrito como sendo:

E= E +E,+...+E, (2.30)

Uma carga pontual q, localizada no ponto P, ficara sujeita a uma forca elétrica

F expressa como sendo:

F= qE (2.31)

Exercicio: Considere as cargas Q; = Qo, Q2 = -3Qp e Q3 = 2Q, localizadas nos pontos
Pi(1,-1,6), P»(4,5,-6) e P3(2,-3,1) respectivamente. Determine o campo elétrico no ponto

P(4,-1,2).

2.5 Campo elétrico devido a uma distribuicao de cargas
2.5.1 - Distribuicdo de cargas

Cargas elétricas podem estar distribuidas no espago ou concentradas em um
ponto.

Diz-se que as cargas estdo concentradas em um ponto se o volume ocupado
por elas é pequeno quando comparado com as demais dimensdes do sistema.

Se as dimensdes de um corpo, carregado eletricamente, ndo podem ser
consideradas despreziveis é necessdrio atribuir a este corpo uma distribui¢do de cargas.
As distribui¢cdes de carga podem ser classificadas em distribuicdes lineares,

distribuicdes superficiais e distribui¢des.
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a) Distribui¢@o linear de cargas

Diz-se que um corpo possui uma distribuicdo linear de cargas se uma das
dimensdes do corpo € muito maior que as outras duas dimensdes. Um fio bastante fino,
carregado eletricamente com Q Coulombs, pode ser caracterizado como sendo uma
distribuicdo linear de cargas.

A Fig. 2.26 mostra uma distribuicdo linear de cargas positivas.

I S S S N S S S S S S S |

23

Fig. 2.26 - Distribui¢do linear de cargas

Considerando que um comprimento AL do fio mostrado na Fig. 2.26 possui

uma carga AQ, define-se densidade linear de cargas pr. da distribui¢do como sendo:
p.= lim 2 = P = aQ (2.32)

A densidade linear de cargas € expressa em Coulomb/metro (C/m).

b) Distribuicdo superficial de cargas

Diz-se que um corpo, carregado eletricamente, possui uma distribui¢do
superficial de cargas se duas de suas dimensdes podem ser consideradas muito maiores
que a sua terceira dimensdo. Um exemplo de uma distribuicdo linear de cargas € a placa

mostrada na Fig. 2.27.

Fig. 2.27 - Distribui¢do superficial de cargas
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Considerando que uma pequena drea As, da placa mostrada na Fig. 2.27,

possua uma carga AQ, define-se densidade superficial de cargas ps como sendo:

. AQ dQ
= lim —= - Ix 2.33
p, =im S =P ds ( )

A densidade superficial de cargas é expressa em Coulomb/metro quadrado

(C/m?).

c¢) Distribui¢do volumétrica de cargas

Diz-se que um corpo, carregado eletricamente, possui uma distribui¢do
volumétrica de cargas se as trés dimensdes do corpo sdo levadas em consideracdo
(nenhuma dimensao pode ser desconsiderada).

Considerando que um elemento de volume Avol do corpo possua uma carga

AQ, define-se densidade volumétrica de carga a relacao:

p, = lim N (2.34)

" a0 Ayol " dvol

A densidade volumétrica de cargas é expressa em Coulomb/metro ctibico

(C/m?).

2.5.2 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo volumétrica de cargas
A Fig. 2.28 mostra um corpo carregado eletricamente com uma distribui¢go
volumétrica de cargas py, € um ponto P(X,y,z) no qual se deseja calcular o campo

elétrico E devido a carga total Q do corpo.

y
P(x,y,z)

Fig. 2.27 - Corpo com distribui¢do volumétrica de cargas
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Vamos considerar uma quantidade de carga incremental de cargas AQ contida
em um volume Avol do corpo. A carga AQ produz um campo elétrico incremental AE

no ponto P(x,y,z), conforme mostra a Fig. 2.28.

Elemento de volume Avol com carga AQ

AZ #
r-r’ P(x,y,z)
—P ¢ —)
AE
r
r’
y

Fig. 2.27 - Campo elétrico devido a carga AQ

Se o volume Avol for suficientemente pequeno, a carga AQ pode ser considerada
uma carga pontual. Nestas condi¢des, o campo elétrico incremental AE pode ser escrito

como sendo:

AQ

B 4me,[r—r|’

(2.35)

Na equacdo 2.35 4 € um vetor unitdrio na dire¢do do vetor r-r’. Entdo, a equacdo

2.35 pode ser expressa na forma:

AE=_2Q r-r (2.36)

B 4me fe—r|" r-r]

Sabendo que a densidade volumétrica de cargas do corpo mostrado na Fig. 2.26

é py, a quantidade de cargas AQ pode ser escrita como sendo:
AQ=p, Avol (2.37)
Substituindo a equagdo 2.37 na equagdo 2.36 obtém-se:

AE = p, Avol r-r

- 4me fe—r|" o]

(2.38)
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Fazendo o volume Avol tender a zero, a equacdo 2.38 torna-se:

p,dvol r-r

= (2.39)
47ts<,|r—r'|' |r—r'|
Integrando a equagdo 2.39 em todo o volume do corpo obtém-se:
E= p,dvol r-r' (2.40)

dne fr—r! [r-r

vol

Na equagdo 2.40 E é o campo elétrico resultante, devido a carga total do corpo,
no ponto P(x,y,z). Observe que, de maneira genérica, o campo E possui trés
componentes nas direcdes Ay, 4y e 4, fazendo com que a equagdo 2.40 corresponda a trés

integrais de volume.

2.5.3 Campo devido a uma distribui¢@o linear de cargas
A Figura 2.28 mostra uma distribui¢do linear de cargas positivas, ao longo do eixo

Z, que se estende de z — -o0 até z — + o e um ponto P(x,y,z).

P(x,y,z)

y
\ Distribui¢go linear de cargas

com densidade p. constante

Fig. 2.28 - Distribui¢do linear de cargas com densidade constante
Uma vez que a distribuicdo linear de cargas estd ao longo do eixo z do sistema de

coordenadas cartesianas, um elemento diferencial de carga elétrica dQ ¢ identificado

pelas coordenadas (0,0,z’) conforme mostra a Figura 2.29.
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Elemento diferencial de /

cargas dQ localizado no

P(x,y.z)
ponto (0,0,z7) °

\

Fig. 2.29 - Elemento diferencial de cargas da distribui¢cd@o linear

O elemento diferencial de cargas dQ produz um elemento diferencial de campo

dE, no ponto P(x,y,z), conforme mostra a Figura 2.30.

Elemento diferencial de / Tt

cargas dQ localizado no Tl P(x.y.z)
ponto (0,0,2”) e —
dE
y

Fig. 2.30 - Elemento diferencial de campo dE devido ao elemento de carga dQ
Para obter o campo dE devemos utilizar a lei de Coulomb, sendo entdo necessério

definir um vetor R com inicio no ponto (0,0,z’) e t¢rmino no ponto P(X,y,z), € um vetor

unitdrio 4, na direcdo de R, conforme mostra a Figura 2.31.

Elemento diferencial de /

cargas dQ localizado no P(x,y.z)
ponto (0,0,2°) ° \
dE
y

X

Fig. 2.31 - Defini¢do dos vetores para cdlculo do elemento diferencial de campo dE

O vetor R, na Fig. 2.31 € escrito como sendo:
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szﬁx+yﬁy+(z—z')ﬁz (241)

Sabe-se que uma fungdo escalar descrita no sistema de coordenadas cartesianas

pode ser convertida para o sistema de coordenadas cilindricas por meio das seguintes

relacdes:

p=+x>+y’ (2.42)
X =pcosd (2.43)
y =psend (2.44)

A Figura 2.32 mostra as varidveis X, y, z, p € ¢.
A

\]

Fig. 2.32 - Ponto P nos sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas

Substituindo as equagdes 2.43 e 2.44 na equacdo 2.41 obtém-se:
R=(pcosd)a, +(psend) 4, + (z—2') 4, (2.45)

Na equac@o 2.45 verifica-se que as componentes R, e Ry estdo escritas em funcio
de p e ¢ e sdo escritas como sendo:
R, =pcosod (2.46)
R =psend 247

O vetor R pode ser escrito no sistema de coordenadas cilindricas na seguinte

forma:

R=R 4, + R4, +R,; 4, (2.48)

As componentes de R no sistema de coordenadas cilindricas sdo escritas como

sendo:
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R, coso senp O R,
R, |=|—sen¢ cos¢ O R, (2.49)
R 0 0 1}||R

zcil zcart

Substituindo as componentes Ry, Ry € R, na equagio 2.49 tém-se:

R, cos¢ send Ol pcosod
R, |=| —sen¢ cos¢ O} psend (2.50)
R 0 0 1| z—2

zcil

Desenvolvendo a equagdo 2.50 e substituindo os valores de R, Ry € R, na

equacgdo 2.27 verifica-se que o vetor R em coordenadas cilindricas € escrito como

sendo:

R=pé, + (z-7)4, (2.51)

Uma vez obtido o vetor R, € possivel obter o vetor unitdrio a, mostrado na Figura

2.31. O vetor &, € dado por:

4 = R . Pa, + (z-17)4,

=R s 2:52)
R| P+ @-2)

O elemento diferencial de cargas mostrado na Figura 2.31, em funcdo da

densidade linear de cargas pr, é dado por:
dQ=p,dz' (2.53)

Na equacdo 2.53 dz’ é o comprimento do elemento diferencial de cargas.
Considerando o elemento diferencial de carga dQ como sendo uma carga pontual

podemos afirmar que o campo elétrico dE, no ponto P(x,y,z), € escrito como sendo:

E=—99 4 (2.54)
47e,|R|

Substituindo as equacdes 2.52 e 2.53 na equagdo 2.54 verifica-se que o campo

elétrico dE, no ponto P(x,y,z), é dado por:
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dE= p.dz 372 (pﬁp + (Z_Z')ﬁz) (2.55)
47t80[p2 -+ (z—z')z]
Desenvolvendo a equagdo 2.55:
dz' R z—27")dz' n
dE=-PL P - (z-z)dz 4 (2.56)

B R 2
4me, [p2 + (z—z’)z] [p + (z—2") ]
A equacdo 2.56 mostra que o elemento diferencial de campo elétrico possui
componentes somente nas direcoes 4, e 4,. Para obter o campo elétrico E no ponto
P(x,y,z) devido a distribui¢do linear de cargas de comprimento infinito, devemos

integrar a equagdo 2.56 ao longo de todo o eixo z, que é onde estd disposta a

distribuicdo linear de cargas. Integrando a equagdo 2.56 obtém-se:

pdz'

o P, |'F (z—z')dz' .
4me, '[q[p2 + (Z—z’)z]

[p2 N (z—z‘)z]m a,

o7, + (2.57)

Na equagdo 2.57 7’ corresponde a posi¢do do elemento diferencial de carga ao
longo do eixo z, enquanto que z é referente a posi¢do do ponto P(x,y,z) no espaco.

Antes de realizar a integracdo da equacdo 2.57 vamos fazer uma andlise
qualitativa do campo elétrico no ponto P(x,y,z). Para tanto, vamos considerar dois
elementos diferenciais de carga dQ iguais e localizados 2 mesma distincia d do ponto
P(x,y,z) conforme mostra a Figura 2.33. Estes elementos diferencias de carga produzem,
no ponto P, os elementos diferencias de campo elétrico dE; e dE, cujos médulos sdo

iguais.

d
dE,
p \P/
""""""""""""""""""""""" . ’\
d dE,

dQ !

Fig. 2.33 - Campo elétrico no ponto P(x,y,z)
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A Figura 2.33 mostra que o campo elétrico resultante estd na direcdo do raio p,
pois, devido a simetria, ndo hd campo resultante na direc@o do eixo z.

Uma vez que foi considerado que a linha de cargas possui comprimento infinito, o
raio p, definido pelo ponto P(x,y,z), sempre ird dividir a distribuicdo linear de cargas em
dois segmentos de reta de mesmo comprimento e este fato garantird que o campo
elétrico na direcdo do eixo z seja nulo. Conclui-se entdo que a segunda parcela da

equacdo 2.57 € nula, fazendo com que esta equagdo seja escrita como sendo:

EpLT

_ pdz' n
47t80 oo [p2 —+ (Z—Z')z]

372 4 (2.58)

Para obter o campo elétrico E vamos definir a varidvel u escrita como sendo:
u=z—-2 (2.59)
Da equacdo 2.59 obtém-se:
du=-dz' (2.60)
Substituindo as equagdes 2.59 e 2.60 na equacdo 2.58:

pdu "

__ T
k= 4n;0 '[o[p2 + u2]3,2ap

2.61)

Resolvendo a integral da equacdo 2.61, Substituindo u por z — z’ e colocando os

limites de integracdo teremos:

Eo_PL {l}ﬁp (2.62)
2me, | p

A equacido 2.62 mostra que o campo de uma distribuicdo linear e infinita de cargas
pr disposta ao longo do eixo z resulta em um campo elétrico na dire¢do a,.
Consequentemente este campo é perpendicular a linha de cargas, conforme mostra a

Figura 2.34.
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cargas de comprimento
infinito e densidade de
cargas constante P

\/

P
L
L . E
Distribuigdo linear de 1

Fig. 2.34 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo linear de cargas de comprimento

infinito

Se for considerado uma distribuicdo linear de cargas de comprimento infinito em
uma posicdo genérica no espaco, o campo elétrico resultante serd perpendicular a

distribuicdo de cargas, conforme mostra a Figura 2.35.

Distribui¢do linear de
\ cargas de comprimento

infinito com densidade

de cargas constante pp.

Fig. 2.35 - Distribui¢do linear de cargas em um lugar qualquer do espago

Na Figura 2.35 r € a distancia do ponto P(x,y,z) a distribui¢do linear de cargas
enquanto que 4, ¢ um vetor unitdrio perpendicular a distribuicdo de cargas.

O campo elétrico E, no ponto P(x,y,z) da Figura 2.35, devido a distribuicdo linear
de cargas de comprimento infinito com densidade de cargas constante py, € escrito como

sendo:

po PL Hﬁr (2.63)

2me, |t

2.5.4 Campo devido a uma distribui¢ao superficial de cargas
Vamos considerar uma placa infinita disposta no plano xy, sendo que esta placa

estd eletricamente carregada com uma distribui¢io superficial de cargas p, C/m?, e um
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ponto P(0,0,z) em que se deseja calcular o campo elétrico E devido a distribuicio

superficial de cargas na placa. Esta situag@o € ilustrada na Figura 2.36.

N

Placa infinita carregada
eletricamente com uma
P(0,0.,z) densidade superficial de
cargas constante igual a py
C/m’

\
T
,
1
[
(RN
1
H
H
1

\4:\‘
\
H
1
H
H
1
H
H
1
H
H
:
H
H
1
H
H
1
H
H
1
H
H
1
h
:

<

Fig. 2.36 - Placa infinita com densidade superficial de cargas

Para obter o campo elétrico no ponto P(0,0,z) inicialmente € necessario definir um
elemento diferencial de cargas dQ na placa infinita. Vamos considerar como elemento
diferencial uma faixa com comprimento L (com L — <o) e largura dy’ conforme mostra

a Figura 2.37.

N

P(0,0,2)

Elemento diferencial
de cargas dQ

T,

Fig. 2.37 - Elemento diferencial de cargas em um plano infinito

Se a largura dy’ do elemento diferencial de cargas mostrado na Figura 2.37 seja
extremamente pequena (dy’ —0), o elemento diferencial de cargas torna-se uma
distribuicdo linear de cargas cujo campo elétrico € radial a tal distribuicdo (item 2.5.3).

Entdo o elemento diferencial de campo elétrico dE, devido ao elemento diferencial de
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cargas da distribuicdo superficial mostrada na Figura
Figura 2.38.

. 2.37, terd a direcdo mostrada na

A
d&i

@ P(0,0.2)

Elemento diferencial
de cargas dQ

—=

a dy

Fig. 2.38 - Elemento diferencial de campo dE devido ao elemento de carga dQ

Na Figura 2.38 R € um vetor perpendicular ao elemento diferencial de cargas dQ.

Para obter a expressdo para o campo dE vamos definir os vetores r, r’ ¢ a,

conforme mostra a Figura 2.39.

A
dNi

® _P(0,0,7)

Elemento diferencial
de cargas dQ

;r\R

e dy’

Fig. 2.39 - Defini¢do dos vetores r, r’ e a,

Na Figura 2.39 &, é um vetor unitdrio paralelo ao vetor R.

A partir da Figura 2.30 verifica-se que os vetores r e r’ sdo escritos como sendo:

r=za, (2.64)
r'=y'a, (2.65)
r+ R=r =R=r-r (2.66)
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Substituindo as equagdes 2.64 e 2.65 na equacdo 2.66 obtém-se:
R=-y'a +za4, (2.67)

Uma vez conhecido o vetor R € possivel escrever o vetor unitdrio 4, como sendo:

—-y'a, +z4a,

-y') +z

A

A densidade superficial de cargas da superficie infinita mostrada na Figura 2.37

foi considerada constante, sendo entdo possivel escrevé-la como sendo:

dQ

"Ly

(2.69)

Uma vez que foi considerado que a largura do elemento diferencial de cargas dQ é
extremamente fino, fazendo com que dy’—0, é possivel considerar que tal distribui¢do
de cargas seja uma distribuicdo linear de cargas com densidade linear pr, escrita como
sendo:

dQ

Se for considerado que dQ é um elemento diferencial de carga com densidade
linear pr, o elemento diferencial de campo elétrico dE mostrado na Figura 2.39 serd

escrito como sendo:

dE=—PL_5 2.71)
2me, R

A partir das equacdes 2.69 e 2.70 verifica-se a seguinte relagdo entre pr. e ps:

P =p,dy’ (2.72)

z

Substituindo a equagdo 2.72 na equagdo 2.71 é possivel obter o elemento
diferencial de campo dE em fun¢@o da densidade superficial de cargas ps. Verifica-se

que dE sera escrito como sendo:
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dE=PY 5 (2.73)
2me,|R

Substituindo 4, e 0 médulo do vetor R na equacdo 2.73 obtém:

— ‘d A + d A
dE = ps yday ay2 z 2y az (2.74)
2me, -y') +z

A equacdo 2.74 pode ser escrita na forma:

dE= P | y?y 4+ szy a, (2.75)
2me, (y) +z (y) +z

Para obter o campo elétrico E no ponto P(0,0,z) devido a distribuicdo superficial

de cargas, devemos integrar a equacdo 2.75 ao longo do eixo y (de y'— - oo a y'—> + o0)

ou seja:
_ P | ?y 4+ | szy a, (2.76)
2me, J(y) +z (Y)Y +z

Antes de realizar as integrais mostradas na equacdo 2.76 vamos analisar o
comportamento das componentes do campo elétrico E no ponto P(0,0,z). Para tanto,
considere dois elementos diferencias de carga dQ de largura dy’, simétricos em relagdo
ao eixo x. Estes elementos diferencias de carga produzirdo campos dE de mesmo

moédulo, conforme mostra a Figura 2.40.

Elemento diferencial
de cargas dQ Elemento diferencial

de cargas dQ

Fig. 2.40 - Campos dE devidos a elementos de carga simétricos em relacido ao eixo x
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Na Figura 2.40 é possivel verificar que a componente do campo elétrico
resultante, no ponto P(0,0,z), na dire¢do 4y € nula. Portanto o campo resultante possui
componente somente na dire¢do a,. Conclui-se entdo que a primeira parcela da equagdo

2.74 é nula. Assim, a equacdo 2.76 torna-se:

+oo

E=_P | 24y 4 (2.77)
2ne, “(y') +z
A equacdo 2.77 resulta em:
E=P 5 (2.78)

A equagdo 2.78 mostra que o campo de uma distribui¢do superficial e infinita de
cargas ps disposta sobre o plano xy resulta em um campo elétrico na direcdo a,. Este
campo possui médulo constante e é perpendicular a distribuicdo superficial de cargas,

conforme mostra a Figura 2.41.
Az

I E E Distribuigdo

superficial de

Fig. 2.41 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo superficial de cargas no plano xy

Na Figura 2.41, para z > 0, o campo elétrico E € escrito como sendo:

E= 3 (2.79)
2me,

Na regido descrita por Z < 0, na Figura 2.41, o campo elétrico E é dado por:

E=— (a) (2.80)
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Considerando a distribui¢do superficial de cargas no plano xz, o campo elétrico E

terd a dire¢do mostrada na Figura 2.42.

Arz

Distribuigdo
superficial de
/ cargas ps
—_—
E
—
E
y

X

Fig. 2.42 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo superficial de cargas no plano xz

Na Figura 2.42, para y > 0, o campo elétrico E é escrito como sendo:

P, 4
E=—-2 (2.81)
2me, '

Na regido descrita por y < 0, na Figura 2.42, o campo elétrico E é dado por:

P, A
E=—""_(-a 2.82
> £, ( y) ( )

Para uma distribuicio superficial de cargas no plano yz, o campo elétrico E terd a

dire¢do mostrada na Figura 2.43.

Distribuigdo
superficial de
X cargas ps

Fig. 2.43 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo superficial de cargas no plano yz
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Na Figura 2.43, para x > 0, o campo elétrico E € escrito como sendo:

E=_Ps a_ (2.83)
2me,

Na regido descrita por x < 0, na Figura 2.43, o campo elétrico E é dado por:

E-P (a) (2.84)

A Figura 2.44 mostra uma distribuicdo superficial de cargas em um plano a

genérico.
!
z
b
Distribuigdo /

superficial de /
cargas p;

Fig. 2.44 - Campo elétrico devido a uma distribuicao superficial de cargas em um plano

genérico

Na Figura 2.44 a, € um vetor unitirio paralelo ao plano a. A distribui¢do
superficial de cargas em um plano infinito genérico, do tipo mostrado na Figura 2.44,

resulta em um campo elétrico E que se manifesta nas duas faces do plano e € escrito

como sendo:

E =" 3 (2.85)
2me,

E,=P (-a) (2.86)
2me,
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Capitulo 3

Densidade de Fluxo Elétrico, Lei de Gauss e

Divergéncia

3.1 Experimento de Faraday

Em 1837, o diretor da Royal Society de Londres, Michel Faraday tornou-se muito
interessado em campos eletrostiticos e realizou um experimento conhecido como
Experimento de Faraday.

Em seu experimento, Faraday tomou um para de esferas concéntricas, a de fora
consistindo de dois hemisférios que podem ser firmemente unidos entre si. Preparou
também conchas de material isolante (material dielétrico) que ocupariam o volume
inteiro entre as esferas concéntricas.

Sua experiéncia consistiu das seguintes etapas:

1 Com o equipamento desmontado, a esfera interior foi carregada eletricamente com
uma carga Q positiva conhecida.

2 os hemisférios sdo, entdo, presos entre si em torno da esfera carregada a uma
distancia de cerca de 2 cm e os espago entre as esferas foi preenchido com o
material dielétrico.

3 A esfera eterna foi descarregada por conexdao momentanea a terra.

4 A superficie externa a esfera exterior foi separada cuidadosamente, usando
ferramentas de material dielétrico de modo a ndo perturbar a carga nela induzida e,

entdo, a carga induzida em cada hemisfério foi medida.

Faraday observou que a carga total na esfera externa era igual, em médulo a carga
Q da esfera interna, independentemente do material dielétrico que separava as duas
esferas. Ele entdo concluiu que algo havia se deslocado da esfera interna em direcdo a
esfera externa e que este “algo” era independente do meio. Faraday denominou este

“algo” de fluxo elétrico.
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3.2 Densidade de fluxo elétrico e Lei de Gauss

Para entender o conceito de densidade de fluxo elétrico vamos, inicialmente,
calcular a integral de superficie do campo elétrico de uma carga pontual e das
distribuicdes de carga que foram estudadas no capitulo 2 (distribuicdo linear e
distribuicdo superficial plana).

Vamos considerar superficies fechadas adequadas envolvendo as cargas (ou
distribuicdes de cargas) descritas anteriormente e calcular o fluxo associado ao campo
elétrico que atravessa tais superficies. Em seguida o fluxo, calculado teoricamente, serd
comparado com o fluxo elétrico oriundo dos resultados experimentais obtidos por

Michel Faraday.

a) Fluxo devido ao campo de uma carga pontual
Vamos considerar uma carga pontual Q fixa, em um ponto qualquer do espaco,
envolvida por uma superficie esférica S de raio R. A Figura 3.1 ilustra esta situacdo e

mostra também o campo elétrico E em um ponto P localizado na superficie esférica.

Ponto P na superficie
esférica

Carga pontual Q no /E

centro da esfera

Fonte:http://www.resumosetrabalhos.com.br/geometria-plana_1.html

Fig. 3.1 - Carga pontual envolvida por uma superficie esférica

Na Figura 3.1 R é um vetor definido entre o ponto em que estd a carga Q e o
ponto P, E é o campo elétrico no ponto P e &, é um vetor unitario na direcdo do vetor R.

De acordo com a Lei de Coulomb, o campo elétrico E no ponto P é dado por:

Q

-~ _a (3.1
47, |R|

E possivel verificar, na Figura 3.1, que o campo elétrico é sempre perpendicular a

superficie esférica, pois o campo da carga pontual ¢ um campo radial. Assim se a
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superficie esférica for representada por um vetor, este vetor e o vetor campo elétrico
serdo paralelos em qualquer ponto da superficie esférica.

A Figura 3.2 mostra a superficie esférica dividida em diversos elementos
diferenciais de superficie ds e o campo elétrico E.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/N-esfera

Elemento diferencial
de superficie

Fig. 3.2 - Elemento diferencial de superficie e o vetor campo elétrico na superficie

esférica

Vamos agora calcular o fluxo de E através da superficie esférica S, que

corresponde a integral de superficie de E ao longo da superficie esférica S ou seja:
F={E.ds (3.2)

Conforme mostrado na Figura 3.2, os vetores E e ds sdo paralelos. Deste modo, o

produto escalar entre estes dois vetores é dado pelo produto dos médulos dos mesmos,

ou seja:

E.ds =Eds (3.3)

O elemento diferencial de superficie ds em coordenadas esféricas € escrito como

sendo:
ds=R’sen8d8dd ; 0<0<m;0<0<2n (3.4)
Substituindo as equagdes 3.1, 3.3 e 3.4 na equagdo 3.2 obtém-se:

Q >
F=¢ ————R~sen6dOd 3.5
§S 4me R* ¢ )
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A equacdo 3.2 pode ser escrita na forma:

T 2m
F=—2 [sen0do j do (3.6)
4re, 5 0

Calculando a integral na equacdo 3.6 obtém-se:

r=Q (3.7)
80

A equagdo 3.7 mostra que o fluxo de E através de uma superficie esférica que
envolve a carga pontual independe do raio da esfera e depende somente do valor da
carga envolvida pela superficie fechada e do meio em que a carga estd imersa (no caso

considerou-se que a carga estd no vacuo).

b) Fluxo devido ao campo de uma distribuicdo linear de cargas
Considere uma distribui¢do linear de cargas com densidade constante pp C/m,
envolvida por uma superficie cilindrica fechada S, de altura L, conforme mostra a

Figura 3.3.

Distribui¢ao linear de cargas
com densidade p;, C/m

Superficie da tampa inferior,
com drea S3

Fig. 3.3 - Distribuicéo linear de cargas envolvida por uma superficie cilindrica

Na superficie cilindrica mostrada na Figura 3.3 S; € a drea da superficie lateral do
cilindro enquanto que S; e S; sdo as dreas das ‘“tampas” superior e inferior,
respectivamente, do cilindro.

Vamos definir, para o cilindro mostrado na Figura 3.3, os elementos diferenciais

de drea (na forma vetorial) ds;, ds; e ds3 conforme mostra a Figura 3.4.
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Distribuigao linear de cargas
com densidade p;, C/m

dSl

“«——  Superficie da tampa inferior,

ds, l com area S;
Fig. 3.4 - Identificacdo dos elementos diferenciais de superficie na superficie cilindrica

Sabe-se que o campo elétrico E devido a uma distribuic@o linear de cargas € radial
e depende do vetor R, que € um vetor perpendicular a linha de cargas com inicio nesta e
término no ponto onde se deseja obter o campo elétrico. Portanto, o campo elétrico E
em um ponto localizado na superficie cilindrica possui o aspecto mostrado na Figura

3.5.
Distribui¢ao linear de cargas
com densidade p; C/m

Y
L dSl
_ v R
«— Superficie da tampa inferior,

com drea S;
Fig. 3.5 - Campo elétrico E na superficie cilindrica
Vamos agora calcular o fluxo de E através da superficie cilindrica S, que

corresponde a integral de superficie de E ao longo de toda a superficie do cilindro

mostrado na Figura 3.5. Tém-se entdo:
F={E.ds (3.8)

O cilindro € constituido pelas superficies S;, S, e S3. Entdo a equagdo 3.8 torna-se:
F=[E.ds + [E.ds, + [E.ds, (3.9)
S, S, S;3
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Observa-se na Figura 3.5 que o campo elétrico E € perpendicular aos vetores ds; e
ds;3. Portanto os produtos escalares E.ds; e E.ds; sdo nulos fazendo com que a equacio

3.9 torne-se:

F=[E.ds, (3.10)
S

Verifica-se também, na Figura 3.5, que os vetores E e ds; sdo paralelos. Assim, a

equacdo 3.10 passa a ser escrita como sendo:

F=[E.ds, (3.11)

S

Na equacdo 3.11 E e ds; correspondem aos moédulos dos vetores E e ds;,
respectivamente, mostrados na Figura 3.5.
O termo E na equacdo 3.11 é o médulo do campo elétrico E, na superficie

cilindrica mostrada na Figura 3.5, devido a uma distribui¢@o linear de cargas e € escrito

como sendo:
E=—PL_ (3.12)
2me R

Na equacgdo 3.12 R € o médulo do vetor R.
O elemento ds;, na equagdo 3.11 € o elemento diferencial da superficie lateral do

cilindro e € escrito, em coordenadas cilindricas, como sendo:
ds, =R dodL ; 0£0<L2n (3.13)

Substituindo as equagdes 3.13 e 3.12 na equacdo 3.11 teremos:

PL
=|—-—R d¢dL 3.14
5':27teOR ¢ G194

Reescrevendo a equagdo 3.14 obtém-se:

P.
F= dodL 3.15
mosjl 0 (3.15)

A equacdo 3.15 pode ser escrita como sendo:
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2n L
PL
F=-PL [do [dL (3.16)
27580 2[ 2[

Desenvolvendo a equagdo 3.16 obtém-se:

F pLL

= (3.16)
8()

O produto pLL, na equagdo 3.16, corresponde a carga Q da parte da distribui¢do
linear de cargas que estd envolvida pela superficie cilindrica de altura L (conforme

mostra a Figura 3.3). Assim, a equacdo 3.16 torna-se:

F= Q (3.17)
80
A equacdo 3.17 mostra que o fluxo de E, devido a uma distribuicdo linear de
cargas, através de uma superficie cilindrica depende somente da carga total envolvida

pelo cilindro e do meio em que estd imersa a distribui¢do de cargas.

c) Fluxo devido ao campo de uma distribuicdo superficial de cargas
A Figura 3.6 mostra uma distribui¢do superficial de cargas constante p; C/m* em
um plano, sendo que parte da carga é envolvida por uma superficie cilindrica fechada S.

Area A, resultante da

intersec¢do do plano com a Plano com distribuicao

superficie cilindrica, com superficial de cargas com

carga Q = A p —— densidade p; C/m
N

N~
Fig. 3.6 - Plano com distribui¢@o superficial de cargas com uma parte envolta por uma

superficie cilindrica
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A superficie cilindrica mostrada na Figura 3.6 é constituida pela superficie lateral,
com drea S; e pelas duas “tampas” com dreas S, e Ss, respectivamente. Podemos entdo

definir o elemento diferencial de area ds;, associado a area S;, € 0s elementos

diferenciais de drea ds; e ds; associados as “tampas” do cilindro, conforme mostra a

Figura 3.7.
Area A, resultante da T Plano com distribuicao
intersec,gﬁo do plano com a m zupefcfllcéal decc/argas com
superficie cilindrica, com [~ 22— d ensidade ps C/m
carga Q = A py _,Sl

Sy — l
dS3

Fig. 3.7 - Elementos diferenciais de 4rea associados a superficie cilindrica

Sabe-se que o campo elétrico E devido a uma distribui¢do superficial de cargas é

constante e perpendicular a superficie, conforme mostra a Figura 3.8.

Area A, resultante da

intersec¢do do plano com a IE Plano com distribui¢ao
superficie cilindrica, com dSZT superficial de cargas com
carga Q = A ps /? densidade p; C/m
¥2/
dSl
—

S

v
S3 E

Fig. 3.8 - Campo elétrico E devido a distribui¢do superficial de cargas
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Vamos agora calcular o fluxo de E através da superficie cilindrica fechada S, que
corresponde a integral de superficie de E ao longo de toda a superficie do cilindro

mostrado na Figura 3.8. Tém-se entdo:

F=§SE.ds (3.18)

O cilindro € constituido pelas superficies Si, S2 e S3. Entdo a equagdo 3.18 torna-

Se:

F=[E.ds + [E.ds, + [E.ds, (3.19)
S, S, S,

Observa-se na Figura 3.8 que o campo elétrico E é perpendicular ao vetor ds;.

Portanto o produto escalar E.ds; € nulo fazendo com que a equagdo 3.19 torne-se:

F=[E.ds, + [E.ds, (3.20)
S, S,

Verifica-se também, na Figura 3.8, que os vetores E, ds; e ds; sdo paralelos.

Assim, a equacdo 3.20 passa a ser escrita como sendo:

F=[E.ds, + [E.ds, (3.21)
S, S,

Na equacdo 3.21 E, ds; e ds; correspondem aos médulos dos vetores E, ds; e dss,
respectivamente, mostrados na Figura 3.8.

O termo E na equagdo 3.21 é o médulo do campo elétrico E, na superficie da do
plano mostrado na Figura 3.8. Uma vez que o campo E € constante, a equacdo 3.21

torna-se:

F:E[I ds, + j ds, } (3.22)

Na equacdo 3.22 as integrais correspondem as dreas das “tampas” do cilindro
mostrado na Figura 3.8. Verifica-se que estas dreas sdo idénticas 4 drea da intersec¢do

do cilindro com o plano. Assim, a equacgdo 3.22 torna-se:

F=E(A+A)=F=2EA (3.23)
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Sabe-se que o médulo do campo elétrico devido a uma distribui¢@o superficial de

cargas e € escrito como sendo:

P,
E=—- 3.24
e (3.24)

Substituindo a equagdo 3.24 na equagdo 3.23 teremos:

Foo P p g P (3.25)
2¢g, €,

Na equacdo 3.25 o termo psA corresponde a carga Q presente na interseccdo da
superficie cilindrica com o plano eletricamente carregado, conforme mostra a Figura
3.8. Assim, a equacdo 3.25 torna-se:

F=

Q (3.26)
80

A equagdo 3.26 mostra que o fluxo do campo elétrico, devido a uma distribui¢do
superficial de cargas em um plano, através de uma superficie cilindrica fechada depende
somente da quantidade de cargas que é envolvida pela superficie fechada e do meio que
envolve esta carga.

Os resultados obtidos nos itens a, b e ¢ mostraram que o fluxo do campo elétrico
através de uma superficie fechada é proporcional a carga elétrica envolvida pela
superficie. Este resultado independe do fato da carga envolvida pela superficie ser uma
carga pontual (item a) ou distribuida (itens b e c).

No entanto os experimentos realizados por Faraday mostraram que o fluxo que
atravessa uma superficie fechada € igual a carga envolvida pela superficie,
independentemente do meio que envolve a carga.

Assim, utilizando os resultados obtidos por Faraday, o fluxo elétrico ¢ que

atravessa uma superficie fechada é dado por:
0=Q (3.27)

Os resultados que obtivemos nos itens a, b e ¢ mostram que o fluxo através de

uma superficie fechada é dado por:
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F=

Q (3.28)
80

Entdo para que os nossos resultados sejam coerentes com os resultados obtidos
experimentalmente por Faraday, vamos criar um vetor denominado densidade de fluxo

elétrico D que possui a seguinte relacdo com o campo elétrico E:
D=¢E (3.29)

Se nos itens a, b e ¢ calcularmos o fluxo do vetor D e ndo o fluxo do vetor E,
utilizando a condicdo de que D = ¢E, obteremos os mesmos resultados obtidos
experimentalmente por Faraday (recomenda-se fortemente que vocé faca esta
substitui¢do). Conclui-se entdo que a grandeza que flui de uma determinada quantidade
de carga (discreta ou distribuida) através de uma superficie fechada que envolve esta
carga € o vetor densidade de fluxo elétrico D e ndo o vetor campo elétrico E. Este fato
foi verificado por Johann Carl Friederich Gauss e € conhecido como Lei de Gauss.

A Lei de Gauss diz que o fluxo que atravessa qualquer superficie fechada € igual a

carga envolvida pela superficie, ou seja:
0=¢D.ds=Q & ¢={g,E.ds=Q (3.30)

Na equacdo 3.30 ¢ é o fluxo que atravessa a superficie fechada S e Q € a carga
total envolvida por esta superficie.
Para ilustrar a Lei de Gauss, considere uma quantidade de carga Q envolvida por

uma superficie fechada S e o vetor D, conforme mostra a Figura 3.9.

Carga Q envolvida pela
superficie fechada S

ds

Superficie fechada S \ \

Elemento diferencial de
superficie ampliado

Elemento diferencial
de superticie

Figura 3.9 - Densidade de fluxo elétrico D atravessando um elemento diferencial de

superficie ds de uma superficie fechada

104



Eletromagnetismo | Sérgio Kurokawa

3.3 Aplicacao da Lei de Gauss a distribuicoes simétricas de cargas

A Lei de Gauss estabelece a relacdo entre a carga envolvida por uma superficie
fechada e o fluxo elétrico que atravessa a superficie. Esta lei mostra que o fluxo €
funcdo exclusivamente da carga total envolvida por esta superficie, e € escrita como

sendo:
§seoE.ds=Q (3.31)

Considerando que o meio em que a carga Q estd é homogéneo, a permissividade
dielétrica pode ser considerada constante e, consequentemente, retirada da integral.
Assim, a equacdo 3.31 torna-se:

§5E.ds=2 (3.32)

€

Vamos agora aplicar a equacio 3.32 em uma situagdo em que a superficie fechada
S seja perpendicular ou paralela ao campo elétrico em todos os pontos desta superficie.

Nestas condi¢Oes, t€ém-se as seguintes possibilidades para o produto escalar E.ds:

Eds
§SE.ds= ou (3.33)
0

Substituindo a equagdo 3.33 na equagdo 3.32 obtém-se:

§ E ds=2 (3.34)
S 80

Na equacdo 3.34 E e ds correspondem aos moédulos dos vetores E e ds,
respectivamente.

Vamos considerar também que a superficie S possua um formato tal que o médulo
do campo elétrico seja constante em qualquer ponto da superficie. Nestas condi¢des E

pode ser retirado da integral e a equag@o 3.34 torna-se:

~Q
E §Sds_a (3.35)
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A integral mostrada na equag@o 3.35 corresponde a drea A da superficie fechada S

que envolve a carga Q. Portanto, a partir da equag@o 3.35, obtém-se:

E = _2 3.36
€A ( :

A equagdo 3.36 mostra que o médulo do campo elétrico E, devido a uma carga Q
envolvida por uma superficie fechada S pode ser facilmente calculado desde que a

superficie S tenha um formato tal que atenda as seguintes condicdes:

- O campo elétrico E, devido a carga envolvida pela superficie, deve ser
perpendicular ou paralelo a superficie em todos os pontos da mesma;

- O médulo de E deve ser constante em todos os pontos da superficie S

Uma superficie fechada que atenda as duas condi¢des mencionadas anteriormente
€ denominada superficie Gaussiana.

Entdo, considerando que seja possivel determinar uma superficie Gaussiana uma
carga ou distribuicdo de carga Q, é possivel obter o médulo do campo elétrico em todos
os pontos desta superficie utilizando a equacdo 3.36. Devido ao fato da superficie ser
uma superficie Gaussiana, o vetor campo elétrico E possui médulo constante (e igual a
E) e é perpendicular a superficie em todos os pontos desta.

Verifica-se entdo que € possivel determinar facilmente o campo elétrico E,
utilizando a equagdo 3.36, devido a uma carga ou distribuic@o de carga Q desde que seja
possivel definir uma superficie Gaussiana para a carga Q.

Em seguida mostraremos que os vetores campo elétrico obtidos no capitulo 2

podem ser facilmente obtidos quando se utiliza a Lei de Gauss.

3.3.1 Campo elétrico devido a uma carga pontual

Para obter o campo elétrico de uma carga pontual Q, utilizando a lei de Gauss,
inicialmente € necessario definir a direcdo e o sentido do campo elétrico devido a carga
Q.

Ja foi visto que, com base na lei de Coulomb, que o campo elétrico devido a uma
carga pontual positiva fixa em um ponto do espaco é radial conforme mostra a Figura

3.10.
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N

N

Fonte: http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAg8GY AD/carga-eletrica-caracteristicas-essenciais

X

Figura 3.10 - Caracteristicas do campo elétrico E devido a uma carga pontual positiva

Com base na Figura 3.10 conclui-se que uma esfera de raio R € uma superficie
Gaussiana quando de deseja determinar o campo elétrico devido a uma carga pontual.
Verifica-se que todos os pontos da superficie esférica estdo a uma mesma distancia R
em relacdo a carga Q, fazendo com que o campo elétrico tenha o médulo constante na
superficie esférica. Verifica-se também que o campo elétrico é sempre perpendicular a

superficie esférica em todos os pontos desta superficie, conforme mostra a Figura 3.11.

Fonte: http://slideplayer.com.br/slide/10312480/

:\'\\“\Tf/{;

el T,
s
Figura 3.11 - Campo elétrico E em uma superficie Gaussiana esférica de raio R que

envolve uma carga pontual Q

Aplicando a Lei de Gauss (equag@o 3.30) na superficie esférica mostrada na

Figura 3.11, obtém-se:

eo§s E.ds=Q (3.37)

Uma vez que a superficie esférica mostrada na Figura 3.11 é uma superficie

Gaussiana, a equagao 3.37 torna-se:
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80E§S ds=Q (3.38)

Na equacdo 3.38 E é o médulo do campo elétrico devido a carga Q.
Considerando que a carga e a superficie Gaussiana estdo no sistema de

coordenadas esféricas, o elemento diferencial de superficie ds € escrito como sendo:

ds=R’sen0dddd ; 0<O<T;0<p<2m (3.39)
Substituindo a equacgdo 3.39 na equagdo 3.38:

gy E §s R?sen0d0do=Q (3.40)

A equacio 3.40 pode ser escrita na forma:

T 2n
ggER” [sen0d6 [do=Q (3.41)
0 0

Desenvolvendo a equagdo 3.41:

goER?41=Q (3.42)

Da equag@o 3.42 verifica-se que o médulo do campo elétrico, devido a uma carga

pontual Q, em um ponto P localizado a uma distancia R da carga é dado por:

Q
E= 5 (3.43)

4 &R
Foi observado (Figura 3.10) que o campo elétrico de uma carga pontual estd na

dire¢do do raio da superficie esférica. Entdo o vetor E possui o mdédulo dado pela

equacdo 3.43 e a direcdo deste vetor é radial, ou seja:

=L2 a, (3.44)
47, |R|

Na equacdo 3.44 R € um vetor definido entre o ponto em que estd a carga Q e o
ponto P onde se deseja conhecer o campo elétrico, E € o campo elétrico no ponto P e &,
€ um vetor unitério na direcdo do vetor R.
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Note que a expressdo de E obtida com a Lei de Gauss coincide com a Lei de
Coulomb (que foi obtida experimentalmente).
3.3.2 Campo elétrico devido a uma distribuicdo linear infinita de cargas

Vamos considerar uma distribui¢do linear de cargas, de comprimento infinito e
densidade linear de cargas constante igual a p;, C/m, localizada sobre o eixo z, conforme

mostra a Figura 3.12.

z T

y Distribui¢ao linear de cargas
com densidade p, constante

Figura 3.12 - Distribui¢do linear de cargas sobre o eixo z

Considere que devemos obter uma expressdo para o campo elétrico devido a
distribuicdo de carga dQ iguais e localizados a mesma distancia d do ponto P(x,y,z)
conforme mostra a Figura 3.13. Estes elementos diferencias de carga produzem, no

ponto P, os elementos diferencias de campo elétrico dE; e dE; cujos mddulos sdo

iguais. z
dQ I

i dE,
p \\P/

aQ ’

Fig. 3.13 - Comportamento do campo elétrico devido a uma distribuicdo linear de

cargas
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A Figura 3.13 mostra que o campo elétrico resultante estd na direcdo do raio p,
pois, devido a simetria, ndo hd campo resultante na direcdo do eixo z. Conclui-se entdo
que o campo elétrico é perpendicular a linha de cargas.

Para a distribuicdo linear de cargas, verifica-se que uma superficie cilindrica de
altura L. com eixo de simetria coincidente com a distribui¢do linear de cargas, do tipo
mostrado na Figura 3.14, € uma superficie Gaussiana.

Distribui¢ao linear de cargas
com densidade p;, C/m

Figura 3.14 - Superficie Gaussiana para uma distribuic@o linear de cargas

Aplicando Lei de Gauss na superficie cilindrica mostrada na Figura 3.14 t€ém-se:

so§s E.ds=Q (3.45)

A superficie cilindrica mostrada na Figura 3.14 € constituida pelas superficies S,

S, e S3. Assim, a equacdo 3.45 torna-se:

g9 [E.ds +€ [E.ds, +& [E.ds;=Q (3.46)
S, s, s,

Observa-se na Figura 3.14 que o campo elétrico E € perpendicular aos vetores ds;
e ds;. Portanto os produtos escalares E.ds; e E.ds; sdao nulos fazendo com que a

equacdo 3.46 torne-se:

g [Eds; =Q (3.47)
s,

Verifica-se também, na Figura 3.14, que os vetores E e ds; sdo paralelos. Assim, a

equacdo 3.47 passa a ser escrita como sendo:

110



Eletromagnetismo | Sérgio Kurokawa

& [E.ds;=Q (3.48)
S,

Uma vez que na lateral do cilindro o médulo do campo é constante, a equagdo

3.48 torna-se:

&E [ ds;=Q (3.49)
s,

Na equagdo 3.49 ds; é o elemento diferencial da superficie lateral do cilindro que,

em coordenadas cilindricas € escrita como sendo:
ds, =R d¢odL ; 0<0<2n (3.50)
Substituindo a equagdo 3.50 na equagdo 3.49 obtém-se:

sOEj R dodL=Q (3.51)
S,

O raio R da superficie cilindrica é constante e pode ser retirado da integral. Assim,

a equacgdo 3.51 torna-se:
2 L

g, ER jdq) jdL:Q (3.52)
0 0

Desenvolvendo a equag@o 3.52 verifica-se que:
ggER2nL=Q (3.53)

Na equacgdo 3.53 Q é a carga total envolvida pela Gaussiana, que é escrita como

sendo:
Q=p_L (3.54)

Substituindo a equagdo 3.54 na equagdo 3.53 obtém-se:
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ggER2nL=p; L (3.55)

Desenvolvendo a equagdo 3.55 verifica-se que o médulo do campo elétrico devido

a distribui¢@o linear de cargas, a uma distancia R da distribuicio é dado por:

PL

E=—L (3.56)
2mey R

A andlise do campo elétrico, feita com o auxilio da Figura 3.13, mostrou que o
campo € perpendicular a distribuicdo linear de cargas. Entdo, conclui-se que o campo

terd o médulo descrito pela equagdo 3.56 e serd escrito como sendo:

PL 4
E=———a 3.57
2neyp " 57

A Figura 3.15 mostra o vetor E e o vetor unitdrio 4,, no ponto P(x,y,z)
considerando que a distribuicdo de cargas estd ao longo do eixo z.

A

L .  E
Distribuigdo linear de 1

cargas de comprimento !
infinito e densidade de 1 y
cargas constante 4

\/

Figura 3.15 - Campo elétrico devido a uma distribuicdo linear de cargas no eixo z

A equac@o 3.57 mostra que a expressdao do campo elétrico que foi obtida por meio
da Lei de Gauss € idéntica a expressdo obtida, no capitulo 2, com a Lei de Coulomb. No
entanto, verifica-se que € mais facil obter a expressdo para o campo elétrico utilizando a

Lei de Gauss.

3.3.3 Campo elétrico devido a uma distribuicdo superficial infinita de cargas
Vamos considerar uma distribuicdo superficial de cargas, com densidade

superficial de cargas constante igual a p, C/m”, localizada no plano xy, e um ponto P
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localizado sobre o eixo z onde se deseja obter uma expressdo para o campo elétrico de

vido a distribui¢do superficial de carga. Esta situacdo estd ilustrada na Figura 3.16.

N

A

; Placa infinita carregada

| eletricamente com uma

. P(0,0,2) densidade superficial de

; cargas constante igual a py
5 C/m’

Figura 3.16 - Distribuicdo superficial de cargas sobre o plano xy

Para determinar uma superficie Gaussiana adequada, devemos inicialmente
conhecer o comportamento do campo elétrico devido a distribui¢do superficial de
cargas. Para isto, considere os dois elementos diferenciais de carga, simétricos em
relacdo ao eixo X, mostrados na Figura 3.17.

Observa-se na Figura 3.17, que devido ao fato dos dois elementos diferenciais de
cargas estarem a uma mesma distancia do ponto P(0,0,z), o elemento diferencial de
campo elétrico resultante possui componente somente na direcdo do eixo y. Conclui-se
entdo que uma distribuicdo superficial de cargas produz um campo elétrico que €

perpendicular a distribui¢do.

Elemento diferencial
de cargas dQ Elemento diferencial

de cargas dQ

7// -

dy’ - ’
y o dy
X

Fig. 3.17 - Comportamento do campo elétrico devido a uma distribuicao superficial de

cargas
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Para a distribuicd@o superficial de cargas, verifica-se que uma superficie cilindrica
do tipo mostrado na Figura 3.18, é uma superficie Gaussiana.

Area A, resultante da

intersec¢do do plano com a Plano com distribuicdo
superficie cilindrica, com E superficial de cargas com
carga Q = A py T densidade p; C/m

lE
N~
Figura 3.18 - Superficie Gaussiana para uma distribuicdo superficial de cargas

A Figura 3.19 mostra as superficies S;, S, e S3 que constituem a superficie
Gaussiana. Observe que na superficie S, o campo elétrico € constante e paralelo ao
vetor ds; enquanto que na superficie S; o campo elétrico e o vetor dsy; sdo

perpendiculares. Na superficie S3 o campo elétrico € constante e paralelo ao vetor dss3.

dSz E C e .
Area A Itante d Plano com distribuicdo
Area A, r~esu ante da _ superficial de cargas com
intersec¢do do plano com a S, densidade p. C/m2
superficie cilindrica, com ~— 22 ds Ps
carga Q = A py _>1

E

N~ 2
/
d53 l

S;

Figura 3.19 - Campo elétrico e elementos diferenciais de superficie na gaussiana de uma

distribuicdo superficial de cargas
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Aplicando Lei de Gauss na superficie cilindrica mostrada na Figura 3.19 t€ém-se:

g9 [E.ds, +€ [E.ds, +& [E.ds;=Q (3.58)
s, s, s,

Uma vez que, na Figura 3.19, o campo elétrico E é perpendicular ao vetor dsj, o

produto escalar E.ds; € nulo fazendo com que a equagdo 3.58 torne-se:

gy [E-ds, +¢ [E.ds; =Q (3.59)
S, S,

Devido ao fato de que, na Figura 3.19, o vetor E ser paralelo aos vetores ds; e ds3,

e considerando que E é constante nas superficies S, e S, a equacdo 3.59 torna-se:

aOEjds2 + eoEjds3 =Q (3.60)
S, S,

Na equagdo 3.60 ds; e ds; s@o os elementos diferenciais de superficie das tampas
inferior e superior do cilindro mostrado utilizado como superficie Gaussiana. A drea
destas tampas, conforme mostrado na Figura 19, possui valor A. Assim a equacgdo 3.60

torna-se:
g,EA+¢g,EA =Q 3.61)

Da equacdo 3.61 resulta:

(3.62)

A carga Q, na equagdo 3.62, é carga envolvida pela superficie Gaussiana que
corresponde a carga distribuida na 4rea resultante da interseccdo do plano de cargas com

a superficie Gaussiana. Conforme mostra a Figura 3.19, a carga Q pode ser escrita como

sendo:
Q =p;A (3.63)
Substituindo a equagdo 3.63 na equagdo 3.62 obtém-se:
E =P (3.64)
2¢g
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Uma vez que o campo devido a uma distribui¢cdo superficial de cargas, conforme
mostrado na Figura 3.16, € perpendicular a distribuicdo, conclui-se que o campo elétrico
E devido a uma distribuicdo superficial de cargas com densidade de cargas constante e

localizada no plano xy € escrito como sendo:

2p *—4, ; paraz>0

TE(

E= (3.65)
p—S(— a,) ; paraz<0
2me

A equacdo 3.65 mostra que o resultado obtido com a Lei de Gauss € idéntico ao
resultado obtido com a Lei de Coulomb. No entanto a aplicacdo da Lei de Gauss é mais

simples que a aplicacdo da Lei de Coulomb.

3.4 Aplicacao da Lei de Gauss em distribuicoes assimétricas de cargas

Considere agora um sistema de cargas elétricas sem simetria, em que nio seja
possivel definir uma superficie Gaussiana. Para este sistema, o fluxo através da
superficie fechada ndo pode ser calculado.

Para contornar a dificuldade resultante da assimetria da distribuicdo de cargas,
deve-se escolher uma superficie s, fechada, muito pequena cujo volume seja

infinitesimal e aplicar a lei de Gauss. Teremos entdo:

§D.ds =Q (3.66)

Na equacdo 3.66 Q € a carga envolvida pela superficie fechada s e o vetor D € a

densidade de fluxo que € escrita como sendo:

D=¢E (3.67)

Dividindo os dois lados da equag@o 3.66 pelo volume Avol da superficie fechada s

obtém-se:
§D.ds
8 = Q (3.68)
Avol Avol
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Uma vez que o volume da superficie fechada tende a zero, a superficie s tende a

um ponto e a equagdo 3.68 deve ser escrita na forma:

§D.ds

S——= lim Q (3.69)

m =
Avol»0 Avol  Avol—0 Avol

O lado esquerdo da equagdo 3.69 corresponde ao divergente da densidade de fluxo
D no ponto, enquanto que o lado direito corresponde a densidade volumétrica de cargas

neste ponto. Assim, a equacdo 3.69 passa a ser escrita como sendo:

V.D=p, (3.69)

A equacido 3.69 é denominada forma diferencial da lei de Gauss e € a primeira das
quatro equagdes de Maxwell.
Considere agora uma superficie genérica s fechada, conforme mostra a Figura

3.20, que possua uma densidade volumétrica de cargas igual a p, C/m’.

Figura 3.20 - Superficie fechada s com uma densidade volumétrica de cargas py C/m’

Aplicando a Lei de Coulomb na superficie fechada mostrada na Figura 3.20,

obtém-se:

§D.ds=Q (3.70)

A carga total Q, envolvida pela superficie fechada s mostrada na Figura 3.20 é

escrita como sendo:

Q= [pydvol (G.7D)

vol

Na equacgao 3.71 vol é o volume da superficie fechada s.
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Igualando as equacdes 3.70 e 3.71:

§D.ds= j p, dvol (3.72)
S vol

Substituindo a expressdao de py, mostrada na equacdo 3.69, na equacdo 3.72
obtém-se:
§{D.ds= [V.D dvol (3.73)
S vol

A equagdo 3.73 € o teorema da divergéncia. Esta equacdo mostra que o fluxo que
atravessa uma superficie fechada s (lado esquerdo da equagdo) € igual & soma do fluxo
que atravessa todos os pontos do volume definido pela superficie s (lado direito da

equacdo).
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Capitulo 4

Energia e Potencial

4.1 Energia necessaria para mover uma carga pontual em um campo elétrico
Considere uma carga pontual positiva em um ponto A de uma regido do espaco

em que hd um campo elétrico E. Sabe-se que a carga Q ficard sujeita a uma forga

elétrica F, que estard na mesma direcdo do campo elétrico E, conforme mostra a Figura

4.1.

Ponto A

A
o

Q

Fig. 4.1 - Carga Q em um campo elétrico E

Caso ndo existam outras forcas agindo na carga, ela se moverd na dire¢do do
campo elétrico, do ponto A em dire¢do ao ponto B, no segmento de reta mostrado na

Figura 4.2.

A

> Dire¢do do movimento
[
A da carga Q

Figura 4.2 - Carga movendo-se na dire¢do do campo elétrico

Observe, na Figura 4.2, que para mover a carga Q na direcdo do campo elétrico
ndo hd a necessidade de dispéndio de energia por parte de uma fonte externa, pois o
movimento € provocado pela acdo da forca elétrica sobre a carga, forca esta cuja origem
¢ atribuida ao campo elétrico. Diz-se entdo que o campo elétrico realiza trabalho e ndo

hé dispéndio de energia por parte de uma fonte externa.
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Considere agora que a carga Q € movida em direcdo contrdria ao campo, ou seja,

do ponto A até o ponto B ao longo do segmento de reta mostrado na Figura 4.3.

.

> Dire¢do do movimento
® B da carga Q

Figura 4.3 - Carga movendo-se na direc@o contriria a direcdo do campo elétrico

Para que a carga Q execute o movimento mostrado na Figura 4.3 é necessdrio o
dispéndio de energia de uma fonte externa (realizacdo de trabalho), que exige a presenca
de uma forga externa Fey de mesma intensidade, mas com direcio contraria a dire¢io da

forca elétrica Fe conforme mostra a Figura 4.4.

CargaQ

v €
E/ ] )/F ext

\ Dire¢do do movimento

B da carga Q

,’/

Figura 4.4 - Carga movendo-se, devido a acdo da for¢a externa Fey, na direcdo contraria

a direcdo do campo elétrico

A forca elétrica aplicada na carga Q, de acordo com a Lei de Coulomb, € escrita

como sendo:

F. =QE 4.1)

e

A forca externa, necessdria para mover a carga na direcdo contrdria a dire¢ao do

campo elétrico € escrita como sendo:
F ——F 4.2)
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Substituindo a equagdo 4.1 na equacdo 4.2 obtém-se:

F,=-QE 43)

ext

Uma vez conhecida a forca externa, é possivel obter o trabalho que esta forca
realiza quando a carga Q € movida, em direcdo contriria a dire¢do do campo elétrico

conforme mostra a Figura 4.4, do ponto A até o ponto B. Este trabalho € dado por:

final

W= j F_ .dL 4.4)

ext

Substituindo a equacgdo 4.3 na equacio 4.4:

final
W= -Q J.E.dL (4.5)

inicio

Na equagdo 4.5 W € o trabalho necessirio para mover a carga de um ponto A até
um ponto B, sendo que estes pontos sdo genéricos.

A associacdo do sinal do trabalho (positivo ou negativo) com o agente que realiza
o trabalho (campo elétrico ou fonte externa de energia) pode ser realizada a partir da

resolugdo dos exemplos 4.1 e 4.2.

Exemplo 4.1) Considere um campo elétrico constante Ey na direcdo do eixo X, € uma
carga positiva Qo que é movida de x; = 2 até xo = 5 sobre um segmento de reta.

Determine o trabalho necessério para mover a carga. (Resposta: W = -3QoE)

Exemplo 4.2) Repita o exemplo 4.1, considerando agora que a carga ¢ movida de de x;

=5 até x, = 2. (Resposta: Resposta: W = 3QgEy)
Exemplo 4.3) Dado o campo elétrico E = 74, — 3y2€1y + x4, V/m, determine o trabalho

realizado para mover uma carga de 7 uC ao longo de um caminho incremental de 1 mm

de comprimento na dire¢do do vetor a = 24, — 64, - 34, , localizado no ponto A(1,2,3).
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Exemplo 4.4) Dado o campo elétrico E = y 4y + x 4y + 2 4, V/m, determine o trabalho
realizado para mover uma carga de 2 C do ponto B(1,0,1) até o ponto A(0,8;0,6;1) ao
longo dos seguintes caminhos:

a)x2+yzzlez:1;

b) ao longo de uma reta que passa pelos pontos A e B.

Exemplo 4.5) Determine o trabalho realizado para mover uma carga de prova Q, do
ponto A(p;, 01, z;) até o ponto B(pa, ¢2, Z2), no campo de uma distribuicio linear de

cargas localizada sobre o eixo z.

Exemplo 4.6) Determine o trabalho realizado para mover uma carga de prova Q em um
campo elétrico resultante de uma distribui¢do superficial de cargas localizada no plano

7=0, no caminho fechado mostrado em seguida.
A(1,-1,2)

-
>

B(3,0,5) C(7.4.3)

X

Os resultados obtidos nos exemplos 4.1 e 4.2 mostram que quando a carga é
movida na direcdo do campo o trabalho € negativo e que quando a carga € movida em
dire¢do contréria a dire¢do do campo o trabalho € positivo. Portanto conclui-se que
quando o campo realiza trabalho, a equagdo 4.5 fornece um resultado negativo e quando
o trabalho € realizado por uma fonte externa o resultado obtido € positivo.

Os resultados do exemplo 4.4 mostram que o trabalho independe do caminho
seguido pela carga.

Os resultados do exemplo 4.5 mostram que quando o movimento da carga ocorre
em uma dire¢@o perpendicular ao campo elétrico, ndo hé a realizac@o de trabalho.

Os resultados obtidos nos exemplos 4.5 e 4.6 mostram que o trabalho para mover
uma carga em um caminho fechado, em um campo elétrico, ndo hd a realizacdo de
trabalho. Uma vez que o trabalho independe do caminho, conclui-se que o campo

elétrico € um campo conservativo.
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Eletromagnetismo 1
4.2 Diferenca de potencial elétrico

Considere uma carga Q, em uma regidao do espaco em que hd um campo elétrico

E, que ¢ movida do ponto B até o ponto A no caminho mostrado na Figura 4.5.

z 1
/Egc,y,z) | A
y 1
B
X

Figura 4.5 - Carga Q movida do ponto B até o ponto A

O trabalho para mover a carga Q, no caminho definido na Figura 4.5, € escrito

como sendo:

W= —QJ.E.dL (4.6)

Define-se diferenca de potencial elétrico entre os pontos A e B, Vag, ao trabalho

realizado para movimentar uma carga unitdria (Q=1 C) do ponto B até o ponto A, ou

seja:
A
V,, = —J.E.dL (4.7)
B
Observe que, a partir das equagdes 4.6 e 4.7, é possivel escrever:
W
V= 6 4.8)
A diferenca de potencial elétrico € medida em volts, sendo que:
1 volt = Joule _ Newton x metro 4.9)
Coulomb Coulomb
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Eletromagnetismo 1
Com base na definicfo, verifica-se que a diferenca de potencial elétrico ¢ uma

grandeza escalar relacionada a dois pontos de uma regido do espaco em que hd um

campo elétrico E que € uma grandeza vetorial.
Uma vez conhecida a diferenca de potencial elétrico V4p entre os pontos A e B

de um campo elétrico € possivel, a partir da equagdo 4.8, determinar a energia W

necessdria para mover uma carga Q entre os pontos B e A sem que seja necessdrio

conhecer o campo elétrico.
Exemplo 4.7) Determine a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos situados em

uma regido do espaco em que existe um campo elétrico devido a uma carga pontual Q.

Exemplo 4.8) Determine a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos situados em
uma regido do espagco em que existe um campo elétrico devido a uma distribui¢@o linear

de cargas, com densidade 1 de cargas constante p;. C/m, localizada no eixo z.

Exemplo 4.9) Determine a diferenca de potencial elétrico entre dois pontos situados em
uma regido do espaco em que existe um campo elétrico devido a uma distribui¢do

superficial de cargas, com densidade superficial de cargas constante ps C/m” localizada
no plano z=0.

4.3 Potencial elétrico
4.3.1 Potencial elétrico devido a uma carga pontual
Considere o caminho definido pelos pontos A e B, em uma regido do espaco em

que hd um campo elétrico E devido a uma carga pontual Q, conforme mostra a Figura

4.6. B
A4, ©4, p) ~7 \
! }'

°
Carga pontual Q

Figura 4.6 - Campo elétrico devido a uma carga pontual e caminho definido entre os

pontos Ae B
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O campo elétrico E devido a carga pontual mostrada na Figura 4.6 é dado por:

Q
4me R’

a (4.10)

Na equacdo 4.10 R € o médulo do vetor R.
Na Figura 4.6 a diferenca de potencial elétrico entre os pontos A e B € escrita

como sendo:
A

V= —[E.dL 4.11)
B

Na equacdo 4.11 dL € o elemento diferencial de comprimento, em coordenadas

esféricas, escrito como sendo:

dL = dRa, + RdOa, + RsenBdoa, (4.12)
Substituindo as equagdes 4.10 e 4.12 na equacdo 4.11 obtém-se:
r.Q

V,, = ~4,.(dRa, + Rd6A, + Rsenbdod, ) (4.13)
s 4me R

Desenvolvendo a equagdo 4.13:

Q 1
V,, =— — dR 4.14
A 41t£0R2;[R2 (4.14)

Da equacio 4.14 obtém-se:

VAB:&[L_LJ (4.15)
4ne,\ R, Ry

A equacdo 4.15 pode ser escrita como sendo:

=V

A

-V,

B

(4.16)

AB
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Na equacdo 4.16 os termos Va e Vp sdo denominados potencial elétrico nos

pontos A e B, respectivamente. Verifica-se, a partir da equacdo 4.15 que V4 e Vp sdo

escritos como sendo:

. _ Q1 (4.17)
4me, R,

g _ Q1 (4.18)
4me, R,

Observe que o potencial elétrico é uma grandeza escalar que estd associada aos

pontos de uma regido do espaco em que hd um campo elétrico. Mas, qual € o significado

desta grandeza?
Para entender o significado do potencial elétrico, considere uma carga pontual Q e

os pontos A e P situados a distancias Ry € Rp da carga Q, respectivamente, conforme

mostra a Figura 4.7.
Ra

° RP
Carga P

pontual Q

Figura 4.7 - Potencial elétrico nos pontos A e P

A diferenca de potencial elétrico entre os pontos A e P pode ser escrita em fungéo

dos potenciais elétricos nos pontos A e P, na forma:

Vae =Va = Vs (4.19)
Sendo:
g _Q 1 (4.20)
4me, R,

Considerando que o ponto P estd bem distante da carga pontual Q é possivel fazer

Rp— e, consequentemente, o potencial elétrico no ponto P € nulo e a equagdo 4.19

torna-se:
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Ve =Va 4.21)

N

A equacdo 4.21 mostra que o potencial elétrico V5 no ponto A corresponde a
energia necessdria para levar uma carga unitdria de um ponto onde o potencial elétrico é
nulo (Rp—o0) até o ponto A que estd a uma distdncia R4 em relacdo a carga pontual Q.

De maneira genérica, podemos definir a func@o potencial V(r) elétrico ou
potencial elétrico como sendo o trabalho para mover uma carga unitaria, em uma regido
em que hd um campo elétrico devido a uma carga pontual Q, do infinito até uma
distancia r da carga pontual. O potencial elétrico ¢ um campo escalar que estd
relacionado a um campo vetorial que € o campo elétrico.

O potencial elétrico V(r) € escrito como sendo:

Q1

V(r)=——

(4.22)
4me,

Observe que todos os pontos que estdo a uma mesma distancia em relagcdo a carga
pontual Q possuem o mesmo potencial elétrico e diz-se que a superficie constituida
pelos pontos que estdo a um mesmo potencial ¢ denominada superficie equipotencial.
Para o caso do campo devido a uma carga pontual, as superficies equipotenciais sao
superficies esféricas cujo centro € o ponto onde estd localizada a carga pontual.

A Figura 4.8 mostra as superficies equipotenciais, projetadas no plano zy, de uma
carga pontual localizada na origem. Em um plano, estas superficies equipotenciais sdo

circunferéncias concéntricas cujo centro estd na origem.

y NN \ Superficie equipotencial

com potencial V,

X

\ Superficie equipotencial
com potencial V,

Figura 4.8 - Superficies equipotenciais para o campo elétrico de uma carga pontual
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Na Figura 4.8 R; e R, sdo os raios das superficies equipotenciais de potenciais
elétricos V; e V,, respectivamente. Com base na equacdo 4.20 conclui-se que o
potencial elétrico V; é maior que o potencial elétrico V,. Observe que o campo elétrico,
por ser radial, € perpendicular a qualquer superficie equipotencial.

A Figura 4.9 mostra uma superficie equipotencial para o campo elétrico devido a

uma carga pontual Q.

Fonte: http://clicprovas.com/esfera/

4

I

Figura 4.9 - Superficie equipotencial para o campo elétrico de uma carga pontual

Considere, na Figura 4.9, dois pontos A e B distintos sobre a superficie
equipotencial e um caminho definido sobre a superficie equipotencial. Neste caminho, o
raio R é constante e, consequentemente, dR € nulo. Assim, o elemento de comprimento

dL é escrito como sendo:

dL = RdB4,+ RsenBdoa, (4.23)

O campo elétrico E devido 4 carga pontual Q é dado por:

Q .

== 3 4.24
4me,R* ° *24)

O trabalho realizado para mover a carga Qo entre os pontos B e A € escrito como

sendo:
A

W= -Q, [E.dL (4.25)
B

Substituindo as equagdes 4.23 e 4.24 na equacdo 4.25 obtém-se:
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W = _IZ——Egar(Rdsae+lzgmed¢a“ (4.26)
TE,

B
Desenvolvendo a equag@o 4.23, obtém-se:
W= 0 (4.27)

A equacdo 4.27 mostra que quando uma carga é movida sobre uma superficie
equipotencial o trabalho W para mover esta carga é nulo. Este fato acontece porque o

campo elétrico é perpendicular a superficie equipotencial.

4.3.2 Potencial elétrico devido a um sistema discreto de cargas

Considere uma carga pontual Q; e um ponto P conforme mostra a Figura 4.10.

I r-r

Q
Figura 4.10 - Potencial elétrico devido a uma carga pontual

O potencial elétrico no ponto P, que corresponde a energia necessdria para trazer
uma carga unitdria do infinito até o ponto P considerando o campo elétrico resultante da

carga Qy, € escrito como sendo:

vy =21 (4.28)

B 4me, |r - r1|

Considere que uma carga Q, é adicionada ao sistema mostrado na Figura 4.10,

conforme mostra a Figura 4.11.
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Figura 4.11 - Potencial elétrico devido a duas cargas pontuais

O potencial elétrico no ponto P, que corresponde a energia necessdria para trazer
uma carga unitdria do infinito até o ponto P, deve levar em conta o campo resultante das

cargas Q; e Q,. Portanto o potencial elétrico no ponto P torna-se:

Q 1 Q, 1

V(r) =
x) 4me, |r-r1| +47t80 |r-r2|

(4.28)

Adicionando uma terceira carga ao sistema, teremos o sistema mostrado na Figura

4.12.

Figura 4.12 - Potencial elétrico devido a trés cargas pontuais

O potencial elétrico no ponto P, mostrado na Figura 4.12, corresponde a energia
necessdria para mover uma carga unitaria do infinito até o ponto P, levando em conta o
campo elétrico resultante das cargas Qq, Q, e Qs. O potencial elétrico no ponto P serd

entdo escrito como sendo:
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Q 1 Q 1 Q 1 (4.29)

V(r)= + +
4me, |r-r1| 4me, |r-r2| 4me, |r-r3|

Com base no desenvolvimento que foi feito pra tré€s cargas pontuais, conclui-se
que o potencial elétrico em um ponto P devido a n cargas pontuais € escrito como

sendo:

Q 1, 1, 1 ., | (4.30)

V(r)= + + +-
4me, |r-r| 4me, |r-r,| 4me, [r-ry| 4me, |r-x,|

A equacdo 4.30 pode ser escrita na forma de um somatdrio, ou seja:

V(r):zn: Q1 431)

mo4me, |r - rm|

A equagdo 4.31 mostra que a medida que aumenta a quantidade de cargas, hd um
aumento do potencial elétrico em um ponto P qualquer. Este fato ocorre pelo fato de que
o potencial elétrico equivale a energia necessdria para levar uma carga unitaria do
infinito até o ponto P, levando em conta o campo elétrico presente. Uma vez que o
aumento da quantidade de cargas faz com que o campo elétrico também aumente, hd um
aumento na energia necessdria para mover a carga neste campo e, consequentemente, ha

um aumento no potencial elétrico.

4.3.3 Potencial elétrico devido a uma distribui¢do volumétrica de cargas
A Figura 4.13 mostra uma distribuicdo volumétrica de cargas e um ponto P,
localizado a uma distancia r da origem, onde se deseja determinar o potencial elétrico

devido a esta distribuicdo de cargas.

Figura 4.13 - Potencial elétrico devido a uma distribui¢do volumétrica de cargas
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Para calcular o potencial elétrico no ponto P, vamos dividir o volume mostrado na

Figura 4.13 em n elementos de volume Av conforme mostra a Figura 4.14.

Figura 4.14 - Divis@o do volume em n elementos de volume

Na Figura 4.14, Av; corresponde ao volume do i-ésimo elemento de volume.
Considerando que a distribui¢do de cargas possui uma densidade volumétrica de
cargas p+(r), onde r define a posicdo do elemento de volume em relagdo a origem, a

carga de cada um dos elementos de volume mostrados na Figura 4.14 serd escrita como

sendo:

Q, =py()Av, (4.32)
Q, =py(ry)Av, (4.33)
Q, =py(r,)Av, (4.34)

Considerando que cada elemento de volume possa ser considerado uma carga

pontual, o potencial elétrico no ponto P serd dado por:

Vo=@ 1, Q 1 Q | (4.35)
4me, |r-r1| 4me, |r-r2| 4me, |r-rn|
Substituindo as equagdes 4.32 - 4.34 na equacgdo 4.35 obtém-se:
V(r):pv(rl)AVI L PV@AY, Py (@) Ay, (4.36)

4me, |r - r1| 4me, |r -r2| . 4me, |r -T,

132



Eletromagnetismo | Sérgio Kurokawa

Fazendo o volume de cada elemento de volume tender a zero, cada elemento
tenderd a ser um ponto na distribuicdo volumétrica de cargas, conforme mostra a Figura

4.15.

Elemento diferencial
de volume dv’

Figura 4.15 - Divis@o do volume em n elementos de volume com Av—0

A densidade volumétrica de cargas do elemento diferencial de volume dv’

mostrado na Figura 4.15 € escrita como sendo:

py(r') =3—Q (4.37)

1

Da equacdo 4.37 obtém-se:
dQ=p, (") dv' (4.38)

O elemento diferencial de potencial elétrico no ponto P, devido ao elemento

diferencial de carga contido no volume dv’ € escrito como sendo:

py(")dv'

dV(r)=
x) 4me, |r-r'|

(4.39)

Integrando a equacdo 4.39 em todo o volume da distribui¢do de cargas, obtém-se

o potencial elétrico no ponto P devido a esta distribuicdo. Deste modo, obtém-se:

py (") dv'

VvV = | = 7"
(r) vol 47[80 |r - r'|

(4.40)
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Com base na lei de Coulomb verifica-se que o campo elétrico no ponto P, devido
a distribui¢@o volumétrica de cargas mostrada na Figura 4.15, € escrito como sendo:

py(')dv' r-r'

E(r)= 4.41)

w4TE, |r-r'|2 |r-r'|

Comparando o campo potencial elétrico e o campo elétrico de uma distribui¢do

volumétrica de cargas, chega-se as seguintes conclusoes:

i) O campo elétrico e o campo potencial elétrico sdo caracteristicas da
distribuicdo de carga;
ii) O campo elétrico é uma grandeza vetorial enquanto que o campo potencial
elétrico € uma grandeza escalar;
iii) O campo elétrico € mais dificil de ser obtido, pois requer uma integracdo de
volume (caso de uma distribuicdo volumétrica de cargas) em cada uma das
dire¢des do espago, enquanto que o campo potencial elétrico requer somente

uma integracdo devido ao fato de ser uma grandeza escalar.

Exemplo 4.10) Determine o potencial elétrico em um ponto P(0,0,z) devido a uma

distribuicdo linear de cargas na forma de um anel de raio R, localizado no plano z =0.

Exemplo 4.11) Determine o potencial elétrico em um ponto P(0,0,z) devido a uma

distribuicdo superficial de cargas em um disco de raio R localizado no plano z =0.

4.4 Calculo do campo elétrico a partir do potencial elétrico

Sabe-se que um campo vetorial conservativo pode ser escrito como sendo o
gradiente de um campo escalar denominado funcdo potencial. No caso do campo
elétrico, a fungdo potencial é o potencial elétrico. Portanto, uma vez obtido o potencial

elétrico € possivel obter o campo elétrico a partir da seguinte relacio:

E= —-VV (4.42)

A equacido 4.42 mostra que se a fungdo potencial elétrico for conhecida, é possivel

obter o campo elétrico a partir de uma simples diferenciacdo desta funcdo.
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z

As equagdes 4.40 e 4.41 mostram que o campo elétrico é mais dificil de ser
obtido, pois requer uma integracdo de volume (caso de uma distribuicdo volumétrica de
cargas) em cada uma das dire¢des do espago, enquanto que o campo potencial elétrico
requer somente uma integracdo devido ao fato de ser uma grandeza escalar. Uma vez
obtido o potencial elétrico, é possivel obter o campo elétrico por meio de uma simples
diferenciacao.

O célculo do campo a partir do gradiente do potencial é o terceiro método,
estudado nesta disciplina, de obter o campo elétrico de uma distribuicdo de cargas. Os

outros métodos estudados foram a Lei de Coulomb e a Lei de Gauss.

Exemplo 4.12) Determine o campo elétrico, a partir do potencial elétrico, em um ponto
P(0,0,z) devido a uma distribui¢do linear de cargas na forma de um anel de raio R,

localizado no plano z =0.

Exemplo 4.13) Determine o campo elétrico, a partir do potencial elétrico, em um ponto
P(0,0,z) devido a uma distribui¢do superficial de cargas em um disco de raio R

localizado no plano z =0.

Exemplo 4.14) Determine o potencial elétrico e o campo elétrico, em um ponto P(r,

0,0), devido a um dipolo.

4.5 Energia armazenada em um campo eletrostatico
Considere uma regido do espago em que, inicialmente, ndo ha cargas elétricas.
Nestas condigdes uma carga Q; € levada do infinito até um ponto P; no caminho

mostrado na Figura 4.16.

Fig. 4.16 - Movimento de Q; do infinito até o ponto P,
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Uma vez que nio hd outras cargas, a movimentacdo da carga Q; até o ponto P;
ndo exige dispéndio de energia. Portanto o trabalho W) necessério para mover Q; do

infinito até o ponto P; é escrito como sendo:
W,= 0 (4.48)

A carga Qy, fixada no ponto Py, ird produzir um campo elétrico E escrito como

sendo:

Q .

=< 3 (4.49)
4me R’

A Figura 4.17 mostra o campo elétrico E, devido a carga Q;, em um ponto P,.

\e
P,
Z
Ry,
y P, Q
X

Fig. 4.17 - Campo elétrico em P», devido a Q;

Agora uma carga Q, € levada do infinito até um ponto P,, pr6ximo ao ponto Py,

conforme mostra a Figura 4.18.

Q ¢ P

Y R

Q.Pl
1

Fig. 4.18 - Movimento de Q do infinito até o ponto P, considerando a presenca de Q;

Observe que o trabalho para mover Q, até o ponto P, ndo é nulo, pois existe o
campo elétrico devido a presenca de Q; no ponto P;. A energia necessdria para mover

Q2 do infinito até o ponto P, é dada por:
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P,
W,= -Q,[E.dL (4.50)

Substituindo a equagdo 4.49 na equacdo 4.50, e fazendo as demais operagdes,

obtém-se:

Q
W, = 451
2= & 47e R, @D

As cargas Q; e Q, irdo produzir um campo elétrico, em um ponto P3, conforme

mostra a Figura 4.19.

Q2’23/ME

X

Fig. 4.19 - Campo elétrico em P3, devido a Q; e a Q»

Na Figura 4.19 o campo elétrico em Ps € escrito sob a forma:

Q . Q 4

=—L 4 + a (4.52)
4me R% T 4me R2, Y
Agora uma carga Qs é levada do infinito até um ponto Pz, préximo aos pontos P; e

P,, conforme mostra a Figura 4.20.

Pz ® Q3

/Ry
/

Q
X P,

Fig. 4.20 - Movimento de Qs até o ponto P; considerando a presenca de Q; e de Q,
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Observe que o trabalho para mover Qs até o ponto P> deve levar em conta o
campo elétrico devido as cargas Q; e Q.. A energia necessaria para mover Qs do infinito

até o ponto P; é dada por:
P3
W, = -Q, j E.dL (4.53)

Substituindo a equagdo 4.70 na equacdo 4.71, e fazendo as demais operagdes,

obtém-se:

W3 = Q3L+Q3& (4.54)
4ne R, 4me R,

A energia total necessdria para montar o sistema de trés cargas € escrita como

sendo:
W= W +W,+W, (4.55)

Substituindo as equacgdes 4.48, 4.50 e 4.51 na equagdo 4.55 verifica-se que a

energia necessaria para montar o sistema de cargas € dada por:

Q1 + Q3 Q1 + Q3 Qz (4.56)
4me R, 4me R, 4me R,

W= 0+ Q,

Para montar o sistema de cargas, considerou que a primeira carga a ser
introduzida no sistema foi a cargas Q;, sendo seguida pelas cargas Q. e Qs (sequéncia
Qi1, Qz, Q). Outras ordens de chegada das cargas poderiam ter sido adotadas. Por
exemplo, poderia ter sido considerado que a primeira carga a ser colocada no sistema
tivesse sido a carga Q;, seguida pelas cargas Q, e Q; (sequéncia Q3, Q,, Q). No
entanto, independentemente da sequéncia para a chegada das cargas, a energia
necessdria para montar o sistema ¢ a mesma energia W.

Vamos entdo analisar a energia necessdria para constituir o sistema de trés cargas,

considerando que a sequéncia de chegada das cargas seja Qs, Q», Q.
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A primeira carga a fazer parte do sistema serd a carga Qs, que serd levada do
infinito até o ponto P; considerando que ndo hd outras cargas no sistema, conforme

mostra a Figura 4.21. oo

Fig. 4.21 - Movimento de Q3 do infinito até o ponto Ps

Uma vez que ndo hé outras cargas presentes o campo elétrico inicial do sistema é

nulo, ou seja:
W.= 0 4.57)

A préxima carga a ser levada ao sistema € a carga Q. Esta carga serd levada do

infinito até o ponto P>, conforme mostra a Figura 4.22.

Qeb

P
Qe
Fig. 4.22 - Movimento de Q; do infinito até o ponto P, considerando a presenca de Qs
A movimentacdo de Q. do infinito até o ponto P, requer energia, pois hi no

sistema o campo elétrico devido a presenca de Q3. A energia necessdria para levar Q, do

infinito até o ponto P, € escrita como sendo:
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Q,

W= Q2
? * 4me R,

(4.58)

Em seguida a carga Q; serd levada do infinito até o ponto P;, conforme mostra a

Figura 4.23.

Fig. 4.23 - Movimento de Q, até o ponto P; considerando a presenca de Qs e de Q,

A energia necessdria para mover Q; do infinito até o ponto P;, considerando a

presenca de Qs e de Q, € dada por:

Q3 + Q Q2
4me R, 4me,R,,

W, = Q (4.59)

A energia total necessdria para montar o sistema na sequéncia Qs, Q,, Q; sera:

W= W, +W,+W, (4.60)

Substituindo as equagdes 4.57, 4.58 e 4.59 na equagdo 4.60, verifica-se que a

energia necessdria para montar o sistema de cargas, na sequéncia Qs, Q», Q1, € dada por:

Q. +Q, Q +Q, Q. (4.61)

W=0+0Q, 2
* 4me R, 4me R, 4me R,

A energia necessdria para montar o sistema de trés cargas é a mesma,
independentemente da sequéncia das cargas. Assim a soma das equagdes 4.56 e 4.61

resultam em:
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2W = Ql[ Q, - Q. j+Q2[ Q, - Q j+

4ne R, 4meR,, 4me R,, 4meR,,

(4.62)
Q3 Q2 + Ql
4ne R,, 4me R,

Com base no conceito de potencial elétrico, verifica-se que o termo que multiplica
Q1, na equagdo 4.62, corresponde ao potencial no ponto P; devido a presenca das cargas
Q3 e Q2. De mesmo modo verifica-se que o termo que multiplica Q. corresponde ao
potencial elétrico no ponto P, resultante da ac¢do das cargas Q; e Qs3, € que o termo que
multiplica Qs corresponde ao potencial elétrico no ponto P; devido a presenca das
cargas Q; e Q;. Denominando os potenciais mencionados anteriormente de V;, V, e V3,
teremos:

Q, Q,

V, = + (4.63)
4ne R, 4me R,

V, = Q + Q (4.64)
4ne R,, 4me R,

vV, = Q + Q (4.65)
4ne R,, 4me R,

Substituindo as equacdes 4.63-4.65 na equacdo 4.62, e fazendo as demais

operagdes, obtém-se:
1
W= o (QV,+Q,V,+Q,V,) (4.66)

A equagdo 4.66 mostra a energia necessdria para montar um sistema de trés
cargas. Diz-se que esta energia estd armazenada no campo elétrico resultante destas
cargas. Entdo, a energia armazenada em um sistema de N cargas é escrita como sendo:

W= =>QV, (4.67)

1 N
25

Na equacdo 4.67 V; corresponde ao potencial elétrico no ponto P; considerando

todas as cargas, com excecdo da i-ésima carga.
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Se considerarmos uma distribuicdo volumétrica de cargas, a carga contida em um

elemento diferencial de volume sera:
dQ= p, dvol (4.68)

Substituindo a equacgdo 4.68 na equagdo 4.67:

1N
W= — dvol. V. 4.69
2va v 171 ( )

i=l1

Na equagdo 4.69 V; € o potencial no local onde se encontra o i-ésimo elemento de

carga. Se este elemento de cargas for infinitamente pequeno, a equacdo 4.69 torna-se:

W= % [p.vavol (4.70)

vol

A equacg@o 4.70 representa a energia armazenada em um campo elétrico resultante
de uma distribuicdo volumétrica de cargas. Observe que o integrando € diferente de
zero somente nos pontos em que houver densidade de cargas (p,#0). Portanto o dominio
de integracdo corresponde a regido do espago em que existe densidade de cargas.

Na equagdo 4.70 a energia armazenada no campo elétrico foi expressa em fungéo
do potencial elétrico e da densidade volumétrica de cargas. No entanto esta energia pode
ser expressa em fungcdo do campo elétrico. Para isto considere a primeira equacio de

Maxwell, ou seja:

V.D= p, 4.71)

Substituindo a equagdo 4.71 na equagdo 4.70 obtém-se:

1
W= j (V.D)Vdvol (4.72)

vol
Das propriedades do célculo vetorial t€ém-se:
V. (VD)= V(V.D)+D.(VV) 4.73)

Da equacdo 4.73 obtém-se:
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V(V.D) = V.(VD)=D.(VV) (4.74)

Substituindo a equagdo 4.74 na equagdo 4.72 t€m-se:

1 1
W= jv.(VD)dvol—E jD.(VV)dvol (4.75)

vol vol

Com base no teorema da divergéncia, € possivel escrever:

J.V.(VD)dvol =§VD.ds (4.76)

vol s

Substituindo a equagdo 4.76 na equagdo 4.75 t€m-se:

1 1
W = EfVD.ds—E J.D.(VV)dvol (4.77)

vol
Sabe-se que o potencial elétrico e o campo elétrico possuem a seguinte relagdo:
E=-VV 4.78)
A densidade de fluxo elétrico D pode ser escrita como sendo:

D =¢E (4.79)

Substituindo as equacdes 4.78 e 4.79 na equacdo 4.77 obtém-se:

W = l§eVE.ds+l J.SE.Edvol (4.80)
2! 2

vol

Desenvolvendo o produto escalar E.E a equacdo 4.80 torna-se:

W = %ngE.ds+% J.8|E|2dvol 481)

vol

Verifica-se que a integral de superficie, que corresponde ao fluxo de VE através
da superficie S, mostrada na equacdo 4.81 € nula em qualquer situagdo. Este fato serd

comprovado a partir de dois exemplos que serdo mostrados em seguida.
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Exemplo 4.15) Calcule a energia armazenada no campo elétrico de uma distribuigao
superficial de cargas constante p, C/m” no formato de uma superficie esférica de raio

Ro.

Exemplo 4.16) Calcule a energia armazenada no campo elétrico produzido pelas cargas

+Q e -Q distribuidas nas superficies esféricas concéntricas mostradas em seguida.

Superficie esférica com

R / carga distribuida -Q
Superficie esférica com 2

carga distribuida +Q .

Figura para o exemplo 4.16

Os exemplos 4.15 e 4.16 mostram que a integral de superficie da equacdo 4.81 é
sempre nula. Assim a energia armazenada no campo elétrico, resultante de uma

distribuicdo de cargas, € escrito como sendo:

1 2
W= [€[E]" dvor (4.82)

vol

Na equacdo 4.82 IEl é o médulo do campo elétrico E. Esta equagcdo mostra a
energia armazenada em um campo elétrico, considerando o volume em que este campo

elétrico E se manifesta.

Exemplo 4.17) Determine a energia armazenada no campo elétrico de um cabo coaxial

de comprimento L.

Exemplo 4.18) Considere uma nuvem, cujo formato pode ser considerado uma esfera
de raio a = 1 km, com uma distribui¢do volumétrica de cargas igual a 10 nC/m3.
Determine a energia associada a esta nuvem (energia armazenada no campo elétrico da

nuvem).
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Capitulo 5

Condutores, Dielétricos e Capacitancias

5.1 Introducao

Para que uma carga elétrica se mova € necessdrio que uma forga atue sobre ela.
Esta for¢a pode ser de origem mecanica (por exemplo, 0 movimento de particulas
carregadas, no interior de uma nuvem, devido a acdo do vento), elétrica (devido a um
campo elétrico) ou térmica (efeito termoidnico, que € a emissdo de elétrons pela
superficie de um metal aquecido). O movimento de cargas também pode ocorrer por
meio da liberagdo de cargas dos dtomos (devido as colisdes que ocorrem no interior do
atomo).

O movimento de cargas elétricas (elétrons, prétons ou fons) constitui um fluxo, ou
corrente, que depende do tipo de mecanismo que deu origem ao movimento das cargas.

Dentre os diversos tipos de corrente, podemos citar a corrente de conveccio € a
corrente de condugdo sendo que a principal diferenga entre estes dois tipos é que a
corrente de convec¢do ndo necessita de um campo elétrico para ser estabelecida

enquanto que a corrente de conducdo existe somente na presenga de um campo elétrico.

5.2 Corrente e vetor densidade de corrente
Considere um elemento diferencial de volume Avol, com comprimento Ax e secdo
transversal AS, que se move com uma velocidade constante V, ao longo de um corpo

cilindrico conforme mostra a Fig. 5.1.

AL
Elemento de

volume Avol

Secdo transversal
com drea As

Fig. 5.1 - Movimento de um elemento de volume
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Considere que o volume Avol possua N particulas por unidade de volume e que
estas particulas possuam uma carga elétrica q. Assim, a carga total no interior do

volume Avol € escrita como sendo:
AQ = NqAvol CRY

Considerando que todas as particulas contidas no volume Avol movem-se com
velocidade constante V, e que este volume atravessa a superficie AS em um intervalo de

tempo At é possivel escrever:
Ax = |V|At 5.2)

O volume Avol é dado por:

Avol = AS Ax (5.3)
Substituindo a equagdo 5.2 na equagdo 5.3:
Avol = AS|V|At (54)

Substituindo a equagdo 5.4 na equacdo 5.1:
AQ=NqAS|V|At (5.5)

Dividindo os dois lados da equagdo 5.5 por At obtém-se:

AQ

—<=NgqA :
- Na S |V| (5.6)

Na equacdo 5.6 o termo Nq corresponde a densidade volumétrica de cargas py que

estd atravessando a superficie AS. Assim, a equagdo 5.6 passa a ser escrita na forma:

AQ
AQ L AsvV 5.7
P ASV (5.7)

A equagdo 5.7 mostra a quantidade de cargas, por unidade de tempo, que

atravessa a superficie AS. A esta relacdo déa-se o nome de corrente elétrica, cuja unidade
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€ Coulombs/segundo (C/s) mais conhecida como ampére (A). Portanto a corrente

elétrica I pode ser escrita de duas formas, conforme mostram as equagdes 5.8 € 5.9.:

_4Q
1= (5.8)
I=p, [V| AS (5.9)

A equacdo 5.9 foi obtida para o caso particular em que as particulas movem-se em
uma direc@o perpendicular a superficie AS. Vamos agora definir a densidade de corrente
considerando que a direcio do movimento das particulas e a superficie AS ndo sdo
perpendiculares. Para isto, considere a Fig. 5.2 onde a velocidade V do elemento de

volume e a drea AS; ndo sdo paralelas.

AX
AS; a,
& V

Fig. 5.2 - Movimento de cargas de um elemento de volume considerando que a

velocidade e a superficie ndo sdo paralelas

A Figura 5.2 pode ser desenhada de forma bidimensional conforme mostra a

Figura 5.3.

\ area AS,

Figura 5.3 - Vista bidimensional do elemento de volume em que a velocidade e a
superficie ndo sdo paralelas
Conforme mostrado na equacdo 5.9, a corrente I através do elemento de superficie

AS € escrita como sendo:

I=p, |V|AS (5.10)
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Da Figura 5.3 € possivel verificar que a drea AS € a projecdo da drea AS;. Deste

modo, é possivel escrever:
AS=AS;cos0 (5.11)
Substituindo a equagdo 5.11 na equagdo 5.10 obtém-se:

I=p,|V|AS,cos (5.12)

Na equag@o 5.12 o termo IVIAS;cosO corresponde ao produto escalar entre V e

AS,4,. Portanto a equacdo 5.12 torna-se:
I=p,V-AS,4, (5.13)

Os termos py e V € uma caracteristica das particulas que estdo se movendo e estas

duas varidveis definem a densidade de corrente, que € um vetor escrito como sendo:
J=p,V (5.14)

Verifica-se, na equagdo 5.14, que a unidade da densidade de corrente J € o
ampere/m2 (A/m?).

Portanto, a corrente I pode ser escrita como sendo:
I=]J-AS,a, (5.15)

A equagdo 5.15 mostra que a corrente corresponde ao produto escalar dos vetores
densidade de corrente J e elemento de superficie AS;ap.
Vamos considerar agora a situacdo em que o elemento de volume Avol atravessa

uma superficie irregular, conforme mostra a Figura 5.4.

superficie irregular

com area S

Figura 5.4 - Elemento de volume atravessando uma superficie irregular
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Uma vez que a superficie da sec¢do transversal € irregular, vamos considerar um
pequeno elemento de superficie ASiQy na sec¢@o transversal, conforme mostrado na

Figura 5.5.

Avol ——

Figura 5.5 - Pequeno elemento de superficie ASily; na superficie irregular

Na Figura 6 4,; € um vetor unitdrio que € perpendicular a superficie As;.

Considerando que a superficie irregular, mostrada na Figura 5.9, foi dividida em n
pequenas superficies com drea As;, é possivel aplicar a equagdo 5.15 para obter a
corrente em cada uma das superficies As;. Assim, pode-se dizer que a corrente através

da superficie irregular pode ser escrito, de maneira aproximada, como sendo:
n
I=)"J- (As;ay) (5.16)
i=1
Fazendo As; tender a zero na Figura 5.9, a equacdo 5.16 torna-se:

=T (As; ) (5.17)

i=l
A equacdo 5.17 pode ser escrita como sendo:

I:J.SJ- (ds,) (5.18)

O vetor ds; 4, pode ser escrito como ds. Neste caso, o vetor ds representa um vetor
que é perpendicular a superficie S em todos os pontos desta superficie. Deste modo a

equacdo 5.18 torna-se:

I:J.SJ- (ds) (5.19)
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A equagdo 5.19 mostra que a corrente elétrica corresponde ao fluxo da densidade

de corrente através de uma superficie genérica S.

5.3 Corrente elétrica em materiais condutores e Lei de Ohm

Um material dito condutor € caracterizado pelo fato de que a camada de valéncia
(ultima camada com elétrons) de seus dtomos estarem a uma distncia relativamente
grande do nidcleo. Em razdo da grande distancia entre essa tltima camada e o nicleo, os
elétrons ficam fracamente ligados com o nicleo, podendo, dessa forma, abandonar o
atomo em virtude das forgas que ocorrem no interior dos atomos. Esses elétrons que
abandonam o 4dtomo sdo chamados de “elétrons livres”. Os metais no geral sdo bons
condutores de eletricidade, pois eles possuem elétrons livres.

Na auséncia de um campo elétrico externo, as cargas livres em um condutor
metdlico estdo em um estado de movimento (cadtico) aleatdrio, por causa de sua energia
térmica. Esse é o chamado movimento térmico de cargas. A velocidade correspondente
€ a velocidade térmica que, em temperatura ambiente, é da ordem de 10° m/s. Em
funcdo da natureza aleatdria, ndo hd nenhum movimento liquido macroscépico em
qualquer direcdo dada, isto €, a resultante vetorial média macroscépica de velocidades
térmicas de cargas individuais, em qualquer ponto do condutor, é zero. Para existir uma
corrente elétrica (definida como um fluxo macroscépico liquido de cargas livres) as
cargas devem ter uma velocidade média macroscOpica diferente de zero em alguma
dire¢do. Esta velocidade pode ser alcangada com a aplicacdo de um campo elétrico
externo em um condutor.

Vamos analisar incialmente a situagdo em que um condutor isolado, eletricamente
neutro, € submetido a um campo elétrico externo Eey,. Vamos considerar, inicialmente,
o condutor em um meio em que ndo hd nenhum campo elétrico, conforme mostra a

Figura 5.6.

condutor _

Fig. 5.6 - Material condutor em um meio sem campo elétrico externo

A partir do momento em que o material é submetido ao campo elétrico externo

Eext tem inicio um movimento de elétrons livres para o lado esquerdo, deixando um
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déficit de elétrons no outro lado do condutor, que corresponde a um movimento de
cargas negativas em direcdo ao lado direito do condutor conforme mostra a Figura
5.7(a). O acimulo de cargas positivas e negativas nas extremidades direita e esquerda,
respectivamente, d4 origem a outro campo elétrico interno ao material, denominado Ejy,

conforme mostra a Figura 5.7(b).

o g 59 P 0 k., O 7
4_@ ext @_' @ —}E t @

(@) (b)

Fig. 5.7 - Movimentagao de cargas (a) e estabelecimento do campo Eiy (b) no interior

do condutor, durante um periodo transitério

A medida que aumenta a concentracio de cargas nos extremos do condutor, o
campo Eiy também aumenta. A movimentacdo de elétrons livres € interrompida no
instante em que os campos Eex € Eiy se anulam. A partir deste instante, o campo
elétrico no interior do condutor é nulo e ndo hd mais movimentacdo de cargas no

interior do condutor. Esta situacdo € descrita na Figura 5.8.

()
N O _ Ee
E=0
(=)
(=)
Q) @

Fig. 5.8 - Condutor isolado, em um campo elétrico externo, apds o periodo transitério

Conclui-se que quando um condutor isolado € colocado na presenga de um campo
elétrico externo os elétrons livres se posicionam de modo a anular o campo elétrico no
interior do material. O deslocamento de elétrons livre, neste processo de anulagdo do
campo no interior do condutor, constitui uma corrente elétrica; porém, trata-se de uma
corrente transitéria, de curta duragao.

Vamos analisar agora a situagdo em que os terminais do condutor s@o conectados

a uma pilha elétrica, ou bateria, formando um circuito fechado conforme mostra a

Figura 5.9.
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/ Condutor

+ -

m

NN
chave

Pilha

Fig. 5.9 - Circuito fechado

O principio de funcionamento de uma bateria baseia-se na ocorréncia de uma
reacdo quimica que fornece a energia para criar a corrente elétrica em seu interior. Essa
reacdo cria uma forca que empurra as cargas positivas para o polo positivo e puxa as
cargas negativas para o polo negativo. Esta forca de origem quimica provoca uma
separacdo de cargas que cessa somente quando seu valor € igualado a forca de repulsdo
(de origem elétrica) originada pelas cargas que ja estdo nos polos. Apds o término do
processo de separacdo de cargas € estabelecida uma diferenca de potencial entre os
polos positivo e negativo da bateria.

Se a chave for fechada, serd estabelecido um campo elétrico E no interior do

condutor, conforme mostra a Figura 5.10.

Elétron saindo Reposicio de elétron

do condutor no condutor
—_—

Fig. 5.10 - Circuito fechado

Ap6s o fechamento da chave, o campo elétrico no interior do condutor faz com
que seus elétrons livres movam-se em sentido contrario ao campo E. Cada elétron livre
que sai do terminal negativo da pilha é imediatamente reposto pela for¢a de origem
quimica. Assim, o movimento de elétrons livre no interior do condutor (do polo
negativo para o polo positivo) ocorre devido ao campo elétrico E enquanto que o

movimento de elétrons no interior da pilha (do polo positivo para o polo negativo)
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ocorre devido a forca de origem quimica. A corrente elétrica causada por uma pilha é
denominada corrente continua ou corrente constante.

E importante observar que quando um elétron livre deixa o condutor pelo lado
esquerdo, ele ¢ imediatamente reposto pelo polo negativo da pilha de modo que a
quantidade total de elétrons do material ndo € alterada. Consequentemente a densidade
volumétrica de cargas no interior permanece constante.

Um elétron livre do material condutor mostrado na Figura 5.10 estd submetido a

uma forca elétrica, devido ao campo E, dada por:
F=-¢cE (5.20)

Na equacdo 5.20 e € a carga elétrica do elétron livre.

Se o elétron livre estivesse no vacuo, sua velocidade aumentaria indefinidamente
devido a atuag@o da for¢a F. No entanto em um meio material (material condutor) o
elétron alcanca uma velocidade méxima, denominada drift, que é limitada pelas colisdes
do elétron com a estrutura cristalina do condutor. A velocidade de drift é proporcional

ao valor do campo elétrico E sendo escrita como sendo:

vy=—WE (5.21)

Na equacdo 5.21 L. é a mobilidade do elétron no material condutor. A mobilidade
é expressa em m?/(volt.s) (metro quadrado por volt por segundo). Valores tipicos da
mobilidade sdo 0,0012 para o aluminio, 0,0032 para o cobre e 0,0056 para a prata.

A densidade de corrente J para este material condutor, de acordo com a equagao

5.14, é escrita como sendo:
J=p.vy (5.22)

Na equacdo 5.22 p. corresponde a densidade volumétrica de elétrons livre do

material condutor. Substituindo a equag@o 5.21 na equagdo 5.22 obtém-se:
J=—pP L E (5.23)
A equacido 5.23 pode ser escrita na forma:

J=cE (5.24)
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Na equagdo 5.24 o, que corresponde ao produto -pelle, € um pardmetro
macroscopico do meio denominado condutividade do material expresso em
siemens/metro (S/m) ou mhos/metro. Valores tipicos para a condutividade do aluminio,
do cobre e da prata sdo 3,82 x 107, 5,8 x 10" e 6,17 x 107, respectivamente.

A equacido 5.24 corresponde a forma pontual ou local da Lei de Ohm.

Exemplo 5.1: Um fio de cobre de comprimento L = 1 km e raio a = 3 mm transporta
uma corrente continua I = 10 A que estd uniformemente distribuida em todo o corte
transversal do fio. Determine o tempo necessério para que um elétron livre percorra toda
a extensdo deste fio.

Exemplo 5.2: Uma bateria € conectada aos terminais de um condutor cilindrico de
comprimento L e drea de secdo transversal S. Sabendo que a bateria faz com que o
condutor seja submetido a um campo elétrico uniforme Ey no sentido do comprimento
do condutor, determine (a) a diferenca de potencial Vap entre as extremidades do

condutor, (b) a corrente I no condutor e (c) a relacdo Vap/l.

5.4 Equacio da continuidade
A carga elétrica € indestrutivel, e ndo pode ser perdida ou criada. Ela pode se
mover de um lado para outro, mas nunca aparece do nada ou desaparece. Este é o
principio da conservacdo da carga, que é um dos principios fundamentais do
eletromagnetismo e é expresso matematicamente por meio da equacgdo da continuidade.
A Figura 5.10 mostra um corpo isolado carregado eletricamente com uma

densidade volumétrica de cargas py.

Figura 5.10 - Corpo isolado carregado eletricamente

Uma vez que o corpo mostrado na Figura 5.10 estd isolado, cargas elétricas ndo
entram e ndo saem deste corpo. Assim, a carga total do corpo se manterd
indefinidamente. Este ¢ um exemplo trivial do principio da conservacdo da carga

elétrica.
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Considere agora que o corpo mostrado na Figura 5.10 € conectado a outro corpo,
por meio de um fio, de modo que cargas elétricas fluam para este corpo (ndo mostrado
na figura). O movimento de cargas resulta em uma corrente elétrica I, conforme mostra

a Figura 5.11.

ds

Figura 5.11 - Corpo carregado eletricamente conectado a outro corpo

A corrente I que flui para fora do corpo faz com que sua densidade volumétrica de
cargas diminua. Considerando que a carga do corpo diminua de uma quantidade dQ em

um intervalo de tempo dt, a corrente I pode ser escrita como sendo:

__dQ
1=- (5.20)

A carga total do corpo pode ser expressa em funcdo de sua densidade volumétrica

de cargas py como sendo:

Q= [pydvol .21

vol

Substituindo a equagdo 5.21 na equagdo 5.20 obtém-se:

. d T dp,
I—_a{ J.pvdVOI} = [= J. (—?jdVOI (522)

vol vol

Expressando a corrente I em fungdo da densidade de corrente J obtém-se:

1= §J-ds (5.23)

A partir das equagdes 5.22 e 5.23 obtém-se:

§J-ds= j (—%)dvol (5.24)

vol
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A equagdo 5.24 é a equacdo da continuidade na forma integral. Esta equacdo
garante que o fluxo externo do vetor densidade de corrente através de qualquer
superficie fechada € igual ao negativo da variacdo de cargas no interior da superficie.

A partir do teorema da divergéncia, € possivel escrever:

§3-ds= [(V-J)dvol (5.25)

vol

Substituindo a equacgdo 5.25 na equagdo 5.24:

j (V-J)dvol = I (_ dpy jdvol (5.26)
vol vol dt

Que resulta em:
% (5.26)

dt

A equacgdo 5.26 € a equacdo da continuidade na forma pontual. O lado esquerdo
desta equacdo corresponde ao fluxo de J, que corresponde a corrente elétrica, em um
ponto do corpo. Portanto, a equagdo da continuidade diz que caso ocorra uma variagdo
na densidade volumétrica de cargas em um ponto qualquer do corpo, esta variagdo de
cargas corresponderd a uma corrente neste ponto. Em outras palavras, a tinica maneira
possivel de ocorrer variagdo na densidade de cargas do corpo é se cargas elétricas
entrarem ou sairem do corpo.

Para correntes continuas, do tipo mostrado na Figura 5.9, em que toda carga que

sai do condutor € reposta pela bateria, a densidade de cargas € invariante no tempo, ou

seja:

dpy

=0 5.27
m (3:27)

Substituindo a equagdo 5.27 na equacdo 5.24, verifica-se que para correntes

continuas a equacdo da continuidade na forma integral torna-se:
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§3-ds= 0 (5.28)

Para escrever a equacdo da continuidade na forma pontual, para correntes

continuas, deve-se substituir a equagdo 5.27 na equagdo 5.26 obtendo-se entdo:
V-J=0 (5.29)

A equagdo 5.29 mostra que em qualquer ponto, de um volume percorrido por uma

z

corrente continua, a corrente elétrica é nula (ou solenoidal). Isto significa que ndo

existem fontes ou sumidouros de corrente e que o fluxo devido a correntes continuas é
fechado.

Considere entdo uma jungdo em que uma corrente continua € carregada para

dentro e para fora por meio de N condutores conforme mostra a Figura 5.12.

Figura 5.12 - Corrente continua entrando e saindo de uma jungao

A equagdo 5.28 garante que a soma algébrica de todas as correntes que entram e

saem do corpo mostrado na Fig. 512 € nula, ou seja:

Y1, =0 (5.30)

A equacdo 5.30 equivale a lei de Kirchhoff para as correntes.

Exemplo 5.3: Considere um ponto P de um corpo condutor homogéneo com
condutividade ¢ e permissividade € em que, no instante t = 0, € inserida um densidade
volumétrica de cargas constante py = po C/m’. Determine uma funcdo que expresse a

densidade volumétrica de cargas em funcdo do tempo no ponto P do condutor.
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5.5 Propriedade dos materiais condutores e condi¢coes de contorno

A Figura 5.13 mostra um material condutor eletricamente neutro.

@ - material condutor

Figura 5.13 - Material condutor eletricamente neutro

Considere que em um determinado instante cargas negativas (elétrons) sejam

inseridas no interior do condutor conforme mostra a Fig. 5.14.

® ® cargas inseridas
e0

Figura 5.14 - Cargas inseridas no interior do condutor

Os elétrons inseridos no interior do material irdo afastar-se uns em relagdo aos
outros (devido a forga elétrica repulsiva entre eles) até que alcancem a superficie do
material. A partir deste instante, o movimento das cargas que foram inseridas é
interrompido, pois o material condutor estd envolvido por um meio isolante que ndo
permite a movimentagdo das cargas. Assim, apds o término do movimento das cargas
inseridas ndo haverd mais cargas no interior do material condutor e as cargas terdo o

arranjo mostrado na Figura 5.15. cargas inseridas distribuem-se

na superficie do condutor

Figura 5.15 - Cargas distribuidas na superficie do condutor

Apds o periodo transitério, em que as cargas movimentam-se em dire¢do a

superficie do condutor, conclui-se que:
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a) O condutor adquire uma distribuicdo superficial de cargas, sendo que ndo havera
cargas no interior do condutor;
b) Uma vez que ndo hd cargas no interior do condutor, a Lei de Gauss garante que o

campo elétrico nesta regido € nulo.

A distribuicdo superficial de cargas mostrada na Figura 5.15 resultard entdo em
um campo elétrico externo ao condutor. Este campo elétrico pode, em qualquer ponto
da superficie, ser decomposto em suas componentes normal e tangencial ao condutor

conforme mostra a Figura 5.16.

/

condutor

Figura 5.16 - Campo elétrico em um ponto genérico da superficie do condutor

Na Figura 5.16 E € o campo elétrico em um ponto P genérico na superficie do
condutor enquanto que E; e E, sdo as componentes tangencial e normal,
respectivamente, ao condutor no ponto P.

Analogamente ao campo elétrico, a densidade de fluxo elétrico D no ponto P
também pode ser decomposta em suas componentes normal Dy e tangencial Dy.

Uma vez que as cargas estdo iméveis na superficie do condutor, conclui-se que a
componente tangencial do campo elétrico é nula, pois em caso contrdrio as cargas
estariam movendo-se na superficie do condutor. Conclui-se entdo que o campo elétrico,
assim como a densidade de fluxo elétrico, terd apenas a componente normal ao condutor
fazendo com que, em condigdes eletrostiticas, o campo elétrico seja sempre

perpendicular a superficie do condutor conforme mostra a Figura 5.17.

Figura 5.17 - Campo elétrico na superficie do condutor
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Entdo, o campo elétrico e a densidade de fluxo elétrico na superficie do condutor

sdo escritos como sendo:

E =|Efa, (5.31)

D = |Dja, (532)

Uma consequéncia de o campo elétrico ser sempre perpendicular a superficie do
condutor eletricamente carregado é que a diferenca de potencial entre dois pontos
quaisquer sobre tal superficie € nula. Para verificar tal afirmacdo, vamos calcular a
diferenca de potencial entre os pontos P; e Ps que estdo na superficie do condutor

mostrado na Figura 5.17. Esta diferenca de potencial € escrita como sendo:

P1
Vs = = [E.dL =V, -V, (5.33)

P

Sabe-se que o campo elétrico é perpendicular a superficie. Uma vez que o
caminho foi definido sobre a superficie, os vetores E e dL sdo perpendiculares e a
diferenca de potencial entre os pontos P; e Ps é nula. Portanto, conclui-se que os pontos
P, e Ps estio no mesmo potencial, e que a superficie do material condutor ¢ uma
superficie equipotencial (veja definicdo de superficie equipotencial no capitulo 4).

Para encontrar D e E em um ponto qualquer na superficie do condutor, considere
um pequeno elemento da superficie condutora e uma pequena superficie Gaussiana de
formato cilindrico conforme mostra a Figura 5.18.

Cargas superficial

envolvida pela

Gaussiana D Superficie externa
ds, do condutor

Superficie
Gaussiana

1 Superficie interna
ds, D=0 do condutor
Figura 5.18 - Superficie Gaussiana na superficie do condutor
Sabe-se que as cargas estdo distribuidas na superficie do condutor. Considerando

que a Gaussiana mostrada na Figura 5.18 ¢ bastante pequena, é possivel afirmar que a
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carga envolvida pela Gaussiana possui uma densidade superficial ps constante. Assim, a

carga envolvida pela Gaussiana € escrita como sendo:
Q=psAS (5.34)

Na equacdo 5.34 AS ¢é a drea da superficie do condutor envolvida pela Gaussiana.

Aplicando a lei de Gauss na Figura 5.18, podemos escrever:

§D-ds= Q (5.35)

Substituindo a equag@o 5.34 na equagdo 5.35 e sabendo que o vetor D no interior

do condutor € nulo, a equagdo 5.35 torna-se:

[|Df ds= p,As (5.36)

S

Sabendo que o vetor D é constante na superficie S;, a equacdo 5.36 torna-se:
ID| AS= p,AS = |D|= p, (5.37)

A equacdo 5.37 mostra que o médulo do vetor densidade de fluxo em um ponto
qualquer da superficie do condutor € igual a densidade superficial de cargas neste ponto.
Substituindo a equacdo 5.37 na equacdo 5.32 verifica-se que a densidade de fluxo D em

um ponto qualquer da superficie condutora € escrita como sendo:
D=pa, (5.38)

Sabe-se que o campo elétrico e a densidade de fluxo elétrico obedecem a seguinte

relacdo:
D =¢E (5.39)

Substituindo a equag@o 5.39 na equagdo 5.38 conclui-se que o campo elétrico em
um ponto qualquer da superficie de um material condutor eletricamente carregado é

dado por:
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E=Psa (5.40)
€

Na equacdo 5.40 € é a permissividade do meio que envolve o condutor e ps € a
densidade de cargas na superficie do condutor.
Resumindo, conclui-se que para um condutor eletricamente carregado valem as

seguintes condigdes de contorno:

i) As cargas estdo na superficie do condutor (o condutor possui uma distribui¢do
superficial de cargas);
ii) O campo elétrico no interior do condutor € nulo;

iii) O campo elétrico é perpendicular a superficie do condutor

5.6 Método das imagens
Vamos considerar uma regido do espago que contenha uma tnica carga pontual Q

conforme mostra a Figura 5.19.

Ja e

+— .Q_>

N

Figura 5.19 - Campo elétrico de uma carga pontual
Na Figura 5.19 E € o campo elétrico da carga pontual Q, que pode ser obtido por
meio da lei de Coulomb ou da lei de Gauss.
Vamos considerar agora que nas proximidades da carga positiva Q exista um

plano condutor perfeitamente aterrado conforme mostra a Figura 5.20.

Plano condutor

Figura 5.20 - Carga pontual préxima a uma superficie condutora
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Na Figura 5.20, a carga Q ird induzir uma carga -Q na superficie condutora,
fazendo com que esta superficie adquira uma densidade superficial de cargas. A
densidade superficial de cargas em um ponto sobre a superficie € funcdo da distincia
deste ponto em relacdo a origem do sistema de coordenadas também localizado na
superficie condutora.

Uma andlise quantitativa nos permite concluir que a densidade de cargas na
superficie condutora diminui a medida que nos afastamos da origem. Assim, pontos da
superficie proximos a origem terdo densidade superficial de cargas maior que pontos

mais afastados conforme mostra a Figura 5.21.

Figura 5.21 - Distribuicdo da carga induzida na superficie condutora

Na Figura 5.21 as regides mais escuras da superficie (regides mais proximas
da origem) possuem densidade de carga maior que as regides mais claras (regides mais
afastadas da origem).

A presenca do plano condutor ird fazer com que o campo elétrico devido ao
sistema constituido pela carga pontual e pela superficie condutora seja diferente do
campo elétrico devido somente a carga pontual que foi mostrado na Figura 5.19.
Sabendo que o campo elétrico em uma superficie condutora é perpendicular a esta
superficie, conclui-se que o campo elétrico devido a carga pontual e ao plano condutor

terd o aspecto mostrado na Figura 5.22.
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Fonte: http://trabcampoeletrico.blogspot.com.br/p/linhas-de-forca.html

z Campo elétrico

Plano condutor com
carga distribuida -Q

Figura 5.22 - Campo elétrico devido ao sistema constituido pela carga pontual e pelo

plano condutor

O campo elétrico mostrado na Figura 5.22 ndo pode ser calculado por meio dos
métodos ja estudados (leis de Coulomb e de Gauss e método do potencial) devido ao
fato de que ndo conhecemos quantitativamente a distribuicdo de cargas do plano
condutor. No entanto, este campo pode ser obtido por meio da aplicagdo do método das
imagens.

Antes que seja mostrado o método das imagens, serd feita uma andlise do campo
elétrico devido ao sistema de duas cargas pontuais +Q e -Q mostradas na Figura 5.23.
Na Figura 5.23 as cargas +Q e -Q estdo localizadas a uma mesma distdncia em relagéo
ao plano xy. Os vetores Ry e R, definem as distdncias das cargas +Q e —Q,

respectivamente, em relagdo a um ponto P genérico localizado no plano xy
Ay

(0,0,d) ¢ Carga Q

Figura 5.23 - Sistema de cargas +Q e -Q em posi¢des simétricas em relagdo ao plano xy
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O potencial elétrico no ponto P(x,y,0) é escrito como sendo:

Q Q

C 47t80|R1|_47t80|R2|

(5.41)

Os vetores Ry e R, possuem o mesmo moédulo. Assim, o potencial elétrico em
qualquer ponto localizado no plano xy € nulo, ou seja, o plano xy é uma superficie
equipotencial cujo potencial é zero.

Uma vez que o plano xy é uma superficie equipotencial, o campo elétrico é
perpendicular a este plano. Conclui-se entdo que o campo elétrico devido as cargas +Q e
-Q terd o aspecto mostrado na Figura 5.24.

Observe que o campo elétrico, acima do plano xy, do sistema de cargas +Q e -Q
mostrado na Figura 5.25 € idéntico ao campo elétrico do sistema constituido por uma

carga pontual +Q e um plano condutor mostrado na Figura 5.22. Esta € a ideia basica do

método das imagens.

Fonte: http://trabcampoeletrico.blogspot.com.br/p/linhas-de-forca.html
Az

Superficie equipotencial
comV=0

v

Figura 5.24 - Campo elétrico para o sistema de cargas +Q e -Q em posicdes simétricas

em relacdo ao plano xy
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De acordo com o método das imagens, o campo elétrico de uma carga pontual que
estd a uma distincia d de um plano condutor infinito e com potencial nulo € idéntico ao
sistema constituido por duas cargas pontuais +Q e -Q separadas por uma distancia 2d e
dispostas de maneira simétrica em relagdo ao plano xy. O método das imagens pode ser
aplicado no caso de cargas pontuais ou de qualquer distribui¢do de cargas. A Figura

5.25 ilustra o método das imagens.
Ay Az

—3— 9+Q —x— 9+Q

L 20y N Plano equipotencial

Plano condutor com potencial nulo

infinito com
potencial nulo

Figura 5.25 - Método das imagens

Exemplo 5.4: Considere uma carga pontual +Q fixa no ponto (0,0,h) e um plano
condutor localizado no plano z=0.

a) Determine o campo elétrico na superficie do plano condutor;

b) Determine a densidade de cargas induzida no plano condutor;

c¢) Calcule a carga induzida no plano condutor.

Exemplo 5.5: Considere uma distribuicdo linear de cargas igual a pr. C/m paralela ao
eixo x e que passa pelo ponto (0,0,h) e um plano condutor localizado no plano z =0.

a) Determine o campo elétrico em um ponto P(x,y,z) genérico;

b) Determine a densidade de cargas induzida no plano condutor;

¢) Determine a diferenca de potencial Vg entre os pontos A(1,2,0) e B(-2, 3,0);

d) Determine a diferenca de potencial Vg entre os pontos A(0,0,h/4) e B(0, 0,3h/4);

5.7 Propriedade dos materiais dielétricos e condicoes de contorno
Em um material dielétrico (ou isolante) os elétrons estdo fortemente presos ao
nicleo atémico devido a forca elétrica entre tais elétrons e os prdtons, sendo que nao

existem elétrons livres nestes materiais. No entanto, se um campo elétrico for aplicado a
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um dielétrico, havera uma tendéncia a afastar os elétrons de seus nucleos em virtude da
forca externa originada pelo campo elétrico. A medida que o campo elétrico externo
aumenta, a forca externa que age em cada elétron aumenta na mesma proporcio e,
eventualmente, pode-se chegar ao ponto em que a forca externa seja maior do que a
forca de atragdo que existe entre o elétron e seu nicleo atdbmico. Quando ocorre esta
situacdo, os elétrons tornam-se elétrons livres, e o dielétrico torna-se um condutor. Esse
processo pode ocorrer em qualquer dielétrico, e a intensidade do campo elétrico que o
transforma em condutor depende da estrutura de cada material. O valor minimo do
campo elétrico que deve ser aplicado a um isolante para transformé-lo em condutor é
denominado rigidez dielétrica, e cada material possui seu valor caracteristico de rigidez
dielétrica. Outra caracteristica importante dos dielétricos é a sua capacidade de
armazenar energia eletrostatica. Tal propriedade € observada quando um material
dielétrico € introduzido entre meios condutores, formando um dispositivo denominado
capacitor.

A Figura 5.26 mostra a representacdo de um atomo de um material dielétrico em
uma regido do espago em que ndo hd um campo elétrico externo. Nesta representagdo, o
atomo € representado por um nicleo que contém cargas positivas e por elétrons que
orbitam o nicleo. Os elétrons estao fortemente acoplados ao niicleo por meio de forcas

elétricas, sendo que nio existem elétrons livres neste dtomo. O dtomo ¢ eletricamente

neutro.
D
© y
@ elétron
(@)

Figura 5.26 - Atomo de material dielétrico

Vamos considerar que o dtomo mostrado na Figura 5.26 seja colocado em uma
regido do espaco em que existe um campo elétrico externo Ey. Nestas condi¢des, diz-
se que o dtomo foi polarizado. Uma vez que os elétrons do dtomo ndo sdo elétrons
livres, eles ndo serdo deslocados para a superficie do material dielétrico (fato este que
ocorre com um material condutor na presenca de um campo elétrico externo). No
entanto, estes elétrons irdo sofrer um pequeno deslocamento no sentido contririo ao

campo elétrico externo, conforme mostra a Figura 5.27.
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Figura 5.27 - Polarizacdo das cargas de um dtomo de material dielétrico
O 4tomo ou molécula de um material dielétrico polarizado devido a presenca de

um campo elétrico externo pode ser representado por um dipolo, conforme mostra a

Figura 5.28.

Eext

»
»

«—— Atomo ou molécula do
dielétrico

Figura 5.28 - Atomo de material dielétrico polarizado representado por um dipolo

Portanto um material dielétrico, quando polarizado, pode ser representado por

dipolos alinhados com o campo externo conforme mostra a Figura 5.29.

Material dielétrico

Eext n /

_
P
>

yis
s
WS

Figura 5.29 - Material dielétrico na presenca de um campo elétrico externo

A Figura 5.29 mostra que a polarizacdo do dielétrico faz com que os campos de
seus dtomos resultem em um campo elétrico na mesma direcdo, mas em sentido oposto
ao campo elétrico externo. Assim o campo elétrico no interior de um dielétrico
polarizado é menor que o campo externo que causou a polariza¢cdo do material.

Portanto um dielétrico, quando polarizado por um campo elétrico externo, torna-

se uma fonte de seu préprio campo elétrico e o campo elétrico total em um ponto
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qualquer do espago (dentro ou fora do dielétrico) € uma soma do campo externo e do
campo devido a polarizacdo dielétrica (campo elétrico secundério).

As caracteristicas de um material dielétrico, descritas anteriormente, levam a
seguinte relacdo entre a densidade de fluxo elétrico e o campo elétrico no interior do

material polarizado:

D=(g,+¢,%.)E (5.42)

Na equagdo 5.42 D e E sio, respectivamente, a densidade de fluxo e o campo
elétrico no interior do dielétrico polarizado, gy é a permissividade do vicuo e Y. é
denominada suscetibilidade elétrica do material. Esta equacdo € mais encontrada na

forma:

D=¢E (5.43)

O termo ¢ € a permissividade do material e pode ser escrita como sendo:

€= g€, (5.44)

Na equagdo 5.44 g € a permissividade relativa do material dielétrico. Esta
grandeza mostra o quanto a permissividade de um material é maior que a
permissividade do védcuo (cujo valor de & € unitdrio). O ar possui uma permissividade
relativa igual a 1,0005 (g, = 1), para o teflon temos & = 2,1 e para o titanato de bario a
permissividade relativa é igual a 1200.

Uma vez descoberto que o campo elétrico no interior de um dielétrico polarizado
é menor que o campo externo responsdvel pela polarizacdo, resta agora obter uma
relacdo entre o campo elétrico em uma situaco em que haja dois dielétricos diferentes,
ou um dielétrico e um condutor. Para isto, precisamos descobrir as condicdes de
contorno para materiais dielétricos, uma vez que tais condicdes para materiais
condutores na presenca de um campo externo ja foram estabelecidas no item 5.5 (o
campo ¢é nulo no interior do condutor e, externamente, € perpendicular a sua superficie).

Considere dois materiais dielétricos distintos polarizados por um campo elétrico
externo, cujas superficies estdo em contato. Devido ao fato de que os dielétricos
possuem permissividades €; e €, diferentes, o campo elétrico no interior de cada um dos

dielétricos serdo diferentes. Vamos definir os campos E; € E; como sendo os campos
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elétrico nos dielétricos 1 e 2, respectivamente, proximos a um ponto P situado na
fronteira entre os dois materiais. Os campos E; e E, serdo decompostos, neste ponto P,

em suas componentes tangenciais e normais conforme mostra a Figura 5.30.

Ponto P localizado na
superficie de fronteira
entre os condutores

Dielétrico 1
€1

Dielétrico 2
&

Figura 5.30 - Campo elétrico na fronteira entre dois dielétricos
Para analisar o comportamento do campo elétrico na fronteira entre os dielétricos,
vamos tomar um elemento infinitesimal da superficie, de tamanho tal que possa ser
considerada uma superficie plana, que separa estes materiais. Em seguida vamos definir
um caminho fechado que envolva a fronteira e os dois materiais, conforme mostra a

Figura 5.31.

fronteira

Figura 5.31 - Caminho fechado envolvendo a fronteira

Para um caminho fechado genérico, em uma regido do espago que exista um

campo elétrico, podemos escrever:

§E-dL= 0 (5.45)

Aplicando a equacdo 5.45 no caminho fechado mostrado na Figura 5.31 obtém-se:

Ah Ah Ah Ah
|Eq|Aw —|EN1|7 —|EN2|7 - [Ep|Aw + |ENZ|7 +|En - = 0 (5.46)
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Como estamos interessados no comportamento do campo elétrico em regides
préximas a fronteira, vamos considerar que Ah —0. Nestas condicdes, a equacdo 5.46

torna-se:

[Eqq|Aw = [Ey|Aw =0 (5.47)
Da equacio 5.47 obtém-se:

[Ey| =[En| (5.48)

Com base na equacdo 5.48 conclui-se que a componente tangencial do campo
elétrico ndo € alterada quando se passa do material 1 para o material 2.

As relagdes entre a densidade de fluxo e o campo elétrico nos materiais 1 e 2 sdo

dadas por:
|DT1|: 81|ET1| (5.49)
|DT2|: 82|ET2| (5.50)

A partir das equagdes 5.49 e 5.50 obtém-se:

Eqy|= D (5.51)
&

[Epy|= Do (5.52)
€

2

Sabendo que [Etql e IEt,| sdo iguais obtém-se, a partir das equacgdes 5.51 € 5.52, a

seguinte relacdo entre as componentes tangenciais das densidades de fluxo nos dois

materiais:
Dn|_ & (5.53)
|DT2| €

Portanto conclui-se que a componente tangencial da densidade de fluxo € alterada

quando se passa do material 1 para o material 2.
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Para obter a relagdo entre as componentes normais dos campos elétrico nos
materiais 1 e 2, vamos envolver um elemento infinitesimal da superficie de contato

entre os dielétricos por uma superficie cilindrica conforme mostra a Figura 5.32.

ot [

N
—

fronteira Ah

~ N — |

at IDM

Figura 5.32 - Fluxo através de uma superficie fechada envolvendo a fronteira

Da lei de Gauss:

§D-ds= Q (5.54)

Aplicando a lei de Gauss na superficie fechada mostrada na Figura 5.32, verifica-
se que a carga envolvida pela superficie gaussiana é nula, pois ndo h4 carga resultante
(elétrons livres) em materiais dielétricos. Deve-se observar também que estamos
interessados no fluxo préximo a fronteira sendo necessdrio entdo fazer Ah —0 e,
consequentemente, o fluxo através da superficie lateral do cilindro € nulo. Assim, com

base nestas consideracdes, a equacdo 5.54 torna-se:

|DN1|AS —|DN2|As= 0 (5.55)
Da equacgdo 5.55 obtém-se:

[Dyy| =[Py (5.56)

Portanto, com base na equacdo 5.56, conclui-se que a componente normal da
densidade de fluxo ndo sofre altera¢des quando se muda do material 1 para o material 2.
Para obter a relac@o entre as componentes normais dos campos nos dois materiais,

considere as seguintes relacdes:
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|DN1|: 81|EN1| (5.57)

|DN2|: 82|EN2| (5.58)

Substituindo as equagdes 5.57 e 5.58 na equacdo 5.56 obtém-se:

[Ex|_ & (5.59)

Conclui-se entdo que a componente normal do campo elétrico € alterada quando
se passa do material 1 para o material 2.

As equagtes 5.48, 5.53, 5.56 e 5.59 sao as condi¢cdes de contorno para dois
materiais dielétricos. Vamos resumir as condi¢cdes de contorno nos itens i € ii mostrados

em seguida.

i) Diregdo tangencial a fronteira entre os dielétricos

|ET1| = |ET2| (5.60)
Dn|_ g (5.61)
|DT2| %)

ii) Diregcdo normal a fronteira entre os dielétricos

|DN1| :|DN2| (5.62)
Exa _ & (5.63)
|EN2| &

Para uma melhor compreensio do comportamento do campo elétrico e da

densidade de fluxo elétrico quando se leva em conta dois dielétricos, vamos considerar
dois materiais com permissividades €; € &= 2&;. Vamos considerar que conhecemos o

campo elétrico no material 1. Consequentemente conhecemos também a densidade de
fluxo neste material. Com base nas condicdes de contorno e nos valores das

permissividades dos materiais obtém-se:

|ET1| = |ET2| (5.64)
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D 1

%: 5 = [Dpy|=2|Dyy| (5.65)
[Dyi| =D (5.66)
x| _!

Bl 2 = |EN2|—2|EN1| (5.67)

A Figura 5.33 ilustra o comportamento do campo elétrico e da densidade de fluxo
nos dois materiais.

A partir das componentes normais e tangencias do campo e da densidade de fluxo
€ possivel obter as resultantes destes vetores nos dois dielétricos, conforme € mostrado

na Figura 5.34.

Dn
D1

Dielétrico 1 Dielétrico 1
€1 €1

Figuras 5.33 - Componentes normais e tangenciais do campo elétrico e da densidade de

fluxo na fronteira dos dois materiais

E, D,

Dielétrico 1 Dielétrico 1
€1 €1

Figura 5.34 - Campo elétrico e densidade de fluxo na fronteira dos dois materiais

A Figura 5.34 mostra que quando o campo elétrico passa de um meio para outro

ocorre uma alteracdo na sua dire¢do o mesmo ocorre com a densidade de fluxo elétrico
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Exemplo 5.6: O plano z = 0 € a superficie que separa dois meios dielétricos. A regido z
< 0 possui permissividade €; e a regido z > 0 possui permissividade &,. Considerando
que o campo elétrico E = 34, + 44, V/m vai do dielétrico 1 para o meio 2, e que &, = 2¢,

determine a densidade de fluxo elétrico e o campo elétrico nos meios 1 e 2.
Exemplo 5.7: Repita o exemplo 5.6 considerando g; = 2¢&>

Exemplo 5.8: O plano y = 0 € a superficie que separa dois meios dielétricos. A regido y
< 0 possui permissividade € e a regido y > 0 possui permissividade €. Considerando
que o campo elétrico E = 34y + 44, V/m vai do dielétrico 1 para o meio 2, e que & = 2¢i,

determine a densidade de fluxo elétrico e o campo elétrico nos meios 1 e 2.

5.8 Capacitiancia
5.8.1 - Defini¢do de capacitancia
Considere dois condutores M; e M, carregados eletricamente com carga -q e +q,

respectivamente, inseridos em um meio dielétrico cuja permissividade € €. Este sistema,

Figuras 5.35 - Capacitor

mostrado na Figura 5.35, constitui um capacitor.

No sistema mostrado na Figura 5.35 o campo elétrico comporta-se conforme

mostra a Figura 5.36.
Fonte: http: //shdeplayer es/shde/ 122303/

f \\\::j///
Figuras 5.36 - Linhas de for¢a em um capacitor
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Sabendo, do capitulo 4, que um campo elétrico armazena energia conclui-se que
um capacitor é um elemento que armazena energia quando ele se encontra eletricamente
carregado e que esta energia € armazenada em seu campo elétrico.

Na Figura 5.36, Cada um dos condutores constitui uma superficie equipotencial e

a diferenga de potencial entre estas superficies € escrita como sendo:
b
Vy= - [E.dL (5.68)

Na equagdo 5.68 E é o campo elétrico estabelecido pelas cargas +q e -q enquanto
que a e b sdo pontos nas superficies dos corpos M, e My, respectivamente.

As cargas dos corpos M; e M, podem ser escritas em fungdo do campo elétrico E
a partir da lei de Gauss. Para o corpo com carga +q a aplicacdo da lei de Gauss resulta

em:

q= §eE.ds (5.69)

Na equacdo 5.69 S € uma superficie fechadas que envolve o condutor M.
Define-se Capacitincia C do capacitor a seguinte entre a carga q do condutor e a
diferenca de potencial entre os dois condutores. Assim, a capacitancia do capacitor

mostrado na Figura 5.35 € escrita como sendo:

c= 49 (5.70)

Substituindo as equacgdes 5.69 e 5.68 na equacdo 5.70 verifica-se que a

capacitancia € escrita como sendo:

§e E.ds
C= (5.71)
—J.E.dL

Exemplo 5.9: Determine a capacitancia de um capacitor constituido de duas placas
paralelas de drea S separadas por uma distancia d.
Exemplo 5.10: Determine a capacitancia entre duas superficies esféricas concéntricas

de raios ae b (sendo b > a).
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Exemplo 5.11: Determine a capacitancia entre duas esferas, de raio a, cujos centros

estao separados por uma distancia d.

Os exemplos 5.9-5.11 mostram que a capacitincia depende somente das
caracteristicas geométricas do capacitor e das caracteristicas do dielétrico

(permissividade) que estd entre os dois condutores.

Exemplo 5.12: Determine a capacitincia entre um condutor cilindrico de raio a,
carregado eletricamente com uma carga positiva Q, e um plano condutor ideal (plano
z=0). Sabe-se que o condutor cilindrico é perpendicular ao plano x=0 e seu eixo de

simetria passa pelo ponto (0,0,h).

5.8.2 - Influéncia do meio dielétrico
Considere agora um capacitor constituido de duas placas paralelas inseridas no
vacuo, inicialmente descarregado, e uma bateria cuja diferenca de potencial é Vo,

conforme mostra a Figura 5.37.

Placa Placa

Vicuo (&)

Chave S

Figura 5.37 - Capacitor conectado a uma bateria

Quando a chave S é fechada as placas irdo carregar-se com cargas +q € -q que
dardo origem a um campo elétrico E. Uma vez que as placas sdo superficies
equipotenciais, haverd uma diferenca de potencial V, entre elas. A Figura 5.38 ilustra

esta situacao. .
+ —_— -

Chave S

Figura 5.38 - Capacitor carregado
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N

Na Figura 5.38 o capacitor armazena uma energia que corresponde & energia
necessdria para carregar as duas placas condutoras e esta energia € fornecida pela
bateria.

Considere agora que um material dielétrico, com permissividade ¢;, € inserido
entre as placas do capacitor. Nestas condi¢des os dipolos do dielétrico formam um
campo elétrico Eixx em sentido oposto ao campo E reduzindo o campo elétrico

resultante entre as placas, conforme mostra a Figura 5.39.

—=
L T -
+ s Eint s_
+! -
+{ Dielétrico (&))}-
+ -

|,

| I
Chave S

Vo

Figura 5.39 - Inser¢do de um material dielétrico entre os condutores

Uma vez que o campo elétrico resultante diminui, a diferenga de potencial entre as
placas tende a diminuir. No entanto, a diferenca de potencial entre as placas é
estabelecida pela bateria que mantém uma diferenca de potencial constante. Para que
isto ocorra, a bateria envia mais cargas para as placas aumentando o campo E e
restabelecendo o campo elétrico resultante que havia antes da inser¢do do material
dielétrico.

Uma vez que hd um aumento na quantidade de cargas presentes nas placas
condutoras, ocorre também um aumento na energia necessdria para levar estas cargas
até os condutores. Assim, conclui-se que hd um acréscimo na energia armazenada no
capacitor quando ocorre um aumento na permissividade (aumento este conseguido com

a inclusio de um material) do meio em que estdo as placas condutoras.

Exemplo 5.13: Determine a energia armazenada em um capacitor constituido de duas

placas paralelas de drea S separadas por uma distancia d.

Exemplo 5.14: Determine a energia armazenada em um capacitor constituido por duas

superficies condutoras esféricas concéntricas de raios a e b (sendo b > a).
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