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OBJETIVO

Por que motivo muitas pessoas detestam matematica e tem tantas dificuldades no
seu aprendizado??? Acredito que isto ocorra pela forma que ela é ensinada nas escolas.
O aluno ndo consegue entender por que deve aprender um mundo de férmulas e fazer
calculos tao trabalhosos, ja que nédo vé aplicagbes praticas para uso no seu dia-a-dia.
Dessa forma a matéria acaba tornando-se para ele terrivelmente magante e entediante.

Também é interessante observar que mesmo entre alunos que frequentam cursos
de nivel superior, muitos enfrentam dificuldades em diversas matérias, por ndo possuirem
um bom dominio de matematica elementar.

Este curso tem por objetivo fazer com que se aprenda matematica elementar de
uma forma simples e prazerosa. Nele sera abordado a Histéria da Matematica com o rela-
to de diversos acontecimentos histéricos para ilustrar a importancia da matematica no de-
senvolvimento das civilizagdes, desde a Antiguidade até os dias atuais. Além de diversas
curiosidades, vocé ficara conhecendo inumeras aplicagdes praticas e situagdes em que a
matematica pode ser util no nosso dia-a-dia.

INTRODUCAO

A palavra matematica originou-se na Grécia. Do grego "mathematike" e do latim
"mathematica" significa "a ciéncia que se ensina" ou "o que € ensinado".

Um dos objetivos do ensino da matematica é fazer com que as pessoas aprendam
a resolver os problemas da vida cotidiana. A matematica esta presente em todos os ra-
mos de atividade do ser humano. E imprescindivel para o desenvolvimento de todas as
outras ciéncias. Muitas vezes a utilizamos sem nos dar conta de sua importancia.

Quando o homem se encontra diante de problemas que envolvem a necessidade
de quantificar, ele utiliza a linguagem matematica. Isso vem ocorrendo ao longo da histé-
ria, desde tempos remotos. A possibilidade de matematizar situagcdes da vida € encontra-
da em praticamente todos os povos, nas mais variadas regides e culturas. E uma coisa
prépria do ser humano.
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Matematizar € conhecer bem a linguagem matematica, compreender suas idéias e
seus métodos e dominar as suas técnicas.

No dia-a-dia a matematica pode nos auxiliar numa infinidade de situacdes praticas
distintas. Utilizamos a Matematica ao conferir as contas de agua e luz; ao calcular o rea-
juste das prestagcbes da casa prépria ou a quantidade de adubo necessaria em planta-
coes.

A matematica ajuda também a calcular a quantidade de tijolos necessaria para se
construir uma casa; as dimensdes da engrenagem de uma maquina; o desnivel necessa-
rio para o funcionamento da bomba no sitio e inumeros outros problemas.

O grande cientista Albert Einstein dizia:
"O principio criador reside na matematica."

"A matematica goza perante todas as outras ciéncias de um prestigio especial e is-
to por uma razdo unica: é que suas teses sdo absolutamente certas e irrefutaveis, ao pas-
SO que as outras ciéncias sdo controvertidas até certo ponto e sempre em perigo de se-
rem derrubadas por fatos recém-descobertos. A matematica goza deste prestigio porque
é ela que da as outras ciéncias certa medida de seguranga que elas ndo poderiam alcan-
car sem a matematica."

No curso sera abordada a importancia da matematica no desenvolvimento das civi-
lizagbes antigas. Também serdo apresentadas diversas situagées em que a matematica
pode ser util no nosso dia-a-dia.

Seja bem-vindo(a) ao fascinante mundo da Matematica!!!
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AULA 1 - SISTEMAS DE NUMERAGCAO

1.1. INTRODUCAO

Um sistema de numeragao é um conjunto de regras que permite escre-
ver todos 0s numeros naturais através de simbolos.

Numerais ou algarismos sdo os simbolos usados para a representacdo
dos nameros.

Em algumas culturas antigas (Egito, China, Grécia e Roma), os numeros
eram representados por simbolos especificos. Seu valor ndo dependia da posicédo,
e sim do simbolo. Os niUmeros eram representados por simbolos escritos um ao
lado do outro, normalmente em ordem decrescente, entre os quais se subtendia a
soma.

Os gregos e os romanos usavam letras do alfabeto como algarismos.

No abaco, as bolinhas sdo todas iguais, mas o valor de cada bolinha de-
pende do arame em que ela estad. Certamente, foi esta caracteristica do abaco
que fez surgir a idéia de dar valores diferentes a um mesmo algarismo, depen-
dendo do lugar em que ele esta escrito.

Por exemplo, em 3333, o algarismo 3 assume diferentes valores:

3333

| |—aqui, o 3 vale 3 unidades ou 3
aqui, o 3 vale 3 dezenas ou 30
aqui, o 3 vale 3 centenas ou 300
aqui, o 3 vale 3 unidades de milhar ou 3000

Antes de aparecer o sistema de numeragdao desenvolvido pelos hindus, o
principio posicional ja aparecia em sistemas de numeragdo, como o dos babil6-
nios, por exemplo.

Porém, foi com o sistema de numeragdo hindu que o principio posicional
ganhou forga total. Mas isto sé aconteceu com a criagdo de um simbolo para o
nada (zero).

Algarismos romanos sdo cada um dos simbolos representativos dos nume-
ros, no sistema romano de numeracao (I, V, X, L, C, D, M).
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Algarismos arabicos sdo cada um dos simbolos representativos dos nume-
ros, na notagdao atualmente adotada e que se baseia no sistema decimal de nu-
meragao (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9). Dizemos, por exemplo, que 507 € um nu-
mero de trés digitos ou trés algarismos.

O sistema de numeragdo que normalmente usamos é o sistema decimal
(base 10); no entanto existem outros sistemas de numeragdao, como por exem-
plo, o sistema sexagesimal (de base 60) que é usado em medicdo de angulos ou
em unidades de tempo e o sistema binario (base 2) que é usado em computacao.

Daremos enfoque a alguns dos primeiros sistemas, seus simbolos e regras
de uso, bem como a evolugdo na forma de representagdo dos numeros, até che-
garmos ao sistema utilizado hoje em dia.

1.2. SISTEMA DE NUMERACAO EGIPCIO

Um dos primeiros sistemas de numeragao de que se tem noticia é o dos e-
gipcios. Os numerais egipcios também sdo conhecidos como hierdglifos e foram
criados ha, aproximadamente, 5 mil anos.
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O sistema de numeracgdo egipcio baseava-se em sete numeros-chave: 1,
10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000.

Os egipcios usavam simbolos para representar esses nimeros.

O sistema de numeracdo criado pelos egipcios tornou possivel a escrita de
nimeros muito grandes, a partir da idéia de agrupamentos.
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No quadro seguinte apresentamos os simbolos para a unidade e para os
seis primeiros agrupamentos de dez:

Simbolo Descricao do O numero na
Egipcio simbolo nossa notacéo
| bastao 1
M calcanhar 10
9 rolo de corda 100
X flor de I6tus 1000
174 dedo a apontar 10000
o peixe 100000
ﬁ homem 1000000

Cada dez simbolos iguais eram trocados por um novo simbolo. Desse mo-
do:

dex | cram trocados por n

dez ﬂ eram trocados por ‘?

dez ? eram trocados por :
e assim por diante.
Vejamos agora as regras para o uso desses simbolos:

e cada marca sO pode ser repetida nove vezes.
e cada dez marcas sao trocadas por outra, de um agrupamento superior.

e para saber o valor do nUmero escrito, é preciso somar os valores dos sim-
bolos utilizados.

Dizemos que o sistema egipcio tem base dez, pois as trocas sdo efetuadas
a cada grupo de dez simbolos.

Abaixo temos um exemplo de como se representava o nimero 3629 na
numeracao egipcia.

3620=2%29999920N01TITII
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Os hierdglifos egipcios sdo quase todos figuras da flora e da fauna do Nilo,
além dos utensilios que eles utilizavam. Mas a notagdo egipcia deixou de ser pic-
tografica para ser ideografica, quando as figuras ja ndo mais representavam elas
mesmas e era preciso decifra-las. Por exemplo, a flor de I6tus, com seu caule,
nao significava mais flor de I6tus e sim mil; um dedo indicador, ligeiramente incli-
nado, representava dez mil; uma ra ou girino de rabo bem caido representava
cem mil; um homem ajoelhado, erguendo os bracos para o céu, representava um
milhao, etc.

1.3. SISTEMA DE NUMERAGCAO CHINES

Os caracteres tradicionais do sistema numérico chinés sao esses:

e e B =t R 7 BRI o Bt | s | X
e 1

1 2 3 ] 7 g Q
+ 5 ¥ ;]
10 100 1000 10000

Esses simbolos sdo ainda usuais tanto na China como no Japdo, mas para
os calculos eles utilizam o sistema indo-arabico.

aifocentos & vinle e gudaro

S Pl S

(105 ()

i "y
| 3

8« 100+ 2 x 10 + 4

cince mif e novenig e sete

R

B x 1000 + 9 = 10 + 7

1.4. SISTEMA DE NUMERAGCAO ROMANO

De todas as civilizagbes da Antiguidade, a dos romanos foi sem duvida a
mais importante. Seu centro era a cidade de Roma. Desde sua fundagcdo, em 753
a.C., até ser ocupada por povos estrangeiros em 476 d.C., seus habitantes en-
frentaram um ndmero incalculavel de guerras de todos os tipos. Inicialmente, pa-
ra se defenderem dos ataques de povos vizinhos, mais tarde, nas campanhas de
conquista de novos territérios. Foi assim que, pouco a pouco, 0os romanos foram
conquistando a Penlnsula Italica e o restante da Europa, além de uma parte da
Asia e o norte da Africa. Apesar de a maioria da populacdo viver na miséria, em
Roma havia luxo e muita riqueza, usufruida por uma minoria rica e poderosa.
Poupas luxuosas, comidas finas e festas grandiosas faziam parte do dia-a-dia da
elite romana. Os romanos foram muito espertos. Eles ndo inventaram simbolos
Novos para representar os nimeros; usaram as proprias letras do alfabeto.
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Os numerais romanos sofreram um longo processo de evolucdo. Veja al-
guns exemplos de como os simbolos se transformaram:

O cinco, a principio, era escrito assim:

L

indicando os cinco dedos da mdo. Depois, com o passar do tempo, ele foi
simplificado para:

N

O cinqlienta teve a seguinte transformacao:

P VR e e e

O mil teve a seguinte transformacao:
DO PPCIMM

Na época de Cristo, os simbolos que tinham seu uso generalizado eram os
seguintes:

Letras | Valores
1
5
10
50
100
500
100

|90 IxX|I<]|—

Outras modificagdes aconteceram. Os romanos, que utilizavam um princi-
pio aditivo, agrupando até quatro simbolos iguais para representar um novo nu-
mero, passaram a utilizar um principio subtrativo, que consistia em escrever a
esquerda de um simbolo maior, um valor menor que dele devia ser subtraido.

Atualmente os algarismos romanos sao usados principalmente:

Nos numeros de capitulos de um livro.

Nas cenas de um teatro.

Nos nomes de papas e imperadores.

Na designacgdo de congressos, olimpiadas, assembléias...
Em alguns mostradores de reldgio.
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1.4.1. Algarismos romanos - Regras de uso

1) Se a direita de uma cifra romana se escreve outra igual ou menor, o va-
lor desta se soma ao valor da anterior.

Exemplos:

e VI=6
e XXI =21
e LXVII =67

2) A letra "I" colocada diante da "V" ou de "X", subtrai uma unidade; a le-

tra "X", precedendo a letra "L" ou a "C", lhes subtrai dez unidades e a letra "C",
diante da "D" ou da "M", lhes subtrai cem unidades.

Exemplos:
e IV=4
e IX=9
e XL =40
e XC=090
e CD =400
¢ CM =900

3) Em nenhum ndmero se pode p6r uma mesma letra mais de trés vezes
seguidas.

Exemplos:

XIIT = 13
XV = 14
XXXIII = 33
XXXIV = 34

4) A letra "V", "L" e a "D" ndo podem se duplicar porque outras letras ("X",
"C", "M") representam seu valor duplicado.

5) A leitura de um nimero romano muitas vezes exige alguns cdlculos. Ve-
ja como os romanos faziam para ler, por exemplo, o nimero XCVI:
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Primeiro determinavam a letra de maior valor. C = 100.

Depois subtraiam de C o valor da letra que vem antes. XC = 100 - 10 =
90.

Por fim, somavam ao resultado os valores das letras que vém depois de C.
XCVI=90+5+1=96

6) O numero 1000 é representado pela letra M. Assim, MM corresponde a
2000 e MMM a 3000. E os numeros maiores que 30007 Para escrever 4000 ou
ndmeros maiores que ele, os romanos usavam um trago horizontal sobre as letras
que representavam esses numeros.

7) Um trago multiplica o nUmero representado abaixo dele por 1000. Dois
tracos multiplica o nimero abaixo deles por 1 milhdo.

O sistema de numeragdo romano foi adotado por muitos povos, porém as-
sim como no sistema egipcio, também na numeragdo romana era trabalhoso es-
crever certos numeros. Veja:

trés mil oitocentos e oitenta e oito: MMMDCCCLXXXVIII

1000+1000+1000+500+100+100+100+50+10+10+10+5+1+1+1

1.5. SISTEMA DE NUMERAGCAO MESOPOTAMICO

O simples fato de termos dez dedos inspirou 0 homem a contar em grupos
de 10. Os matematicos chamaram esta pratica de contagem na base dez ou na
base decimal.

O sistema de numeragdo normalmente usado na Mesopotamia, diferente-
mente dos utilizados pela maioria das civilizagdes tanto antigas quanto modernas
nao era o decimal (base 10) e sim o sexagesimal (base 60). Talvez a base ses-
senta tenha sido adotada conscientemente e legalizada no interesse da metrolo-
gia, pois uma grandeza de sessenta unidades pode ser facilmente subdividida em
metades, tergos, quartos, quintos, sextos, décimos, dozeavos, quinzeavos, vigé-
simos e trigésimos, fornecendo assim dez possiveis subdivisGes. Qualquer que te-
nha sido a origem, o sistema sexagesimal de numeracao teve vida notavelmente
longa, pois até hoje restos permanecem, infelizmente para a consisténcia, nas u-
nidades de tempo e medida dos angulos, apesar da forma fundamentalmente de-
cimal de nossa sociedade.

No sistema numérico da Mesopotamia, a unidade era representada por este

sinal T, parecido com uma cunha.
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Para escrever dez, eles usavam o mesmo simbolo, porém em posicdo hori-
zontal: =€ | Assim escreviam os numeros de 10 a 20 da seguinte forma:

=5 - ¥ - YY ~YYY --w

-tw -lm 4{;‘_1’; q;l:

O cinquenta e nove era escrito assim:

e YYY
v

Talvez fosse a inflexibilidade do material de escrita mesopotamio, talvez
fosse uma centelha de inspiragdo o que fez com que os babil6nios percebessem
gue seus dois simbolos para unidades e dezenas bastavam para representar
qualquer inteiro, por maior que fosse, sem excessiva repeticdo. Isso se tornou
possivel pela invencgdo, que fizeram, ha cerca de 4000 anos, da notagdo posicio-
nal (o mesmo principio que assegura a eficacia de nossa forma numeral). Isto &,
os antigos babil6nios viram que seus simbolos podiam ter fungao dupla, tripla,
quadrupla ou em qualquer grau, simplesmente recebendo valores que dependes-
sem de suas posigoes relativas na representacdo de um numero.

As cunhas no simbolo cuneiforme para cinquenta e nove sdo agrupadas
bem juntas de modo a formar quase o equivalente de uma Unica cifra. Um espa-
camento adequado entre grupos de cunhas pode estabelecer posicdes, lidas da
direita para a esquerda, que correspondem a poténcias crescentes da base; cada
grupo tem entdo um "valor local" que depende de sua posicao.

Dessa forma o nimero 63 era representado da seguinte forma: Ym ,
ou seja um grupo de sessenta mais trés. O simbolo da esquerda, separado dos
outros trés, vale sessenta.

Curiosidade: Em 1800 a.C., os sumérios, habitantes do Oriente Médio,
desenvolveram o mais antigo sistema numérico conhecido. Em vez dos dez alga-
rismos de hoje (0, 1, 2, 3... até 9), o sistema caldeu tinha 60 simbolos. O sistema
de fragbes sexagesimais foi transferido a Grécia e posteriormente para a Europa,
sendo até hoje clara a sua influéncia, que se perpetuou através do habito de me-
dir o tempo (1 hora tem 60 minutos; cada minuto tem 60 segundos) e os angulos
(o circulo tem 3609, que é seis vezes 60).
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1.6. SISTEMA DE NUMERACAO INDO-ARABICO

Os sistemas de numeracao egipcio e romano sdo pouco praticos, pois, para
representar certos nimeros, 0s egipcios e romanos precisavam enfileirar uma
grande quantidade de simbolos.

Nas numeragdes egipcia e romana, para se escrever numeros muito gran-
des seria preciso criar novos simbolos: um para o dez mil, outro para o dez mi-
IhGes, outro para o cem milhdes etc. Além disso, apresentavam uma outra difi-
culdade: era muito trabalhoso efetuar calculos usando esses critérios. Essas difi-
culdades foram superadas pelos hindus, que foram os criadores do nosso sistema
de numeracgdo. Eles souberam reunir trés caracteristicas que ja apareciam em ou-
tros sistemas numéricos da Antiguidade:

- 0 sistema de numeracdo hindu é decimal (o egipcio, o romano e o chinés
também o eram);

- 0 sistema de numeracdo hindu é posicional (o babilénio também era);

- 0 sistema de numeracdo hindu tem o zero, isto &, um simbolo para o na-
da.

Estas trés caracteristicas, reunidas, tornaram o sistema de numeracdo hin-
du o mais pratico de todos. Ndo é sem motivo que hoje ele é usado quase no
mundo todo.

1.7. ALGARISMOS

1.7.1. Algarismos romanos - Origem e historia

De todas as civilizagbes da Antiguidade, a dos romanos foi sem duvida a
mais importante. Seu centro era a cidade de Roma. Desde sua fundagcdo, em 753
a.C., até ser ocupada por povos estrangeiros em 476 d.C., seus habitantes en-
frentaram um ndmero incalculavel de guerras de todos os tipos. Inicialmente, pa-
ra se defenderem dos ataques de povos vizinhos; mais tarde, nas campanhas de
conquista de novos territérios. Foi assim que, pouco a pouco, 0os romanos foram
conquistando a Peninsula Italica e o restante da Europa, além de uma parte da
Asia e o norte da Africa.

Apesar de a maioria da populagdo viver na miséria, em Roma havia luxo e
muita riqueza, usufruida por uma minoria rica e poderosa. Roupas luxuosas, co-
midas finas e festas grandiosas faziam parte do dia-a-dia da elite romana. Foi
nesta Roma de miséria e luxo que se desenvolveu e aperfeicoou o niumero con-
creto, que vinha sendo usado desde a época das cavernas. Eles ndo inventaram
nenhum simbolo novo para representar os nimeros; usaram as proéprias letras do
alfabeto: I-V-X-L-C-D-M.

ACERVOAOSABER sSuafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

Mm.EMé"CH Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO 1
ELEMENTAR |

1.7.2. Algarismo e algoritmo - Origem e historia

E curiosa a origem da palavra algarismo. No ano de 825 d.C. o trono do
Império Arabe era ocupado pelo Califa al-Mamum. Ele tinha interesse que seu
reino se transformasse em um grande centro de ensino, onde se pudesse dominar
todas as areas do conhecimento. E para atingir esse objetivo, contratou e trouxe
para Bagda os grandes sabios muculmanos daquela época.

Mohammed ibm-Musa al-Khowarizmi

Entre esses sabios estava o matematico e astronomo arabe Mohammed
ibm-Musa al-Khowarizmi. A ele foi destinado a fungao de traduzir para o arabe os
livros de matematica vindos da India. Numa dessas tradugdes al-Khowarizmi se
deparou com aquilo que ainda hoje é considerado, a maior descoberta no campo
da matematica: O Sistema de Numeragdo Decimal.

al-Khowarizmi escreveu varios livros. Num deles, intitulado "Sobre a arte
hindu de calcular", baseado provavelmente numa traducdo arabe de Brahmagup-
ta, al-Khowarizmi fez uma exposicdo minuciosa dos numerais hindus. Esse livro
foi levado para a Europa e traduzido para a lingua latina, que na época era falada
pelos estudiosos europeus.

O matematico italiano Leonardo Fibonacci (1180-1250) foi o primeiro euro-
peu a usar os algarismos arabicos. O livro em que Fibonacci descreve o novo sis-
tema de numeragdo é um classico célebre completado em 1202 que tem o titulo
de "Liber abaci" (ou livro do abaco). Até entdo, os europeus utilizavam os alga-
rismos romanos, como o I (que vale 1), o V (5) e o X (10). Fibonacci também a-
dotou o zero, que os europeus ja conheciam, mas na pratica, ndo empregavam.

Leonardo de Pisa (Fibonacci)
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Apesar de al-Khowarizmi nunca ter manifestado nenhuma pretensdo de o-
riginalidade quanto ao sistema, cuja origem hindu ele assumiu como fato, leitores
europeus descuidados comegaram a atribuir ndo so6 o livro, mas a numeracgdo, ao
autor. Dessa forma o sistema de numeracao ficou conhecido como o de al-
Khowarizmi, ou mais descuidadamente, algorismi que acabou dando origem ao
termo algarismo.

O termo algoritmo também deriva do nome de Al-Khowarizmi e significa,
de uma forma geral, qualquer regra especial de processo ou operagao (como o
método de Euclides para encontrar o maximo divisor comum, por exemplo).

1.7.3. A origem do zero

Ao que tudo indica a nocdo do zero surgiu na India. O uso do zero pelos
hindus é registrado no século VII, na obra "Brahmasphutasidanta" (A abertura do
universo), do matematico BRAHMAGUPTA.

Muitos calculos efetuados pelos hindus eram realizados com a ajuda de um
abaco, instrumento que para a época poderia ser considerado uma verdadeira
magquina de calcular.

O abaco usado inicialmente pelos hindus consistia em meros sulcos feitos
na areia, onde se colocavam pedras. Cada sulco representava uma ordem. Assim,
da direita para a esquerda, o primeiro sulco representava as unidades; o segundo
as dezenas e o terceiro as centenas. No exemplo ao lado temos a representacao
do ndmero 203, ou seja, 2 centenas mais trés unidades.

Sulco vazio do abaco indica que ndo existe nenhuma dezena. Mas na hora
de escrever o numero faltava um simbolo que indicasse a inexisténcia de deze-
nas. E, foi exatamente isso que fizeram os hindus, eles criaram o tdo desejado
simbolo para representar o sulco vazio e o chamaram de Sunya (vazio). Dessa
forma, para escrever o numero representado no abaco de areia, escreviam o 2
para as centenas, o 3 para as unidades e entre eles faziam o desenho do sulco
vazio, para indicar que ndo havia no niumero nenhuma dezena.

Ao introduzir o desenho do sulco vazio entre os dois outros simbolos os
hindus criaram o zero que, desde aquela época ja se parecia com o que usamos
hoje. Esses conhecimentos foram transmitidos aos povos arabes, que entraram
em contato com os hindus através de atividades comerciais, guerras e conquis-
tas.
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Por volta do século XV os arabes invadiram a Europa, para onde levaram,
juntamente com seus costumes e conhecimentos, o sistema de numeragdo que
tinham aprendido com os hindus.

A obra de al-Khowarizmi chega a Espanha islamizada no século X. Os sim-
bolos numéricos hindus sdo adotados pelos comerciantes italianos e propagam-se
por toda a Europa. Ganham o nome de algarismos arabicos em contraposicdo ao
sistema numérico romano, ainda utilizado na época. Os europeus por sua vez,
introduziram esse sistema nas Américas, quando conquistaram seus territorios e
dominaram o0s povos que neles viviam.

1.7.4. Mudancgas na escrita dos algarismos

Antes da invengdo da imprensa, que ocorreu no século XV, os livros eram
copiados manualmente, um a um. Como cada copista tinha a sua caligrafia, du-
rante os longos séculos de copiagem manual as letras e os simbolos para repre-
sentar niumeros sofreram muitas modificagses.

Além disso, como o sistema de numeracédo criado pelos hindus foi adotado
pelos arabes e passado aos europeus, é natural que, nesse percurso, a forma de
escrever os dez algarismos sofresse alteragoes.

- =Y riL?6

HINDU
500d.C

ARABE
G900 d.C.

2193 K% 7T/
PP A7V A
e / L34 YLT78
{2 34%675
1 2314 5 6 7 8

ITALIAMND
1400 .G,

Apds a invengdo da imprensa, as variagdes foram pequenas. Os tipos fo-
ram sendo padronizados. Mas, mesmo assim, as modificagdes sdo inevitaveis.

No visor das calculadoras eletrénicas e dos reldgios digitais, os dez alga-
rismos sao representados assim:
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1.8. APLICACOES DOS SISTEMAS NUMERICOS

E bastante l6gico que usemos o sistema decimal como base para todos
os calculos matematicos do dia-a-dia pelo simples fato de temos DEZ dedos nas
maos... fica facil contar nos dedos quando precisamos.

Os babilonios utilizavam o sistema de numeracdo sexagesimal e ndo o
decimal. As medidas usadas para angulos e para a contagem das horas sdo he-
rangas do sistema numeérico de base 60 usado pelos antigos povos da Mesopota-
mia.

Considerada muito pratica, a base 60 pode ser dividida por varios nimeros
(1, 2, 3, 4, 5, 6 e 12) sem recorrer ao uso de fragdes. Seus multiplos também
permitem expressar com facilidade alguns fendmenos fisicos.

O sistema de fragdes sexagesimais foi transferido a Grécia e posteriormen-
te para a Europa, sendo até hoje clara a sua influéncia, que se perpetuou através
do habito de medir o tempo (1 hora tem 60 minutos; cada minuto tem 60 segun-
dos) e os angulos (o circulo tem 360°, que é seis vezes 60).

Computadores usam o sistema binario por um motivo simples: Existem
apenas dois niveis de tensdo presentes em todos os circuitos l6gicos: niveis baixo
e alto (que sdo chamados de 0 e 1 por conveniéncia... para podermos medi-los
sem ter que recorrer a um multimetro!).

O sistema hexadecimal também tem o seu lugar: é a forma mais abrevi-
ada de escrever um conjunto de bits.

1.9. O ABACO - ORIGEM E HISTORIA

O abaco é um aparelho digital de calculo simples que permite realizar todas
as operagoes aritméticas basicas. Consiste normalmente de um tabuleiro ou mol-
dura de madeira composto de uma série de corddes ou fios paralelos. Nesses fios
sdo enfiadas bolinhas perfuradas, que podem ser movidas livremente.

Abaco

As operagdes sao efetuadas mudando-se a posicao de algumas bolas em
relacdo a outras e, através de uma complexa manipulagdo pode-se inclusive ex-
trair raizes.
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O abaco durante milhares de anos foi o Unico instrumento que a humani-
dade possuia para as operagoes de calcular. Segundo a lenda, o abaco foi inven-
tado ao redor do ano 2000 a.C. por um mandarim chinés com o nobre intuito de
facilitar ao povo fazer contas e assim conhecer o valor das mercadorias que era
obrigado a entregar como impostos. Esse mandarim foi degolado por ordem do
Imperador, pois ao mesmo interessava manter o povo na mais completa ignoran-
cia.

Na antiga Mesopotamia, os comerciantes ja utilizavam o abaco. O abaco
também era usado no antigo Egito, de onde foi para a Grécia e para Roma. Além
do numero de pedras ou botGes, os egipcios utilizavam cores em seu abaco, para
facilitar os negdcios: bolas brancas, por exemplo, indicavam o crédito a favor do
cliente e as negras registravam os débitos.

Um pouco diferente, o dbaco romano consistia de um tabuleiro com diver-
sos sulcos paralelos pelos quais deslizavam pedras ou botdes. Seu funcionamen-
to, porém era semelhante ao do abaco atual. Essa maquina de calcular antiga ti-
nha um importante papel nas transagdes comerciais. Principalmente lembrando-
se que no sistema de numeragdo greco-romano ainda ndo existia o zero, o que
provocava uma grande dificuldade para o calculo escrito.

A partir do século XII, na Europa, este sistema de calculo foi sendo paula-
tinamente substituido por outros. Atualmente na China e no Japdo, o abaco ainda
€ usado na maioria das operagdes aritméticas.

Também em alguns paises europeus, como a Gra-Bretanha e na zona de
influéncia da antiga Unido Soviética, ainda se usa o dbaco nas operagdes comer-
ciais. Além disso, e de forma mais generalizada, ele continua sendo empregado
no ensino das operagdes basicas de aritmética.
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AULA 2 - ARITMETICA, GEOMETRIA E ALGEBRA

2.1. ARITMETICA

Geralmente, as pessoas comecam seus estudos de matematica com os
nimeros. Aprendem a contar, a escrever os nimeros e a operar com eles (adi-
¢do, subtragdo, multiplicagdo e divisdo). De inicio s6 conhecem os numeros natu-
rais (1, 2, 3, 4, 5, ...); depois, aprendem a fazer calculos com fragGes. Esses co-
nhecimentos iniciais de matematica costumam ser chamados de aritmética.

Aritmética é o ramo da Matematica que se ocupa do estudo das proprieda-
des elementares dos numeros naturais e das operagbes de adicao, subtracdo,
multiplicagdo, divisdo inteira, poténcia e extracdo de raizes inteiras entre esses
ndmeros.

Curiosidades:

1) Aritmética - Origem: Aritmética deriva da palavra grega "arithmos"
que significa nimeros.

2) Digito - Origem: A palavra digito vem da palavra latina "digitus”, que
significa dedo. E claro que isto tem a ver com o uso dos dedos nas contagens.

3) Calculo - Origem: A palavra célculo vem do latim "calculus", que signi-
fica pedrinhas ou pequenas pedras. Acredita-se que a muitos milhares de anos,
guando o homem nao dominava nenhum sistema de contagem, os pastores para
controlar a quantidade de ovelhas de seus rebanhos utilizavam essas pequenas
pedras. Pela manhd, o procedimento era o seguinte: para cada ovelha que saia
do cercado guardava-se uma pedra num saquinho. No fim do dia cada pedrinha
guardada no saquinho pela manha era retirada assim que cada ovelha retornava
ao aprisco, dessa forma eles podiam saber se todas as ovelhas tinham retornado.
Essa pratica desenvolvida pelos pastores para fazer contas utilizando pedras deu
origem a palavra calcular, que é tanto utilizada na matematica e que significa,
contar com pedras.

f“m, ©
‘_""I e
d B ‘Fﬁ_j_
2.1.1. Niameros negativos - Historia

Ao contrario dos nimeros naturais e fracionarios positivos que tem raizes
em experimentagdes geométricas, os numeros negativos, os irracionais e os
complexos, surgiram da manipulacdo algébrica, como na resolugdo de equagdes
de 1° e 20 graus.
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Os matematicos chineses da antiguidade tratavam os nlumeros como ex-
cessos (numeros positivos) ou faltas (nimeros negativos). Os chineses realiza-
vam calculos em tabuleiros, onde representavam os excessos com palitos verme-
Ilhos e as faltas com palitos pretos. No entanto, ndo aceitavam a idéia de um nu-
mero negativo poder ser solucao de uma equacgao.

Os Matematicos hindus descobriram os nimeros negativos quando tenta-
vam formular um algoritmo para a resolugdo de equacdes quadraticas e permiti-
ram conceber um novo tipo de simbolo para representar dividas, que posterior-
mente o Ocidente chamaria de negativo.

Alguns historiadores escreveram que foram problemas com dinheiro que
interpretaram o nimero negativo como perda. A palavra "Negativo" pode ter sur-
gido desta época em que os valores eram NEGADOS quando se obtinha raizes
negativas de uma equacgao.

A primeira vez que explicitamente as regras que regem a aritmética com
0s numeros negativos aparecem em uma obra foi na do matematico Brahmagup-
ta que data do ano 628 d.C. Ele ndo so utilizou os negativos em seus calculos
como os considerou entidades separadas e os dotou de uma aritmética concor-
dante com a dos inteiros. Muitos séculos se passaram para que o interesse pelos
nUimeros negativos fosse retomado.

Em 1545, ocorreu a primeira sugestao de que certas contas podem ter co-
mo resultado um numero negativo. A proposta causa espanto porque, na época,
parece absurdo algo ser menor que nada, ou seja, zero. Exemplo deste fato seria
Michael Stifel (1487- 1567) que se recusou a admitir nUmeros negativos como ra-
izes de uma equagdo, chamando-lhes de "numeri absurdi".

Nos séculos XVI e XVII, muitos matematicos europeus ndo apreciavam os
numeros negativos e, se esses nimeros apareciam nos seus calculos, eles consi-
deravam-nos falsos ou impossiveis.

O italiano Geronimo Cardano, usou 0s novos numeros para resolver pro-
blemas como o de alguém que gastou mais do que possui no banco, tendo entdo
saldo negativo.

Assim, ele resolveu equacgbes que até entdo ficavam sem resposta, embora
ele proprio considerava os nimeros negativos como "Numeri ficti".

No século XVII, com o nascimento das ciéncias modernas, amplia-se o uso
dos numeros negativos. Aparecem as primeiras intengdes de legitima-los.
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Foi o matematico Albert Girard (1590-1639) o primeiro a reconhecer expli-
citamente a utilidade algébrica de admitir as raizes negativas e imaginarias como
solugdes formais das equacdes; porque ele permitia uma regra geral de resolucao
na construgdo de equacdes através de suas raizes.

No final do século XVII, surgiu a obra de Viéte, esta mais tarde ampliada
admitiu que as expressdes literais pudessem tomar valores negativos, no entan-
to, a Algebra nao teria conhecido um tal avancgo se esta generalizagdo do numero
nao tivesse sido acompanhada por uma descoberta igualmente fundamental, rea-
lizada em 1591 por Viéte e aperfeicoada em 1637 por Descartes: a notagdo sim-
bélica literal.

No séculoXVIII foi descoberta uma interpretacdo geométrica dos nimeros
positivos e negativos como sendo segmentos de direcdes opostas.

A legitimidade dos nimeros negativos deu-se definitivamente por Hermann
Hankel (1839-1873) na obra publicada em 1867, "Teoria do Sistema dos NUume-
ros Complexos". Hankel formulou o principio de permanéncia e das leis formais
que estabelecem um critério geral de algumas aplicacdes do conceito de niamero.

2.1.2. Métodos de Multiplicacao e Divisao dos Egipcios

A multiplicacdo e a divisdo dos egipcios eram efetuadas por uma sucessao
de duplicagdes.

- No calculo do produto de 12 por 27. A multiplicacdo era efetuada dupli-
cando 12 até que a soma das duplicagdes excedesse 27.

1 12
2 24
4 48
8 96
16 | 192

Na coluna da esquerda, eram escolhidos os nimeros que somados resulta-
vam em 27:

1+2+8+ 16 =27

Na coluna da direita, eram tomados os valores correspondentes que eram
somados.

12 + 24 + 96 + 192 = 324
Este numero é o resultado da multiplicagdo: 12 x 27 = 324

- No calculo da Divisdo de 184 por 8. era dobrado sucessivamente o divisor
8 até que o nimero de duplicagdes excedesse o dividendo 184.
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2 | 16
4 | 32
8 | 64
16 | 128

Na coluna da direita, eram escolhidos os nimeros que somados resultavam
em 184:

128 + 32 + 16 + 8 = 184

Na coluna da esquerda, eram tomados os valores correspondentes que e-
ram somados:

1+2+4+ 16 =23

Este é o resultado da divisao:

2.2. GEOMETRIA

Também no comego de seus estudos matematicos, as pessoas entram em
contanto com certas figuras, como o triangulo, o quadrado e o circulo, resolvendo
os primeiros problemas sobre medidas. Essa parte da matematica é conhecida
pelo nome de geometria.

2.2.1. Geometria - Origem e historia

O nome Geometria em grego significa medida da terra. (geo = terra; me-
tria = medida).

Todos os anos, no més de julho, as aguas do Rio Nilo inundavam uma vas-
ta regido ao longo de suas margens. As aguas do Rio Nilo fertilizavam os campos,
beneficiando a agricultura do Egito. Cada pedaco de terra as margens desse rio
era precioso e tinha que ser muito bem cuidado.

Por volta do ano 3000 a.C. o Farad Sesostris repartiu essas terras entre
uns poucos agricultores privilegiados.

S6 que todos os anos em setembro quando as aguas baixavam, funciona-
rios do governo faziam a marcagdo do terreno de cada agricultor. Esses funciona-
rios eram chamados de agrimensores ou estiradores de corda. Isso se explica pe-
lo fato de que usavam cordas com uma unidade de medida assinalada, essa corda
era esticada para que se verificasse quantas vezes aquela unidade de medida es-
tava contida nos lados do terreno. Mas na maioria das vezes acontecia da unidade
de medida escolhida ndo caber um nimero inteiro de vezes nos lados do terreno.
Para solucionar o problema da medicdo das terras, os egipcios criaram um novo
nUimero, o numero fracionario, que era representado com o uso de fragoes.
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Os construtores recorriam a geometria para fazer edificagdes. As famosas
pirdmides, construidas proximas ao rio Nilo, sdo um 6timo exemplo disso. Os E-
gipcios ganharam tanta fama que os matematicos gregos iam constantemente ao
Egito em busca de novas aplicagdes na geometria.

As primeiras unidades de medida referiam-se direta ou indiretamente ao
corpo humano: palmo, pé, passo, braca, cubito. Por volta de 3500 a.C. - quando
na Mesopotamia e no Egito comecaram a ser construidos os primeiros templos -
seus projetistas tiveram de encontrar unidades mais uniformes e precisas. Adota-
ram a longitude das partes do corpo de um Unico homem (geralmente o rei) e
com essas medidas construiram réguas de madeira e metal, ou cordas com nds,
que foram as primeiras medidas oficiais de comprimento.

Por volta de 600 a.C, os matematicos gregos comecaram a sistematizar os
conhecimentos geométricos que foram adquirindo, fazendo com que a Geometria
deixasse de ser puramente experimental. Entre 600 e 300 a.C., a geometria se
firmou como um sistema organizado, e muito disso se deve ao grego Euclides,
mestre na escola de Alexandria (Cidade do Egito, famosa por seu farol), que pu-
blicou por volta de 325 a.C. "Os Elementos", uma obra contendo treze volumes
sobre Aritmética, Geometria e Algebra.

Os seis primeiros capitulos sdo sobre Geometria plana elementar; os trés
seguintes sobre Teoria dos NUmeros; o livro X, sobre incomensuraveis (hoje diri-
amos que esse livro trata de nimeros irracionais) e os trés ultimos, sobre Geo-
metria no espaco. Dos treze livros de Euclides os mais admirados tém sido o
quinto (sobre a teoria das proporgdes) e o décimo (sobre os incomensuraveis).
Esse trabalho de Euclides foi o texto mais influente de todos os tempos e com
maior niumero de edicBes publicadas. E tdo vasto que alguns historiadores ndo a-
creditaram que fosse obra de um sé homem.

Euclides

Em 1637, o fildsofo, fisico e matematico francés René Descartes (1596-
1650) criou a geometria analitica. A nova disciplina € uma espécie de mistura en-
tre a algebra e a geometria, pois Descartes, ensina a transformar pontos, retas e
circunferéncias em numeros. Depois mostra como fazer contas com as figuras
geométricas. Na geometria analitica, um ponto pode ser escrito como um par de
ndimeros na forma (1, 2). Uma reta pode ser uma equagdo como X + y = b.
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René Descartes

2.2.2. Aplicacoes da geometria

Existem muitas situagOes praticas que envolvem o calculo de areas e volu-
mes.

Um azulejista, ao ser chamado para executar um servico comegara seu
trabalho calculando a area das paredes que vdo ser revestidas. Depois, ele vai
comprar o material e, quando pedir os azulejos, o balconista certamente Ihe per-
guntara quantos metros quadrados ele deseja. Assim, calculando a area das pa-
redes, e das portas e janelas, o azulejista podera pedir a quantidade certa de
azulejos, evitando a falta ou o desperdicio de material.

Uma vez elaborado o projeto de uma casa, € necessario preparar seu or-
camento. E preciso saber, por exemplo, qual a quantidade de tijolos a ser usada
na obra. Para isso, devemos saber quantos metros quadrados de parede a casa
terd. Esse calculo é necessario ndo apenas para saber a quantidade de material
gue se deve comprar, mas também para avaliar o custo da mdo-de-obra que vai
ser utilizada.

As caldeiras industriais sao fabricadas com chapas de ago. Quando sdo pro-
jetadas, é preciso calcular a area das chapas que vdo ser usadas na sua constru-
cdo. Esse calculo serve para fazer o orgamento do custo da caldeira e, também,
para prever o peso que ela tera.

Os garotos da rua acertaram a bola numa vidraca, e vao ter de comprar
uma nova. Vocé ja foi ao vidraceiro comprar um pedago de vidro? Quando damos
as medidas do vidro que queremos, o vidraceiro faz alguns calculos e diz o prego
a pagar.

Esses sdo alguns dos exemplos que mostram que o calculo de areas faz
parte do dia-a-dia de muitos profissionais.

O conceito de volume é utilizado na fabricagdo de embalagens comerciais.

2.3. ALGEBRA

Na algebra representamos numeros por letras (como a letra "x") e apren-
demos a trabalhar com expressdes em que as letras representam numeros.
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2.3.1. A variavel "aha"

Os egipcios foram os primeiros a representar a variavel. Grandes constru-
tores, vivendo numa sociedade complexa com grandes centros urbanos, eles lida-
vam com indmeros movimentos, e portanto, com multiplas formas de variagao
quantitativa. Logo enfrentaram a questdo: como escrever em linguagem numéri-
ca um numero desconhecido?

Deram um salto genial na historia do pensamento humano quando usaram
apenas uma palavra para descrever todas as quantidades desconhecidas: aha,
que significa pilha, monte ou montdo. Essa palavra nao determinava apenas uma
quantidade, mas qualquer quantidade. Era com ela que os matematicos egipcios
representavam a variavel.

2.3.2. Algebra - Origem e histoéria

Por volta do ano 400 d.C., uma idéia audaciosa de um estudioso de Ale-
xandria comegou a mudar toda a histéria da matematica. Esse estudioso era Dio-
fante de Alexandria, que viveu de 325 a 409 e fugindo da tradicdo grega que era
centrada na geometria, passou a utilizar em seus estudos, simbolos para facilitar
a escrita e os calculos matematicos. Os simbolos criados por Diofante fizeram
com que as expressdes, até entdo escritas totalmente com palavras, pudessem
ser representadas com abreviagdes. Era o inicio de um novo ramo da matemati-
ca: a algebra.

A principal obra de Diofante que conhecemos é "Arithmetica", tratado que
era originalmente em treze livros, dos quais s6 os seis primeiros se preservaram.
Assemelha-se a algebra babil6nica em muitos aspectos; mas enquanto os mate-
maticos babildénios se ocupavam principalmente com solugbes aproximadas de
equacoes determinadas de até terceiro grau, a Arithmetica de Diofante (tal como
a temos) é quase toda dedicada a resolucdo exata de equacgles, tanto determina-
das quanto indeterminadas.

Diofante viveu numa época muito tumultuada, presenciando, por exemplo,
a queda do Império Romano, e isso ndo foi nada bom para a matematica, que te-
ve todo um processo de desenvolvimento interrompido devido ao clima de guerra
que se criou e principalmente pela destruicao de muitos centros de estudos, fa-
zendo com que a simbologia de Diofante ndo saisse do estagio inicial.

Sé no ano de 650 aproximadamente, com a ascensdo do Império Arabe, é
gue houve uma retomada dos estudos matematicos. De 786 a 809 no reinado do
Califa Harun al-Raschid (o mesmo das mil e uma noites) os mugulmanos conquis-
taram varios territdrios, fazendo surgir grandes cidades, centros de comércio e de
artesanato. Todas essas atividades comerciais, as viagens maritimas e através do
deserto, provocaram um grande desenvolvimento dos conhecimentos matemati-
cos.

Em 809, com a morte de al-Raschid, seu filho al-Mamum assumiu o trono e
governou até 833. al-Mamum criou em Bagdd um centro de ensino e contratou os
mais brilhantes sabios mucgulmanos da época. Entre eles estava Mohamed Ibn-
Musa al-Khowarizmi, grande matematico que no ano 825 escreveu um livro dedi-
cado ao estudo das equagdes chamado Hisab al-jabr w'al-mugabalah.
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Com seu uso, na Europa, o livro ficou conhecido como Al-jabr, que acabou
virando Algebra. Foi com esse livro que os europeus aprenderam o ramo da ma-
tematica que leva esse nome.

al-Khowarizmi, deu sua contribuicdo, mas como muitos matematicos de di-
versas épocas, ndo conseguiu expressar as equagoes totalmente em simbolos. Is-
so sO aconteceu 700 anos depois (por volta de 1590) com o francés Frangois
Viete.

Em 1591, o francés Frangois Viete (1540-1603) foi o primeiro a usar letras
como simbolo de incognitas. Até entdo as equacgdes, os numeros e as incognitas
eram apresentados por extenso, de maneira trabalhosa e confusa. Viéte passou a
representar suas equacgdes utilizando como simbolos as letras do alfabeto. Uma
soma, por exemplo, fica assim: x+y = z. Isso torna a resolugdo de problemas ex-
tremamente mais facil.

Curiosamente, Viéte ndo era uma matematico, mas um advogado apaixo-
nado pela matematica. A contribuicdo de Viéte foi tdo importante que ele entrou
para a histéria da matematica com o titulo de "Pai da Algebra".

Além de Viete, outros matematicos da mesma época deram suas contribui-
¢Oes para o aperfeicoamento da algebra. Entre eles, Robert Record, inglés que
criou o simbolo (=) para a expressdo (igual a). Esse sinal foi usado foi usado por
Thomas Harriot, outro matematico inglés, responsavel pela eliminagdo das poucas
palavras que ainda restavam na algebra de Viéte.

A passagem para uma algebra completamente simbdlica foi obra de René
Descartes, grande matematico e filésofo francés, que introduziu as seguintes ino-
vagoes para aperfeicoar a algebra de Viéte:

1) passou a indicar a multiplicacdo pelo ponto ( . );

2) criou a notagao que usamos hoje para os expoentes de uma potencia-
Gao;

3) passou a usar as primeiras letras do alfabeto para os coeficientes da in-
cognita e os termos independentes (se literais) e as ultimas letras para represen-
tar as incognitas.

Observacao: E claro que sempre existe a possibilidade de confundir letras
representando incdgnitas com letras que fazem parte de palavras. Por este moti-
vo, logo tornou-se habitual, para simbolizar incégnitas, usar as letras do fim do
alfabeto. S3o as menos usadas nas palavras comuns, e assim ha menos possibili-

n n

dades de confusdo. De todas a menos usada é o "x", e por isso & a mais comu-
mente usada para representar uma incdgnita.
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AULA 3 - SIMBOLOS MATEMATICOS

A e N conjunto dos numeros naturais
v ou Z conjunto dos numeros inteiros
A intersecgao Q conjunto dos numeros racionais
v |unigo R | conjunto dos nimeros reais
c esta contido 3 somatoria
S contém n! fatorial de “n”
a nao esta contido = igual
A nao contém # diferente

c pertence < menor

¢ nao pertence > maior
= implica acarreta < menor ou igual
Py implicagao reciproca, equivaléncia > maior ou igual

| tal que [n|] | modulo de “n”

3 existe ~ semelhante
3| existe um unico 00 infinito
4 qualquer que seja ~ aproximadamente

% | complementar de A em relagdo a B | integral
%) cojunto vazio % porcentagem

U conjnto universo f funcao

portanto f fungéo inversa

3.1. SIMBOLOS MATEMATICOS - ORIGEM

» Os simbolos > e < foram criados pelo inglés THOMAS HARRIOT (1560 a
1650) em 1631.

» Os simbolos > e < foram usados pelo primeira vez pelo francés PIERRE
BOUGUER (1698-1758) em 1734.

» O inglés ROBERT RECORD criou o simbolo = (igual a) em 1540.

» O simbolo = (aproximadamente igual a) foi usado em 1875 por ANTON
STEINHAUSER.

» O simbolo + foi usado pelo inglés WILLIAM OUGTHRED (1574-1660) em
Clavis Mathematicae, publicado em 1631 .

» Devemos ao filésofo e matematico GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ o sim-
bolo ~ (é semelhante). Os simbolos de Leibniz para diferenciacdo e integracdo (J)
sao seus maiores triunfos no campo da notagdo. Leibniz, na verdade foi um dos
maiores formadores de notacgdo, inferior apenas a Euler nesse ponto.
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Leibniz

» O italiano GIUSEPPE PEANO (1858-1932), em 1894 introduziu os simbo-
los ¢, 3, U, N, > em seus trabalhos.

Giuseppe Peano

» Muitos dos simbolos matematicos que usamos atualmente devemos ao
matematico suico LEONHARD EULER (1707-1783). Euler ocupou-se de quase to-
dos os ramos da Matematica Pura e Aplicada sendo o maior responsavel pela lin-
guagem e notagdes que usamos hoje.

Euler

Uma série de simbolos matematicos foi por ele criado ou aproveitado e es-
tandardizado, como:

f(x) - para funcdes (1734)

e - para a base dos logaritmos naturais (1727)
i - para a unidade imaginaria (1777)

Y, - para somatdrio (1755)

7 - para o numero irracional pi (1737)

Ix - para logaritmo de "x"

a, b, c - para os lados de um triangulo ABC
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A, B, C para os angulos opostos de um tridangulo ABC
s - para o semiperimetro do triangulo ABC

r - para o raio do circulo inscrito do tridangulo ABC

R - para o raio do circulo circunscrito do tridngulo ABC

Quase todos os simbolos que usamos atualmente em Trigonometria sdo
praticamente os mesmos criados por Euler em 1748.

3.1.1. Sinais (-) e (+) para indicar subtracao e soma

A partir dos séculos XV e XVI as grandes mudancgas no modo de vida fize-
ram o homem atuar e trabalhar com quantidades contrarias: dinheiro gasto e ga-
nho, mercadoria vendida e estocada.
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Se no inicio do dia, um comerciante tinha em seu armazém duas sacas de
10 quilogramas cada, e ao findar o dia ele tivesse vendido 7 kilogramas de feijao,
para ndo se esquecer de que naquele saco faltavam 7 kilogramas, ele escrevia o
ndmero 7 com um tracinho na frente (-7). Mas se ele resolvesse despejar no ou-
tro saco os 3 kilogramas que restavam, escrevia o numero 3 com dois tracinhos
na frente (+3), para se lembrar que naquele saco havia 3 quilogramas a mais de
feijao do que a quantidade inicial.

Outro exemplo a ser mencionado é o do comércio de vinho. Tonéis de vi-
nho que chegavam do fabricante eram cuidadosamente pesados. Se o tonel con-
tinha mais vinho do que o especificado, o0 mesmo era marcado com um sinal em
forma de cruz (+). Se o tonel continha menos vinho do que o especificado, o
mesmo era marcado com um pequeno traco (-). Dessa forma os sinais + (mais) e
- (menos) eram usados no comércio para indicar, respectivamente, excesso ou
diferenca.

Ao longo do tempo, foram utilizadas varias notagées (normalmente em
forma de palavras ou letras) para representar a soma e a subtragdo. O primeiro
autor a empregar uma notacao especial (nao literal) para indicar a adicao e a
subtracdo foi o matematico alemao JOHANN WIDMAN, em seu livro sobre aritmé-
tica comercial denominado "Rechenung auff allen Kauffmanschafft" publicado em
Leipzig em1489. Nos problemas de negdcios, a adigdo era indicada por meio de
um traco longo, cortado ao meio por um pequeno trago vertical e a subtracdo era
indicada simplesmente por meio de um traco longo. E possivel que Widman tenha
colhido a idéia dos sinais + e - ao observar as contas dos homens que trabalha-
vam no comeércio.

No livro In Aritmetica een Sonderlinge Excellet Boeck, publicado em 1537,
pelo alemdo GIELIS VON DER HOECK, ja as duas operacgdes elementares (adicao
e subtracao) aparecem indicadas por sinais que muito se aproximam dos que sao
usados atualmente.
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Para a subtracdo, continuava o traco horizontal, ndo muito longo; para a
adigdo, uma cruz do tamanho dos algarismos com que eram representados os
nameros.

Portanto dos sinais, usados outrora pelos comerciantes da Idade Média,
surgiram os simbolos " + " e " - " empregados hoje no mundo inteiro.

3.1.2. Origem dos sinais (x) e (.) para indicar multiplicacao

O sinal banalissimo "x", que hoje usamos para representar uma multiplica-
cdo é relativamente moderno. Segundo os mais eminentes historiadores, foi in-
ventado pelo gedmetra inglés GUILHERME OUGTHRED (1572 a 1660). Ele empre-
gou-o pela primeira vez, no livro Clavis Matematicae publicado em 1631. A cha-
mada Cruz de Santo André, para indicar a multiplicacdo, foi aceita, com certo ju-
bilo, por todos os matematicos. Oughtred era religioso e, certamente devoto de
Santo André.

Ainda em 1631, THOMAS HARRIOT colocava um ponto entre os fatores pa-
ra indicar o produto a efetuar. Em 1637, RENE DESCARTES ja se limitava a es-
crever os fatores justapostos, indicando, desse modo abreviado, um produto
qualquer.

No dia 29 de julho de 1698, GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716)
escreveu uma carta a John Bernoulli com os seguintes comentarios:

N&o gosto de x como simbolo para multiplicacdo, pois ele é facilmente con-
fundivel com um simples x da &algebra... Freqientemente eu simplesmente rela-
ciono a multiplicagdo de duas quantidades por um simples ponto entre elas, como
em ZC-LM. Da mesma forma, quando quero designar uma divis§o ndo uso um
mas sim dois pontos ( : ), por ser tdo pratico quanto...

3.1.3. Origem dos sinais (1), (=), (/) e (—) para indicar divi-
sao

A barra horizontal " — " para indicar divisdo é de origem arabe. No século
XIII, o matematico italiano Leonardo de Pisa, conhecido como FIBONACCI, foi o
primeiro matematico europeu a utilizar essa notagdo; porém somente no século
XVI seu uso tornou-se comum.

O sinal " : " para indicar divisdo foi usado primeiramente pelo inglés GUI-
LHERME OUGTHRED em 1647.

O sinal " + ", também foi sugerido pelo famoso fildsofo e matematico inglés
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646-1716).

A barra inclinada
Morgan.

/ " para indicar divisao foi sugerida em 1845 por De
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3.1.4. O emprego das letras no calculo

) Os gregos ja empregavam letras para designar nimeros e mesmo objetos.
E com os gregos que surgem os primeiros vestigios do calculo aritmético efetuado
sobre letras. Diofanto de Alexandria (300 a.C.) empregava as letras com abrevia-
¢do, mas sé tinha um simbolismo perfeitamente sistematizado para uma Unica
quantidade, para as suas poténcias até a sexta e para os inversos dessas potén-
cias.

Em geral, os gregos representavam as quantidades por linhas, determina-
das por uma ou duas letras, e raciocinavam como em Geometria. Os calculos so-
bre letras sdo mais numerosos nos autores hindus do que nos gregos. Os arabes
do Oriente empregavam simbolos algébricos a partir da publicagdo da "Aljebr
walmuka bala" de Alkarismi (século IX) e os arabes do Ocidente, a partir do sécu-
lo XII; no século XV, Alcalsadi introduz novos simbolos. A Algebra moderna sé
adquire carater préprio, independente da Aritmética, a partir de Viete, que siste-
maticamente substitui a Algebra numérica pela Algebra dos simbolos.
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AULA 4 - CONJUNTOS

4.1. CONCEITOS BASICOS
Conjunto é o agrupamento, a colecao de alguma coisa.
Elementos sdo os objetos que compdem o conjunto.

Relacdo de Pertinéncia: E a relacdo que indica se um determinado ele-
mento pertence ou ndo a um determinado conjunto.

Exemplo:
A={24,6,8,10}
2 € A (2 pertence a "A") 3 ¢ A (3 nao pertence a "A").

E costume representar os conjuntos com as letras mailsculas e os elemen-
tos com as letras minusculas.

Curiosidade: A teoria dos conjuntos foi criada pelo matematico russo Ge-
org Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 a 1918).

Georg Cantor

4.2. REPRESENTACAO DOS CONJUNTOS

Por enumeracao

Exemplo: O conjunto dos numeros inteiros impares menor que 10 é:
{1I315I719}

Por propriedade

Exemplo: A= {xeM | 3 <x <8}
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Por diagrama

John Venn

John Venn idealizou uma forma bastante simples de representar a idéia
abstrata dos conjuntos, que sao os diagramas.

. n;’fﬁ?&‘r e
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4.3. TIPOS DE CONJUNTOS

4.3.1. Conjunto vazio

Chama-se vazio e indica-se por "@" o conjunto que ndo possui elemento
algum.

Exemplo:
A ={0,1,2,3,4,5}
B={x¢A|x>5}B=y

E o conjunto mais amplo de todos os que estdao sendo considerados. Por
exemplo, se vocé esta estudando a Geometria Plana, o seu conjunto universo é o
Plano.

4.3.3. Subconjunto de um conjunto

Se "A" e "B" sao dois conjuntos pode ocorrer que todo elemento de "A"
também seja elemento de "B". Quando isso ocorre, dizemos que "A" é um sub-
conjunto de "B".
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Exemplo:

A = {3,5}

B = {0,1,2,3,4,5,6}

A c B (A esta contido em B) B o A (B contém A)

Observacao: O conjunto vazio esta contido em todo conjunto.
4.4, OPERA(;f)ES COM CONIJUNTOS

4.4.1. Interseccao

Se "A" e "B" sdo dois conjuntos quaisquer, sua interseccdo € o conjunto
dos elementos que pertencem simultaneamente a "A" e "B".

AnB={x|xeAexceB}

AnA=A AnNng =9 AnNnB=BnNnA
Exemplo:
A = {a,b,c}
B = {b,c,d}

AnB={b,c}

Conjuntos disjuntos

Se An B =, ouseja se "A" e "B" ndo tém elemento em comum, dizemos
que:

"A" e "B" sao disjuntos.

4.4.2. Uniao

Se "A" e "B" sdo dois conjuntos quaisquer, sua unido € o conjunto dos ele-
mentos que pertencem a "A" ou a "B".

AuB={x|xeAouxeB}
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AUuA=A Auvgd=A AuB=BUA
Exemplo:
A = {a,b,c}
B = {b,c,d}

AuB={ab,cd}

4.4.3. Diferenga de conjuntos

A diferenca A - B é o conjunto dos elementos de "A" que ndo pertencem a
IIBII.

A-B={x|xeAexgB}
Exemplo:

A={a, b, c d}

B = {c, e f}

A-B={a b, d}

4.4.4. Conjunto complementar ([})

Quando B < A, o conjunto dos elementos de "A" que ndo pertencem a "B"
(ou seja: a diferenca A - B) chama-se conjunto complementar de "B" em relagao
a "A".

(8- A_-B, comBcA

Exemplo:
A= {0,1,2,3}
B=4{01}

G- a-B =23

33
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Exercicio:

1) Numa empresa de 60 funcionarios, 25 sdo os que falam inglés, 18 os
que falam espanhol e 15 os que falam inglés e ndo falam espanhol. Calcule o nu-
mero de funcionarios dessa empresa que nao falam inglés nem espanhol.

Resolucao:

Utilizando o Diagrama de Venn, vamos inicialmente representar os funcio-
narios que falam inglés e nao falam espanhol.

Como sdo 25 funcionarios que falam inglés, concluimos que os outros 10
falam inglés e espanhol, conforme indicado abaixo:

Sdo 18 funcionarios que falam espanhol. Como 10 falam inglés e espanhol,
concluimos que 8 funcionarios falam espanhol mas ndo falam inglés. Dessa forma

temos:
spanho
‘II’ 8
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Logo, o numero de funcionarios que falam inglés ou espanhol é: 15 + 10 +
8 = 33 funcionarios.

Como a empresa tem 60 funcionarios, concluimos que 27 funcionarios (60
- 33 = 27) ndo falam inglés nem espanhol.

1] 27

spanhao

8

OBS.: U = Conjunto Universo

Resposta: 27 funcionarios ndo falam inglés nem espanhol

4.5. NUMERO DE ELEMENTOS DE UM CONJUNTO

n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)
n(A) = nimero de elementos do conjunto "A"
n(B) = nimero de elementos do conjunto "B"
n(A U B) = nimero de elementos do conjunto "A U B"
n(A N B) = nimero de elementos do conjunto"A B "
Exemplo:
Sendo:
A = {a,b,c}
B = {b,c,d,e}
C=AuUB
Determine o nimero de elementos do conjunto C.

n(C)=n(AuB)=34+4-2=5
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4.6. PRODUTO CARTESIANO

Dados dois conjuntos A e B, chama-se produto cartesiano de A por B ao
conjunto de pares ordenados (x,y) onde x € A ey € B, ou seja:

AxB={(xy)| xeAeyeB}

Exemplo:
A ={1,2,3}
B ={4,5}

Ax B ={(1,4), (1,5),(2,4), (2,5), (3,4), (3,5) }

O produto cartesiano de dois conjuntos ndo é comutativo, ou seja: A x B #
B x A (a nao ser que os elementos de "A" sejam iguais aos de "B").

BxA=1{(41) (42),(4,3), (51),(52), (53) }

Observagao: Se o nimero de elementos de "A" é "m" e o niumero de ele-
mentos de "B" € "n", entdo o nimero de elementos de "A x B" é "m x n".

Curiosidade: O termo "produto cartesiano" foi dado em homenagem ao
matematico francés René Descartes.

4.7. CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO A
Sdo os possiveis subconjuntos de um conjunto.
Exemplo: Dado A = {1,2,3}, o conjunto das partes de "A" é:
P(A) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} }
Se A tem n elementos, P(A) tem Z*elementos.
P(A) = {x | x c A}
Em relagdo ao conjunto A, x é um subconjunto.
Em relagdo ao conjunto P(A), x é um elemento.
ou seja: xc Aex e P(A)

Portanto: {1,2} c A {1,2} € P(A)
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4.8. TESTE DE AVALIAGAO - CONJUNTOS

37

1) Dados os conjuntos A = {a, b, c,d}, B={a, c,e} eC = (b, ¢, d, e}, determinar o conjunto (A -
C)u(C-B)u(AnBNnCQC):

a){a, b, c e}

b) A

c) {b, ¢, d}

d)C

e) nenhuma das alternativas anteriores

2) Se A é o conjunto dos inteiros multiplos de 4 e B o conjunto dos inteiros multiplos de 6, entdo A
~ B é o conjunto dos inteiros multiplos de:

a) 2
b) 6
c) 12
d) 24
e) 36

3) Sejam 3 conjuntos finitos, A, B e C. Determine o nimero de elementos de A n (B u C) sabendo-
sequen(AnB)=15n(AnC)=8en(AnBnC)=3.

a) 10
b) 15
c) 17
d) 20
e) 23

4) Numa classe de 35 alunos, 13 sdo os que jogam voleibol; 22 os que jogam futebol; 15 os que
jogam futebol e ndo jogam voleibol. Dai podemos concluir que o nimero de alunos que ndo joga fu-
tebol nem voleibol é:

5) Dado o conjunto A = {1, 3, 5, 6}. Quantos sdo os subconjuntos de A?

a) 16
b) 15
c) 12
d) 11
e) Nenhuma das alternativas anteriores

6) Dado o conjunto A = {3, 7, 9} é incorreto afirmar que:

a){3,9} cA

b) O conjunto A tem 8 subconjuntos
c) @ é um subconjunto de A

d) {3} € P(A)

e){7y e A

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA
ELEMENTAR

Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO

38

7) Dado os conjuntos A =42, 3,5,7,8eB={2,4,5, 6, 7}, o complemento de A n B, em rela-
cdoaAuBé:

a) {4, 6}

b) {3, 4, 6, 8}
c){2,5, 7%
d) {2, 3,4, 8}
e) {3, 8}

8) Dado os conjuntos A ={1,2,3,5,6,8,11},B=4{0,1,3,5,7,8,eC={0,1,2,5,6,7%},0
numero de elementos de (A U B) e de (B u C), é respectivamente:

a)9e8
b) 10e9
c)10e38
d)9e7?7
e)l1e9

9) Num levantamento feito numa empresa com 80 funcionarios, constatou-se o seguinte: 39 falam
inglés, 24 falam espanhol, 12 falam francés, 15 falam inglés e espanhol, 7 falam inglés e francés, 4
falam espanhol e francés e 3 falam os trés idiomas. Com base nessas informagdes podemos conclu-
ir gue o nimero de funcionarios que ndo falam nenhum dos trés idiomas é:

a) 23
b) 19
c) 30
d) 28
e) 25

10) O numero de elementos da unido de dois conjuntosAe B én (A uUB) = 10. Sen(A) =5
e n(A n B) = 2, o nimero de elementos n(A - B) é:

a)7
b) 5
c)3
d) 8
e) Nenhuma das alternativas anteriores
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Gabarito

1)b
2)c
3)d
4) c
5)a
6) e
7)b
8) a
9)d
10) c

4.9. CONJUNTOS - RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
A={a,b,c d}
B={a c e}
C=(b,c d e}
Logo temos:
(A-C)=Aa}
(C-B) ={b,d}
(AnBnC)={c}
Portanto:
(A-CQu(C-B)u(AnBnC)={a}u{b d}u{ck
(A-CQQu(C-B)u(AnBnC)={a, b, c d}
Ou seja:

Resposta: (A-C)u (C-B)U(ANnBNC)=A
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Teste 2
A ={4,8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, ...}
B = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, ...}
Logo:
AN B = {12, 24, 36, 48, 60, ...}

Observacdo: Outra forma de resolver esse problema é tirar o MMC entre 4
e 6 (que sera visto na aula 6 - Calculo Elementar)

MMC(4, 6) = 12

Resposta: A N B é o conjunto dos inteiros miultiplos de 12

Teste 3
n(AnB) = 15
n(AnC) =38
n(AnBnC)=3
nimero de elementos de An (Bu C) = ?
Para resolver esse problema, vamos utilizar o Diagrama de Venn
- Inicialmente inserimos 3 na area delimitada por A~ B n C.

- O numero de elementos de A ~ B = 15. Logo o nimero de elementos de
(AnB)-(AnBANC)é:

15-3 =12.

- O numero de elementos de A ~n C = 8. Logo o nimero de elementos de
(AnC)-(AnBANC)é:

8-3=5.

Logo temos:
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\/

B U C é indicado pela area em destaque:

a
\/

Logo, A n (B u C) é indicado pela area em destaque:

a
\/

Portanto o nimero de elementosde An (BuC) é: 12+ 3 +5 =20

Resposta: Nimero de elementos de A n (B U C) = 20 elementos
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Teste 4

No diagrama de Venn, inicialmente vamos representar os que jogam fute-
bol e ndo jogam voleibol:

Yoleibol

Como sdo 22 os que jogam futebol, temos:

Yoleibol

E como sdo 13 os que jogam voleibol, temos:

Yoleibol

Portanto o nimero de alunos que jogam futebol ou voleibol é: 15 + 7 + 6
= 28 alunos.

Como na classe ha 35 alunos, concluimos que 7 alunos (35 - 28 = 7) nao
jogam futebol nem voleibol.

42
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Yoleibol

Resposta: 7 alunos nao jogam futebol nem voleibol

Teste 5
A=4{1,3,5, 6}
O conjunto A tem 4 elementos, logo o nUmero de subconjuntos de A é:
nEay = 20 = 24 = 16

A saber, os subconjuntos de A sao: {&, {1}, {3}, {5}, {63}, {1, 3}, {1,
5} {1, 6}, {3, 5}, {3, 6}, {5, 6}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 5, 6}, {3, 5, 6}, {1,
3,5 6}}

Resposta: O niumero de subconjuntos de A é 16

Teste 6
Dado: A ={3, 7,9}
E incorreto afirmar que: {7} < A, pois {7} é um subconjunto de A.
Portanto o certo seria: {7} c Aou {7} e P(A)ou 7 € A

Resposta: E incorreto afirmar que: {7} ¢ A
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Teste 7
A=4{2,3,57,8eB={2,4,56,7}
(AuB)=4{2,3,4,56,7, 8}
(AnB)={2,5 7}

O complemento de A n B em relagdo a A U B, sao os elementos que exis-

tem em A U B e ndao existem em A n B, ou seja:

(AuB)-(AnB)=14{3,4,6,8}

Resposta: o complemento de A N B, em relacioa A U B é {3, 4, 6,

8}

Teste 8
A=4{1,,2,3,56,8,11},B=4{0,1,3,5,7,8eC={0,1,2,5,6, 7}
n(AuB)=7?
n(BuC)="7?

(AnB)={1,3,5, 8}

(BnC)=40,1,5,7}

n(AuB)=n(A)+nB)-n(AnB)=7+6-4=9
n(BuC)=nB)+n(C)-n(BNnC)=6+6-4=8

Resposta:n (AuB)=9en(BuC)=8

Teste 9
y Para resolver esse problema, mais uma vez vamos utilizar o diagrama de
enn.

Inicialmente vamos representar nele as pessoas que falam os trés idiomas:
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a
\/

Agora vamos representar também os que falam dois idiomas: 15 falam in-
glés e espanhol, 7 falam inglés e francés, 4 falam espanhol e francés

a
\/

Portanto os que so6 falam inglés sdao: 39 - (12 + 3 + 4) = 39 - 19 = 20, os
que sé falam espanhol sdo: 24 - (12 + 3 + 1) = 24 - 16 = 8 e 0s que so falam
francés sdo: 12-(4 + 3+ 1) = 12 - 8 = 4. Assim temos:

Espanhaol
g

45
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Portanto os funcionarios que falam inglés ou espanhol ou francés séo:
20+ 12+3+4+8+ 1+ 4 =052

Como na empresa trabalham 80 funcionarios, concluimos que 28 funciona-
rios (80 - 52 = 28) ndo falam nenhum dos trés idiomas.

"\

Resposta: Na empresa, 28 funcionarios ndao falam nenhum dos trés

idiomas
Teste 10
n(AuB)=10
n(A) =5
n(AnB) =2

n(AuB)=n(A)+n(B)-n(AnB)
10=5+n(B)-2
n(B)=10-5+2=7

Representando no diagrama de Venn, temos:
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n(A - B) é o numero de elementos que existem em A e ndo tem existem
em B:

Resposta: n(A-B) =3
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AULA 5 - CONJUNTOS NUMERICOS

- naturais (positivas) - (M)

- Inteiros (&)
- - nAo naturais (negativos)
- Racionais (%)

- Drecimais
- Reais (R) < ( fracionarins)

- Irracionais

- Complexos

5.1. CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS

N= {0,1,2,3,4,5,...}
N= nUmeros inteiros positivos com o zero

N*= {1,2,3,4,5,...}
N"= nUmeros inteiros positivos sem o zero

5.2. CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

z=4...-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Z = numeros inteiros positivos e negativos com o zero

z* ={...,-3,-2,-1,1,2,3,...}
Z* = numeros inteiros positivos e negativos sem o zero

Z*=1{0,1,2,3,4,5,...}
Z* = nimeros inteiros positivos com o zero

7-
7-

{...,-5,-4,-3,-2,-1,03}
numeros inteiros negativos com o zero

Observacdo: E convencdo geral que o asterisco (*) retira o zero de qual-
quer conjunto numeérico e que um sinal (+) ou (-) a direita, na parte superior ou
inferior da letra representativa, indica niUmeros positivos ou negativos, respecti-
vamente.

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA
ELEMENTAR

Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO

5.3. CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS

NUmeros racionais sdo numeros que podem ser escritos em forma de fra-
¢do, onde numerador e denominador sdo numeros inteiros e o denominador é um
numero diferente de 0 (zero).

@={%|ae£ebe£*}

Exemplos:
_05--1 213 = 213
2 100
0,3333... = = _1,341414141... = - 212
3 450
0,18888... = =
90

Observacdo: Todos os numeros inteiros e todas as dizimas periddicas sdo
racionais.

5.4. CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

NUmeros irracionais sdo numeros que ndo podem ser escritos em forma de
fracdo.

Exemplos:

1,4142...

Wl N

1,7320...

3,14159...
2,71828...
1,6180339887...
141441444144441...

T
e

%]
0,

Observacdo: Os numeros irracionais apresentam infinitas casas decimais,
sem repeticdo periddica.

5.4.1. Numeros irracionais - Descoberta

Foram os gregos os primeiros a descobrir que havia nimeros como , que
nao podiam ser expressos em forma de fragao, e ficaram um tanto embatucados
com isso.

49
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5.4.2. O irracional TT - Origem e historia

Os egipcios sabiam trabalhar muito bem com razdes. Descobriram logo que
a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e o seu diametro é a mesma
para qualquer circunferéncia, e o seu valor € um numero "um pouquinho maior
que 3". E essa razdao que hoje chamamos .

Para chegar ao valor de n expresso por 3 1/6, que & aproximadamente
3,16, os egipcios ha 3 500 anos partiram de um quadrado inscrito em uma cir-
cunferéncia, cujo lado media 9 unidades. Dobraram os lados do quadrado para
obter um poligono de 8 lados e calcularam a razdo entre os perimetros dos octé-
gonos inscrito e circunscrito e o diametro da circunferéncia.

Os egipcios conseguiram uma aproximacgdao melhor que a dos babildnios,
para os quais "o comprimento de qualquer circunferéncia era o triplo de seu dia-
metro"”, o que indicava o valor 3 para «.

O indiano Brahmagupta deixou-se levar pelas aparéncias e julgou que o
verdadeiro valor de = fosse a raiz quadrada de 10, ou seja, 3,162278...

Por volta de 200 a.C., Arquimedes, calculando as areas de poligonos de 96
lados, concluiu que = € menor que 3 + 10/70 e maior que 3 + 10/71, ou seja, es-
ta entre 3,1408 e 3,1418. Isto esta descrito num livro que ele escreveu chamado
"A medida de um circulo".

AP g

Arquimedes

Com um poligono de 720 lados inscrito numa circunferéncia de 60 unidades
de raio, Ptolomeu, que viveu em Alexandria, no Egito, por volta do século III d.C.,
conseguiu calcular o valor n como sendo 377/120, que é aproximadamente igual
a 3,1416, uma aproximacgao ainda melhor que a de Arquimedes.

O fascinio pelo céalculo do valor exato de n também tomou conta dos chine-
ses. No século III d.C., Liu Hui, um copiador de livros, conseguiu obter o valor
3,14159 com um poligono de 3 072 lados. Mas no fim do século V, o matematico
Tsu Ch'ung-chih foi mais longe ainda: encontrou como valor de = um numero en-
tre 3,1415926 e 3,1415927.
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Viéte, um dos matematicos mais importantes do século XVI, calculou = com
10 decimais exatas.

Até o século XV, o melhor valor para = havia sido encontrado pelo matema-
tico arabe al-Kashi: 3,1415926534897932. Mas o calculo mais impressionante foi
efetuado pelo matematico holandes Ludolph van Ceulen (1540-1610) no final do
século XVI (em 1596). Comegando com um poligono de 15 lados e dobrando o
numero de lados 37 vezes, Ceulen obteve um valor para = com 20 casas deci-
mais. Logo em seguida, usando um numero de lados ainda maior, ele conseguiu
uma aproximagdao com 35 casas decimais! Tamanha deve ter sido a emocgao de
Van Ceulen que, na sua morte, sua esposa mandou gravar no timulo o valor de n
com as 35 casas decimais.

Em 1824, Gauss escreveu-o com 200 casas; Richter, trinta anos depois,
chegava as 500 casas decimais.

Hoje computadores calculam, em segundos, o valor de pi com 100, 1000,
10000, milhdes de casas decimais!

Pi=3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058209
74944592307816406286208998628034825342117067982148086513282306647
09384460955058223172535940811284811174502841027019385211055596446
22948954930381964428810975665933446128475648233786783165271201909
1456485669234603486104543266482...

Nenhuma aplicacdo pratica, entretanto, requer uma precisdo maior que o
valor de n com 10 casas decimais: 3,1415926536. Esse valor é facilmente memo-
rizavel, utilizando-se a frase que funciona mnemonicamente:

"Nés e todo o mundo guardamos pi usando letra por numero."

Basta lembrar que o numero de letras de cada palavra corresponde aos al-
garismos de ~.

Em 1737, Euler tornou conhecido o simbolo n para representar esse nime-
ro irracional.

5.4.3. O Irracional "g"

¢ =1,6180339887...

@ é considerado simbolo de harmonia.

Os matematicos gregos usaram-no para calcular as dimensdes do Partenon
de Atenas. Leonardo da Vinci, nos seus trabalhos artisticos; e no mundo moder-
no, o arquiteto Le Corbusier, com base nele, apresentou, em 1948, "O modulor".
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O numero de ouro descobre-se:

Numa infinidade de animais (como na concha Nautilus);
Nas flores;

Nos frutos;

Na formacdo das arvores;

Na disposicdo das folhas em certas plantas;
Na espiral logaritmica;

Na construgdo do decagono regular;

Na construgdo do pentagono regular;

Em varios poliedros regulares;

Na piramide de Quedps;

Em muitas obras de arte;

Nas dancas classicas;

Nas grandes catedrais da Idade Média;

Na Arquitetura;

Na Pintura e na Escultura;

Na Poesia.

5.5. CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

O conjunto dos numeros reais é formado por todos os nimeros racionais e
todos os numeros irracionais. Pelo que foi exposto, concluimos que:

NCZICQCR

5.6. CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS
Numero complexo é todo nimero do tipo: a + bi, onde:
aeER, beR, 1= «.u'{—_l

a = parte real;
bi = parte imaginaria

O estudo dos numeros complexos ou imaginarios foi motivado pela neces-
sidade de se dar uma interpretacao a raiz quadrada dos niUmeros negativos. A in-
terpretagdo da raiz quadrada de um numero negativo constituiu durante o século
XV um grande obstaculo para os matematicos da época.

5.6.1. Curiosidades

Um dos primeiros matematicos que expds uma teoria sobre as raizes qua-
dradas de nGimeros negativos foi Raffaele Bombeli, que em seu Tratado de Alge-
bra, publicado em Bologna (1572), mostrou que elas representavam um novo en-
te algébrico.
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Dois séculos depois, estes estudos foram ampliados por Wessel, Argand e
Gauss que sao considerados os criadores da teoria dos nUmeros complexos.

Em 1797 Caspar Wessel descobriu a representacdo grafica de numeros
complexos que foi publicada na revista da Academia Dinamarquesa de 1798; po-
rém a obra de Wessel ficou quase desconhecida, por isso o plano de nimeros
complexos € hoje chamado usualmente plano de Gauss, embora o matematico a-
lemdo Carl Friedrich Gauss ndo publicasse suas idéias sendo cerca de trinta anos
depois. E curioso saber que ninguém antes de Wessel e Gauss deu o passo 6bvio
de pensar nas partes real e imaginaria de um nimero complexo a + bi como co-
ordenadas retangulares de pontos de um plano.

Em 1777 o matematico suigo Leonhard Euler criou o simbolo "i" “para re-
presentar a raiz quadrada de -1.

Carl Friedrich Gauss

5.6.2. Aplicacao

A partir do século 19, os nimeros complexos encontraram grande uso no
estudo da Mecanica de Fluidos, da Eletricidade e outros fendmenos em meios
continuos. Hoje, sdo instrumental absolutamente necessario em inUmeros campos
da Ciéncia e Tecnologia.

5.7. INTERVALOS NUMERICOS

Dado dois numeros reais a e b, com a condicdo a < b, temos os seguintes
tipos de intervalos com extremos a e b:

5.7.1. Intervalo fechado

E o conjunto formado por todos os nimeros reais compreendidos entre a e
b, inclusive os extremos a e b.
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a b

[abl={xeR|azx=b}

5.7.2. Intervalo aberto

Eo conjunto formado por todos os nimeros reais compreendidos entre a e
b, excluindo os extremos a e b.

O O

a b

[ab]l={xeR|a<x<b}

5.7.3. Intervalo fechado a esquerda e aberto a direita

Eo conjunto formado por todos os nimeros reais compreendidos entre a e
b, incluindo o extremo a e excluindo o extremo b.

L O

a b

[ab]l={xeR|a<x<h}

5.7.4. Intervalo fechado a direita e aberto a esquerda

E o conjunto formado por todos os niimeros reais compreendidos entre a e
b, excluindo o extremo a e incluindo o extremo b.

O 1

a b

[ab]l={xeR|a<x<b}
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Exercicio:

1) Calcular [-9, 6] n 13, 9]

3 &
Solugan

S = ]13,6]

S={xeR|3<{x <6}
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5.8. TESTE DE AVALIAGCAO - CONJUNTOS NUMERICOS

56

1) Qual é a afirmativa falsa?

a)Z UN* =7

b)R o Q
C) Z nN*¥= &
d)QnZ =Q
e)Z" =N

2) Considerando o intervalo [1, 5] é correto afirmar que:

a) {1,5} =[1, 5]
b) {1, 5} [1, 5]
c) {1, 5} <=[1,5]
d) {1,5}>1[1, 5]
e) nenhuma das alternativas anteriores

3) Qual é a afirmativa falsa?

a) Todo numero real pode ser escrito na forma decimal

b) O produto de dois nimeros irracionais ndo pode ser um nimero racional

c) Todo numero racional pode ser escrito em forma de fragao

d) Os numeros irracionais apresentam infinitas casas decimais, sem repeticdo periddica
e) NUumero real é todo numero racional ou irracional

4) O intervalo resultante de ]1, 3[ - ]2, 3] é:

a){xek|1l<x<2}
b){xek|1<x =3}
A){xek]|2<x £3}
d){xek]|2=z=x<3}
e){xek|1<xz2}

5) Dado os intervalos A = ]-1; 2[ e B = ]0; 3], entdo A n B e A U B sao, respectivamen-
te:

a) 10; 2] e J-1; 3]
b) [0; 2[ e [-1; 3[
c) 10; 2[ e ]-1; 3]
d) [0; 2[ e [-1; 3]
e) 10; 2] e J-1; 3[
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Gabarito

1)d
2)c
3)b
4) e
5)c

5.9. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
A afirmativaQnZ = QéfalsapoisQnZ = Z

Resposta: A afirmativafalsaéQnz = Q

Teste 2

[1, 5] € um intervalo fechado que contém todos os nimeros reaisde 1 a 5
(inclusive 1 e 5).

{1, 5} € um conjunto com os nimeros 1 e 5.
Logo:

- Ndo é correto afirmar que {1, 5} = [1, 5], pois o conjunto {1, 5} contém
somente os nimeros 1 e 5, enquanto o intervalo [1, 5] contém todos os nimeros
reais de 1 a 5 (inclusive 1 e 5)

- Ndo é correto afirmar que {1, 5}  [1, 5], pois {1, 5} € um conjunto (ou
subconjunto).

- E correto afirmar que {1, 5} c [1, 5], pois o conjunto {1, 5} esta contido
no intervalo [1, 5].

- Ndo é correto afirmar que {1, 5} o [1, 5], pois o conjunto {1, 5} ndo
contém [1, 5] e sim o inverso. Ou seja, o correto seria afirmar que [1, 5] o {1,

5}

Resposta: A alternativa correta é {1, 5} c [1, 5]
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Teste 3
O produto de dois nimeros irracionais pode ser um nimero racional
Exemplo:

4 28 & um namero irracional

4 B3 & um namero irracional

J28 . JB3 = f28 B3 = J1764 = 42

E 42 é um numero racional

7

Resposta: A alternativa falsa € a que diz que: "O produto de dois
nameros irracionais nao pode ser um niamero racional".

Teste 4
11; 3[ - 12, 3]

A solugao sdao os pontos que existem no intervalo ]1, 3[ e nao existem no
intervalo ]2, 3]

Lad

O0—= 171, 3[

| PEIESLEE
L

=12, 3]

2

I

I

|

|

1

|

I

[}

42
1 | 2

Solugao

Resposta: {x e k| 1 < x 22}
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Teste 5
A=1]-1; 2[ e B =1]0; 3]
S1=AnB=7
S2=AuB=7
=1 0 2 3
> X
O O p A
& & » B
{ :‘, » S1
O PN » Sz

Resposta: AnB =1]0; 2[ e A UB =]-1; 3]
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AULA 6 - CALCULO ELEMENTAR

6.1. REGRA DOS SINAIS

+ com +
+ com -
- com -
- com +

I mnn
4+ 0 4

Observacdo: Um numero sem sinal a sua esquerda é considerado positivo
(maior que zero), ou seja: 3 = +3 ou +3 = 3.

Exemplos:
Soma e Subtracao:

2+ (+3)=2+3=5
2+ (-3)=2-3=-1
e2-(-3)=2+3=5
e2-(+3)=2-3=-1

Multiplicacdo:

o (+2)x (+3) =6
e (+2)x (-3) =-6
*(-2)x(-3) =6

o (-2) x (+3)=-6

Divisao:

o (+6)/ (+3) =2
*(+6)/(-3)=-2
*(-6)/(-3)=2

°(-6)/ (+3) =-2

6.2. EXPRESSOES ARITMETICAS

e () parénteses
e [ ] colchetes
e { } chaves

Regra: Primeiro resolvem-se os parénteses, depois os colchetes e final-
mente as chaves, obedecendo a seguinte ordem: primeiro multiplicacdo e divisao,
depois soma e subtragao.

60
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Exercicio:

Calcular: 18-{7+[3x7-(5x2-3)-(2+2x3)]}+3
18-{7+4+[3x7-(10-3)-(2+6)]}+3
18-{7+[3x7-7-8]}+3
18-{7+[21-7-8]1}+3

18-{7+[21-15]}+3

18-{7+6}+3

18-13+3=5+3=8

Resposta = 8

Observacdo: Algoritmo é o conjunto de regras operativas cuja aplicacdo
permite resolver um problema formulado por meio de um numero finito de opera-
goes.

6.3. VALOR ABSOLUTO OU MODULO

Mddulo de um nimero real (ou expressdo algébrica) é o valor que o nume-
ral representa independentemente do sinal.

Exemplos:

-2 =2  |+2]=2

NF31 =33 1T I= 3
Observacdo: O médulo de um ndmero real nunca é negativo.

Curiosidade: A regra menos vezes menos da mais foi criada pelo mate-
matico italiano GIROLAMO CARDANO.

6.4. SINAL DE SOMATORIA

A letra grega Z(sigma), chamada sinal de somatéria, é usada para repre-
sentar, abreviadamente, a adigdo de varias parcelas quando estas se deduzem de
uma mesma expressdo algébrica.

Debaixo e em cima da letra Zcolocamos o primeiro e o Ultimo valor que
toma a variavel da expressdo algébrica.
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Exemplo:

[}
2

1
Que se |é: somatodria de n2 desde n=1 até n=6

O sinal de somatoria indica que devemos substituir, sucessivamente, "n"
pelos niumeros naturais 1, 2, 3, 4, 5 e 6 a fim de obter as parcelas da adigdo re-
presentada. Entdo:

2

=T+ +F +4 +5 + 5

_l‘--'jcn

6.5. MULTIPLOS E DIVISORES

6.5.1. Divisao ndao exata

Exemplo: A divisdo de 20 por 7 ndo é exata, pois o resto desta divisdo ndo
é zero

||-ru
il O

LZ_
2

e Dividendo = 20
e Divisor = 7

e Quociente = 2
e Resto = 6

20=(7x2)+6

| Dividendo = (Divisor x Quociente) + Resto

6.5.2. Divisao exata

Dado 2 numeros inteiros: "a" e "b" (|a| > |b]|); se a divisdo de "a" por "b"
for exata (resto 0), dizemos que "a" é multiplo de "b" e que "b é divisor de "a".

Indica-se por M(a) o conjunto dos multiplos de "a" e por D(a) o conjunto
dos divisores de "a".

Exemplo: 16 e 4

A divisdao de 16 por 4 é exata (resto = 0), portanto 16 € multiplo de 4 e 4 é
divisor de 16.
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6.5.3. Teorema

Dadoa =b + ¢, se "x

é divisor de "a" e de "b", entdo "x" é divisor de "c".

Exemplo: 70 = 49 + 21

7 é divisor de 70 e 49, logo 7 é divisor de 21.

6.6. NUMEROS PARES E NUMEROS IMPARES

Um numero inteiro "a" é par se, e somente se, for multiplo de 2. Caso con-

trario o niumero "a" é impar.

Observacdo: O numero 0 (zero) é um numero par.

6.6.1. Soma dos "n" primeiros numeros naturais impares

Pitagoras descobriu que n2 é igual a soma dos n primeiros numeros natu-
rais impares.

Exemplos:

1) Soma dos 3 primeiros numeros naturais impares (1 + 3 + 5) é igual a
32 =09,

2) Soma dos 5 primeiros nimeros naturais impares (1 + 3+ 5+ 7 + 9) é
igual a 52 = 25.

3) Soma dos 10 primeiros numeros naturais impares (1 +3+5+ 7 +9 +
11 + 13+ 15 +17 + 19) éigual a 102 = 100.

6.7. NUMEROS PRIMOS

NUmero primo é todo numero inteiro que é divisivel somente por ele mes-
mo e por £1 (com excecdo dos numeros 0 e £1).

Os Unicos numeros pares que sdo primos sdo: 2 e -2.

Os numeros primos sdo: {2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, ...}
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6.7.1. Nimeros primos entre si

Dois numeros inteiros sao ditos primos entre si quando ndo existir um divi-
sor maior do que 1 que divida ambos. Isto significa que o maximo divisor comum
dos primos entre si é igual a 1.

Por exemplo, 12 e 13 sdo primos entre si; porém, 15 e 21 ndo o sdo por-
gue ambos sdo divisiveis por 3.

6.7.2. Curiosidades

1) Muitas pessoas acham que a palavra primo - para denotar os nimeros
primos - estad associada a alguma analogia de parentesco. Essa idéia é totalmente
errada. "Primo" refere-se a idéia de primeiro, e tem sua origem numa velha con-
cepcdao numeérica dos pitagodricos. A nocdo de numero primo foi, muito provavel-
mente, introduzida por Pitdgoras, em 530 AC, sendo que a mesma desempenhou
um papel central tanto na matematica como no misticismo pitagérico.

2) O grego Eratdstenes desenvolveu um método conhecido como "crivo de
Eratéstenes" para separar os nimeros primos, menores de 100, dos nimeros néo
primos. O método consiste em se riscar (dai o nome Crivo) primeiro o numero 1,
gue ndo é primo, em seguida os multiplos de 2, depois os de 3, depois os de 5 e
assim por diante. Os nimeros que restarem sdo primos.

3) No volume IX da obra "Os Elementos"”, consta o seguinte teorema:
"NUumeros primos sdao mais do que qualquer quantidade fixada de numeros pri-

mos"; isto é, Euclides da a prova elementar bem conhecida do fato que ha infini-
tos nimeros primos.

4) O maior niumero primo conhecido é 2 6972593 -1, que tem 2.098.960
digitos e foi descoberto em 1/6/99 por Nayan Hafratwala, um participante do
GIMPS, um projeto cooperativo para procurar primos de Mersenne.
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6.8. NUMEROS COMPOSTOS

NUmero composto é todo nimero que ndo é primo. Os nidmeros compostos
sdo divisiveis por um ou mais nimeros primos.

Os numeros compostos sdo: {4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20,...}

6.8.1. Teorema fundamental da Aritmética
Todo nimero composto é igual a um produto de nimeros primos.
Exemplo:

60=2x2x3x5 60 =22x3x5
6.9. DIVISIBILIDADE

6.9.1. Divisibilidade por 2

Todos os numeros pares sao divisiveis por 2.

6.9.2. Divisibilidade por 3

Um numero é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos € divisivel
por 3. Exemplo: 991.437

A soma dos algarismos do nimero € 33 que é divisivel por 3, logo 991.437
é divisivel por 3.

6.9.3. Divisibilidade por 4

Um numero é divisivel por 4 quando seus dois ultimos algarismos forma-
rem um numero divisivel por 4.

Exemplo: 547.836

(36 ¢ divisivel por 4, logo 547.836 é divisivel por 4)

6.9.4. Divisibilidade por 5

Um numero é divisivel por 5 quando seu ultimo algarismo é 0 (zero) ou 5
(cinco).
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Exemplos:

e 17.545
e 217.240

6.9.5. Divisibilidade por 6
Um numero é divisivel por 6 quando é par e divisivel por 3.

Exemplo: 7110 (o niumero é par e divisivel por 3).

6.9.6. Divisibilidade por 7

Um ndmero é divisivel por 7 se o dobro do ultimo algarismo, subtraido do
numero sem o Ultimo algarismo, resultar um numero divisivel por 7. Se o nimero
obtido ainda for grande, repete-se o processo até que se possa verificar a divisdo
por 7.

Exemplo: 203

3x2=6

20-6 =14

14 é divisivel por 7, logo 203 também é divisivel por 7
Exemplo: 2191

1x2=2

219 -2 =217

7x2=14

21-14 =7

7 é divisivel por 7, logo 2191 também é divisivel por 7

6.9.7. Divisibilidade por 8

Um numero é divisivel por 8 se o nimero formado pelos seus trés ultimos
algarismos é divisivel por 8.

Exemplo: 7112 é divisivel por 8, pois 112 é divisivel por 8.
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6.9.8. Divisibilidade por 9

Um numero é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos é divisivel
por 9.

Exemplo: 198 (a soma dos algarismos € 18 que ¢é divisivel por 9)

6.9.9. Divisibilidade por 10
Um numero é divisivel por 10 quando seu ultimo algarismo é 0.

Exemplo: 4320

6.9.10. Divisibilidade por 11

Um numero é divisivel por 11 se a soma dos algarismos de ordem par (Sp)
menos a soma dos algarismos de ordem impar (Si) € um nimero divisivel por 11.
Como um caso particular, se Sp-Si=0 ou se Si-Sp=0, entdo o numero ¢é divisivel
por 11.

Exemplo: 829653

Sp=5+9+8=22

Si=3+6+2=11

Sp-Si=22-11=11

11 é divisivel por 11, logo 829653 € divisivel por 11
Exemplo: 3157

Sp=5+3=8

Si=7+1=8

Sp-Si=8-8=0

Sp-Si= 0, logo 3157 é divisivel por 11

6.9.11. Teorema

Dado os nimeros inteiros e primos: "a", "b" e "c":

Se "c" é divisivel por "a" e por "b", entdo "c" é divisivel pelo produto "a x b".
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Como consequéncia desse teorema, temos as regras de divisibilidade por:
6, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, etc.

Um numero é divisivel:

e por 6, se é divisivel por 2 e por 3
e por 10, se é divisivel por 2 e por 5
e por 12, se é divisivel por 2 e por 6
e por 14, se é divisivel por 2 e por 7
e e assim por diante...

Observacdo: Podemos aplicar as regras de divisibilidade para qualquer nu-
mero. Entretanto, a aplicacdo de algumas é tdo trabalhosa que ndo se justifica o
Seu uso.

6.10. FATORACAO

Fatorar um numero significa decompo-lo em fatores primos.

Exemplos:
o 2 150 2
35| 5§ 75 3
7 25| 5
1 5 5
1

70=2.5.7 150=2.3.5.5=2.3.52

6.11. MAXIMO DIVISOR COMUM (MDC)

O maior divisor comum entre dois ou mais nimeros € chamado maximo di-
visor comum (MDC)

6.11.1. 1° método

O MDC de varios numeros ou expressdes € igual ao produto dos fatores
comuns , elevados respectivamente aos menores expoentes

Observacdo: Fator é cada elemento de uma multiplicagao.
Exercicios:

1) Determinar o MDC dos numeros 300, 420 e 540.
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300 | 2 420 | 2 540 | 2

150 | 2 210 | 2 270 | 2

75 | 3 105 | 3 135 | 3

25 | & 35 | s 45 | 3

5 7 15 | 3

1 1 5 | 5

1

300 =22.3.52
420=22.3.5.7
540 =22.33.5
MDC =22.3.5
MDC = 60

2) Determinar o MDC das seguintes expressdes: 300 . a2 . h*. x3 e 210.
a3.b3.x2

200 | 2 210 2
150 | 2 s | 3
75 3 35 5
25 5 7 b
= = 1
1

300.a2. b x3=22,3,52 a2, h* x3
210.a3.b3.x2=2.3.5.7.a3.b3.x2
MDC=2.3.5.a2.b3.x2

MDC = 30.a2.b3.x2

6.11.2. 2° método: Método das divisoes sucessivas

Divide-se o niUmero maior pelo menor, obtendo-se um resto; a seguir divi-
de-se o divisor por esse resto obtendo-se um 2° resto; divide-se o 1° resto pelo
20 resto obtendo-se um 3° resto e assim sucessivamente até obtermos uma divi-
sdo exata (resto 0). O ultimo divisor é o MDC.

Observagdo: Para achar o MDC de trés numeros, acha-se o MDC dos dois
primeiros; e depois o MDC do resultado anterior com o 3° ndmero.
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Exercicios:

1) Determinar o MDC dos numeros 620 e 240
Resto (620/240) = 140

Resto (240/140) = 100

Resto (140/100) = 40

Resto (100/40) = 20

Resto (40/20) =0

MDC(620, 240) = 20

2) Determinar o MDC dos numeros 300, 420 e 540
Resto (540/420) = 120

Resto (420/120) = 60

Resto (120/ 60 ) =0
MDC(540,420) = 60
Resto (300/ 60 ) =0

MDC(300, 420, 540) = 60

Curiosidade: No volume VII da obra "Os Elementos", Euclides enuncia re-
gras fundamentais para a Teoria dos NUmeros como o conhecido "Algoritmo de
Euclides", que permite encontrar o maximo divisor comum entre dois nimeros.

6.12. MINIMO MULTIPLO COMUM (MMC)

O menor multiplo comum entre dois ou mais niumeros é chamado minimo
multiplo comum (MMCQC).

6.12.1. 1° método

O MMC de varios niumeros ou expressoes é igual ao produto de todos fato-
res elevados respectivamente aos maiores expoentes .
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Exercicios:

1) Determinar o MMC dos numeros 300 e 210
300 =22.3.52

210=2.3.5.7

MMC(300,210) = 22 .3 .52 .7
MMC(300,210) = 2100

2) Determinar o MMC das seguintes expressdes: 420 . a2 . b* x3 e 180.
a3.b2.x

420 .a2. b x3=22,3.5.,7 .32, bt x3
180.a3.b2.,x=22,.32,5.,a3.b2,x
MMC =22,.32,5,7.a3.b* x3

MMC = 1260 . a3 . b*, x3

6.12.2. 2° método: Decomposicao simultanea

Exercicio: Determinar o MMC dos niumeros 300 e 210

200 210 2

150 108 | 2
75 105 | 3
25 35 5
= 7 =
1 7
1 1

MMC(300, 210) =22.3 .52 .7
MMC(300, 210) = 2100
Teorema:

Se: aEN*e beMN* entio:

| MDC(a,b) . MMC(a,b) = a . b
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Exercicio:

Sabendo-se que o MDC(300, 210) = 30, determine MMC(300, 210).
30 x MMC(300, 210) = 300 x 210

30 x MMC(300, 210) = 63000

MMC(300, 210) = 63000 / 30

MMC(300, 210) = 2100

Curiosidade: Também, no volume VII da obra "Os Elementos", Euclides
enuncia uma regra para encontrar o minimo multiplo comum de varios numeros.
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6.13. TESTE DE AVALIAGAO - CONJUNTOS NUMERICOS

73

1) A soma dos 25 primeiros nimeros impares é:

a) 625
b) 620
c) 631
d) 623
e) 627

2) Ordenando os numeros racionais a = 3/4, b = 17/24 e c= 35/48, obtemos:

a)a<c<b
b)b<a<c
c)c<a<b
dyb<c<a
e)c<b<a

3) Qual dos nimeros abaixo é primo?

a) 747
b) 401
c) 351
d) 301
e) 4367

4) O conjunto A é formado por todos os divisores de 48 ou 60; entdo o nimero de elementos do conjunto A é:

a) 16
b) 10
c) 22
d) 18
e) 15

5) O valor de inz Lo €
2

a) 30
b) 24
c) 22
d) 28
e) 26

6) A alternativa correta é:

a) O maior divisor de um numero é ele préprio e o0 menor é zero
b) Todos os nimeros primos sdo impares

c) O zero tem infinitos divisores

d) O nimero 1 é multiplo de todos os niumeros primos

e) Os numeros 91 e 21 sdo primos entre si

7) Deseja-se dividir trés pecas de fazenda que medem respectivamente: 112, 84 e 70 metros em partes iguais e
do maior tamanho possivel. Sendo assim, as pecas devem ser respectivamente divididas em:

a) 8, 7 e 6 partes
b) 8, 6 e 5 partes
c) 9, 8 e 7 partes
d) 9, 7 e 6 partes
e) 10, 8 e 7 partes
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8) Uma engrenagem com dois discos dentados tem respectivamente 45 e 75 dentes, sendo que os dentes sao todos
numerados. Se num determinado momento, o dente nimero 1 de cada disco estdo juntos (em contato), apds quantas
voltas do disco menor, estes dentes voltardo a ficar juntos novamente?

a)7
b) 5
c)6
d) 4
e) nenhuma das alternativas anteriores

9) Num pais republicano, considerando que o Presidente deve permanecer 4 anos no cargo, os senadores 6 anos, e 0s
deputados 5 anos e sabendo que em 1960 houve eleigGes para os trés cargos, em que ano serao realizadas novamente
eleicOes para esses trés cargos?

a) 2000
b) 1980
c) 2008
d) 1990
e) 2020

10) Dois ciclistas percorrem uma pista circular no mesmo sentido. O primeiro ciclista percorre uma volta na pista a cada
36 segundos e o segundo ciclista percorre uma volta na pista a cada 48 segundos. Tendo os dois ciclistas partidos jun-
tos, depois de quanto tempo se encontrardo novamente no ponto de partida?

a) 3 minutos e 12 segundos

b) 2 minutos e 8 segundos

c) 2 minutos e 24 segundos

d) 3 minutos

e) Nenhuma das alternativas anteriores
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Gabarito

1) a
2)d
3)b
4) a
5)e
6) c
7)b
8)b
9) e
10) c

6.14. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1

Conforme Pitdgoras a soma dos n primeiros nimeros naturais impares é
igual a n2, logo a soma dos 25 primeiros nimeros naturais impares é 252= 625

Resposta: A soma dos 25 primeiros niumeros naturais impares é
625

75

Teste 2

Para comparar as trés fragdes devemos deixa-las com o mesmo denomina-
dor. Isso pode ser feito através do MMC (minimo multiplo comum) entre os trés
denominadores.

MMC (4, 24, 48) = ?

4 =22
24 =23 .3
48 =24 .3

MMC(4, 24, 48) = 2%. 3 = 48
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Logo:

a_E_ 3.12_@
4 a7 4a

h_E_ 2.1?_E
24 a7 4a
34

L = —
43

Com os denominadores iguais, basta comparar os numeradores.

Resposta:b<c< a

Teste 3

» 747 é divisivel por 3, pois a soma dos algarismos (7 + 4 + 7 = 18) re-
sulta num numero divisivel por 3.

» 351 é divisivel por 3 e por 9, pois a soma dos algarismos (3 + 5 + 1 =
9) resulta num numero divisivel por 3 e por 9.

» 301 é divisivel por 7, pois:

1x2=2

30 - 2 = 28 que € um numero divisivel por 7

» 4367 é divisivel por 11, pois:

Sp=4+ 6 =10 (Sp = soma dos algarismos pares)
Si = 3 + 7 =10 (Si = soma dos algarismos impares)
Sp-Si=0

Resposta: 401 é o nimero primo
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Teste 4
D(48) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48}
D(60) = {1, 2, 3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60}
D(48) ~ D(60) = {1, 2, 3, 4, 6, 12}
- O numero de divisores de 48 é 10
- O numero de divisores de 60 é 12
- O numero de divisores de 48 e 60 = 6
Logo, o numero de divisores de 48 ou 60 é:
D(48) U D(60) = 10 + 12 - 6 = 16

Resposta: O niumero de divisores de 48 ou 60 é 16

7

Teste 5

jn:—2n=(2: S N HF -2 N -2 N+ E 2.8

=(4-4)+(9-6)+ (16-8)+ (25-10) =0+ 3 + 8 + 15 = 26

Resposta: inz _on = 26
2

Teste 6
1) O maior divisor de um numero é ele proprio e o menor é zero
Incorreto pois divisdo por zero ndo é permitido.
2) Todos os numeros primos sdo impares

Incorreto, pois o niumero 2 é par e € primo.
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3) O zero tem infinitos divisores

Correto, o zero pode ser dividido por qualquer nimero real, com excessao
do proéprio zero.

4) O nimero 1 é multiplo de todos os nimeros primos

Incorreto, o nimero 1 é divisor (e ndo multiplo) de todos os nimeros pri-
mos

5) Os nimeros 91 e 21 sdo primos entre si
Incorreto, pois 91 e 21 sdo divisiveis por 7.

Resposta: E correto afirmar que: "O zero tem infinitos divisores"

Teste 7

Para que as trés pecas possam ser divididas em partes iguais e do maior
tamanho possivel, devemos achar o MDC (maximo divisor comum) entre elas.

MDC (112, 84, 70) = ?

112 =2%.7
84 =22.3.7
70=2.5.7

MDC (112,84,70) =2 .7 =14

Portanto:

A peca de 112 metros deve ser dividida em 8 partes (pois 112 / 14 = 8).
A peca de 84 metros deve ser dividida em 6 partes (pois 84 / 14 = 6).

A peca de 70 metros deve ser dividida em 5 partes (pois 70 / 14 = 5).

Resposta: As pecas devem ser divididas em 8, 6 e 5 partes respec-
tivamente.
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Teste 8

Para resolver essa questdo devemos achar o MMC (minimo multiplo co-
mum) entre 45 e 75.

MMC (45, 75) = ?

45=32.,5 e 75=3.52

MMC (45, 75) = 32x 52 = 9 x 25 = 225

Portanto os dentes voltarao a ficar juntos novamente quando:

- A engrenagem maior tiver completado 3 voltas (225 / 75 = 3), ou
- A engrenagem menor tiver completado 5 voltas (225 / 45 = 5).

Resposta: Os dentes voltarao a ficar juntos novamente quando a
engrenagem menor tiver completado 5 voltas.

Teste 9

Para resolver essa questdo devemos achar o MMC (minimo multiplo co-
mum) entre 4, 6 e 5.

MDC (4, 6, 5) = ?
20+12+3+4+8+1+4=52,

4 =22 6=2.3 5

MDC (4, 6,5)=22.3.5=4.3.5=60

Em 1960 houve eleicdes para os trés cargos, portanto, isso sé voltara a
acontecer apos 60 anos, ou seja: em 2020 (1960 + 60 = 2020).

Resposta: Em 2020 serdo realizadas novamente eleicoes para os
trés cargos
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Teste 10

Para resolver essa questdo, devemos encontrar o MMC (minimo multiplo
comum) entre 36 e 48.

MMC (36, 48) = ?

36 = 22, 32

48 = 2%. 3

MMC (36, 48) = 2%.32 =16 x9 = 144

Portanto ambos os ciclistas somente voltardao a se encontrar no ponto de
partida apds 144 s.

144s =2 min + 24 s

Resposta: Os dois ciclistas se encontrarao novamente no ponto de
partida, apés 2min e 24 s.
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AULA 7 - FRACOES E DIZIMA PERIODICA
7.1. FRACOES

7.1.1. Introducao

Desde muito cedo, a humanidade pressentiu a existéncia de outros nime-
ros, além dos numeros inteiros. Por exemplo, por forca das circunstancias, muitas
vezes, um cacador via-se obrigado a repartir um peixe ou uma outra caga, isto
qguando sé lhe restava uma Unica unidade. Sendo assim, dividia a mesma em du-
as partes iguais, ou em quatro partes, ou ainda em um numero maior de fracGes,
dependendo do numero de pessoas que se encontravam para saciar sua fome.
Neste caso, ele ja estava usando seus conhecimentos espontdaneos sobre fragoes.

De fato, o estudo das fragOes surgiu no Egito as margens do Rio Nilo para
demarcacdo de terras. J& os babilénios usavam as fracGes para registros de suas
transacbes comerciais, representando com os mesmos valores monetarios pro-
prios de sua cultura. Por exemplo, metade ou um meio 2 chamavam de ardalha
e a quarta parte ou um quarto ('4) chamavam de pada.

No cotidiano, existem inimeras situagcGes nas quais se empregam fracles,
como por exemplo, nas eleicdes vence o candidato que obtiver 2 (metade) do to-
tal de votos mais um no primeiro turno ou a maioria simples no segundo; em
mapas e plantas com o uso de escalas; razbes e proporcées empregadas na mu-
sica, na medicina, na fisica, na culinaria, entre outras.

7.1.2. Definigao

Fracdo é todo nimero escrito na seguinte forma:

d  « numerador
b « denominador

onde: "a" e "b" sdo nimeros inteiros e “'b = 0”.

Exemplos:

125
4"3"7
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7.1.3. Historia

"Os homens da Idade da Pedra ndo usavam fracbes, mas com o advento
de culturas mais avangadas durante a Idade do Bronze parece ter surgido a ne-
cessidade do conceito de fracdo e de notacao para fracdes."(BOYER, 1979).

De fato, o estudo de fragdes surgiu no Egito as margens do rio Nilo, pela
necessidade de se realizar a marcacao das terras que se encontravam a margem
do mesmo.

Todos os anos, no més de julho, as aguas do Rio Nilo inundavam uma vas-
ta regido ao longo de suas margens. As aguas do Rio Nilo fertilizavam os campos,
beneficiando a agricultura do Egito. Cada pedaco de terra as margens desse rio
era precioso e tinha que ser muito bem cuidado.

g \
28

.1.

Por volta do ano 3000 a.C. o Farad Sesostris repartiu essas terras entre
uns poucos agricultores privilegiados. S6 que todos os anos em setembro quando
as aguas baixavam, funcionarios do governo faziam a marcacdao do terreno de
cada agricultor. Esses funcionarios eram chamados de agrimensores ou estirado-
res de corda. Isso se explica pelo fato de que usavam cordas com uma unidade
de medida assinalada, essa corda era esticada para que se verificasse quantas
vezes aquela unidade de medida estava contida nos lados do terreno. Mas na
maioria das vezes acontecia da unidade de medida escolhida ndo caber um nime-
ro inteiro de vezes nos lados do terreno.

Para solucionar o problema da medicdo das terras, os egipcios criaram um
novo nimero, o numero fracionario, que era representado com o uso de fracoes.
Os egipcios antigos, que inventaram as fracées ha cerca de 5000 anos atras, ja-
mais usaram fragdes maiores que a unidade. E com excecdo da fragdo 2/3, so re-
presentavam fragdes de numerador um. A escrita dessas fragOes era feita colo-
cando-se um sinal oval sobre o denominador.

escrita egipcia nossa escrita
1
L aE—— -
Il 1
— 12
all
_— s
21
ANAN
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No Sistema de Numeragdo usado pelos egipcios os simbolos se repetiam
com muita frequéncia, tornando os calculos com numeros fracionarios muito
complicados. Com a criagao do Sistema de Numeragdao Decimal, pelos hindus, o
trabalho com as fracdes tornou-se mais simples, e a sua representacao passou a
ser expressa pela razdo de dois niUmeros naturais.

Curiosidade: Segundo consta, o matematico hindu Bhaskara foi o primei-
ro a escrever que nao existe a divisao por zero.

Fracoes entre os antigos egipcios: Os antigos egipcios ndo usavam fra-
¢Oes com numerador maior que 1 nem somavam fragdes iguais de numerador 1.
Assim por exemplo, eles se referiam ao numero 2/5 como 1/3 + 1/15. A velha
preferéncia egipcia por fragdes unitarias continuou na Europa pelo menos até o
ano 1100 d.C.

Fracoes decimais: O conceito de fragdes decimais tem inicio na Idade
Moderna e segundo o trabalho de Silva (1997), s6 no decorrer do século XVI, é
gue os tratados de aritmética apresentam o calculo fracionario de uma maneira
muito proxima ao que esta nos livros dos séculos XIX e XX, considerando fraces
maiores que a unidade e a fragdo como a expressdo de uma divisao.

No entanto, os inconvenientes do calculo fracionario ainda conduziam al-
guns matematicos a procura de resolugdes s6é com a utilizagdo dos inteiros, cul-
minando no final do século com as obras que sistematizavam e difundiam o uso
dos nimeros decimais.

A notacdo moderna das fracdes de acordo com Silva (1997) se deve aos
hindus pela sua numeracdao decimal de posicao e aos arabes que inventaram a
famosa barra horizontal para separar o numerador do denominador. Mas o de-
senvolvimento das fragdes decimais, pouco a pouco fez transparecer o interesse
em prolongar a numeragao decimal no outro sentido, isto &, na representagao dos
numeros "depois da virgula", que permitia a razao sem nenhuma dificuldade para
todas as fragoes.

O uso de fracdes decimais ndo fazia parte do sistema hindu. Na China Anti-
ga, encontra-se um uso acidental de tais fragdes, do mesmo modo na Arabia Me-
dieval e na Europa do Renascimento.

Quando Viete recomendou em 1579, o uso das fracdes decimais no lugar
das sexagesimais, utilizando-se de uma barra vertical para separar a parte inteira
da fracionaria, elas ja eram aceitas pelos matematicos que se encontravam nas
fronteiras da pesquisa. No entanto e muito interessante, encontrado no trabalho
de Silva (1997), que em 1592, Viéte desenvolveu por meio de fracGes esta for-
mula para .

T=
\P
2

1
1 1 /1 {1 1 {1 1l
—+— ||— —t——t— ||—
2 2¥202 22 2%2
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O primeiro tratamento sistematico das fracGes decimais aparece em, 1582,
no trabalho “Die Thiende” do belga Simon Stevin de Bugres, que em 1585, fez
uma recomendacgdo a favor da escala decimal tanto para fragdes quanto para in-
teiros, concentrando-se em tais decimais, centésimos, milésimos,... como nume-
radores inteiros, colocando em um circulo acima ou depois de cada digito a po-
téncia de dez assumida como divisor inspirado em Rafael Bombelli. Assim o valor
aproximado de & aparecia como:

3ID12421326@ ou @0 @@
314 16

ApoOs dez anos, o suico Jobst Birgi (1552-1632) simplificou a notacgédo eli-
minando a mengdo inutil da ordem das fragdes decimais consecutivas, colocando

no alto das unidades simples o signo Uescrevendo entdo: 5?8065?para represen-
tar 578,657.

Segundo Silva (1997), o maior impulso ao uso das fracdes decimais se deu
apos a invengdo dos logaritmos por Johan Napier em 1614. Em sua obra "Des-
criptio" (a traducdo para o inglés em 1616) essas fragdes aparecem como hoje,
com um ponto separando a parte inteira da fracionaria e em "O Rhadologia"
(1617), descreve os calculos com o uso de barras, referindo-se a aritmética de-
cimal de Stevin e propGe, entdo, o uso de um ponto ou de uma virgula como se-
paratriz decimal.

Mas, foi a partir da obra Nepier "Construction"” de 1619 que o ponto deci-
mal se tornou padrdo na Inglaterra, ja a nossa virgula foi adotada pelo neerlan-
dés Wilbord Snellius no inicio do século XVII.

Um fato curioso desse estudo, que merece destaque, segundo Boyer
(1996) sobre Blrgi, Galileu e Stevin que respectivamente desenvolvia reldgios,
era fisico e astrobnomo e por ultimo, engenheiro. Era inevitavel que esses homens
preferissem as partes da matematica que prometiam aplicabilidade ao seu pro-
blema, tanto que o primeiro e o terceiro ajudaram no desenvolvimento das fra-
¢Oes decimais.

7.1.4. Simplificacao de fracoes

Para simplificar uma fracdo deve-se decompor o numerador e o denomina-
dor em fatores primos e a seguir cortar os fatores iguais.

Exercicios:

36
1) Simplificar a fracdo —
) P G 57

36 2°x3* 2> 4
-3 3

27 33 3
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702
525

2) Simplificar a fragcao

9702 2x3%2x7%x11 2x37x11 462
525 3x5%x7 52 25

7.1.5. Fracoes mistas

Exemplos:
21_7 47 _39
3 3 8 8
Exercicio:
2 41,57

£2 41,7 175 31 _(4.17)-(3 5 +31 _68-15+31 _84 _
3 312 12 12 12

+21

1 _
34 u'?

Curiosidade: O matematico italiano Leonardo de Pisa (mais conhecido
como Fibonacci) costumava colocar a parte fracionaria de um nimero misto antes

N 5 11

da parte inteira. Dessa forma, em vez de escrever 11 —, ele escrevia — — 11. A

justaposicdo de fragOes unitarias e nimeros inteiros implicava adigdo. Repare que
. - o o1

naquela epoca a fragao g era representada pela soma das fracdes unitarias — e

1

5"
7.1.6. Transformacao de niumero decimal em fracao deci-
mal

Exemplos:

2
0,75=75=3X5 :E
100 22)(52 4
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= 13-1 12 4
1333333, =13= "=~ =_
' ' 9 a3
7
o128 128 27 16

1000 23x53 125

Curiosidade: A notagdo para fragoes utilizada pelos babil6nios foi a me-
Ihor que qualquer civilizacdo tenha possuido até a Renascenca.

Exercicio:

1) Dividiu-se uma certa quantia entre 3 pessoas. Jodo recebeu 2/5 da
quantia - R$ 35,00, Maria recebeu 1/3 da quantia + R$ 20,00 e José recebeu R$
95,00. Qual é o valor da quantia total e quanto recebeu Jodo e Maria?

Vamos considerar X como a quantia total. Logo, de acordo com 0 enuncia-
do, temos:

}{=§—35+E+2D+95
] 3

_BX + B

X = 2 +80

K=T—H+an
1%

X - — = 80
15

15% - 1%

L L
15

4X = 80 . 15

4X = 1200

X = 300

Portanto, a quantia total &€ R$ 300,00

Joao recebeu:

%—35=E'SDD—35=?—35=12D—35=85

Joao recebeu R$ 85,00
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E Maria recebeu:

§+2|:|=3_3D+zu=mu+ 20 = 120

Maria recebeu R$ 120,00
7.2. DIZIMA PERIODICA

7.2.1. Periodo simples

8 _ 0,727272... <« dizima periddica simples

A geratriz de 0,13 = 13
99
A geratriz de 0,114 = 114
999
1025

A geratriz de 09,1025 =
9999

7.2.2. Periodo composto

Quando o periodo vem apds alguns nimeros na parte decimal que ndo per-
tencem a dizima, o periodo é denominado composto.

Exemplo:

64467
99900

= 0,64531531... = 0,64531... <« dizima peridédica composta

No denominador incluimos um numero formado de tantos noves quantos
forem os algarismos do periodo seguidos de tantos zeros quantos forem os alga-
rismos da parte ndo periddica.

64531 - 64 64467

A geratriz de 0,64531 = -
99900 99900

4495782 — 4495 4491287
9990000 9990000

A geratriz de 0,0,4495782 =

132 -1 1980 +131 2111

A geratrizde 2,132 =2 + 0,132 =2 +
990 990 990
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7.3. TESTE DE AVALIACAO - CONJUNTOS NUMERICOS

1) Numa viagem de 920 km de distancia, Eduardo percorreu 3/4 dessa distancia de avi-
do. Do que faltou, percorreu 3/5 de trem e o restante de automédvel. Que distancia Edu-
ardo percorreu de automovel?

a) 94 km
b) 110 km
c) 92 km
d) 104 km
e) 98 km

2) Toda dizima peridédica composta:

a) € um numero racional

b) € um numero irracional

c) é uma soma de dois numeros imaginarios puros

d) tem um periodo que comega imediatamente apds a virgula
e) € uma soma finita de nimeros decimais

3) O resultado de 0,33 + 0,123 é :

a) um numero irracional

b) uma dizima periddica simples

c) uma dizima peridédica composta

d) um numero racional sem repeticao periddica
e) nenhuma das alternativas anteriores

4) Uma determinada quantia foi dividida entre 5 irmdos. Alberto recebeu 1/5 da quantia,
Bruno recebeu 3/16 da quantia + R$ 180,00, Carlos recebeu 9/50 da quantia + R$
230,00, Douglas recebeu 1/4 da quantia - R$ 590,00 e Edson recebeu R$ 2370,00. Qual
dos cinco irmaos recebeu a maior quantia?

a) Alberto
b) Bruno
c) Carlos
d) Douglas
e) Edson

5) Um corredor depois de percorrer metade do percurso corre mais 7 quilometros com-
pletando 3/4 do percurso total. Qual é a distancia total dessa prova em quildmetros?

a) 30
b) 24
c) 22
d) 28
e) 26
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Gabarito

1) c
2)a
3)d
4)b
5)d

7.4. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1

De avido percorreu:

Avifo = = 920 =3 . 230 = B30 Km

| L

Para completar todo o percurso restam: 920 - 690 = 230 Km

De trem percorreu:

Trem= — . 230 = 3. 46 = 138 Km

| L

De automovel percorreu o restante do percurso, ou seja:
Automédvel = 230 - 138 = 92 Km

Resposta: Eduardo percorreu 92 Km de automovel

Teste 2

- Toda dizima periddica (simples ou composta) € um numero racional pois
pode ser transformada em fragao

- Dizima periddica (simples ou composta) ndo € um numero irracional

- Dizima periddica (simples ou composta) ndo € uma soma de dois nime-
ros imaginarios puros
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- Na dizima periddica composta o periodo ndao comeca imediatamente apds
a virgula

- Dizima periddica (simples ou composta) é uma soma infinita de niumeros
decimais

Resposta: A alternativa correta é "Toda dizima periédica composta
€ um numero racional”

Teste 3

1
3

0,33 =

(L] 3]

oz 121 122 et
440 990 4445

O resultado da divisdo nao é uma dizima periddica, logo:

Resposta: O resultado da divisao é um nimero racional sem repeti-
c¢do periodica

Teste 4
N = Quantia total
=E+E+1ED+%+ESD+E—EQD+23?D
5 16 a0 4

N=g I v

+ — 4+ — + — + 2140
16 &0 4

MMC (5, 16, 50, 4) = 400

80N+ (25 . 3N + (8. 9N + 100N
400

+ 2180

M= 80M + ¥AM + 720 + 100N + 2190

400
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n= 22N e
0
400N - 327N _ . o
400

73N = 400 x 2190 = 876000

N = 8ye000
73
N = 12000

Ou seja, a quantia total € R$ 12.000,00

Agora vamos verificar quanto recebeu cada um:

- Alberto recebeu 1/5 da quantia, ou seja:

12000 / 5 = R$ 2.400,00

- Bruno recebeu 3/16 da quantia + 180, ou seja:
(36000 / 16) + 180 = 2250 +180 = R$ 2.430,00

- Carlos recebeu 9/50 da quantia + 230, ou seja:
(108000 / 50) + 230 = 2160 + 230 = R$ 2.390,00
- Douglas recebeu 1/4 da quantia - 590, ou seja:
(12000 / 4) - 590 = 3000 - 590 = 2410 = R$ 2.410,00
- Edson recebeu R$ 2.370,00

Comparando quanto recebeu cada irmdo, concluimos que Bruno foi quem
recebeu mais.

Resposta: Bruno foi o irmao que recebeu a maior quantia
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Teste 5
X = distancia total da prova

X=7?

Resposta: A distancia total da prova é 28 quilometros
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AULA 8 - DIVISAO PROPORCIONAL

8.1. DIVISAO EM DUAS PARTES DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Para decompor um numero "M" em duas partes "Xi" e "X3" diretamente

proporcionais a "P1" e "P2", deve-se montar um sistema com duas equacdes e
duas incdgnitas:

X1+ X2=M
X1 _ Xy
P, P

A solugdo segue das propriedades das proporgoes:

X1 _Xa X4+ X
P, P, P +P,

Exercicios:

1) Decompor o n® 100 em duas partes diretamente proporcionais a 2 e 3.

2L f2 =20
2 3 2+3

X1 20 X2_ 5
2 3

Resposta: X1 =40 Xz =60

2) Determinar dois nimeros X1 e X, diretamente proporcionais a 8 e 3, sa-
bendo-se que a diferenga entre eles é 60.

Resposta: X; =96 Xy = 36
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3) Duas pessoas constituiram uma sociedade, entrando cada uma delas
com o mesmo capital. O sécio A permaneceu por 3 anos na sociedade enquanto o
sécio B ficou apenas 1 ano e 8 meses. Tendo havido lucro de R$ 84.000,00, qual

€ a parte de cada sécio?

A B =4000 24000

R TR T T

O socio A ficara com: 36 x 1500 = 54.000
O socio B ficara com: 20 x 1500 = 30.000

Resposta: O socio A ficarda com R$ 54.000,00 e o sécio B ficard com R$
30.000,00

8.2. DIVISAO EM VARIAS PARTES DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Para decompor um numero "M" em varias partes "X1, X2, ..., Xn" direta-
mente proporcionais a "P1, P, ..., Pn", deve-se montar um sistema com "n" e-
quacgoes e "n" incégnitas:

X1+ Xo+ ...+ Xn=M

XX X

b P, TP,
Xi _Xp o Xa_ Xy #Xp bt Xn
P, P, P, PL+Py+..+P,

Exercicios:

1) Decompor o numero 120 em trés partes diretamente proporcionais a 2,

4 e6.
X; Xp Xs 120 _120_10
2 4 6 2+4+6 12
ﬁzlo X_2=10 ﬁ:lo
2 4 6

Resposta: X1 =20 X2 =40 X3 =60
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2) Determinar trés numeros X, Y e Z diretamente proporcionais a 2, 4 e 6,
de modo que 2X + 3Y - 4Z = 120.

X_Y_Z_ 120 _120 .
2 4 6 (2x2)+(3x4)-(4x6) -8
X_o 15 Y__15 2_ 15
2 4 6

Resposta: X; = -30 X = -60 X3 =-90

Curiosidade: A palavra razao vem do latim ratio e significa a divisdo ou o
quociente entre dois nimeros. A palavra proporcdo vem do latim proportione e

significa uma relacdo entre as partes de uma grandeza, ou seja, € uma igualdade
entre duas razdes.

No século XV, o matematico arabe Al-Kassadi empregou o simbolo "..." pa-
ra indicar as proporgdes e em 1.537, o italiano Niccola Fontana, conhecido por
Tartaglia, escreveu uma proporcdo na forma 6:3::8:4. Regiomontanus foi um dos

matematicos italianos que mais divulgou o emprego das proporgées durante o pe-
riodo do Renascimento.

8.3. DIVISAO EM DUAS PARTES INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Para decompor um numero M em duas partes Xi; e X» inversamente pro-
porcionais a Py e P, deve-se decompor este nUmero M em duas partes X; e X2
diretamente proporcionais a 1/P1 e 1/P,, que sao, respectivamente, os inversos
de Py e P,. Assim basta montar o sistema com duas equacgdes e duas incognitas:

X1+ X2=M
X1 _ X2
T

Pp P

Exercicios:

1) Decompor o numero 120 em duas partes X1 e X> inversamente propor-
cionaisa 2 e 3.
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11 1 11 1 342
Py P, Py P, 2 3 6
X1 X3
“L_144 22 - 144
1 1
2 3

Resposta: X1 =72 Xy =48

2) Determinar dois nimeros X1 e X, inversamente proporcionais a 6 e 8,
sabendo-se que a diferenca entre eles é 10.

X; Xy Xy-X, 10 10
17101 11 1 4.3
6 8 P P, 6 8 24

Xl X2

21 240 22 -240

1 1

6 8

Resposta: X; =40 Xz = 30

8.4. DIVISAO EM VARIAS PARTES INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Para decompor um numero "M" em varias partes "X1, X2, ... , Xn" inversa-

mente proporcionais a "P1, P2, ..., Pn", deve-se montar um sistema com "n" e-
quagdes e "n" incégnitas:
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Exercicios:

1) Determinar trés nimeros X, Y e Z inversamente proporcionais a 2, 4 e
6, de modo que 2X + 3Y -4Z = 10.

X_Y Z 2X+3Y-4Z 10 _10 45, 12120
1 1 1 1 1 1 12+9-8 13 13 13
- - 2 2-43-_4- =£r77°% 22
2 4 6 2 4 6 12 12

X 120 Y 120 Z 120
13 1 13 1 13

N ]

4 6

Resposta: X = 60/13 Y = 20/13 Z = 30/13

8.5. DIVISAO EM DUAS PARTES DIRETA E INVERSAMENTE
PROPORCIONAIS

Para decompor um numero M em duas partes X1 e X2 diretamente propor-
cionais a P1 e P2 e inversamente proporcionais a Q1 e Q2, deve-se decompor este
nimero M em duas partes X1 e X2 diretamente proporcionais a P1/Q1 e P2/Q2.

X1+ X2=M

1 a

B8

A solugdo segue das propriedades das proporgoes:

Py () Foy P2
E'1| g: Ial GE

O ultimo nimero K é que proporciona a solucdo pois: X1 = K.(P1/Q1) e X2
= K.(P2/Q2)

=K

Exercicio:

1) Decompor o nimero 76 em duas partes X1 e X2 diretamente proporcio-
nais a 3 e 2 e inversamente proporcionaisa 5 e 3.

G+10 {14 19
15 15

B _ 76 _ 76 _TB.15_

+

| Lo
Lo ko

| oo 32
mlmmx

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

Mm.EMé"CH Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO %8
ELEMENTAR

X1=(3.60)/5=180/5 =36
X2=(2.60)/3=120/3 =40
Resposta: X1 = 36 e X2 = 40

2) Determinar dois nimeros X1 e X2 diretamente proporcionaisa 3 e 2 e
inversamente proporcionais a 4 e 5, sabendo-se que a diferenca entre eles é 14.

Mol ¥ o 14 14 _ 14 14,20
3 7y 3 _Z 15-% 7 7
r 5] 4 3 20 20

X1=(3.40)/4=120/4 =30

40

X2=(2.40)/5=80/5= 16

Resposta: X1 = 30 e X2 = 16
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8.6. TESTE DE AVALIACAO - DIVISAO PROPORCIONAL

1) Uma empresa que tem trés socios teve R$ 45.000,00 de lucro. Ademir investiu na empresa R$
2.500,00 durante um ano e meio, Bernardo investiu na empresa R$ 4.000,00 durante 1 ano e Cé-
sar investiu na empresa R$ 6.000,00 durante 7 meses. A parte do lucro que cabe a César é:

a) R$ 13.000,00
b) R$ 15.000,00
c) R$ 12.000,00
d) R$ 16.000,00
e) R$ 14.000,00

2) Para estimular a freqliéncia as aulas, um professor resolveu distribuir a titulo de prémio aos a-
lunos, 33 CD's para suas 3 classes, repartidas em partes inversamente proporcionais ao numero
de faltas ocorridas durante um més em cada uma das classes. Apds esse periodo, ele constatou
que houve: 10, 15 e 5 faltas totais respectivamente nas classes 12A , 128B e 13C . O nimero de
CD's que deve ser entregue para a classe 13A é:

a) 7
b) 10
c)9
d) 8
e) 11

3) Uma ponte que interliga duas cidades, foi orcada em R$ 2.000.000,00. O custo da construcao
deve ser dividido entre elas em partes diretamente proporcionais ao numero de habitantes (20.000
e 60.000 respectivamente) e em partes inversamente proporcionais, ao mesmo tempo, as distan-
cias das cidades a ponte (5 Km e 10 Km respectivamente). A parte do custo da construcdo que ca-
bera respectivamente a cada Prefeitura Municipal é:

a) R$ 1.100.000,00 e R$ 900.000,00
b) R$ 800.000,00 e R$ 1.200.000,00
c) R$ 900.000,00 e R$ 1.100,000,00
d) R$ 850.000,00 e R$ 1.150,000,00
e) R$ 1.200.000,00 e R$ 800.000,00

4) Trés amigos jogaram R$ 450,00 na Loteria Esportiva, sendo que Alexandre entrou com R$
180,00, Francisco entrou com R$ 120,00 e Claudemir entrou com R$ 150,00. Ganharam um pré-
mio de R$ 300.000,00. Ao ser rateado o prémio, Claudemir ficara com:

a) R$ 100.000,00
b) R$ 80.000,00
¢) R$ 90.000,00
d) R$ 110.000,00
e) R$ 120.000,00

5) Todos os eventos relacionados abaixo s@o inversamente proporcionais, exceto:

a) Numero de erros em uma prova e a nhota obtida

b) Quantidade de alimento e o nimero de dias que um naufrago podera sobreviver

c) Velocidade média e o tempo necessario para se percorrer uma determinada distancia

d) Numero de operarios e o tempo necessario para eles construirem uma casa

e) Numero de pessoas em uma festa e a quantidade de salgados que cada um podera consumir
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1) e
2)c
3)b
4) a
5)b

8.7. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
A = Ademir B = Bernardo C = César

- Ademir investiu na empresa R$ 2.500,00 durante um ano e meio (18 me-

ses):

18 x 2500 = 45000

- Bernardo investiu na empresa R$ 4.000,00 durante 1 ano (12 meses)

12 x 4000 = 48000

- César investiu na empresa R$ 6.000,00 durante 7 meses

7 x 6000 = 42000

A B C 45000 _ 45000 1

45000 48000 ~ 42000~ 45000 + 48000 + 42000 135000 3

2000 3

Portanto, a parte do lucro que cabe a César é: 42000 / 3 = 14000 = R$
14.000,00

Resposta: A parte do lucro que cabe a César é R$ 14.000,00

100
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Teste 2
A = classe 13A
B = classe 12B
C = classe 1aC
m 158 A m 15 5 30 30

A

AN Ty

1

10

A =E=g
10

Resposta: 9 CD's devem ser entregues para a classe 12A

Teste 3
A __ B _ 2000000 _ 2000000 _ ..o
20000 60000 4000 + &DOO 10000
5 10
i=znn
4000

A = 200 x 4000 = 800000 = R$ 800.000,00

i:}l:l[l

goan
B = 200 x 6000 = 1200000 = R$ 1.200.000,00

Resposta: As cidades devem receber respectivamente R$
800.000,00 e R$ 1.200.000,00
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Teste 4
A = Alexandre F = Francisco C = Claudemir
A _ F _ i _ 300000 _ 300000 _ 2000
180 120 150 180 +120 4+ 1450 440 3
oo 2000 . 1450 _ a0000a — 100000

3

Resposta: Claudemir ficara com R$ 100.000,00

Teste 5
a) Nimero de erros em uma prova e a nota obtida

E inversamente proporcional, pois quanto maior o niumero de erros, menor
sera a nota.

b) Quantidade de alimento e o nimero de dias que um naufrago podera
sobreviver

E diretamente proporcional, pois quanto maior a quantidade de alimento,
maior sera o nimero de dias que o nafrago podera sobreviver.

c) Velocidade média e o tempo necessario para se percorrer uma determi-
nada distancia

E inversamente proporcional, pois quanto maior for a velocidade média,
menor serd o tempo para se percorrer uma determinada distancia.

d) NUmero de operarios e o tempo necessario para eles construirem uma
casa

E inversamente proporcional, pois quanto maior o niumero de operarios,
menor serd o tempo necessario para construirem uma casa.

e) Numero de pessoas em uma festa e a quantidade de salgados que cada
um podera consumir

E inversamente proporcional, pois quanto maior o nimero de pessoas em
uma festa, menor sera a quantidade de salgados que cada um podera consumir.

Resp.: A alternativa que é diretamente proporcional é a alternativa "b"
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9. REGRA DE TRES SIMPLES E COMPOSTA

Podemos definir REGRA DE TRES ao cdlculo ou processo matematico utili-
zado para resolver problemas que envolvam duas ou mais grandezas diretas ou
grandezas inversamente proporcionais.

O problema que envolve somente duas grandezas diretamente é mais co-
mumente chamado de regra de trés simples.

9.1. REGRA DE TRES SIMPLES

Regra de trés simples é um processo pratico para resolver problemas que
envolvam quatro valores dos quais conhecemos trés deles. Devemos, portanto,
determinar um valor a partir dos trés ja conhecidos.

Passos utilizados numa regra de trés simples:

19) Construir uma tabela, agrupando as grandezas da mesma espécie em
colunas e mantendo na mesma linha as grandezas de espécies diferentes em cor-
respondéncia.

20) Identificar se as grandezas sao diretamente ou inversamente propor-
cionais.

39) Montar a proporgao e resolver a equacgao.

E definido na regra de trés os termos de “direta ou inversa”, dependendo
do tipo de relacdo que existem entre as duas grandezas envolvidas no processo
do problema.

9.1.1. Regra de trés simples direta

Exemplo: Com uma darea de absorcdo de raios solares de 1,2 m2, uma
lancha com motor movido a energia solar consegue produzir 400 watts por hora
de energia. Aumentando-se essa area para 1,5 m2, qual serd a energia produzi-
da?

Area (m?) W/ h

1,5 T X T
1,2 400
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Aumentando a area de absorcdo, a energia produzida serd maior (grande-
zas diretamente proporcionais).

15 X

1,2 400

x - 12400 g,
1,2

Logo, a energia produzida sera de 500 watts por hora.

Curiosidade: O matematico hindd Aryabhata escreveu no ano 499 d.C.

uma obra intitulada Aryabhatiya sobre astronomia e matematica. Nesta obra, em
linguagem floreada, o autor descreve o seguinte: "Na regra de trés multiplique-se
o fruto pelo desejo e divida-se pela medida. O resultado serd o fruto do desejo".

samen

9.1.2. Regra de trés simples inversa

Nesta modalidade de regra de trés sdao envolvidas duas grandezas inver-
te proporcionais, ou seja, quando existe a variacao de uma das grandezas

a outra varia, porém de forma contraria, mais na mesma proporcao.

A montagem da solugdo deste tipo de problema é feita invertendo as or-

dens das grandezas.

Exemplo: Um trem, deslocando-se a uma velocidade média de 300 Km/h,

faz um determinado percurso em 4 horas. Em quanto tempo faria esse mesmo
percurso com a velocidade de 240 km/h?

Velocidade (Km/h) Tempo (h)
300 4
240 X

Diminuindo a velocidade do trem, aumenta o tempo da viagem (grandezas

inversamente proporcionais).

horas.

300 _ X

240 4

y _ 4.300 .
240

Logo, com a velocidade de 240 Km/h, o tempo desse percurso seria de 5
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9.2. REGRA DE TRES COMPOSTA
O Método Pratico consiste em:

a) Escrever em coluna as variaveis do mesmo tipo, ou seja, aquelas ex-
pressas na mesma unidade de medida.

b) Identificar aquelas que variam num mesmo sentido (grandezas direta-
mente proporcionais) e aquelas que variam em sentidos opostos (grandezas in-
versamente proporcionais), marcando-as com setas no mesmo sentido ou senti-
dos opostos, conforme o caso.

c) A incognita x sera obtida da forma sugerida no esquema abaixo, dada
como exemplo de carater geral.

Sejam as grandezas A, B, C e D, que assumem os valores indicados abai-
X0, e supondo-se, por exemplo, que a grandeza A seja diretamente proporcional
a grandeza B, inversamente proporcional a grandeza C e inversamente proporcio-
nal a grandeza D, podemos montar o esquema a seguir:

A B C
a T b T c l
X p r

Neste caso, o valor da incognita "x" serd dado por:

nw ag

'

a

S
d

T | T
o=

C g:a.p.c.d
s b.r.s

Observem que para as grandezas diretamente proporcionais, multiplicamos
X pelos valores invertidos e para as grandezas inversamente proporcionais, multi-
plicamos pelos valores como aparecem no esquema.

Exercicios:

1) Sabe-se que 4 maquinas, operando 4 horas por dia, durante 4 dias,
produzem 4 toneladas de certo produto. Quantas toneladas do mesmo produto
seriam produzidas por 6 maquinas daquele tipo, operando 6 horas por dia, duran-
te 6 dias?

Observe que a producdo em toneladas é diretamente proporcional ao nu-
mero de maquinas, ao numero de dias e ao numero de horas/dia.

Portanto:
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Maquinas Horas / dia Dias Toneladas
A
6 6 6 X
4_4 4 4
x 6 6 6
x-4. 9 6 6_216
444 16

Resposta: 13,5 toneladas

2) Em uma fabrica, vinte e cinco maquinas produzem 15000 pecas de au-
tomovel em doze dias, trabalhando 10 horas por dia. Quantas horas por dia deve-
rao trabalhar 30 maquinas, para produzirem 18000 pecas em 15 dias?

Aumentando o nimero de horas/dia, aumenta o nimero de pegas, diminui
o numero de dias necessarios e diminui o nimero de maquinas necessarias.

Maquinas Horas / dia Dias Ndmero de pecas
25 10 12 l 15000
30 X 15 18000

10 _ 15000 15 30

x 18000 12 " 25

18000 12 25

X =10. . == =
15000 15 30

Resposta: 8 horas por dia

3) Cinco operarios deveriam terminar certa obra em 22 dias de trabalho.
Apds 10 dias de 8 horas de trabalho, ficaram prontos 2/5 da obra. Quantas horas
por dia deverdo trabalhar dai por diante para terminar a obra no prazo fixado?

Aumentando-se o numero de horas trabalhadas, aumenta a parte da obra
concluida e diminui o niumero de dias trabalhados. Logo, para fazer o restante da
obra (3/5 da obra) em 12 dias, é necessario uma jornada diaria de x horas:

10 dias 2 h 2/5 obra
12 dias b 3/5 obra

2
8_5 12
x 3710

5
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8_2 12 _24
x 310 30
24 .X =8.30 24 . X = 240 X =240/ 24 X =10

Resposta: 10 horas por dia
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9.3. TESTE DE AVALIACAO - REGRA DE TRES

1) Um trem, & velocidade de 80 quildmetros por hora, vai da cidade A a cidade B em 2 horas.
Se o trem percorrer a mesma distancia a uma velocidade de 100 km/h, qual serd o tempo
gasto?

a) 1h 42 min
b) 1h 28 min
c) 1h 40 min
d) 1h 36 min
e) 1h 34 min

2) 50 operarios gastam 15 dias de 8 horas para construir 75 m de muro. Quantos dias de 5
horas gastarao 40 operarios, para construir 50 m de um muro igual?

a) 24
b) 20
c) 16
d) 22
e) 18

3) Trés torneiras idénticas, abertas completamente, enchem um tanque com agua em 1h
45min. Se, em vez de 3, fossem 4 torneiras, quanto tempo levariamos para encher o mesmo
tanque?

a) 1h 30min 12s
b) 1h 20min 18s
c) 1h 18min 45s
d) 1h 28min 10s
e) 1h 15 min 15s

4) Uma turma de 20 operarios pretende terminar, em 30 dias, certa obra. Ao cabo de 24 di-
as, fizeram somente 2/3 da obra. Com quantos homens teriam que ser reforgados para con-
cluir a obra no tempo fixado?

a) 20
b) 18
c) 25
d) 30
e) 22

5) O diametro da roda menor de um trator é 60 cm e o da maior € 1 m. Enquanto a roda
maior da 240 voltas, quantas dara a menor?

a) 380
b) 410
c) 420
d) 360
e) 400
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6) Em 15 dias 20 operarios fizeram um quarto de uma obra. A partir dai 2 operarios foram
afastados por problemas de salde e ndo houve reposicdo. Com esse imprevisto pergunta-se:
Quantos dias além do programado se levara para concluir toda a obra?

a) 3
b) 5
c) 4
d) 7
e) 6

7) 10 operarios deveriam fazer certo trabalho em 16 dias de 8 horas, porém depois de 12 di-
as, ja haviam feito 4/5 de todo o trabalho. Sendo assim, nos préoximos 4 dias, quantas horas
devem ser reduzidas no trabalho didrio desses operarios, a fim de que o servico fique pronto
no tempo aprazado?

a) 2
b) 1
c) 4
d) 6
e)3

8) Um livro tem 250 paginas de 27 linhas cada pagina e de 72 letras cada linha. Reimprimin-
do-se esse livro com 0s mesmos caracteres, porém fazendo as paginas de 30 linhas cada
uma e com 60 letras por linha, o novo livro tera:

a) 272 paginas

b) 20 paginas a menos que o primeiro
c) 18 paginas a mais que o primeiro
d) 232 paginas

e) 20 paginas a mais que o primeiro

9) Um navio foi abastecido com comida suficiente para alimentar 18 pessoas durante 30 dias.
Se 20 pessoas embarcarem nesse navio, para quantos dias, no maximo, as reservas de ali-
mento serdo suficientes?

a) 28
b) 25
c) 27
d) 24
e) 22

10) Uma montadora de automodveis demora 10 dias para produzir 250 veiculos, trabalhando 8
horas por dia. Quantos veiculos montara em 16 dias, funcionando 10 horas por dia?

a) 550
b) 450
c) 400
d) 500
e) 420
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1)d
2)b
3)c
4) a
5)e
6) b
7) a
8) e
9)c
10)d

9.4. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO
Teste 1
T 80 km/h 2 h
100 km#h T

Aumentando-se a velocidade média do trem, diminui-se o tempo gasto pa-
ra ir da cidade A para a cidade B (grandezas inversamente proporcionais), logo:

2_10

T 1]

100. T=2.80 100. T =160
160

T—m—tﬁh

1 h = 60 min, logo: 0,6 h = 36 min
T=16h=1h+06h=1h+ 36 min

Resposta: A uma velocidade média de 100 km/h, o tempo gasto se-
rade 1l he 36 min
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Teste 2

- Aumentando-se o numero de dias trabalhados se constrdéi mais muro
(grandezas diretamente proporcionais)

- Aumentando-se o numero de dias trabalhados sao necessarios menos o-
perarios (grandezas inversamente proporcionais)

- Aumentando-se o nimero de dias trabalhados sdao necessarias menos ho-
ras de trabalho por dia (grandezas inversamente proporcionais)

- Esquematizando de acordo com os dados do problema, temos:
E0 operarios 15 dias | 8h 75 m
40 operarios ® Eh S0 m

15 4
X

[
oo | o
r_nl-uq
=

=

_15.460.8 .50 300000

A= 20.5.75 ~ Tsoop _ 20 Wias

Resposta: 20 dias

111

Teste 3

Aumentando-se o numero de torneiras, diminui-se o tempo necessario para
se encher o tanque (grandezas inversamente proporcionais)

1h 45min = 60 min + 45 min = 105 min

Esquematizando, temos:

3 torneiras 105 min
4 torneiras T

05 _4
T 3
4.T=3.105
T=¥=TE,T5min
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78 min = 60 min + 18 min = 1 h + 18 min
1 min=60s 0,75 min =0,75x60 =45s
Logo, T = 1h + 18min + 45s

Resposta: 1h 18min 45s

112

Teste 4

A obra deve ficar pronta em 30 dias. Em 24 dias, com 20 operarios, foi
realizado 2/3 da obra. Portanto, em 6 dias, com N operarios, deve ser realizado o
restante da obra (1/3 da obra).

- Aumentando-se o numero de operarios, reduz-se o tempo para realizar a
obra (grandezas inversamente proporcionais).

- Aumentando-se o numero de operarios, uma parcela maior da obra serd
realizada (grandezas diretamente proporcionais).

Esquematizando, temos:
TED operarios 24 dias 2/3 obra
M 6 dias 1/2 obra

2
M

[}
L | =[] pa
|r_-.-.-
[
=
(3]
—
[
—

N = 2 x 20 = 40 operarios
Como ja temos 20 operarios, serd necessario contratar mais 20 operarios.

Resposta: Para concluir a obra no tempo fixado é necessario con-
tratar mais 20 operarios
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Teste 5

- O numero de voltas que a roda ird dar aumenta a medida que se diminui
o didmetro da mesma (grandezas inversamente proporcionais).

Esquematizando, temos:

100 cm 240 voltas
a0 cm M

240 6O

M 100
60 . N =240. 100 = 24000
N = 24000 / 60 = 400 voltas

Resposta: Enquanto a roda maior da 240 voltas, a menor da 400
voltas

Teste 6

- Em 15 dias, 20 operarios fazem 1/4 obra. Saindo 2 operarios e ndo ha-
vendo reposicdao, para completar o restante da obra (3/4 da obra), serao
necessarios "T" dias.

- Aumentando-se o numero de dias trabalhados, sdo necessarios menos
operarios (grandezas inversamente proporcionais).

- quanto mais dias trabalhados, mais obra realizada (grandezas diretamen-
te proporcionais)

Esquematizando, temos:
15 dias 20 operarios 1/4 obra
T 18 operarios 3/4 obra

15
T

| oo | —
[
=
o
[
=
o
=
—
=

3.T=15.10=150

ACERVOAOSABER sSuafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA
ELEMENTAR

Curso de Matematica Basica

T =150/ 3 = 50 dias

114
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Se os dois operarios ndo tivessem saido, os 3/4 da obra que faltavam seri-

am realizados em:

TIE dias
T

1

1/4 obra
3/4 obra

T =3 x 15 = 45 dias

Porém sem os 2 funcionarios sao necessarios 50 dias, ou seja 5 dias a mais

(50 -45 =5)

Resposta: Sao necessarios 5 dias além do programado para se con-

cluir toda a obra

Teste 7

O trabalho deve ser feito em 16 dias. Em 12 dias foi realizado 4/5 do tra-
balho. Portanto, em 4 dias deve ser realizado o restante do trabalho (1/5 do tra-

balho).

- Aumentando-se o nimero de horas trabalhadas, reduz-se o nimero de
dias trabalhados (grandezas inversamente proporcionais).

- Aumentando-se o niumero de horas trabalhadas, uma parcela maior do
trabalho é realizado (grandezas diretamente proporcionais).

Esquematizando, temos:

12 dias
4 dias
4
3 _E 4
T 1712
a

T 1/5 trabalho

TEE horas TﬁH’E trabalho

16 . T=8.12 =96

T=96/16 = 6 horas
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Portanto nos 4 dias seguintes os operarios devem trabalhar 6 horas por di-
a. Como estavam trabalhando 8 horas por dia, conclui-se que a jornada de traba-
lho deve ser reduzida em 2 horas.

Resposta: 2 horas devem ser reduzidas no trabalho diario dos ope-
rarios, a fim de que o servigo fique pronto no tempo aprazado

Teste 8

O numero de caracteres do livro é: 250 paginas x 27 linhas x 72 letras =
486000 caracteres

Reimprimindo-se esse livro com 0os mesmos caracteres, porém fazendo as
paginas de 30 linhas cada uma e com 60 letras por linha, o novo livro tera: :

N = 486000 / (30 x 60) = 486000 / 1800 = 270 paginas
O novo livro terd 270 paginas, ou seja: 20 paginas a mais que o primeiro

Resposta: 20 paginas a mais que o primeiro

Teste 9

Se mais pessoas embarcarem, as reservas de alimentos serdo suficientes
para menos dias (grandezas inversamente proporcionais)

TIEI pessoas | 30 dias
20 pessoas o T

302
T

=

—
o

20. T=230.18 =540
T =540/ 20 = 27 dias

Resposta: As reservas de alimentos serao suficientes para 27 dias
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Teste 10

- Aumentando-se o numero de dias trabalhados, aumenta-se o nimero de
veiculos produzidos (grandezas diretamente proporcionais).

- Aumentando-se o numero de horas trabalhadas por dia, aumenta-se o
nimero de veiculos produzidos (grandezas diretamente proporcionais).

Esquematizando, temos:
10 dias 250 weiculos 2 h/d
16 dias I 10 h/d

250
M

—
=
[un]
[un]
—

—
—_
[}
—_
o
[

N =2 . 250 = 500 veiculos

Resposta: Montara 500 veiculos

116
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AULA 10 - POTENCIACAO

Poténcia de um numero consiste em multiplicar o nimero por si mesmo um
certo numero de vezes.

a =(a.a.a.a.....a

=

“n” fatores

a" = poténcia
base
n = expoente

o)
Il

Exemplo: 3°=3.3.3.3.3 =243

A abreviagdo acima indicada como a", foi inventada pelo matematico fran-
cés René Descartes, em 1637.

10.1. QUADRADO E CUBO DE UM NUMERO - ORIGEM

A area de um quadrado de 2 metros de lado é 2 x 2 = 4 metros quadrados.
Por causa dessa ligagdo com o quadrado, diz-se que 4 é o quadrado de 2. O pro-
duto de qualquer nimero multiplicado por si mesmo é o quadrado desse numero.

Uma situacao semelhante surge em relacdo ao cubo que é uma figura soli-
da com todos os angulos retos e todas as arestas do mesmo tamanho. O volume
de um cubo de 2 metros de aresta é 2 x 2 x 2 = 8 metros cubicos. Por causa dis-
so, diz-se que 8 é o cubo de 2. O produto de trés nimeros iguais quaisquer é o
cubo desse numero.

Os conceitos de quadrado e cubo de um numero tiveram sua origem entre
0s gregos, que se interessaram de modo especial pelas figuras geométricas. Co-
mo nado existem figuras geométricas que se possam desenhar ou construir repre-
sentando situacdes em que quatro ou mais numeros iguais devam ser multiplica-
dos, ndo ha nomes especiais para x*, x°, etc.

Os matematicos designam essas expressdes simplesmente como "x a quar-
ta", "x a quinta" e assim por diante.
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10.2. REGRAS

1) Qualquer nimero elevado a um

Qualquer niumero elevado a um, é ele mesmo.

Exemplo: 31 = 3

2) Qualquer numero elevado a zero

Qualquer namero elevado a zero é um.

Exemplo: 50 =1

3) Produto de poténcias de mesma base

2 3

3x3> =35 (9x27 =243)

23x2%x22=29 (8x16x4 =512)

4) Divisdao de poténcias de mesma base

a" __m-n
an
Exemplo:
5
27 _ 53 (gzsj
22 4
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Exemplo:

Exemplo:

Exemplo:

62
22

Exemplos:

273 _ 1
2—3

32 __1
3—2

119
Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO
5) Poténcia de poténcia
(am)n —gmn
(22)3 _ 26 (43 _ 64)

6) Poténcia de um produto

a" xb"=(axb)"

22 x 52 =(2x5)2 4 x 25 =102

7) Poténcia de um quociente
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9) Poténcia de base fracionaria e expoente negativo

Exemplo:

3 -6

Observacoes:

1) Base negativa elevada a expoente par = resultado positivo
Exemplo: (-2)2 = +4

2) Base negativa elevada a expoente impar = resultado negativo
Exemplo: (-2)3 = -8

2B . 23 . 23 3
3) 15°) ndo € o mesmo que 5° , ja que em 5° efetua-se, antes, 2° = 8

23 _ .8 :
obtendo-se 5 = 5%, ou seja:

[52) - 5°
523 _ &8
Exercicio:

1) Se 3°@ = 512, qual é o valor de 3737

(3a)3 = 29

(3%)3 = (23)3

Se os expoentes sdo iguais, as bases também sdo, logo:

3=2=8
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Como za _ 1, temos:
3a

3=

(o0}

10.3. QUADRADO DE UM NUMERO TERMINADO EM "5"

Método pratico:

e - Elimine 0 "5" do final.
e - Multiplique o que restou pelo sucessor.
e - Coloque "25" ao lado direito desse resultado.

Exemplo:
(15)? 15 1x2=2 225
(315)2 315 31 x 32 = 992 99225

(1945)2 1945 194 x 195 = 37830 3783025

10.4. POTENCIA DE UM NUMERO DECIMAL ENTREO E 1
Exemplo: (0,25)2

1) Elevar o nUmero ao expoente independentemente da virgula.

252 = 625

2) Multiplicar o nimero de casas que vém depois da virgula pelo expoente.
2x2=4

3) Isso significa que o resultado tera 4 algarismos depois da virgula, entdo:
(0,25)2 = 0,0625

Outros exemplos:

(0,4)3 43 = 64 1 x 3 = 3 (n° de casas decimais) (0,4)3 = 0,064

3

0,11)° 11° = 1331 2 x 3 = 6 (n° de casas decimais) (0,11)> = 0,001331

4

0,13)* 13% = 28561 2 x 4 = 8 (n° de casas decimais) (0,13)> = 0,00028561
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10.5. TESTE DE AVALIACAO - POTENCIACAO

122

1) Se 2!, 5%=3,2.10"3, entdo "n" é igual a:

a)9
b) 7
c) 11
d) 10
e) 8

2) O produto 2*° . 28 resulta em um nimero de quantos algarismos?

a) 12
b) 10
c)9
d) 8
e) 11

3) Se 7% = 0,25, entdo o valor de 7> é:

a)8
b) 16/3
c) 4
d) 15/2
e) 6

4) Se A -2 +%_0,52 e B = 0,42, entdo A/B é:

a) 1/8
b) 0,2
c) 1/4
d)o,1
e) 0,15

5) Dados A = 331% B = 62 e C = 2°°°, podemos afirmar que:

a)A<B<C
b)C<A<B
c)B<A<C
d)C<B<A
e)A<C<B
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Gabarito

1)d
2)e
3)a
4)d
5)b

10.6. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
21 56 =3,2.10"3
25,26 g6 =732, 101, 1gn3
25,108 =25, 1ond
108 = 1004
n-4=6
n=6+4
n=10
Resposta: n = 10
Teste 2

215 58
27, 28 5B =27 10% = 128, 10% = 12800000000

Resposta: O produto 2'° . 5% resulta em um namero de 11 algaris-
mos
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Teste 3

(?H}Q = 22

Se os expoentes sao iguais, para que a igualdade seja verdadeira, as bases
também devem ser iguais, ou seja:

TH =2

Logo, elevando ambos os membros ao cubo, temos:
(?H)S = o3

7 =3

Resposta: 7 = &

Teste 4
A:2’3+§—O,52
4

B =0,472
A/B=7?
v

8

2 (5 (17 1
““[ﬁ]‘[i]‘i
Logo:
a1, 3 1 1.2 144 5
B4 4 8§ 4 B B
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] ] el

e () ) -3

Resposta: A/B = 0,1

125
Autor: ROBERTO PINHEIRO

Teste 5

Para compararmos os trés nimeros, devemos deixa-los na mesma base:

4 = 331m0
B = 5200 = {52)100 = 3/100
- = 2300 = (25)100 = 32100

30100 o~ 33100 - 35100

Logo:

C<A<B

Resposta: C< A <B
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AULA 11 - RADICIACAO

Ao inverso da potenciacdo, que consiste em encontrar um valor que multi-
plicado por si mesmo um certo nimero de vezes da um resultado conhecido, os
matematicos dao o nome de "radiciacdao" ou "extracdo de raiz".

Sea" = b, entdo: Ya = x

. \/_=radical

e a = radicando
n = indice
X = raiz

Exemplo: 327 = 3, pois 33 = 27

Observacado: \/3 = 3 e nao \/3 = £ 3. A definicdo, para o caso de indice
"n" par, exige radicando ndo negativo e raiz nao negativa.

11.1. RAIZ - ORIGENS

O Sinal \/_é chamado radical. Foi inventado por um matematico aleméo

chamado Christoff Rudolff, que o empregou pela primeira vez num livro publicado
em 1525. Antes disso, usava-se a letra r (de radix - que quer dizer raiz), e € bem

possivel que \/_seja simplesmente uma espécie de r deformado.

Por volta de 1700, os matematicos passaram a distinguir os tipos de raiz
usando um numero pequeno, exatamente como no caso das poténcias. Assim a

raiz cubica indica-se por :\‘3/_; a raiz quarta por ‘\‘/_, e assim por diante. Ao nume-
ro da-se o nome de "indice".

Existe uma excecdo a essa regra geral dos indices, que diz respeito a raiz
quadrada. Para sermos completamente légicos, ela deveria ser escrita %/_ Mas a
raiz quadrada é usada tdo mais frequentemente que todas as outras juntas, que
0s matematicos economizam tempo representando-a apenas por\/_.
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12 regra
amn _n/gm
Exemplos:

252 = |[25

o716

>-4/3 _ 3 >-4 _ 1

24

W

22 regra

127
Autor: ROBERTO PINHEIRO

Exemplo: 4 4x :\/Zx\/E:ZX\/E

32 regra

3
Exemplo: 327 _N27 _ 3
V2 " Ja 7a

42 regra

(a] = qar
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Exemplo: (%/3)2 = %/? = \/3

52 regra

Exemplo: 32 =§2

11.3. TRANSFORMAGAO DE RADICAIS COMPOSTOS EM
RADICAIS SIMPLES

m:\/a+ci\/a—c

2 2

Onde:

c=+4a -b

Exercicio

1) Transforme o radical 4/ 6 — 2\/_5 em um radical simples.

J6-2y5=y6-420
c=+62-20=,36-20=,16 -4

5_ /20 :\/6+4_\/6—4: 5 1

2 2

Logo:

J6-25=.5-1
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11.4. PRODUTO DE 2 RADICAIS DE INDICES DIFERENTES

e Calcule o MMC dos dois indices.
e Faca com que os dois radicais fiquem com o MMC calculado como indice.
e Em seguida efetue o produto dos radicandos.

Exercicios

1) Calcular \/3 . %/E

MMC(2,3) = 6

2. Y5 =§23 . ¢52 -¢23 52 _¢gx25 - §200
Logo:

J2 .35 =¢200
2) Calcular 35 .45

MMC(3,4) = 12
~3¥5.45=-135% .53
Logo:

11.5. DIVISAO DE 2 RADICAIS DE INDICES DIFERENTES

e Calcule o MMC dos dois indices.

e Faca com que os dois radicais fiqguem com o MMC calculado como indice.

e Em seguida efetue a divisao dos radicandos. Se a divisdo nao der resul-
tado inteiro, deixe o radicando resultante em forma de fracao simplifica-
da.

Exercicios

3
1) Calcular E

2
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MMC(3,2) = 6
e JT 16
SR B ERLE
Logo:

2) Calcular %

MMC(2,4) = 8
.\/§_482_464_4 — 4 -4
..ﬁﬂ/?_‘/T_m_H
Logo:

y8
4z

11.6. CALCULO DE RAIZ QUADRADA

11.6.1. Calculo de raiz quadrada - origem

Os matematicos mesopotédmios foram habeis no desenvolver processos al-
goritmicos, entre os quais um para extrair a raiz quadrada frequentemente
atribuido a homens que viveram bem mais tarde como o grego Arquitas (428 a
365 A.C.) ou Heron de Alexandria (100 D.C. aproximadamente)

11.6.2. 1° método: Método convencional

Normalmente esse € o método ensinado nas escolas. Ele e € muito mais
trabalhoso do que o método que veremos posteriormente (método mesopotdmio
de extracdo de raiz quadrada).

Cada 2 algarismos depois da virgula, equivalem a uma casa decimal (tam-
bém depois da virgula) no nimero formado. Por essa razdo devemos sempre ter
um numero par de algarismos depois da virgula.
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Exercicio
Calcule 4/ 774 com precisao de 2 casas decimais

a) Separe o numero de 2 em 2 algarismos, a partir da direita:

4 7.74,00.00

b) Coloque na raiz o nUmero que elevado ao quadrado, mais se aproxime
do nimero do 1° grupo (7), sem ultrapassa-lo.

3 x 3 =9 (ultrapassa 7).
e 2X2

4 (ndo ultrapassa 7).

Logo colocaremos 2 na raiz.

,/7.74,00.00\ 2
4 2x2=4
3

c) Ao lado do resto (3) escreve-se o grupo seguinte (74)

w/7.74,00.00\ 2

-4 1 2x2=4
374

d) Do numero formado (374) separe o ultimo algarismo (4) e divida o res-
tante (37) pelo dobro da raiz (2 x 2 = 4), calculando o quociente (sem se preocu-
par com o resto).

37 + 4 » quociente = 9

e) Coloque o quociente (9) a direita do divisor (4) e multiplique o nimero
formado (49) pelo préprio quociente (9)

49 x 9 = 441

f) 441 > 374, portanto reduza o quociente e refaca os calculos até obter
um numero menor que 374.

e 48 x 8 =384 » 384 > 374
e 47 x7 =329 » 329 < 374 OK

g) 329 < 374, portanto coloque o 7 na raiz e efetue a subtragdao 374 - 329
=45
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J7.74,00.00 | 27

-4 1 2x2-4
374 47 x 7 = 329
-329

45

Curso de Matematica Basica

132
Autor: ROBERTO PINHEIRO

h) Ao lado do resto (45) escreve-se o grupo seguinte (00) e repete-se o

procedimento descrito nos itens "d" a "g"

J7.74,00.00 | 27

-4 1 1 2x2=14
374 47 x 7 = 329
-329

45 00

450 + 54 » quociente = 8

548 x 8 = 4384 » 4384 < 4500 OK

J 7.74,00.00 | 27,8
-4 | |l 2x2=4
3 74 47 x 7 = 329
-3 29 1 | 548 x 8 =4384
45 00
- 43 84
116 00

1160 + 556 » quociente = 2

5562 x 2 = 11124 » 11124 < 11600 OK

J 7.74,00.00 | 27,82
-4 1 1l 2x2=4
3 74 47 x 7 =329
-3 29 1 | 548 x8-=4384
45 00 5562 x 2 = 11124
-43 84
116 00
Logo:
774 = 27,82
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11.6.3. 2° método: Método babilonio

E sem duvida, um método mais simples para a resolugdo de raiz quadrada.
Confiram!

- Seja "x = a" a raiz desejada e seja "a1" uma primeira aproximagao dessa
raiz.

- Seja "b1" uma segunda aproximacdo dada pela equacgao: by =a/ a; .

- Se "ai" é pequeno demais, "bi" é grande demais e vice-versa. Logo a
média aritmética a = (a1 + b1) / 2 € uma nova aproximagao plausivel.

- Como "ay" é sempre grande demais, a seguinte by = a / a» sera pequena
demais e toma-se a média aritmética a3 = (a» + bp) / 2 para obter um resultado
ainda melhor. O processo pode ser continuado indefinidamente.

Exercicio

1) Calcule 4 774 com precisdo de 2 casas decimais

10% = 100

202 = 400

30% = 900 (ultrapassou)
Logo:

e a=1774
e aj = 20 (12 aproximacao)

b, = 7% _ 387
20

_ a; + bl 20 + 38,7

a 5 = > = 29,35 (22 aproximagao)
by - 2 = 7% _ 2637
a, 29,35
;=R er by _ 2935 er 26,37 _ 27,86 (32 aproximaco)
by = 2 - 7% 5778
a; 27,86
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ag = a3 ; by _ 27,86 er 27,78 _ 27,82 (42 aproximagao)
by =2 = 7% _ 2782
a, 27,82

aq = bg = 27,82

Logo:

774 = 27,82

Bem mais facil, ndo é mesmo?
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11.7. TESTE DE AVALIACAO - RADICIACAO

135

1) Se 5°% — K , entdo 5%° é igual a:

a) 2 K3

b) 4 K2- K

c) K3- 2 K2

d) 5 K2

e) Nenhuma das alternativas anteriores

2) Dados A=3/5B =43, C = %26, temos:

a)A<B<C
b)C<A<B
c)B<A<C
d)C<B<A
e)A<C<B

3) O resultado de 27°666- - 120> 4 30> &:

a) 9-43
b) 542
C) 6 +42
d) 5+43
e) 443

4) Simplificando o radical /7 - 2410 , obtemos:

a) 2 -2
b) V3 -1
c) V5 -2
d) 242 -3
e) V5 -3

5) O resultado de 4 +243. (/3 -1).4/4" é:

a) 3

b) 1

C) 2-42

d) 242 -3
e) 3/2
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Gabarito

1)d
2) e
3)a
4) c
5)b

11.8. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1

1
5EI.|5 = KE = Kl:l.ﬁ

glé = gh.15  gll3 | gRils i3 — S 0S5 03 ghs = g2
gle =gl  ghe =g | K2

Resposta: 5% = EK=

Teste 2
A=35 B=+3, C=%26
Para comparar devemos deixar as raizes com os mesmos indices:
MMC (3,2,6) =6
Logo:
A= =Y
B=%? =577
¢ =326
W25 < Y26 < Y27
A<C<B

Resposta: A< C<B
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Teste 3

270/666.. _ 1205 4 30,5

0EBEG.. = 5.2
9 3

AL {33}% =22 =9
|
1P2F =1 =f12=4 3=/ 3=2.3

1
05 - 9f o ,\E
Logo:

270/666... . 120,5 4 305 _ § — 23+ 3=08-.3

Resposta: 9 - +/3

Teste 4

2.0 =42 10=04 10=.40

Logo:

JT-2 010 = T -

Sabemos que:

szQ;cich;c

c=.at -k
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Logo:

a=7 b =140

138
Autor: ROBERTO PINHEIRO

C=."-40= f48-a0=./3 =3

J?-Q.JT=J?—JT=JT-JLT=@-J§=E_&

Resposta: 5 - W2

Teste 5
A= J4:23. (3-1).Ja"

243 =47 3= 4 3= 42
J4 -2 3 =4 A2

Sabemos que:

m:Ja;ciJa;c

c=.Ja’ -k
Logo:
a=4 b=12

C=."-40= f48-a0=./3 =3

J4+2.I=J4+E=J?+J§=E+ §=JE'_.+1

Logo:
A=A+ (FB-n. 4 =@-n. 14:2.

Resposta: 1
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AULA 12 - PRODUTOS NOTAVEIS

O que sdo produtos notaveis? Como o préprio nome diz, "produtos nota-
veis" sdao multiplicacdes que se destacam na Matematica, por serem frequente-
mente utilizadas.

Quando se fala "3 ao quadrado", significa que o nimero 3 esta sendo mul-
tiplicado por ele mesmo, ou seja: 32 = 3 x 3. Substituindo o nimero 3 por "a"
(um numero qualquer), teriamos a seguinte expressao: a2 = ax a .

12.1. QUADRADO DA SOMA
O quadrado da soma de dois nimeros (a + b), por analogia é:
(@a+b)2=(a+b).(a+Db)

Utilizando a propriedade distributiva da multiplicacdo obtemos o seguinte:
(@a+b)2=(a+b).(a@a+b)
(a+b)2=a.a+ab+ba+bb

ba = ab (a ordem dos fatores nao altera o produto), logo:

(a+b)2=2a2+ab +ab + b2

Notem que na propriedade distributiva: multiplicamos todos os termos
(ndo se esquecendo das regras dos sinais) e somamos os termos semelhantes.

Temos portanto:

| (a +b)2 =a2+2.a.b+b2 |

Exemplo: Calcule (x + 4)2
(x+4)2=x2+(2.x.4) +42

(x+4)2 =x2+8x+ 16

Curiosidade: No volume 2 da obra "Os Elementos", Euclides afirma que
"se uma reta é cortada ao acaso, o quadrado sobre o todo é igual aos quadrados
sobre os segmentos e duas vezes o retangulo contido pelos segmentos". Esta é
uma maneira prolixa de se dizer o que ja foi descrito acima, ou seja: (a + b)2 =
a2z + 2.a.b + b2
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12.2. QUADRADO DA DIFERENCA
O quadrado da diferenca de dois numeros (a - b), é:
(a-b)2=(a-b).(a-b)
Utilizando a propriedade distributiva da multiplicacao obtemos o seguinte:
(a-b)2=(a-b).(a-b)
(a-b)2=a.a-a.b-b.a+b.b

-ba = -ab (a ordem dos fatores nao altera o produto), logo:

(a+b)2=a2-ab-ab + b2

| (a-b)2=az-2.a.b +b2

Exemplo: Calcule (x - 3)2
(x-3)2=x2-(2.x.3)+ 32

(x-3)2=x2-6x+9

12.3. PRODUTO DA SOMA PELA DIFERENCA

O produto da soma de dois nimeros (a + b) pela diferenca de dois nime-
ros (a - b), é:

(a+b).(a-b)=a.a-a.b+b.a-b.b
ba = ab (a ordem dos fatores nao altera o produto), logo:

(@a+b).(a-b)=a2-ab+ ab + b2

| (@a+b).(a-b)=az-b2 |

Exemplo: Calcule (x + 5) . (x - 5)
(x +5). (x-5)=x2-52

(x+5).(x-5)=x2-25

Curiosidade: Ainda no volume 2 da obra "Os Elementos", Euclides mostra
em termos geométricos a identidade (a + b) . (a - b) = a2 - b2.
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12.4. PRODUTO DA SOMA PELO TRINOMIO

O produto da soma de dois nimeros (a + b) pelo trindbmio (a2 - ab + b2),
é:

(a+b).(a2z-ab + b2) =a.a2-a.a.b+a.b2+ b.a2-b.a.b+ b.b2
= a3 -a2b + ab2 + a2b - ab2 + b3

Logo:

[(a + b) . (a2 - ab + b2) = a3 + b3|

Exemplo: Calcule (x + 2) . (x2 - 2x + 4)
(x+2).(x2-2x+4) =x3+ 23

(x+2).(x2-2x+4)=x3+8

12.5. PRODUTO DA DIFERENGCA PELO TRINOMIO

O produto da diferenca de dois nimeros (a - b) pelo trindmio (a2 + ab +
b2), é:

(a-b).(a2-ab + b2) =a.a2+ a.a.b+ a.b2-b.a2-b.a.b-b.b2
= a3 + a2%b + ab2 - a2b - ab? - b3

Logo:

|[(a-b).(az +ab + b2) = a3 - b3

Exemplo: Calcule (x - 2) . (x2 + 2x + 4)
(Xx-2).(Xx2+2x +4) =x3-23

(x-2).(x2+2x+4)=x3-8

12.6. CUBO DA SOMA
O cubo da soma de dois numeros (a + b), é:
(a+b)3=(a+b).(a+b).(a@a+b)=

= (@a+b).(a+b)2=(a+b).(az+ 2ab + b2)

141
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= a.a2 + a.2ab + a.b2 + ba2 + b.2ab + b.b2

= a3 + 2a2b + ab2 + a2b + 2ab2 + b3

Logo:

| (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b> |

Exemplo: Calcule (x + 2)3
(Xx+2)3=x3+4+(3.%x2.2)+(3.x.22)+ 23

(x+2)3=(x+2)3=x3+6x2+12x+ 8

12.7. CUBO DA DIFERENCA
O cubo da diferenca de dois numeros (a - b), é:
(a-b)3=(a-b).(a-b).(a-b)=
=(a-b).(a-b)2=(a-b).(az-2ab + b2)
= a.a? - a.2ab + a.b2 - ba2+ b.2ab - b.b2 =
= a3 - 2a2b + ab2 - a2b + 2ab2 - b3

Logo:

| (a-b)3=a3-3azb+3ab2-b3 |

Exemplo: Calcule (x - 2)3
(x-2)3=x3-(3.x2.2)+(3.x.22)-283

(x-2)3=x3-6x2+12x-8
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12.8. TESTE DE AVALIACAO - PRODUTOS NOTAVEIS

1) Utilizando produtos notaveis, calcule 15022 - 15002. O resultado é:

a) 4500
b) 6000
c) 5004
d) 3002
e) Nenhuma das alternativas anteriores

= 1 1 A ; .
2) A expressao 3 _ 5 4 P A € equivalente a:
a) V5
b) 3 - (45 /2)
c) 1+ (v5/3)
d)3-.5

e) Nenhuma das alternativas anteriores

3) O valor da expressdo 5-45 .
V5 -1

a)5
b) V5/ 2
c) 5
d) Js+ 1
e) J5-1

4) Simplificando a express&o (a + b) - Eaz ‘Ez; , obtemos:
a —

a)(a.b)/(a+Db)
b) (a + b)

c) (a2-b2)/ (a.Db)
d)(a-b)/(a+b)
e)l/(a-b)

(@a+b)’ —(a-b)®
2b

5) Simplificando a expressao obtemos:

a) a2 -b2
b) 3a2 + b2
c) a2-b

d) 2a2 - b2
e)6az +b
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Gabarito

1)d
2)e
3)a
4) c
5)b

12.9. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
15022 - 15002

(1500 + 2)2 - 15002 = 15002 + (2 . 1500 . 2) + 22 - 15002 = 15002 +
6000 + 4 - 15002

Resposta: 15022 - 15002 = 6004

Teste 2
OMMCentre (3-+v5)e(3+ J5)¢é:(3-45).(3+ +5)
Assim temos:

(3+45)-(3-48) 3+45-3+45
3-45- =3-.5-
(3-+5).(3+3) (3--8). 3+ 45)

Usando produtos notaveis, o denominador pode ser reduzido a:
(3-45).(3++5)=32-({5)2=9-5=4

Assim teremos:

=3—

3-(-2ﬁ=3-f-?ﬁ 2.(3—fj-zﬁ=5-zi-zﬁ= 4.5

== = o I
il 2

ra|

Resposta: 3 - (V5 / 2)
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Teste 3

Para sumir com a raiz no denominador, devemos racionalizar o denomina-
dor, ou seja, devemos multiplicar o numerador e o denominador por (¥5 + 1).
Assim teremos:

6 ) (41 56255 4 4 _g
(B0 B+ WEF- 0 B-1

Ga

q—

-
Resposta: .J'E =1

Teste 4
a3-b3=(a-b). (a2 + ab + b2)
az-b2=(a-b).(a+Db)

Logo:

@8,y GO (L, @eabit?)

@b - ey @F) arh) OF (a+h)

Portanto teremos:

(a+h).(a+h)-(a%+ah+ sz_[a+b]2 - (a° + ab+ b%)
(a+ h) - (a +h)

Desenvolvendo, temos:

2+ 2ab + W —ab -
(a+ b ~a+hb

Resposta: (a.b) / (a + b)
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Teste 5
(a+b)3=2a3+3a2b+ 3ab2+ b3
(a-b)32=a3-3a2b+ 3ab2-b3
Logo:

A+ -(a-0® @ +3a°+3ab?+b%)- (3% - 33+ 3ab® - b¥)

2h 2

Desenvolvendo, temos:

A7+ 3a% + Tab® + b7 4% + 32% 8ab? +b®  Gath+ 207
2h - 2h -

33 + h®

Resposta: 3 a2 + b2
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AULA 13 - RACIONALIZAGAO

13.1. FATOR RACIONALIZANTE
3

A fracao 2 tem denominador irracional.

Se multiplicarmos o numerador e o denominador por *ﬁ, a fracdo nao se
altera e na nova fragdo o denominandor passa s ser racional.

3.3 &2
7 A2 2
3 3.2
N
3.2
AformaT

€ chamada racionalizada e foi obtida multiplicando ambos os
termos por v@_que é chamado "fator racionalizante".

Exercicios

2
1) Racionalizar B

2.2 ¥
B WO
2 .23
e

g8

2) Racionalizar i'l"’f_z'

B . 8B

3fqs 345'{,&1

6 _ 0¥ _o¥i_8¥d
= fpr 47 16
345 2
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13.2. FATOR RACIONALIZANTE DE 3 + 3

O fator racionalizante de (& +b) & (45 - )

Exemplo

1
1) Racionalizar NN

1 (5 - 3
VB BB B -
1 _5-48
E+4H  5-3
1 _4B5-48
J5 + 3 2

13.3. FATOR RACIONALIZANTE DE +2 - +3

0 fatar racionalizante de ((—JE] é (NEM.!E]

Exemplo

1

1) Racionalizar“ﬁ"ﬁ
[ N )
W'I'__'\'I'i "-E“‘-.‘fi.(ﬁ*"\ﬁj
1 _45+42
A-# 3-2
1 = +
55 P

Curiosidade: No volume X da obra "Os Elementos", Euclides enuncia um
processo para racionalizar denominadores do tipo (a + «"fE) e (*-"ra + w"fE).

148
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13.4. FATOR RACIONALIZANTE DE %= + b

O fatar racionalizante de(3fa + 3y é (i'.l'sT2 -ilah + %'fh_zj

Exemplo

1
1) Racionalizar V2 4+

1 _ 1 L SR B

V21 A2+t 3E - e r

1 :34—‘3{."2_+1
4 2+1

1 _ 31 -3+
302+ 3

13.5. FATOR RACIONALIZANTE DE %3 - b

O fator racionalizante de (3 - i.'fh_j é (94{3_2 +3lg. b+ {.'}T?j

Exemplo

2
1) Racionalizar 36+ W24+ 316

Observe que o denominador é do tipo fa? Ja. b+ W, onde a=6 e b=4.
logo:

2 i} 2 B -8
336+ 324 316 356 + Y24 + 306 3B -39

2 :2.(35-3@) :z_gsa_eﬁj
336+ 324 + 36 B -4 2

= =35 - 41
V36 + 3428 + 16
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13.6. TESTE DE AVALIACAO - RACIONALIZACAO

150

1) O resultado de 108 _\E é:
5 5

a) V15
b) 2 4/5
o) V21
d)2+ 45

e) Nenhuma das alternativas anteriores

2) Racionalizando 2‘/5
16
a) §2/2

b) ¥/2

o232

d) ¥4

e) §2

, obtemos:

3) Racionalizando L , obtemos:

V3 -2
a) 446 — 1

b) V8
c)3+ 45
d) 4+2+6

e) Nenhuma das alternativas anteriores

3/
4) Racionalizando i , obtemos:

Y3 - 32
a) 3128 + 3104 + 382
b) 634 + 3
o) 2.318 +312 + 2)
d) 3152 +3/82 + 3

e) Nenhuma das alternativas anteriores

5) Racionalizando L, obtemos:
JB-v2-5

a) -246

b) -2 -6

) 4 -6

d) -4 -6

e) Nenhuma das alternativas anteriores
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Gabarito

1) a
2)e
3)d
4) c
5)b

13.7. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1

-
5 5

108 = 22, 32, 3, logo:
V108 =643

Assim, temos:

6v3 V3 _ 543

V5 V5 45
Racionalizando o denominador, temos:

53 45 5415
s s S

Resposta: /15

Teste 2

22 243 1 _ 2% Y@y 292 :22.‘25.2:425255
e yE W ] i ] I

Resposta: §2
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Teste 3
B BeI B P B F _2Ees e
B F U 32 1

Resposta: 41 2.6

Teste 4

Vamos racionalizar o denominador:

Me  YFiEw YR
B-0 e F

YE_ 3936+
B-w B R

Portanto teremos:

VT4« 38« 360 _ T8 + YToT2 + 38 apm g 40 o e YT+ 2
3-2 1

Resposta: 2. (}18 + {12 + 2)

Teste 5

Vamos racionalizar o denominador:

£2 (8 - 42) + 43
(8 -2 -3 B -2+ 43

Portanto, teremos:

JE-JA B 4-2+46 2+ _2+.F5 . .
- 2F -(F B-246+2-3 8-8+2-3 -1 T.(2+B)=-2-.8

Resposta: -2 —./6

ACERVOAOSABER sSuafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA
ELEMENTAR

Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO

AULA 14 - MEDIAS

A média entre muitos valores (quantidades ou numeros), € uma quantida-
de que estara sempre entre o menor valor e o maior valor. Veremos agora as
médias mais comuns:

14.1. MEDIA ARITMETICA SIMPLES

A média aritmética € a mais utilizada no nosso dia a dia. Ela esta tdo pre-
sente em nosso dia-a-dia que qualquer pessoa entende seu significado e a utiliza
com frequéncia. E obtida dividindo-se a soma das observacbes pelo nimero de-
las. Costumamos calcular varias médias aritméticas na vida diaria: a média de
horas trabalhadas diariamente, a velocidade média, o salario médio de uma em-
presa, a producdo mensal média de uma indlstria, a despesa média mensal, a
estatura média das pessoas, o consumo médio de gasolina etc.

Aq v aEp +taAg t.+ A
n

MA:

Exercicio:

1) Sabe-se que a média aritmética de 4 numeros distintos, estritamente
positivos, € 10. Qual é o maior valor que um desses inteiros pode assumir?

dq T A2 tdg tds
4

10 =

S+ a+a+a,=4,10=40

O maior valor que um desses inteiros pode assumir vai ocorrer quando os
outros inteiros forem os trés menores numeros inteiros positivos distintos, ou se-
ja: 1, 2 e 3. Logo temos:

1+24+3+a, =40
a,=40-6

a, = 34

153
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14.2. MEDIA ARITMETICA PONDERADA

Nos calculos envolvendo média aritmética simples, todas as ocorréncias
tém exatamente a mesma importancia ou o0 mesmo peso. Dizemos entdo que elas
tém o mesmo peso relativo. No entanto, existem casos onde as ocorréncias tém
importancia relativa diferente. Nestes casos, o calculo da média deve levar em
conta esta importancia relativa ou peso relativo. Este tipo de média chama-se
média aritmética ponderada. Ponderar é sinbnimo de pesar.

No calculo da média ponderada, multiplicamos cada valor do conjunto por
seu "peso", isto &, sua importancia relativa.

Mo = Fooap +Fa, Py, + 0+ R g,
P P, +Py + Py + _+P,

Onde P1.Pz,Pz....,Pns30 os respectivos pesos de 1. 3z, 83,080
Exercicio:

1) Num teste de 50 questdes (10 de matematica, 10 de Fisica, 10 de Qui-
mica, 10 de Biologia e 10 de Histéria), um estudante acertou 8 de Matematica, 5
de Fisica, 3 de Quimica, 4 de Biologia e 6 de Histéria. Calcular a sua nota, saben-
do que o peso de cada matéria é:

Matéria Peso
Matematica 3
Fisica 3
Quimica 2
Biologia 1
Historia 1

M. =B 3+E 3)+E3.299+0.4)+(1.6
A T+3+2+1+1

M +15+6+4+6 55
Map = 10 1

M_ﬁ_p = 515
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14.3. MEDIA HARMONICA

A média harmonica de "n" ndmeros € o inverso da média aritmética dos in-

versos desses "n" numeros.

Exercicios:

1) Um carro se desloca da cidade A até a cidade B (distancia de 100 km),
mantendo na ida uma velocidade média de 90 Km/h e na volta ao local de origem
mantendo a velocidade média de 110 Km/h. Qual é a velocidade média durante
todo o trajeto?

A velocidade média ndo é a média aritmética das velocidades e sim a mé-
dia harmonica. Vamos comprovar o que foi afirmado:

=20
AL (D)

onde:
2d = d + d = a distancia total percorrida (ida e volta)
At = t1 + t2 = tempo total para percorrer o percurso todo (ida e volta)

ti=d/vl e t2=d/v2, logo:

&t=£+i=d_ l+l
Wy W Wy W (1I1)

Substituindo (II) em (I), temos:

Vm=—2a
LET
Portanto:
v -2
m 1 1
4+ —
Wy W
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Ou seja: a velocidade média é a média harmonica das velocidades.

Logo:
_ 2
‘v’—l+ 3
a0 110
W = 7 {110 .30} _ 13500
110 + 90 200
Y =83 Km/h

Este problema é uma aplicagdo imediata da média harmonica e a resposta
acima deve dar um susto em muita gente descuidada, que imaginaria que a res-
posta fosse 100 km/h!

14.4. MEDIA GEOMETRICA

E a raiz enésima do produto de "n" termos.

MG:2{31.32.E3.....5|“

Exemplos:

e a média geométrica de 4 e 9 é igual a 6;
e a média geométrica de 2 e 8 é igual a 4;

Exercicios:

1) Na fase de perfuragdo de um tunel, os operarios precisam colocar esta-
cas para sustentacdo. Calcule o comprimento de uma estaca num determinado
ponto.

Todo angulo inscrito numa semi-circunferéncia mede 90°. Logo, o triangulo
formado na figura € um triangulo retdngulo e a estaca é a altura desse triangulo.

Do estudo de relagdes métricas no tridngulo retangulo, temos que:
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h2=a.b

Podemos dizer, entdo, que o comprimento da estaca é a média geométrica
das distancias entre o ponto de apoio da estaca e as laterais do tunel.

157

Curiosidades:

1) Henry Briggs utilizou calculos de média geométrica para construir
a primeira tabela de logaritmos decimais, publicada em 1617.

2) As trés médias: aritmética, geométrica e subcontraria (mais tarde
chamada de harmonica), ja eram conhecidas pelos babildnios. Conta-se que
Pitdgoras de Samos, matematico grego que viveu por volta do ano 550 a.C.,
soube das trés médias na Mesopotamia.

Os pitagoricos possuiam uma maneira alternativa de definir as trés
primeiras médias enunciadas acima; eles utilizavam a nocdo de proporcdo.
A saber, dados dois nimeros positivos "a" e "b", as médias aritmética, geo-
métrica e harmonica entre "a" e "b" é o nimero "c" satisfazendo respecti-
vamente as seguintes relagdes:

t—e 4 a—e a—c 4
= - i = - i = - i
ce—b a () c—b ¢ (1) e—b b (111)
De fato,
a+h

C
isolando "c" na equacdo (I), obtemos 2, ou seja c é a média aritmé-
tica de "a" e "b";

isolando "c" na equacdo (II), obtemos & = ¥ @b isto ¢ "c" & a média geo-
métrica de "a" e "b";

_ Z.a.b
|:_

isolando "c" na equacdo (III), obtemos (a+hbl ou seja "c" é a média
harmonica de "a" e "b".

3) Arquitas escreveu sobre a aplicacdo das médias aritmética, geo-
métrica e subcontraria @ musica e provavelmente foi Filolaus ou Arquitas o
responsavel pela mudanca de nome da ultima para "média harmoénica".
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14.5. MEDIA QUADRATICA

Média quadratica é a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos
valores.

Exemplo:

1) Calcular a média quadratica dos nimeros 2, 4, 5 e 6.

v :J22+42+52+52 y :J4+15+25+35 B9
o A u Fl 4 2

Mg = 45

14.6. DESIGUALDADES ENTRE AS MEDIAS CLASSICAS

Dados dois nimeros reais positivos, "a" e "b", tais que @ = '5, suas médias

harménicaMH, geométrica MG, aritméticaMa e quadratica Mosatisfazem as se-
guintes desigualdades,

EEMHEMGEM.,Q.iMD < h

Sendo que as igualdades ocorrem se, e somente se a = b.
Exemplo:

1) Calculando as médias classicas dos numeros 2, 4, e 6, obtemos:

Mu= 3,27
Mo 3,63
Maz 4

Ma= 4,32

Ou seja: a média harmonica é sempre a menor das médias e a média qua-
dratica é sempre a maior das médias.
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14.7. TESTE DE AVALIACAO - MEDIAS

1) Sabe-se que os numeros x e y fazem parte de um conjunto de 50 nimeros, cuja mé-
dia aritmética é 8,5. Retirando-se x e y desse conjunto, a média aritmética dos nimeros
restantes sera 8. Se 2x - y = 13, entao:

a)y =18
b) x = 15
)y =23
d) x =20
e)x+y=235

2) Qual é a média salarial de uma empresa que tem: 4 serventes com saldrio de R$
350,00, 8 secretarias com salario de R$ 800,00, 13 técnicos com salario de R$ 1.100,00
e 5 engenheiros com saldrio de R$ 2.000,00 ?

a) R$ 984,00
b) R$ 1.070,00
c) R$ 872,00
d) R$ 1.130,00
e) R$ 1.032,00

3) A média geométrica entre trés nimeros é 5. Quanto devo multiplicar um desses nu-
meros para que a média geométrica dobre ?

a) 10
b) 12
c) 8
d) 6
e) 15

4) A média aritmética entre trés nimeros é 7 e a média geométrica é 6. Sabendo que
um deles é o nimero 6, 0os outros dois niumeros sdo:

a)5el0
b)4ell
c)2e1l3
d)3el2
e)leld

5) Um carro desloca-se da cidade A para a cidade B, distantes 150 Km uma da outra,
com velocidade constante de médulo 80 km/h na ida e com velocidade constante de mé-
dulo 120 km/h na volta. Qual é a velocidade média do carro durante todo o tempo de
movimento, excluindo o breve intervalo de tempo de parada na cidade B?

a) 100 km/h
b) 96 km/h
c) 101 km/h
d) 99 km/h
e) 98 km/h
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Gabarito

1) c
2)b
3)c
4)d
5)b

14.8. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
Com os dados do problema podemos montar duas equagdes:
(I)85=(at+az+a3+...+a48+x+y)/50
(II) 8 = (a1 + a2 + a3 + ... + a48) / 48
Logo:
(a1 + a2+ a3 + ... + a48) = 8 x 48 = 384
Substituindo em (I), temos:
8,5=(384+x+y)/50
384 + x+y=50x8,5 384 + x +y =425
X +y =425 - 384 X+y=41
Agora podemos montar o seguinte sistema:
(III) x + y = 41
(IV) 2x -y =13

Somando a equacdo III com a IV, temos:

3x = 54
x=54/3
x =18
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Substituindo o valor de x em (III), temos:

18 +y = 41
y =41-18
y =23

Resposta: y = 23

Autor: ROBERTO PINHEIRO

161

Teste 2
M = (4 x 350,00) + (8 x 800,00) + (13 x 1.100,00) + (5 x 2.000,00) / (4
+8+ 13 +5)
M = (1.400,00 + 6.400,00 + 14.300,00 + 10.000,00) / 30
M = 32.100,00/ 30
M =R$ 1.070,00
Resposta: R$ 1.070,00
Teste 3
MG =5

S=3abc

Elevando ambos os membros ao cubo, temos:

53=a.b.c

a.b.c=125 (1)

MG = 10
10=%ahbck
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Elevando ambos os membros ao cubo, temos:
103 =a.b.c.k

a.b.c.k=1000 (II)

Substituindo (I) em (II), temos:

125 . k = 1000

Logo:

k = 1000/ 125

k=28

Resposta: 8

Teste 4
Dados: MA=7 McG=6 a=6 b=7? c=7?
7=(6+b+c)/3
6+b+c=3x7
b+c=21-6
b+ c=15(I)
E=36bc

Elevando ambos os membros ao cubo, temos:

63=6.b.c
b.c=62
b.c =36 (II)

De (I), temos:

b =15 -c (III)
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Substituindo (III) em (II), temos:
(15-¢).c= 36

15c-c2 =36

c2-15c+36=0
(c-12).(c-3)=0

Portanto:

c=12o0uc=3

Sec=12,b=3
Sec=3,b=12

Resposta: 3 e 12

Teste 5

A velocidade média ndo é a média aritmética das velocidades e sim a mé-
dia harmonica (como explicado em exemplo da aula 14), logo:

[ —
a0 120

Portanto, teremos:

2 _ @0.120 _80.120 _ 9600 _
' S TovE0 2 oM on fog oo KA
50120

Resposta: 96 Km/h
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AULA 15 - MATEMATICA FINANCEIRA BASICA

15.1. PORCENTAGEM

Toda fracdo de denominador 100 representa uma porcentagem, como o diz
o proprio nome "por cem".

Exemplo:
12 _ ..
ﬁ—w,ﬁ:

Observe que o simbolo % que aparece no exemplo acima significa "por
cento". Devemos lembrar que a porcentagem também pode ser representada na
forma de nimeros decimais.

Exemplo:

27
2= — =07
100 g

Exercicios:

1) Um assalariado ganha R$ 2.200,00 por més e paga R$ 176,00 para o
INPS. Calcule a taxa equivalente ao desconto de INPS.

2200 — 100 %
176 —

_ Ve 100 _17e00 _ 176
2200 2200 22

¥ = 8%

2) Uma televisdao custa R$ 300,00. Pagando a vista ganha-se um desconto
de 10%. Qual é o prego da televisdo a ser pago a vista?

164
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300 —100%
desconto — 10%

10.300 _

30
100

desconto =

x = 300 - 30 = 270

Portanto a vista, a televisdo ird custar R$ 270,00

15.2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O sistema de crédito funciona essencialmente porque as pessoas tém ne-
cessidade de consumo imediato e estdo dispostas a pagar um prego por isto.
Quando se empresta dinheiro a uma pessoa para que esta consuma, pode-se ad-
mitir que quem emprestou esta deixando de consumir no momento (embora te-
nha dinheiro para isso) para permitir que outra pessoa o faca. Por essa abstinén-
cia, a pessoa que emprestou recebe um "prémio", o que em financas recebe o
nome de juros.

Assim, podemos denominar juros como "prémio", ou pagamento pelo uso
de uma quantidade de dinheiro por um periodo determinado de tempo. A esta
guantidade de dinheiro que é transacionada damos o nome de capital, principal
ou valor presente. Portanto, capital pode ser definido como o valor aplicado a-
través de alguma operacdo tipicamente financeira e também é conhecido como:
Valor principal, Valor atual, Valor Aplicado.

O valor dos juros pago nesta transacdao depende da taxa de juros, que é
um coeficiente, geralmente dado em porcentagem, que diz respeito a um dado in-
tervalo de tempo. A taxa de juros pode depender de fatores como: o tempo, o
risco e a quantidade de dinheiro disponivel no mercado para empréstimos

A soma do capital empregado na transacdo com os juros obtido recebe o
nome de montante ou valor futuro, ou seja:

[ Fv=pPv+s |

® FV = Valor Futuro (Montante)
® PV = Valor Presente (Capital ou Principal)
® J = Juros
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15.3. JUROS SIMPLES

Se 0s juros, nos varios periodos, forem calculados sempre sobre o valor do
capital inicialmente empregado, diremos que a capitalizacdo é feita no regime de
juros simples. Sobre os juros gerados a cada periodo ndo incidirdo novos juros.
Neste tipo de capitalizacdo somente o capital inicial rende juros.

O regime de capitalizacdao simples comporta-se como uma progressao a-
ritmética (PA), com os juros crescendo linearmente ao longo do tempo.

Valor Principal ou simplesmente principal é o valor inicial emprestado ou
aplicado, antes de somarmos os juros.

O cdlculo dos juros simples é realizado usando a formula:

| J=PV.i.n |

J = Juros

PV = Valor Presente (Capital inicial, Principal)
i = taxa de juros

n = nimero de periodos

Observacdo: E importante lembrar que Taxa (i) e Nimero de Periodos (n)
devem estar sempre na mesma unidade de tempo!

FV = PV + ]

FV=PV+PV.i.n

FV=PV.(1+i.n) |

Exercicio:

1) Calcular os juros e o montante produzidos pelo capital de R$ 1.000,00
aplicado durante 6 meses a taxa de 36% ao ano.

PV = R$ 1.000,00

n = 6 meses

i = 36% ao ano = 3% ao més = 0,03
J=7

FV =7?

J=PV.i.n=1000.0,03.6

(&
]

R$ 180,00
FV =PV + ] =1000 + 180

FV = R$ 1.180,00
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15.4. JUROS COMPOSTOS

O regime de juros compostos € o mais comum no dia-a-dia, no sistema fi-
nanceiro e no calculo econémico. Nesse regime, os juros gerados a cada periodo
sdo incorporados ao principal para o calculo dos juros do periodo seguinte. Ou se-
ja, o rendimento gerado pela aplicacao sera incorporado a ela, passando a parti-
cipar da geragdo do rendimento no periodo seguinte; dizemos, entdo, que os ju-
ros sao capitalizados. Chamamos de capitalizagdao o momento em que os juros
sdo incorporados ao principal.

O comportamento equivale ao de uma progressdo geométrica (PG), inci-
dindo os juros sempre sobre o saldo apurado no inicio do periodo imediatamente
anterior.

Observacao: A poupanca é uma capitalizacdo do tipo composta ja que, se
nao efetuarmos nenhum saque, o juro do més seguinte correra sobre o montante
produzido pelo capital inicial acrescido dos juros referentes ao més anterior.

J=Pv T
FV = PV + )
Fo = Py o+ P T
FV =PV.(1+i)"
Exercicio:

1) Depositando R$ 1.000,00 numa aplicagdo que rende juros compostos de
3% ao més, qual sera o juros e o montante apds 6 meses?

PV = R$ 300,00

n = 6 meses

i = 3% ao més = 0,03
FV =7?

J=7
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Fy = 1000. (1+ 003)° = 1000. 119405
FV = R$ 1194,05

FV = PV + ]

J=FV-PV =1194,05 - 1000

J = R$ 194,05

15.5. DIAGRAMA DE FLUXO DE CAIXA

A resolucdo de problemas de matematica financeira torna-se muito mais
facil quando utilizamos o conceito de fluxo de caixa.

Um diagrama de fluxo de caixa, é simplesmente a representacdo grafica
numa reta, dos periodos e dos valores monetarios envolvidos em cada periodo,
considerando-se uma certa taxa de juros i.

Traca-se uma reta horizontal que é denominada eixo dos tempos, na qual
sao representados os valores monetarios, considerando-se a seguinte convengao:

e Seta para cima: entrada de caixa (dinheiro recebido)
® Seta para baixo: saida de caixa (dinheiro pago)

Diagrama de Fluxo de Caixa
4 Valor Presente

Periodo de Capitalizacdo
r % B

Valor Presente
Valor Futuro +

Juros

Importante: Existe uma regra basica da matematica financeira que deve
ser sempre respeitada:

| N&o se soma ou subtrai quantias em dinheiro que ndao estejam na mesma data. |
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As relacoes definidas para o calculo do valor futuro e do valor presente,
podem ser visualizadas da seguinte forma:

/_\‘ Fu=PV (1+i.r)
Py ¥
N,
Py = FY
1+i.n

Exercicio:

1) Uma loja vende uma determinada TV de 29 polegadas nas seguintes
condicdes: R$ 300,00 de entrada, mais duas parcelas mensais de R$ 300,00, no
final de 30 e 60 dias respectivamente. Qual o valor a vista do televisor se a taxa
de juros mensal é de 5% ?

Solugao:

O problema consiste em trazer todos os capitais futuros para uma mesma
data de referéncia. Neste caso, vamos trazer todos os capitais para a data zero.

-
0 1 2
300 300 300
1,05 1,05°
F"v“=3lillil+ﬂ:l+ﬂ
108 105

PV = 300,00 + 285,71 + 272,11

PV = R$ 857,82

15.6. SERIES DE PAGAMENTOS

No dia-a-dia podemos verificar varios apelos de consumo e de poupanca
através de planos de pagamentos que se adaptam aos mais diversos orcamentos,
onde sdo possiveis através do parcelamento ou recomposicao de débitos.
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O estudo das séries nos fornece o instrumental necessario para estabelecer
planos de poupanca, de financiamento, de recomposicao de dividas e avaliacdo de
alternativas de investimentos.

Define-se série, renda, ou anuidade, a uma sucessdo de pagamentos, exi-
giveis em épocas pré-determinadas, destinada a extinguir uma divida ou constitu-
ir um capital.

Cada um dos pagamentos que compdem uma série denomina-se termo de
uma renda.

Classificacdo das séries de pagamentos:
1) Quanto ao valor das prestagdes:

e uniforme: quando os pagamentos que compdem a série sdo iguais.
variavel: quando os pagamentos que compdem a série ndo sao iguais.

2) Quanto ao numero de prestacoes:

finitas: quando ocorrem durante um periodo pré-determinado de tempo.
infinitas ou perpetuidades: quando os pagamentos ou recebimentos duram de forma infinita.

3) Quanto a periodicidade:

periddica: quando os pagamentos ou recebimentos ocorrem a intervalos constantes.
e ndo-periddica: quando os pagamentos ou recebimentos ocorrem em intervalos irregulares de tempo.

4) Quanto ao prazo dos pagamentos:

e antecipada: os pagamentos ocorrem no inicio da cada periodo.
® postecipada: os pagamentos ocorrem no fim de cada periodo.

5) Quanto ao primeiro pagamento:

e diferidas ou com caréncia: quando houver um prazo maior que um periodo entre a data do recebimen-
to do financiamento e data de pagamento da primeira prestagdo.

e ndo diferidas: quando nédo existir prazo superior a um periodo entre o inicio da operagdo e o primeiro
pagamento ou recebimento.

As séries periddicas e uniformes podem ser divididas em séries postecipa-
das, antecipadas e diferidas.

15.6.1. Séries periodicas e uniformes postecipadas

Sdo aquelas em que os pagamentos ou recebimentos sdao efetuados no fim
de cada intervalo de tempo a que se referir a taxa de juros considerada, e cuja
representacdo grafica é a seguinte:
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PV
0
|

1 2 3 4 n >
v VvV vV v
PMT PMT PMT PMT PMT

4 <«

PMT = Pagamento periddico igual

O valor presente corresponde a soma dos valores atuais dos termos da sé-
rie, ou seja:

PMT,  PMT, PMT,
V= + +ot
1+ 1+ (1+4)*

Resumindo esta formula através da soma dos termos progressdo geometri-
a, tem-se as seguintes formulas:

i+

PV=PMT><[—'1“' _1]

Na formula, o termo entre colchetes é conhecido como Fator de Valor A-
tual (FVA)

FV=PMT><[—'1”" _1]

i

Na formula, o termo entre colchetes é conhecido como Fator de Forma-
cao de Capital (FFC)

Exercicio:

1) Uma maquina de lavar roupa é anunciada por $850,00 a vista ou em 4
parcelas mensais iguais, sem entrada. Se a taxa de juros cobrada pela loja é igual
a 3% ao més, qual o valor das prestagdes?

i+

PV=PMT><[—'1“' _1]
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Logo:

e = Py X4

1+i -1
003 .103*]
103* -1 |

PMT = B50 [

ga0. 003 . 11232320881
1125508811

PMT = = 22887

Resposta: O valor das prestacoes é R$ 228,67

15.6.2. Séries periodicas e uniformes antecipadas

Sdo aquelas em que os pagamentos ou recebimentos sdo efetuados no ini-
cio de cada intervalo de tempo a que se referir a taxa de juros considerada, e cu-
ja representacdo grafica é a seguinte:

PY

0 1 2 3 4 n

v v Vv Vv I
rMT PMT PMT PMT PMT PMT

<

PMT = Pagamento periddico igual

As formulas para encontrar PV, PMT, FV, possuem uma pequena diferenca
das séries postecipada, apresentam (1+ i), ou seja, parte paga na data Zero. Sao

elas:
[+ -]
PV = PMTx(1+1)x [———
i %(1+ |
[+ -1]
FIM= PMTx(1+i)x |~
I
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Exercicio:

1) Um microcomputador é anunciado por $1.500,00 a vista ou em 6 parce-
las mensais iguais, com entrada. Se a taxa de juros cobrada pela loja é igual a
4% ao més, qual o valor das prestagoes?

i1+

N R
PV=PMTXU+QXI————1

Logo:

1 ix(1+i [
PMT = PV % ——x _
(1+i7 |(1+i % -1
3]
PMT =1500 —— | 2041047
104 | 104% -1

1200.1.004 1265319 Fo81814

PMT = =
104 . 0265319 027593176

= 27514

Resposta: O valor das prestacodes é R$ 275,14

15.6.3. Séries diferenciadas

Sdo aquelas em que o primeiro pagamento ou recebimento sé é efetuado
depois de decorridos periodos de tempo a que se referir a taxa de juros conside-
rada, e cuja representacdo grafica é a seguinte:

Caso de postecipado:

PV
0 1 2 3 4 5 n
>
. ;Y Y v ¥
_\"'/_ PMT PMT PMT
Caréncia
v
FV
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Caso de antecipado:
|
1] 1 2
. ) + + ; +
Y PMT PMT PMT
Caréncia
+
Fv
Exercicio:

1) Um aparelho de som é vendido por R$ 539,00 a vista. A prazo, ele é
vendido em 6 prestacdes mensais e iguais, sendo a primeira prestacao paga 3
meses apds a compra. Determine o valor das prestacGes sabendo que a taxa é de
4% ao més.

Considerando uma taxa de juros de 4% ao més, 3 meses apds a compra o
valor presente do aparelho de som sera:

539 x (1 + 0,04)3 = 606,30

Portanto, considerando uma série diferenciada antecipada, teremos:

LTS
PV = PMT = (1+i)% [———

P+ )"

Logo:

1 irl1+i 0"
PMT = PV x—x _
(1+i7 |(1+i % -1

fi
PMT 60630 —— | 202 104
104 | 104% -1

oy L E0B30 1. DDS0B1276 .,

104 . 02653315

Resposta: O valor das prestacoes é R$ 111,21
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15.7. TAXAS DE JUROS

Taxa de Juros Real (Swap de 360 Dias)

40
35
22 méd. 00/03;
| 150%
25 -
2 méd. 96/99: : gy P
20 qg.5% : med. 0405 =
B : ' 11,5% :
15 | \ | - :
10 | —— St ..
. 70
jan jan  jan jam jam jan jJan janm jan jan jan out®
86 97 98 99 00 01 02 03 04 O5 (06 o7

I.;_: BAROG CENTIRAL [ Mk Fonios: BCH o BMEF

15.7.1. Taxas proporcionais

Sao taxas de juros fornecidas em unidades de tempo diferentes que, ao se-
rem aplicadas a um mesmo capital, durante um mesmo prazo, produzem um
mesmo montante ao final daquele prazo, no regime de juros simples.

Assim, se colocarmos a juros simples, um capital de R$ 1.000,00 a uma
taxa de 12% a.a. durante 1 ano ou colocarmos 0 mesmo capital a uma taxa de
1% a.m. durante 12 meses, encontraremos 0 mesmo juro.

Taxas como 1% ao més e 12% ao ano sdo chamadas de taxas proporcio-
nais, pois a razao entre elas é igual a razdo dos periodos aos quais elas se refe-
rem. Taxas proporcionais ndao sao equivalentes.

15.7.2. Taxas equivalentes no regime de capitalizacao
composta

Taxas equivalentes sdao taxas de juros fornecidas em unidades de tempo
diferentes que ao serem aplicadas a um mesmo principal durante um mesmo pra-
zo produzem um mesmo montante acumulado no final daquele prazo, no regime
de juros compostos.

Assim, a diferenca entre taxas equivalentes e taxas proporcionais se pren-
de exclusivamente ao regime de juros considerado. As taxas proporcionais se
baseiam em juros simples, e as taxas equivalentes se baseiam em juros
compostos.
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Um erro muito comum € achar que juros compostos de 2% ao més equiva-
lem a juros anuais de 2x12% = 24% ao ano.

Seja o capital P aplicado por um ano a uma taxa anual ia. O montante VF
ao final do periodo de 1 ano sera igual a VF = VP . (1 + ia)

Consideremos agora, o mesmo capital P aplicado por 12 meses a uma taxa
mensal im. O montante VF’ ao final do periodo de 12 meses sera igual a VF' =
VP(1 + im)*,

Pela definicdo de taxas equivalentes vista acima, deveremos ter VF = VF'.
Portanto, VP . (1 + ia) = VP . (1 + im)%

Dai concluimos que:

| 1+ia=(1+im)*? |

Esta formula permite calcular a taxa anual equivalente a uma determinada
taxa mensal conhecida.

Exemplo:
1) Qual a taxa de juros anual equivalente a 2% a.m.?

1+ia=(1+im)m

1+ia=(1+0,02)2
1+ia=1,02*
1+ia=1,2682

ia=1,2682-1=0,2682
ia = 26,82%

Observe que no regime de juros compostos, a taxa de juros de 2% a.m.
equliivale a taxa anual de 26,82% a.a. e ndo 24% a.a., como poderia parecer para
0s mais desavisados.

Podemos generalizar a conclusdo vista anteriormente, conforme mostrado
a seguir. As conversdes das taxas podem ser feitas de acordo com as seguintes

formulas:
e 1+im = (1+id)3 [porque 1 més = 30 dias]
e 1+ia=(1+im)*2[porque 1 ano = 12 meses]
e 1 +ia=(1+is)?[porque1ano = 2 semestres]
e 1 +is=(1+im)® [porque 1 semestre = 6 meses]
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Onde:

ia = taxa de juros anual

is = taxa de juros semestral
im = taxa de juros mensal
id = taxa de juros diaria

Todas elas baseadas no mesmo principio fundamental de que taxas equiva-
lentes aplicadas a um mesmo capital, produzem montantes iguais.

N3o € necessario memorizar todas as formulas. Basta verificar a lei de
formacao que é bastante clara. Por exemplo, se it = taxa de juro num trimestre,
poderiamos por exemplo escrever:

1 +ia = (1 + it)* [porque 1 ano = 4 trimestres]
Exemplos:
1) Qual a taxa anual equivalente a 3% ao trimestre?

1+ia=(1+it)*

1+ia=(1+0,03)*
1+ia=1,03%
1 +ia=1,1255

ia=1,1255-1 = 10,1255

ia=12,55%

2) Qual a taxa mensal equivalente a 12% ao ano?
1+ia=(1+im)*?

1+0,12 = (1 +im)*?

1,12 = (1 + im)*?

Dividindo ambos os expoentes por 12, fica:
1,122 = 1 + im

W112= 1 + im
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1,009488 = 1 + im
im = 1,009488 - 1 = 0,009488

im = 0,9488%

15.7.3. Taxa nominal

Quando a unidade de tempo indicada pela taxa de juros ndo é igual a uni-
dade de tempo do periodo de capitalizagdo, podemos dizer que esta taxa € nomi-
nal. A taxa nominal é fornecida em termos anuais, e os periodos de capitalizacdo
podem ser semestrais, trimestrais, mensais ou diarios.

E comum se encontrar em problemas envolvendo juros compostos as ex-
pressoes do tipo:

® “juros de 50% ao ano, capitalizados mensalmente”.
® “juros de 10% ao ano, capitalizados trimestralmente”.
e “taxa de 15% ao ano, com capitalizacdo semestral”.

Nestas expressdes podemos observar o que se convencionou chamar de
taxa nominal: "a taxa cuja unidade de tempo ndo coincide com a unidade de
tempo do periodo de capitalizacao".

E possivel entender a taxa nominal como uma “taxa falsa”, geralmente for-
necida com periodo em anos, que ndo devemos utilizar diretamente nos calculos
de juros compostos, pois estas ndo produzem resultados certos. No lugar desta,
devemos usar a taxa efetiva.

15.7.4. Taxa efetiva

Quando a unidade de tempo indicada pela taxa de juros é igual a unidade
de tempo do periodo de capitalizagdo, podemos dizer que esta taxa é efetiva.

Exemplos:

e A taxa de 3% ao més com capitalizacdo mensal.
® Juros de 10% ao trimestre capitalizado trimestralmente.
e Taxa de 1% ao més com capitalizagdo mensal.

Nos enunciados acima envolvendo problemas de juros compostos onde se
da a taxa efetiva, frequentemente se esconde ou omite o periodo de capitaliza-
cao, ficando subentendido que este é o0 mesmo indicado pela taxa.

Exemplos:

e Taxa de 5% ao més - significando 5% ao més, com capitalizacdo mensal.
® Juros de 15% ao semestre - significando 15% ao semestre com capitalizagao semestral.
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15.7.5. Conversao de Taxa Nominal em Taxa Efetiva

A conversdo da taxa nominal em taxa efetiva é feita ajustando-se o valor
da taxa nominal proporcionalmente ao periodo de capitalizagdo. Isto pode ser fei-
to com uma regra de trés simples e direta.

Exemplo:

1) Uma aplicagdo financeira paga juros compostos de 8% ao ano, com ca-
pitalizacdo trimestral. Qual é a taxa de juros efetiva praticada nesta aplicacdo fi-
nanceira?

As capitalizagdes sdo trimestrais. Entdo, teremos que ajustar a taxa nomi-
nal anual de 8% para uma taxa trimestral, usando uma regra de trés simples:

- 12 meses (01 ano) ----> 8% juros
- 3 meses ----> 2% juros (i=0,02)

Desta forma, a taxa efetiva praticada é de 2% ao trimestre.

15.7.6. Taxa real

A taxa real é o rendimento (ou custo) de uma operacdo depois de expur-
gados os efeitos inflacionarios.

15.7.7. Taxa aparente

Denominamos taxa aparente aquela que vigora nas operagles correntes.
Quando nao ha inflacdo, esta taxa € igual a taxa real; porém, quando ha inflacado,
a taxa aparente é formada pela taxa da inflacdo e pela taxa de juro real, ambas
apuradas no mesmo periodo da taxa aparente.

A expressdo que relaciona taxa aparente, taxa real e a taxa de inflagao é:

1+ iaparente = (1 + ireal) . (1 + iinflat;éo)

® iaparente = taxa aparente
® ireal = taxa real
® iinflacio= taxa de inflagdo

Exemplo:

1) Certa economia apresentou para um determinado periodo, uma taxa re-
al de 2% e uma inflagao de 10%. Qual a taxa aparente dessa economia?
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L4 iaparente =7

® ireal = 2% = 0,02

® linflagio= 10% = 0,1
1 + japarente = (1 + irear) - (1 + finflacso)

1 + iaparente = (1 + 0,02) . (1 + 0,1)

1 + ispareme = 1,02 . 1,1 = 1,122

1,122 -1 =0,122

|aparente =

iaparente =1 2,20/0
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15.8. DESCONTO SIMPLES

Ao contrair uma divida a ser paga no futuro, € muito comum o devedor o-
ferecer ao credor um documento denominando titulo, que é o comprovante dessa
operacao. De posse desse titulo, que é usado para formalizar uma divida que ndo
sera paga imediatamente, mas dentro de um prazo estipulado, o devedor podera
negociar o pagamento antecipado da divida através de um banco.

Normalmente os titulos de crédito sdo:

e Nota Promisséria: é um comprovante da aplicagdo de um capital com vencimento predeterminado. E
um titulo muito usado entre pessoas fisicas ou entre pessoas fisicas e uma instituigdo financeira.

e Duplicata: € um titulo emitido por uma pessoa juridica contra seu cliente (pessoa fisica ou juridica),
para o qual ela vendeu mercadorias a prazo ou prestou servigos a serem pagos no futuro, segundo

um contrato.

e |etra de Cambio: assim como a nota promissoria, € um comprovante de uma aplicacdo de capital com
vencimento predeterminado; porém, é um titulo ao portador, emitido exclusivamente por uma institu-

icdo financeira.

Uma situacao envolvendo o conceito de desconto ocorre quando uma em-
presa vende um produto a prazo; neste caso, o vendedor emite uma duplicata
gue |he dara o direito de receber do comprador, na data futura, o valor combina-
do. Caso o vendedor necessite de dinheiro, podera ir a um banco e efetuar um

desconto da duplicata.
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De modo analogo ao desconto de duplicatas, uma empresa pode descontar
notas promissérias num banco. As notas promissérias surgem quando, por algu-
ma razao, um devedor assume uma divida junto a um credor; a nota promissoria
€ um papel que representa uma promessa de pagamento ao credor, feita pelo
devedor.

Todo titulo de crédito tem uma data de vencimento; porém, o devedor po-
de resgata-lo antecipadamente, obtendo com isso um abatimento denominado
desconto. Esse abatimento é a diferenca entre o valor futuro do titulo e o valor
atual na data da operacgao.

O desconto é uma das mais comuns aplicagdes da regra de juro.

Embora seja freqliente a confusao entre juros e descontos, trata-se de dois
critérios distintos. Enquanto no calculo dos juros a taxa do periodo incide sobre o
capital inicial (VP), no desconto a taxa do periodo incide sobre o montante ou va-
lor futuro.

O desconto pode ser feito considerando-se como capital o valor nominal ou
valor atual. No primeiro caso é denominado desconto comercial, no segundo des-
conto racional.

O desconto simples, racional ou comercial sdo aplicados somente aos titu-
los de curto prazo, geralmente inferiores a 1 ano.

Valor Nominal do Titulo (N): E a importancia declarada no titulo, a ser
paga na data do seu vencimento.

Valor Atual do Titulo (A): Se o titulo é negociado antes do seu venci-
mento, devera ser deduzido o desconto. Valor atual é a diferenga entre o valor
nominal e o desconto, ou seja:

15.8.1. Desconto racional (por dentro)

Este desconto é calculado sobre o valor atual do titulo. A taxa de desconto
incide sobre o valor liquido.

| Dr = A.i.n |

_N.i.n
1+i.n

Exercicio:

1) Qual é o desconto por dentro de um titulo de R$ 8.000,00 pagavel den-
tro de 3 meses a taxa de 10% a.a.?
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e N = R$ 8.000,00
e n=3/12ano = 0,25 ano
e i=10%a.a.=0,1

_8o00.01.025
" 14(01.028)

0, = 28 _ 1a512
1025
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Resposta: O desconto por dentro é de R$ 195,12

15.8.2. Desconto comercial (por fora)

O abatimento incide sobre o valor nominal do titulo.

Desconto bancario: é o desconto comercial com duas pequenas modifica-
¢oes. Os bancos costumam cobrar, como despesas administrativas, uma percen-
tagem sobre o valor nominal do titulo e o imposto sobre as operagdes financeiras

(IOF).

| Db = Dc + despesas administrativas + IOF |

Exercicio:

1) O possuidor de um titulo a prazo no valor nominal de R$ 80.000,00
descontou-o por fora, faltando 6 meses para seu vencimento, recebendo o liquido
de R$ 72.000,00. Qual a taxa anual cobrada?

Dc=N-A = 80000 - 72000 = 8000

n=6/12=0,5ano

Dc=N.i.n, logo:

Dc/ (N .n)

8000 / (80000 . 05) = 8000 / 40000 = 0,2

Resposta: A taxa anual cobrada é de 20% a.a.
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15.9. TESTE DE AVALIACAO - MATEMATICA FINANCEIRA

1) Alberto colocou metade de seu capital a juros simples pelo prazo de 6 meses e o restante, nas
mesmas condigdes, pelo periodo de 3 meses. Sabendo-se que ao final das aplicagdes os montantes
eram de R$ 11.700,00 e R$ 10.350,00, respectivamente, qual era o capital inicial de Alberto?

a) R$ 17.800,00
b) R$ 18.500,00
c) R$ 17.000,00
d) R$ 18.000,00
e) R$ 20.000,00

2) ) Uma loja vende uma televisdao LCD nas seguintes condicGes: 4 parcelas mensais, sem entrada,
sendo as duas primeiras parcelas no valor de R$ 300,00 a serem pagas em 30 e 60 dias apos a
compra e as duas ultimas parcelas no valor de R$ 400,00, a serem pagas em 90 e 120 dias apds a
compra. Sabendo-se que a taxa de juros cobrada é de 6% ao més, pergunta-se: qual é o valor a
vista dessa televisdo?

a) R$ 1.120,00
b) R$ 1.080,50
c) R$ 1.240,35
d) R$ 1.202,70
e) R$ 1.170,20

3) Um automdvel foi financiado em uma entrada de R$ 2.500,00 e mais 36 prestacées mensais de
R$1.000,00, a uma taxa de juros de 3% ao més. Qual é o preco do carro a vista?

a) R$ 24.332,25
b) R$ 26.126,15
c) R$ 23.172,80
d) R$ 25.675,30
e) R$ 27.054,10

4) Quanto se deve depositar mensalmente, para obter um montante de R$ 10.000,00 ao fim de
um ano, sabendo-se que a taxa mensal de remuneracao do capital é de 2,5% e que o primeiro de-
posito é feito ao fim do primeiro més?

a) R$ 701,55
b) R$ 684,72
c) R$ 780,24
d) R$ 672,90
e) R$ 724,87

5) Carlos depositou, anualmente, R$ 800,00 numa conta de poupanga, em nome de seu filho, a ju-
ros de 6% a.a. O primeiro depdsito foi feito no dia em que seu filho nasceu e o Ultimo quando este
completou 18 anos. O dinheiro ficou depositado até o dia em que completou 21 anos, quando o
montante foi sacado. Quanto recebeu seu filho?

a) R$ 29.210,70
b) R$ 31.214,14
c) R$ 37.842,20
d) R$ 35.248,15
e) R$ 34.120,18
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6) Uma determinada maquina industrial tem o prego de R$ 60.000,00, podendo ser financiada com
15% de entrada e o restante em prestagdes trimestrais, iguais e sucessivas. Sabendo-se que a fi-

nanciadora cobra juros compostos de 28% a.a., capitalizados trimestralmente, e que o comprador
esta pagando R$ 5.831,60 por trimestre, a Ultima prestagdo vencera em:

a) 3 anos e 9 meses
b) 4 anos
c) 3 anos e 6 meses
d) 4 anos e 3 meses
e) 3 anos

7) Uma aplicacdo de R$ 6.000,00 rendeu juros de R$ 1.800,00 no prazo de 1 ano. Sabendo-se que
neste periodo a taxa de inflagdo foi de 15%, qual foi a taxa de juro real obtida pelo aplicador?

a) 10%
b) 13%
c) 8%

d) 16%
e) 20%

8) A propaganda de uma grande loja de eletrodomésticos anuncia: “"Compre tudo e pague em 6
vezes. Leve hoje e s comece a pagar daqui a 3 meses”. Se a taxa de financiamento é de 4%
a.m., qual é o valor da prestacao de uma geladeira cujo preco a vista é de R$ 2.000,00?

a) R$ 412,65
b) R$ 385,40
c) R$ 438,25
d) R$ 401,50
e) R$ 370,75

9) Uma empresa descontou uma duplicata em um banco que adota uma taxa de 50% a.a. e des-
conto comercial simples. O Valor do desconto foi de R$ 2.000,00. Se na operagao fosse adotado
desconto racional simples, o valor do desconto seria reduzido em R$ 400,00. Nessas condicdes, o
valor nominal da duplicata é de:

a) R$ 7.800,00
b) R$ 8.000,00
¢) R$ 9.300,00
d) R$ 8.500,00
e) R$ 9.000,00

10) Renato deve a um banco R$12.000,00 que vencem daqui a 30 dias. Por ndo dispor, no mo-
mento, desse valor, propGe a prorrogacdo da divida por mais 60 dias. Admitindo-se a data focal
atual (zero) e que o banco adote a taxa de desconto comercial simples de 48% a.a., qual sera o
valor do novo titulo?

a) R$ 12.979,20
b) R$ 13.570,91
c) R$ 13.090,91
d) R$ 13.278,34
e) R$ 12.960,00
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Gabarito

1)d
2)d
3)a
4) e
5)b
6) c
7)b
8) a
9)b
10) c

15.10. RESOLUCAO DO TESTE DE AVALIACAO

Teste 1
FV=C.(1+i.n)
11700 =0,5C. (1 + 6i)
10350 = 0,5 C . (1 + 3i)
Logo temos:
0,5C=11700/ (1 + 6i)
0,5 C = 10350 / (1 + 3i)
ou seja:
11700/ (1 + 6i) = 10350 / (1 + 3i)
11700. (1 + 3i) = 10350 . (1 + 6i)
11700 + 35100.i = 10350 + 62100.i
62100.i - 35100.i = 11700 - 10350

27000.i = 1350

1350 / 27000

i=0,05
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0,5C=11700/[1 + (6 x 0,05)]
0,5C=11700/1,3
0,65C=11700

C=11700/ 0,65

C = 18000

Resposta: O capital inicial de Alberto era R$ 18.000,00

Teste 2

300 300 400 400
=—+ = + + Y
106 108 10688 106

P

PV = 283,02 + 267,00 + 335,84 + 316,84 = 1202,70

Resposta: O valor a vista é R$ 1202,70

Teste 3

Py = 25004 pwT |G =1
N

[ g g
Py = 2500+ 1000 [—* 003y 15 = 2500+ 1000. &1&
003 .(1+ 003y 003 . (1,037

28982783281
00a . 259527532

P = 2500+ 1000 . [ J = 2500 + 2183225 = 2455025

Resposta: O preco do carro a vista é R$ 24.332,25
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Teste 4

i

FIF = me[m]

PMT = FY | ——
(1+ )" =1
PMT = 10000 0029 _ o000, — 2927 _ 2487
(1+ 002577 -1 03445686524

Resposta: Se deve depositar mensalmente a quantia de R$ 724,87

Teste 5

FV = PMT = (1+i)x [M
I

Até seu filho completar os 18 anos obteve-se:

12 _ 13
Fv = 800 . (1+ 006) . (+0De]” -1 = 800 106 . 1oe” -1
0,06 0,06

FV = 800 . 1,06 . 30,90565254 = 26208

Esse dinheiro ficou depositado até seu filho completar 21 anos, logo:
FV = 26208 . (1 + 0,06)3

FV = 26208 . 1,063 = 31214,14

Resposta: O filho de Carlos recebeu R$ 31.214,14
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Teste 6

28% a.a. € a taxa nominal. A taxa efetiva, nesse caso, é: 28/4 = 7% ao
trimestre

15% (R$ 9.000,00) de entrada. Logo o valor a ser financiado é $
51.000,00. Assim temos:

i+

PV=PMTXILHF_1

51000= 58316D.[ (1+007) — 1 }

007.(1+ 0077

107 — 1 51000

007 . 107" 583160

(107" - 1) . 883160 =007. 107" 51000
583160 . 107" 583160 = 3570. 107"
583160 . 107"- 3570 . 107" = 583160

226160 . 107" = 583160

_ 583160
226160

107"
107" = 257853

log(107™)= log 257853

n. log 1,07 = log 2,57853

o _log257853 _ 041137219
logl07 0029333777

Ou seja: n = 14 trimestres

14 trimestres = 12 trimestres + 2 trimestres

ACERVOAOSABER sSuafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA
ELEMENTAR

Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO

Cada ano tem 4 trimestres, logo:
14 trimestres = 3 anos e 6 meses

Resposta: A ultima prestacao vencera em 3 anos e 6 meses

189

Teste 7
J=P
J =R$ 1.800,00 PV = R$ 6.000,00 n=1(1ano)
1800 = 6000 . i
i = 1800/ 6000 = 0,3
1 + iaparente = (1 + ireal). (1 + iinflagdo)
14+0,3=(1+ireal).(1+0,15)
1,3=(1+ ireal) . 1,15
1 4+ ireal = 1,3/ 1,15 = 1,1304
ireal = 1,1304 -1 = 0,1304 = 13,04%

Resposta: A taxa de juros real obtida pelo aplicador é de 13%

Teste 8

Como o primeiro pagamento sera feito daqui a 3 meses, se considerarmos
uma série diferida antecipada, temos uma caréncia de 3 meses; se considerarmos
uma série diferida postecipada, temos uma caréncia de 2 meses.

Vamos considerar uma série diferida antecipada.
Nesse caso, apds os 3 meses de caréncia, o valor da geladeira sera:
Fovy = P (140"

Fv = 2000 (1+ 0047 = 20001047 = 2000 . 1124864 = 224973
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Portanto vamos utilizar esse valor como valor presente na formula abaixo:

i1+ P

PV = PMT % (1+i)% [M]

14 0p4F 1
204873 - PMT . (1 + 0pay [ 0B = 1
004 (1+ 004)
E_
224573 = PMT 104 |22 — 1
004 104

2249,73 = PMT . 1,04 . 5,2421368567
2249,73 = PMT . 5,4518223
PMT = 2249,73 / 5.4518223 = 412,65

Resposta: O valor da prestacdo da geladeira é R$ 412,65

190

Teste 9

2000=N.0,5.n (I)

N.05.n

2000 -400 = ————
T+i02.n (ID)

Substituindo (I) em (II), temos:

2000
1+ 050N

1600 =
1 + 0,5.n = 2000/1600 = 1,25
0,5.n=1,25-1=0,25

n=0,25/0,5=0,5ano
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Substituindo "n" em (I), temos:
2000=N.0,5.0,5
N = 2000/ 0,25 = 8000

Resposta: O valor nominal da duplicata é R$ 8.000,00

Teste 10
Taxa de desconto comercial simples = 48% a.a. = 4% ao més

Se Renato fosse pagar o titulo hoje (1 més antes do vencimento), teria o
seguinte desconto comercial:

O
(g}
I
=2
3
I

12000 . 0,04 .1 = 480

12000 - 480 = 11520 (A = valor atual na data focal 0 -->

E pagaria: A
hoje)

Agora considere o titulo com a nova data de vencimento (para daqui a 90
dias = 30 + 60). Se Renato fosse pagar hoje esse titulo teria o seguinte desconto
comercial:

_11320.004 .3 13824

_ - 157091
°" T 1-(004.3) 088 .

Portanto o valor nominal do novo titulo sera:

N

A + Dc =11520 + 1570,91

N = 13090,91

Resposta: O valor nominal do novo titulo sera R$ 13.090,91
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AULA 16 - RELACOES E FUNCOES

16.1. RELACOES

Dado dois conjuntos "A" e "B", relagdo "R" é qualquer subconjunto (ou
grupo de subconjuntos) do produto cartesiano A x B.

FRcAxB
Exemplo: Se A x B = {(0,m),(0,n),(0,p),(1,m),(1,n),(1,p)}
Fipode ser {(0,m),(0,n),(1,n)}

Fzpode ser {(1,m),(1,n)} e assim por diante...

16.2. FUNCAO - DEFINICAO

Dado dois conjuntos A e B e uma relagao f de A em B, dizemos que f é uma
funcdo se, e somente se, para todo elemento x de A existe, em correspondéncia,
um unico elemnto y de B, tal que (x,y) =f.

i, xeh dlyeBly =[x

f: A= B ou f(}{j,nuA—f>Ei

f={(2,1),(4,3),(6,5),(8,7),(10,9)}
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Numa funcdo temos o dominio, o contradominio e a imagem

e dominio: D(f) = {2,4,6,8,10} (conjunto A)

e contradominio: CD(f) = {1,3,5,7,9,11,13}

e Imagem: Im(f) = {1,3,5,7,9%}, sendo que: f(2)=1, f(4)=3, f(6)=5,
f(8)=7, f(10)=9

Afirmar que uma grandeza é funcao de outra significa dizer que a primeira
depende da segunda. A cada valor da segunda grandeza corresponde um valor da
primeira e, se a segunda muda, a primeira também muda.

Curiosidade: E possivel estar em dois lugares ao mesmo tempo? N&o, ndo
€ possivel. A idéia de fungdo origionu-se exatamente na resposta matematica a
esta pergunta e se desenvolveu com os estudos do italiano Galileo Galilei, no final
do século XVI, a respeito do movimento dos corpos. Em qualquer movimento -
seja de uma pedra que cai, de uma nave espacial, de um cavalo no campo - ocor-
re uma relacdo especial entre dois conjntos numeéricos: os de tempo e os de es-
paco. A cada instante do primeiro conjunto vai corresponder uma, e somente u-
ma, posicdo de um determinado corpo em movimento. A partir desta idéia, o
conceito de funcdo foi sendo aplicado a todos os movimentos numéricos em que
esta relagdo especial acontece.

Observacgoes:

e

AW,

Nao é funcdo, pois 0 n°® 3 ndo possui correspondente no conjunto B.

B
77N\
4
|

L

II'“'\__Rl/ |

N3o é funcdo, pois 0 n° 1 possui dois correspondentes em B.
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E funcdo, pois todos os elementos de A possuem um Unico correspondente
em B.

Curiosidades:

1) Leibniz ndo é o responsavel pela moderna notagdo para
funcdo, mas é a ele que se deve a palavra "funcdo", praticamente
no mesmo sentido em que ela é usada hoje. Leibniz foi quem pri-
meiro usou o termo "fungdao" em 1673 no manuscrito Latino "Me-
thodus tangentium inversa, seu de fuctionibus". Leibniz uso o ter-
mo apenas para designar, em termos muito gerais, a dependéncia
de uma curva de quantidades geométricas como as sub tangentes
e sub normais. Introduziu igualmente a terminologia de "constan-
te", "variavel" e " parametro".

2) O conceito de funcdo que hoje pode parecer simples é o
resultado de uma lenta e longa evolugdo histérica iniciada na Anti-
guidade quando, por exemplo, os matematicos babilonios utiliza-
ram tabelas de quadrados e de raizes quadradas e cubicas ou
quando os Pitagdricos tentaram relacionar a altura do som emitido
por cordas submetidas a mesma tensdo com o seu comprimento.
Nesta época o conceito de funcdo nao estava claramente definido:
as relagdes entre as variaveis surgiam de forma implicita e eram
descritas verbalmente ou por um gréafico.

Os nomes Plano Cartesiano e Produto Cartesiano sdao home-
nagens ao seu criador René Descartes (1596-1650), filésofo e ma-
tematico francés. O nome de Descartes em Latim, era Cartesius,
dai vem o nome cartesiano. S6 no século XVII, quando Descartes
introduziu as coordenadas cartesianas, se tornou possivel trans-
formar problemas geométricos em problemas algébricos e estudar
analiticamente fungbes. A Matemadtica recebe assim um grande im-
pulso, nomeadamente na sua aplicabilidade a outras ciéncias - os
cientistas passam, a partir de observacdes ou experiéncias realiza-
das, a procurar determinar a féormula ou fungdo que relaciona as
variaveis em estudo. A partir daqui todo o estudo se desenvolve
em torno das propriedades de tais fungdes. Por outro lado, a intro-
ducdo de coordenadas, além de facilitar o estudo de curvas ja co-
nhecidas permitiu a "criacdo" de novas curvas, imagens geométri-
cas de fungoes definidas por relagdes entre variaveis.
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16.3. CLASSES DE FUNCAO

16.3.1. Funcgao sobrejetora

Uma funcdo é sobrejetora quando o conjunto imagem é o préprio conjunto
B, ou seja: uma funcdo é sobrejetora quando ndo sobra nenhum elemento no
conjunto B sem correspondente no conjunto A.

Exemplos:

/
\J \'/

16.3.2. Funcao injetora

Uma funcdo é injetora quando nenhum elemento de B possui mais que um
correspondente em A.

Exemplos:
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3 —F—— > ek

\ 7 &f

[ ze—t+—T>0s |

16.3.3. Funcao bijetora

Uma funcdo é bijetora quando é sobrejetora e injetora simultaneamente.

Exemplo:

Observe que ndo sobre nenhum elemento em "B" sem correspondente em
"A" e que para cada elemento de "B" s6 existe um correspondente em "A".

16.3.4. Funcao nao sobrejetora e nao injetora

Exemplo:

Nao é fungdo sobrejetora pois o n® 5 ndo possui correspondente em "A", e
ndo é funcao injetora pois o n° 4 possui dois correspondentes em "A".
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16.4. COORDENADAS CARTESIANAS

Através das coordenadas cartesianas podemos localizar pontos no plano.
Essa localizacdao ocorre de forma bastante simples. Considerando dois eixos per-
pendiculares, basta definir a distdncia do ponto em relacdo ao eixo horizontal e
em relagdo ao eixo vertical. O ponto em que os dois eixos se cortam (0,0) recebe
o nome de origem das coordenadas. Dessa forma é adotada a seguinte conven-
gao:

e 0 eixo horizontal recebe o nome de eixo das abcissas e é positivo a direi-
ta da origem das coordenadas e negativo a sua esquerda.

e 0 eixo vertical recebe o nome de eixo das ordenadas e é positivo acima
da origem das coordenadas e negativo abaixo.

Quando desenhamos os eixos cartesianos, o plano fica dividido em quatro
regides chamadas quadrantes.

Eixo das ordenadas

A
+_1:‘:
. B R _
Segundo Primeirg
quadrante guadrante
+x
4 |
(0.0} . .
Eixo das abcissas
| Terceira Quarto
quadrante | | quadrante

Curiosidade: Em 1637, René Descartes descreveu em seu livro "La Geo-
metrie" (A Geometria) um importante método de localizagdo de pontos no plano.
Em homenagem a ele esse sistema de coordenadas passou a ser chamado de sis-
tema de coordenadas cartesiano.

Observacgao: Um grafico representa uma funcdo se qualquer paralela tra-
cada em relacdo ao eixo das ordenadas corta-lo em apenas um ponto.
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Dominia [omirio

E funcao Nao é funcao

Aplicacoes das relacoes e funcoes no cotidiano:

Ao lermos um jornal ou uma revista, diariamente nos depa-
ramos com graficos, tabelas e ilustragbes. Estes, sdo instrumentos
muito utilizados nos meios de comunicacdo. Um texto com ilustra-
coes, € muito mais interessante, chamativo, agradavel e de facil
compreensdo. Ndo € sé nos jornais ou revistas que encontramos
graficos. Os graficos estdo presentes nos exames laboratoriais, nos
rotulos de produtos alimenticios, nas informagdes de composicdo
guimica de cosmeéticos, nas bulas de remédios, enfim em todos os
lugares. Ao interpretarmos estes graficos, verificamos a necessida-
de dos conceitos de plano cartesiano.

O Sistema ABO dos grupos sangliineos é explicado pela re-
combinacdo genética dos alelos (a,b,0) e este € um bom exemplo
de uma aplicacao do conceito de produto cartesiano. Uma aplicacao
pratica do conceito de relacdo é a discussao sobre a interacdo de
neurénios (células nervosas do cérebro).

Ao relacionarmos espaco em funcdao do tempo, nimero do
sapato em funcdo do tamanho dos pés, intensidade da fotossintese
realizada por uma planta em funcao da intensidade de luz a que ela
€ exposta ou pessoa em funcdo da impressao digital, percebemos
quao importantes sdo os conceitos de fungdes para compreender-
mos as relacbes entre os fendmenos fisicos, bioldgicos, sociais.

Observamos entdo que as aplicacdes de plano cartesiano,
produto cartesiano, relagbes e funcOes estao presentes no nosso
cotidiano.

16.5. CLASSIFICAGAO DE FUNCOES A PARTIR DE SUAS
REPRESENTACOES GRAFICAS

Podemos fazer uma classificagao particular de algumas fungdes, a partir de
suas representacoes graficas. E o caso dos exemplos seguintes:

16.5.1. Funcao par

198
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Uma funcdo é par quando é simétrica em relacdo ao eixo das ordenadas,
isto é, quando se verifica: f (x) = f (-x) para ¥# € A,

Exemplos:

o f(X)=I|x]=x
o f(-x)=1-x|=x

o f(x)=x2
e f()=(x)2=x

[ Y iz

e f(X)=x2-|x]=x2-Xx
o F(X) = (202~ |-x|= x2 - x

v =xi=]|x|

A funcdo cosseno é uma funcao par.

e f(x) = cos X
e f(-x) = cos(-x) = cos x
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16.5.2. Fungao impar

Uma funcdo é par quando é simétrica em relacdo ao centro de coordena-
das, isto é, quando se verifica: f (x) = - f (- x) para F¥ € A,

Exemplos:

o f(x)=x3
o F(x) = ()3 =3

e f(x)=1/x3
o f(x)=1/(x)3=-1/x3

¥

A funcdo seno é uma fungdo impar.

e f(x)=senx
e f(-x) =sen(-x) = - sen X

16.5.3. Funcgao limitada

Uma funcdo é limitada se existem numeros reais "a" e "b" tais que a ima-

gem de todo elemento do dominio pertence ao intervalo fechado de extremos "a
e llbll.

As funcdes y = sen x e y = cos x sdo limitadas pois: -1¢ senx < le
-1<cosx sl
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16.5.4. Fungao identidade

E toda funcdo do tipo: f(x) = x.

Exemplo:
VLTI ST o) t'r' vy ]
SREES o
wtriecl - | Prais |
= X e b _"F".':-.__.._._.—"-n |
-2 F ‘_.-"i_ |
£y 3 ' il .'
| ‘8 [ :;"’/ 1 |
n | 5 S

16.5.5. Fungao constante
E toda funcdo do tipo: f(x) = k, onde "k" é um nuimero real.

Exemplo:

16.5.6. Funcgao periodica
E toda funcdo que se repete periodicamente.

Todas as fungOes trigonométricas, como por exemplo: sen(x), cos(x),
sec(x), cossec(x) sdo periddicas.

16.5.7. Fungao linear
E toda funcdo do tipo f(x) = a.x, onde "a" é um numero real ndo nulo.

O grafico de f(x) = a.x € uma reta que passa pela origem dos eixos (0,0).

201
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Exemplo:

Observacao: A funcdo identidade € um caso particular de funcdo linear.

16.5.8. Fungao reciproca

E toda funcdo do tipo f (x) = 1/ x, com % #10,

16.5.9. Fungao inversa
Denomina-se fungdo inversa da funcdo bijetora
denados da funcgao f.

fiA—=Ba funcdo
= Aque se obtém trocando de posigdo os elementos de todos os pares or-

Observacao: Somente para fungao bijetora existe fungao inversa.
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f={(1,4),(2,5),(3,6)}

1= {(4,1),(5,2),(6,3)}

Para se obter a inversa de uma funcdao, devemos proceder da seguinte
forma:

e Isola-se o x.
e Troca-se X pory ey por X.

O grafico abaixo, representa uma funcdo e a sua inversa. Observe que as

. -1 ~ . o ~ \ .
curvas representativas de f e de f~, s8o simétricas em relagdo a reta y = X, bis-
setriz do primeiro e terceiro quadrantes.

Exercicios:

1) Determinar a fungao inversa dey = 2x + 4

y=2x+4

2x =y -4
_y-4
T

fungdo inversa: trocar "x" por "y" e "y" por "x

Logo:

203
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_3u+ 1 [}{ 4 E]
2) Determinar a fungdo inversa de 2% -3 para 2
y.(2x-3)=3x-1
2xy -3y =3x + 1
2xy -3x =3y + 1
2X.(y-3)=3y +1

Jy +1

}{:

2y - b
Logo:

oo A
2n-b

16.5.10. Funcao composta

A composicdo de uma fungdo f com outra fungdo g € uma nova fungao re-
presentada por g =f.

feg="~flg(x)]
g =f=g[f(x)]
fof = fAX)]

g =g =gI[g(x)]

Observacao: O sinal "=" indica uma operacao de composicao.

Exercicios:
1) Se f(x) = 3x - 4 e g(x) = x + 4, determinar:

a)feg
b) g =f
c) fef
d)g =g

a)feg=fgx)]=3.(x+4)-4=3x+12-4

frg=3x+8
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byg ef=g[fx)]=3x-4)+4=3x-4+4
g *f=3x
Q)fef=Ff[A(x)]=3.3x-4)-4=9x-12-4
fef=9x-16
d)geg=9g[gx)]=(x+4)+4=x+4+4

g°g=x+38

2) Dados f(x) = 7x e f [g(x)] = 56 x2, calcular g(x).
Vamos substituir "x" por "g(x)" na fungao f(x):
flg(x)] =7.9(x)

logo: 56 x2 = 7. g(x)

g(x) =56x2/7

g(x) = 8 x2
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AULA 17 - FUNCAO DO 1° GRAU (FUNGCAO AFIM)

Funcdo do 1° grau ou funcdo afim é toda funcdo do tipo y = ax + b, com
azl

O grafico de uma funcdo do 1° grau é uma reta.

coeficiente angular da reta
coeficiente linear da reta

ea
eb

Observacao: Se b = 0, temos a funcgao linear que é um caso particular da
funcdo afim.

17.1. RAIZ OU ZERO DE UMA FUN(;I\O DO 1° GRAU
E o valor de "x" para o qual a funcdo f(x) = ax + b se anula.

ax +b=0,logo:ax=-b

17.2. FUNCAO DO 1° GRAU CRESCENTE

A fungdo do 1° grau é crescente, se aumentando os valores atribuidos a
"x", aumentam em correspondéncia os valores calculados para "y".

Uma funcdo do 1° grau é crescente se, e somente se, o coeficiente angular
for positivo, ou seja: a > 0.

Exemplos:

ey=2x-3(a=2,b=-3)
ey=5x(a=5,b=0)
ey=x-2(a=1,b=-2)
ey=3x+5(a@a=3,b=05)
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Funcao crescente (a > 0)

¥

4+
¥y =2x-3
=2x-3
(a=2,b=-3) 5 3
X |y 4
-1 |-5
0 |-3 3
1|1
i
4| 5 1° quadrante
= arc g a
X
3 4
b
=]
i
-5

Observagoes: 1) A raiz ou zero da funcdo y = ax + b é a abcissa do ponto
em que a reta corta o eixo dos "x". No exemplo: x = 1,5.

(=31 _

2

b
WD - —
d

R3] L

x=1,5

2) O coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo
dos llyll.

No exemplo: b = -3.

3) O coeficiente angular "a" é o declive da reta, ou seja: =19 a portan-
to:.

o = arcty a
&= arctg 2
e =08343° ou a=-116857

4) Numa funcdo crescente: 0° <@ <80°(10 quadrante) ou
- 490" < @ < - 180%(30 quadrante).
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17.3. FUNCAO DO 1° GRAU DECRESCENTE

A fungdo do 1° grau é decrescente, se aumentando os valores atribuidos a

"x", diminuem em correspondéncia os valores calculados para "y".

Uma funcdo do 1° grau é decrescente se, e somente se, o coeficiente
angular for negativo, ou seja: a < 0.

Exemplos:

ey=-3x-7(a=-3,b=-7)
ey =-5x(a=-5b=0)
ey=-2x+1(a=-2,b=1)

Funcao decrescente (a < 0)

y=-2u+1 ¥

b=l

20 guadrante

-2 =1 ]

Observagobes: 1) A raiz ou zero da funcdo y = ax + b é a abcissa do ponto
em que a reta corta o eixo dos "x". No exemplo: x = 0,5.

x=-2_ ]
a3

1
7

x=0,5
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2) O coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo

dOS llyll .

to:.

No exemplo: b = 1.

3) O coeficiente angular "a" é o declive da reta, ou seja: # =10 & portan-

o = arcty a

= arctg -2
a=11657" ou a=-£8343°

4) Numa funcdo crescente: 90° < @ < 180° (20 quadrante) ou 07 < @ < - 907

(4° quadrante).

17.4. ESTUDO DO SINAL PARA UMA FUNGCAO DO 1° GRAU

a) Para uma fungao do 1° grau crescente (a > 0), temos:

e Se x > (-b/a) entdo y > 0 (ou seja: "y" é positivo)
e Se x < (-b/a) entdo y < 0 (ou seja: "y" é negativo)

b) Para uma funcdo do 1° grau decrescente (a < 0), temos:

e Se x > (-b/a) entdo y < 0 (ou seja: "y" é negativo)
e Se x < (-b/a) entdo y > 0 (ou seja: "y" é positivo)

Exercicios:
1) Estudar o sinal de f(x) = 5x - 1

Zero da funcdo:

=0 = Bx-1=0 = ><=%

Sinal de a:

a=>51logoa>0
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x < L %=, X > L
5 5 5
O P
] { s
2) Estudar o sinal de f(x) = -x + 2
Zero da fungao:
flx)=0 = -x+2d=0 = x=12
Sinal de a:
a=-1,logoa<0
Xx<2 X=2 X =2
O L

¢
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AULA 18 - EQUACOES DO 1° GRAU

Equacdo é uma sentenca aberta que pode ser expressa por uma relacdo de
igualdade.

Considere a equagao: 5x + 12 =4 - x

A expressdo que esta a esquerda do sinal de igual (5x +12) recebe o nome
do primeiro membro da equagdo. A expressao que esta a direita do sinal (4 - x),
é chmada de segundo membro da equacao.

Equacdo do 1° grau é toda equagdo que pode ser escrita na forma ax + b
= 0, onde a = 0.

18.1. SOLUCOES DE UMA EQUACAO

Sao os valores que substituidos numa equacdo, fazem com que a igualdade
se verifique. Recebem também o nome de raizes da equacao.

Uma equacado pode ter varias solucdes, uma uUnica solugdo ou nenhuma so-
lugao.

A raiz de uma equacdo do 1° grau é calculada através da seguinte formula:
ax+b=0

ax=-b

Curiosidade: O Papiro de Rhind, um dos documentos mais antigos e im-
portantes sobre matematica egipcia, nos mostra que em 1700 a.C. o homem ja
trabalhava com problemas que envolviam quantidades desconhecidas. No século
III, o matematico grego Diofante criou uma teoria sobre a resolucao de equacdes
de primeiro grau; porém foi sé a partir do século XVI, com o desenvolvimento da
notacdo algébrica, que a teoria das equagdes passa a ser um ramo independente
da Matematica.
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18.2. SISTEMA DE EQUACOES DO 1° GRAU

Um sistema de equagdes do 1° grau com 2 equacgles e 2 incégnitas pode

ser resolvido de 3 formas diferentes.

outra.

18.2.1. Método da substituicao

Consiste em isolar uma incégnita numa equacao e substituir o resultado na

Exercicio
Resolver o sistema:

x -2y =-5(I)

3x -y =2 (II)
Isolando-se "x" em (I) obtemos: x = 2y - 5
Substituindo este resultado em (II) temos:

3.2y -5)-y=2

6y -15-y =2
5y =2 + 15
S5y =17

y =34

Substituindo o valor de "y" em (II) temos:
x-(2.34)=-5
x=-5+6,8

x=18
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18.2.2. Método da adicao

Consistem em conseguir, numa mesma incégnita, coeficientes simétricos e
depois somar as duas equacoes.

Exercicio
Resolver o sistema:
x -2y =-5(I)
{ 3x -y =2 (II)
Podemos multiplicar a equacao (I) por - 3, conseguindo em "x" coeficientes
simétricos.

{-$<+6y=15(D
3x -y =2 (II)

Somando as equagodes, temos: 5y = 17, logo:
y=3,4

Substituindo o valor de "y" em (II), temos:

3x-34=2
3x =2+ 3,4
3x=5,4
x=1,8

18.2.3. Método grafico

A solucdo do sistema é obtida através das coordenadas do ponto onde as
retas se interceptam.

Exercicio

Resolver graficamente o sistema:
X -2y =-5(I)
3x -y =2 (II)
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de (I) obtemos: 2y = x + 5, logo:

de (II) obtemos: y = 3x - 2

w=3n-2

18.3. SISTEMA IMPOSSIVEL
E aquele que ndo admite solucdo simultdnea para suas equagdes.

Exercicio

Resolver o sistema:

{ 5x + 3y = 6 (I)

10x + 6y = 10 (II)

Isolando "y" em (I), temos:

Substituindo o valor de "y" em (II), temos:

10% + 6. (6 _35"} - 10

10x + 12 - 10x = 10 12=10

O que nos leva a concluir que o sistema é impossivel.
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AULA 19 - INEQUACOES DO 1° GRAU

Inequacado é toda sentenca aberta que relaciona duas expressdes através
dos sinais: >, <, £ ou =.

19.1. INEQUACOES DO 1° GRAU COM 1 VARIAVEL

19.1.1. Regras

Regra 1: Numa inequagao, podemos "passar" uma parcela de um membro
para o outro, mudando o sinal da parcela e mantendo o sentido da desigualdade.

Exemplos:

1) x-6>10
x>10+6
x> 16

2)x+4< 16
Xx<16-4
X <12

Regra 2: Numa inequacdo podemos "passar' um fator positivo de um
membro para outro, mantendo o sentido da desigualdade.

Exemplos:
M
= 5
1) 2
Xx>5.2 x> 10
2)2x < 8
3
K=
2 X <4

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MMEMénca Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO 210
ELEMENTOR |

Regra 3: Numa inequacdo podemos "passar" um fator negativo de um
membro para outro, invertendo o sentido da desigualdade.

Exemplos:
_E g
1) 3
-x<4.3 X > -12
2) - 2x > 10
10
< -
T
X < -5
Exercicios:

Resolver as inequacdes abaixo:

1) 2x + 3 <5x-8

2Xx-5x<-8-3 -3x < - 11
x>% }-{::-g
11
3
O P x
513}{
2) £
X % 6X X-6x =0
-5x =0 x>0
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]
® P x
¥ 3x
R I L
3) 2 5"
X3 gy Bx + B g 1% eq
2 & 10 10
My <20
(o 22
=1
E
11
Y P x
I P A
4) 3
LB X o
]
—4:{—}:}3
=
-5x > 18
18
¥ — —
5
_ig
O P x
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5)-1<2x+ 122

Para resolver esse problema, duas condigdes devem ser observadas:

e2x +1>-1
e2X +1=2

12 condicdo: 2x + 1 > -1

2x>-1-1 2X > -2

2
}{>_§ %o -1

23 condicdo: 2x + 1 = 2

2x 22 -1 2x =1
1
{ —
3
.l 3
2
=
> B - |
] = x=1/2
— O L 2 > 8

5={XER|—1{XS%}

6) -2 < 3x + 7 =4x

Para resolver esse problema, duas condicdes devem ser observadas:

e3X+7>-2
e 3X + 7 =4x

12 condicdo: 3x + 7 > -2
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3x>-2-7 3x > -9
g

- =
3

¥ -3

23 condicdo: 3x + 7 £4x

3x-4x =-7
-X £-7
-7
}{2_—1
¥ x 7
3 7
! Ll
— 0 > c>-3
’ e =7
O l— I

S={xeR|x27]

19.2. INEQUAGCOES DO 1° GRAU COM 2 VARIAVEIS
Exercicios:
Resolver as inequagdes abaixo:
1) 2x -y + 3 20
-y £2-2x-3

y £ 2n +3
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kS
F 3
(0,3
E_: 2x+3|
1 ) pK
2)2x+2y+1>0
2y > -2x - 1
—2u -1
e
y 2
1
S
y 2
k)
S
R
b
\\\ W x-%
"
g5, |a)
H
[0,-0,5]
RS
s
b
i
k.
4
N

Observacao: Note que a reta da fronteira nao faz parte do conjunto solu-
cdo.

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MMEMénca Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO 22t
ELEMENTOR |

19.3. SISTEMA DE INEQUACOES DO 1° GRAU

Solugdo de um sistema de inequagGes é o conjunto de nimeros reais que
satisfazem a todas as inequagdes que compdem o sistema.

19.3.1. Sistema de 2 inequacoes com 1 variavel

Exercicios:

1) Resolver o sistema:
dn+ 2 < 4D}
s+ 4 < 610

De (I) obtemos:

3x<4-2 3x < 2

K=

De (II) obtemos:

X<6-4 X <2

Lad

v
5

i
Y

A intersecgao dos conjuntos determina a solucdo do sistema. Dessa forma:

5={xem|x:3}
3
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2) Resolver o sistema:
2x -5 =0
{ 2% - B0 (I
De (I) obtemos:
2x > 5
a
LA 5

De (II) obtemos:

2x = 8 X =4
a]
= 4
2
O §
o P x> 52
& > x4
O ® > S

A interseccdo dos conjuntos determina a solugdo do sistema. Dessa forma:

S={xeﬁ|%¢x£4}

3) Resolver o sistema:
Ex+ 126 (D)
29 + 1 < 2 -ux (I

De (I) obtemos:

I
]
X
I
=

5x 2 6-1 5x
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De (II) obtemos:

2Xx +x<2-1 3x <1
1
W og =
3
l
—~ 1
2
E ._ r
& -
O P re<l/3

A intersecgao dos conjuntos determina a solucdo do sistema. Dessa forma:

S=0

19.3.2. Sistema de 2 inequacdes com 2 variaveis
Para uma fungdo do 1° grau crescente (a > 0), graficamente temos:

y=ax+b
¥ {a =0)

Para uma fungao do 1° grau decrescente (a < 0), graficamente temos:
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y=ax+ b
(a<0)

Exercicios:
1) Resolver o sistema:
W+ y-3z20(0
y - 3% < 0 {1
De (I) obtemos: y - x + 3

De (II) obtemos: y < 3x

¥ y = 3x

¥
#

y>ax+b

224
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S=1{(xy)eR|(-x+3) <y = 3x|

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MMEMénca Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO 225
ELEMENTOR |

2) Resolver o sistema:
Ik -2y =6
4% + By < 16 {1
De (I) obtemos: -2y > -3x + 6

De (II) obtemos: 8y < - 4x + 16
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AULA 20 - FUNGAO DO 2° GRAU (FUNGAO QUA-
DRATICA)

Funcdo do 2° grau ou funcdo quadratica é toda funcdo do tipo: y = ax2 +
bx + ¢, com a = 0, O grafico de uma fungao do 2° grau é uma parabola..

20.1. RAIZES DE UMA FUNCAO DO 2° GRAU

Sao os valores de "x" para o qual a fungao f(x) = ax2 + bx + c se anula.

20.1.1. Deducao de formula
ax2+bx+c=0
ax2 + bx =-c
Vamos multiplicar os 2 termos da equacdo por "4a":
ax2 + bx = - c .(4a)
4a2x2 + 4abx = - 4ac

Para completar o quadrado do 1° membro, adicionamos "b " a ambos os
membros da equacdo:

4a2x2 + 4abx + b2 = b2 - 4ac
(2ax + b)2 = b2 - 4ac
Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, temos:

Dividindo os 2 membros da equacgao por "2a", temos:

}{_—tu’_fﬁ,fh2 - dac

) 23

Observacdo:

b2 - 4ac = A
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(& = discriminante) portanto:

Hz—h:ﬁ

2a

- Se: &> 0 => a equacdo possui 2 raizes reais e distintas.

_|:,+“‘,|'E

o 2a

—h—«;"E

2 7 2a

- Se: &= 0 => a equacao possui 1 raiz real.

}{:

-b
2a
- Se: &< 0 => a equacdo nao admite solugao real.

Curiosidade: O habito de dar nome de Bhaskara para a formula de reso-
lucdo da equacdo de 2° grau se estabeleceu no Brasil por volta de 1960. Esse
costume, aparentemente sé brasileiro (ndo se encontra o nome de Bhaskara para
essa férmula na literatu-ra internacional), ndo é adequado pois:

Problemas que recaem numa equacao de 2° grau ja apareciam, ha quase
4.000 anos atras, em textos escritos pelos babildnicos. Nestes textos o que se ti-
nha era uma receita (escrita em prosa, sem uso de simbolos) que ensinava como
proceder para determinar as raizes em exemplos concretos com coeficientes nu-
meéricos.

Bhaskara que nasceu na india em 1.114 e viveu até cerca de 1.185 foi um
dos mais importantes matematicos do século 12. As duas colegGes de seus traba-
Ihos mais conhecidas sao Lilavati ("formosa") e Vijaganita ("extracdo de raizes"),
que tratam de aritmética e algebra respectivamente, e contém numerosos pro-
blemas sobre equacbes de lineares e quadraticas (resolvidas também com recei-
tas em prosa), progressdes aritméticas e geométricas, radicais, triadas pitagéri-
cas e outros. Até o fim do século 16 ndo se usava uma férmula para obter as rai-
zes de uma equacao do 2° grau, simplesmente porque ndo se representavam por
letras os coeficientes de uma equacdo.
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Isso s6 comecou a ser feito a partir da Francois Viéte, matematico francés
que viveu de 1540 a 1603. Logo, embora ndo se deva negar a importancia e a ri-
gueza da obra de Bhaskara, ndo é correto atribuir a ele a conhecida formula de
resolucao da equacao de 2° grau.

20.1.2. Equacoes completas do 2° grau
E toda equacdo do tipo ax2 + bx + c =0, (com @# 0, b=0ec=0)
Exercicios:
1) Calcular as raizes da equagdao x2 - 8x + 15 =0
fA=Db2-4ac=(-8)2-4.1.15=64-60=4

y_—bxda -8+ -8x2
73 2 2

¥y = -3 Wz = -k

2) Determine os valores reais de "m" para os quais x2-2mx + 3m-2=0
admite uma Unica raiz real.

A=0

b2 -4ac=0
4m2-4.(3m-2)=0
4m2-12m +8=0
m2-3m+2=0

(m-1).(m-2)=0

20.1.3. Equacoes incompletas do 2° grau

Uma equacao do 2° grau é chamada incompleta se b = 0 ou ¢ = 0. Uma

particularidade das equacdes incompletas é que ndo necessitamos da férmula pa-
ra resolvé-las.
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Exercicios:
1) Calcular a equagao x2 - 5x = 0
x.(x-5)=0

Xx=0oux-5=0

X2 =4
%=+ a4
Wy = 2 o = - 2

3) Calcular a equagao x2 + 8 =0
X2 =-8

X =1 .-8

A equacao ndo admite solucao real

229
Autor: ROBERTO PINHEIRO

20.2. RELAGCOES ENTRE COEFICIENTES E RAIZES

raizes:

_-b o+ /A o = b A

1 2a o 2a

20.2.1. Soma das raizes (S)

S =y + Ko

_-b+ WA -b- A _ -2b
24 24

5
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20.2.2. Produto das raizes (P)

P =%y . #

(-b+B) (-b-E) _ b +bE-b Ja-a2 _b2-a

P =
Za . 2a 43¢ 43°
b? - (b% - dac) _ b® - b? -dac _ dac
P = 5 = 5 = 5
da da da
P = E
a
Observacoes:

1) Se numa equacgao do 2° grau, "a = 1", entdo: S=-b e P = ¢, ou seja:
¥ rhr+c=0 & ¥ -Sx+P=0

2) Podemos decompor a equacgao x2 + bx + ¢ = 0 da seguinte maneira:
w2

+hi+c=0 &= (x+u)l.(x+v)=0

onde: u+vs=~>b e u.vs=_c

Exercicios:
1) Determinar as raizes da equacdao x2 - 9x + 14 =0

Dois niumeros que multiplicados resultam 14 e que somados resultam em -

ao: -2e-7

a=1,logo:x2-9x+14=0% (x-2).(x-7)=0

Portanto as raizes sdo:

2) Determinar as raizes da equacdo x2 + 2x - 3 =0

Dois niumeros que multiplicados resultam -3 e que somados resultam em 2

sao: 3e-1
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a=1,logo: x2 + 2x -
Portanto as raizes sdo

w1 = -3 =1

231
Autor: ROBERTO PINHEIRO

3=0&(x+3).(x-1)=0

20.3. VERTICE DE UMA PARABOLA

O grafico de uma fung

do quadratica € uma parabola.

O vértice de uma para

bola é:

- 0 seu ponto mais alto (se a > 0) ou

- 0 seu ponto mais baixo (se a < 0)

1) Sea > 0, a concav

?I

idade da parabola é para cima.

a=>0

i
4

- X

Y 4

¥

|

|

|
Xv

|

I

| V (X, ¥v)

2) Se a < 0, a concav

-

Yv o«

idade da parabola é para baixo.
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20.3.1. Coordenadas do vértice da parabola

Kq t Ha

VT (1)

Sabemos que:

Wy Ky == 2
1 +Hy =—
3 (11)

Substituindo, (II) em (I), temos:

b
=9
Logo:
v b
" 7
yv—ax$+h.}{v+c
2
] b
=a|-—| +hb.|-=—]|+¢C
Y [Eaj [Ea]

_ab? p? b b2 b% 207 vdac | -b? v dac - (b7 - dac)
Yv 432 2a da  2a 43 43 43
o = A
Y 4a

20.4. DOMINIO E IMAGEM DE UMA FUNCAO QUADRATICA

20.4.1. Dominio

20.4.2. Imagem da fungao

1) Se a > 0, o valor minimo de "y" é:

232
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Vo =— Fis
¥ 43
Fis
Ldm o= cR e —
[yemyz-2]
2) Se a < 0, o valor maximo de "y" é:
Vo = — Fil
Y 43
Fil
Ldm = e R o —
{yerys-2]
Exercicios:

1) Determinar as raizes, o vértice, o dominio e a imagem da fungao y = x2
-2x-15

x2-2x-15 &(x+ 3).(x-5)

¥y = -3 #zx =15

o B2
23 2

y _ A

Y da

A=Db2-4ac=4+ 60 =064

B4
=-—-=-1E
Yo 1
V (1, -16)
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l‘;"

T
i __'V{:n:ﬁ}

D=R
Im={yeR|yz-16]

2) Determinar as raizes, o vértice, o dominio e a imagem da fungéo y = -
X2 + 6x -9

A=36-36=0

Logo:

b ]
= -—— = -—— =73
TR T T
x=3

b
Wy =—— =13
Y a
F__ﬁ.
¥ 43
A=0
iy =0
V (3, 0)

234

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

Mm.EMé"CH Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO 235
ELEMENTAR |

f -

0D=R

Irm :{j,fERl'_fiEI}

20.5. APLICACAO PRATICA DAS PARABOLAS

A parabola é uma das figuras mais importantes da Matematica e sua apli-
cabilidade pratica é muito grande. Ela pode ser encontrada em muitas estruturas,
fisicas ou tedricas no nosso dia-a-dia. Como exemplo, podemos citar as antenas
parabdlicas, os fogdes solares, os estudos de balistica e aplicacdes na economia.

20.5.1. Fogoes solares

A parabola é a figura geométrica que apresenta como uma das suas carac-
teris-ticas o fato de refletir todos os raios que nela incidem para um Unico ponto,
chamado de foco da parabola. Esta caracteristica |he confere muitas utilidades
praticas, tais como a utilizacdo da radiacdo solar para fins domésticos, por exem-
plo, para cozinhar alimentos. Para isso deve-se concentrar essa radiacdo em pe-
quenas regides, utilizando-se lentes ou espelhos. Os fogdes solares utilizam espe-
Ihos parabdlicos para a concentragao do calor. Os raios solares incidem na super-
ficie do espelho e ao se refletirem passam pelo foco do espelho. O calor concen-
trado neste ponto é suficiente para cozinhar alimentos.

20.5.2. Farois de carros

11
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Se colocarmos uma lampada no "foco" de uma parabola e esta emitir um
conjunto de raios luminosos que venham a refletir sobre um espelho parabdlico
de um farol, os raios refletidos sairdao todos paralelamente ao eixo que contem o
"foco" e o veértice da parabola. Esta € uma propriedade geomeétrica importante li-
gada a Otica que permite valorizar bastante o conceito de parabola.

20.5.3. Antenas parabolicas

P

Quando um satélite artificial colocado em uma 6rbita geoestacionaria emite
um conjunto de ondas eletromagnéticas, estas poderdo ser captadas pela sua an-
tena parabdlica, uma vez que o feixe de raios atingird a sua antena que tem for-
mato parabdlico e ocorrera a reflexao desses raios exatamente para um uUnico lu-
gar, denominado o foco da parabola, onde estard um aparelho de recepcdao que
convertera as suas ondas eletromagnéticas em um sinal que a sua TV podera
transformar em ondas que por sua vez significarao filmes, jornais e outros pro-
gramas que vocé assiste normalmente.

20.5.4. Radares

Os radares usam as propriedades oticas da parabola, similares as citadas
anteriormente para a antena parabdlica e para os fardis.

20.5.5. Economia

Imaginemos que uma determinada companhia petrolifera destine determi-
nada verba para a construgdo de oleodutos ou a compra de caminhdes.

O dinheiro pode ser empregado apenas na compra de caminhdes ou ape-
nas na construcdo do oleoduto, ou ainda parte em cada um dos investimentos.
Em eco-nomia, o grafico originado do estudo destes investimentos chama-se cur-
va de possi-bilidade de produgao. Essa curva pode ser aproximada por uma fun-
¢do do segundo grau y = ax2 + bx + ¢, dando origem a um grafico que serd uma
parabola.

Imaginemos agora que uma empresa venda seus produtos de modo que o
pre-co unitario dependa da quantidade de unidades adquiridas pelo comprador.
Por e-xemplo, se, sob determinadas restricdes, para cada x unidades vendidas o
preco unitario é 40 - (x/5) reais, entdo a receita é dada por uma funcdo do se-
gundo grau, chamada fungao receita. Uma analise da fungdo receita nos permite
tomar decisbes acertadas no sentido de otimizar a lucratividade da empresa.
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20.5.6. Lancamento de projéteis

A trajetéria de um dardo ou de uma pedra lancada ao ar obliguamente ou
de uma bala disparada de um canhdo, desprezados os efeitos do ar, € uma para-
bola.

As funcdes do segundo grau e suas respectivas parabolas sdo fundamen-
tais nos estudos de balistica, ciéncia que se ocupa do estudo do movimento de
projéteis. Conhecidas as velocidades do projétil e o angulo de elevacdo, é possivel
determinar a equacado da trajetéria que é um arco de parabola.

Para uma distancia dada, sempre existem dois angulos de elevagdo, que
enviardao um projétil ao lugar desejado.

Na pratica pode ser necessaria a mais alta das duas trajetdrias para supe-
rar um obstaculo, ou o menor deles a fim de se evitar os radares inimigos. A Uni-
ca excecdo € o angulo de 45°, com o qual atingimos o maior alcance possivel.

Exercicio:

Um corpo lancado, a partir do solo, descreve uma parabola de equacdo: y
= 120x - 4x2 ("x" e "y" em metros). Calcule o alcance do langamento e a altura
maxima atingida.

AY
G
fr/ E—
T xl ¥

-4x2 +120x =0

X.(-4x + 120) =0
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Logo: x1 = 0ex2 =30

O alcance do langamento € a distancia entre os pontos x1 e x2, logo

alcance do lancamento = 30 metros

A=Db2-4ac=1202-4.(-4).(0) = 1202

_120° 14400
Yo =7 =

= - om
(-16) 1B

Ou seja:

altura maxima atingida = 900 metros

20.6. CALCULO DA AREA DE UMA PARABOLA

Y
T
v ¥,
{
!
‘I
\ )
\ | A3
/f
Al "'I Ip"l Az
I‘\\‘ _./
K!- L_'y'l - l

s i M
X2

Ap+Ag= [T =

L it

=y 2
(ax? + bx +c)dx = a |

3 % <

xdx+bL><d><+|: dx
+}{1 +1 1-}{1
3 L] 2 K2 LS
A1+A2=a.?|+b.— | +0C.% |

£y 1 1

Ag= o= ¥ ) e =) - (A — Ag)
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Observacdo: O uso de calculo integral no calculo de areas sera explicado
com mais detalhes num capitulo a parte.

Exercicio:

1) Calcular as areas formadas pela parabola da equacgdo: y = x2 - 2x + 1
no intervalo (x = -2 ax =4)

\ | AIS p‘l
.\ /
\ /
ALLN g- Az
i.h &7
BT | R - N
4 4 4
}{3 }{2
Ardy =i | -2 | 4|
_2 2 -2
Mg+ Ay = 2 | e Y SR DO
1+ A2 5 5 5 5 +[4 - (-2]]
Byt Ay =228 o 184 e 2 oi6-24-1246
3 2 3
A+ Ay = 18
Logo:
Aj=Ay =9

Az =(9.B)-18=754 - 18

Ay = 36

239
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20.7. CALCULO DE EQUACOES BIQUADRADAS

y = axt + by + ¢

Equacdo biquadrada é toda equagdo do tipo: com

(a=0)elb=0)
Regra:
1) Substituir "x2" por "y" e "=*" por "y2".
2) Resolver a equacao do 2° grau obtendo "y1" e "y2".
3) Determinar os valores de "x" usando as igualdades:
"x2 = y" e "xt = y2"
Exercicios:
1) Resolver a equagdo: y = #*- 5x2 + 4
X2 =y
Logo:
#%-5x2 +4 =0 2y2-5y+4=0

(y-1).(y-4)=0

vi=ley2=4
yi1=1,logo: x2 =1
W= 1

x1=1ex2=-1

y2 =4, logo: x2 =4

¥ o=t o4

X3=2ex4=-2

2) Resolver a equacdo: y = #*- 5x2 + 21

X2 =y
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Logo:

#%-5x2+21 =0 «y2-5y+21=0
A=Db2-4ac=(-5)2-4.(1). (21) =25-84 =-59
A< 0, logo:

O problema nao tem solugao real

3) Resolver a equagdo: y = ®*- 8x2-9

Xz =y

Logo:

#%-8x2-9=02y2-8y-9=0
(y-9).(y+1)=0

yi=9ey2=-1

y1 =9, logo: x2=9

W=+ .f8

x1=3ex2=-3

y2 = -1, logo: x2 = -1
W=+ a1

Ou seja: Nao tem raizes reais
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20.8. ESTUDO DO SINAL PARA A FUNCAO DO 2° GRAU

Consideremos a fungdo quadratica y = ax2 + bx + c e vamos resolver o
seguinte problema:

Para que valores de "x" temos: y >0,y =0ey < 0?

Resolver este problema significa determinar o sinal da fungdo y = ax2 + bx
+ ¢, (a= 0) para cada "x" real. Esses conceitos serao importantes aos estudar-
mos inequagdes do 2° grau.

20.8.1. 1% caso: ~+1> 0

Neste caso a funcdo admite 2 raizes reais e distintas: x1 e x2 (vamos supor
que x1 > x2).

1)a>0

Como podemos observar acima:

0 para x < X1 OU X > X2
0 para x = X1 oU X = X2
< 0 para x1 < X < X2

>
Y
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2)a<o0

Como podemos observar acima:

y > 0 para x1 < X < X2
= 0 para X = X1 0U X = X2
< 0 parax < X1 0UX > X2

Y
4

Exercicios:
1) Estudar o sinaldey = x2 - 3x + 2
y=x2-3x+2&®y=(x-2).(x-1)

x1t=1ex2=2(a>0)

Oparax<1loux>2
Oparax=1oux =2
<Oparal<x<?2

>
Y
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2) Estudar o sinaldey = -3x2 + 7x - 2
A= (7)2-4.(-3).(-2) =49-24 =25

_-b+afA _ -7+5 _ 1 yoo-b- B -7-5

it 2
! 24 5 3 2 e Y=

x1=1/3ex2=2(a<0)

>0paral/3<x<?2
Oparax=1/3oux =2
0

Yy
<0Oparax<1/3oux>2

Y
Y

20.8.2. 2% caso: ~+=0

Admite uma Unica raiz real: x1

1)a>0

y>0paraHK,KEEEK=H1
y = 0 para x = x1
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2)a<o0
y<0para1?r}{,}{E Fex=mx,
y = 0 para x = x1
Exercicios:

1) Estudarosinaldey = x2-2x + 1

A= (-2)2-4.(1).(1)=4-4=0

e

(2]
2

% = - =
17753

e temos: a > 0, logo:

y>0para i, xcsRex=1
y=0parax=1

245
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2) Estudarosinaldey = -9x2 + 6x - 1

A= (6)2-4.(-9).(-1) =36-36=0

x1=1/3(a<0)

y < 0 para%x %€ Rex =13
y =0parax=1/3

20.8.3. 3% caso: ~:< 0

A funcdo ndo possui raizes reais.

1)a>0

y > 0 para ¥, % E
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2)a<o

y < 0O para ¥, x ¢ E

Exercicios:

X2+ 3x + 4

1) Estudar o sinal de y
A=(3)2-4.(1).(4)=9-16=-7

(& <0)(a>0)

| y>0para¥xxeR

-3x2 + 2x -1

2) Estudar o sinal de y
A=(2)2-4.(-3).(-1)=4-12=-8

A< 0)(a<0)

| y < 0para ¥, % E
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AULA 21 - INEQUAGOES DO 2° GRAU

Inequacado é toda sentenca aberta que relaciona duas expressdes através
dos sinais: >, <, £ou =

Para resolvermos uma inequacgao do 2° grau, devemos fazer um estudo do

sinal, no sentido de determinarmos para que valores de "x", temosy > 0,y =0
ouy < 0.

Exercicios:

1) Resolver a inequagdo - 2x2 + 5x - 2 £0

A=(5)2-4.(-2).(-2)=25-16=9
s _-bheWfA_-5+3 21
! 2a -4 § 2
}{Ez_h_ﬁE:_E_a:i:E

23 -4 -4

x1=-0,5 e x2 =2 (a<0)

Observacgdo: As bolinhas cheias indicam que os referidos pontos (-0,5 e 2)
se incluem no intervalo da resposta.

S={:-:EFE|:-:£—§1DU:{22}

2) Resolver a inequacdo x2 + x -6 < 0
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Xx2+x-6=0% (x+3).(x-2)=0

x1=-3ex2=2 (a>0)

Observacgdo: As bolinhas vazadas indicam que os referidos pontos (-3 e 2)
nao se incluem no intervalo da resposta.

S={xeR|-3<x<2)

3) Resolver a inequagao x2 -4x + 4 >0

A=(-4)2-4.(1).(4)=16-16=0

S=lyeR|xz2!

4) Resolver a inequagdo x2-9 = 0
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x=%./9

x2-9=0sx2=9

x1=-3 e x2=3 (@a>0)
(a>0)
Y,
Y.
a=0 Fi
+ £i+
A .'.'J.‘l
_’Erl ~ 13 o= X
S=lweR|x<-Jou x23)

5) Resolver a inequacdo x2 + x + 2 > 0
A=(1)2-4.(1).2)=1-8=-7

A<O0 (a>0)
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6) Resolver a inequagdo x2 + 1 < 2x2 - 3 =- 5x
Neste caso temos que resolver duas inequagoes:
1°) 2x2 -3 > x2 + 1

2°) 2x2 - 3 =- 5x

Entdo, vamos resolver:

1°)2x2 -3 >x2+1
2x2-x2>1+3
x2-4>0
X2-4=0%x2=4
x=zt.[d

xX1=-2 e X2 =2 (a>0)

Sy =lxeR|[x<-2ou x>2)

2°) 2x2 - 3 £- 5x

2x2 + 5x-3=%0

A =(5)2-4.(2).(-3)=25+24 =49
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\ _-hesa _-Ee7 21

! 2a 1 1 2

Hz:—h—ﬁE:—E—?:—w:_S

Za 4 4
+ +

& . i X
-3 0,5

S, =lxeR|-3¢x<05]

A solucdo do problema é a interseccdo de S1 com S2

B ox

- O—p 5

& & L
——-C T 1 L

S={xeR|-3<¢u<2]

7) Determine os valores reais de "m" para os quais x2 -2 mx + 3 m -2 =
0 admite duas raizes reais e diferentes.

A >0 b2-4ac>0

4m2-4.(3m-2)>0 4m2-12m+8>0
dividindo tudo por 4: m2-3m+2>0
(m-1).(m-2)>0

logo, asraizessao: mi=1 e m2=2 (a>0)
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S={meR|m<lon m>»2)

8) Determine os valores reais de "m" para os quais x2-2mx + 3 m-2 =
0 ndo admite raizes reais.

f <0 b2-4ac<0

4m2-4.(3m-2)<0 4m2-12m+8<0
dividindo tudo por 4: m2-3m+2<0
(m-1).(m-2)<0

logo, asraizessdo: mi=1 e m2=2 (a>0)

S=!imeR|[1<m<2)
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AULA 22 - INEQUAGCOES PRODUTO E QUOCIENTE

22.1. INEQUACAO PRODUTO

E uma inequacdo onde ocorre o produto de duas ou mais funcdes.
Exercicios:
1) Resolverainequagao (x-3).(-2x+1).(x+2)>0

Raizes:

(x-3)=0

X
I
W

(-2x+1)=0 x=0,5

(x+2)=0 X=-2

-2 0,5 3
P X
- + + +
O » (x + 2)
+ + - -
2 » (-2x + 1)
- - - +
') p (x-3)
+ - + -
O it 3 » S

S:{}{ER|}{<—2 oy I:I,5<x<3}

2) Resolver a inequagdo ( x2-4x-5).(-3x + 2) =0

Raizes:
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:{_‘2
(-3x+2)=0 3x=-2 a3
x2-4x-5=0 (x+1).(x-5)=0 x1==-1 e x2=5
(a<0)
a=>0
+ +
. - ———— X
-1 e 5
=1 2/3 5
X
+ - - +
- = » (x*- 4x - 5)
+ + - -
& > (-3x + 2)
+ - + -
@ L L S
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22.2. INEQUAGCAO QUOCIENTE

E a inequagdo onde ocorre a divisdo entre duas funcdes.

Exercicios:

2% -5 .
1) Resolver a inequagdo # +3

2x -5 2u -5
< -1<0
o+ 3 = o+ 3
2x -5 w+73 2 -5 -%-3 % - 8
- < e A ——— <
¥+ 3 }{+3_D ¥+ 3 <0 }{+3_D

Observacgao: O denominador deve ser diferente de zero, pois nao existe di-
visdo por zero, logo:

¥+ 320 = x#-3

=3 8
b X
- + +
» (X + 3)
- - +
& p (x-8)
+ - +
2 & > 5

S={xeR|-3 < x <8}

Observacdo: Nao se deve fazer a seguinte transformagao:

2u -5

3 1 2x-52x+3

Pois na multiplicagdo por (x + 3) mantendo o sentido da desigualdade,
admite-se (x + 3) > 0 para todo "x" real, o que é falso.
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0
2) Resolver a inequagdo -~ 2% + 3
A= (4)2-4.(-3).(-1)=16-12=4
bR 42 -2 1
! 2a -6 -6 3
_-bh-JA _-4-2 _ -6 _
}{2— = —_—1
2a -B -B
com (a < 0)
x1/ T %2
e — - X
1/3 1\
a<0 :
\
1/3 1 3/2
| ' - x
- e -_ -_
® ® B35 4 4x - 1
= = ' - : +
1 G F‘EI+3
+ - ; + -
® & O »S
S={HEH¥!|:{ <) aurey -::E}
3 2
K -+l
3) Resolver a inequagdo ¥ - 3
B+ e+l (x-2)(x-3)
-(-%x+Z) 0 »0
¥ -3 (- x+2) X -3 ¥ -3

257
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x+1+w2—5H+532D x2—4x+?2D
-3 ¥ -3
- raizes:
X2-4x+7=0 A =(4)2-4.1.7=16-28=-12

Portanto ndo admite raizes reais

Observacgdo: O denominador deve ser diferente de zero, pois ndo existe di-
visdo por zero, logo:

x-320 = x#3

3

L
+ @ +

B x2-4x + 7
- +

O b x-3
= : +

O P S

S={xeR|x >3}
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AULA 23 - FUNCAO MODULAR
E a fungdo do tipo: f(x) = | x |, X € R, onde:
f(x) = x, se x £0

f(x) =-x,sex<0

Exercicios:

1) Represente graficamente a funcdoy = | x | - 1 e dé o seu dominio e
imagem.

| x | = x, se x =0

[ x| =-%x, sex<0

| x|-1=x-1, sex =0

| x]-1=-x-1, sex <0
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D=F

Im={yek|y -1}

_ 2) Represente graficamente a funcdoy = | x + 1 | e dé o seu dominio e
imagem.
Ix+1|=(x+1)=x+1, se(x+1)=20oux=2-1
|x+1[]=-(x+1)=-x-1, se(x+1)<0oux<-1
[ x+1]=x+1, sex -1
[ x+1]-x-1, sex<-1

x+1

D=F

Im={yeR|y Z0}

ACERVOSABER Svafonte de trabalhos escolares na NET http://www.acervosaber.com.br



http://www.acervosaber.com.br

MATEMATICA 261

Curso de Matematica Basica Autor: ROBERTO PINHEIRO

ELEMENTAR
3) Represente graficamente a fungdoy = - | x + 1 | e dé o seu dominio e
imagem.

I x+1]|=(x+1), se(x+1)20 ou x =-1
| x+1]=-(x+1)=-x-1, se(x+1)<0 oux<-1
-lx+1]=-(x+1), sex =-1
-l x+1|=-(-x-1), sex<-1
-lx+1|=-x-1, sex -1
-l x+1]|=x+1, sex<-1

&

14

2
x*=-1

D=F

Im={yeR|y=0}
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4) Represente graficamente a funcdoy = | x- 1| - 1 e dé o seu dominio e
imagem.
|x-1]=(x-1)=x-1, sex-120 ou x =1
| x-1]=-(x-1)=-x+1, sex-1<0oux<1
[ x-1]-1=x-1-1, sex 21
| x-1]-1=-x+1-1, sex<1
| x-1]-1=x-2, sex =1
[ x-1]-1=-x, sex <1
y
X=2
F N
-2
D=F

Im={yeR|y =-1}
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5) Represente graficamente a funcdoy = | x2 - 3x + 2 | e dé o seu domi-
nio e imagem.

| x2-3x+ 2] =x2-3x+ 2, sex2-3x+2 20
| Xx2-3x+2 | =-(x2-3x+2)=-%x2+3x-2, sex2-3x+2<0
| x2-3x+2|=x2-3x+2, parax=1oux 22
| Xx2-3x+ 2| =-x%x2+ 3x- 2, paral <x<?2

Parax s loux =2 Paral = x < 2

\T'r &v
¥ b
1 i B T
|. 1

Portanto, o resultado é o seguinte grafico:

Ay

\

D=FE

Im={yeR|y =0}
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6) Represente graficamente a funcdoy = | x | - | x - 2 | € dé o seu domi-
nio e imagem.

| x | = x, sex =0
| x| =-x, sex<0
[x-2]=(x-2)=x-2, se(x-2)200ux 22
| x-2]|=-(x-2)=-x+ 2, se(x-2)<0Ooux<?2
o 2
: > X
- X X X
| x|
Xx+ 2 X+ 2 X-2
| xn-2|
-2 2% - 2 2
x| -lx-2]
¥
y=2
2
> X
y=-2
-2
D=FRE

Im={yekR|y =0}
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AULA 24 - EQUACOES E INEQUACOES MODULARES

24.1. EQUACOES MODULARES

Se a > 0, vale a seguinte propriedade:

| X| =a<>x=aoux=-a
Ix] = a Ix] =a
L } L
-a 0 a
Exemplo: [ x| =4 o x=40ux=-4
Exercicios:
1) Resolver a equagdo: | x-6 | =4
X-6=4 X=4+6 X =10
Xx-6=-4 X=-4+6 X =2
S={2, 10}
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2) Resolver a equagao | x2-5x + 3| = 3

x2-5x+3=3 x2-5x=0 = X=0 ou x=5

X2-5x+3=-3 Xx2-5x+6=0 € X=2 ou Xx=3
S ={0, 2, 3,5}

3) Resolver a equagdo |x|2+ 3 |x]-4=0

Fazendo: | x| =y (y £0), temos:

y2+3y-4=0 (y-1).(y+4)=0

yi=1 e vy2=-4 (estevalor ndo convém, pois devemos ter y =0)

| x| =y [ x]=1 & x=1 ou x=-1
Ss={1,1}
4) Resolveraequacdo | 3x-5| =] x+ 3|

3x-5=x+3 2x = 8 X =4

3x-5=-(x+3)=-%x-3 4x = 2 x=1/2

S = {4,1/2}
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24.2. INEQUACOES MODULARES

Se a > 0, vale a seguinte propriedade:

| X| >a<>x<-aoux>a

|x] >a |x| >a
) | i
el | L
-a 0 a

Exemplo: [ x| >5 & x<-5 ou x>5

| x| <a<-a<x<a

|x] >a |x| >a
) | i
el | L
-a 0 a

Exemplo: | X | <2 & -2<x<2

Exercicios:

1) Resolver a equagao: | 2x + 3| > 5

2x+3<-5 2x < -8 X<-4

2x+3>5 2x > 2 x>1
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-4 1
X
{3 p K<-4
{_} e =1
e G "5
S={xek|x<-40ux>1}
2) Resolver a equagao: | 2x + 3| <5
| 2x + 3| <5 -5<2x+3<5
2X+3>-5 2x > -8 X>-4 ou
2Xx+3<5 2X < 2 x<1
-4 1
X
O B N -4
7 e x<1
O O P S

S={xek|-4<x<1}
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