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A Educagio a Distancia (EAD) é uma modalidade de ensino que
busca promover insercido social pela disseminacio de meios e
processos de democratizacdo do conhecimento. A meta é elevar
os indices de escolaridade e oferecer uma educagio de qualidade,
disponibilizando uma formagdo inicial e/ou continuada, em
particular a professores que nio tiveram acesso a esse ensino.

Nio se pode ignorar que é fundamental haver, sempre, plena
conexdo entre educagdo e aprendizagem. A modalidade a distancia
é um tipo de aprendizagem que, em especial na Universidade
Federal de Minas Gerais (UFMG), j4 estd concretizada como um
ensino de qualidade. Hoje, a aprendizagem tornou-se, para todos
os profissionais dessa universidade envolvidos no programa de

Educacio a Distancia, sinénimo de esforco e dedicacio de cada um.

Este livro visa desenvolver no curso a distdncia os mesmos
conhecimentos proporcionados num curso presencial. Os alunos
estudardo o material nele contido e muitos outros que lhes serio
sugeridos em bibliografia complementar. E importante terem em
vista que essas leituras sio de extrema importincia para, com
muita dedica¢do, avancarem em seus estudos.

Cada volume da coletidnea estd dividido em aulas e cada uma
delas trata de determinado tema, que é explorado de diferentes
formas - textos, apresenta¢des, reflexdes e indagagf)es tedricas,
experimentac¢bes ou orientac¢des para atividades a serem realizadas
pelos alunos. Os objetivos propostos nas aulas indicam as
competéncias e habilidades que os alunos, ao final da disciplina,
devem ter adquirido.

Os exercicios indicados ao final das aulas possibilitam aos alunos
avaliarem sua aprendizagem e seu progresso em cada passo do curso.
Espera-se, assim, que eles se tornem auténomos, responsaveis,
criticos e decisivos, capazes, sobretudo, de desenvolver a prépria
capacidade intelectual. Os alunos ndo podem se esquecer de que
toda a equipe de professores e tutores responsaveis pelo curso
estard, a distincia ou presente nos polos, pronta a ajuda-los. Além
disso, o estudo em grupo, a discusséo e a troca de conhecimentos
com os colegas serdo, nessa modalidade de ensino, de grande
importancia ao longo do curso.

Agradeco aos autores e A equipe de produgdo pela competéncia e
pelo empenho e tempo dedicados a preparagio deste e dos demais
livros dos cursos de EAD. Espero que cada um deles possa ser valioso
para os alunos, pois tenho certeza de que vio contribuir muito para
o sucesso profissional de todos eles, em seus respectivos cursos, e
na educa¢io em todo o pais.

Ione Maria Ferreira de Oliveira
Coordenadora do Sistema Universidade Aberta do Brasil
(UAB/UFMG - jan. 2006 a abr. de 2010 / CAED - set. 2009 a abr. 2010)
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Apresentacao

Este livro, Fundamentos de Matemdtica, é um estudo das funcées
reais de varidveis reais relacionando-as a fenémenos que elas
modelam. Restringimo-nos aqui as fun¢ées chamadas elementares,
dentre as quais muitas ja nos foram apresentadas mesmo antes de
entrarmos na universidade.

A intencio é a de retomar os conceitos, defini¢cdes e propriedades,
buscando aprofundar nossas primeiras ideias e, em alguns casos,
até mesmo aborda-los de modo alternativo, para ampliar nosso
conhecimento sobre o tema. J4 no inicio do texto estudamos as
nog¢des de Variagdo e Taxa Média de Variagdo de Fungées, compondo
um contexto introdutério a disciplina Célculo do Curso de Licen-
ciatura em Matematica, da Universidade Federal de Minas Gerais
(UFMG), na modalidade a distdncia. O material aqui apresentado
contempla tépicos que acredito serem essenciais para tal disciplina
e para um curso de formacio de professores de Matematica, que ao
mesmo tempo contribui para a atuac¢io profissional futura de um
professor trazendo ideias que podem ser exploradas em sala de aula
no Ensino Médio e Fundamental.

O texto apresentado neste livro foi construido a partir de minha
experiéncia como professora em cursos presenciais e a distancia, e
a partir da pesquisa no campo da Educagdo Matematica. Em espe-
cial, ja atuei como professora na Educac¢io a Distincia e participei
de oficinas de producdo de material escrito e de debates com outros
profissionais da drea. Também, retomo aqui a experiéncia anterior
de minha parceria com duas outras professoras e autoras no Curso
de Quimica a Distancia, buscando melhoré-la. Deixo registrado meu
agradecimento especial a essas colegas, coautoras do texto Cdlculo I
do curso de Licenciatura em Quimica, pela intensa discussdo em
que nos envolvemos e da qual resulta as linhas gerais para a cons-
trugio deste texto.

Mantive a op¢do construida em nossos encontros de nio nos
restringirmos a linguagem matemadtica formal, sem contudo deixar
de estarmos atentos ao rigor nas defini¢bes matematicas e na
construgdo dos argumentos ao justificar proposi¢des e teoremas.
Por esse motivo, abrimos méo do poder de sintese da linguagem
matemadtica, e todos os textos que produzimos ficam longos.
Mesmo assim, optamos por esse estilo porque acreditamos que
a introducio precoce de uma linguagem puramente técnica pode
resultar numa énfase em manipulacdo simbélica, em detrimento
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das discussdes conceituais que achamos importantes e que
queremos proporcionar aos alunos.

Seguindo a organizacdo dos textos anteriores, procurei
também desenvolver as aulas a partir de exemplos, seguidos
da sistematizac¢io dos resultados, num movimento de teori-
zagdo a partir de experiéncias que esperamos ter proporcio-
nado aos alunos. Busquei, sempre que possivel, representar
as no¢des por meios visuais, propondo ao leitor explorar
graficos e figuras, para diversificar as representa¢des dos
conceitos. Apresentei também exemplos de situa¢cbes do
nosso dia a dia e de outras ciéncias, modelando-os matema-
ticamente como uma dentre as possiveis perspectivas para
estudd-los. Partindo desses exemplos e de diferentes repre-
sentagdes, busquei estabelecer relagdes e, assim, construir
0s conceitos matematicos, enfatizando no texto o estudo
destes ultimos.

Em sintese, como nos outros livros que escrevemos espe-
cialmente para a Educacio a Distancia, elaborei um texto
buscando uma forma mais ampla de abordar os conceitos
matemadticos e ainda um didlogo com os leitores, que nio
terdo um professor ao seu lado para “explicar a matéria”. A
expectativa é a de que, estudando exemplos e conhecendo
as diversas representa¢cdes de um mesmo conceito, o aluno
compreenda melhor do que se trata o conteddo e familia-
rize-se com ele. Os momentos de sintese tedrica buscam
estabelecer relagdes e generalizar situag¢des, contribuindo
para que o entendimento do aluno nio fique restrito a
experiéncias constituidas por iniumeros exemplos particu-
lares e a técnicas algébricas que ele ndo consegue relacionar.
Esse movimento, a partir de experiéncias e de modelagem
de fendmenos em direcio a uma maior teorizagdo, é o fio
condutor também da estrutura deste livro.

O texto se organiza em oito aulas, correspondentes as oito
semanas de aula da disciplina. Ele estd complementado por
um Apéndice, em que particularmente discuto algumas
questdes sobre a Trigonometria. Em nossa experiéncia como
professores na universidade, este tema tem se mostrado
dificil para os alunos. A aula inicial discute o conceito de
Fungées e o seu uso na leitura matemaética de fenémenos da
natureza ou do cotidiano. Introduzo ai a no¢do de Variagdo
de uma funcio, buscando real¢ar as informacées adicionais
que obtemos a partir dela. O conceito de Taxa de Variagédo
Média é introduzido na Aula 2. Ele é utilizado para cons-
truir modelos matemadticos para estudar alguns fenémenos
especificos, definindo uma primeira categoria de funcées: a
Fungéo Linear. Esta mesma nocdo de Taxa Média de Variagéo
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é revisitada na Aula 3, para estudar outras relacées de dependéncia
entre varidveis, que definem funcées.

A Aula 4 retoma operagbes algébricas e procedimentos para
produzir novas fun¢des a partir das ja definidas. As nogdes ali apre-
sentadas sdo importantes principalmente para o esbogo de graficos
de um ndmero maior de fungdes, a partir de graficos ja conhe-
cidos. Fungdes Inversas é o topico apresentado na Aula 5. Buscamos
definir tal conceito de diversos modos. A intencéo é a de enriquecer
as representac¢des disponiveis aos alunos e contribuir para melhor
compreensido do conceito. A Aula 6 utiliza e define a Fun¢do Loga-
ritmica como inversa da Fun¢édo Exponencial, apresentada na Aula 3.
Finalizamos o texto com a introdugio as Fun¢des Trigonométricas e
suas Inversas. Iniciamos com a definicdo de medida de angulo em
radiano e com a extensio da trigonometria no tridngulo para o circulo
trigonométrico.

Espero que deste livro surjam ideias e propostas que possam ser
levadas por vocé, leitor, para a sala de aula no Ensino Médio e
Fundamental, consolidando ao mesmo tempo o seu préprio conhe-
cimento sobre o tema.

A Autora
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Funcoes Reais

Objetivos:
e Trabalhar o conceito de Fungao e as diversas formas de representa-la mate-
maticamente, relacionando-as.
¢ Relacionar o conceito de Funcdo a outras areas do conhecimento.
¢ Definir a nogdo de Variacao.

1. INTRODUCAO

Esta aula é dedicada a conceitos bésicos de Fun¢des. Como funcdes
serdo utilizadas durante todo o curso, noc¢des relacionadas serio
apresentadas em vdrias outras aulas.

A nocéo de Fungdo em Matemética ndo é uma novidade deste texto.
Em um livro do Ensino Bésico, vocé provavelmente encontrard uma
definicdo semelhante a que transcrevo a seguir:

Definicao:

Dados dois conjuntos néo vazios A e B, uma fungdo de A em B é
uma relagdo que a cada elemento x de A faz corresponder um tinico
elementoy de B. *

Interessante é que o autor do livro consultado, ap6s dedicar-se a
preparar os conceitos necessarios para formular a defini¢cio acima,
apresenta também uma alternativa:

Nocao Intuitiva

Quando duas grandezas x e y estdo relacionadas de tal modo que para
cada valor de x fica determinado um tnico valor de y, dizemos que y
é uma fungdo de x.

! MACHADO. Matemdtica.
Temas e metas. 1- conjuntos
numéricos e fungdes, p. 69.
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Deste modo, o autor deixa explicita a tensdo entre o rigor e a
intuicdo com que temos que conviver — ambos sdo necessérios para
o desenvolvimento do conhecimento matematico.

Embora reconhecendo este fato, fazemos duas ressalvas. Primeiro,
a definicdo de Fung¢do apresentada acima é bastante recente, se
considerarmos o desenvolvimento do conhecimento matematico
ou até mesmo do Célculo. O instrumento que ela representa nio
é potencializado de fato, nem no desenvolvimento do conteiddo de
fung¢des na escola basica, nem no estudo do Calculo. Normalmente,
quase imediatamente apés sua apresentacio, a defini¢do é abando-
nada e passamos a representar fungées por expressées algébricas ou
por seu grdfico. Segundo, a nogédo intuitiva como foi apresentada
parece-nos apenas reescrever a ideia da primeira defini¢do, nio
realcando no¢des que predominam e referenciam demonstragdes e
discussées quando trabalhamos o Célculo: as nog¢bes de variagdo e
de dependéncia entre variagées.

Por este motivo, optamos iniciar o estudo de Fung¢des destacando
a possibilidade de relacionar elementos ou grandezas segundo
alguma relagdo de dependéncia, em suas vérias representacdes.

A nocio de variagdo complementa o estudo e indica a direcido das
proximas aulas.

Iniciamos a discussio com exemplos.

2. EXEMPLOS

2.1 Exemplo: altura de André em funcdo da idade

A Tabela 1, a seguir, contém o registro da altura de um menino -
André - dada em centimetros, em cada més apds seu nascimento,
num periodo de 12 meses. Esses dados foram obtidos em arquivos
de seu pediatra.

Tabela 1

Altura (em cm) de André em funcao de sua idade (em meses)
Idade

00 | 10 (20 |25]35|45|60]| 70|80 90 |120
(meses)
Altura
o) 46,0 | 46,0 | 49,5 | 51,5 | 54,5 | 57,0 | 60,0 | 62,7 | 65,5 | 67,5 | 73,0
cm

Como interpretar as informacdes contidas no registro do pediatra?
O que vocé pode concluir sobre o desenvolvimento da crianca nesse
periodo? Se vocé fosse a mie ou o pai de André, que leitura faria das
informagdes contidas nessa tabela?
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Consultando a Tabela 1, certamente vocé ird concordar que André
cresceu bastante, nesse primeiro ano de vida. Se quisermos saber
se o seu desenvolvimento foi satisfatério naquele ano, poderiamos
compara-lo com o de outras criangas, em registros semelhantes.
Pediatras disponibilizam e analisam estes dados.

Mas o que essa tabela tem a ver com fung¢do?

Veja que aqui relacionamos duas grandezas: a altura de André,
medida em centimetros, e o tempo, medido em meses. A cada més
do ano correspondeu um valor da altura de André. Observando a
tabela, podemos dizer que a altura de André depende do tempo.

Em Matematica, as fung¢bes representam relacdes de dependéncia
como estas. No caso desse exemplo, dizemos que a altura de André
é uma fungdo do tempo.

2.2 Exemplo: preco da corrida de taxi

Quando utilizamos um tixi como meio de transporte, a cobranca
desse servigo é feita por meio de duas taxas: a bandeirada e o quilé-
metro rodado. A bandeirada é um valor fixo que é cobrado assim
que entramos no taxi, e o quilometro rodado é um valor que é
adicionado ao pre¢o a cada vez que se completa o percurso de um
quilémetro. Em Belo Horizonte, por exemplo, o valor da bandei-
rada é R$3,30, e o quilémetro rodado vale R$2,04.2

Isso significa que, se percorremos um trajeto de 5 km, o preco a ser
pago é igual a

P=330+5x2,04=13,50

Veja que P, em reais, depende do nimero d de quilémetros rodados.
Para cada quilémetro rodado temos um (tnico) valor do preco a ser
pago, de acordo com a tabela da “bandeira 1” valida em Belo Hori-
zonte, em dezembro de 2009. No caso deste exemplo, dizemos que
o preco da corrida de téxi é uma fun¢do do nimero d de quilémetros
rodados.

2.3 Exemplo: queda livre

O movimento vertical de um corpo em queda livre, sujeito apenas
a forca da gravidade, desprezada a resisténcia do ar, é escrito em
Matemadtica pela férmula:

S=% gt’, na qual g representa a aceleragio da gravidade

(g ®9,81m/s%), t representa o tempo (em segundos) percorrido
desde o instante em que o objeto comegou a cair, e o espago percor-
rido s é medido em metros. Veja que o espaco percorrido s depende
do tempo .

2 BELO HORIZONTE, 2009.

15
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De acordo com esta férmula, o espaco percorrido pelo objeto no
1
terceiro segundo é 5(3) = 5g.32 =4,5g.

A multiplica¢do da unidade de medida de g (m/s?) pela unidade de
medida de # (s?) resulta na medida de s (m), da mesma forma que

1
a multiplicacio de 5 g por P resulta em s. No caso deste exemplo,

dizemos que o espago percorrido s é uma fung¢do do tempo t.

3. FUNCOES

Os trés exemplos acima tém em comum o fato de representarem
uma relagdo de dependéncia entre grandezas (medida da altura
depende do tempo; preco a ser pago depende do quilémetro rodado
e a distancia percorrida depende do tempo). Além disso:

a cada més registrado na tabela corresponde a uma tinica medida de
altura; a cada quilémetro rodado corresponde a um tnico pre¢o a
ser pago (na “bandeira 1”); a cada instante corresponde a uma tnica
medida do espago percorrido.

Essas sdo as caracteristicas que definem uma Fung¢do em termos
matematicos.

Sintetizamos, a seguir, a defini¢do de Fungdo com que vamos traba-
lhar:

3.1 Definicao

Uma fungdo é uma relagio de dependéncia entre duas grandezas
de tal forma que, para cada valor x de uma, estd associado um
unico valor y da outra.

3.2 Exemplos

1- No exemplo 2.1, as grandezas envolvidas sdo o tempo e a altura
de André. A cada valor da idade ¢, em meses, esta associado um tinico
valor 4 (em ¢m) da altura de André.

2- No exemplo 2.2, as duas grandezas sio o quilémetro rodado d e
o preco P. A cada valor do quilémetro rodado d estd associado um
unico preco P a ser pago.

3- No caso do exemplo 2.3, as duas grandezas sdo o tempo f e a
distancia percorrida s. A cada valor do tempo 7 corresponde a uma
medida da distancia percorrida s.

A seguir, definiremos alguns conceitos relacionados ao conceito de
fungdo.
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3.3 Definicao
Considere uma fungdo, relacionando duas grandezas.

a) O conjunto de valores que a primeira grandeza pode assumir é
denominado dominio da fun¢io.

b) O conjunto dos valores assumidos pela segunda grandeza é
denominado imagem da funcgéo.

¢) Um elemento genérico do dominio é denominado varidvel inde-
pendente, enquanto um elemento genérico da imagem é denomi-
nado varidvel dependente.

3.4 Exemplos

1- No exemplo 2.1, o dominio D é o conjunto de valores assumidos
por ¢, ou seja,

D ={0,0;1,0;2,0;2,5;3,5;4,5;6,0,7,0;8,0;9,0;12,0}

A imagem / é o conjunto de valores assumidos por 4, ou seja,

1={46,0;46,0,49,5;51,5;54,5;57,0,60,0;62,7;65,5;67,5;73,0} .

A variavel independente é ¢ e a varidvel dependente é /.

2-No exemplo 3.3, 0 dominio e aimagem correspondem ao conjunto
dos reais positivos se supusermos que o corpo cai (idealmente) de
uma altura infinita.

3.5 Notacdes e linguagem

E comum (e util) darmos nomes as fun¢des. Esses nomes, normal-
mente, sdo letras do nosso alfabeto. E como a palavra funcio
comeca com a letra f, esse é o nome mais usado.

Se fé uma fung¢do que associa valores x de uma grandeza a valores
v de outra grandeza, dizemos que y = f (x). (Lemos assim: y é

igual a f'de x).

Muitas vezes, damos as varidveis nomes que nos fazem lembrar as
grandezas que elas representam.

3.6 Exemplos

1) No exemplo 2.1, estamos representando a altura por / e o tempo
por t . Podemos dizer que & = f'(f), ou seja, a altura h representada
pela Tabela 1 é uma funcio do tempo ¢ (se escolhermos o nome f'
para a funcéo).

17
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2) No exemplo 2.2, representamos o preco ou tarifa por P, o quil6-
metro rodado por d e podemos dizer que P = f(d), onde f'é o nome
que escolhemos para representar a relag¢io entre P e d.

3) No exemplo 2.3 representamos o espaco percorrido em queda
livre por s, o tempo por ¢ e dizemos que s = & (t). Neste caso, h é

1
representada pela férmula s =/ (t) =3 gt’.

4. FORMAS DE REPRESENTACAO

Os trés exemplos discutidos nos trazem maneiras diferentes de
representar uma fungdo: a representa¢do por uma tabela, por pala-
vras, ou por uma férmula. Existe ainda uma outra maneira de
representar uma fungdo que queremos discutir: por graficos.

E importante que vocé saiba reconhecer uma fungédo, independente-
mente da forma como ela foi ou esté representada, e que vocé saiba
relacionar os diferentes modos de representa-la, tornando-se capaz
de olhar para uma mesma fung¢do sob mais de uma perspectiva.

No que segue, vamos trabalhar essas diversas formas de representar
uma fung¢do em maior detalhe, buscando relacioné-las.

4.1 Tabelas, formulas e palavras

A Tabela 1 é uma forma de representar a fun¢io 4 = f () (altura em
funcdo do tempo) por meio de uma tabela.

~ 2 . . ~
A expressio §=—gt" é uma maneira de representar a fun¢io
2

s = h () (espago percorrido em queda livre em func¢io do tempo)
por meio de uma formula.

Ja o exemplo 2.2 nos apresenta a funcio tarifa ou preco a ser pago
por uma corrida de taxi por meio de palavras. Podemos obter uma
férmula que represente a funcdo preco P a partir de um célculo
semelhante ao que fizemos para encontrar o preco a ser pago se
percorréssemos 5 quilémetros. Retome o exemplo 2.2 e confirme
que o pre¢o pago P por uma distancia percorrida d pode ser expresso
por meio da seguinte férmula:

P=f(d)=3,30+2,04d

Vale esclarecer algumas coisas referentes ao preco da corrida de téxi
como uma funcio de d.
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4.1.1 Alguns esclarecimentos sobre a fungao preco da corrida de taxi

Em P= f(d) =3,30+2,04d , como d é uma distincia percorrida,
podemos pensar em d como um numero real positivo. Assim, o
dominio de P é o intervalo [0,+).

E qual serd a imagem de P ?

Danossa experiéncia, sabemos que se o taxi percorrer uma distancia
que nio seja um numero inteiro, o cilculo do pre¢o nio sera reali-
zado pela férmula acima. Ou seja, se o taxi percorrer 6,5 km, o preco
a ser pago nao sera f(6,5) =3,30+2,04.6,5=16,56.

Para calcular o preco, é como se o taximetro aplicasse a
férmula acima ao maior inteiro menor que a distincia percor-
rida. No caso do percurso de 6,5 km, o preco a ser pago serd
P= f(6) =3,30+2,04.6 =15,54,ja que 6 é o maior inteiro menor
que 6,5. Em outras palavras, o valor a ser pago é alterado apenas
nos momentos em que um percurso de um quilémetro é concluido.

Ha uma expressdo matematica para representar associagbes como
esta, que é g(x)=[|x|]. Essa fun¢io tem até um nome especial —
func¢do maior inteiro que ndo supera x. Assim, a expressio da fung¢do
preco da corrida de taxi seria, de fato, P = f(d) =3,30+ 2,04[|d|:| .

E quem seria a imagem da fun¢do? Ela corresponderia aos valores
£(0), £(1), f(2) e assim sucessivamente. Portanto, a imagem da

funcdo P é {f(O),f(l),f(Z),f(3)--.}.

4.2 Identificando funcdes, em palavras, numa releitura de relatos

Ana Maria havia saido de casa hd 10 minutos, em dire¢do ao trabalho,
quando percebeu que um pneu de seu carro estava furado. Ela parou o
carro e demorou cerca de 1 hora para trocar o pneu. Ao final, ela estava
completamente suja. Como jd estava atrasada, telefonou para a empresa
onde trabalha, relatou o ocorrido e avisou que voltaria em casa para
tomar um banho, o que provocaria um atraso maior. 30 minutos depois,
ela estava, finalmente, a caminho do trabalho. Assim, um trajeto que,
normalmente, demoraria 20 minutos, demorou muito mais...

Apesar de haver nimeros no texto, ndo foram usadas tabelas ou
férmulas para representar uma fun¢io. Ha variaveis relacionadas
por meio de uma funcio nesse relato?

Vamos reinterpretar o texto relacionando as grandezas tempo (Z,
medido em minutos) e distancia (d, medida em quilémetros) de
Ana Maria a sua casa:

+ Aotempo t =0, temos também d =0, pois Ana Maria estava
em casa.

« Para t variando entre 0 e d_, o valor de d vai aumentando

0 b
(ela esta se afastando de casa) até um certo valor do, que é
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® Se vocé tiver duvidas sobre
plano cartesiano, consulte
algum livro de Matematica
do Ensino Médio para fazer
uma revisao.
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a distancia de casa ao local em que ela se encontra quando
percebe que o pneu esta furado.

Para ¢ variando entre 10 e 70, temos d = do (constante), pois
ela ficou parada por 1| hora para trocar o pneu.

Para ¢ variando entre 70 e 80, o valor de d vai diminuindo até
0, pois ela estd se aproximando de casa até chegar 14. Estamos
supondo que, para voltar para casa, ela gastaria o mesmo
tempo que gastou para ir de casa até o ponto em que o pneu
furou.

Para t variando entre 80 e 110, temos d =0, pois ela ficou
em casa por 30 minutos para tomar um banho e se arrumar
novamente.

Finalmente, para t variando entre 110 e 130, o valor de d vai
aumentando até que ela chega ao trabalho, j4 que Ana Maria,
normalmente, gasta 20 minutos para chegar la.

Com essa interpretacio, percebemos que, para cada valor de ¢, existe
um Unico valor de d, apesar de ndo sabermos exatamente quanto

ele vale em cada momento. Temos ai uma fungio representada por
palavras, ou, uma leitura de um relato com um olhar matematico.

4.3 Graficos

Ha diversas formas de representar informag¢des numéricas por meio
de grdficos. A que queremos abordar aqui, por sua importancia no
caso do Calculo, é a que utiliza o plano cartesiano.? Nesta, o grdfico
de uma fungdo é um subconjunto do plano cartesiano.

4.3.1 Definigao

Sejam y = f(x) uma funcdo e D seu dominio. O grdfico de fé defi-
nido por

Graf (f) = {(x,y)ele/x eDey:f(x)}.

4.3.2 Exemplos

Na Figura 1, representamos os dados da Tabela 1 por meio de um

grdfico.

Para esbogar o grdfico da fun¢io prego da corrida de téxi, do exemplo
2.2, devemos nos lembrar que:

0<d<1= P(d)=P(0)=3,30

1<d<2= P(d)=P(1)=3,30+2,04.1=5,34

2<d<3= P(d)=P(2)=3,30+2,04.2=17,38, e assim por diante.
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O gridfico desta fungdo corresponde a varios segmentos de reta hori-
zontais, correspondendo aos espagos percorridos onde o taximetro
nio altera o preco da corrida.

altura (cm)

73,0 b = - m °

67,5
65,5

62,7
60,0 """ mmmmmmmmmmmoooooo .
L R °
54,5 -===-=mmmmmm- °

L ) °
49,5 -=----- o

460F---®

,0

Idade (meses)

Figura 1 - A funcio altura de André

preco P
(reais)
7,38 |---mmmennees —O
5,34 - —0 |
3,30 @0
1 2 3 Distancia d
(km)

Figura 2 - A funcio preco da corrida de taxi

1
Por fim, o grdfico da funcéo s (t) = ) gt’.

Distancia s
(metros)
A

N|—

1‘ tempo t
(segundos)

Figura 3 - Funcdo queda livre de um corpo
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5. VARIACAO DE UMA FUNCAO

H4 situa¢des que demandam informag¢des mais abrangentes sobre
um fenémeno e ndo apenas um valor pontual, obtido a partir do
célculo do valor de uma fun¢do num ponto de seu dominio. Esse
é o caso, por exemplo, quando queremos medir o crescimento (ou
decrescimento) de alguma grandeza em um determinado intervalo
de tempo. Aqui vamos estudar a ideia de varia¢do, que nos possibi-
lita trabalhar a questio.

5.1 Exemplo: variacdo da altura de André

Quando André tinha dois meses, sua mae voltou da consulta ao
pediatra e comunicou: “André cresceu 3 centimetros e meio neste
més!”

Com essa informacgdo, ndo sabemos qual a altura de André, nem
nesse més, nem no més anterior. Sabemos apenas que houve um
acréscimo na medida de sua altura.

Veja que tal informacio é diferente das discutidas em outros exem-
plos de func¢des.

De fato, retome a Tabela 1, que registra a altura de André, em centi-
metros, nos primeiros 12 meses de seu nascimento, em fun¢do do
tempo. Como saber quanto André cresceu em periodos especificos
desse primeiro ano? Um cilculo como esse, do crescimento ou
acréscimo na altura de André em um més, é melhor compreendido
por meio do conceito de varia¢do de uma funcéo.

Consultando a Tabela 1, veja que de 2,0 a 2,5 meses de idade, André
cresceu

51,5¢cm—49,5cm =2,0cm
Entre 2,5 a 4,5 meses, André cresceu

57,0cm—51,5cm =5,5cm

Essa diferenca entre os valores da altura é chamada variagdo da
altura. Utilizando anotagdo y = f (t) para representar a fun¢io que

relaciona y e t, podemos reescrever os cdlculos acima como a seguir:

f(2,5)—f(2,0) =51,5-49,5=2,0(para a varia¢io de y corres-
pondente a [2,0;2,5])

f(4,5) - f(2,5) =57,0-51,5=5,5 (para a variagdo de y correspon-
dente a [2,5;4,5])

A defini¢io a seguir é uma sintese da discussio acima.
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5.2 Definicao

Seja y=f(x) uma func¢do com dominio D. Se a, be D, a
variagdo de y correspondente a varia¢do de x no intervalo [a,b]
é definida por:

Ayzf(b)—f(a).

5.3 Notacdo e linguagem

Veja que denotamos a variagdo de y por Ay (lemos “delta y”).

A unidade de medida de Ay é a mesma unidade de medida de y.

Retomando a Tabela 1, confirme que André cresceu Ay =2,0cm no
primeiro intervalo de tempo considerado e que, no intervalo poste-
rior, ele cresceu Ay =5,5¢cm .

Tais informagdes, no entanto, ndo nos dizem em qual dos dois
intervalos de tempo André cresceu mais rapidamente. A “rapidez
de crescimento” em um periodo é melhor compreendida e calcu-
lada por meio de outro conceito: o de taxa média de variagdo de uma
funcio. Esse sera o tema de nossa préxima aula.
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EXERCiCIOS

1 - Vocé conhece alguma situagio, algum fendémeno, que pode ser interpretado como uma
funcio entre duas grandezas? Confira se seu exemplo satisfaz as mesmas caracteristicas
destacadas nos exemplos anteriores. Quais sdo os dominios e imagens das fun¢des que vocé
encontrou? Escolha nomes para essas func¢des e procure escrevé-las com a notacio de func¢des
que apresentamos nesta aula.

2 - Qual dos graficos combina melhor com as trés estérias seguintes?* Escreva uma estéria
para o grafico restante.

(a) Eu tinha acabado de sair de casa quando percebi que tinha esquecido meus livros, entio
voltei para trds para pega-los.

(b) As coisas correram muito bem até eu ter um pneu furado.
(c) Parti devagar, mas acelerei quando percebi que ia chegar atrasado.

(I) } Distancia de casa (II) , Distancia de casa

>

TeTnpo Te?ﬁpo
(ITI); Distancia de casa (IV) I/D_iincia de casa
TeEpo Te?wpo

3 - A temperatura subiu durante toda a manh3, e entéo, subitamente, ficou muito mais frio
perto do meio-dia, quando sobreveio uma tempestade. Depois da tempestade, a temperatura
subiu antes de cair o p6r do sol. Esboce um possivel grafico da temperatura desse dia como
funcio do tempo.

4 - Um voo do aeroporto de Confins, em Belo Horizonte, até o aeroporto do Galedo, no Rio
de Janeiro, tem que dar varias voltas sobre o Rio de Janeiro antes de ter permissio para ater-
rissar. Faca um gréfico da distancia do avido a partir de Belo Horizonte, contra o tempo, do
momento da partida até a aterrissagem.

5 - Veja as fungées abaixo, dadas em representacdes diversas. Em cada caso, ache f(5).
(a)

x 1 2 3 4 5 6 7 8
fo) | 23 | 28 [322] 3,7 | 41 | 49 | 56 | 62

Tabela 2: fun¢io y = f(x)

* Adaptado de TERWAL. Real math in Cooperative Groups in Secondary Education., p. 234.
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(b) (0

Figura 5

Figura 6

@ f(x)=10x-4 . (e) f(x)=4x—x".

6 - Considere a funcdo y = f(x) =x°+4.

(a) Qual o valor de y quando x é zero?

(b) Quanto vale f(2)?

(c) Para que valores de x teremos y =107?

(d) Existem valores de x que ddo a y o valor 1?

(e) Ache avariagdo de fentre x=1 e x=3.

7-Seja y= f(x)=2x-3.

(a) Calcule f (—1).

(b) Ache o valor de y quando x é 5, e o valor de x quando y é 4.

(c) Ache a variagdo de fentre x=1e x=3.

8 - O valor de um computador, V = f (a) em milhares de reais, é uma func¢io da idade do

computador, em anos, desde que foi comprado.
(a) Interprete a afirmacido f (2) =1

(b) Esboce um possivel grafico de V contra a.

(c) Explique o significado dos valores de intercepto vertical em termos de valor do compu-

tador.
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AULA U

Taxa Média de Variacao e
Funcoes Lineares

Objetivos

¢ Definir a nogdo de Taxa Média de Variagao.
e Utilizar o conceito de Taxa Média de Variagao para definir Fungdes Lineares.
e Estudar esta classe de fungdes.

1. INTRODUCAO

Na aula anterior, discutimos aspectos gerais relativos a fungdes.
Obtivemos informagdes pontuais sobre os fenémenos que elas
representam, calculando valores em pontos especificos de seu
dominio. Definimos o conceito de variagdo, que nos fornece infor-
macdes sobre a fun¢io em intervalos de seu dominio.

Nesta aula vamos discutir o conceito de Taxa Média de Variagéio*
de uma funcio. Este nos possibilita comparar a variacio de uma
funcio em intervalos distintos, por meio do célculo da “rapidez” de
varia¢do em intervalos.

A partir da no¢io de Taxa Média de Variagdo vamos caracterizar um
tipo especial de func¢des, que sio as fung¢des lineares. Vamos estuda--
-las, aprendendo a identifici-las em diversas representacdes.

2. TAXA MEDIA DE VARIACAO

Ao final de nossa primeira aula, deixamos em aberto a possibili-
dade de comparar a variagio de uma func¢io em intervalos distintos.
Vamos definir um conceito que possibilita avalia¢des como esta.
Iniciamos retomando o exemplo 2.1 da aula anterior e buscando
avaliar em que intervalos de tempo André cresceu mais rapida-
mente.

! Neste texto, usaremos, sem
distingdo, ambas as expres-
sées Taxa de Variagédo e Taxa
Meédia de Variagdo.
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2.1 Exemplo 2.1: velocidade de crescimento de André

Para sabermos em qual periodo de tempo André cresceu mais
rapidamente, podemos comparar a variacdo de sua altura com a
variagdo correspondente de sua idade, por meio de uma razio. Por
exemplo, no intervalo [2, 0;2, 5] ,

variagdoda altura _ Ay _ f(2,5) — f(2,0) _51,5 — 49,5 2,0

=——=4,0cm/ més
variagdo da idade At 2,5-2,0 2,5-2,0 0,5

Eem [2,54,5],

variag¢do da altura =£= f(4,5) — f(2,5) _ 57,0 — 51,5 =£= 2,75 cm | més
varia¢do da idade At 4,5-2,5 4,5-2,5 2,0

Esses célculos expressam a “velocidade de crescimento” de André
nos dois intervalos considerados: apesar de ele ter crescido apenas
2,0cm, no primeiro intervalo, sua “velocidade de crescimento” ai
foi de 4,0cm/més, que é maior do que a “velocidade” em [2,5;4,5].

. variacdo da altura
Esta razao

tem o nome especial de taxa média
variagdo da idade

de variagdo da altura em relacdo ao tempo. Veja que a unidade de
medida da taxa média de varia¢io é a razdo entre a unidade de
medida da altura e a unidade de medida da idade.

A raz3o entre a variagido de uma fungdo e o comprimento do inter-
valo de sua defini¢cio é denominada taxa média de variagéo.

Utilizando a linguagem matematica:

2.2 Definicao

Seja y = f (x) uma fungio com dominio D. Se a, b€ D, a taxa
média de variagio de y correspondente a variagdo de x no inter-
valo [a,b] é definida por:

variagdo de y _ Ay _ f(b)— f(a)
variacdo de x  Ax b—a

A : :
A unidade de medida de —> & gzidadelachied daldohy

Ax  ynidade de medida de x

2.3 Exemplo: a velocidade de um corpo em movimento linear

Um objeto se move ao longo de uma linha reta de modo que
sua posicio em relacio ao ponto de partida, apds ¢ minutos, é

p=s(t)=1-2t+6.
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a) Ap6s 3 minutos, o objeto estard em uma posicdo igual a
5(3):32 —-23+6=9m.

O valor s (3) é a posicdo em que o objeto se encontra, com relagio
ao ponto de partida, ap6s 3min.

b) A variagdo da posigdo do objeto quando # varia de 3 a Smin é igual a
Ap :S(S)—s(3) =21-9=12m.

A quantidade Ap é a distancia percorrida pelo objeto no intervalo

de tempo [3,5].

) A taxa média de variagdo do objeto no intervalo [3,5] éiguala
%_ s(5)-s(3) 21-9 _2
At 5-3 5-3 2

=6,0m/min.

A razio Kp é a velocidade média do objeto quando o tempo varia
t

de 3 a 5min, ou seja, nesse intervalo, o objeto tem uma velocidade
média igual a 6,0 m/min.

2.4 Relagdes entre Taxa Média de Variacao e Crescimento ou Decrescimento

Retome o exemplo 2.1 da Aula 1 e confirme que André, em seu
primeiro ano de vida, cresceu todo o tempo. A taxa média de variagdo
de sua altura foi sempre positiva (exceto no primeiro més, em que
no registro esta permaneceu constante e, portanto, a taxa média foi
nula). Essa observac¢io nio é coincidéncia: hd uma rela¢io entre o
sinal da taxa média de variacdo de uma funcio e seu crescimento ou

2 A Defini¢do 2.5 corres-

decrescimento. ponde, em diversos textos
de Calculo, a definicio
Antes de apresentarmos tal relacdo, vamos precisar o que vem a de fungges estritamente

crescente e estritamente

ser funcio crescente e funcio decrescente,? definindo-as matemati-
decrescente. Observe que

camente: o enunciado na Definicdo
2.5 impde a desigualdade
e estrita entre os valores da
2.5 Definicdo funcio. Em textos que fazem
esta op¢do, o enunciado da
a) Dizemos que uma funcio f'é crescente em um intervalo / se, e definicio de funcio crescente

e de fun¢do decrescente
admite a igualdade entre os
x valores f(a) e f (b) da fungio.
sea < b entao f(a) < f(b) . Ou seja, o sinal entre estes
valores na defini¢4o seria o
de menor ou igual.
b) Dizemos que uma fungio f'é decrescente em um intervalo / se, No entanto, h autores que

e somente se, para quaisquer a, b nesse intervalo tem-se: trabalham com a definicio
como em Defini¢do 2.5. Por

< = uma questio de simplicidade
sea < b entdo f(a) 5 f(b) neste momento, decidimos
adoté-la.

somente se, para quaisquer a, b nesse intervalo tem-se:
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Veja a proposicio a seguir, relacionando as no¢ées de Taxa Média de
Variagdo e Crescimento e Decrescimento de funcdes:

2.6 Proposicao

Sejam y = f'(x)uma fungdo com dominio D e a, b € D.

a) Se f¢ crescente em [a,b], entdo a taxa média de variagdo de f
nesse intervalo ¢é positiva.

b) Se f¢ decrescente em [a,b], entdo a taxa média de variagdo de
fnesse intervalo € negativa.

¢) Se f ¢ constante em [a,b], entdo a taxa média de variagio de f
nesse intervalo € nula.

Demonstracao

Vamos demonstrar aqui a primeira afirmativa. As demais sio
demonstradas de modo semelhante.

Por hipétese, a funcido fé crescente no intervalo [a, b] . Queremos
mostrar que a taxa média de varia¢io de f em [a,b] é positiva.

Escrevendo a taxa média de variacio de fem [a, b] , tem-se:

Ay _fb)-f(a)
Ax b—a '

Veja que a < b, pois a e b sdo extremos do intervalo [a, b] . Entédo

Ax=b—-a>0.

Ainda, uma vez que f'é crescente, a<b=> f(a)< f(b). Entdo
Ay=f(b)-f(a)>0.

A
Portanto, Ey >0 , como queriamos demonstrar.

A Proposicdo 2.6 discute fun¢des que tém taxa média de variagdo
positiva, negativa ou nula.

No que segue, vamos estudar fun¢ées que tém taxa média de variagéo
constante. Estas constituem um tipo importante de funcdes — as
fungées lineares.
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3. FUNCOES LINEARES

3.1: Exemplo: taxa média de variacao da funcao preco da corrida de taxi

Nesse exemplo, retomamos a funcio preco da corrida de taxi defi-
nida apenas nos nimeros inteiros positivos e escrita como

P=f(d)=3,30+2,04d .

Sua taxa média de variagdo, por exemplo, no intervalo [3,7], é dada
por
E_ f(N—f(3) 17,58-9,42
Ad 7-3

=2,04.

Veja que esse valor da taxa média de variagdo € igual ao preco do
quilémetro rodado! Seria uma coincidéncia?

Para responder a uma questdo como essa, calculamos a faxa média

de varia¢do em um intervalo [a,b] qualquer, com b = a:

ng(b)—f(a) _ (3,30+2,045)—(3,30+2,04q) :2,04(b—a)
Ad b—a b—a b—a

=2,04

Confirmamos entio que a taxa média de variagéo é constante e igual
a 2,04, em qualquer intervalo do dominio da fungdo f.

Na verdade, se a partir da fun¢io preco da corrida de taxi conside-
rarmos uma expressio como P = f(d) =3,30+2,04d , definida
para todos os nimeros reais, a relagdo descrita acima também vai se
verificar em qualquer intervalo.

Fung¢des como essa, que tém taxa média de variagdo constante, sdo
chamadas fungées lineares e sio definidas algebricamente como a
seguir.

3.2 Definicao

Uma fungdo linear é uma fun¢io que pode ser expressa por

y=f (x) =ax+b

em que x é a varidvel independente e a e b sio ntmeros reais
constantes.

3.3 Notacdo e linguagem

A constante a é denominada coeficiente angular, e a constante
b é denominada coeficiente linear.?

% O motivo dessa nomencla-
tura sera esclarecido mais a
frente.
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3.4 Exemplo
A funcdo P= f(d) =3,30+2,04d é linear, e os valores de a e b

sdo, respectivamente, 2,04 e 3,30.

3.5 Taxa Média de Variacao e Funcdes Lineares

Apresentamos as fungdes lineares como func¢des que tém taxa
média de variagdo constante. Por isso, precisamos mostrar que a
taxa média de variagéo de qualquer fun¢éo linear é constante e que
as funcdes que tém taxa de variagdo constante sdo todas lineares.
Isto serd estabelecido nas proposi¢des a seguir.

3.5.1 Proposicao:

Seja y = f(x) = ax + b uma fungdo linear, com coeficientes a e b.

Entdo, a taxa média de variagéo de f(x) é constante e igual a a,
em qualquer intervalo de IR.

Demonstracao:
Considere um intervalo qualquer [m, n] .

Devemos mostrar que a taxa média de variacio de f, nesse inter-
valo [m,n] , que é genérico, é constante e igual a a.

Calculando essa taxa:
ﬂ_f(m)—f(n)_(am+b)—(an+b)_am+b—an—b_a(m—n)_a
Ax m-—n m-—n m-—n m-—n

3.5.2 Proposicao:

Seja y = f(x) uma fungo definida em um intervalo /, com taxa
média de variagio constante. Entdo f'é uma fungdo linear, ou seja,
pode ser escrita como y = f(x)=ax+b.
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Demonstracao:

Seja p €I . Entdo existe y = f(p), porque festa definida em 1.

Como a taxa de variagio de f'é constante, podemos escrever que
f(x)=/(p)
x—p
Vamos chamar essa constante de a. Assim,
f(x)=/(p)
X—=p

Reescrevendo a expressio,
f(x)—f(p): a(x—p), ou seja,
f(x)=ax+(f(p)-ap).

é constante, paratodo xe/,com x=p.

=a,paratodo xel,com x=p.

Escrevendo que b= ( f ( p)—ap), veja que expressamos nossa

funcao como f(x) =ax+b,paratodo xel,com x=p.

Observe que essa expressio também vale parax=p, pois

ap+b=ap+(f(b)—ap)=f(b)-

4.0 SIGNIFICADO GRAFICO DE TAXAS
DE VARIACAO CONSTANTES

Ja temos elementos para estudar os graficos das func¢des lineares
com maior cuidado e compreender por que eles sio retas. Vamos
discutir a questio com exemplos.

4.1 Exemplo: a fungio linear y = f(x)=2x+1

Seja a funcdo linear y= f(x) =2x+1. Sabemos que sua taxa
média de variagdo é igual a 2 em qualquer intervalo de seu dominio
(que é IR).

O significado desse fato, em termos gréficos, é que intervalos de
comprimentos iguais, no eixo Ox, determinam, na dire¢io Oy,
variagOes iguais ao dobro da varia¢do em Ox, no grafico de f.*

Veja que um movimento desses define uma mesma inclina¢do na
“subida” y, em todo o dominio da fungdo. Por isso, seu grafico é
uma reta.

* Sendo fosse assim e a
variacio na diregio Oy
fosse maior ou menor que
duas unidades, haveria uma
contradi¢io com o fato de a
taxa média de variacdo ser
constante e igual a 2.
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Figura 1- Comparando varia¢ées nos eixos Ox e Oy, relativas a funcio f(x)=2x+1
Explicando de outro modo:

na Figura 1 o intervalo CE mede 1 unidade e é paralelo a Ox. O
intervalo correspondente a CE, na direcdo Oy, com relagdo ao
grafico de f, é o intervalo ED, e ele mede 2 unidades. Assim, a cada
uma unidade que “andamos para a direita” na dire¢do Ox, o grafico
de f “sobe” 2 unidades na dire¢io Oy.

4.2 Exemplo: o caso geral y = f (x)=ax+b

Para o caso geral y=f (x) =ax+b a discussdo é basicamente a
mesma. Cada deslocamento de uma unidade na dire¢io Ox deter-
mina um deslocamento de a unidades na direcdo Oy. O desloca-
mento serd positivo se a for positivo (e a fun¢io é crescente) e
negativo se a for negativo (a funcdo é decrescente).

Para explorar o caso geral, retome a Figura 1.

Como o segmento CE é paralelo ao eixo Ox, o Angulo DCEé igual
ao angulo que a reta (grafico da funcio f) faz com Ox. E a tangente
desse 4ngulo é igual a taxa média de variagdo de f, que, por sua vez,
éigual aa.

Por isso, dizemos que a é a inclinagdo ou o coeficiente angular da reta,
que coincide com o valor da taxa média de variagio de y com relagio
a x, em qualquer intervalo.

Quando a = 0, ou seja, quando o coeficiente angular é nulo, o Angulo
que a reta faz com Ox também é nulo e, portanto, a reta é paralela
a Ox.
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5. GRAFICOS DE FUNCOES LINEARES

5.1 Exemplo: o grificode y = f(x)=2x+1

Para tracar o grafico da funcéo linear y = f ( x) =2x+1 usamos o
fato de que seu gréifico é uma reta e que uma reta estd determinada
se conhecemos dois de seus pontos.

Normalmente escolhemos dois pontos nas interse¢des com os eixos
coordenados, por serem mais ficeis de determinar e de localizar.

A interse¢do com o eixo Oy é o ponto do grafico de f, que tem
abscissa igual a 0. Sua ordenada sera f'(0)=1.Assim, o ponto (0,1)
é o ponto de intersecio do grafico de f com o eixo Oy.

A intersec¢do com o eixo Ox é o ponto que tem ordenada igual a 0.

Sua abscissa serd encontrada ao resolvermos a equagdo 2x+1=0,

oquenoslevaa x= —% . O ponto (—%,0) é o ponto de interse¢do

do gréfico de f com o eixo Ox.

Esses pontos estdo localizados na Figura 1, que representa o grafico

de y=2x+1.

5.2 Exemplo: o gréficode y =ax+b

O gréfico da fungdo y = f(x) =ax+b é esbocado do mesmo modo
que o da fun¢io do exemplo anterior.

A interse¢io do grafico de f com o eixo Oy é o ponto (O, f (O)) , que
éiguala (0,b), pois

f(0)=a0+b=b.

Para encontrarmos a interse¢do com o eixo Ox, devemos resolver a
equacao

ax+b=0=x= b , desde que a seja diferente de 0.
a

(0,b) (©)

40 x (50 ¥

Figura 2 - O graficode y=ax+b, a>0 Figura 3 - O graficode y=ax+b,a<0
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® Vocé sabe discutir o que sdo
equacées? Que diferencas ha
entre equagdes e fungées? E
entre seus graficos?
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5.3 Exemplo: o gréfico da funcao y = -2

A fun¢do y =-2 é uma funcio linear que tem coeficiente angular
nulo, pois ela pode ser reescrita assim: y=0.x—2.

Seu grafico é uma reta paralela a Ox, que intercepta Oy no ponto
(0,-2). Isso é coerente, ja que a imagem de qualquer valor real pela
funcédo é - 2.

Figura 4 - O graficode y =—-2.

6. DETERMINANDO A EQUACAO DE UMA RETA

Uma equagdo® de uma reta que contém dois pontos dados pode
ser obtida calculando sua taxa média de variagdo a. Lembrando que
esta taxa deve ser constante para que os pontos no plano fiquem
alinhados, escrevemos algebricamente a condi¢do de que a taxa
média de variacdo entre qualquer ponto (x,y) de seu gréfico e
qualquer um de seus dois pontos conhecidos também seja a. Por
exemplo, o coeficiente angular da reta que contém os pontos (0,3) e
(-1,1) sera

. 1-3 _ -2 _
-1-0 -1
Como discutimos ao final do exemplo 4.2 nesta aula, este coefi-
ciente é também o valor da taxa média de varia¢do da funcdo que
descreve a reta, no intervalo [—1,0]. Se (x, y) é um outro ponto
qualquer da reta procurada, a taxa média de variagéo entre (x,y) e
(0,3) (ou entre (x,y) e (—1,1)) também deve ser igual a 2:

2=y—_gz>y—3:2(x—0):>y=2x+3.
x_

Portanto, uma equagdo daretaé y=2x+3,0u y—2x—-3=0.
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7. EXERCICIOS

1 - Utilize a Tabela 1 da Aula 1 para calcular a taxa média de variacio da altura de André no
intervalo de 0 a 4,5 meses e compare com as taxas médias nos intervalos de 0 a1 més, 1 a
2 meses, 2,5 a 3,5 meses, 3,5 a 4,5 meses. Interprete os resultados obtidos com relagio ao
crescimento da funcio altura.

1
2-Seja s = E th . Calcule sua taxa média de variacio nos intervalos [1, 2] e [3,4] . O que vocé
observa?

3-Seja y = f(x) uma fungio com dominio IR definida por y = —x’ +2x* —0,5x + 7. Calcule

a variagdo e a taxa média de variagio de f(x) no intervalo [—1, 1].

4 - Encontre a equacio da reta que contém os pontos (—7, 0) e (0, 0).

5 - Ache a equacio da reta com inclinagio m pelo ponto (a,c).

6 - Determine as interse¢des dareta 5 —2x+4 =0 com os eixos coordenados.

7 - Esboce o gréfico das seguintes fungdes:

2) f(x)=—x+1; b) g(x)=—3; ) h(x)=3.

8 - O gréfico da temperatura Fahrenheit, °F, como func¢io da temperatura em Celsius, °C,
é uma reta. Vocé sabe que 212°F e 100°C representam, ambos, a temperatura a que a 4gua
ferve. Analogamente, 32°F e 0° C representam ambos o ponto de congelamento.

(a) Qual a inclina¢io do gréfico?

(b) Qual é a equacio da reta?

(c) Use a equagio para achar qual temperatura Fahrenheit corresponde a 20°C.

(d) Qual temperatura é o mesmo numero de graus, em Celsius como em Fahrenheit?

9 - Uma companhia de aluguel de carros oferece carros a R$40,00 por dia e R$0,10 por km.
Os carros de seu competidor custam R$50,00 por dia e R$0,06 por km.

(a) Para cada companhia, escreva uma férmula dando o custo do aluguel de carro por um dia
como fun¢io da distincia percorrida.

(b) Sobre o mesmo eixo, esboce os graficos de ambas as fun¢ées. Como vocé decidira qual
companhia é mais barata?

10 - Trace um grafico da distancia em rela¢do ao tempo com as seguintes propriedades: a
velocidade média é sempre positiva e a velocidade média na primeira metade do percurso é
menor que a velocidade média na segunda metade.
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AULA B

Proporcionalidade e
Funcoes Poténcia Inteira

Objetivos

e Estudar relagdes de dependéncia que nos permitem definir fungoes.
e Definir Fungdes Poténcia Inteira.

1. INTRODUCAO

As aulas anteriores destacaram as fungbes y = ax+b , que tém taxa
de varia¢do constante e sio chamadas fun¢ées lineares. Por outro
lado, mencionam fenémenos que nio se modelam por fungdes
como estas, como o movimento de um corpo em queda livre.

Nesta aula, vamos discutir outras relagdes de dependéncia entre gran-
dezas varidveis, que também definem fungdes.

Estudamos ao final as Fung¢des Poténcia Inteira em sua expressio
geral y = ax”, onde p é um nimero inteiro qualquer e @ uma cons-
tante real.

2. RELACIONANDO GRANDEZAS

2.1 Proporcionalidade direta

Uma relagdo de dependéncia entre grandezas, comum, e que nos
permite escrever relagdes funcionais entre variaveis, é a de propor-
cionalidade direta. Ela esta presente em situa¢des bastante simples e
cotidianas, como descrito no exemplo a seguir.
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! Esta é, na verdade, a funcdo
que tem o nome de fungéo
linear. Funcoes de equacio
y=ax + b sdo comumente
denominadas fungdes afim.
Nesta aula nio faremos esta
distingao.
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2.1.1 Exemplo: indo a feira

Ao comprarmos mais de uma laranja, com prego k reais por unidade,
o valor y a ser pago é y = kx, onde x é o numero de laranjas que
compramos.

Vendo de outro modo: se dividirmos o valor pago pelo nimero de
laranjas compradas, obtemos o pre¢o por unidade. E este resultado
independe do ntumero de laranjas compradas (a menos que haja
promocdes).

Em outras palavras: a razdo entre as grandezas pre¢o y a ser pago
e numero x de objetos comprados é sempre constante e igual a £,
que é o pre¢o por unidade do produto. Uma relagdo entre grandezas
como esta é chamada proporcionalidade direta.

Leia a defini¢do a seguir.

2.1.2 Definicao:

Dizemos que uma variavel (ou grandeza) y é diretamente propor-
cional a outra varidvel (ou grandeza) x se existir uma constante
k tal que

Y= kx,

na qual £ é denominada constante de proporcionalidade.

2.1.3 Exemplo: a funcdo y = kx e seu grafico

A relagido entre grandezas diretamente proporcional expressa na
Definicdo 2.1.2 é uma fungdo linear y = ax + b,na qual a vale ke o
coeficiente linear b vale zero.* Fun¢des como esta, definidas por uma
relacdo como y = kx, foram estudadas nas aulas anteriores, e seu
grafico é uma reta.

2.2 Proporcionalidade inversa

H4 situa¢cbes em que uma grandeza variavel é proporcional ao reci-
proco ou inverso de outra. Por exemplo, quando o produto de duas
grandezas x e y é constante e igual a k (k = 0), ou seja, xy =k, entdo
variacbes em X provocam varia¢des em y que se expressam por

y =—. Vejano exemplo 2.2.1 uma situa¢io em que isto acontece.

2.2.1 Exemplo: lei de Boyle

Dados experimentais possibilitaram aos cientistas enunciar que,
se a temperatura 7 de uma massa gasosa for mantida constante,
entio, para valores baixos da densidade, o produto do volume V' do
gas pelo valor p da pressido é constante. Este resultado é conhecido
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como a lei de Boyle. Em linguagem matematica esta lei se expressa

k
pelarelacio pV =k oupela fungio V (p) = —, onde k é uma cons-
tante. p

Em casos como este, dizemos que as grandezas V' e p sdo inversa-
mente proporcionais.

2.2.2 Definicao:

Dizemos que uma varidvel (ou grandeza) y é inversamente propor-
cional & outra varidvel (ou grandeza) x se existir uma constante
k tal que

y=—
X

na qual k é denominada constante de proporcionalidade.

A fungao V ( p) =— no exemplo 2.2.1 pode ser escrita como y=—,
X

mudando o nome das variaveis V e p paray e x. Representa uma relacio
de proporcionalidade inversa entre varidveis, como na Defini¢do 2.2.2.

« . -1

Fun¢bes y = — reescrevem-se? também como y =kx ™, correspon-
x

dendo entdo a uma fungdo poténcia inteira y = ax”, com p=—1.

~ -1 . ~ . . ,
Afuncido y =ax  aindanio foi estudada aqui e serd apresentada a
seguir, no caso especial em que a = 1.

2.2.3 Exemplo: a fungdo y = x~' e seu gréfico

O dominio D da fun¢io é o conjunto dos nimeros reais, exceto x = 0.
Escrevemos: D = {x clIR: x# 0} ou, D=JR —{O} .

1 1

Observe que se x>0, entdo —>0,ese x<0, entdo —<0. Isso
X X

quer dizer que o grafico da funcio situa-se no 1° e 3° quadrantes.

Interessante observar que em fun¢des definidas por relacdes de
proporcionalidade inversa em que k > 0 o crescimento em uma das
variaveis provoca o decrescimento da outra (se nos mantivermos em
um mesmo quadrante).® Observe também que para valores posi-

1
tivos e bem pequenos de x o valor — é muito grande e positivo (por
x

exemplo, se x=0,00000123, entio l=813.008,1301). Para
X

valores muito grandes de x o valor — é muito pequeno (por exemplo,
X

se x=12.345.678, entdo 1 =8,10000664x10*).
X

2 Vamos assumir, como

é sabido, que se p <0,
50 tP = N
entao ;lﬂ este
y 1

caso, a fungio y = —

x
sera reinterpretada como

-1 . .

y=x eincluida também

no conjunto de fungées

poténcia inteira.

w

Verifique na primeira
relacdo, descrita na
defini¢do 2.1.2: se k> 0,
que o crescimento ou
decrescimento em

uma varidvel produz

o crescimento ou
decrescimento na outra.
Compare com o que
acontece no caso da
proporcionalidade inversa,

em cada um dos quadrantes,

separadamente, para k > 0.
Formalmente, escrevemos:
parak>0,a>0;b> 0, se
a > b, entdo

k k.

=R
a b
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* Asretasx=0ey=0sdo
chamadas assintotas do
gréfico. Dizemos também
que a curva se aproxima
assintoticamente das retas.
Este conceito ser4 retomado

e definido em aula posterior.
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Geometricamente, isso significa que quando a abscissa x de um

. 1 . . .
ponto no grifico de y=— estd muito préxima da origem e a
X

direita dela, a ordenada correspondente é muito grande e positiva.

Observe assim que a distancia entre o grafico dessa fun¢io e o eixo
das ordenadas é muito pequena e fica cada vez menor a medida que
X se aproxima da origem.

Também, quando a abscissa x é muito grande e positiva, a orde-
nada correspondente é muito pequena, e a distdncia entre o ramo
do gréfico da funcio e o eixo das abscissas é muito pequena e fica
cada vez menor a medida que x cresce.?

1
Considera¢es semelhantes a estas sobre y =— podem ser feitas
considerando valores negativos de x. Procure explorar estas ideias
consultando o grafico da fung¢do para confirmar suas conclusées.

O gréfico da fungio estd esbo¢ado a seguir. A curva desenhada tem
o nome de hipérbole. Confira ainda, na Figura 1, que a funcio é
decrescente em (—o0,0) e em (0,+00).

Y

Figural- O graficode ¥ = i

X

2.3 Proporcionalidade entre poténcias de variaveis

Ha relagées de dependéncia entre duas varidveis em que a proporcio-
nalidade acontece entre uma das varidveis e uma poténcia da outra.
2.3.1 Exemplo: queda livre

O exemplo 2.3 da Aula 1 discutiu o0 movimento de um corpo em
queda livre, descrito pela fun¢io s = % gt . Veja que a variavel s é
proporcional a poténcia quadrada de ¢, com constante de proporcio-

nalidade iguala k = % g.
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Relagdes como estas definem as fungdes poténcia inteira de x, que
sd0 nosso objetivo nesta aula. Leia a defini¢do de fun¢des poténcia
inteira de x, a seguir.

2.3.2 Definicao

Uma fungdo y= f(x) é uma fungio poténcia inteira de x se é
proporcional a uma poténcia inteira constante de x; ou seja,
y=f(x):a.x”, onde a é uma constante e p é um ndmero
inteiro, chamado expoente.

Veja o exemplo a seguir, que retoma a expressio § = kt*, como no
exemplo 2.3.1, no caso especial em que k = 1.
2.3.3 Exemplo: a fungdo y = x” e seu grafico

Esta funcio e seu grafico ja é nosso conhecido da Escola Basica. A
seguir, o seu esboco.

Figura 2 - O gréfico de y = x°

Vamos retomar alguns de seus aspectos importantes de serem
relembrados.

Afuncio y=f (x) = x* esta definida em /R, uma vez que para todo
numero real podemos efetuar o produto x.x = x°. Esta quantidade
X.X sera zero se, e somente se, x = 0. Esse serd o menor valor que
a fungdo vai assumir, uma vez que x2>0 para todo nimero real
x, x T0. A propriedade algébrica x* >0 é indicada, geometrica-
mente, pelo fato de o seu grafico estar situado no 1° e 2° quadrantes,
como confirmado no esbogo.

3. RELACIONANDO PROPRIEDADES GRAFICAS E ALGEBRICAS: SIMETRIAS

Os graficos desenhados nas figuras 1 e 2 sugerem propriedades
interessantes, essenciais para sistematizar o estudo de funcdes
vy = ax’, em geral. Estas propriedades sdo estudadas aqui.
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Observe na Figura 2 que a parte do grafico da pardbola que estd
no 1° quadrante parece sobrepor-se a do 2° se “dobrarmos o plano
cartesiano” ao longo do eixo Oy. Quando isto é verdade, dizemos
que o grafico é simétrico em relagio a Oy.

Veja agora a Figura 1, com o grafico da hipérbole. Observe que
se “dobrarmos o plano cartesiano” ao longo do eixo Oy e depois
ao longo do eixo Ox, o ramo da hipérbole no 1° quadrante parece
sobrepor-se ao do 3°. De outro modo: “dobrando o plano cartesiano”
ao longo da reta y = x, o ramo no 1° quadrante parece sobrepor-se
ao do 3°. Quando acontece isso, dizemos que o gréifico é simétrico
em relagio 4 origem.

Vamos estudar tais simetrias, relacionando-as a condi¢ées algé-
bricas para sua ocorréncia.

3.1 Simetria em relacao ao eixo Oy

Iniciamos com o significado de simetria em relagdo ao eixo Oy no
caso de dois pontos.

3.1.1 Definicao

Dois pontos P e Q sio simétricos em rela¢do ao eixo Oy se a reta
PQ é perpendicular ao eixo Oy e ambos os pontos sio equidis-
tantes do eixo.

Em coordenadas, temos que se P = (a,b), entdo Q = (—a, b) . Veja
a Figura 3.

Figura 3 - Simetria em relagio ao eixo Oy

~ 2 . 2_ 2
Retomando a fun¢io y =x", veja que, uma vez que (—a) =a’,
ambos os pontos (a,az) e (—a,a2 pertencem ao seu gréafico,
sendo ambos simétricos em relagdo ao eixo Oy.

~ s P 2
Essa relacdo representa uma caracteristica algébrica de y = x° que
define uma classe de func¢ées, denominadas fungdes pares.
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3.1.2 Definicao

Seja f uma fun¢io com dominio D, tal que se xe€ D, entdo
—x € D . Dizemos que f é uma func¢io par se f(x)zf(—x),
para qualquer xe D .

;e ~ 2 . 4 . ~
O fato de o grafico da fun¢do y =x" ser simétrico em relacdo ao
eixo Oy decorre dessa propriedade algébrica, como confirmado na
proposicao a seguir.

3.1.3 Propriedade

Se f'é uma fungido par, entdo seu grafico é simétrico em relagio
ao eixo Oy.

Demonstragao:

Se f'é uma funcio par, entdo, para qualquer namero real @, temos
que f(a)=f(—a). Portanto, se P=éa,f(a)) pertence ao
grafico, entdo O = (—a,f(—a)) = (—a,f Cl)) também pertence,
e sdo simétricas em relacdo ao eixo Oy.

3.2 Simetria em relacdo a origem O

Retomamos a fun¢io y =x_', observando que os pontos de coor-

denadas M = (a, ail) e N= —a,—a"l) pertencem a seu grafico,
. - -1

pois y=(-a) =-(a) °

Os pontos M e N sido simétricos em relagdo a origem.
3.2.1 Definicao

Dois pontos P e Q sdo simétricos em relagio a origem 0, se e
somente se, 0 é ponto médio do segmento de reta PQ.

WL P@b

|- ===

O¢ab)y ~ 7P

Figura 4 - Simetria em relagdo a origem

® Verifique, reescrevendo

(-a)”' =

1

(-a)
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Escrevendo em coordenadas P = (a, b) ,aequacdo da reta que passa
b

porPe(Oé y=—x.Logo,oponto Q= (—a,—b) também pertence
a

aessareta,e d(P,0)=d(Q,0),oquemostraque (a,b) e (—a,—b)

sdo simétricos em relacdo a origem.

Func¢bes como y = x que satisfazem a condi¢io [ (—a) =—f (a ),

sdo denominadas fun¢des impares.

3.2.2 Definicao

Seja f uma fun¢io com dominio D, e tal que se x € D, entdo
—x € D . Dizemos que f'é uma fungio impar se f(—x)=—f(x)
para qualquer xe D .

Essa condigdo algébrica se traduz graficamente pela simetria do
grafico em relagéo a origem.

3.2.3 Proposicao

Se f'é uma funcio impar, entio seu grafico é simétrico em relagdo
a origem.

Demonstracao:

Se f é uma funcdo impar, e 0s nimeros reais a e —a pertencem
ao seu dominio, entdo f(a)=—f é—a). Portanto, os pontos

P= (a,f(a)) e 0= (—a,f(—a)) = —a,—f(a)) pertencem ao

grafico def, e eles sdo simétricos em relagdo ao ponto O = (O, O).

3.2.4 Exemplo: a fungdo y = x° e seu grafico

A funcdo y = f(x) =x" é um exemplo de fun¢do impar que vale a
pena ser estudado antes do caso geral das fungées poténcia.

Ela tem dominio /R e f(x)=0 se e somentese x=0.
Diferentemente da fungio y = x”, temos que
x>0=>x>0 e

x<0=x’<0.

Na verdade, a fun¢do y = x* é uma funcio impar, pois, para qual-
quer a real, (—a)3 = —q°. Os pontos de coordenadas M = (a, a3)
e N= (—a, —a3) pertencem ao grafico da fungao f(x)=x", esbo-
¢ado na Figura 5. Veja que a fungéo é crescente em seu dominio.
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@ - - -4 M= (ad’)

)

-a®

Figura 5 - Gréfico da fun¢do f (x) =x

A partir de agora estamos em melhores condi¢ées de estudar o caso
geral de fung¢bes poténcia y = ax”, onde p é um ntimero inteiro.

4. FUNCOES POTENCIA ¥ =X, ONDE p E UM NUMERO INTEIRO

Nesta aula, o estudo das fun¢bes y = ax”, onde p é um niéimero
inteiro, esta restrito ao caso especial em que g =1. A discussdo do
efeito dos coeficientes no grafico de y = ax”, pinteiroe a€ IR, é
deixada como exercicio. Casos em que valores p sdo naturais pares e
impares sdo discutidos em se¢des distintas, seguidos dos casos em
que p assume valores negativos.

4.1 Fungbes y = x”, onde n é um ndmero natural par

Fun¢ées y =x", onde n é um nimero natural par, sio fungées
pares. Deixamos para vocé verificar essa afirmacdo. Seu grafico
assemelha-se ao de y = X’ e, independentemente do valor de n,
o grafico situa-se no 1° e 2° quadrantes.®

Na Figura 6, o esboco de y = x*, em um mesmo sistema de coor-
denadas em que esta esbogado o grafico de y = x*, para podermos
compara-los.

Observe que para qualquer valor de n par, o grifico da funcio
y =x" passa pelos pontos (1,1) e (—1,1).

Figura 6 - Graficos de y =x*, y = x*

8 Vocé sabe justificar esta
afirmacio?
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" No gréfico da Figura 7,
voceé sabe situar as fungdes
9
y= x7 ey=x ?
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As desigualdades a seguir, satisfeitas por essas poténcias, sdo
deixadas como exercicio:

x<—-loux>1= .. x*>x">x’

e

“l<x<1, xT0=.. x* <x*<x*.

No grafico da Figura 6 vocé saberia situar as fung¢bes y = x° e

8
y=x7?

4.2 Funcdes y = x", onde n € um nimero natural impar

Func¢bes y = x", onde n é um namero natural impar, sdo fun¢des
impares. Seu grafico assemelha-se ao de y =x’. Independente-
mente do valor de n, o grafico situa-se no 1° e 3° quadrantes.

Na Figura 7, o esbogo de y = x°, em um mesmo sistema de coor-
denadas em que esta esbocado o graficode y=x e y= x°, para
podermos compara-los.

Observe que para qualquer valor de n par, o grifico da fungio
y =Xx" passa pelos pontos (1,1) e (-1,-1).

Figura 7 - Graficos de y=x, y=x’, y=x°

As desigualdades a seguir sio satisfeitas por essas poténcias:
7 5 3

x>l=>. . x' >x>x >x

e

O<x<l=<x' <x’<x’<x.

Para x>1, o significado geométrico das desigualdades é que os
graficos vao ficando cada vez mais em pé, pois para x muito grande,
quanto maior o valor de 7, maior serd o valor correspondente a x".”
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4.3 Fungdes y = x~", onde n é um nimero natural impar.

O gréfico de tais funcdes assemelha-se ao da fun¢io y =x"'. Além
de serem fun¢ées impares, a discussdo sobre o comportamento da
funcio para valores de x muito pequenos, e muito grandes, é idén-
ticaade y=x"". Seu esboco est4 na Figura 8.

-3

Figura 8 - Graficode y = x y=x7.

4.4 Fungdes y = x~", onde n é um niimero natural par.

Para n natural par, o grafico, esbog¢ado a seguir, se assemelha ao de

2 1

y =X ou y = —2 .
X

Veja que y = x> é uma funcio par, e, portanto, ha simetria em
relacio ao eixo Oy.

1

Além disso, os valores de y = —- sdo sempre positivos, o que signi-
X
fica que o grafico estd contido no 1° e 2° quadrantes, sendo decres-

cente para x >0 e crescente para x <0 .

<

\

Figura 9 - Gréfico de y =x7"
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5. COMENTARIO FINAL: AINDA SOBRE SIMETRIAS

Veja na figura a seguir a relagdo que estd sendo sugerida entre os

pontos Pe Q.
A
y
P (ab
ol f( )
\a >
X
bl -
Oa,-b)

Figura 10 - Simetria em rela¢do ao eixo Ox

A representac¢io sugere que P e Q pertencem a uma reta vertical de
equacdo x = a.

Suas ordenadas sio, respectivamente, b e —b. Se “dobrarmos o
plano cartesiano sobre o eixo Ox”, um ponto ird se sobrepor ao
outro. Num caso como esse, dizemos que P e Q sdo simétricos em
relagdo ao eixo Ox.

5.1 Definigao

Dizemos que P e Q sio simétricos em relacio ao eixo das abscissas
Ox se a reta PQ é perpendicular ao eixo Ox, e os pontos P e O
sdo equidistantes de Ox (isto é, ambos os pontos estio a mesma
distancia do eixo).

Deixamos para vocé verificar que os graficos das fungées y = f'(x)
ey=—f (x) sdo relacionados desta forma; ou seja, sdo simétricos
em relagdo ao eixo Ox. Antes de pensar o caso geral, estude os
graficos de y =x” e y =—x". Faca um esboco e verifique se seus
pontos estdo relacionados como na Definic¢do 5.1.
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EXERCICIOS

1 - Mostre que a funcio y = —x°> é uma funcio impar. Desenhe seu grafico.
q ¢ao y ¢ p g

. 2 4 6 .
2 - Esboce os graficosde y=—x", y=—x" e y =—x" em um mesmo sistema de coorde-
nadas e escreva, em linguagem algébrica, as desigualdades correspondentes as posi¢ées
relativas das trés curvas.

3 - Discuta o efeito dos coeficientes no grafico de y = ax”, p inteiroe a€ IR .

4 - Esboce os graficos de y = —2x’ e y =—5x°, em um mesmo sistema de coordenadas.
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Funcdes novas, a partir das ja conhecidas

Objetivos

e Definir Operagées Algébricas com fungoes.
e Estudar procedimentos para produzir novas fungdes por meio de Translagées.
e Apresentar a nocao de Fungao Definida por Partes.

1. INTRODUCAO

Nesta aula vamos formalizar procedimentos e operagbes que ja
temos utilizado ao trabalhar com fun¢ées. Apresentamos ainda
modos de obter novas fun¢des a partir do grafico de uma fungéo
conhecida, relacionando-os as respectivas mudancas nas férmulas
que as expressam. Iniciamos formalizando algumas operagées com
fungaes.

2. OBTENDO NOVAS FUNCOES ALGEBRICAMENTE

2.1 Definicao

Sejam f'e g fun¢des com dominio D. Definimos as fun¢des soma,
subtragdo, multiplicagdo e quociente de f'e g por

(f+g)(x)=r(x)+g(x)
(f8)(x)=71(x)g(x)

(f-2)(x)=7(x)-g(x)

(ij(x) = /() , para x em D, tal que g(x) To
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2.2 Exemplos: obtendo novas fungdes

1
1. A fun¢io s = 5 gt’, que foi estudada no exemplo 2.3 da Aula

1, pode ser interpretada como o produto da func¢io constante
1
f(t)=5g por h(t)ztz.

2. A partir da fungdo f(x)=x podemos obter as fungdes, defi-
nidas paratodo xe IR, p (x) =ax"+ an_l)c’kl +..+ax+a,,onde

a, a, .., a sio numeros reais e n é nimero natural. A funcio

p:IR — IR é chamada fungdo polinomial.
Se a, 10, dizemos que p tem grau n.

3. Dadas duas fungées polinomiais p(x) e q(x) , podemos construir
a func¢io

f(x)=(§](x)=%, cuyjo dominio é D:{erR:q(x);tO}.

Esta funcdo, quociente de dois polinédmios, é chamada fungdo

racional.

3. COMPOSICAO DE FUNCOES

Ao calcularmos o valor de uma fun¢io num ponto utilizando uma
calculadora ficamos atentos a ordem com que apertamos suas
teclas. Por exemplo, para a funcido h(t)z(t+l)2, como obter o
valor #(23,7) utilizando uma calculadora?

Primeiro, somamos 1 ao numero 23,7. Obtemos 24,7. Depois,
elevamos o resultado ao quadrado. Ou seja, calculamos (24,7)2.
Veja que, essencialmente, o comando h(t):(t+1)2, num ponto
arbitrario ¢, pode ser visto como a sequéncia ordenada de agées das
seguintes func¢des:

1°-célculode f(¢)=1+1
2° - calculo de g(u) =u’, onde u = (7).

Em casos assim dizemos que a func¢io h(t) = (t +1)2 é a composta
das funcdes fe g.
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3.1 Definicao
Sejam f'e g fun¢ées com dominios D, e D,, respectivamente, de
tal modo que se x pertence a Dl, entdo f (x) pertence a D2.

Definimos a fungdo composta g o f como a fun¢io com dominio
D, talque go f(x)= g(f(x)) , Para qualquer x pertencentea D,.

Veja que a fungido composta pode ser interpretada como a coorde-
nagdo de ag¢des ou comandos

x> f(x)>g(/ ()

O primeiro comando consiste na a¢io interna fe o segundo, na agio
externa de g.

3.3 Exemplos

1. Como escrever a fungdo y = ( x—3)4 como a composta de duas
funcoes f'e g? Pense em como calcular o valor da fun¢io em um
ponto, utilizando uma calculadora:

o primeiro comando seria calcular x-3, ou seja, subtrair 3.

o segundo comando seria elevar o resultado & quarta poténcia.
As funcdes envolvidas sio f(x)=x-3 e g(x)=x*. Entio
y=(x-3)"=(g/)(x)-
De outro modo:
O primeiro comando é u (x) =x-3.
O segundo é y(u)= u*. A composta é y= (u (x))4 .
2. Para f(x):x—Z e
(fog)(x)=s(g(x)=/ (¥ +1)=(x"+1)-2=x"1
(gof)(x)=g(f(x)=g(x-2)=(x-2) +1
3. Se f'e g sdo as fungdes do exemplo 2, entio

(g2/)(0)=g(f(0))=g(0-2)=(0-2) +1=—-8+1=7

g(x) =X +1, temos:

4. OBTENDO NOVAS FUNCOES POR TRANSLACOES

Na secdo anterior estudamos como obter expressdes algébricas e
valores de fung¢des a partir de operacbes com func¢bes dadas por
férmulas.

Aqui vamos aprender como podemos obter o grifico de determi-
nadas fung¢des, a partir de outras ja conhecidas.
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4.1 Translacoes verticais

Gréficos de algumas fun¢des podem ser obtidos por meio de um
movimento no plano que chamamos translagdo vertical. Por
exemplo, veja na Figura 1 como estio relacionados os gréificos das
funcoes f(x)=x"e g(x) =x"+1

A

y

y=x>1

Figura 1 - Translacio vertical de y = x”

Observe que o ponto (0,0) no grafico de f(x)= x* se desloca para
o ponto (0,1) no gréfico de g(x) =x>+1. 0 ponto (1,1) se desloca
para (1,2).

De modo geral, ressaltamos que:
Ograficode y = f(x)+c pode ser obtido do graficode y = f(x)

por meio de um deslocamento vertical, chamado translagédo
vertical, de ¢ unidades.

Se a constante c¢ é positiva, entio o deslocamento é para cima.

Se a constante ¢ é negativa, entdo o deslocamento é para baixo.

4.2 Translagoes horizontais

De modo semelhante, ha graficos de fun¢des y = g(x) que podem
ser obtidos do grafico de uma fungdo y = f(x) por meio de uma
translagéo horizontal.

O gréficode y = f(x—c) pode ser obtido do gréficode y = f (x)
por meio de uma translagdo horizontal, de c unidades.

Se a constante ¢ é positiva, entdo o deslocamento é para a direita.

7

Se a constante ¢ é negativa, entdo o deslocamento é para a
esquerda.
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yeX o y=oly

Y

(0,0 (1,0)

Figura 2 - Translacio horizontal de y = x

Veja como estdo relacionados os graficos de y = x> ey=(x- 1)2 .
Observe que o ponto (0,0) no grafico de y = x* corresponde a (0,1)
no gréfico transladado.

4.3 Combinando translacoes

Podemos combinar os movimentos de translagdo horizontal e trans-
lagéo vertical.

O grafico de ¥ = f(x—c)+k pode ser obtido do grafico de
y = f(x) por meio de uma translagéo horizontal, de ¢ unidades,
seguido de uma translagio horizontal de k unidades. O ponto
V =(c,k) é chamado centro da translacdo.

A
y
y =2 (x-c)+k
2L - - =
I
|
|
kb - —/—L - =
|
| f .
1 d X

Figura 3 - Translacdes horizontal e vertical da parébola y = 2x°

A ordem com que fazemos os dois movimentos é indiferente.

o7



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

58

4.4 Completando quadrados

O grificode p (x) = ax’ +bx + ¢ pode ser obtido a partir do grafico
de y=ax’ reescrevendo p(x) na forma a(x—k)2 +h (que é a
expressdo de uma translagdo).

Vamos trabalhar com um exemplo. Ele é representativo do caso
geral, no sentido de que o procedimento para resolver o caso geral
é semelhante.

Seja f(x) =2x" —4x+5 . Procedemos da seguinte forma:

f(x):2x2 —4x+5:2[x2 —2x+§j:2(x2 —2x+1—1+§j.

Ou seja,

f(x):Z[(x—l)z +ﬂ:z(x_1)2 43,

Este processo é denominado completando quadrados, e pode ser feito
para qualquer trinémio do segundo grau. Deixamos para vocé fazer
o esboc¢o do gréfico.

5. DEFININDO FUNCOES POR PARTES

Muitas fung¢des sdo expressas por meio de combinac¢des de dife-
rentes férmulas algébricas, definidas em intervalos distintos de /R.

Um exemplo é a func¢io preco da corrida de taxi, que retomamos
como nosso primeiro exemplo.

5.1 Exemplo: funcdo preco da corrida de taxi

Como vimos, o valor da bandeirada dos taxis em Belo Horizonte é
R$3,30, e o quilometro rodado é R$2,04. Escrevemos a expressio
P(d) =3,30+2,04d para expressar o preco a ser pago por quilo-
metro rodado d, sabendo que o valor do preco a ser pago se altera
apenas quando o percurso de um quilémetro é concluido. Assim, a
expressdo da fun¢io que relaciona o preco P e a quilometragem d,
para d € [0,4], pode ser representada por

P(0)=3,30+2,40, se 0<d<l

P(d)= P(1)=3,30+2,04.1, se 1<d<2
| P(2)=3,30+2,042, se 2<d<3
P(3)=3,30+2,043, se 3<d<4.

Em cada um dos intervalos, a fun¢io algébrica é constante. Seu
grafico, formado por varios segmentos horizontais, ja foi esbo¢ado.
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5.2 Exemplo: a funcao valor absoluto

Dado um ntumero real a, o seu valor absoluto é definido geometrica-
mente como a sua distancia d a origem 0 na reta ordenada:

la| =d(a,0)

Informalmente, costumamos dizer: o valor absoluto é o “ntiimero
sem o sinal”.

A funcio que associa a cada numero real x o seu valor absoluto é
expressa por [ (x)= |x , ou também pode ser definida por partes,
como no caso do exemplo anterior, pelas expressoes:

-x se x<0
x| =
x se x20
Veja que ela é uma funcéo par (pois d(x,0) = d(—x,0)), e seu gréfico
se esbo¢a como a reuniio de duas semirretas: a parte dareta y = x,
que estd no 1° quadrante, e a parte da reta y =—x, que estd no 2°
quadrante.

Figura 4 - Gréfico da fungio valor absoluto

5.3 Exemplo
x* se x<0

Considere a funcio f (x) = 0
se x>0.

¥

Figura 5 - Grafico de funcdo dada em partes por y=x’ e y=x

Para calcular o valor dessa fun¢io num ponto, analisamos se ele é
positivo ou negativo, para identificar qual férmula utilizar.

Seu grafico é dado pela unido da semirreta y = x, localizada no 1°
quadrante, com a parte da parabola y = x”, que esta situada no 2°
quadrante.
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EXERCICIOS
1-Se f(x)= %, calcule a composta f(f(x)). Qual é o dominio da fun¢io composta?
2-Se f(t)="Fe g(t)=1-2, determine:
@ f(2(2))
®) &(/(2)
© /(g(w))
 g(r-1)
(e g(g(1)
3 - A partir do grafico de y = x*, esboce o grifico de y =3x” —1.

= ~ 2
4 - Para cada uma das funcées, reescreva sua expressio na forma y = a( x—c) +k e,
utilizando transla¢des, esboce seu grafico especificando: coordenadas do vértice, se é
voltada para cima ou para baixo e o eixo de simetria.

(a) f(x) =2x*+4x+4

(b) f(x)=-2x"+4x

() f(x) =x’+8x-23

5 - Esboce os graficos das funcées:

@ y=f(x+1)

® y=rf(x-3)

© y=f(x)-2

@ y=r(x)+2

6 - Para cada uma das funcées y = f (x), esboce os graficos de

(@) y:f(x)+2

®) y=f(x-1)
© y=37(x)
@) y=-f(x)
y
- y !
. 3 - =1x1
| , |/
1 3 x 3 1 x %
--1-8
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7 - Sejam f'e g dadas pelo gréfico a seguir.

\ £() /A\
\ A . g(’“)\ A TN,

-3 7 3 -3
=

\[/

-3 -3

Faca estimativas para os valores de: f(g@0)), g(f (1)), f(f(2).
8 - Utilize o gréfico abaixo para representar graficamente as seguintes fungdes:
(a) 2H(x)
(b) H(x)+1
() H(x+1)
(d) —H(x)
(e) H(—x)
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Funcoes Inversas

Objetivos

e Definir Fungdes Inversas.
e Estudar propriedades basicas.
e Definir Poténcias Racionais.

1. INTRODUCAO

Existem pares de regras (ou de operagdes) relacionadas de tal modo
que, essencialmente, uma desfaz a a¢do da outra. Quando tais
regras representam funcdes, isto quer dizer que existem pares de
fun¢des em que uma funcio desfaz a agdo da outra.

Pares de fun¢ées com tal propriedade tém o nome de fung¢des
inversas, e dizemos que uma funcio do par é inversa da outra.

Nesta aula, vamos conceituar fun¢ées inversas e utilizar esse conceito
para resolver problemas e para definir novas funcées, a partir das
ja estudadas.

2. EXEMPLO: ENCONTRANDO A INVERSADE y = 2x+3

Como desfazer a agdo representadaem ) =2x+ 3 por meio da agdo
de outra fun¢do? Para responder a essa pergunta, interpretamos a
funcdo y =2x+3 como uma sequéncia de comandos, por meio de
representac¢des graficas e por equagdes.

As expressdes da fungdo inversa em cada uma dessas trés represen-
tacdes estdo relacionadas e se complementam, compondo a nogdo
que vamos estudar.
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! De modo geral, sempre que
uma fungio é representada
por uma expressio algébrica,
podemos interpretar sua
acdo num ponto de seu
dominio como o processa-
mento de uma sequéncia de
“comandos”, como descrito
neste exemplo 2.1. Na
verdade, quando estamos
utilizando calculadoras,
processamos tais sequéncias
de comandos ao calcular o
valor y da fungdo y = f(x),
em um dado ponto x, de seu
dominio.
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2. 1 Neutralizando comandos: o caso de y =2x+3

A a¢io de uma fun¢io num ponto pode ser interpretada como o
processamento de uma sequéncia de comandos ou a¢ées. Como no
exemplo 3 da Aula 4, para perceber isso, imagine-se calculando o
valor da fun¢do y =2x+43 em um ponto, utilizando uma calcula-
dora: selecionamos o nimero x e o multiplicamos por 2; aparece um
resultado no visor da calculadora; a esse resultado, adicionamos 3.

Que sequéncia de comandos desfaz a a¢do de y =2x+3 em um
ponto arbitrdrio x de seu dominio? Ou seja, partindo do tltimo
numero y no visor da calculadora, haveria como recuperar o valor
X inicial? Da descri¢do da sequéncia de comandos que y =2x+3
representa, podemos recuperar tal valor tomando o valor y e
subtraindo 3, e depois dividindo o resultado por 2.

Em outras palavras, a sequéncia de a¢cdes que desmancha a regra
“duplicar e somar 3” sera: “subtrair 3 e dividir tudo por 2”, nesta
ordem.!

Representando matematicamente a tltima sequéncia de comandos,

(x-3)
2

diremos que y = desfaz a agdo da fungido y=2x+3.

(x—-3)

Ou seja, as fungdes y = e ¥y =2x+3 constituem um par de

(x-3)

fungdes inversas, e dizemos: y = ——— éainversade y=2x+3.

(x-3)
2

Também a funcdo y =2x+3 desfazaacdode y= , pois se

esta ultima desfaz a acdo da primeira, a primeira desfaz a a¢do da
ultima. Ou seja:

(x-3)

se y= 5 éinversade y =2x+3, entdo y=2x+3 éinversa
de y= (x=3) .

; (-3)
Verifique essa afirmativa descrevendo y = XT como uma

sequéncia de comandos!

2.2 O significado da inversa de y =2x + 3, em seu grfico

O grafico de y =2x+3, esbogado na Figura 1, foi construido do
seguinte modo:

para cada valor de x no dominio da fun¢io, modificamos este valor
pela regra 2x+3 e localizamos no plano cartesiano o ponto (x,

2x+3),deordenada y =2x+3.

A construgdo de uma inversa para esta funcdo, graficamente,
procura responder a questéo:
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fixada a ordenada de um ponto sobre o grificode y =2x+3 (dado um
valor y), como recuperar o valor da abscissa (como recuperar o valor de
x)?

Na Figura 2, procuramos ilustrar esse procedimento.

y =2x13 6 (x,2x+3)

Figura 1 - Gréfico de y=2x+3 Figura 2 - Dado o valor de y, como recuperar

a abscissa na relagio y=2x+3

2.3 Ainversade y =2x+ 3, resolvendo uma equacdo algébrica

Em termos algébricos, o procedimento em 2.2 corresponde a
resolver a equagido y =2x+3, em termos de y, buscando responder
a questdo:

fixada uma ordenada y arbitrdria, como determinar a abscissa x, em
fungéo dela?

Em termos algébricos, isso corresponde a escrever
(r=3)

.
Esse resultado pode ser lido como o comando em y “subtrair 3 e
dividir por 2”7, nessa ordem, e corresponde a inversa da funcio
y=2x+3 obtidaem 2.1.

2x=y—3,ouseja, x=

2.4 Notacao e linguagem

E usual darmos o nome x as varidveis no dominio de uma funcio
e denominarmos y as varidveis dependentes. Por isto, reescre-

(y-3)

vemos a relagio x =———=, que representa a fungdo inversa
(x=3)

como y=-—"7; ou seja, permutamos o0 X com 0 y na equagao

encontrada, apds resolvé-la algebricamente em termos de y.

Muitos de vocés ja devem ter procedido assim, quando determi-
nando inversas.
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3. DESFAZENDO A ACAO DE FUNCOES: RESTRICOES

3.1 Exemplo: determinando uma inversa para y = x°

Explore o grafico de y = x°, buscando responder: dada a ordenada
de um ponto sobre a curva, grdfico de uma fungdo (ou seja, dado o valor
b no visor da calculadora), como recuperar o valor da abscissa (ou seja,
como recuperar o valor de x)?

Figura 3 - Resolvendo a equagio y = X7, para x€ IR

Né&o é possivel, neste caso, responder a pergunta exibindo um valor
Unico para a abscissa do ponto fixado.

. ~ 2
Algebricamente, ao resolvermos a equa¢io y =x" em termos de
X, ou seja, colocando o x em funcdo de y, obteriamos dois valores:
X=4y oux=—y.

O simbolo ~/ , que pode ja ser seu conhecido, é lido como “raiz
quadrada” e aparece na escrita dos ntimeros com o seguinte signi-
ficado:

3.1.1 Definicao

O ntmero b >0 tal que b* =g é denominado raiz quadrada
positiva de a, e pode ser escrito como b = \/E .

O ntmero b<0 tal que o> =g é denominado raiz quadrada
negativa de a e pode ser escrito como b = —Ja.

Figura 4 - Grafico de y=x?, x e [0,+oo)
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Sabemos que uma regra que a cada valor y associa os dois valores
diferentes x =/ ou x =—,/y ndo definiria uma funcao.

Por outro lado, observe o grafico de y = x” na Figura 4: se restrin-
girmos a fun¢io a uma parte de seu dominio, por exemplo, x =0,
é possivel desfazer a acdo da fun¢io sobre o nimero x por meio da
regra x =./y . Essa seria a expressio da fungdo inversa de y = x’,
x €[0,+00).

Escrevemos y =+/x, fazendo a troca de nomes do dominio e da
imagem.

3.2. Restrices para a definicao da inversa: o conceito de funcdo injetiva

Como no caso de y = x*, um dado valor b pode ser imagem de mais
de um valor de x no dominio de uma fun¢do y = f(x). Isto quer
dizer que nem sempre é possivel definirmos sua inversa, em seu
dominio.

o

/ y=re A

Sx) S&)

() =b
3 X‘ \/Xz X

/ 0 X, x

Figura 5 - b é imagem apenas de x, Figura 6 - b é imagem de x, e de x,

Uma estratégia para verificarmos se uma fun¢io admite inversa em
todo o seu dominio podera entdo ser explorar seu grafico, obser-
vando se as retas paralelas ao eixo x, de equa¢do y =b, o inter-
ceptam no maximo uma vez. Havendo interse¢io tnica, o valor de
x correspondendo ao valor b na imagem é unico!

Neste caso, a fun¢io nunca assumiria mais de uma vez um mesmo
valor na imagem.

Fung¢des com essa propriedade tém um nome especial - fungdo inje-
tora (ou injetiva).

3.3 Definicao

Uma fun¢io y = f(x) definida em um dominio D é denominada
injetora (ou injetiva) quando

X, ) x, = f(x) A (x,) ou equivalentemente,

f(x)=f(x,) = x, =x,,paraquaisquer x, e x, emD.
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3.4 Exemplo: injetividade e existéncia de fungdes inversas

Observe os graficos das funcdes y =2x+3 e y=x" desenhados
a seguir.

Na Figura 7, cada reta de equacio y =b intercepta a curva em
apenas um ponto.

« e L
1
~—~—

=
‘Iﬁ\

Figura7- y =2x+3 éinjetiva Figura 8- = X° nio é injetiva

Sempre hd intersecio entre o grafico e a reta y = b, para quais-
quer valores de b. Isto significa que y =2x+3 ¢é injetiva em seu
dominio, que é IR.

Algebricamente: se X, T X,, entdo 2x, +3#2x,+3, ou seja,
f(xl);t f(xz)para quaisquer x; e x,em IR. Pela Definicdo 3.3,
y =2x+3 éinjetiva.

Jano caso do grificode y = x? (Figura 8), as retas da forma y =5
o interceptam apenas quando b >0, e o fazem em dois pontos.
Algebricamente, escrevemos: (X, ) = (xz)2 nao implica x, =x, .
Por exemplo, considere x, =2 e x, =2.

. ~ 2 ~ P 4
Isto quer dizer que a fungdo y = x~ ndo é injetiva em seu dominio,
que é IR.

* Vale a pena comentar que 4. DEFINICAO DE FUNCAO INVERSA

esta linguagem possui um
inconveniente. Para muitos o
nome f~' sugere a expressio

4.1 Notacdo e linguagem

1 & 5
7 que nio corresponde &

: i E comum denominarmos f ' 3 inversa de f- Aqui, vamos usar
inversa da fungéo f, como

estamos discutindo. Seremos
cuidadosos, e quando esti-

. -9
vermos nos referindoa - s esta term1n010gla'

usaremos o sfmbolo (/)" A funcio f~' atua sobre pontos na imagem de f, respondendo a
com os parénteses conforme ~ . - n . .
o questdo: este ponto é imagem de que valor x? Assim, a imagem da
indicado. . 1

funcéo f serd o dominio da fungdo £ .

Ja o dominio da funcéo f serd a imagem da fungéo f_1 , porque ao
desfazer a agdo de f, a fungdo f ! age sobre o valor y retornando
ao valor x como antes de ser modificado pela f. Ap6s estas observa-
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¢Oes, apresentamos uma definicio formalizada de fungdo inversa.

4.2 Definicao

Seja uma fung¢do y = f(x) injetora, em seu dominio D, com

imagem /. Entdo sua fun¢do inversa f~' é uma fungdo que
tem dominio /, definida como uma regra que satisfaz

/7 ()=x & f(x)=y,paratodoyem /.

Nomeando y a variidvel dependente e x a variavel independente,
escrevemos

f(x)=y < f(y)=x,paratodoxem I.

4.3 Exemplo: definindo as inversas y = Jx e y= —Jx

A inversa f_1 da funcio y= f(x) =x’, xe [O, +oo) pode ser
definida como y = Jx, porque f'(y)=f'(x*)= \/x—z =x,°
quando x e [O, +oo). Pela Definicio 4.2, podemos afirmar: y = x>,
definida em [0, +00) , tem como inversa y = \/; , também definida

em [0,+00).

A inversa f_1 da funcdo y = f(x) =x’, xe (—oo,O] pode ser defi-
nida como y = —\/;, porque f'(y)=f(x*)= —\/x—2 = —|x| =x,
quando xe€ (—oo, O] . Pela Definicdo 4.2, podemos afirmar:
y =x?, definida em (—oo,O] , tem como inversa y = —\/;, com

dominio [0,+%), que é a imagem de y = x*,x€ (—oo,O] .

5. PROPRIEDADES DA FUNCAO INVERSA

Ao compor duas fung¢des f'e g deixamos atuar a agdo de uma sobre o
resultado da agdo da outra. Como aagidode f ! desfaz aacio def,
é natural escrevermos que:

5.1 Propriedade

a) f'(f(x))=x, para todo x no dominio da f.
b) 7(f'(x)) = x, para todo x no dominio da f'.

Essas propriedades sio demonstradas a partir da Definicio 4.2,
como a seguir.

% Vale comentar que

2 .
x* =|x|. Discuta com seus
colegas o porqué.
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Demonstracao

Temos que f'(y)=x < f(x)=y, (Definigdo 4.2). Entio
F(f(x)=f"'(y) (pois f(x)=y pela Defini¢io 4.2), o

que torna f'(f(x))=x (pois f'(y)=x por Definigdo 4.2).
A demonstracao do item (b) ¢ analoga.

5.2 Exemplo: composicao de fungdes inversas

Vamos denominar f~'(x)=(x—3)/2 ainversade f(x)=2x+3
e compor as duas fun¢ées. Podemos escrever:

F(fF(x)=2(f"(x))+3=2((x-3)/2)+3 =x, para todo x no

dominio de f -1

5.3 Relacdes entre o gréfico de uma funcdo e o de sua inversa

O grafico de uma fun¢io y = f(x) é o conjunto de pares de pontos

(x, f(x)) .
Pela Definicio 4.2, f(a)=b < f'(b)=a.

Segue que se (a,b) estd no gréfico de f, entdo (b,a) estd no gréfico
de f -

A Figura 9 ressalta a relagdo entre pontos da forma (a,b) e (b,a), no
plano cartesiano: eles sdo simétricos em relacdoareta y =x.

A Figura 10 ilustra a relagdo que existird entre o grafico de uma
fungio fe o de sua inversa [ .

Ele serd obtido refletindo o grafico de fem torno dareta y = x .

y )=
e G

/ Dan / y=1"®

Figura 9 - Simetria em relagdo areta y = x Figura 10 - Relacio entre gréficos de fe f~'
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6. EXEMPLO: POTENCIAS RACIONAIS COMO FUNCOES INVERSAS

Asfungdes y = x" e y = X’ constituem bons modelos para o estudo
das funcées inversas de duas classes de fungdes:

a das fungbes y = x", onde n é um numero par, e o das fung¢des
y=x", onde n é um namero impar.

O caso y=x" ja foi discutido no exemplo 4.3 desta aula. No
exemplo 6.1, a seguir, apresentamos a fungio y = x’ e sua inversa.

6.1 Exemplo: definindo a funcdo inversa y = Ux

A fungio y = x° é uma fungdo injetiva em todo seu dominio, que
é IR. Confirme esse fato, verificando na Figura 11 que retas y = b
interceptam o grafico sé uma vez, para todo valor de b.

Pela Defini¢do 4.2, sua inversa f~' sera dada por /! (y) =x &
3
y=x.

Ou seja, a regra f_l, que corresponde a inversa da funcdo y = X,
x € IR, associa a qualquer namero a em IR um valor b, também em
IR, talque b’ =a.

6.1.1 Definicao

O valor b tal que b’ = a ¢é denominado raiz cibica de a, e

pode ser escrito b = Ya .

Utilizando essa notacdo e a no¢io de funcio inversa, afirmamos:
y =X tem como inversa a funcio y =3/x, ambas com dominio
IR.

O graficode y = Yx esta esboc¢ado a seguir e foi obtido refletindo o
graficode y=x emrelacioareta y=x.

Figura 11 - Grafico de y= %/;
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Apds estes dois exemplos, discutimos os casos gerais

6.2 A Funcao y =%/x , onde » é um niimero par
Em casos como este, procedemos como no caso de y = x°, restrin-
gindo o dominio da fungio.

6.2.1 Definicao

A inversa da fungdo y =x", n nlimero par, restrita ao dominio
[0,+00), ¢ a fungdo y =4/x , também definida em [0,+e0) e
satisfazendo y =4/x < y'=x.

A inversa da fun¢do y = x", n numero par, restrita a0 dominio
(—oo,O] , éafungdo y= —2[x , definida em [0,+00), satisfa-
zendo y=—4/; < Y'=x.

6.3 A Funcao y = %/x , quando n é um ndmero impar

Para as fun¢des y = x", quando n é um numero impar, nenhuma
restricdo precisa ser feita. Todas sdo fungdes impares, seu grafico é
simétrico em relacdo a origem. As retas y = b sempre cortam seu
grafico e em um Unico ponto. Tais fun¢des sio injetivas e, pela Defi-
nicio 4.2, admitem inversa.

6.3.1 Definicao
A inversa da fungdo y = x", onde n ¢ um niimero impar, € a fun-

¢do y = Q/; , definida em /R, satisfazendo y = Q/; <y =x.

6.4 Notacao e linguagem

As raizes n-ésimas de um numero a — denominagao usada

1
para falarmos de tfa — sdo também representadas por a” .

Uma poténcia natural de um namero a, como ", tem um signifi-
cado também natural: ela expressa o produto do nimero a por ele
mesmo 1 vezes.

No entanto, esse significado nido é possivel para expressdes tais
1
como, por exemplo, 3°.

E através da nog¢io de Funcio Inversa que associamos um signifi-
cado matemaético a uma poténcia racional de um namero, conside-

1
rando 3° como o nimero b tal que H* = 3.
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Assumindo como vélidas as propriedades de poténcias naturais,
escrevemos, por exemplo,

2 1.7 1 1
3=3) =33
E desse modo que atribuimos um significado matematico a um

ya
simbolo como x“.

6.5 Definicao

P
A poténcia x’, onde p e g sao nimeros naturais € x ¢ um
nimero real, ¢ definida como o produto de p parcelas iguais a

1 1
x? (desde que x‘ exista).

As propriedades ja conhecidas para poténcias inteiras de nameros
reais serdo estendidas as opera¢des com os novos simbolos intro-
duzidos na Notac¢do 6.4. Para recordé-las, consulte um texto do
Ensino Médio relativo ao tema Poténcias.

73



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

74

EXERCICIOS

o . . P ~ 6 . .
1 - Restrinja convenientemente o dominio da fun¢do y = x° e defina sua inversa. Esboce
) 6 .
o grafico de y = x", bem como o de sua inversa.

- 5 q . s
2 - Para a fun¢do y = x”, defina sua inversa e esboce seu grafico.

3 - Uma discussio analoga a do exemplo para y = x”, com x [O, +oo), pode ser feita
considerando a restricdo da funcdo y = x’,axe ( —00, 0] .

Esboce um grafico representando essa nova fungio, identificando e discutindo a regra
que desmancha sua a¢do sobre um nimero negativo x.

De modo analogo ao exemplo 4.3, podemos mostrar que /' ( f(x)) = x, para todo x no
dominio de f. Verifique vocé agora essa afirmacio!

4 - Utilizando o procedimento acima, esboce os gréficos das inversas de:
@ f(x)=2x+3
(b) y=x*, xe[0,+0)
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Fungoes Exponenciais

Objetivos

e Definir Fungdes Exponenciais, a partir de situagoes que elas modelam.
e Estudar algumas de suas propriedades bésicas.
e Apresentar os conceitos de meia-vida e tempo de duplicagao.

1. INTRODUCAO

Nesta aula vamos estudar uma fun¢io que nio se constroéi a partir
das que ji estudamos, chamada Fung¢do Exponencial. Ela é definida
por expressdes como f’ (x) =a", onde a é um numero real positivo,
diferente de 1.

Fungées exponenciais surgem na modelagem de inimeros problemas,
em circuitos elétricos, reagdes quimicas, desintegracio radioa-
tiva, crescimento de populacdes e outros. Aqui, vamos obter sua
expressdo algébrica e esbocar seu grafico, a partir de informagdes
em conjuntos de dados. Vamos aprender a identificid-las quando
representadas por expressdes algébricas, graficos e tabelas e esta-
belecer relacdes entre exponenciais em diferentes bases.

Iniciamos a aula com dois exemplos, que sio caracteristicos do caso
geral.

2. EXEMPLO: CRESCIMENTO POPULACIONAL

A Tabela 1 registra o crescimento da populacdo brasileira, no
periodo de 1997 a 2002.

Que férmula ou férmulas algébricas se adequariam para expressar
a relagdo entre o nimero de habitantes e o tempo transcorrido a
partir de 1997, nessa tabela?
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! Este fato néo é uma proprie-
dade apenas deste conjunto
de dados, mas sim é carac-
teristico da modelagem do
crescimento de populagées.
Em condi¢des normais, as
populacdes crescem mais
rapidamente (ou seja, tém
maior variagio) quando
ficam maiores, porque o
namero de pessoas que tém
filhos aumenta. Essa é uma
justificativa para o aumento
dos nimeros que aparecem
na terceira coluna da tabela.
Na verdade, os dados que
apresentamos nesta tabela
sdo insuficientes para justi-

ficar a escolha de uma funcio

diferente da linear para
melhor descrever o fend-
meno. Mesmo assim, vamos
utiliza-los para ilustrar a
discussao.
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2.1 Buscando regularidades em um conjunto de dados

Ao calcularmos a variagdo anual da popula¢io, como na aula sobre
funcoes lineares, vemos que a taxa de variagédo anual da populacio
nio é constante, no periodo considerado, de 1997 a 2002.! Isto
quer dizer que os dados ndo correspondem a situacio “ideal” a que
o modelo linear se “ajusta” para representar o fenémeno. O calculo
da variagdo anual da populagdo esta registrado na terceira coluna
da Tabela 1.

Tabela 1
Dados extraidos da planilha “Estimativas_e_taxas_1980-2012_Universo.xls”

Ano Populagio | Variagio da popu- Variagdo percentual da
(milhdes) lacio (milhées) populacgdo (milhoes)
1997 163,47
165,69 —163,47
1998 165,68 |165,69-163,47=2,22 ————F——=0,0136
163,47
167,91-165,69
1999 167,91 |167,91-165,69=2,22 —————=0,0134
165,69
170,14-167,91
2000 170,14 |170,14-167,91=2,23 ——=0,0133
167,91
172,38-170,14
2001 172,38 | 172,38-170,14=2,24 ————=0,0132
170,14
174,63-172,38
2002 174,63 | 174,63-172,38=2,25 BT T 0,0131

Fonte: IBGE/DPE/Departamento de Populagio e Indicadores Sociais. Geréncia de Estudos e Ana-

lises da Dindmica Demogréfica. Disponivel em: < http://www.ibge.gov.br.>.

Uma alternativa pode ser calcular a variacdo percentual da popu-
lagdo, ano a ano. Isto porque variagies bastante diferentes resultam
de taxas ou variagbes percentuais iguais ou bem préximas. Por
exemplo, uma varia¢io percentual de 2% em 100 habitantes corres-
ponde a uma varia¢io de 2 habitantes. Esses mesmos 2% corres-
ponderiam a uma varia¢io de 20 habitantes, caso a populagio fosse
de 1.000 habitantes.

O célculo das variagdes percentuais pode ser feita na Tabela 1, como
a seguir:

no periodo de 1997 a 1998, a populacio do Brasil teve um cresci-
mento ou variagdo de:

Populacdo de 1998 — Populac¢io de 1997 = 2,22 milhées de pessoas.

A taxa ou variagdo percentual da popula¢io nesse periodo refere-se
a percentagem da populagdo de 1997 a que este valor, 2,22 milhdes,
corresponde. Para isso, calculamos
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populag¢dol 998 — popula¢dol997 165,69-163,47 2,22
163,47 163,47

populagcdol 997

ou seja, a varia¢io da populagido no ano de 1998 é de aproximada-

1,36

mente (),0136x163,47 = x163,47 ,ouseja, 1,36% de 163,47
100

milhges.

Célculos semelhantes para os demais anos estio na quarta coluna
da Tabela 1.

Vamos fixar 0,013 como a taxa ou variagdo percentual de cresci-
mento no periodo.?

Feita essa escolha, temos a seguinte evolugio do crescimento popu-
lacional:

=0,0136,

Populacio de 1998 = (Populacdo de 1997) + 0,013 (Populacdo de 1997)= 1,013 (Populacio de 1997)

Populagdo de 1999 = (Populagio de 1998) + 0,013(Popula¢io de 1998)= 1,013 (Populagio de 1998)

Populacio de 2000= (Populacio de 1999) + 0,013 (Popula¢io de 1999)= 1,013 (Populacio de 1999)

e assim por diante.

Observe uma outra regularidade no conjunto de dados da Tabela 1,
prestando aten¢io no primeiro e no ultimo membro das igualdades
no quadro destacado acima:

populagdo em um ano

=1,013

populagdo ano anterior

A regularidade na Tabela 1 também pode ser expressa assim: expli-
citando um fator — neste caso, 1,013. Para obtermos a popula¢io de
um ano, multiplicamos a do ano anterior por esse fator.

2.2 Reescrevendo a questao para resolvé-la

A escolha de 0,013 como a taxa percentual de crescimento anual da
populacdo permite uma reescrita da nossa questdo, como a seguir:

A taxa percentual anual de crescimento da populagdo brasileira em um
dado periodo a partir de 1997 é de 1,3%, ou seja, 0,013. Escreva uma
formula algébrica para a populagio, sabendo que a populagédo de 1997
era de 163,47 milhées de habitantes.

Para tornar concisa a redagdo, chamamos a varidvel tempo (em
anos) de ¢, e a populagido brasileira (em milhées de habitantes) de
P(?). Da discussio anterior, a taxa 0,013 corresponde o fator 1,013,
que utilizaremos para multiplicar a popula¢io de um ano para obter
a do ano seguinte.

2 Observe que os valores
encontrados para os percen-
tuais de crescimento da
populacdo também nio sio
constantes. Aparentemente,
considera-los constantes
seria tdo inadequado quanto
modelarmos o fenémeno
utilizando uma func¢do
linear. No entanto, no caso
do modelo linear, o erro que
cometeriamos ao conside-
rarmos constante a variacdo
da populagio (verificar
terceira coluna da tabela 1) é
da ordem de 0,01 milhées de
pessoas (10.000 pessoas). J&
ao considerarmos o percen-
tual de crescimento como
sendo, por exemplo, 0,013,
NOSSO erro seria no maximo
da ordem de 0,0005 milhées
de pessoas (500 pessoas).
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3 Veja que o desenvolvi-
mento corresponde a uma
progressdo geométrica de
razdo 1,013 e termo inicial

P(0)= 163,47

* Supondo que o crescimento
da populagéo se mantém a
taxa de crescimento
r=0,013, podemos fazer
projecdes para o valor da
populacio anos antes de
1997 e anos apds 1997.

> Quando x fica muito grande,
um valor f(x) = a*,a > 1,
que corresponde a elevar a
poténcia x um numero a > 1,
fica também muito grande.
Retomando o significado da
base a = 1,013 como fator de
crescimento da populagio,
é natural concluirmos que a
populagio cresce, 3 medida
que 0 tempo passa.
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O valor ¢ = 0 corresponderd ao ano de 1997, ou P(O) =163,47¢é a
populacido de 1997. Nessa nota¢io, em que t é o nimero de anos
ap6s 1997, temos:

t =1 corresponde a populac¢io de 1998 e entdo

P(1)=165,69 = P(0)(1,013) =163,47(1,013);

t =2 corresponde a populacio de 1999 e entdo
P(2)=167,91=P(1)(1,013) =163,47(1,013)’;

t =3 corresponde 4 populacdo de 2000 e entdo

P(3)=170,14=P(2)(1,013) =163,47(1,013)" .(1,013) =
163,47(1,013)’.

Prosseguindo assim, confirme que P(4)= 163,47 (1,013)* e P(5) =
163,47 (1,013)°.

O padrio acima?® pode ser generalizado: t anos ap6s 1997 a popu-
lacdo sera

P(5= P, (1,013),

em que t é um numero natural e P denota a populagdo em 1997,
ou seja, vale P(0).

Essa é uma expressdo algébrica para representar o conjunto de
dados na Tabela 1.

2.3 Notacao e linguagem

Em nosso exemplo, a populacio em cada ano é obtida multipli-
cando a populagdo do ano anterior por um mesmo fator, que é
a=1,013.

Esse fator a tem um nome especial — fator de crescimento.

Tal fator de crescimento corresponde a uma taxa r anual de 1,3%,
ou 0,013. Esta taxa percentual » é denominada taxa de cresci-
mento.

Veja que fator de crescimento = 1 + taxa de crescimento, ou seja,
a=1+r.

A funcdo P(1)=F, (1,013)t é denominada fungdo exponencial de
base a=1,013 4

2.4 O gréfico de P(¢)=P,(1,013)', definida em IR

A populagio P(1) = R, (1, 013)t é crescente e ficard muito grande com
o passar de muitos anos, ou seja, quando ¢ fica muito grande.’
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Vejatambém que quando #cresce, o crescimentode P () = R (1, 013)’
fica cada vez mais acentuado, mais rapido. Esse fato se confirma
na Tabela 1: observe, na terceira coluna, que os valores de &P,
em intervalos regulares de tempo, ficam maiores com o passar do

tempo. Isto significa que a taxa de variagdo 6 dessa funcio é cres-

cente.

t

Figura 1 - Grafico da fun¢io P(r)=FR (1, 013)l , para valores de ¢ positivos®

Veja o que acontece com os valores de P(t) =F (1,013)’ para f no
intervalo (—oo,O] ./ Um expoente ¢, negativo, numa poténcia de

a=1,013, representa o valor

a

(porque a =1,013 é maior que 1). Assim, o valor de 4’ =
diminuir, ficando muito préximo de zero (mas nunca sendo nulo).?

O grafico de P(7)=P, (1,013)’ ,com ¢ € IR, tem seu esboco como

na figura a seguir.

:L. O denominador dessa

i

ultima expressio cresce muito quando o valor absoluto de ¢ crescer

Populagao P(¢) = PO(1,013)

brasileira
(milhdes de
pessoas)

_/

6 H4 varios modos de

estudarmos os fen6menos
da realidade. Utilizando a
modelagem matematica,
somos capazes de
explora-los sob um ponto

de vista quantitativo. Na
modelagem, construimos
representa¢des matemdticas,
tais como fungdes, que
devem ser entendidas

como aproximagoes

para o fendmeno em sua
complexidade. Por exemplo,
no caso em estudo, ndo faz
sentido nos referirmos a
um nuimero fracionario P(f)
de pessoas. Apesar disso,
esbocamos o grafico de
continuo - “sem tirar o lpis
do papel” - o que significa
termos considerado valores
de P(f) em [0,+) . Um
gréfico mais apropriado para
uma fungio crescimento
populacional deveria
apresentar descontinuidades
- ou “saltos” - ja que sua
imagem P(f) s6 assume
valores inteiros. No entanto,
a representagdo que
propusemos é satisfatéria:
como os valores da fun¢do
estdo na casa dos milhées,
os espagos provocados pelos
saltos correspondentes a
uma unidade se tornam
invisiveis na escala utilizada.
Mesmo assim, a curva
desenhada “sem tirar o lapis
do papel” representa apenas
uma aproximacio para o
crescimento da populagio.

"0 significado aqui seria o
de modelar o crescimento
populacional em anos ante-
riores a 1997, supondo que o
mesmo fator de crescimento
se mantenha.

o

t
(anos apés 1997)

Observe que, desta vez, esta
representacio faz todo o
sentido em termos do que ela
estd modelando: a populacio
se inicia com alguns de seus
membros; ndo haveria inicio
de crescimento a partir de
zero habitantes.

Figura 2 - Grafico de P(t) =F (1,013)l ,teIR
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¥ Vamos supor que toda a
nicotina foi para o nosso
corpo.

0Use uma calculadora e
confirme que 0,4(0,7)"

decresce, quando f cresce.
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3. EXEMPLO: ELIMINACAO DA NICOTINA NO SANGUE

Quando fumamos um cigarro, a nicotina entra na corrente
sanguinea, é metabolizada e eliminada a uma taxa (estimada) de
30% a cada hora. Os cigarros comuns contém, aproximadamente,
0,4 mg de nicotina. A fungdo ¢(?), que modela a quantidade de nico-
tina em nosso sangue que é eliminada t horas depois que fumamos,
pode ser expressa como a seguir:

Em ¢ =0, a quantidade de nicotina no corpo é ¢ =0,4; ou seja,
q(0)=0,42°

Da informacio sobre o metabolismo da nicotina, passada 1 hora,
30% de sua quantidade inicial sera eliminada.

Restara, portanto, 70% de 0,4 mg de nicotina, ou seja,

9(1)=4(0)-17- = 0.4(0.7)

Supondo que a taxa de eliminacio se mantenha, passada mais 1
hora, 30% da quantidade ¢(1) de nicotina serd novamente elimi-
nada. Restard, portanto, 70% de q(l) = 0,4(0,7), ou seja,

q(2)=¢(1).(0,7)=0,4(0,7).(0,7) = 0,4(0,7)2'
q(3)=¢(2).(0,7)=0,4(0,7)".(0,7)=0,4(0,7)’, e assim por diante.
Apos t horas, ¢(t)= 0,4(0,7)1 ,10 representando a quantidade que

resta de nicotina no sangue, que esta sendo eliminada a uma taxa
de decaimento »=0,3.

Veja que aqui analisamos uma situa¢io em que a fun¢io g(t), mode-
lando o fenémeno, é decrescente, ao invés de crescente. O fator de
decaimento a =0,7, que é a base de nossa exponencial, se escreve
como a =1-0,3. Observe que:

| Fator de decaimento=1 - taxa de decaimento |

A

Quantidade
de nicotina
que resta
(mg)

0,4

0,28 -

0,2

(horas)

Figura 3 - Gréfico da fung¢do ¢ (t) = 0,4(0, 7)r
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4. A FUNCAO EXPONENCIAL y = ka",ONDE a >0, a=1

4.1 Definicao

3

Uma relagio entre variaveis expressa na forma y = f (x) =ka" é
denominada fungdo exponencial de x com base a, em que a e k sdo
nameros reaise @ >0, a =1. O dominio dessa funcio é IR.*

A discussio para y = f(x) =ka", onde a>1 e k>0, assemelha-se a
do exemplo 2; e para 0 <a< 1 e k>0, & do exemplo 3.7

Os gréficos desenhados a seguir representam as duas situagoes:

_ o
y=a',a>1 y=a",0<a<l

_/

0 x 0

\

X

Figura 4 - Gréficode y=a", a>1 Figura 5 - Gréficode y=a",0<a<1

Interpretando a base a como um fator de crescimento ou decai-
mento, confirme que:

- valores grandes de ¢ em y = f(x)=a" modelam cresci-
mentos rapidos.

« valores de a proximosdeOem y = f(x) = a" modelam decai-
mentos rapidos.

Os gréficos desenhados a seguir ddo uma ideia desses significados.

y=(0.5)"

y=(0,8)"

Figura 6 - Gréficosde y=a",0<a<1 Figura 7 - Gréificos de y=a",a>1

Vale a pena ser feito um
comentario sobre o dominio
de expressdes como
y = f(x) = ka*, antes de
defini-lo. Observe que em
nosso primeiro exemplo
os dados referiam-se a
valores anuais da populacio,
enquanto o gréfico continuo,
esbocado sem tirar o lapis
do papel, considerou valores
da populagdo em quaisquer
instantes. Desse modo, o
dominio da funcio represen-
tada no gréfico, ao invés dos
naturais /N, foi o conjunto
IR dos nimeros reais. Sair de
modelos discretos, em que
os dados correspondem a
valores em IN, e passar para
o modelo continuo requer a
defini¢do de fungio poténcia
para valores “intermedi-
arios” de x. A Aula 5 nos
tornou capazes de considerar
poténcias racionais de um
numero. Nio discutimos
ainda o significado de
poténcias irracionais e nem
seremos capazes de levar
esta discussdo aqui. Adian-
tamos que estas tltimas
sdo definidas através das
aproximagdes racionais dos
nuimeros irracionais.

12Tais funces sdo definidas
com valoresg >0 e a=1,
para sua base. Valores nega-
tivos para a base poderiam
resultar em func¢ées com
dominio bem complexo.
Por exemplo, como j&
vimos, raizes n-ésimas de
um niimero negativo nao
existem quando 7 é par. No
caso de a = 1, as funcdes
seriam constantes.
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O crescimento exponencial é muitas vezes dado por meio de sua
taxa de crescimento r. Como em nosso primeiro exemplo, o fator de
crescimento serd a =1+r, e a fungdo que modela o fenémeno serad

_ —_ X
y=f(x)=a.
Numa situa¢io de decaimento, como a do segundo exemplo, o fator
de decaimento serda a=1—r, onde r é a taxa de decaimento. Esse

valor a correspondera a base da exponencial que modela o fené-
meno.

4.2 Exemplo: ajuste de expressdes exponenciais a um conjunto de dados

Aqui vamos relacionar os dados %(s), f(s), g(s), cujos valores
estdo na tabela a seguir, com as seguintes féormulas: ¥ =a(l,1)",
y=5b(,05)" y=c(1,03)". Estamos supondo que a, b e ¢ sdo
constantes e buscando o melhor ajuste entre dados e expressées
algébricas. Note que os valores foram arredondados em duas casas
decimais.

’ h(s) ’ /(5) ’ g(s)
2 1,06 1 2,20 3 3,47
3 1,09 2 2,42 4 3,65
4 1,13 3 2,66 5 3,83
5 1,16 4 2,93 6 4,02
6 1,19 5 3,22 7 4,22

Iniciamos com os dados na coluna #(s), calculando as razdes:

hB) L9 gy M4 _LI3 ) a6
h(2) 1, h(3) 1,
h(5) _116 10265, A(6) _119 | orsg
h(4) 1,13 h(5) 116

Dentre as trés férmulas apresentadas a que melhor ird ajustar o
conjunto de dados na coluna 4(s) sera y =c(1,03)x. Para tomar
esta decisdo, arredondamos os valores das razdes em duas casas
decimais como 1,03 e consideramos que:

h(3) _h(4) _h(5) _h(6) _, o
h(2) h(3) h(4) h(s) ~

Com esta proposta, escrevemos;
h(3)=1,03(2);;

h(4)=1,03h(3)=(1,03)" 1(2);

h(5) = (1.03)h(4) = (103) h(2);

e finalmente h(6)=(1,03)/4(5)=(1, 03) h(2).
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Observe os expoentes do fator 1,03 e confirme que as expressdes
que obtivemos se escrevem como: h(s)=(1,03) " 4(2), para os
valores de 5. Propriedades de poténcias e o fato de que /(2)=1,06,

1,06 (1,03).

(1,03)’
Agora use uma calculadora e verifique que a funcéo y =c(1,03)
com ¢ =1, ajusta-se bem ao conjunto de dados 4(s), se comparada
as duas outras op¢des.

permitem escrever: h(s): ( ) (1,03)3 =

(1,03)’

X
)

A discussdo das duas outras colunas de dados agora é com vocé!

5. CLASSES DE FUNCOES E REGULARIDADES EM TABELAS DE DADOS

Como reconhecer se uma tabela de valores x e y provém de uma
fungéo linear? Ou de uma fungdo exponencial?

Fungdes lineares caracterizam-se pelo fato de sua taxa de variagdo ser
constante. Dados em uma tabela corresponderiam a valores de uma

funcio linear y= f (x) , caso a taxa de variagdo a permanecesse
sempre constante.

Para as exponenciais y = f (x):kax, as razdes entre valores de
v correspondentes a valores igualmente espagados de x devem
permanecer constantes.

Vale observar que as propriedades de potencias sdo todas validas
para as exponenciais.

5.1 Exemplo: explorando tabelas de dados

Cada uma das tabelas de valores a seguir pode corresponder a
valores de uma fun¢io linear, uma func¢io exponencial, ou nenhuma
dessas duas. Decida sobre a classe de fun¢bes que podem estar ai
representadas.

Quando possivel, ache uma férmula para a funcio.

x f(x) x g(x) x h (x)
0 21 -1 25,1 0 27
1 25,4 0 15,06 2 24
2 37,8 1 9,036 4 21
3 73,4 2 5,4216 6 18
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a) Para a func¢do y = f(x) , temos
£(1)-r(0)=254-21=4,4

f(2)-f(1)=37,8-25,4=12,4, o que ji significa que ela nao é
linear, pois a variacdo Af, correspondente a uma variacio em x
com mesmo espagamento, ndo é constante.

Verificando entio a possibilidade dos dados serem valores de uma
exponencial, calculamos:

() _254_,, f(2)_378

LA ; 227 =1,4, o que também significa

£0) 21 777 f() 254

que y = f(x) também néo é uma exponencial.

b) Para a fungio y = g(x), temos
g(0)—g(-1)=15,06-25,1=-9,04

g(l) - g(O) =9,036—-15,06 =—6,024, o que ja significa que ela nio
é linear, pois a varia¢do Ag correspondente a um mesmo espaga-
mento em x ndo é constante.

Verificando entéo a possibilidade de os dados representarem uma
exponencial, calculamos:

g(0) _15,06 0.6 g(l) 9,036 g(2) _54216 _
g(-1) 251 77 g(0) 1506  g(1) 9,036
o que significa que y=g(x) pode ser uma exponencial, de base
a = 0,6. Sua expressdo algébrica é y = g(x) = g(O)a", que entio se
escreve y=15,06(0,6)".

B} b

c) Para a fungdo y = h(x) , temos
h(2)—h(0)=24—27=—3; h(4)—h(2)=21—24=_3;
h(6)—h(4)=18—21=—3.

Veja que a variagio da func¢io foi constante para valores de x com o
mesmo espacamento. Entdo a func¢io y =/ (x) pode corresponder
a uma funcio linear. Uma expressio algébrica para y =h(x) pode
-27
ser 4 =-3,ouseja, y=-3x+27.
x-0
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6. 0 NUMERO ¢

O numero irracional e=2,7182 é tio usado como base das exponen-
ciais que as calculadoras contém um botéo e*. Motivos de tal prefe-
réncia ndo serdo discutidos aqui, mas valem uma pesquisal

Nesta aula, queremos apenas chamar sua ateng¢io para o fato de que
seu estudo e seu grafico sio andlogos aos anteriores e que qualquer
outra fungio exponencial da forma y = f(x)=ka" pode ser escrita
na base e, ou em qualquer outra base.

Veja o gréfico da fun¢do y =e”, na Figura 8. Como mencionamos,
desenhamos graficos de exponenciais sem tirar o lapis do papel.
Isto quer dizer que, dado qualquer valor y =a, onde a >0, existe
um valor, digamos, m, tal que ¢” =q.

y

Figura 8 - A exponencial de base e

X

Substituindo esse valor e” =g na expressdo y=f(x)=ka ,
podemos escrever

v=f(x)=ka" =k(e") =ke™
O destaque acima traduz uma func¢io exponencial de base a qual-

quer em termos de uma func¢io exponencial de base e.

Assim, para estudarmos as fung¢des y= ka" , ndo é necessario esgo-
tarmos milhares de valores para a base a. Basta, por exemplo, estu-
darmos as expressées y = ke™ .

Esse é um dos motivos de nossa calculadora trabalhar com a
expressdo de uma Unica exponencial; no caso, a expressio e*.

6.1 Exemplo: decaimento radioativo e meia-vida

Experimentos em laboratérios indicam que alguns dtomos emitem
parte de sua massa na forma de radia¢do. Com sua massa menor,
constituem outro elemento nio radioativo. Assim sendo, com o

BEntre a terceira e a quarta
igualdade, utilizamos
propriedades de poténcias,
que sdo também validas
quando operamos com expo-
nenciais.
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“ importante mencionarmos
que ao modelarmos um
fenémeno utilizando a expo-
nencial
¥ = ke™, o numero 7 passa
a ser denominado taxa
continua de crescimento
ou decrescimento. Procure
informar-se sobre esta
questao.
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passar do tempo, a quantidade de substancia original diminui e,
consequentemente, a massa da nova substancia nio radioativa
aumenta. Esse processo é denominado decaimento radioativo.

Se M|, denota a massa inicial (instante # = 0) de uma substancia
radioativa, entdo a massa que resta em qualquer tempo ¢ posterior
sera dada por

M(t)=Me™, r>0,
e o numero r é chamado de taxa de desintegragio da substancia.'*

Por exemplo, o carbono-14, ou radiocarbono, indicado por C',
se desintegra para o nitrogénio 14, N, e a sua taxa de decai-
mento, determinada experimentalmente, é de aproximadamente
r=1,2x10", quando ¢ é medido em anos.

Temos entdo que
M(IOOO) — Moeflooor — Moefl,2X104><1000 — Moefo,IZ — 0,8869M0
M (5000) = Mye™™" = M,e 2150 = M ™ = 0,5488 M.

Usualmente, a taxa de desintegracio de uma substincia é dada
em termos de sua meia-vida, isto é, o tempo necessario para que a
metade dos ntcleos, presentes originalmente na amostra, sofram
decaimento. Para determinar a meia-vida do carbono, vamos
denotar a quantidade inicial de massa de uma amostra por M| e
o tempo necessario para que essa amostra fique reduzida a metade

por T, ou seja, M(T)z%MO,

Logo, M,e™"" :%MO = e’ :% = T =2.

Como determinar o valor de 7, numa relacdo como essa? Podemos
fazé-lo por tentativa e erro ou usar uma calculadora, caso soubés-
semos o valor de 7. No momento, faltam-nos instrumentos capazes
de escrever o valor de T de modo explicito, a partir de uma equagdo
como essa.

A resolugio de equacdes como ¢’ =2 éum dos objetivos de nossa
proxima aula.
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EXERCICIOS

1. A partir dos graficos nas figuras 4 e 5, construa os graficos de y = ka*, discutindo o que
acontece quando consideramos valores diferentes para k. Organize sua resposta em dois itens,
correspondentes a valores de k£ >0 e valoresde k <0.

2. Um dos contaminantes principais de um acidente nuclear, tal como o de Chernobyl, é o
estroncio-90, que decai exponencialmente a uma taxa de, aproximadamente, 2,5 % ao ano.

a) Escreva a expressio da func¢io que descreve o decaimento nesse caso. Para isso, denomine
por k, a quantidade de estréncio presente no inicio do acidente.

b) Considerando que ao tempo =0 ha 100% do contaminante presente, escreva a porcen-
tagem de estroncio-90 restante, P, em fungdo de anos ¢, desde o acidente nuclear.

c) Esboce o grafico de P(¢).

3. Quais das seguintes tabelas corresponderiam a uma funcio linear? Quais corresponderiam
a uma fun¢io exponencial? Ou a nenhuma delas?*™

x| s c | s w | )
0 10,5 -1 50,2 0 27
1 12,7 0 30,12 2 24
2 18,9 1 18,07 4 21
3 36,7 2 10,8432 6 18

SHUGHES-HALLETT, D. et al. Cdlculo e aplicagées, Exercicio 13, p. 36.

89



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

REFERENCIAS

HUGHES-HALLETT, D. et al. Cdlculo e aplicagbes. Sio Paulo: Edgard
Blucher Ltda., 1999.

PINTO, M.; ARAUJO, J.; FERREIRA, C. Cdlculo I. Belo Horizonte: Editora
UFMG, 2008. (Colec¢do Educagio a Distancia)

IBGE/DPE - Departamento de Populac¢do e Indicadores Sociais. Geréncia
de Estudos e Analises da Dindmica Demografica. Disponivel em: <http://
www.ibge.gov.br>. Acesso em: 2 maio 2006.

90



AULA

Funcao Logaritmica

Objetivos

e Definir Fungao Logaritmica, discutindo propriedades, relagoes entre as
diversas bases e grafico.

e Utilizar a nova fungao para resolver equagdes.

1. INTRODUCAO

A aula sobre Fun¢ées Exponenciais deixou, ao seu final, a equagéo
¢" =2 para ser resolvida. Para encontrar sua solugio, é preciso
definir uma funcdo que desmancha a a¢io da func¢io exponencial,
sendo sua inversa, chamada Fungdo Logaritmica.

Nesta aula, vamos definir essa nova funcio, discutir suas proprie-
dades, seu grafico e relagdes entre suas possiveis representagdes
e bases. Iniciamos com um exemplo, resolvendo a equacgio envol-
vendo exponenciais.

2. EXEMPLO: RESOLVENDO A EQUACAO e* =2

O grafico da fungdo y =¢" estd esbogado na Figura 1 e nos sugere
que existe um valor de x, tal que e¢* =2.

y

Figura 1 - Resolvendo a equacdo ¢* =2
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Como observamos na aula
sobre funcées exponenciais,
o uso da base e é muito
difundido. Desse modo, sua
inversa

» = In x terd um papel central
dentre o grupo de fung¢des
estudadas nesta aula. Numa
calculadora cientifica, temos
o comando LN, que corres-
ponde a esta funco. Por isso,
muitas vezes vamos resolver
as equagdes utilizando a
funcio logaritmo natural.

N

Observe, em seu grafico

na Figura 1, que retas de
equagao

y = b, onde b é um nimero
real, o interceptam quando b
> (), e no maximo uma vez.

92

Numericamente, verificamos que 0 < x <1, pois 2 < e <3 e entdo
0 1
e <2<e.

Damos o nome log 2 a esse valor de x (tal que e* =2). Em outras
palavras,

x =log, 2 ¢ a poténcia que se deve elevar o numero e para

obtermos o valor 2.

Veja na figura a seguir que é possivel determinar o valor de x, tal
que e* = b sempre que b > 0, resolvendo esta equagio envolvendo
uma exponencial. Esse valor de x serd positivo caso b >1; serd
negativo caso 0 <b <1 eserd 0 caso b=1.

Y

__—

0

t=logbh

Figura 2- Resolvendo graficamente e* = b

O valor de x, tal que ¢* = b, é denotado por x =log, b ou, alterna-
tivamente, por x =Inb . Ele é denominado logaritmo natural de b.

Ou seja,

2.1 Definicao

x=log, b é apoténcia a que se deve elevar o nimero e para se
obter o valor b.

Em linguagem matematica
x=log,b= e =b

3. A INVERSA DA FUNCAO EXPONENCIAL y = ¢* '

O processo de resolver a equagido e* = b corresponde, na verdade,
ao de determinar a inversa de y =¢" . Tal inversa pode ser definida
porque y =¢" éinjetiva em IR.?
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Veja o esbogo do gréfico dainversade y = e”, obtido ao refletir seu
proprio grafico em tornodareta y =x.

y

Figura 3 - A funcdo inversa de y =e" chamada fungdo logaritmo natural y = Inx

4. A INVERSA DA EXPONENCIAL GERAL y = a*(a > 0,a = 1)

A discussido sobre a inversade y =a"(a>0,a=1) é semelhante a
dainversade y=¢".

Primeiro, veja na Figura 3 que retas de equagcdo y =b, onde b é
p . ~ —

um numero real, interceptam a fun¢ido Y =€ quando b >0, e no

mAaximo uma vez.

Isto significa que a funcdo y=a'(a>0,a=1) é injetiva. Retome
a Aula 4 e confirme que entdo podemos definir sua inversa, cujo
dominio é IR e imagem IR*.

4.1 Definicao

Onome dainversade y=a" é y=log, x, (a>0,a#1), que
denominamos logaritmo de x na base a.
Em linguagem matematica,

y=log,x & a’ =x.

Nas figuras 4 e 5 a seguir, temos o grifico de y =log, x, obtidos
como na Aula 4.
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Y y=log,x,0<a< 1 y
y=a '
y=log, x, a>1

1
ol \ T L

\ 0, 1

y=x T y=x
Figura 4 - Grafico da funcéo y =log, x, Figura 5 - Grafico da funcdo y =log, x, a > 1

0 < a <1, chamada logaritmo de x na base a

Informac¢bes importantes podem ser obtidas a partir do grafico
de uma funcdo. Na se¢do a seguir, vamos explorar o grafico de

y=log, x, (a>0,a+1)

4.2 Explorando o graficode y =log_ x, (a>0,a#1)

Observe que todos os gréificos interceptam o eixo x no valor 1.
Isto significa que o valor da func¢do no ponto x =1 é 0. Ou seja,
log,1=0, qualquer que seja o valor a > 0.

Veja que graficos das fungdes logaritmicas nunca interceptam o eixo
v. No entanto, as curvas grafico se aproximam desse eixo, 3 medida
que o valor de x fica muito pequeno. Quando x fica préximo do
x =0, ainda que positivo, o valor da ordenada y fica:

+ muito grande em valor absoluto, mas negativo, no caso da base
a>1;

+ muito grande, positivo, no casode 0 <a <1.
Quando o valor de x fica muito grande, veja que:

+ o valor da ordenada y fica muito grande e positivo, no caso da
base a >1;

+ o valor da ordenada y fica muito grande (em valor absoluto),
sempre negativo, no caso dabase 0 < a < 1.

Observe agora o grifico de y =log , x, com a > 1. Ela é concava para
baixo. O que estaria provocando esse efeito visual? Ele resulta do
fato de que as variagbes &, representadas na figura abaixo para
x>1, sdo cada vez menores (mantendo espacos regulares de
variagdo & ).
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y=log x,a>1

Figura 6 - Concavidade do grafico de y =log, x, a>1

Isso quer dizer que as taxas o tém seu valor cada vez menor, o

que significa que a fun¢do se modifica cada vez mais devagar.

Informages como essas sdo importantes e podem ser recuperadas
de leituras de bons esbogos de graficos.

5. PROPRIEDADES DA FUNCAO y = log_ x

Afuncio y =log, x,definidacomoinversade y =a” (a >0,a #1)
desfaz sua a¢io sobre um valor x, e por isso,

1- log, (a") = x , para todo x em IR.

Observe que desfazer a acdo da exponencial sobre o numero x
corresponde a recupera-lo a partir da expressido g . Isso é obtido
nesta primeira propriedade, fazendo a agdo y =log  x atuar sobre
a’; ou seja, compondo as duas fung¢des.

Damesmaforma, y =a* (a>0,a #1) desfazaacdode y =log, x
em um ponto x.> Assim,

2- g% = x , paratodoxem IR".

% Lembre-se de que se f'¢é
inversa de g, entdo g é
inversadef.

A propriedade 3 é um caso especial da propriedade 1, uma vez que
a’ =1, para todo a.

3-log,1=0

Além destas, trés outras propriedades sio importantes quando
utilizamos a funcdo y=log,x (a>0,a#1) na resolugio de
problemas. Sio elas:
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4 log, (4B) = log, (4)+ log, (B)
5- log, (£) = log, () log, (B)

6- log,(4") = plog, (4)

Demonstragao de 4:
Da defini¢do de fungdo inversa temos
f e f' sdoinversas, entdo [ (y)=x< f(x)=y.

No caso do par de inversas y =log, x € y=a", a defini¢do
se traduz

log, x =c, quer dizer g = x.
Assim, sejam ¢, =log, A € ¢, =log, B . Entdo g% = 4,
a>=B;e

log (A4B)=1log_(a"a®) . Fazendo uso das propriedades de
exponenciais,

log, (a"a®) =log,(a"**) = ¢, +¢, = log, A+log, B, como
queriamos demonstrar.

As demais propriedades se demonstram de modo analogo.

As propriedades acima sido importantes na resolucio de equagdes
logaritmicas.

6. EXEMPLOS

6.1 Exemplo: resolvendo equacdes logaritmicas
Para determinar o valor de 7 que satisfaca
5=3(10"),

podemos escrever

log,, (5) =log,, (3(10”)). Aplicando a propriedade 4 ao segundo
membro da igualdade, temos:

log,, (3(102’ )) =log,,3+log,, (102’ )

Veja vocé que, na segunda parcela dessa ultima expressdo, temos
log,, (IOZt) =2t , pela propriedade 1.

Desse modo, retomando a equa¢do que estamos resolvendo ja com
essas informagdes escrevemos:
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log,, (5)—log,,(3)
2

acOes préticas, a escrita desse valor como um nimero decimal, em
geral aproximado, pode ser obtida com auxilio de uma calculadora

log,, (5) =log,,3+2¢. Segue que t = . Em situ-

ou de uma tabela.

6.2 Exemplo: reescrevendo expresses envolvendo logaritmos

Observe o resultado que obtivemos no exercicio anterior:
. log,, (5)—log,,(3) '
2
Ainda utilizando as propriedades de logaritmos, podemos rees-
crever essa expressio, tornando-a concisa.

Da propriedade 5, a expressio do numerador se reescreve
5
log,, (5)—1log,, (3) =log,, 3

Desse modo,

=3 (1o (3)).

o

Utilize agora a propriedade 6 para escrever ¢ =log,, (%) :

¢ HUGHES-HALLET et al.
Cdlculo e aplicagdes, p. 49,

6.3 Exemplo: avaliando a idade de um fossil* o
Exercicio 13.

Um crinio descoberto em uma escavagdo arqueolédgica tem 10%
da quantidade original de carbono-14 presente. Como avaliar sua

idade?

Ora, sabe-se que a quantidade, ¢, de carbono-14 radioativo, que
permanece no organismo t anos depois da morte, pode ser mode-
~0,000121¢

lada por g = g,e ,onde g, éaquantidade de carbono inicial.
Para respondermos a questio colocada, devemos determinar o

valor do tempo ¢ para o qual ¢ =% ¢, .

~ —0,0001217
Resolvendo a equacio 1% ¢, = q,e , escrevemos:
1
—0,000121
—=e !
10
InL = Ine 002 oy

10

In10
121

Com o auxilio de uma calculadora, a resposta é t = 15. 678,7 anos.

“In10 = —0,000121¢. Ou seja, t =10°
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7. RELACOES ENTRE AS FUNCOES LOGARITMICAS

Os gréficos na figura a seguir sdo graficos de fungées logaritmicas, de
equagdo y = k In x, para diferentes valores do ntimero real positivo £.

y=Inx

Figura 7 - Graficos das fun¢oes y =kInx

Qualquer y =log, x estd ai representada, para um valor conve-
niente da constante £.

De fato, existe um valor adequado k para cada valor da base q, tal que
log, x=klnx.
Essa constante é conhecida como mudanga de base.

Isso quer dizer que se conhecemos bem a fun¢do y =Inx ou, na
verdade, qualquer outra y =log, x, conhecemos todas as outras
fungdes logaritmicas y =log, x .

7.1 Determinando o valor da mudanca de base entre y =log, x e y =Inx.

Da definicdo da fun¢do y=Ilog,6 x como inversa de y=a",
sabemos que:

a=e™ ,paratodo a >0
log, x =c é o mesmo que dizer g° = x.
Uma vez que g = e, podemos escrever
c _ Ina \¢ _ : clna
a“ =le =Xx,ouseja, e =x.
Isto é 0 mesmo que dizer

clna=lnx.

1 .
De outro modo, c:l—lnx, 0 que nos permite escrever
na

log, x=—1Inx.
Ina
Obtivemos assim o valor da constante mudanga de base, k = na’
na
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8. UM COMENTARIO FINAL

Vale a pena ser feito um comentéario sobre o desenvolvimento histé-
rico dessa funcéo.

A fungdo logaritmica possui uma propriedade importante — a de
transformar produtos de numeros em soma, que, na verdade foi
o motivo de sua concepgdo. No século XVIII, das grandes navega-
¢Oes, buscavam-se modos para tornar os calculos mais simples.
O Logaritmo constituiu-se como um dos instrumentos que possi-
bilitava simplifica¢des. Historicamente, sua invenc¢io antecede os
estudos da fung¢do exponencial geral. Isto quer dizer que a ordem de
apresentacio dos dois contetidos aqui neste texto inverte a ordem
historica de sua cria¢io. No entanto, hoje é mais natural apresenta-
-los desse modo; inclusive porque a evolugdo da tecnologia, com
o advento de calculadoras e computadores, tornou sem sentido o
motivo inicial (transformar produtos de numeros em somas) da
concepgao dos logaritmos.
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EXERCICIOS
1 - Resolva as equag¢des, determinando o valor de ¢
2)3=2(10") b)7(3)=2(5) ©)50.000 = 25.000¢ ™"
2 - Resolva as equag¢des, usando logaritmos naturais na resolugio.
2) 200 = 50(3)' b) a=b' 2P = Pe™*

3 - Converta cada uma das fun¢bes a seguir a forma P = POa’. Quais representam cresci-
mento exponencial ou decaimento exponencial?

a)P=Pe” b)P= Pa' QP =79
4 - Converta a funcao P =72(0, 5)’ aforma P=Pe™.

5 - Uma populagio P era de 1,6 milhées em 1980 e estava crescendo a taxa anual de 2,8%. Seja
t o tempo em anos desde 1980.

t
(a) Expresse P como fun¢io na forma P=Fa .
(b) Expresse P como funcdo exponencial usando base e.
(c) Compare as taxas de crescimento anual e continua.

6 - Em 1994, a popula¢io do mundo era de 5,6 bilhées, e projetava-se que a populagio atin-
giria 8,5 bilh6es por volta do ano de 2030. Qual é a taxa anual de crescimento nessa previsio?

7 - O ar numa fébrica estd sendo filtrado, de modo que a quallcntidade, P, de poluentes (em mg/
—Kt

litro) est4 decrescendo de acordo com a equacio P =Fe ™ onde  representa o tempo em

horas. Se 10% da polui¢io é removida nas primeiras 5 horas,

(a) Qual porcentagem da polui¢io resta depois de 10 horas?
(b) Quanto tempo vai levar até que a polui¢do seja reduzida de 50%?

(c) Esboce um gréfico da polui¢do contra o tempo. Mostre o resultado de seus calculos no
grafico, explicando por que a quantidade de polui¢do poderia decrescer dessa forma.
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Funcoes Trigonométricas

Objetivos

e Definir Fungdes Trigonométricas.

e Introduzir a nogao de medida de angulos em radianos, utilizada para
definir tais fungdes no Circulo Trigonométrico.

e Esbogar grdficos de Fungdes Trigonométricas.

* Definir as Fungées Trigonométricas Inversas, utilizando-as para resolver
equacoes.

1. INTRODUCAO

Vocé conhece algum método para calcular a altura da Pedra do Bode?*
Do Pio de Agucar? E para calcular o comprimento do raio da Terra?

Desde muito cedo os homens se empenharam em desenvolver
métodos para determinar distincias como essas, inacessiveis por
medicdo direta. Respostas a tais questdes, e outras, foram sistema-
tizadas, e uma cole¢io delas constituiu a 4rea da matemadtica conhe-
cida como Trigonometria.

A palavra Trigonometria significa mensura¢do no tridngulo, refe-
rindo-se ao desenvolvimento de métodos para o cilculo das medidas
de seus angulos e dos comprimentos de seus lados. Esses métodos
foram desenvolvidos a partir da percep¢io de relagdes entre tais
medidas em tridngulos retdngulos semelhantes e tornaram instru-
mentos importantes de medi¢io.

Depois, as primeiras no¢des foram estendidas para pensar relagdes
que contemplassem dngulos maiores que 90°, levando a defini¢do e
ao estudo das fungdes trigonométricas.

Do estudo dessas fun¢des, como extensio da trigonometria do tridn-
gulo retdngulo, abrem-se possibilidades para a investigagdo e mode-
lagem de fen6menos que, quando representados matematicamente,
tém seus valores se repetindo em intervalos regulares, como ondas.

1 Vocé sabe onde fica a Pedra
do Bode? Se nio sabe, faga
uma consulta na Internet!
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Esse serd o tema central desta aula e serd retomado durante seu
curso, dada a sua importancia.

Como leitura complementar, anexamos no Apéndice deste livro
secbes sobre Semelhanga de Tridngulos, pelo seu papel na fundamen-
tacdo e desenvolvimento da Trigonometria; sobre a Trigonometria
no Tridngulo; sobre Fungées Periddicas. Por fim, uma discussdo sobre
Identidades Trigonométricas e sua utilizagdo para resolver equagdes.

2. ESTENDENDO AS NOCOES DA TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO

Quando 6 for o dngulo de referéncia para o clculo das razdes entre
os lados de um tridngulo retangulo, estes lados serdo nomeados
como indicado no tridngulo ABC da Figura 1.

hipotenusa cateto oposto

o =

cateto adjacente

Figura 1 - Lados do triangulo retangulo relativos ao angulo 6

Para cada valor do 4ngulo 8, entre 0 e 90°, destacamos na defini¢do
2.1 a seguir as seis razdes entre os comprimentos de catetos e da
hipotenusa, chamadas razées trigonométricas.

2.1 Definicao

As razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, cossecante,
secante e cotangente sio expressas respectivamente por:

cateto oposto a 0 hipotenusa
senf = - P cscO= P
hipotenusa cateto oposto a 6
cateto adjacente a 6 hipotenusa
0s@= : y secf= r :
hipotenusa cateto adjacente a 6
cateto oposto a 0 cateto adjacente a 0
tan 0= p cotfd= J
cateto adjacente a 6 cateto oposto a 0
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Na Defini¢io 2.1, observe as relagdes entre as trés razdes a direta e
as trés a esquerda:

cscl= ! ; secl= ! ; cot@= .
sen@ cos @ tan @

Veja que podemos escrever as trés razdes a esquerda em termos das
trés razdes a direita. Por isso, na maior parte do tempo, estudamos
apenas as razdes trigonométricas definidas como seno, cosseno e
tangente.

Estas razdes trigonométricas sdo, em particular, fun¢ées do angulo
6. Mas do modo como estdo definidas, ndo podemos considerar
angulos maiores do que 90° em seu dominio.

Como estender a definicdo das razdes (como fungdes) trigonomé-
tricas para contemplar angulos @ quaisquer?

A Figura 2 ilustra uma proposta, em que os dngulos sdo medidos a
partir do semieixo positivo x. Por convencio, o sentido anti-horario
da rotag¢do do raio OP, como assinalado na Figura 2, correspondera
a valores positivos da medida dos angulos.

P ) P(y.)
r /o )
0 0
X
" y
P(x,y) % A

Figura 2 - Estendendo a Trigonometria do Tridngulo

Para prosseguirmos, observe o ponto P(x,y) em ambos os quadros
da Figura 2 e analise o tridngulo retdngulo “imaginario” constituido
por sua ordenada, abscissa x e o raio OP. Dé o nome de r ao compri-
mento ou norma de OP.

Com essa linguagem, e utilizando a Defini¢do 2.1, é possivel rees-
crever as razodes trigonométricas como a seguir:

ordenada do ponto P 'y

sen@ = =
|OP| r
cos = abcissa do ponto P _X :
joP|
P
tan 6= ordenada do ponto _Y

abcissa do ponto P x

105



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

106

Confirme na Figura 2 que esta reescrita passa a admitir dngulos
maiores que 90° na determinacio de razdes trigonométricas. E ainda
que as razées (que sdo fungdes de @) reescritas para angulos menores
que 90° coincidem com as defini¢des das razdes trigonométricas para
angulos entre zero e 90°, como apresentada na Trigonometria no
Triangulo.

Essa proposta de extensdo da Trigonometria no Tridngulo para
contemplar angulos @ quaisquer estd sistematizada na definicio
a seguir.

2.2 Definicao

Em um sistema de coordenadas cartesiano, seja P =(x,y)um
ponto qualquer na reta passando pela origem que forma um
angulo € com a direcio positiva do eixo x (Figura 2).

Chamando |O_P| de r, definimos

sené?zZ csc@zi

r y

cosf@=— secﬁzl

X

tan@zl cotﬁzi
Z

2.3 Comentarios

Como divisbes por zero ndo sio permitidas, as razdes tan @ e sec &
nio estio definidas quando x = 0; ou seja, para 8 = 90°.

Pelo mesmo motivo, csc @ e cotd nio estdo definidas quando
y = 0; ou seja, para 8= 0",

Nessa extensdo das razdes trigonométricas para contemplar angulos
maiores do que 90°, utilizamos outra unidade de medida de 4ngulo,
chamada radiano. Motivos dessa convencido serdo discutidos ainda
nesta aula. Para isso relembramos também o sentido ou orienta¢io
positiva adotada para o dngulo 8: positivo, se medido no sentido
anti-horério, a partir do eixo x.
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3. MEDIDAS DE ANGULO

Na Trigonometria do Tridngulo os dngulos foram medidos como se
indicassem dire¢des, em graus. A unidade 1° corresponde a 1/360,
parte de uma volta completa num plano, em torno de um eixo. Isto
quer dizer que o angulo dado por uma volta completa mede 360°.

360°

Figura 3 - Medida do 4ngulo de uma volta

Ao estender a Trigonometria no Tridngulo introduzimos um outro
modo de medir 4ngulos. Nesse novo modo, representamos a volta
completa de 360° desenhando um circulo. A nova unidade de
medida de dngulo, chamada de 1 radiano, corresponde ao angulo
que subtende um arco de comprimento igual ao seu raio.? Explore a
Figura 4 e confirme o que estamos dizendo.

0= 1 radiano 0

N

radiano

Figura 4 - Medida de 4ngulos em radianos
O simbolo usado para a medida radiano é rad.

Convencionando o sentido de rota¢io anti-horario como positivo,
vamos definir a medida de um angulo central arbitririo @, como a
seguir.

3.1 Definicao

A medida em radianos de um angulo central @ em um circulo
corresponde A razdo entre os comprimentos do arco subtendido

. . . N
e o seu raio. Ou seja, em radianos, @ = —.

r

2 Uma vez que circulos sio
figuras geométricas seme-

lhantes (a forma é sempre a

mesmal), esta medida nio

varia com o comprimento de

seus raios.
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Em outras palavras, tomando o raio do circulo como a unidade de
comprimento, a medida de um angulo corresponderd a medida
linear do arco por ele subtendido, com a orienta¢do como foi defi-
nida. Observe novamente a Figura 4, relacionando-a com a defi-
nicdo de radiano.

3.2 Exemplo: utilizando a Definicao 3.1

a) Se o raio de um circulo for 4 cm, entdo a medida, em radianos, do
8

angulo que subtende um arco de 8 cm, serd €= Zrad =2rad .

b) A Figura 5 representa dois satélites artificiais, circulando ao redor
da Linha do Equador. O raio de sua érbita é, aproximadamente,
3x10®m . Para uma separacio angular registrada de 8= 0,03rad,
o comprimento de arco que separa os dois satélites pode ser calcu-
lado como

s=r0=(3x10°m)(0,03rad) = 9x10°m.

Figura 5 - Satélites em orbita

Podemos fazer corresponder as medidas de dngulos, em graus, as
suas medidas em radianos: lembrando que a circunferéncia tem
comprimento ¢ =2mr, entdo um angulo completo de uma volta,

. 27r
correspondente a 360°, é equivalente a— = 2T rad .
r

Veja que 0 = T corresponde a meia-volta, ou seja, 180°.

180°
T

Assim, 2mrad =360°, mwrad =180°, lrad =

=57,29° e
1°= " yad ~0,017rad .
180

A Figura 6 a seguir representa algumas medidas de 4ngulo em
radianos, considerando os sinais positivo e negativo, de acordo com
sua orientagdo.
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T .
) —radianos
T radianos 2

21 radianos

-27 radianos - T radianos T .
> radianos

Figura 6 - Medindo 4ngulos em radianos

3.3 Exemplo: conversdo de medidas de angulos

Um angulo de 60° vale 60x1° Portanto, em radianos

60°= 60 T rad:Erad.
180 3

T
Um 4angulo de fmd vale lerad . Portanto, em graus,

Emd;Ex@:45°.
4 T

3.4 Notacao, linguagem e convencoes

Na definicio e estudo das Fun¢des Trigonométricas, a convengio
serd medir Angulos como proposto na Defini¢cido 3.1. Assim, de
agora em diante, as medidas dos angulos 0 serdo em radianos,
a partir do semieixo positivo O, considerando seu sentido de
rota¢io anti-hordrio como o sentido positivo.

A letra x passard a nomear a varidvel independente das fungées
trigonométricas e corresponde a medida do angulo denominado
até o momento pela a letra grega 0. A letra y estard, na maioria
das vezes, referindo-se ao valor da fungdo trigonométrica para
cada valor de x, medido em radianos.

Estes acordos adéquam notagio e linguagem as do conceito de
funcio real, como trabalhado no Calculo.?

3 Esta mudanca na notagdo
tem o propésito de adequar
anota¢do aquela utilizada no
contexto das fun¢des reais
de varidveis reais. Ao medir o
angulo em radianos, possi-
bilitamos a representacio
das fung6es trigonométricas
em sistemas de coordenadas
cartesianos, adotando uma
mesma unidade de medida
em ambos os eixos. Este é
o modo como trabalhamos
com as fungdes reais, em
matematica. Estabelecido
este acordo, estamos em
condicées de definir Funcées
Trigonométricas como
funcoes reais de variaveis
reais, no Circulo Trigonomé-
trico.
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* Digo aqui “uma defini¢io
possivel” porque poderiamos
perfeitamente defini-las de
outros modos. Por exemplo,
poderiamos defini-las
organizando-nos a partir
da representacio de um
circulo, mas considerando
outros valores diferentes de
1 unidade para o raio r.
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4. O CIRCULO TRIGONOMETRICO

Razées trigonométricas independem das dimensdes dos lados do
tridngulo retangulo considerado e estio em funcdo apenas da
medida x do 4ngulo (que antes chaméavamos de 0). Por isso, na
Defini¢do 2.1 podemos considerar r = |OP| =1. Feita essa opcio,
o ponto P, representado nas figuras 7 e 8, descreverd um circulo de
raio 1, quando variamos os valores de suas abscissas e ordenadas.

x>0 x<0

Figura 7 - Medida de angulo x>0 Figura 8 - Medida de angulo x <0

Observe ainda nas figuras 7 e 8 os cuidados com as medidas de
angulo, em termos da orientacio.

4.1 Definicao

Chamamos Circulo Trigonométrico a uma representacao de
um circulo que inclui os elementos destacados acima: raio 1,
medida de angulos centrais em radiano, sentido anti-horario de
rotacdo tomado como positivo ao medir angulos.

Uma definicdo possivel para as Fung¢bes Trigonométricas como
func¢des em IR se beneficia da no¢ao de Circulo Trigonométrico.*

4.2 Definicao

Para um angulo (de medida) x no Circulo Trigonométri-
co no plano uv, os valores cosx e senx sdo as coordenadas
(cos x,senx) do ponto de interse¢io P da reta suporte do Angulo

com o circulo #* +v* =1. As fungdes y=cosx e y = senx
definidas deste modo tém dominio /R e sdo denominadas fun-
¢do cosseno € fungdo seno, respectivamente.

Veja o que a Defini¢do 4.2 diz, explorando as figuras a seguir.
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(cos x, sen x) (cos x, sen x)
1 :
1 sen x
X
cos X cos x
Figura 9 - Seno e cosseno no 1° quadrante Figura 10 - Seno e cosseno no 2° quadrante

Ainda nas figuras 9 e 10, observe que dngulos (de medida) x e
x+2km correspondem ao mesmo ponto P = (cos x,senx) sobre
o Circulo Trigonométrico.

Se k for um ntimero inteiro, o nimero 2kT representa a medida
de k comprimentos de medida 27, correspondendo entio a k vezes
o comprimento do circulo de raio 1. Explorando novamente as
mesmas figuras 9 e 10, vocé vera que os dngulos x e x + 2kT corres-
pondem ao mesmo ponto P = (COS X, Senx) sobre o Circulo Trigono-
métrico.

Isso quer dizer que os valores da abscissa e da ordenada do ponto P,
em funcdo do dngulo x, se repetem em ciclos, de periodo® igual a 27 .
Dito de outro modo, as fun¢des seno e cosseno, que correspondem,
respectivamente, a ordenada e a abscissa do ponto P =(cosx, senx),
tém periodo 21 .

Vamos escrever essas observa¢des em linguagem matemadtica.

4.3 Notacao e linguagem

As fungdes y = senx e y =cosx sdo fungoes periddicas de
periodo 27 , satisfazendo a:

sen(x) = sen(x+2kn), para todo inteiro k.

cos(x) = cos(x+2km), para todo inteiro .

4.4 Exemplo: resolvendo equagdes
Que valores de x satisfazem a equagido senx—1=07?
Escrito de outro modo, queremos determinar os valores de x para os

quais senx =1. No intervalo [0, 275] , isto acontece apenas quando

x = — . Assim, todas as soluc¢bes possiveis, em /IR, serdo dadas por

AN

x = —+ 2km, para k nimero inteiro.

5 Entenda o periodo como o
menor intervalo de valores
de x em que um ciclo da
funcio se completa.
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6 A amplitude de uma funcio
periddica é a metade da dife-
renga entre seu maior valor
da oscilagdo e o0 seu menor
valor.
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5. CONSTRUINDO GRAFICOS

Os sinais das fun¢bes trigonométricas, quando positivos, estdo
representados na Figura 11. Uma justificativa para este quadro de
sinais decorre do fato de as fungdes trigonométricas terem sido
definidas como razdes das ordenadas e abscissas de pontos em cada
um dos quadrantes. Esta andlise serd til para o tragado de graficos.
y

senx >0

cos x>0
sen x>0

tgx>0

tgx>0 cos x>0

Figura 11 - Sinais das Fun¢des Trigonométricas

5.1 O gréfico da Funcao Seno

Afuncio y = senx é definida para todo nimero real x. E uma fungdo
periddica, de periodo 27 . Por isso, basta explorarmos o tragado de
seu grafico para x no intervalo [O, 275] .

Relembrando que —1< senx <1, para todo valor de x, seu gréfico
estard totalmente contido na faixa do plano determinada pelas
retas y=—1 e y =1, como na Figura 12. Dizemos que sua ampli-
tude® vale 1.

N&o temos elementos para garantir que a concavidade do grafico da
funcéo serd como a do desenho. No entanto, auxiliados pela Tabela
1 de valores da fun¢do y =senx para valores de x no intervalo
[0, 27:] e pelo quadro de sinais, esbo¢amos a forma do grafico.

Tabela 1
Valores da funcao y = senx
clolnlaln|n|zm|m|sn| |3
6l a3 |23 |46 |2
1|1 |3 NEREER
senx O 2 \/5 7 l 7 \/5 2 O 'l 0
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2

Figura 12 - Gréfico da Funcdo Seno

5.2 O gréfico da Funcao Cosseno

O grafico da fungdo cosseno pode ser obtido a partir do grafico da
fungdo seno, desenhado acima, retomando

I
- aidentidade’ cos x = sen (x + Ej e

- a discussdo sobre transla¢des horizontais, em nossa Aula 4. Seu
esboco terd a forma

3n/2 2x Sm/2

Figura 13 - Gréfico da Fun¢io Cosseno

5.3 O grdfico da Fungdo Tangente

Observe nas figuras 14 e 15 as representa¢des do comprimento PT
datangente do dngulo 0 . Asrepresenta¢des sio validas porque, pela

semelhanca dos tridngulos, podemos escrever que Pr_y_ tan O -
X
.
T
P(x)) P(x.y)
0 "\, y
0 X
X
020

Figura 14 - A Tangente no 1° quadrante Figura 15 - A Tangente no 2° quadrante

" Estude o Apéndice 4 neste
livro.

113



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

8 Lembre-se de que os zeros da
funcdo y = cos x ocorrem em

x=£+kn.
2
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Explore a variacdo desse comprimento, imaginando a posi¢do do
eixo suporte OP(x, y) se movendo no sentido anti-horario, em
torno do ponto O: o comprimento PT fica muito grande, positivo,

. L. T . .
quando 9 fica préximo de —, no primeiro quadrante. Quando 0
. . ™ . p
fica préximo de —, no segundo quadrante, o comprimento PT serd

marcado abaixo do eixo x, correspondendo a valores negativos para
a tangente. Ou seja, para tais valores de 0, o valor da tangente
é negativo, com valor absoluto muito grande. E o que acontece

: R :
quando O estd proximo de — ? Faca uma andlise semelhante a que

s . - ™
foi feita para o caso em que 8 fica préximo de —.

Por fim, veja que a fun¢do y=tanx nio admite valores para
T . x x

x =k —, k impar, que sdo os zeros da fun¢do y =cosx.® Estes
2

valores nio pertencem ao dominio da fun¢do y=tanx, porque

senx . - « N T
tanx = e 0 nosso sistema numérico ndo admite divisdo por

COS X
Z€ero.

Situacdes semelhantes as que foram discutidas para & préximo de

T 3w . . T .
— ede — ocorrerdo nos demais valores x = k —, k impar.
2

2

Isto justifica em parte por que o grafico da fun¢do tangente terd sua
forma como representada na Figura 16.

A
y

-n/2 n /2 3n /2

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Figura 16 - Grafico da Fungio Tangente

5.4 Exemplo: construindo novas funcdes

Na Aula 4, esbogamos graficos de fungées y = f'(x) expressas como



AULA 8

translacées de fungdes y=g(x), cuja féormula ou grafico eram
conhecidos. Em outras palavras, uma vez conhecido o grafico de
y=g(x), aprendemos a esbogar o grafico de y= f(x)=g(x)+k
ou y=f(x) :g(x+k). Vamos retomar aqui os mesmos proce-
dimentos que utilizamos 14, para esbogar graficos de fun¢ées que
envolvem func¢bes trigonométricas em sua expressio, tais como
y=T+cosx,ou y=cos(x+m).

5.4.1 Exemplos: translacdes verticais e translacdes horizontais

O esboco de y=mn+cosx pode ser obtido a partir do grafico
de y=cosx, por meio de uma translagdo vertical, adicionando
o numero T a todas as ordenadas dos pontos sobre o grafico.
Lembre-se de que m~3,14.

Observe que a faixa que encerra o grafico da fungdo, determinada
pelas retas y =—1 e y =1, passard a corresponder a y=—1+m
e y=1+4m. O grafico de y =m+cosx terd a mesma forma de
y =cosx, incluindo o mesmo periodo, porém encerrado nessa
outra faixa no plano. Tente fazer seu esbogo!

Ja no caso de y= cos(x+ Tc), seu grafico serd obtido a partir do
de y =cosx por meio de uma translagéio horizontal de T unidades
para a esquerda. Nenhuma modificagdo haverd na faixa no plano
que encerra o grafico.’

Observe que as translagbes horizontais e as translagdes verticais nio
modificam a amplitude e o periodo das fungdes trigonométricas.

5.4.2 Exemplo: modificacdes na Amplitude e no Periodo™®
Como esbogar o grafico de uma fun¢do como y = 2senx ?

Veja sua tabela de valores, apresentada abaixo para x no intervalo

[0, 27(].

® Confira que j4 fizemos uma
translacdo horizontal em
4.3, ao esbogar o grafico de

LT
y=sen| x+—
2)

100s exemplos particulares
que trazemos aqui
representam casos gerais,
no sentido de indicar
procedimentos gerais a que
podemos recorrer.

Tabela 2
Valores de y = 2senx
R EEEEEE
6 | 4 3 | 2] 3 4 6 2 |77
1 1 NE) 3 1 1
2senx | 0 | 2% 2Xﬁ 2><7 2x1 2><7 2XE 2X5 0]2x-1] 0

Observe que todas as ordenadas dos pontos que estardo sobre o
grafico estdo multiplicadas por 2, o que inclui os valores y =1 e
y =—1, que sdo os valores maior e menor da oscilagdo. Lembre-se de
que estes ultimos determinam as duas faixas no plano que limitam
o gréfico da fungio.

Observe que os zeros da fun¢ido nio se modificam e nem o seu
periodo.

115



FUNDAMENTOS DE MATEMATICA

"Retome a aula sobre Fun¢des
Inversas e procure justificar
as afirmagdes feitas.

2L embre-se de que dominios
e imagens serdo parte inte-
grante das func¢des que serdo
definidas.

13Ver a definicio de fun¢do
crescente.
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Tente esbogar o grafico da funcdo, desenhando primeiro as retas
y=-2 e y =2, que determinam a faixa no plano que vai encerrar
o grafico.

Como segundo exemplo, vamos discutir o grafico de y = sen(2x).
Para comegar, lembre-se de que se 0<2x<27m, ou seja, se
0<x<m, entdo sen2x terd percorrido um ciclo completo. Isto
quer dizer que o periodo da funcio y = sen(2x) é .

Veja na Tabela 3 como isso acontece.

Tabela 3
Valores de y = sen(2x)
x | o T T 3
4 2 4 s
sen| 2 x T T sen| 2 x 3—71:
4 sen| 2x— 4
sen2x | O 2 0
i 3n
=sen—=1| =senn=0 | =sen— =-1
2 2

Nao ha alteragdo na amplitude, e o grafico completa seu ciclo em
0 < x <. Faca o esbo¢o!

6. FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Todas as fungdes trigonométricas ndo admitem inversa em seu
dominio, uma vez que elas nio sio injetoras nele.™

No entanto, podemos restringir o dominio de cada uma delas, de
modo a possibilitar a obten¢io das inversas. Em cada caso, essa
restri¢do pode ser feita de muitas formas. Vamos utilizar as restri-
¢Oes que sdo consideradas como dominios principais das inversas.'?

6.1 A Inversa da Funcao Seno

A fun¢io y=senx é injetora quando definida em T

272
porque seus valores nio se repetem nesse intervalo, pois ela é cres-
cente.'® Podemos definir sua inversa nesse intervalo. Ela é denomi-
nada funcio arco seno.

De sua defini¢do como inversa da fun¢io seno, seu dominio é [—1, 1] ,
que é a imagem da funcéo seno. Por sua vez, sua imagem é o inter-

T T . < s s .
valo | — = |, que é a restri¢do do dominio escolhida.

2 2
O gréfico sera obtido como a reflexdo, em torno dareta y =x, da
e - T
curva grafico de y = senx, paraxem| — — |
2 2
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4
n/2p-————- s
4
4
4
| 7’
| 4
4
1\/
,,,,,,,,, -
1 ’/k"‘ | e
/e I
07 \
% I I
& I I
-nt/2 -1 0 | |
I I
| | 9 0 1 n/2
I I +%
! ' %7
N ! 47,7
~. | o1,
Sempmezl ] -1
2
.
4
2
4
//
SO St -n/2

Figura 17 - O grafico de y = arcsenx

A funcio arco seno de x, simbolizada por y = arcsenx, é o dngulo

. T T . .
no intervalo | —,— | cujo seno é x. De outro modo, y = arcsenx

significa x = seny e —g <y< g

6.1.1 Exemplo: resolvendo equacdes

o 3 ) .
Sabemos que sen E = 7 Para encontrarmos um angulo cujo seno

7

é B entdo podemos responder que um valor para esse angulo é

oI ) 3 @ ) .
—. Ou seja, arcsen 7 = E . Ha outros 4ngulos com essa proprie-

dade; mas aqui estamos respondendo de acordo com a restricdo ao

—T T
dominio |—,—|, conforme combinamos.

. ~ ’]T 7z F‘T
Assim, resolver a equagio arcsenx = 5 € escrever X = seng , ou

seja, x=—.

6.2 A inversa da Funcao Cosseno

Observe o grafico de y =cosx e verifique que essa funcio é inje-
tora no intervalo [O,ﬂ.

Sua funcdo inversa, y =arccosx, é denominada arco cosseno. Seu
dominio é [—1,1], e sua imagem é [O,Tr]. Do mesmo modo que a
funcéo arco seno, temos que ) = arccos x significa x = cos y, para
0<y<m.
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Figura 18 - O grafico de y = arccos x

6.3 A inversa da Funcao Tangente
A Funcédo Arco Tangente é definida do mesmo modo que as duas

inversas ja estudadas. Temos
T T
y=arctan x se e somente se X =tan y, para ey <y< 5
I X
y |
1 //
)
1 .
A . o
1 //
1 //
iy
) B P —
o
0 -
32 - -2, (0 w2 T 32
77
i
Lo I-n/2
L, 1
Pt !
. 1
p -
7 1
’ 1
. 1
|
Figura 19 - O gréfico de y = arctan x
T T

O dominio de y =arctanx é (—o0,+00), e a imagem é ,
22
Veja como o gréfico esta todo dentro na faixa do plano limitada por

(L I

=—— e = — .
YET 0T
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EXERCiCIOS

1- Um menino empina uma pipa a 3 m de altura, num angulo de visdo que num certo
momento é de 45°. Qual o comprimento da linha que estd sendo dado nesse momento?

2- Uma camera de filmar esta localizada em um poste a 4 m do solo e acompanha um carro
em movimento. No momento em que o carro estd a 6 m do poste, qual o dngulo entre o
foco da cAmera e o poste?

3- Uma escada de 2 m esta encostada num muro, fazendo um angulo de 35° com o chio.
Qual a altura de seu topo, em relacio ao chdo? Qual a distincia entre a sua base e o muro?

4- Calcular os valores de todas as fungdes trigonométricas, no caso de o ponto P(x,y) na
Figura 2 ter coordenadas: (1,3); (2,—5). Faga um desenho representando o angulo 6 em
cada um dos casos.

5- Converta de graus para radianos: 30°; 150°; 640°.

6- Converta de radianos para graus: T rad ; 2rad .

7- Que valores de x satisfazem cos x i1 =07

8- Que valores de x satisfazem cos’ x—2cosx+1=07?

9- Em uma circunferéncia de raio 4, qual o comprimento do arco oposto a um angulo

central de S—ﬂ rad? E de 60°?

10- Resolva: senx = tan x , para x em [O, 275] .

11- Para senx = % ,X em [E , n:‘ , determine o valor de cosx e tanx.

12- Diga qual o periodo das seguintes funcées:

@ y=sen(x-3) () y=n+senx (c) y= %cosx (d) y =3sen(x+5) () y=3sen(4x)

13- Diga qual a amplitude das fun¢ées da questdo 12.
14- Esboce os graficos das fun¢des da questio 12.

15- Faga y = x na identidade cos(x+ y)=cosxcosy—senxseny e escreva a identidade
nova.

16- Faga —y na identidade cos(x+ y)=cosxcos y—senxseny e escreva a identidade
nova.

17- Mostre que COSx = Sen(x + gj . Sugestdo: use a férmula de adi¢io de arcos.
18- Resolva sen2x =cosx em [0,2n].
19-Esboce o grafico de y = sen(x+2).

20- Esboce o graficode y = -2+ senx .
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. . T
21- Complete™ a tabela abaixo, como indicado, levando em conta que cos x = sen ( X+ —j

Tabela de valores da fun¢ido y =cosx

0 ™| T i 21 | 3w | 5 - 3w o
¥ _ _ il A -
6143 2 3146 2
T T T
Ccosx sen| —+—1=0 sen(n+—)=—1 0
2 2 2

22- Esboce os graficos de y =cos3x ede y =3cosx.

*Sugestio: utilize a tabela dos valores da funcéo seno. Nao se esqueca de que a fungio
seno é uma funcio periodica, de periodo 2.
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APENDICES

APENDICE 1- SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Tridngulos semelhantes sio aqueles que tém a mesma forma. Em

termos das rela¢des entre as medidas de seus lados e 4ngulos, é o

mesmo que dizer que dngulos correspondentes sio iguais, e lados
correspondentes sdo proporcionais.

3cm

7,5 cm

1(a)

3cm

A

4,5 cm

1(b)

2cm

1(c)

Figura 1 - Casos de semelhanca de tridngulos

1. PROPOSICAO

Nos temos certeza de que dois tridngulos sdo semelhantes

quando:

+ os trés lados do primeiro tridngulo sdo proporcionais aos
trés lados do segundo tridngulo, como na Figura 1(a).

+ um angulo igual, com dois lados adjacentes no primeiro

tridngulo proporcionais aos dois lados adjacentes no
segundo, como na Figura 1(b).

+ os trés angulos do primeiro tridngulo sdo iguais aos trés
angulos do segundo tridngulo, como na Figura 1(c).?

A certeza de que dois tridngulos que satisfazem uma dentre as
trés condi¢des acima sido semelhantes decorre de um teorema, o

Teorema de Tales. Por este Teorema, podemos provar, em cada uma
das trés situa¢des acima, que dngulos correspondentes sdo iguais e

que lados correspondentes sio proporcionais.

1

Quando os lados correspon-
dentes de dois tridngulos
tém o mesmo compri-
mento, eles sio chamados
congruentes.

[N}

Lembre-se de que a soma
dos angulos internos de um
triangulo é sempre 180°.

Por isto, basta confirmarmos
que dois angulos do primeiro
triangulo sdo iguais a dois
angulos do segundo tridngulo.
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% Vocé sabe calcular a medida
de EC?
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2. NOTACAO E LINGUAGEM

Em linguagem matematica, escrevemos:
se dois triéngulos ABC e DEF sdo semelhantes, entdo

a) A=D,B=FE,C=

by AB _ AC _BC
DE DF EF
B
E
DAF
A C

Figura 2 - Tridngulos semelhantes

3. EXEMPLO: VERIFICANDO A SEMELHANCA DE DOIS TRIANGULOS

Observe os tridngulos ABC e ADE na Figura 3. Eles sdo semelhantes
porque tém um angulo comum: A, e tém dois angulos correspon-

dentes iguais: ABC=DeACB=FE (Teorema de Tales).

Assim, a conclusio segue pela Proposi¢io 1-(c).?

A
3cm 4 cm
D E
2 CV \
B C
7,5 cm

Figura 3 - Verificacdo da semelhanca entre dois tridngulos
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4, EXEMPLO: UTILIZANDO A NOCAO DE SEMELHANCA

Explore a Figura 4.

4 cm

AN
—| 53,13° Tom

3cm

Figura 4 - Alturas de tridngulos retangulos semelhantes

Em ambos os tridngulos na Figura 4, o 4ngulo da base mede apro-
ximadamente 53,13°.

Uma vez que os dois tridngulos sdo tridngulos retingulos, e a soma
dos angulos internos de qualquer tridngulo é 180°, entio eles tém
os trés dngulos iguais. Podemos concluir, pela Proposicdo 1(c), que
os dois tridangulos sdo semelhantes.*

* Qual serd, aproxima-

. . cn , , o damente, a medida do
Abase do primeiro tridngulo é 3cm e a altura é 4cm. Entdo, uma vez ingulo desconhecido deste
que a base do segundo tridngulo mede 1cm, sua altura h devera ser triangulo? Vocé sabe como
calculd-lo?

—cm , porque os lados correspondentes dos dois tridngulos serdo

proporcionais.

Essa conclusio decorre de 2-b, que permite escrever:

altura do primeiro tridngulo altura do segundo triangulo
base do primeiro tridngulo base do segundo triangulo
Ou seja: 4 = h , e entdo
3 1
4 1
h=—=1-
3 3

Uma questdo deixada para vocé: como calcular a hipotenusa de
(ambos) os tridngulos?
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5. EXERCICIO

a) Explique por que os dois triAngulos na Figura 18 sdo semelhantes,
retome o exemplo 4, para construir seus argumentos.

C

e

A 4 cm Di1iem B

Figura 5 - Razdes entre lados em triangulos semelhantes
AD
b) Qual e o valor da razdo ——?
E
¢) Edarazio —7?
CB

d) Se DE=5, qual o valor do comprimento BC?

6. EXEMPLO: JUSTIFICANDO E UTILIZANDO A NOCAO DE SEMELHANCA

Na Figura 6, o comprimento CB representa uma tangente ao circulo
de centro em O, tocando-o no ponto B.

Figura 6 - Usando a nogdo de semelhanca

Neste caso, CB e OB sdo perpendiculares, porque as tangentes a um
circulo sdo perpendiculares ao seu raio, pelo ponto de tangéncia.

Por isso, os 4ngulos ODE e OBC serio iguais a 90°.

Uma vez que os dois tridngulos OCB e OED tém um 4ngulo comum
em O, eles sdo semelhantes, porque todos os dngulos correspon-
dentes séo iguais!

Entio, os lados correspondentes dos dois tridngulos sdo proporcio-
nais. Vocé sabe escrever as razdes iguais nestes tridngulos?
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APENDICE 2 - RETOMANDO NOCOES DA TRIGONOMETRIA NOTRIANGULO

A Trigonometria no Tridngulo Retdngulo foi estudada ainda antes
do século 150 a.C. Nesse periodo, Hiparcus, um matematico grego
que trabalhava em Alexandria, organizou os dados existentes na
época em uma primeira tabela. Essa tabela foi desenvolvida como
instrumento para calcular distancias e comprimentos, tais como as

, . - X
alturas de 4arvores e piramides.” Mais tarde, os astronomos
utilizaram as tabelas

No caso do calculo da medida destas tltimas, a estratégia na época :f::;&’;lr‘)’;f:i ;gj‘lgtril;de“e
consistiu em comparar a sombra do objeto, alto e inacessivel que se distancia entre planetas e
queria medir, com a sombra de uma vara ou régua, de altura conhe- estrelas.

cida. Como os raios de sol incidem sobre os dois objetos segundo

um mesmo éngulo, as razdes entre as suas sombras e as suas alturas

sdo iguais, uma vez que estas ultimas podem ser representadas
como os lados correspondentes em tridngulos semelhantes.

Grande Piramide Vara

Sombra 2
Sombra 1

Figura 1 - A altura da Grande Piramide

1. EXEMPLO: CALCULO DA ALTURA DA GRANDE PIRAMIDE DO EGITO

A Figura 1 representa as dimensdes da Grande Pirdmide do Egito.
Para uma vara de comprimento 3m, ja se sabia que, em um momento
de um certo dia do ano, sua sombra tem comprimento 2m quando a
sombra da Pirdmide mede 98m.

Da semelhanga de tridngulos, podemos escrever que.

altura da piramide altura da vara

Comprimento da sombra da pirdmide comprimento da sombra da vara

A altura (ou comprimento) da vara e os comprimentos de sua
sombra e da sombra da pirdmide sdo conhecidos.

Podemos determinar a altura h da pirdmide por meio da razdo de
semelhan¢a que expressamos:

f3 o 1am,
98 2
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2. EXEMPLO: CALCULO DO LADO DE UM TRIANGULO

Explore os tridngulos representados na Figura 1 e confirme o fato
de que eles sdo semelhantes.® Qualquer outro tridngulo semelhante
a estes dois terd seus lados correspondentes & mesma razio e seus
lados podem ser calculados, se esta razdo for conhecida.

Observe como vocé pode calcular a altura de um novo tridngulo,
semelhante ao de altura 4cm e base 3cm, representado na Figura 2:
primeiro, vocé compara o tridngulo conhecido com um tridngulo
semelhante a ele, que tem sua base valendo 1cm.

4 cm

1,33 cm i

_| 1 cm

3 cm

Figura 2 - Relagdo entre alturas de tridngulos semelhantes

Nesse caso, a altura / do tridngulo de base 1 serd sua base multi-
plicada por 1,33 (valor aproximado), porque 4 = h
h=4+3=21,33. 31

, ou seja,

Assim, a altura / de qualquer outro tridngulo semelhante a estes
dois podera ser obtido multiplicando sua base por 1,33.

Confirme esta afirmacéo, representando um novo tridangulo seme-
lhante aos dois da Figura 2 e escrevendo a razio de semelhanca.
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3. NOTACAO E LINGUAGEM

No tridngulo retdngulo ABC da Figura 3, se @ for o dngulo de
referéncia para o célculo das razées entre seus lados, eles serdo
nomeados como estd indicado.

hipotenusa cateto oposto

0
cateto adjacente

Figura 3- Lados do tridngulo retangulo relativos ao angulo €

Para este 4ngulo 6, destacamos trés razdes entre comprimentos
de catetos e a hipotenusa, chamadas razédes trigonométricas, que
passamos a definir e a utilizar.

4. DEFINICAO

As razoes trigonométricas seno, cosseno € tangente sao ex-
pressas respectivamente por:

_ cateto oposto a 0

send -
hipotenusa
cateto adjacente a ©
0s0 = -
hipotenusa
cateto oposto a 0
tan0 = .

cateto adjacente a ©

5. EXEMPLO: UTILIZANDO A DEFINICAO 4 PARA DETERMINAR MEDIDAS NO
TRIANGULO

No tridngulo representado na Figura 4, determine a medida de seu

lado a.

65°

Figura 4 - Qual a medida de a?
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Da Definicao 4,
cateto  oposto

send = —
hipotenusa

~ o a o "~
Entdo, sen65°’ = — e a=5sen65". Se vocé usar uma tabela ou uma

calculadora, encontrard o valor 0,9 para sen65° e podera escrever:

a=5x0,9=4,5.

6. EXEMPLO: USO DE RAZOES TRIGONOMETRICAS PARA DETERMINAR
DISTANCIAS

(a) Um avido voa horizontalmente a uma altitude de 7 km, e passa
sobre um edificio de 4 metros de altura. Apds alguns minutos, uma
pessoa no terrago do edificio observa o avido sob um angulo de
elevacio de visdo de 45°. A que distancia a pessoa esta do avido?

Veja a representa¢do do problema na Figura 5. Vamos desconsi-
derar, neste problema, a altura da pessoa.’

7 km

45°

5

Figura 5 - A distincia entre um avido e um observador

Explorando a representacio feita, podemos determinar a distancia
d (em km) que a pessoa se encontra do avido escrevendo:
7-0,004

r ,
uma vez que d corresponde a hipotenusa do tridngulo retdngulo
desenhado.

sends =

Agora é a sua vez: encontre o valor de d, resolvendo a equagio
acima, com o auxilio de uma tabela ou uma calculadora.

(b) Uma escada de 3 metros de comprimento estd apoiada em uma
parede vertical, fazendo com esta um dngulo de 30°. A que distancia
h o topo da escada se encontra do solo?
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parede escada

Figura 6 - A distancia do topo da escada ao solo

Explorando a figura que representa a situagdo, vemos que é possivel
determinarmos a altura h em que a escada se encontra do solo,

porque cos30° = 73 e
cos30° = h .
3

3

Ouseja, h=3—m.
2

7. EXEMPLO: A ALTURA DO PAO DE ACUCAR

Observe o desenho na Figura 7.

Pao de Agucar

e——— ¢ Aterro do Flamengo
650 m

Figura 7- A altura do Pao de Acticar

A linha vertical representa o Pdo de Acucar e a linha horizontal,
o plano do Aterro do Flamengo. Os angulos assinalados sdo os
angulos de visido de um observador posicionado num ponto 4 do
Aterro e depois no ponto B, a 650 m do ponto 4.

Chamamos a altura do Pao de Agtcar de /4, e a distancia do ponto B
até o eixo central C do Pao de Actcar de d. Assim podemos escrever:

L: tan10
d+650
ﬁ: tan14
d
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Consultando uma tabela, ou utilizando uma calculadora, podemos
resolver, em h, o sistema escrevendo:

o7
d+650
ﬁ = 0,24

0,17d +0,17x650=0,24d .
Dai
(0,24 - O,l7)d =0,17x650. Agora, é s6 usar uma calculadora.

Uma ideia semelhante a deste exemplo pode ser utilizada como
estratégia para estimar a altura da Pedra do Bode.?

8. EXEMPLO: RAZOES TRIGONOMETRICAS EM TRIANGULOS RETANGULOS
SEMELHANTES

Na Figura 8, buscamos representar uma sequéncia de tridngulos
retangulos semelhantes.

0 L[]

0

Figura 8 - Razdes Trigonométricas como fung¢des de &

Pela definicio de semelhanca, os lados correspondentes dos trian-
gulos sdo proporcionais. Por isso, as razdes trigonométricas sao todas
idénticas para todos os tridngulos.

Em outras palavras, razdes trigonométricas siao independentes das
dimensées dos lados dos tridngulos retingulos semelhantes repre-
sentados, embora seus valores se modifiquem quando a medida de
0 varia.

Podemos construir tabelas de valores numéricos relacionando
medidas possiveis para o angulo & e o valor de cada uma das razdes
trigonométricas correspondentes, como fez Hiparcus. Tais tabelas
correspondem a uma, dentre as varias, representa¢des para o seno,
0 cosseno e a tangente como fun¢des do angulo 6.

A interpretacdo das razdes trigonométricas como fung¢des é tema
da Aula 8. Introduzimos esta discussdo logo em sua primeira se¢io.
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APENDICE 3 - FUNCOES PERIODICAS

Vocé ja observou o histérico de sua conta de luz?

Sevocé estudar atentamente graficos que representem seu consumo
mensal, provavelmente ird identificar um padrio de consumo, em
funcdo dos meses do ano: numa residéncia sem ar-condicionado,
o maior gasto costuma ser nos meses de inverno e o menot, nos
meses de verdo. E claro que alteracdes neste padrio de oscilacées
podem acontecer, em funcio de férias, festas, ou visitas, que sio
outras varidveis que interferem e sio possiveis, além da tempera-
tura ambiente e claridade naturais das esta¢bes do ano.

Reflita sobre uma outra situacgio: o fluxo de carros na via principal
de sua cidade. Se vocé fosse representar em um grafico o numero de
carros em funcdo da hora do dia, seu desenho certamente se asse-
melharia a uma onda - em dias normais, horarios de “pico” seriam
determinados por entrada e saida da escola e ida e volta do trabalho,
com diminui¢io de fluxo, nos demais horéarios. Diariamente, a osci-
lacdo se reproduziria, em ciclos semelhantes.

Func¢des que modelam processos em que seus valores se repetem
em intervalos regulares, como os que descrevemos, sdo chamadas
fungées periédicas. Chamamos de periodo de tais fun¢des ao menor
intervalo de valores de x, em que a fun¢io executa um ciclo completo.

Em Matematica, uma funcio é identificada como periddica em IR
quando ela repete um mesmo padrio ou ciclo, para sempre: conhe-
cendo o ciclo de seu grafico, somos capazes de desenhar o grafico
todo. Sdo definidas como a seguir.

1. DEFINICAO: FUNCAO PERIODICA

Uma fungido y = f(x) com dominio IR é periédica com periodo d

se
f(x+d)= f(x), paratodo x em IR.

Além do periodo, uma outra medida ainda é importante quanto
tratamos de fun¢des que representam oscilagbes: a medida da
varia¢io entre dois “picos” de variacdo. Esta medida é chamada
de amplitude e define-se como a seguir.
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2 DEFINICAO: AMPLITUDE DE UMA FUNCAO PERIODICA

A amplitude de uma funcido periédica y = f (x) é a metade da
diferenca entre o seu maior valor da oscilagio e o seu menor
valor.

Dentre as fung¢bes periddicas, estdo as fungdes trigonométricas,
discutidas na Aula 8. Os gréficos a seguir sio exemplos de
graficos de outras fungdes periodicas.

3. EXEMPLOS: GRAFICOS DE FUNCOES PERIODICAS

3.1 A funcao y = Ssenx

12 Ampitude 6 L2105
2 2

8] Periodo é 21

Figura 1: Grafico de y = Ssenxede y = senx

A funcido y =5senx é uma func¢io periddica, também de periodo
27 . Seu grafico estd desenhado em um mesmo sistema de coor-
denadas de y =senx, para podermos compari-los. Veja que sua
amplitude — metade da diferenca entre o maior e o menor valor da
oscilacdo — é 5.

3.2 A funcao dente de serra

- o < gy ; T
O grafico a seguir é de uma fungio periédica de periodo — . Compare

seu grafico com o da fun¢io y =senx, desenhado no mesmo
sistema de coordenadas. Confirme que seus valores se repetem, em

. . g A
intervalos de comprimento — . O menor valor da fung¢do é 0 e 0 seu

maior valor é 5. Da Defini¢io 2, sua amplitude vale 2,5.
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Amplitude é i=2=2,5
2 2
104
8 Periodo é —
6

Figura 2 - Gréfico da fun¢io dente de serra e de y = senx

3.3 A funcao onda quadrada

No gréfico a seguir, um exemplo de fun¢io periddica de periodo 4w
e amplitude 5.

12 1
Amplitude é i:& =5
2 2

8 Periodo é 41

'
'
'
'
'
'
'
'
0
'
T T —T T T T T T T T T
T 0 I 2n
H n/2 /ﬁv/z 52/ 3n
'
' -2
'
'
'
'
'

4 ]

Figura 3 - Grafico da fun¢io onda quadrada e de y = senx
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APENDICE 4 - IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Quaisquer rela¢des entre as fungdes trigonométricas, validas para
todos os valores de x, sdo chamadas identidades trigonométricas.

Algumas delas decorrem imediatamente da defini¢do das func¢ées
trigonométricas.

1. EXEMPLO: IDENTIDADES IMEDIATAS A PARTIR DA DEFINICAO 4
DO APENDICE 2

cateto oposto a x senx
tanx = - = ;
cateto adjacente a X COSX
cateto adjacente a X COSX 1
cotx = = = ;
cateto oposto a Xx senx tanx
1 1
CcsCx = = ;
cateto oposto a x Ssenx
1 1
secx = =

; = ;
cateto adjacente a x COSX

cos(—x) =cos(x) e sen(—x)=—sen(x).

(cos x, sen x)

(cos (-x), sen (-x))

Figura 1 - Seno e cosseno de arcos simétricos
Para se convencer das duas ultimas identidades, explore a Figura 1.

Retomando os conceitos de fungéo par e de func¢io impar, estudadas
em nossa Aula 3, observe que:

-a funcédo cosseno é uma funcio par, porque cos(—x) = cos(x);
-a funcdo seno é uma funcdo impar, porque sen(—x) = —Sen(x) .

Uma outra identidade, bastante tutil, decorre diretamente do
Teorema de Pitdgoras.



APENDICES

2. EXEMPLO: IDENTIDADE DECORRENTE DO TEOREMA DE PITAGORAS

Verifique nas figuras 9 e 10, da Aula 8, que u* +v* =1. Segue dai
que sen’x+cos’x=1 .

Novas identidades podem ser escritas a partir das anteriores, que
ja estabelecemos.

3. EXEMPLO: ESTABELECENDO NOVAS IDENTIDADES

Dividindo ambos os membros da identidade sen’x+cos’x =1
por cos” x, para valores adequados de x, isto é, tais que cos’ (x) =0,
chegamos a:

sen’x +cos” x 1 )
> =——>—,ouseja,
cos” x cos” x
sen’x cos’x 1 .
+ = , e ainda

0082 X COS2 X COS2 X

2 2
senx 1
+1=
cos X cosx ) -
Retome as identidades no exemplo 1 e verifique que a ultima
expressio neste exemplo se escreve como tan” x +1=sec’ x.

4. EXERCICIO

Divida ambos os membros de sen® + cos> x = 1 por sen’x . Que
identidade vocé obtém?

5. EXEMPLO: UTILIZANDO IDENTIDADES PARA DETERMINAR VALORES DAS
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

. L 1
Sejaxum dngulo no primeiro quadrante em que senx = 5 Podemos

obter todos os outros valores das fun¢des trigonométricas como se
segue:

2
1
- do exemplo 2, sabemos que (5] +cos’x=1, ou seja,

2
cos’x=1- 1 :1_l=ﬂ=§'
2 4 4

Uma vez que x estd no primeiro quadrante, o valor do cosseno é
positivo e assim

_ﬁ_ﬁ_ﬁ
COSX = 4—\/2— > .
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- do exemplo 1, escrevemos

senx 1 2
tanx = =—=5x—=—

1
> 1

2 —
cosx W NERNE)

Os demais valores sdo obtidos do mesmo modo.

w3

NEs

6. EXEMPLO: FORMULAS DE ADICAO DE ARCOS

As férmulas de Adi¢do de Arcos é o nome dado as identidades
sen(x + y) = §enxcos y + cos xseny ;

cos(x + y) = COS X COS y — senxseny .

A demonstra¢io destas identidades pode ser encontrada em
diversos livros de Calculo.

7. EXEMPLO: ESTABELECENDO NOVAS IDENTIDADES

A partir da Férmula de Adi¢do de Arcos podemos estabelecer novas
identidades.

Por exemplo, fazendo y = x na identidade
sen(x +y) = senxcos y + cos xseny , obtemos:

Sen(x + x) = Senx cos X + COS xsenx ,ouseja, sen(2x) =25enxcosx.
Esta ultima é uma das férmulas denominada Férmula dos Arcos
Duplos.

Agora, substitua — y na identidade sen(x +y) = senxcos y + cos xseny.
Escreveremos sen(x— y) = senxcos(—y)+cosxsen(—y).
Do exemplo 1, temos cos(—y) =Ccosy e sen(—y) = —seny.

Segue que sen(x - y) = §enxcos y — Cos xseny.

8. EXEMPLO: RESOLVENDO EQUACOES

Resolva senx = sen2x em [0,27(].

Da identidade em 7, escrevemos:

senx = 2senxcos x, ou seja, senx(1—2cosx)=0.

Esta ultima forma de escrever a equagido que estamos resolvendo
nos leva as possibilidades:

12) senx =0, que sera resolvida no exemplo a seguir, ou
2%) (1-2cosx)=0, que corresponde aos valores de x tais que
COSX =—.

Para a primeira, temos os valores 0, ww e 2T .
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Para a segunda, veja no Circulo Trigonométrico que esta corres-

5T

pondeag e —.

57

A solugio serad dada por 0, g , T, 22 e 2w,

9. EXEMPLO: OS ZEROS DA FUNCAO y = senx

Para que valores de x temos senx =0 ?

Resolvendo a equagio para x entre 0 e 2T, vemos que os zeros
ocorrerioem x=0ex=m.°

Podemos entio escrever que os zeros ocorrerdo em x =0+ 2km e
x = 7+ 2km, para todo valor inteiro de k.

Explorando as expressdes obtidas, verificamos que: 9 Consulte a Definicio 4.4 e as

figuras 9 e 10, da Aula 8.
x=0+2kr=2kn

e colocando o nimero T em evidéncia em x = 7w+ 2k7, podemos
escrever:

x:'rr—{—2k'rr:(1+2k)ﬁ.

Para todo valor inteiro de k, o ntimero 2k é sempre um nimero
inteiro par e o nimero 2k +1 é sempre um nimero inteiro impar.

Desse modo, a expressdo x = 2kn corresponde a todos os multi-
plos pares de 7 e a expressdo x = (14 2k)m corresponde a todos os
multiplos impares de T.

Ou seja, as duas expressdes
x=2kw e
x= (1 + 2k>ﬂ

correspondem a todos os multiplos, pares e impares de Tt. Podem
ser substituidas por uma tnica expressio:

x = k~, para todo numero inteiro k. Esta ultima corresponde a
solu¢do da equagio senx =0, para x em R.

10. EXERCIiCIO

Quais sio todos os zeros da fun¢io y =cosx ?
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