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Aulas 07,08,09 e 10

Livwo texto: Thevmaedynamics and an Intraduction to Jhevmastatistics (2nd

Capitulo 3 — Relacies formais e sistemas amostrais (exemplares)

3.1 Equagio de Euler:

Agora estamos interessados em explorar as propriedades matemdticas das
equagdes fundamentais.

Queremos encontrar formas pelas quais possamos obter as equagoes
fundamentais a partir das informagées sobre as equagées de estado.

A primeira ferramenta importante nesse sentido é a equacdo de Euler, que se

baseia na propriedade de homogeneidade de 1° ordem que as equagées fundamentais
possuem:

Da defini¢do da propriedade homogénea de 1% ordem temos para qualquer A
U(AS,AXl, ...,AXt) = AU(S,Xl, ""Xt) (3.1)
Diferenciando em relagdo a A

QU (... AXy, .. ) D(AS)  OU(...AXy, ...) O(AX;)
a(1S) o (X)) o
= U(S, Xy, ., Xp) (3.2)

(A ) o U AXi )
a(s)  C T a(x)

X+ = U(S, Xy, o, X,) (33)



E como a equagdo vale para qualquer valor de A em particular para A = 1, a equagdo
3.3 assume a forma:

aUs+taUX+ =U (34
os” " Lox;t (3-4)

]_
t
U=TS+ ) BX, (35)
=1

Para um sistema simples em particular, temos:
U=TS—PV+ N +--uN. (3.6

Ou

r
U=TS—PV+ZyiNi

=1

As relagdes 3.5 ou 3.6 sdo particularizacoes do teorema de Euler na forma homogénea
de 1% ordem.

Equagdes (3.5) ou (3.6) = Relagdo de Euler.

Na representagdo entrdpica a relagdo de Euler assume a forma:

t
S=) KX (7
=0



3.2 A relagdo de Gibbs- Duhem

Uma outra relacdo que nos auxilia nos processos de investigacdo das

propriedades matemdticas das equagdes fundamentais (.. dos sistemas termodindmicos
em geral) é chamada:

¥

Relacio Gibbs- Duhem

$

(mostrando que as varidveis intensivas ndo sdo todas independentes umas das outras)

© Essa dependéncia pode ser compreendida a partir apenas de uma simples contagem
das varidveis e equagoes associadas ao problema termodindmico.

(conseqiiéncia da propriedade de homogeneidade de 1°. ordem que essas equagoes
apresentam,)

Vejamos:

No caso de um sistema com apenas uma componente, a equacdo fundamental pode ser
escrita na forma

u=u(sv)

(onde o niimero de mols N foi escondido nas varidveis u, s e v exatamente por conta da

propriedade de homogeneidade = todos foram divididos sem problema pela varidvel
extensiva N).

..entdo os 3 pardmetros intensivos (I, P e ) devem ser funges apenas de s e v.
Entretanto temos 3 equagdes para os pardmetros intensivos e 2 pardmetros intensivos

Deve existir uma relagdo entre I, P e u obtida por eliminacdo das varidveis s, v do
problema (usando-se as equages das varidveis intensivas)

O mesmo argumento

Se aplica a sistemas com varidveis componentes (nesse caso simplesmente normaliza-se

cada uma das varidveis extensivas = usando-se o niumero de mol de um dos
componentes.



Suponha que temos uma equagdo fundamental em (t+1) varidveis extensivas:
U=U(S X1, X, -, X)) (3.9)
Gerando t+1 equagdes de estado

Pk == Pk(SJXIJXZ""'Xt) (310)
Se escolhermos o pardmetro A da equagdo (2.14)

T(AS,AV, ANy, ..., AN,) = T(S,V, Ny, ..., N,)

Como sendo
1
A=—= )(_1
X, Ot
entdo temos:
S X1 Xiq
P, =P, |—,—, ,...,1) 3.11
’ k(Xt T (3.11)

Portanto cada um dos (t+1) pardmetros intensivos é uma fungdo apenas de t varidves.

A eliminagdo dessas t varidveis entre as (t+1) equagoes fornece a relagdo desejada entre

0S pardmetros intensivos.

© Para achar a relagdo funcional explicita que existe entre o grupo de pardmetros

intensivos seria necessdrio o conhecimento explicito da equacdo fundamental do

sistema.

O que significa dizes que a forma analitica da relacdo varia de sistema para sistema.

= Dada a relagdo fundamental, o procedimento é evidente e seque a seqiiéncia de

passos indicada pelas equagoes (3.9) a (3.11).

A forma diferencial da relacdo entre os pardmetros intensivos pode ser obtida

diretamente da relacdo de FEuler e é conhecido como:

Relagio Gibbs-Dukiem




= Tomando a variagdo infinitesimal da equagdo (3.5) achamos:

t
U=TS+ 2 P;X;
j=1
Obtemos:
t t
AU =Tds +sdT + ) FidX;+ ) X;dB;  (312)
j=1 j=1
Mas de acordo com a equagdo (2.6):
dU =TdS — PdV + p,dN;y + -+ + @ dN,
Sabemos que:

t
dU =TdS+ ) PdX;  (313)

Jj=1

Iqualando (3.12)e (3.13)

Nos encontramos a Relagdo de

Relagdo Gibbs-Duhem

t
SAT+ ) X;dP;=0  (3.14)
=1

= Para um sistema simples (iinico componente), temos em particular que:

SAT —VdP + Ndu=0  (3.15)



Ou
du=—2ar+Lap
H=7N N

du = —sdT + vdP (3.16)

A variag¢do no potencial quimico ndo é independente das variagdes na temperatura e
pressdo, mas a varia¢do de qualquer um deles pode ser calculada em termos da variacdo
das outras duas.

$

A relagdo de Gibbs-Duhem apresenta a relagdo entre os pardmetros intensivos na

forma diferencial (dp, dT e dP).
¥

A integragdo desta equagdo fornece a relagdo na forma explicita, portanto, é um
procedimento alternativo aqueles apresentados nas equagoes 3.9 a 3.11.

= Para integrar a relacdo de Gibbs-Duhem nés devemos conhecer as equagoes de
estado que permitem escrever X;'s em termos dos B;’s, ou vice-versa.

O niimero de pardmetros intensivos capazes de variar independentemente é chamado:
No. de graus de liberdade termodindmicos de um dado sistema.

(Um sistema simples constituido de r componentes tem r+1 graus de liberdade
termodindmicos)

Na representagdo entrdpica a relacdo Gibbs-Duhem novamente estabelece que a soma
dos produtos dos pardmetros extensivos e as diferenciais dos correspondentes
pardmetros extensivos desaparece.

t
ZX,-dFj =0  (317)
j=0

Na relagdo entrdpica a relagdo de Gibbs-Duhem fica



Lembrete:

Usando a equagdo (3.5) (Forma condensada o termo negativo foi omitido):

t
U=TS +2ij]-
j=1

P
__+Z] 1T]X

dS=%dU+Ud(%)+Z§- Lax; + ¥, %d(2) @

Mas
s = tau+Lav —Han
T T T
t
1 P, X, o
=7 Z? (b)
]=
Iqualando (a)e (b)
Ud(1>+ Xd(Pf)
T) " L\T
j=1
Ou

3.3. Sumdrio da Estrutura Formal

Ficamos, entdo, com a sequinte estrutura formal para nossos estudos de
termodindmica:

» Temos uma equagdo fundamental (normalmente desconhecida) que contém toda a
informagdo termodindmica sobre o sistema e que pode ser escrita na representagdo de
energia como:



U=U(S,V,N) (3.19)
Ou na representagdo de entropia como
§S=S(,V,N)
Que contém toda a informagdo termodindmica sobre o sistema
Com a defini¢do

ou

T =—
as

A equagdo fundamental implica 3 equagées de estado:
T=T(,V,N)=T(s,v) (3.20)
P=P(S,V,N) =P(s,v) (3.21)

w=u(S,V,N) = u(s,v) (3.22)

Se todos as 3 equagdes de estado sdo conhecidas, elas podem ser substituidas na relagdo

de Euler, .. recuperando a equagdo fundamental.

.. a totalidade dessas 3 equagdes de estado é equivalente a equagdo fundamental e
contém toda informagdo termodindmica sobre o sistema.

» Se 2 equagbes de estado sdo conhecidas, a relacio de Gibbs-Duhem pode ser
integrada para obter a terceira.

A equagdo de estado obtida desse modo conterd uma constante de integracdo
indeterminada.

. 2 equagles de estado sdo suficientes para determinar a equagdo fundamental, a
menos de uma constante indeterminada.

Um método equivalente e mais direto (. mais conveniente) de obter a equagdo
fundamental quando 2 equagées de estado sdo dadas é por integracdo direta da relagdo
molar.

» A equagdo que nos dd o tipo de dependéncia entre um dos pardmetros intensivos em

termos dos outros (e .. em termos das varidveis extensivas) é a equacdo de Gibbs-
Duhem.

du = Tds — Pdv (3.23)



Claramente, o conhecimento de T=1(s,v) e P= P(s,v) gera uma equagdo diferencial nas
trés varidveis u, s, e v e a integracdo dd:

u=u(s,v) (3.24)
Que ¢ a equagdo fundamental
Novamente temos uma constante de integragdo indeterminada.

Sempre é possivel expressar a energia interna como fungdo dos pardmetros S,V e N.

.. Podemos eliminar S da expressdo

U=UGS,V.N) ()

T=T(S,V,N)
Para obter a equagdo na forma

U=U(T,V,N) (b

U-U(aU VN)
- aSl )

O conhecimento da relagdo (a) permite calcular a relagdo (b), porém o conhecimento de
(b) ndo permite calcular (a).

3.4 Sistema de gds ideal simples e sistema de gds ideal com multicomponente

= Um gds ideal simples é caracterizado por 2 equagies:

PV =NRT  (3.25)

U=cNRT  (3.26)

Onde ¢ é uma constante e R ¢ constante universal dos gases ideais.

R = N,k = 8,3144 ] /molK



Gases compostos de dtomos monoatémicos (tais como He, ar, Ne) satisfazem as
equagoes (3.25) e (3.26) em temperaturas tais que RgT é pequeno comparado a energias

de excitagdo eletronica (ex, T< 10 K) e em pressoes baixas ou moderadas. Tais gases
ideais monoatdémicos tem um valor c=3/2. Assim (3.26) fica

U—3NRT
2

= Para moléculas diatémicas tais como Oy ou NO hd uma tendéncia de considerar
regides de temperatura para os quais c=5/2 e outra regido de alta temperatura onde
c=7/2 (com um [imite entre essas regides ocorrendo a temperaturas da ordem de 10°K).

As equagdes (3.25) e (3.26) nos permite determinar a equagdo fundamental.

A forma explicita da energia U na equagdo de estado (3.26) sugere a representacdo

entropica.
= Reescrevendo as equacdes na forma apropriada correspondente:
U= NRTﬁl— R(N)—CR 3.27
- r-R\g)=w G

PV-NRTﬁP—R<N>—R 3.28
B r=Rly)=y G2®
Dessas 2 equages entrdpicas de estado nos achamos a terceira equacdo de estado

? = funcao de u,v (3.29)

Através da integracdo da relagdo de Gibbs- Duhem (3.18):

vag) +va ()~ Y ma () <o

d (?) — ud (%) 4 vd (g) (3.30)

iy 1T
(3.27) (3.28)



A relagdo de Gibbs-Duhem fica:

E integrando:

Y A N u v
7_(7)0_ chnu0 Rlnv0 (3.33)

Onde uy e vy sdopardmetros de um estado fixado como referéncia e (1) T)q surge como
uma constante de integragdo ndo determinada.

Da relagdo de Euler:

S = (%) U+ (;) V- (?) N (331)

Mas
(
7= k(g)
T \u
< P—R(N>
T \V
M v
—= (=) —cRlIn— — Rln—
7 (T)o cRIn - nv0
\
Entdo (3.31) fica:
N N y7 Y7 u v
= cR(— R(=)v-|5=(5) —cRin——RiIn—|N
S=e¢ (U>U+ (v)v [T (T)o cRin ——Rin -

Cc

s s vewin) )G ) |



sliron=@ o) (G

s=wso+ wn[(0) (P ()| @39

Onde

5o = (c+ 1R — (%’)0 (3.35)

A equagdo (3.34) é a equagdo fundamental desejada.

Se a constante de integragdo Sy fosse escolhida a equagdo (3.34) conteria toda
informagdo termodindmica possivel sobre um gds ideal simples.

(este ndo ¢ o tinico método, nem o mais adequado)

Outro modo alternativo e mais direto seria integrar a equagdo molar:

ds = (l> du + (?) dv (3.36)

T
Mas
p
1_R(N>_CR
< T~ \U) T %
P—R<N)—R
T ~\V) v
\
Entdo

A qual integrando resulta:

u v
s =5y + cRIn (u_) + Riln (v_> (3.38)
0



)

Esta equagdo ¢ equivalente a equagdo (3.34)

A mistura de 2 ou mais gases simples = um ‘gds ideal multicomponente “¢

caracterizado pela equacdo fundamental que é simplesmente escrita na forma
paramétrica, com a temperatura T desempenhando o papel da varidvel paramétrica.

T %
S=Z1vjsj0+ zNjcj RlnT—O+ZNjR .
7 7 7

N]vo> (3.39)

D N |RT (339)
J

A eliminagdo de T entre essas 2 equagdes dd uma inica equagdo com a forma padrdo:
S = S(U, VINllNZI ...)

= A comparagdo dos termos individuais da equagdo (3.30) com a expressdo para a

entropia de um gds ideal com um unico componente conduz a sequinte interpretacdo

(freqiientemente referida como TEOREMA DE GIBBS).

4

A entropia da mistura de gases ideais é a soma das entropias que cada gds teria se ele
sozinho ocupasse o volume V a temperatura 1.

O teorema ¢ na verdade vdlido para todos os gases ideais (veja cap. 13)

A equagdo (3.29) pode ser escrita na forma:

S= ) Niso+| ) Ny |Rin +Rln——RZNln— (3.40)
J J

Nv,



© O iultimo termo é conhecido como a e”entropia da mistura”

Representa a diferenca na entropia entre aquela para uma mistura de gases e a de uma
colecdo de gases separados na mesma temperatura e na mesma densidade que a mistura
original.

Sl =

3.5 O fluido de Van Der Waals ideal

Gases reais satisfazem a equagdo dos gases idéias exceto no limite de baixas

densidades.

Uma melhora na equagcdo mecdnica de estado (3.28) foi sugerida por J. D. Van
der Waals em 1873:

P = RT ¢ 3.41
T v—b 2 (3.41)

Onde a e b sdo 2 constantes empiricas caracteristicas do gds em particular.

Essa equagdo representa muito bem s falhas qualitativas de fluidos reais, incluindo a
transigdo de fase gds-liquido.

A equagdo dos gases ideais

p = RT/,

Vem de um modelo de moléculas puntiformes que se movem de modo independente e
colidem com as paredes para exercer a pressdo P.

¥

Duas corregdes simples a este cendrio sdo plausiveis

mas que cada uma delas tem um volume b / N, diferente de zero.



O volume V na equagdo dos gases ideais é substituido por V. — Nb ; o volume

total diminui de uma quantidade Nb ocupado pelas proprias moléculas.

Uma molécula no interior de um recipiente age sob agdo de forcas
intermoleculares em todas as diregdes, as quais tendem a se cancelar.

Mas uma molécula que se aproxima da parede do recipiente experimenta uma
rede de atragdes no sentido oposto (causado pelas outras moléculas) e essa for¢a reduz a
pressdo que a molécula exerce ao colidir com as paredes do recipiente.

Essa diminuicdo da pressdo deveria ser proporcional ao niimero de pares de
moléculas que estdo interagindo, ou o quadrado do niimero de moléculas por unidade de

volume (1/v?) , portanto o sequndo termo na equacdo de Van der Waals.

= A mecdnica estatistica oferece ndo s6 uma derivagdo mais quantitativa e formal da
equagdo de Van der Waals, mas ela também mostra que hd uma série infinita de
correcdo de ordem superior que ddo a equagdo 3.41.

= A equagdo de Van de Waals deve ser complementada com uma equagdo térmica de
estado em ordem para definir o sistema completamente.

Seremos forcados a alterar a equacdo dos gases ideais. Assim escrevemos a equagdo de
Van der Waals como:

P_ R al 347
T v—b v2T (3-42)

E uma equagdo de estado adicional seria da forma

1
7= fu,v) (3.43)

Essas duas equagdes nos permitiria integrar a equagdo molar
ds = . du + £ d 3.44
s=mdutodv (3.44)

Para obter a equagdo fundamental .

Contudo...



Se ds é uma diferencial exata é necessdrio que as derivadas parciais de 2° ordem mistas
sejam iguais a:

0%s B d%s
ovou  oudv

0 (65) 0 (65)
ov\ou/, oul\dv/,

w(r), ~mln), @

(3.45)

Ou

6(1)_6(R a1>_ aa(l) 3.47
ov\T/), odu\v—b b2T/),  b20u\T/, (3.47)

Esta condicdo pode ser reescrita como:

a(la/v) (%)u N a(ua 7a) (%)v (3.48)

Que ¢ uma funcdo de 1/T mas depende de 2 varidveis 1/v e u/a de tal modo que as 2
derivadas sejam iguais.

Uma maneira de satisfazer essa condigdo é que 1 /T dependa apenas da soma

1 u
a8
v o a
Primeiro estabelecemos que para um gds ideal simples 1/T = cR/u

Isto sugere que a mudanga mais simples possivel consistente com a equagdo de Van der

Waals é:

1— R 3.49
T u+a/v (349)



Entdo (3.41) é a equagdo de estado de Van der Waals e (3.49) é a equagdo de estado de
Van der Waals para um fluido ideal.

Substituindo a equagdo (3.49) na equagdo (3.42) temos:

P R al

T v—b v2T

T v—b 2

P_ R a( cR )
u+a/v

P R acR

T v—b w?+av (3-50)

As duas equagoes precedentes sdo as proprias equagdes de estado na representagdo

entrdpica expressando 1/T e P /T em fungdo de u e v.

Com as 2 equagdes de estado nos somos capazes de obter a relagdo fundamental:

S = NRIn[(v—-b)(u+a/v)’]+Ns, (3.51)

Onde Sy ¢ uma constante.

Como no caso do gds ideal a equagdo fundamental ndo satisfaz o Teorema de
Nernst, e ndo pode ser vdlido em temperaturas muito baixas.

No capitulo 9 veremos que um fluido ideal de Van der Waals é instdvel em
certas regides de temperatura e pressdo e que ele separa espontdneamente em 2 fases
(“liquido’e ‘gds”). A equagdo fundamental (3.51) é muito rica para ilustracdo dos
principios termodindmicos (Vejam Tabela 3-1 — pardmetros a e b obtidos através de
curvas empiricas)



