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Unidade 1- Sequéncias Reais e seus Limites

1.1- Introducéao

O conceito de limite é fundamental no calculo diferencial, um campo
da Matematica que iniciou — se no século XVIlI sendo bastante produtivo em
resultados e aplicacdes em varias areas do conhecimento, como a Fisica, a
Engenharia, a Economia, a Geologia, a Astronomia, a Biologia, entre outras.

Com o desenvolvimento do calculo diferencial, matematicos como
Huygens (1629 — 1695), Newton (1642 — 1727) e Leibniz (1646 — 1716) tiveram
papel marcante. Buscando aperfeicoar a conceituacdo de limites, tiveram
destaques as contribui¢ées de d’ Alembert (1717 — 1783) e de Cauchy ( 1789 —
1857).

Na Matematica atual, as definicbes de convergéncia, divergéncia,
continuidade, derivada e integral estdo baseadas no conceito de limite. A falta
de compreensdo da nocao de limite, no passado, levou a varios paradoxos,
sendo os mais antigos devidos a Zenéo de Eleia.

A primeira vez que limites foram necessarios foi para a resolucdo dos
guatro paradoxos de Zendo (cerca de 450 a.C.). No primeiro paradoxo, a
Dicotomia, Zendo colocou um objeto se movendo uma distancia finita entre
dois pontos fixos em uma série infinita de intervalos de tempo (o tempo
necessario para se mover metade da distancia, em seguida o tempo
necessario para se mover metade da distancia restante, etc.) durante o qual o
movimento deve ocorrer.

A conclusdo surpreendente de Zendo foi que o movimento era
impossivel! Aristételes (384 — 322 a.C.) tentou refutar os paradoxos de Zenéo
com argumentos filosoficos. Em matematica, uma aplicacdo cuidadosa do
conceito de limite resolvera as questdes levantadas pelos paradoxos de Zendao.

Para suas demonstracfes rigorosas das férmulas para certas areas e
volumes, Arqguimedes (287— 212 a.C.) encontrou varias séries infinitas — somas
gue contém um numero infinito de termos. N&o possuindo o conceito de limite
propriamente dito, Arquimedes inventou argumentos muito engenhosos
chamados de reducdo ao absurdo duplo, que, na verdade, incorporam alguns
detalhes técnicos do que agora chamamos de limites.

Um dos problemas propostos por Zendo era equivalente ao seguinte:



Imagine que um atleta deva correr, em linha reta, de um ponto a outro
distando 1km. Quando o atleta chegar na metade do caminho, ainda faltar&o
500 m para chegar ao seu destino. Quando ele percorrer a metade dessa
metade do caminho, ainda faltardo 250 m e quando percorrer a metade dessa
distancia ainda faltardo 125 m e, assim, sucessivamente. Repetindo esse
raciocinio indefinidamente, argumentava Zenado, o atleta nunca chegaria ao
destino, pois ndo importando a distancia percorrida, sempre restaria alguma
distancia a ser percorrida.

Observe que a distancia que separa o atleta de sua meta se tornara téo
préxima de zero quanto ele quiser, sendo necessario para isso que ele repita
os deslocamentos descritos anteriormente um namero suficientemente grande
de vezes.

O paradoxo de Zendo somente se sustentava porque nao levava em

consideracao o fator tempo, implicito em qualquer movimento, e o fato de que,
. N . . 1 1 1 P
ao somar sucessivamente as distancias percorridas, 5+ " + 3 + .-+ 0 resultado é

limitado por 1 e dele se aproxima o quanto desejarmos.

1.2- Nocao Intuitiva de Limites

Exemplos:

a) Considerando uma regido quadrada de area igual a 1.

Inicialmente vamos colorir a metade do quadrado.

Parte colorida = % da figura

Apds, vamos pintar a metade da regido e mais metade do que restou.

Parte colorida = %+ = z da figura

1
4




No proximo , vamos colorir o que havia sido colorido e mais metade do que
restou:

Parte colorida = =+ 4= =_da figura
2 4 8 8

E assim, sucessivamente e indefinidamente, a area da regido colorida
resultante vai tendendo a 1. Dizemos, entdo, que o limite desse
desenvolvimento, quando o numero de momentos tende ao infinito, é colorir a

figura toda, ou seja, obter uma area colorida igual a 1.

b) Seja a funcéo f(x) = 2x + 1. Vamos associar valores de x que se aproximem
de 1, pela sua direita (valores maiores que 1) e pela esquerda (valores

menores que 1) e calcular o valor correspondente de y.

Pela direita Pela esquerda

X y=2x+1 X y=2x+1 2 T
1,5 4 0.5 2 ;

1,3 3,6 0,7 24

1,1 3,2 0,9 2,8
1,05 3.1 0,95 29
1,02 3,04 0,98 2,96
1,01 3,02 0,99 2,98 -

Observamos que quando x tende para 1, y tende para 3 e o limite da fungéo € 3.
lim(2x+1) =3
x-1

De maneira geral, escrevemos lim,_, f(x) = b, se, quando x se aproxima de a

(x —a), f (x) se aproxima de b ( f(x) —b).

c¢) Estudo do comportamento de uma funcéo f nas proximidades de um ponto. Seja

2_
flx) = );—_11,)6 # 1.



Para x diferente de 1, f pode ser simplificada e reescrita de forma mais simples.

x2-1 _ (x-1)(x+1)

fe) = — S f(x) =x+1,x#1.

x—1

Analisando o comportamento dessa funcdo nas vizinhangas do ponto x = 1,
pois esse ponto ndo pertence ao dominio de f.

Pela direita Pela esquerda
r y=x+l1 * | y="x+1 S
1,5 2,5 05 1,5
1,3 2.3 0,7 1,7 o 41
1,1 2.1 0,9 1,9 Lk
1,05 2,05 0.95 1,95 4
1,02 2,02 0,98 1,98
1,01 2,01 0,99 1,99 S -

Logo quando nos aproximamos de x = 1, pela esquerda e pela direita, o valor
dessa funcéo se aproxima de 2. Assim, dizemos que
lirr%f(x) =limx+1)=1+1=2
X—

x-1

Observa-se que a nocao de limite é facil de ser captada intuitivamente. Por
exemplo, imagine uma placa metalica quadrada que se expande uniformemente
guando esta sendo aquecida. Considerando x o comprimento do lado, a area da placa
€ dada por A = x2. Quanto mais x se aproxima de 3 cm, a area A tende a 9 cm?; ou
seja, quando x se aproxima de 3, x2 se aproxima de 9 como um limite.
Simbolicamente, escreve — se lim,_; x> = 9 , em que a notagdo “ x — 3” indica que x
tende a 3 e “ lim ” significa “ o limite de ” .

Exercicios:

1- Considere a regido do plano limitada pelo triangulo retangulo de base fixa e
igual a 4cm. Faca a altura ir se aproximando de 3, mas sem nunca atingir 3,
isto é, faca a altura tender a 3. Complete a tabela dada e verifigue para que

valor esteja tendendo a area dessa regiao.

Base Altura Area

4 1
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2,0

2,5

2,9

2,999

AR DDA

2,999999

triangulo =%

2- O que ocorre, no limite, com a medida da hipotenusa de um triangulo
retangulo se mantivermos a medida de um cateto constante e a do outro cateto

for diminuindo, tendendo a 0 (mas nunca 0).

Hipotenusa 2 = cateto? + cateto?

n :
a, = -.neN .
n+1

3- Considere a sequéncia

a) Explicite  essa  sequéncia, escrevendo os  valores para
n=1,2,3,4,5,...,10,...,100, ..., 1000, ... .

b) Escreva na forma de numero decimal os temos da sequéncia do item
anterior.

c) Para que valor esta tendendo essa sequéncia, quando n tende para o

infinito?

4- Considere o gréfico da funcgédo logaritmica f(x) = log, x e responda.
a) A medida que x tende a 1, f(x) tende para que valor?

b) A medida que x tende para um valor cada vez maior, f(x) tende para quanto?



x tendendo a um valor cada vez maior

Gabarito
1) A area tende a 6 quando a altura tende a 3.
2) Se h tende a 0, entdo a tende a b.
1 23 45 E @ @
2'3°4°5°6° 117 77101 1001
b) 0.5:0.66...:0,75:0.8;0.833...:...:0.9090...:...:0.990099...:...:0,99900099....
c) Tende a 1.
4)a) 0 b) infinito.

1.3- Definicéo

Considerando uma funcao f(x), definida num intervalo I, temos que o
limite de f(x), quando x tende a a, € o numero b, se para todo € > 0 , existir,
em correspondéncia , um nimero & > 0, de modoque x#a ea—-6<x<a+9d
—b—-e<f(x) <b+ e Assim:

limf(x) =b
x—a




Exemplos:
a) Considere a fungéo f: R — R, tal que f(x) = x2 — 4 e o seu gréfico.

X =

y | )+£\?, ------------ /
2,512,25 \ Seiiaay
2,6 2,76 \ e//
2,7 3,29 \ ,5

B
2,8 3,84 3-9% 7»:5 L st |
\ Nz:/ :

2,9 4,41 -2 0 25“5
32(6,24 :
3,1|5,61 \\

Sendo que o dominio de f(x) € o conjunto dos numeros reais, que f(3)=5
e que os valores de f(x) se aproximam de 5 (conforme mostra a tabela), para

valores de x proximos de 3, entao

lim,_,5 f(x) = 5.
b) Considere a funcéo f: R — R, tal que:

flx) =x%sex>3

flx) = {f(x) 42 sen <3 EOSEU gréfico cartesiano.

X y :

27| 47 |
28| 48 i '
29| 49
3,3 10,89 b g
3,2 (10,24 ‘ r
31| 9,61 g /

/‘—z/o' i

Temos que:



Quando x tende a 3, com valores menores de 3, ou seja, pela esquerda,
o limite € 5. lim,_;_ f(x) =5
Quando x tende a 3, com valores maiores de, ou seja, pela direita, o

limite € 9. lim,_,5, f(x) =9

Nesse caso, ndo existe o limite de f(x) quando x tende a 3, embora f(x)

seja definida para x = 3. Para que o limite de f(x) exista, € necessario que

f(x) se aproxime de um mesmo numero, seja pela esquerda ou pela direita.

c) Considerando a funcao f: R — R, tal que:

fx) =

{x,sex<2
2sex>2

Observe que:

1.4-

Quando x tende a 2 para valores menores que 2, isto €, pela esquerda,
o limite de f(x) é 2. lim,_,,_ f(x) = 2

Quando x tende a 2 para valores maiores que 2, ou seja, pela direita, o
limite de f(x) € 2. lim,_,, f(x) =2

Nesse caso , existe o limite de f(x), quando x tende a 2, mesmo que a

funcdo néo esteja definida para x = 2.

Sequéncias de Numeros Reais

A experiéncia ficticia de Zenao gera uma infinidade de nimeros

11 1

15253 gm

N| -



que correspondem aos pontos de imagem da funcdo x : M-I definida por

1 . ~ .
x(n)=2—n. Tal fato nos leva ao conceito fundamental de sequéncia

juntamente com as propriedades a ele relacionadas.

Definicdo 1: Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcéo x : -} que a
cada numero natural n associa um numero real x, = x(n), chamado n-ésimo
termo da sequéncia.

Denota-se por ( X1, X2, X3, ... , Xn, ... ), ou por ( X» ), com n€ N, ou
simplesmente, por ( X, ), a sequéncia x : [N—IE. E relevante fazer a distincéo
entre o0 conjunto formado pelos termos da sequéncia e a sequéncia
propriamente dita. De fato, a sequéncia ( 1,1,1, ...) tem como conjunto de seus
termos o conjunto unitario X = { 1 }. Dessa forma, a funcdo x € a funcao
constante definida por x, = 1, para todo n € I. Chama-se sequéncia constante
a toda sequéncia cujos termos sao iguais entre si.

Exemplos de sequéncias:
1 11 1
D ()= (134 20)
y_(t1r 1 1
b) (Z_n) - (2'22'23""'271"")
c) (n)=(1,234,5,..,n,..)
d 2" =(24,816,...,2",...)

1\ o(1L 121 1
e) )= 152138 gar g

Observacao: As sequéncias sdo casos particulares de funcdes reais, assim

elas podem se somadas, subtraidas, multiplicadas ou divididas. Considerando

A . A . Xn
as sequeéncias (xn) e (yn) pode-se formar as sequéncias (Xn + Yn), (Xn . Yn) e (y—n) no

guociente yn zo.

Definicdo 2: Uma sequéncia (x,) é dita limitada, se existe ¢ > 0 tal que |x | < c,
para todo n € M. Quando uma sequéncia (x,) n&o é limitada, pode-se dizer

gue ela é ilimitada.

Definicdo 3: Uma sequéncia (X,) sera dita decrescente se Xn + 1 < Xn para todo

n € M. Uma sequéncia sera ndo crescente se X, +1 < X,, para todo n € ¥,



Por exemplo, a sequéncia (1,,1,1, § ) é classificada como néo

N | =
N | =
W | =

1 1
’ IE lgl

crescente, pois tem a propriedade X, + 1 £ X, para todo n , mas ndo pode ser

decrescente, pois ndo satisfaz a condicao x, +1 < X, para todo n.

Definicdo 4: Uma sequéncia (x») Sera crescente se x, + 1 > X, para todo n € [

Uma sequéncia sera néo decrescente se X, + 1 = Xn, para todo n € ¥,

Observacao: As sequéncias crescentes, ndo decrescentes, decrescentes, nao
crescentes sdo denominadas de sequéncias monétonas.

Exemplos:

a) (1,2,3,4,5, ...,n,...) sequéncia crescente

b) (2,4,8,16, ...,2™, ...) sequéncia crescente

c) (1%§ % ) sequéncia decrescente

d) (-1,-2,-3,—4,-5,...,—n, ...) sequéncia decrescente

e)(1,0,1,0,1,0,1,0,..) sequéncia ndao mondtona

Definicdo 5. Subsequéncia

Dada uma sequéncia (Xn) ne n de numeros reais, uma subsequéncia de
(xn) € a restricdo da funcdo x que define (x,) a um subconjunto infinito
[ = {n1< nz < n3 < ... < ng < ...}. Denota-se a subsequéncia por (Xn) ne N1 , OU

(Xn1< Xn2 < Xn3 < ... < Xpk < ...) ou ainda (Xnj) ien .

1.5- Limites de Sequéncias de NUmeros Reais

Observa-se na argumentacdo de Zendo que o atleta nunca chegaria a
sua meta, embora fique proximo dela quanto quiser, ou seja, a distancia que
separa o atleta da meta se torna tdo proxima de zero quanto ele desejar.

Exemplos

1- Observe a sequéncia da qual representamos alguns termos na reta

numeérica.

_ 1yn+l
(x,) = (%) = (1:—_ ,

(_1)11—1 (_1)11—2
T n ) n+d )

b =
Lol =
= =
U] =
| =



Todos os elementos dessa sequéncia sao diferentes de zero, sendo
positivos os elementos correspondentes a n impar (1, 1/3, 1/5, ...), e negativos
0s correspondentes a n par ( -1/2, -1/4, -1/6, ...).

2- Considere a sequéncia:

n—1 1
(z0) = (—) = (0,5

n—1
n i '

e

| o
H=| Qo

T

Observa-se que todos os termos da sequéncia pertencem ao intervalo
e . -1 1 ~ . e
[0,1]. Além disso "T =1- ~ dessa forma segue-se que a sequéncia X, €

crescente, pois a medida que n cresce, subtrai-se de 1 um numero cada vez

menor.

Exercicios

1- Mostre que as sequéncias abaixo sdo limitadas e mondétonas. Descreva o
tipo de monoticidade de cada uma delas.

_ 2n—1
a)x, = 2=
byx, = 1+ —
n 3n
1
C) Xn = w2
Gabarito
2n—1 2n 1 1 .
a) x, = —=——-= 2 — — X1 = 1 e para valores maiores de n estaremos

subtraindo de 2, valores cada vez menores, logo x, € [1,2], Vn €Y. Portanto,
Xn € limitado.

1 1
Rascunho: x; <x, = x4 > xp _)Z_E> 2—;



1 1 1 1
> - <
n+1 n n+1 n

Monotonicidade de X,

Sabendo que ﬁ < % para todo n natural, temos:

1 1 1 1 1 1
—<——>——>———>2——>2———>xn+1>xn.
n+1 n n+1 n n+1 n

Logo, x, € monétona crescente.

Ou

2n-1 2n 1 1
e

(2n—1>_(1357 2n—1 )
n - 1213141"'1 n ) e

1 2 3
Xl:l’X2:1+E’X3:1+§ ’X4=1+Z

A sequéncia € monotona crescente, x,,; > x, . Quando n é grande, - é

Sr

pequena, de forma que 2 — % se aproxima de 2.

x€e[l,2] c(—3,3).Logo, existe c >0 tal que | xn | < c, assim x, é limitada.

b)x, =1+

(1+1>_<41028 1+1 )
3n) \3'9 27’77 " 3n

~ . , L e 1
A sequéncia € monotona decrescente, x4, < X, . Quando n é grande, . se

n

aproxima de 0, assim 1 + 3171 se aproxima de 1.

C)xn: w2

(1)_ (1 11 1 1 )
n2) "4’9°16" " 'n2’ "

A~ . e , 1
A sequéncia é mondétona decrescente, x,,;, < x, . Para n grande, — se
n

aproxima de 0, assimxe[0,1] c (—2,2). Logo, existe ¢ >0tal que | x,|<c,
portanto x , € limitada.

2) Ache os limites das sequéncias ( Xn )n =1 abaixo.



2n-1

a) x, =
1
b) x, = 1'+§;

C) xp, = w2

n?+1
d x, = —
) n 3n2

Gabarito

8) limy,ep 2ot = Tim (2= 2) 5 limy o (2 = 2) = limye0(2 = 0) = 2

n—oo n

b) lim (1+2) > lim (1+0) =1
n—-oo

n—->oo

. 1
c) lim (—) =
)n—>oo nz
d)

n2 1 n? 1 1
lim (n +1) = lim A lim w2tz ) lim ) lim (1+0) =1
n-ooo \ 3n2 - n-oo ﬁ - n-oo ﬁ o n-o o n-o 3 T3
n n

Unidade 2- Limites de Funcdes

2.1- Conceito de Limite de uma Funcéao

O conceito basico sobre o qual o Calculo se sustenta € o de limite de
funcdo. O desenvolvimento tedrico de grande parte do Calculo foi feito
utilizando a nocdo de limite. Por exemplo, as definicbes de derivada e de
integral definida, independente de seu significado geométrico ou fisico sao

estabelecidas usando limites.

2.1.1- Definicdo Informal

Considere uma funcéo f definida para valores de x proximos de um
ponto a sobre o eixo X, mas ndo necessariamente definida no préprio ponto a.
Suponha que exista um namero real L com a propriedade de que f(x) fica cada
vez mais proximo de L, quando x se aproxima mais de a. Diz-se entdo que L é

o limite de f quando x tende para a, que simbolicamente expressa-se por:



lim f(x) = L

Obs.: Se ndo existe um numero L com essa propriedade diz-se que ndo existe
lim,_,, f(x).

Notagéo Significacgéo Intuitiva Interpretacéo Grafica
Podemos tomar f(x) v
lim f(x) = L tdo proximo de L | S
x—-a I

guanto quisermos, | ) |-

escolhendo X

X—a =— X Y

suficientemente

proximo de a e X # a.

O conceito de limites de funcdes tem grande utilidade na determinacéo
do comportamento de func¢des nas vizinhancas de um ponto fora do dominio,
no comportamento de funcdes quando x aumenta muito (tende ao mais infinito)
ou diminui muito (tende ao menos infinito).

Exemplos:

x3—2x?

a) Verificar como a fungéo f(x) = ;:_6

de 2.

se comporta para valores proximos

Determinacé&o do dominio:
3Xx—-6#0— 3x#6 — x# 2, logo para x = 2, a fungédo nao esta definida.

Verificando para valores préximos de 2.

X 3 2 X 3 A2
fe=""2 f=" "
3x—=06 3x—0

1,9 1,20333333 2.1 1,47000000
1,99 1,32003333 2,01 1,34670000
1,999 1,33200033 2,001 1,33466700
1,9999 1,33320000 2,0001 1,33346667
1,99999 1,33332000 2,00001 1,33334667
1,999999 1,33333200 2,000001 1,33333467

Simplificacéo da funcéao




3 5.2
. logo a funcéio f(x) = xg,:z ==

_x-2x? xP(x=2) _ %
fG) = 3x—6  3(x-2) 3

Verificacdo gréfica

Pode-se concluir que

" x3 — 2x? i x*\ 4
xl—rg 3x—6 _xl—rg 3 _3

b) Verifique como a funcdo abaixo se comporta para valores proximos de 1.

xP+x-2
— sex#1
g(x) x-—1
2sex=1
Simplificacéo
x“+x-2 _ (x—=1)(x+2) —x+2
x—1 x—1
Andlise grafica
Ya
-
1/’,



Observa-se que quando x tende a 1 o valor de y tende a 3, ou seja,
lim,_,; g(x) = 3, pois 0 que importa € o comportamento da funcdo quando se

aproxima de 1 e n&o o que ocorre com a funcdo quando x = 1.

Exercicios

1) Ache o valor de cada limite, caso exista, usando valores proximos:

a) lim(x” +2) b) limx c) lim 7 d) lim x4 e) lim xr2
13 x—4 x—100 =1 2x+1 =5y —4
f) lim7 (Bx-1) 9) 111113(—x) h) 1111?1100 i) lim1 i j) im(-1)

2) Use a simplificagé@o algebrica para achar o limite, caso exista, utilizando valores

proximos:
a) lim &+ D=4 b) lim rix +3) c) lim x4
=3 (x+ 1)(x +3) =1 x+1 =2 x—2
I . S . ’__\,3_;,.2 .
dy g E % 8) M g 9% h¥—3
a0 h e Al A o x—»3 x—3
. r2—r . rr+2r—3 . h+8
¥ R e
I i
]
J) III—E].JE f.?_z
Gabarito
1)a) 11 b) 4 c)7 d) 5/3 e)7
f) -7 g)3 h) 100 i) j)—1
2)a) /2 b)4 c)4 d) 2x e) Nao existe
f) 19 g) 1/3 h) -4 i)12 j) 4

2.1.2- Definicdo de Limite

Diz-se que o limite da funcao f(x) quando x tende a “a” é igual ao numero
real L se, e somente se, 0s numeros reais f(x) para os infinitos valores de x
permanecem préximos a L, sempre que x estiver muito proximo de “a”.

Indica-se lim,._,, f(x) = L.

2.2- Propriedades dos Limites de Funcdes



Ao definir limite, chegou-se a expressao lim,._,, f(x) = b.

Sejam as funcgdes f(x) e g(x), definidas em certo dominio D, tais que
lim,_, f(x) =L elim,,, g(x) =M.

A seguir estdo descritas algumas propriedades que auxiliam a obtencao
de b.
1) Limite de uma constante.

O limite de uma constante € a prépria constante.

limk =k

x—a
Exemplo: lim,_,,3=3.
2) Limite da soma.
O limite da soma de duas funcdes € a soma dos limites dessas fungodes.
lim[f(x)+ g(x)]=limf(x)+limg(x) =L+ M
x—a x—a x—a
Exemplo:
!‘i_l’)lil[xs + 3x?%] = Li_r)lllx?’ + Ll_r)lll 3x’=1+3=4
3) Limite da diferenca.

O limite da diferenca de duas funcbes € a diferenca dos limites dessas
funcoes.

lim[f(x) —gx)]=limf(x)—limg(x)=L-M
x—a x—-a x—a
Exemplo:
lim[x® - 7x?] = limx®—-1lim7x*=0-0=0
x—0 x— x—-0

4) Limite do produto

O limite do produto de duas fungdes é o produto dos limites dessas
funcoes.

lim[f(x). ()] = lim f(x). limg(x) = L.M
Exemplo:

lim 4x? = lim4.limx* = 4.9 =36
x—3 x—3 x—3



5) Limite do quociente

O limite do quociente de duas fun¢des € o quociente dos limites dessas
funcdes, desde que o denominador seja diferente de zero.
foy Imf(x) o

|l “limgm ~ M
x—a

Exemplo:

po [EH3)_ MmOt 243 s
w3 lx + 4 Tlim(x+4) 2+4 6
X

6) Limite de uma poténcia

O limite de uma poténcia enésima de uma funcdo € igual a poténcia
enésima do limite.

limxﬁa[f(x)]n = (limx—m f(x))n =1L", ne N

Exemplo:

2
lim(x? + 3)2 = (lim(x2 + 3)) =(1+3)%2=16
x-1 x-1

7) Limite da raiz

O limite da raiz enésima de uma funcéo € igual a raiz enésima do limite
dessa funcao.

i@l“,/f(x)znf}cmf(x =YL, mne [N

Obs.: L >0 e néumnumero natural ou se L<0 e n € um natural impar.

Exemplo:

lim 3/3x% = ° 1in% 3x%4 = /48
xX—

x—>2

Exercicios



1- Calcule os limites utilizando as propriedades estudadas para justificar os

calculos.
. ' 7 . [ ]. + 33\' i
a) 11111(:.'n.\'2 —2x+3 hm(l +¥/x K —6x° + x?'] c) 11111[ — ‘
x—4 ! x—8 =1 1+4x +3x )
== 2 = 7 \5 5 |
d) m -~ ~— e) lun(r‘ + 1)3(.? +3) f) im Vot +3u+6
x—-1 1( +_1_-‘ — -| t—=1" u—r-2
T I I e
g) lim¥x*—4x*+5x—x h) lim i) lin
1—1 —-1 X — x—-2 7 —x
i) Hm42x* — 2 4352 —x+1
——1
2- Calcule o limite, caso existir.
a) lim?7 b) 111u— c) 11111{9\ —\) d) hlll( Ax” —lx l
x—sd T—p— 1 =32 T4\ 24 I

e) ]in}(.%xz +x-1)

2

i) lim i3
53 x+1

m) lim¥/81x*

x>l

3

-
A'\ X +\_

q) lim
=16 4/x 45

u) I_in}{fw.r —4)

y) lim(-2x+ 5)*

3- Calcule o limite,

a) lim15

=2

e) lin31[3x —9)®

) lim(37+4)77—

a—-3

f) ]i].‘l;}L[J“F —x +xt+ l)

3

i) hm

=5 x7 —1

n) lim 3%
x4

50
|
\Y__.’_:
\‘/

V) 1i111(—33'+ D

z) LimQ3x—1)’

caso existir.

b) lim~2

=15

f) 11'1]]1(4x i

X—r—
2

-1
-4 2¢—9

9) j) hm

a) 1i11§16.1-'°' h) lim(x—1)(4—
k) nml(_z,\-—n‘s

o) ]lllL(\ +3)x—-4)p) hm(4w -1j*

Fa

x)

1) Lim(3x® - 22 +5x—1f

3 3 . _3
s 3T @ = @& . N245x-3x
s) limyx* —5x—4 1) lim -
X-»d X3 o]
o Zx—1
w) lim = ) lir
=24y +3 x4 3y + ]
c) lim x d) limx
x—>=2 i—3

g) liuébx" —2x+ ?J h) 1_11141(__5x'2 —9x—8)

k) lim il s

——————= ) im
\_,1 16x° +8x—7

2 ~
2x +5x-3

- L T
x_,%(wx —Tx4+2



i ) ( \‘I
. x-2 . x +8 . (;:_‘.E;' ; x+3
m) lim n) Lm o) im—~——= lim — -
5 e g T - P) I 1) (1
P 05 TJ
.2 Y = % —— — 16
q) I & 4 ‘ r) lim b 5 s) limyx* —4x+1 t) ]__i1:|_1M
ol y— 1 x-1 J x—+—§ = -2 10 k
’ 4—x?
1\ A z G 2_7
u) lim{ ] | 1_ -1 ! V) lim ™ -H - w) ljmxt,:ix+10
=) ST PR =2 x-1
X) lim vi(3v—4 ){9 -*) y) Ikin_}\;’Sifc2 +433k+2 z) linl](\-’ 2543
4- Calcule os seguintes limites, caso existam.
£ e oo g 42— > Iflxi—ar+l‘l
a) hm(3x" —-5x+2) b) lm—— c) lim ——
r—»2 r—-1 Ax—3 x=l |\ 3Ix-2

o x 1 0x% 342 e ’ e v N
d) lim3—F——=  e) im(4x" —Tx+3) f) lim(x? —2x*—4x+3)
r——3 \I  +4x+3 sl x——1

. Ix+2 . 3x7—Sx+4 o X 42x-3
g) Im——— h) lim—— i) lm—
=2 x* —0x+5 -1 2x+1 3 5-3x
E] ; v 2 - ~ -
v | 325 - [#F =33 —2%—=5) . AR 3=
j) im| ——— k) lim ?—‘ 1) lim ,'I_i
=2 —x? +3x+4 =4 257 —Ox+2 =1\ sx-4
a3 2 (2 1
. 3% =5x —x+2 N2+ 30 +2 oo Xl
m) lim 3/ n) im > "% 0) lim—
=2 | 4x+3 2 G—4x =2 x? —2x
| . Aio® . 4x?-9
lim Iim r) lim
p) 1 x—1 q) -2 2 Lx ) 2 2x -3
. X —4x+3 . Dxt 4 5x-3 . 6x" +11x+3
s) lim> t) im =t T2 g e ———
=3 x*—x—0 sl 2x° =5x+2 PRE AL g ) [
2 2
. -1 . B+’ . x'-16
V) lim = w) lim . X) lim .
Ayt —1 24— x° 2 §—x
Gabarito
3

1)a) 75 b)390 ¢)'2 d)’2 e)256 f)10 g)0 h) - i) 225 j) 48

2)a)7 b)% c)42 d)66 )29 )1 g)6 h)2 )9 J) % k) 729 1)625
3= N 72 1
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2.3- Limites Laterais
Se “X” se aproxima de “a” por meio de valores maiores que “a” ou pela
sua direita, denota-se:

lim,_,+ f(x) = b.
Esse limite € chamado de limite lateral a direita de “a”.

Se “X” se aproxima de “a@” por meio de valores menores que “a” ou pela

sua esquerda, denota-se:

lim,_,- f(x) =c.
Esse limite € chamado de limite lateral & esquerda de “a”.

O limite de f(x) para x—a existe se, e somente se, os limites laterais a direita e
a esquerda séo iguais, ou seja:
Se lim,_ + f(x) =lim,_,- f(x) =lim,_,f(x)=b

Se lim,_ + f(x) #lim,_,- f(x), entio nio existe lim,_,, f(x).

Exemplos:

1- Um gas (tal como vapor d’agua ou oxigénio) é mantido a temperatura
constante no pistdo da figura abaixo. A medida que o gas é comprimido, o
volume V decresce até que atinja uma certa pressao critica. Aléem dessa
pressdo, o gas assume forma liquida. Use o grafico abaixo para calcular e
interpretar.

a) lim I"; b) lim V; c) lim V.

P-100" P—100 P-100

4 V(litros) U .

0,8

0,3 Liquido
’ \

2
100 P(torr)



a) Pela figura acima se observa que, quando a pressédo P (em torrs) é baixa, a
substancia é um gas e o volume V (litros) é grande. Se P se aproxima de 100
por valores inferiores a 100, V decresce e se aproxima de 0,8, isto é
limp_100-V =0,8. O limite 0,8 representa o volume no qual a substancia

comeca a se transformar de gas em liquido.

b) Se P > 100, a substéncia é um liquido. Se P se aproxima de 100 por valores
superiores a 100, o volume V aumenta muito lentamente (pois os liquidos sao
quase incompressiveis) e limp_ 40+ V = 0,3. O limite 0,3 representa o volume

no qual a substéncia comeca a se transformar em liquido em gas.

c) limp_,100 V NA0 existe, pois os limites laterais a direita e a esquerda em (a) e
(b) sao diferentes. (Em P=100, as formas gasosa e liquida coexistem em
equilibrio, e a substancia ndo pode ser classificada seja como gas ou como

liquido).

2- A funcéo sinal é definida por

—1 sex<0
sgn x = 0 sex=0
1 se0<x

Signum € a palavra em latim para sinal.

a) Faca um esboco do grafico dessa funcao .

y
h
T o >
O‘ > x
- ’]?'—1

b) Determine lim,_,- sgn x e lim,_,+ sgn x, se existirem.

Comosgn=-1sex<0esgn=1sex>0,tem-se



lim sgnx = lim (-1) = -1
x—0" x—0"

lim sgnx = lim 1 =1
x-0%* x-07F

Obs.: lim,_,- sgnx # lim,_,+ sgnx . Como os limites a esquerda e a direita ndo

sdo iguais, o limite bilateral ndo existe.

Pnl J(x) existe e serd igual a L se ¢ somente se lim f(x) e lim f(x) existirem

X x=at

¢ forem iguais a L.

3- Um atacadista vende um produto por quilo (ou fracdo de quilo); se forem
pedidos ndo mais de 10 quilos, o atacadista cobrara $ 1 por quilo. No entanto,
para incentivar pedidos maiores, ele cobra $0,90 por quilo, se mais do que 10
quilos forem comprados. Assim se x quilos do produto forem comprados e C(X)

for o custo total do pedido, entdo

X se) <x €10
0,9x sel0 < x

C(x) = {

Um esboco do gréafico de C esta representado abaixo.

b

15

10

T TTTTTTTTTI T

Ik B S N IO B N
o 5 10 15

Observa-se que C(x) foi obtido da igualdade C(x) = x quando 0 < x <10

e da igualdade C(x) = 0,9 x quando x > 10. Devido a essa situacdo, ao



considerar o limite C(x) para x tendendo a 10, precisa — se distinguir entre o
limite lateral esquerdo e o limite lateral direito em 10. Para a fungdo C, tem — se

lim C(x) = lim x =10
x—10" x—10"

lim C(x)= lim 09x =9
x—10% x—-10t

Como lim,_qy- C(x) #lim,_o+ C(x), conclui — se lim,_;,C(x) néo

existe. Observa-se que em x = 10 ha uma quebra no grafico da funcéo C.

4- Seja g definida por

b
-

b) Calcule lim,._,, g(x), se existir.

lim g(x) = lim (—x) =0
x—0" x—0"
A0 = Jipx =0
Como lim,_o- g(x) = lim,_ 4+ g(x), o lim,_, g(x) existe e é igual a zero.

Observa — se nesse exemplo que g(0) = 2, o que nédo afeta lim,_, g(x).

Observa — se também que h&d uma quebra no grafico de g em x = 0.



5- Seja h definida por

4 — x? sex <1

h —
(x) 24 x% sel <x

a) Faca um esboco do grafico de h.

1
I
l .
! [ |
1

¢ 0

b) Calcule cada um dos seguintes limites, se existirem: lim,_;- h(x),

lim,_ .+ h(x) e lim,_; h(x) .
lim h(x) = lim (4 —x?) =3
x—1" x—1"
lim h(x) = lim (2 + x?) =3
x-1* x-1%
Como lim,_,¢- h(x) = lim,_,+ h(x) e ambos sdo iguais a 3, lim,_,; h(x) = 3.

6- Seja f definida por

x+35 sex < —3
fx) = 9—xzse—3$x$3
3—x se3 < x

a) Faca um esboco do gréfico de f.



b) Calcule, se existirem, cada um dos seguintes limites: lim,_,_3- f(x), lim,_,_+ f(x),
limy,_3 f(x), limy3- f(x), lim, 3+ f(x), limy_3 f(x).

lim f(x)= lm (x+5 lim f(x)= lim o—x2

x—+—=3" x—+—=3" x—+ =3t x—=+=3"
=2 =0
Como lim f(x) # lim f(x), entdo lim f(x) ndo existe.
X — —3" x = —3f X =]
lim f(x) = lim /9 —x? lim f(x)= lim (3 — x)
x—=3" x—+3- x=3* x—+3+
=0 =0
Como lim f(x) # lim f(x), entdo lim f(x) ndo existe.
Xx-+3 x— 3% X3

2.4- Limites Infinitos

Serdo discutidas fungBes cujos valores aumentam ou diminuem sem
limitacdo, quando a variavel independente aproxima-se cada vez mais de um
namero fixo.

Exemplo: Considerar a funcdo definida por  fix) =(;

x — 2)?

O dominio de f é o conjunto de todos 0s numeros reais exceto 2 e a

imagem é o conjunto de todos 0s nimeros positivos.

Tabela 1
_ 3
X f(x) - (x - 2)2

3 3
2,5 12
2,25 48
2,1 300
2,01 30.000
2,001 3.000.000




Foram pesquisados os valores funcionais de f quando x esta préximo de
2. Os dados da Tabela 1 mostram x se aproximando de 2 pela direita. Observa
— se que a medida que x se aproxima de 2 por valores maiores que 2, f(x)
cresce indefinidamente.

Para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x tende a 2 por

valores maiores do que 2, escreve — se

i 3 +
m ———= == 0
2
x—2+ (X —2)
Tabela 2
_ 3
x J&x) = " -2
1 3
1,5 12
1,75 48
1,9 300
1,99 30.000
1,999 3.000.000

Conforme dados da Tabela 2, x foi se aproximando de 2 pela esquerda e
observa — se que a medida que x aproxima — se de 2 por valores menores que

2, f(X) cresce sem limites e pode — se escrever que

Iim 3 = + o0
xo2-(x — 2%

Assim sendo, quando x tende a 2 pela direita ou pela esquerda, f(x)

cresce sem limites e pode — se escrever que

Iim 3 ==
w2 (x —2)2

+ OO0

Dos dados apresentados nas Tabelas 1 e 2 pode — se esbocgar o grafico

a sequir.



x

|
&« 4
(@] 2
Observa —se que ambos os “ramos” da curva aproximam —se da reta
pontilhada x = 2, quando x cresce indefinidamente. Essa reta pontilhada é

denominada de assintota vertical.

Definigcédo formal de valores funcionais que crescem indefinidamente

Seja f uma fungdo definida em todo nimero de um intervalo aberto J contendo

a, exceto possivelmente no préprio ¢. Quando x tende a a, f(x) cresce indefini-
damente ¢ escrevemos “

lim f(x) = +
se para qualquer nimero- N > 0, existir um § > 0 tal que
se0 < |[x - a} < Sentdo f(x) > N

Outra forma de escrever a definicado anterior é a seguinte: “ Os valores
funcionais de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um namero a, se
f(x) puder se tornar tdo grande quanto se deseja (isto €, maior do que qualquer
namero positivo N) para todos os valores de x suficientemente proximos de a,
mas nao iguais a a”.

Deve —se enfatizar que +c n&o € o simbolo de um numero real; logo,
lim,_, f(x) = 4+, ndo tem 0 mesmo significado que lim,_,, f(x) = L, em que
L € um numero real.

A igualdade lim,_, f(x) = +o pode ser lida como “ o limite de f(x)
quando x tende a a ¢é infinito positivo”. Nesse caso, o limite ndo existe, mas o
simbolo 4+ indica que o comportamente dos valores funcionais f(x) quando x
aproxima —se cada vez mais de a.

De maneira analoga, pode —se indicar o comportamento de uma fungéo

cujos vaores funcionais decrescem indefinidamente.



Exemplo: Considerar a fungéo definida por g(x) =
(= 2)
Esboco do gréfico:
y
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Os valores funcionais dados  g4(x} = =3 por sao 0S
{x - 2
, 3
negativos dos valores dados por  f(x) = T

Assim, para a funcdo g, quando x tende a 2, pela direita ou pela

esquerda, g(x) decresce indefinidamente e pode ser representado por
i —3
Im-——w= —00

Seja f uma fungdo definida em todo nimero de algum intervalo 7 contendo a, -
exceto possivelmente no préprio ¢. Quando x tende a 4, f(x) decresce indefini-
 damente ¢ escrevemos

lim f() = - ©

se para todo nimero N < @, existir um & > 0 tal que

se 0 < {x — a] < §entdo f(x) < N

A igualdade lim,_, f(x) = —o pode ser lida como “o limite de f(x)

quando x tende a a € infinito negativo”, lembrando que o limite ndo existe e que



0 simbolo —oo indica somente o comportamento dos valores funcionais quando
x tende a a.

Pode - se considerar Ilimites laterais infinitos, especificando
lim,_,+ f(x) = +o, se f estiver definida em todo nimero de algum intervalo
aberto (a,c) e se para todo N 0 existir § > 0 tal que se

0<x—ac<§,entdo f(x) > N.

Definicdbes andlogas podem ser dadas para lim,_,- f(x) = +oo,

limx—>a+f(x) = —x0 e limx_,a— f(x) = —o00,

Exemplo: Considerar a funcéo definida por h(x) = 2x

x—1

Esboco do grafico:

Observar que:

: 2Xx
lm —— = —0

x—b]_"x_l

_ 2x

im ——= + o
x—ol"'x_l

Para a funcéo h, a medida que x se aproxima de 1 por valores menores
do que 1, a funcdo decresce indefinidamente e, a medida que x se aproxima de
1 por valores, maiores do que 1, os valores funcionais crescem

indefinidamente.



2.4.1- Teoremas do Limite

Se r for um inteiro positivo qualquer, entdo
N T
® Jim = =
Gy tim L = {—oo_ se r for impar]
xm0" X7 + o se r for par

Prova: (i) Precisa —se mostrar que para todo N > 0 existe § > 0 tal que

i 1
s¢e 0<x<d entdo —>N
X
ou, equivalentemente, como x > 0 e N > 0,
. 1
se 0<x<d entio X" <—
N
ou, equivalentemente, como r > 0,
1jr
se 0<x<é entdo x{(ﬁ)

A afirmativa acima é vélidase § = (";;T) V" Asgim sendo, quando 8 = (#)”’

1
se 0<x<4é entdio — >N
X

Exemplos:
.1 ' o1
Im =4+ e lim — = +o0
x-0+ X x=0+ X

Obs.: A prova de (ii) é analoga.

Exemplos:
1 , .
im —=—c0 ¢ Im — = +w
x—0- X x—0" X

II- O Teorema de Limite, a seguir, trata do limite de uma funcéo racional para a

gual o limite do denominador é 0 e o limite do numerador € uma constante néo-

nula.



-Se-ag for um nimero real qualquer e se lim :f(x) = Qelim g(x) = ¢, onde c é
X+ g X =
uma constante nio- nula, entio

(@@ sec > 0e sef(x) = 0 por valores posuwos de f(x)
g(x
Iim 4 o0
x-e fx) -

(ii) se ¢ > 0 e se f(x) —» 0 por valores negatlvos de f(x),
a lim 22 _ C o

=1 f(3) A
(iii) sec < Oese f(x)~0 por valores positivos de f(x), _

hm—i(—)— = —w

e fG)
(v)sec < Oesef(x) =0 por valores negativos de f(x),
lim 2% - 4 .
e fX) 4
O teorema também seré vélido s¢ ““x — o’ for substntunclo por “x-—a*’’ ou
“x- g,

Prova: (i)

glx)
lim ¢
xl-‘a f (x) - t®

Para provar que € necessario mostrar que para todo N >0 existe um § > 0 tal que

g(x)
)

Como lim,_, g(x) = ¢ > 0, tomando € = % , Segue que existe §; > 0tal que se

se

O0<|x—a <8 entdo >N

se 0<|x—al<d, entdo |g(x)— | <3

Aplicando

x| Kae —a<x<a ondea>0

Segue que existe um §; > 0tal que se



se 0<|x—a <8, entdo —c<g(x)—c<ic
« se 0<|x—a|<d; entio {c < g(x)<ic

Assim, existe um &, > 0 tal que
se 0<|x—a|l<d; entdo g{x)>4c
Agora, lim f(x) = 0. Assim, para todo ¢ > O existe um 4, > 0 tal que

se 0 <|x—~a|<é, entdo |f(x)| <e

Como f(x) esta se aproximando de zero por valores positivos de f(x), as barras
de valor absoluto em f(x) podem ser removidas; assim, para todo ¢ > 0 existe
um &, > 0 tal que

se 0<|x—al<d, entdo 0 < f(x)<e

Pode — se concluir que para todo € > 0 existe um §; > 0 tal que

: _g(x) _ 3c
se O0<|x—a|l<?d e O<ix—al<d, entdio —=> =
| | 1 | | 2 f(JC) €
Logo, se € = ¢/(2N) e 6 = min(é,, &, entdo
| | _ ) e
se 0<|x—a|l<dé entdo > =
| | f(x)  ¢/(2N)

Aplicando o Teorema Il, pode — se obter uma indicacdo de que o resultado sera
+00 oU —oo, tomando um valor adequado de x proximo de a para assegurar de que
0 quaociente é positivo ou negativo .

Exemplos:
1-Calcule.
2
. X"+ x+2
a) lim ————
( ) x-+3+ xz‘_zx_B
Solucgdo:

O limite do numerador é 14, o que pode ser facilmente verificado.
lim (x —3)(x + 1) = lim {x —3)- lim (x + 1)

x—3* x—3* x-3+
—0-4
=0



O limite do denominador é 0 ¢ ele estd tendendo a 0.por valores positivos.

Entao,
fim S tX+2
o3+ X2 —2x —3 °
) 1 x2+x+2
m
x=3- x2 -'-'2.)6—3
Solucéo:
.o x4+ x+2 : x2+x+2
lim = lim

s3- X2 —2X =3 x-3- (x — 3)x + 1)

Como na parte (a), o limite do numerador ¢ 14.

lim (x = 3)(x+ )= lim (x —3)- lim (x + 1)

x=3- x—+3- x—+3-
=0-4
=0

Nesse caso, o limite do denominador é 0, mas ele estd tendendo a 0 por valo-
res negativos. -

. x4+ x+2
lim

2 -_— w

2- Ache.

2 —
@ Im Y* —4
x—+2+ X - 2

Solucgéo:



(a) Como x—=2%, x-2>0entdo x — 2 = \/(?—_2}2 Logo,
i Jx: -4 ~ lir Vix — 2)(x +2)
szt X =2 xa2r f(x = 2)?
= lim VX 2Yx+2
x=2+ \fx = 2x — 2
= lim \/m
2o \Jx =2

O limite do numerador ¢ 2. O limite do denominador & O e ele estd tendendo
a 0 por valores positivos. Logo, do Teorema de Limite , segue que

) x?—4
im —= 4+
x—02+ x_2 .

) lim Y4 =X

x—=2- x_z

Solucéo:

(b) Como x - 27, x —2 < 0; entdo x — 2 = — /(2 — x)°. Logo,

r— 2 —
fm YA=X g V2o xV24x

xs2- X —2 x=2- —\/2 - x\/2 — X

— lim V2tx

X2 — 2—x

O limite do numerador ¢ 2. O limite do denominador ¢é 0 e ele est4 tendendo

a 0 por valores negativos. Logo, pelo Teorema de Limite .
. A =x?
Iim — = —

x—2- x_z

3-Calcule.




Solucgéo:

Obs.: Para calcular limites no infinito, primeiro dividimos o numerador e o
denominador pela maior poténcia de x que ocorre no denominador. Nesse

caso, a maior poténcia de x é x2, entdo temos:

3 —x—2 | 2
¥ - ¥ - 3 - -
. x-—x—2 : x° : X :
hm — = |lim — = |lim
—e 5x° + 4x + 1 == Sx° 4+ 4x + 1 I 4 |
- S5+—+—
v X X
ol | 2
Iun(.’:————ﬁ
X |\ - X~/
5 ol 4 §
Im|5+—+ —,)
X\ X o Ryl
; . g |
Im3 — lim— — 2 Iim—
X - X - X*
s o8 : e 479
Im3 +4Ilim— + Iim—
X T—n X 1= X*
3—-0-0
TS =1
3
5

2.4.2- Formas Indeterminadas
Existem simbolos que ndo tém significado e sdo denominados como

, . . ~ ~ 0
simbolos de indeterminacéo que séo 5,%, o0 — 00,0.00,1%,0°, 00,

Obs.: Se o limite de uma funcédo apresentar uma dessas indeterminacdes
nao significa que o limite ndo existe, deve — se levantar a indeterminacao e

encontrar o limite da funcéo.

2.5- Limites Envolvendo Fun¢cdes Compostas



Inicialmente, precisa — se entender que fungcdo é uma relagéo entre dois
conjuntos. Uma funcdo composta € uma relagdo de outra relacdo, ou seja, €
uma relacdo que depende de outra para existir. Matematicamente:

Considerando trés conjuntos distintos A,B e C. Entre eles existem as
seguintes fungdes: f:A - B e g: B —» C. Existe outra fungdo h: A - C, assim a
funcdo h(x) = g(f(x)) é chamada fungcdo composta. Essa funcdo composta
também pode ser indicada por gof = g(f(x)). (Ié — se: g composta com f).
Exemplo de fungdo composta:

Dados trés conjuntos A={-2,-1, 0, 3}, B={3,0, -1,8} e C={6,0,-2, 16}.
Entre eles existem as seguintes funcoes.

f:A - B definida por f(x):x* — 1 e g: B - C definida por g(x) = 2x.

Diagrama
f g
EmSpe—
Y L Iy
A B C

Para cada elemento de A existe um elemento em B tal que f(x):x*—1
tal que para cada elemento de B existe um elemento C g(x) = 2x. Assim,
pode —se concluir que existe uma funcdo h:A — C definida por h(x) =
(f(x)), ou seja, h(x) = 2(x? — 1) = 2x* — 2.




Exemplos: a) Sendo dados f(x)=x+2 e g(x)=3x, calcular g(f(x) e f(g(x)).

g(f(x)=g(x* +2)=3(x*+2)=3x" +6= g(f(x))=3x"+6
f(g(x)=fB3x)=(Bx)" +2=9x" +2= f(g(x)) = 9x" +2

b) Dados f(x)=2x-1e g(x)=3x+2, calcular f(g(l)).

flg(x)=fBx+2)=23x+2)-1=6x+4-1=06x+3
fle)=6(D+3=6+3=9

Retomando os limites envolvendo fun¢des compostas.

Se limg(x)=5h e f € continua em b entéo:

X—C

lim £(g(x))= £ () = £ lim g(x))

lim f{/ g(x) = ny."llim g(x)

X—=C

Exemplo:

i |I x+3 f . 1 |I 1 | 1
~lim 3| . =3/ lim — =3 _ \ —3)— -
o3\ (v +3)(x* =3x+9) Vo3’ =3x+9) | (-3 -3(-3)+9 V27 3

2.6- Limite Envolvendo os Simbolos + © e — x

: 2. 48 e
Im f(x)= lm a x

X—too X—ptm
7
. X ] a . x
lim /) = lim ——
X—ytoo g( X) x—Ew bm x

O simbolo e (infinito) ndo est4 associado a ideia de namero, portanto

nao pode ser considerado um ndmero.

Analisemos as seguintes fungodes:



b)

f(x) = =, sendo f: R* >R.

x  f(x) ‘
1
__.3 b \
5 1
Jira= \
gy | ek 3 Z\“---\m
2 -3 -2 ~1\:;:::"::\::.t_\_‘,_‘4 i
-1 | -1 Bttt i s T R i
1 1 ‘4{—1-—%1
z | = Ll
2 \
\
1 |
3 =C
3

Observe que, quando x tende a zero pela direita, f(x) assume
valores cada vez maiores e, quando x tende a zero pela esquerda, f(x)

assume valores cada vez menores. Assim, podemos escrever que
. 1 . 1
limy_,o, =t e lim, o 2= —®
Como os limites laterais s&o diferentes, ndo existe lim,_,q: .

Por outro lado, quando x assume valores cada vez maiores, f(x)
se aproxima cada vez mais de zero. Assim: lim,._, ;. f(x) = 0.
E quando x assume valores cada vez menores, f(x) se aproxima

de zero. Assim lim,._, _, f(x) = 0.

fx) = x—ig,sendox#B

f(x)

B | -

B | = =

Do grafico temos,



lim,_3- f(x) = — o elim,_ 3+ f(x) = + oo . Assim, ndo existe lim,_5 f(x).
Fazendo x tender a — « e x tender a + oo, temos lim,_, _,, f(x) =0 e
lim,_, ;0 f(x) = 0.

c) flx)= — |§| + 1, sendo x #0.
‘)’
X f(x)
1 N - 518 sl e
1
2 = x
0
-1 0
1

Observando o grafico, temos:

lim,o f(x) = —o0 ; lim, ;0 f(x) = 1; lim,,_o, f(x)=1

Exemplos:

a) Dada a fungdo f(x)=2x"—5x" +2x-1, calcular lim f(x).

X—r4a

3
X—3+ao X—>+wo X—3+m = 3

i - X

. . , . 5 2 1
lim f(x)= lim 2x° —5x* + 2x—1= lim x3(2 2y +—]

lim x*(2—-0+0+0) = lim 2x° = +x

X—»4a0 X—»+0

o 2xT —S5x+1
b) Calcular lim —

x>0 4x” +3x -7




2x7 5x 1 5 5+1
.2 Sx+1 . 2 22 oy 2 . 2-0+0 . 2 2 1
1T L 1)) i SN, S SR 1)) PUNE S Sy |0 =lm====—
e da 1 3x -7 xo A 3x 7 s, 37 sowd40-0 w4 42

ER ) 2

> T T v ¥

: /
c) Calcular lim («J X +2x+3 - :r)

o

2
X\*fx2+2x+3+x A 2x+3-%7

P2 -
. (\*x +2x+3—x
lim '

] = lim

e (\fxz +2x+3+ x) e x4 2x 43 +x
. 2x+3 . 2x . 2x

lim — = lm ——=lim — =1

Xt ’\."I 4+ 2x+3+x Xt \."x‘ +x x—o Dy

Exercicios

1) Calcule os limites, caso existam.

a) lm(2x+7)

X—pdo

d) hm (43.‘? +2x2 +43x )

X—=0

g) limv2x® —x* +x+1

X—0

o Fe & o
J) Imvx® —5x+7 —x

X—0

. =X +2x
m) lim————

X—x 2‘1‘_ =

3-2x

p) lim

x>o Sx + 1

3

s) hm xq -1
S i |

v) lim ke ol : i 5
X—3—rn (.T At 1) —x

o] __q 3y - 2
v) lilll(_'x 3) (53,\ 2)

X0 X

b) lim (- 4x+1)

A——n

. 8x+1
e) lim 2
o0 4x — 5

2% =3x
h) lim,

2

X—owo | :_‘_ —_

K) lim —;
x>-o 2x" +4x—7

i

n) lim

oo x+3

; s 3

q) lim

—=-®3x 472
2 -
T —-3x+4

t) lm———
o 3x° +5x% —6x+2

; 2x-3)°
a0 x(x +1)(x+2)

G+ —(e~1)*

) Lim(3x°+2x° —x+ 4'
X—0

ol 2x+3 )

 4-7;
[) lim X

x>0 2 + 3x

|I 8 = x:
0) lim3/
X \i x(x+1)

_ 3x+2)°
X) lim T2
X—b—00 2:’((3.‘( -} .].)(4"Y 1 ]-)

Z) lim

X—=D

(2x+3)



2) Calcule os limites, caso existam.

)hm( [x" —2\+4—1) b) lllll( x —-n+’7—~.)

r—0

c) lim(x-“'x +4—+Jx—2 ]

A—pan

e) 11].11(\ 2al—ii? —[J

T T30

h) l_i].]l(\n'f:r2 +ax+b— x)

2 [ ; i\
d) Iim(\"x" —x+1- x) f) ]i]ll(\;f'.\'2 —4x+5—/x% —3x+ 4)

i) lum 3x°

X—pit

s) ]im(x —Vx*+4 '

X0

) lime® k) lim e’ ) l_im(Ex“ —3x +x+46)
m) lim Q2x' =32 +x+6) n) 1_1'm(2.1-4 —3x°+x46) 0) lim(2x’ —3x> +6)
= 4 2 + _ 3 2

p) lim (2x° —3x> = 6) N R i dka

X—4—o 3w §° £ 24+ —1 =+ 53 4+ 2x—1

3 2 3 .

) Bt BAEHD g aw] Tl

X*—»—0 X + l Iy — A I=—m X — 3
v) lim et w) lim m_ﬂ X) lim

= 16x -3 eo 2x% —5x e x? 43
y) lim ¢ Z) lim ?4'\‘“

oy’ —x" 4x—1 -2 2x7 L 5x =1
Gabarito

1) a) +oo b) +oo C) +oo d) —co e)2 f o g) +oo

h) 1 i)9 j)—5/2 k) 5/2 l)-7/3 m) —oo n) +co
0)1 p)—2/5 q) 4/3 r) +oo S)—w t)0 u)0
V) 1/3 w) 8 ) 9/8 y) 72 2) 312
2)a) 3/2 b) 3/2 c)0 d)-1 e)0 fy =14 g)0
h) al2 1) =0 j) +oo k)0 [) oo m) +oo n) +om
o)+ p) —o q) +oo r—oo ) —o t) 2 u)2
v) 25/16 w) V2 x)0 y) 0 2)0

1
lm—=0

XD X

lim l =0

X——C

1
Im— ==
=0, x

.
Iim — =—c0
—0_ y

Revisando: Limites Envolvendo Infinitos



Exemplo:

Unidade 3- Teorema do Confronto e Limites Fundamentais

3.1- Teorema do Confronto

Introducéo

O Teorema do Confronto, também conhecido como Teorema do
Sanduiche, é utilizado no célculo de limite e na demonstracdo de outros
teoremas.

Teorema 1: Teorema do Confronto
Suponhamos que f(x) < g(x) < h(x) e que exista r >0, tal que

O<Ilx—-al <r.Nessas condi¢des, se lim,_, f(x) = lim,_, h(x) = L, entdo
lim,_, g(x) = L.

Esse teorema é valido também se no lugar de x —» a colocarmos

X —> 4+ oux > —oo,

O Teorema do Confronto - Demonstracédo

Teorema: Sejam f, g e h trés funcdes tais que TP £ 9 LN hara todo* = a
limfix)=limh{x)=L o limoaix) _

. Se *=3 *->3 , entdo existe **2 e também é igual a L.

Demonstracgéo:

Por hipdtese, dado ¢ >0, existem ;>0 e 6,>0 tais que



o O<e-al<ay, o [flx)-L|<e )
e
o O<e-al<a, a0 fhix)-L]<e @)
Entdo, de (1), temos que ~ < T00-L < gy geja, 2+ L <X <o +L para todo
0<[x -a|< 8,
x tal que .
E de (2), temos que ~ £ <X -L<e o geja, ~#+L <hXI <+l para todo x
0 < -a|<a,
tal que .
Tomemos &= Min{d; 8;}
Entéo se o< |}{—a|<: a,temos
—s+L L)< s+l e —s+L <hix)<=+L
ou seja, como e < g < h(}{]', podemos escrever:
—s+ L) L) ahix) s+
Logo, se 0<e-gl< 5, temos ~#+tL <)<+l o seja,lg(}{)_LHE , 0 que
lim g« =L

significa que **2
Exemplo:

Calcular lim, o Vx + 1 — V/x

Usando o Teorema do Confronto, podemos escrever o seguinte

, COMo queriamos demonstrar.

X —pdon
Desenvolvimento Comentarios
T el O problema dado ¢ uma indeterminaciio do tipo
R 00-00,
+1+
x+l—x =(Vx+ Jﬁ(x J} : _—
+1+ \/; Outra forma de representar a fungdo
Jx+1—Jx.
Vx+l—x =
VE+1+ \/—
\/ﬁ + \/’; >0= ] >0
@ 1 . 1 Jx+1++/x
T o o n 1 !
Vit > 5 2 e <=
VAFIFVE VX TVA IR
et Uma vez que lim 0= Oeque llm ——O,
hm \/; - hm X 400
+H+ J_ 2Vx

o Teorema do Confronto pode ser aplicado. ’




teorema:

Teorema 2: Sejam f e g duas fungdes com mesmo dominio A e tais que
lim,_, f(x) =0elg(x)l £ M para todo x em A, sendo M um numero real fixo.
Nessas condic¢des, lim,._,, f(x)g(x) = 0.

Esse teorema continua valido se no lugar de de x —» a colocarmos
X = +oooux - —oo,
Exemplos:

1,se x €Q

i)Calcular lim,_,x2 g(x), sendo g(x) = {
—1,sex € Q
Solucgéo:

Como lim,,,x?2=0 e Ig(x)l < 1, usando o teorema 2 concluimos que
lim,_,x% g(x) = 0.

. . 1
ii)Calcular lim,_ x. sen—
Solucéo:

. 1 .
Como lim,,x=0 e |Sen ;|S1 , usando Teorema 2 concluimos que

lim,_,, x.sen% = 0.

iii) Calcular limx_)m%

Solucgéo:

Como liqumi =0 e |senx| <1, usando Teorema 2 concluimos que
lim,_, ;0 isenx = 0.

d) Aplicando o Teorema do Confronto, calcular

a)limg_,, senf e b)limg_,, cosh , sendo & medido em radianos.

Solucéo:

Consideremos o desenho a seguir.



" : . S
8 € medido em radianos. Temos que 8 =—¢ como
T

r=1. obtemos 6 = s.

3 } O tridngulo APQ € retingulo e os catetos
(X, ) )
/ ‘\\ medem: AQ=1-cos® e QP =senb. Aplicando
{ r=1 L a8 \ 2o
\ of o ;:\HJM o Teorema de Pitdgoras a esse tridngulo,
\\ J» '/'v‘ 2 7 —n2 2
~—" obtemos: sen“® +(1—cos8)” =(AP) <.

Como cada eiemento no primeiro membro dessa

desigualdade € positivo, podemos escrever:

a) sen’6< 0’ ou—B<senB<H.
Como %irr(}(—e) = Lm,(lj 6=0, pelo T. do Confronto concluimos que %ma senB =0.

b) (1—cos8)’ <6 ou—6<1—cosB<H.
Como L@;‘r(}(—e) =%iin”9 =0, pelo T. do Confronto concluimos que Li_nll‘(l—cos 0)=0e,

portanto %im cosO=1.
0

iv) Ache o limite, se existir.

. sen3x
a) lim

3 sen3x
sen3x _ 3x

sensx 5(s«:ndx)

5x
Quando x tende a zero, 0 mesmo acontece com 3x e 5x. Logo,

. sen3x . sen3x . senSx . sens5x
him = lim lim =1
x—=+0 x 3x—0 X x—=0 X Sx—+0 Sx

Logo,

3 fim [ 02X
sen3x_ x=0\ 3X

,1;1_1:2 sen5x  _ . (senSx)
5 lim
3-1

1

Lh| ta  tn



b)

. 1 —cosx
hm ——
1 —cos x
. 1 —-cosx ) X
lim ——— = lim
x=0 SE€N X x=0 s€nx
X
.1l —cosx
lim ————
_ x—=0 X
. senx
Iim
x—0 X
0
1
= ()
C) 2
lim 218X
x—-0 x2
Usando a identidade trigonométrica Sen X
g x =
COS X
. 2tgtx ) sen? x
lim 5 =2 lim — 5
. Senx . Senx )
=2 lm - lim lim




3.2- Limite Trigonométrico Fundamental

. senx
Lim =1
x—0 X

. senlkx  k
Lim -
=0 mx m

sen x

Seja a fungdo f: R* —R, definida por f(x) =

- . sen x x
Considerando hmxﬁOT , vamos tomar alguns valores para x e

calcular

sen x
fl)=—.

X sen x Flx) = Se;l X
-0,04 | —0,039989 0,999733
-0,03 | —0,029995 0,999850
-0,02 | —-0,019998 0,999993
-0,01 —0,009999 0,999933

—0,001 | —0,000999 0,999999
0,04 0,039989 0,999733
0,03 0,029995 0,999850
0,02 0,019998 0,999933
0,01 0,009999 0,999983

0,001 0,000999 0,999999

Observando a tabela, notamos que, para valores cada vez mais

proximos de 0, obtemos valores de f(x) = ==

cada vez mais proxXimos

de 1. Assim, temos limxﬁo% =1.

Demonstrando com ﬁguras:iﬂi = x;senx = BM etg x = AT

' Sendo 0 < x < E

i (. , temos sen X < x < tg X.
/x'" —[ “\\-}- I 2
| ]

_|-.,\_ RER Dividindo por sen x(sen x > 0):

sen x X g x X 1

sCn x SCN X s€n X = I's sen X = COs X




Se—£<x<0, temossen X > X > tg X

2
Dividindo por sen x(sen x < 0):
sen X X tg X X 1
— <

= ]S <
sen x sen x s€n x s€n X COos X

T i :
Entao, para i <x< 2 X # 0, conclui-se que

X - 1
< 3
sen x COS X

sen X
Invertendo, 1 > > CosX

Comolim cos x =1elim 1 =1, temos: lim

x>0 x—0 x—+(

Exemplos:
. sen8x
~a) Calcule lim
=0 3y
. sendx . 1 sen8x 1
Lim = lim| —. Bl=—18=
x=0  3x =0\ 3 8x 3
S
b) Calcule lim>2"%
=0 sendx
sendx
. 5 . 5.1
T Te PAAA PN - S L

5
x—»0 Sen,d_x x—0 4 Seﬂdx 4_1 4
dx

7T
AW,




c) Calcular

Temos que sin 7x _ l( sin 7x
4x 4\ TIx
T sin 7x i 7 ( sin 7x |
im = lim—
B’ =0 4x =04\ TIx
7 . sinTx
= — |lim -

Obs.: sin = sen

Exercicios
Calcule:
\ 61

{ 1
a) ljl]l‘ I+—]

J.‘—>+m\ X 5

senidx

e) lim
x50 Ty

i) hm—
-0 genx

sen3x

m) lim
x—0 b 13

2
SENX

@ ™

u) 11111t1+lJ

T g
. 1-cosx
l A sl
y) lim e
Gabarito
a) e b) e
k)y4/3 1O
s)9/5 )0

4x-0 Tx

bt | =

b) li_m[ Y
X+ X/

sendx

f) lim
x—0

X

P . Senx
J) lim——
=0 genamx

n) lim
=0 geny

Jenx

r lim

10 =

X—p—

3 \Sx
V) ]im(l——‘
X/

sendx

Z) lim
0 sep3x

c) e d) e
m3 n)2
uye™ v)e™

o

0) 3/5

e ofy 135
c) hml]+—]

A= .. x :

g) lim

0 yen3x

K ) lim sendx

0 3y

e P

o) lim
0 gepnSx

. sen*3x
s) lim——
T—0 :1__1(‘

w) lim(1 + Z.Y]lr

x—0

e)32 f)3
p) 3/2
w)e’ x)% y)0

g) 2/3

q)0
z) 53

d) lim[l—i]

X—=—m

Senx

h) lin

=0 Sy

I) foin l—cos2x

x—0 5 X

sendx

p) lim

=0 Dy

2 bl
. sen x
) lim

r—0 x

2

5
a2 —

X) lim
x—0 __1, X

hy15 )1 j)1/3

r) nao existe



Calcule os seguintes limites:

. sen x . sen 4x 4 o e OB,

a) lim Ben X d) lim - g) lim j) Iim :

X—0 3x x=0 3X x—0 3x x—0

: g x y

b) lim s Ak e) lim SEA h) lim B2X [) lim 5x cossec X s

x—0 4x x—0 19x 1% x—=0 X x—0

. sen 2X ¢ e Sen (x + ) I R o

<) Iim Sen. 5% : ) lim = ) lm ———= m) lim e

x—0 X x—0 3% X—T Xi=tr 70 x—0 X

3.3- Limite Exponencial Fundamental

1i111{1+iJ — lin1(1+lJ s
X—3+x X X3=m X

e=2,71828182...

; 1
lim(l+x)x =e

x—0
. o
e —1
Lim =1
x—0 x

O limite da funcao f(x) = (1 + i)x de base positiva, quando x tende a

—o , ou X tende a + o , € 0 numero irracional e = 2,71828... ( numero de
Euler) que € base dos logaritmos naturais. Ou seja:

lim,, o (1+3) = e Hlmy,,(1+2)%=e

Grafico Cartesiano de f




x+1

1
Sendo 1 + - > (), temos =0:

Portanto, x > Qoux < —1.

-1 0
T T
1) )
' '
X+ 1 1 i
————— i+ + + 4+ + Fit 4+t
i |
X i |
————— Jom = m wie oh d B
1 1
x+1 i i
1 1
X ! 1
$ T F e = = s == i+ + + + 4+
TS OO\ D S P
X< —1 x>0
Exemplos:

4

4

1 4x 1 X 1 x
a) lim (l + —J = lim (1 - —J =| lim (l + —J —e'
X—+0 X X—+a0| . X X—¥+o0 X

X——0 X

b) ]jm[l—é} -"

Neste caso usaremos uma mudanca de variavel.

Facamosx =-37. Se x > —» entdo 1 —> +w.

4x 4(-31) 121
Logo lim [1 — i] =lm| 1- ij = lim[l + 1]
x| x t—pan — 3¢ t—ya0 . {

c) Determinar
‘ 1 9x
lim (1 +- —)
X—~+00 X

Solucdo:

im 1+ l) = fim [

X—>+00

|

lin{
f—pan

1+-
t

il



d)

3 X
Determinar o lim (1 - —) .

X—>+00 X

Solucgéo:

Exercicios:

Calcule os seguintes limites:

3x %
X—+0o X 0 X
fl 9x 1 X
o) I [1 + —] » ( _ _J
LN o, (17
im (1+21)" - mY"
m, (1+5) e 9, (1-5) e=-3n
oy lim (14 L) v wim (1427
x—-+00 2x ' X400 X

Unidade 4- Funcdes Continuas

Uma fungéo continua € uma funcédo que nao apresenta interrupcdo — ou
seja, uma funcdo que tem um gréfico que pode ser desenhado sem tirar o lapis

do papel. Assim, verificar que uma funcdo ndo é continua, a partir do seu

grafico, € muito simples.

Observe os gréficos a seguir:



h(x)
h2)=5

p(x)

Sx)

N T N L

Observacgdes:



v As fungbes, f(x) e r(x), ndo apresentam interrupcées, logo séo continuas
para todo valor de x. Elas sdo continuas em todo o seu dominio, ou
seja, para todo x no conjunto dos numeros reais.

v' As funcgdes, g(x), h(x), p(x) e q(x), apresentam interrup¢cdes em x = 2,
logo elas ndo sdo continuas em x = 2. Elas sédo continuas em qualquer

intervalo que ndo contém x = 2.

4.1-Conceito de Continuidade

Um conceito fundamental no Calculo, no que diz respeito ao estudo de
funcdes, € o de continuidade de uma fungado num ponto de seu dominio.

Exemplos:

O dominio da
fungdo & constituido
por todos os pontos
de um intervalo | e
ohservarmos que,
para todo asl,

lirm () = (a)

Dizermos que a
fungdo é continua
em todo ponto de
seu dominio.

Ou, simplesmente,
que a fungéo é
continua.

fa)

D dominio da fungao
|/ g constituido por
todos os pontos de
urm intervalo |,
exceto o ponto a.
Dizernos que a
fungio é continua
em todo ponto de
seu dominio.

Meste caso, temos
lim fix)=L, &
a4
lim f(x) =L,;, com
o
Ly distinto de Lz, ou
seja, ndo existe
lim fx) .

n—+3




0 dorninio da
fungao é
constituido por
todas os pontos de
urm intervalo I,
exceto a arigern.
Dizemos que a
funcéo é continua
em todo ponto de
seu dominio.

Qu, simplesmente,
gue a fungdo é
continua.

Meste caso, temos
que existe

lirm f{x) =L, para
x—=3

todo a 20, @
ndo existe lim fx)
=l

O dominio da
fungéo & constituida
por todos os pontos
de um intervalo 1,
exceto o ponto a.

: Dizemos que a

5 fungédo é continua
em todo ponto de
seu dominio.
Meste caso

lir f{#) = L, senda
=3

gue fia) ndo existe.

4.2-Continuidade de uma Funcdo em um Ponto
O conceito de continuidade de uma funcdo em um ponto de seu dominio

pode ser colocado na forma de uma definicao precisa:

o ) ) o lim f{x) = f(a)
Definicdo: f é continua num ponto a de seu dominio quando *== .

Quando f é continua em cada ponto de seu dominio, dizemos que f € continua.

Observamos que para questionarmos se uma dada funcéo é continua
em determinado ponto, precisamos tomar o cuidado de verificar se esse ponto
pertence ao dominio da funcéo. Se tal ponto ndo esta no dominio, a funcéo néo

€ continua nesse ponto.



1
flx)=—
Assim, # € uma funcdo continua em todos os pontos de seu

dominio =R -{0}

, porém nédo é continua no conjunto R, pois ndo é continua
em x=0, uma vez que nao esta definida nesse ponto.

Uma propriedade importante relaciona a continuidade de uma funcéo
num ponto de seu dominio com a derivabilidade dessa funcéo, ou seja, com a

existéncia de reta tangente ao grafico nesse mesmo ponto.

Teorema: Se f é derivavel num ponto x, de seu dominio, entdo f é continua em
Xo.-

Obs.: Dessa forma, a existéncia de reta tangente ao grafico de uma funcédo num
ponto de seu dominio acarreta necessariamente na continuidade da funcéo
nesse ponto.

Por hipotese, temos que f € derivavel num ponto X, de seu dominio, ou seja,
existe

f'{}‘:n +£"}<]'_f'{){n]' = lim

fx—0 iy Mg W — W

Atesea ser demonstrada é que f é continua em X, o0Ou seja,
lirn fse) = fx, )

existe ***o
Demonstracao:
. . lim ()
Observemos inicialmente que mostrar a existéncia do ***a e
lirn f{3) =1f{x,) ' . . lirn [f () = fla, 1]
gue ***o , € equivalente a mostrar a existéncia do ***s e
lim [f{3) = {3, 1] = 0
que X—xp
Vejamos entao:
: _[fix) - fix
lirn [fix) =, 0] = lim M (2 —x,)=Tf'{x,).0=0
I—}Iu I—}Iu }{: = }{:I:I
Multiplicamos e Usamos a
dividimos par x-xp hipotese

como queriamos provar.

A reciproca desse Teorema é falsa.



Para verificar esse fato, basta exibir um contra-exemplo:ﬂxj:lﬂ.

Essa funcdo é evidentemente continua em todo seu dominio, em particular,

em x=0. Entretanto, ndo é derivavel na origem.

se x>0

f'ix)=

Observamos que

¥
-¥ e x <0

cujo grafico é

1T sex>0
-1 se x <0

e que nao existe f'(0).

Por outro lado, f é continua para todo x>0 ou x<0. Além disso, como 0 pertence
. . limp|=0=f{0)
ao dominio da funcéo e =0

x=0.

, temos que f é continua também em

Explicando de outra forma:

Caso 1 — Considere os graficos descritos a seguir.

g(x)

Observe os graficos g(x) e q(x) e verifique que sdo descontinuas, pois
existe uma interrupcéo em x = 2 ( uma “bolinha aberta” em g(x) e uma assintota
vertical em q(x)). Nesse caso, dizemos que as funcbes g(x) e q(x) sao
descontinuas em x = 2 ( e apenas em x = 2). Assim, as funcdes g(x) e q(x) ndo
estdo definidas em x = 2 e, portanto, X = 2 ndo faz parte do Dominio. Nesse

caso, escrevemos


javascript:;
javascript:;

Ag(2) e Ag(2)  nao existe f(2) e nao existe g(2)

Observe ainda, que

Jlimg(x)=7 e Alimg(x)

x—2 x—2
31 x)=7 Ii R
me==7 . [FliRd)
Ag(2) 34(2)

Caso 2 — Considere os graficos descritos a seguir.

Observe que as funcgdes h(x) e p(X) sdo descontinuas, pois existe uma
interrupcdo em x = 2 ( as fungdes “dao um salto” em x = 2). Nesse caso,
também dizemos que as funcdes h(x) e p(x) sdo descontinuas em x =2 ( e
apenas em x = 2). Diferente do caso 1, as funcfes estdo definidas em x = 2 e,

portanto, x = 2 faz parte do Dominio. Escrevemos entao:
Ah(2)=5 e Ip(2)=2 existe /1 (2) e existe p(2)
Observe ainda, que

JlimA(x)=7 e A lim p(x)

r—2 x—2



FlimAi(x)=7 Z lim p(x)
x=2 = limh(x)=h(2) e X2
In(2)=>5 2 3p(2)=2

Caso 3 — Considere os graficos descritos a seguir.

As funcdes f(x) e r(x) sdo continuas em x = 2 ( e em qualquer outro valor
de x), pois as funcbes ndo apresentam interrupcdo em x = 2 ( € nem em
nenhum outro valor de x). Nesse caso, dizemos que as funcdes f(x) e r(x) sao
continuas para todo valor de x.

Observe o que acontece com o valor das fungcbes em x = 2 e com 0
limite das funcbes quando x se aproxima de 2, para que se possa comparar
com os casos anteriores em que as funcdes eram descontinuas em x = 2.

Vocé pode observar que

3f(2)=7e 3r(2)=2 existe f(2) e existe 7 (2)

Observando os gréficos de f(x) e r(x), podemos concluir que

Flim f(x)=7 e Flimr(x)=2

x—»2 x—2

Observando as expressdes em destaque vemos que



Jhm f(x)=f(2) e Elliuér(r):r(Z)

x—2

0 que nao ocorria nos casos 1 e 2, nos quais as fun¢des eram descontinuas.

Observacdao: Dizemos que uma funcéo y = f(x) é continua em um ponto x = a
se a condicéo a seguir estiver satisfeita.

lim £(x) = £(a)

Exemplos:

1) Considere a fungéo

W+l se x L0

flx)=231 se D<x<e
I 52 ¥ 2e

Mostre que f é continua em todo ponto de seu dominio.
Solucéo:
Temos:

%t +1 se % <0
flx)=<1 se D<x<e
In Se ¥ ke

cujo gréfico é o seguinte:




Em primeiro lugar, observemos que Dom f=R.

Em segundo lugar, a funcdo é claramente continua em cada um dos
trés intervalos abertos onde foi definida por uma diferente expresséo. De fato,

— ol
e para x<0, 0= 416 uma funcéo continua
e para 0<x<e, f(x)=1 é continua
e para x>e, f(x)=In x é continua

Falta verificar o que acontece nos pontos x=0 e x=e.

¢« Xx=0
lim f{x) =1 im f) =lim{x*+0=1 limf{x)=1lim{1)="1
Temos f(0)=1 e x—=0 pOiS w0 =0 e =30+ Dy .
lim fix) =1="F{0)

Logo *=* e, portanto, f é continua em x=0.

e X=€
Temos:
f(e)=In e=1
e
imfix)=1
X pOIS

lim Fix) = im (=1 lim f{x) = lim {In ) =1

N—E_ ME_ e *—e4 ey

limf{x) =1="f(e) o
Logo *=* e, portanto, f é continua em x=e.

Assim, a funcao f € continua em todos os pontos de seu dominio.
2) Invente uma funcédo definida por partes - trés ou quatro - como no exemplo
anterior, que seja continua no dominio.

a) Construa seu gréfico.
b) Garanta a continuidade de sua funcéo.

Solucgéo:

Ha uma infinidade de exemplos que podem ser criados. Uma possibilidade é a
seguinte:



{x+ 1) se ¥ < -1
+1 ce-T<x <0
1 se W >0

a) O grafico de g é o seguinte:

O dominio da funcéo é R. Graficamente podemos "desconfiar® do que esta
acontecendo, para depois formalizar nossas observacoes.

b)
{3+ 1) se ¥ < -1
gl =47 +1 se-1<x <0
1 e ¥ » 0

A funcéo é claramente continua em cada um dos intervalos em que foi definida
por uma diferente expresséo. O problema acontece com os pontos de
"emenda’:

o XxX=-1
Temos: g(-1)=0

sendo que

lim gix) = lim (x+17% =0

=1 =1
e

lirm alx) = lim (x*+17=0

=14 =1y



lim gix) =0=g-1) : ] ]
0 que garante que *=-' , OU seja, g é continua em x=—1.

o Xx=0
Temos: g(0)=1
sendo que

lim glx) = lim {x* + 1 =1

=l a0
e

lim gl = lim({1)="1

=0y =0y

lima() =1=g{0] .
0 que garante que *" , OU seja, g é continua em x=0.

Desse modo, g é continua em todo o seu dominio.

3) Descubra condicdes sobre os parametros a, b, ¢, m e n para

ax? + b+ e ¥ <1
flx) =
M + 1 se x>

gue seja continua em x=1.
Solucéo:

Pela maneira como foi definida a funcao, f(1) =a+ b + ¢ e, para que f seja

continua em x = 1, € necessario que a + b + c = m + n. Essa condi¢do garante

que Iirr11 F) = Iirr11 ) = £(1) Jisto é, f é continua em x = 1.
Lembretes:

Dizemos que a fung¢do f é continua no nimero 4 se € somente se as seguintes
condicbes forem satisfeitas:

(i) f(a) existe;
(ii) lim Sf(x) existe;
(ii) lim f(x) = f(a).

Se uma ou mais de uma dessas condi¢des nao forem verificadas em a, a funcio
f sera descontinua em a.




4) Verifique a continuidade das fungdes abaixo, nos pontos indicados.
. 1

i) fx) = N :x =0.

Solucéo:

(a) A f(0). Assim, a primeira condi¢do de continuidade ja ndo é satisfeita, o que
implica que f n&o é continua em x = 0. Observe a descontinuidade no gréfico.

x*-1

i) f(x) =

— ;x==1
x“+1

Solucéo:

- e
\\\ {/’
+ "\I T I[!r —t
\/
(a) Af-1)=0;
- xEa] . ]
(b) lim———=0. Portanto, existe lim — e
e +l =1 ¥y 4 l
L . . .
(¢) Iim ; =f(-1). Logo, fé continuaem x =-1,

wd ]



i)

"_t'+ L, <1

12—_1: x=1 s T

Flx)=

Solucéo:

(a)d f(l)=1;

(limx+1=2

(b) lim f(x)=1"" = A lim f(x):
-1 Iim2—-x=1 ¥l
b Y b

Logo. f ndo € continuaem x = 1.

4.3-Continuidade de uma Funcdo em um Intervalo

Uma funcdo f € dita continua em um intervalo aberto (a,b) se for
continua em todos os valores de x contidos neste intervalo. A funcéo f € dita
continua no intervalo fechado [a,b] se for continua no aberto (a,b) e, além
disso, lim,_,+ f(x) = f(a) e lim,_,- f(x) = f(b).

Para verificar se uma fungdo € continua em um intervalo que contém

infinitos elementos existem duas maneiras:



e Pode — se tomar um ponto genérico do intervalo, por exemplo, Xo, €
verificar usando a definicdo, se f é continua nesse ponto. Se for, ser&
em todo o intervalo, uma vez que Xo representa um ponto qualquer do
intervalo em questao.

e Ou utilizar as propriedades validas para continuidade apresentadas a
sequir.

Propriedades:

1. Toda funcéo polinomial é continua em todos os reais.

2. Toda funcéo racional (divisdo de polinémios) é continua em seu dominio.

3. As funcgdes f(x) = sen (x) e f(x) = cos(x) sdo continuas para todo nimero real
X.

4. A funcdo exponencial f(x) = &* é continua para todo nimero real x.

5. Se f e g sé@o func¢des continuas em um ponto a, entéo:

(i) f + g é continua em a;

(i) f— g é continua em a;

(i) f x g € continua em a;

(iv) f/ g é continua em a, desde que g(a) #0 .

6. Sejam f e g funcdes tais que lim,_, f(x) = b e g é continua em a.

Entao,

limg[f(x)]=g l]_im f[.r}J.

7.Se f é continua em a e g € continua em f(a), entdo a funcdo composta gof é
continua em a.

8. Seja y = f(x) definida e continua em um intervalo real 1. Seja J= Im(f). Se f
admite uma funcéo inversa f *: J—l, entdo f * é continua em todos os pontos
de J.

Observacao: Devido a essa propriedade, a funcéo f(x) = In(x) é continua em
todo o seu dominio ( R+*), uma vez que € a inversa da fungédo exponencial, que
€ continua.

Exemplos:

Investigue a continuidade das fungbes abaixo, ou seja, determine 0s pontos ou
intervalos nos quais elas sejam continuas ou descontinuas.



1. f(x) = tg(x)

A fungdo flx) = tg(x) = sen(x)/cos(x) € o quociente de duas fungdes continuas e, pela propriedade
4(iv). fé continua em todos os pontos gue ndo anulam o seu denominador, ou seja, no conjunto S =

[(xeR:x+xm2+ka keZ).

F(x) x =8

xX)=—
x—4
f ¢ uma funcdo racional (quociente de duas funcoes polinomiais) e. portanto. continua em seu
dominio. Logo, j é continuaemE - {-2.2}.

fx)=+x*+5

f é a composta das funcdes u(x)=x*+5 e v(x)=+x.u é uma funcio polinomial e. portanto,
conlinua: v € a inversa da funcio continua fix) = x° e. portanto. continua em seu dominio. Como a
composta de funcgdes continuas é uma funcio continua em seu dominio, segue que f € continua em

seu dominio. Porém, dom(f) = R. Logo, f¢ continua em todos os reais.
Resumindo:

Uma funcdo f(x) é continua no ponto x = a se, e somente se,
lim,_, f(x) = f(a) , ou seja, o limite da funcédo para x tendendo a a é igual ao
valor da funcdo nesse ponto.

Para que uma funcao f(x) seja continua em x = a, é necessario verificar

e aexisténcia de f(a), definida num ponto x = a.
e aexisténcia do lim,_,, f(x).
e Se o limite lim,_,, f(x) = f(a).

A expressao “no ponto x = a” quer dizer “no ponto do gra‘fico de

abscissaigual a a”.

Se f:A—B é continua para todo x € A, diremos que f & continua em A ou

simplesmente f é continua.



De modo geral, o grafico de uma func¢éo continua em um intervalo real, €
representado por uma curva que nao apresenta ponto de descontinuidade, isto

€, ndo possui saltos e nem furos.

a) ' b
y ) » (@) ¥
T gudiisl ’
i
'
— X | —
—_— — _—\
0 .lJ 0 2=+
3
4 [
*_)’
func¢io continua funcio descontinua funciio descontinua
' em x = 0 (salto) em x = 3 (furo)

Exemplo:

x+1,sex <3

Dada a funcdo f(x) = { , verificar se existe algum ponto de

4,sex >3
descontinuidade.
Solucéo:
Como lim,_3- f(x) = lim,_3(x + 1) = 4; lim,_3+ f(x) = lim,_3+ 4 =

4 ef(3)=4, temos que lim,,;f(x) = f(3) o que indica que a funcdo é
continua no ponto x = 3.

Para k <3, lim,_ f(x) = lim,_,(x + 1) =lim,;, x + lim,, 1 =k+1e f(k)
k+1

Para k > 3, lim,_ f(x) = lim,,, 4= 4ef(k)=4

Entao, f é continua em R e ndo ha ponto de descontinuidade.

Em geral, restringimos a analise aos valores de x que ndo verificam as
condi¢des de existéncia de f ou que “quebram” o dominio de f (nesse exemplo,
X = 3).

Exercicios

Verifiqgue a existéncia de algum ponto de descontinuidade nas seguintes

funcoes.



a) f(x) = %

o) fo0 = %L

‘><+Q
X —5x+ 6

d) fx)=x -1

c) f(x) =

e) f)=x*+x—1
4.4-Propriedade da Permanéncia de Sinal

Esta propriedade garante, por exemplo, que ao estudarmos os sinais de
uma fungdo continua, com zeros isolados, definida em um dado intervalo, s6
haja eventuais mudancas de sinais em torno desses pontos. Isso ocorre, no
caso de fungdes polinomiais.

Vamos partir de um exemplo, no qual a funcdo indica a temperatura ao
longo de um fio, para ilustrar esta importante propriedade das funcdes
continuas.

Exemplo:

Suponha que um fio de certo metal ocupa o intervalo [0,60] da reta real. A
cada posicdo x € [0,60], medida em centimetros, associamos T(x), a
temperatura do fio neste ponto, medida em graus Celsius. Considerando que 0
metal € um meio que conduz calor com facilidade, como seria o grafico de uma

tal funcdo? Segue uma possibilidade.

T

A e
‘ S ‘-\_,_/w— g
I

Gréfico da funcao temperatura T(x)

O gréfico sugere que uma pequena variacdo na posi¢cao correspondera

uma pequena variacdo na temperatura. Se a temperatura é alta em



determinado ponto do fio, entdo esperamos que nos pontos préximos, a
temperatura também seja alta.

Proposicéo: Permanéncia do sinal

Sejam f: D—R uma fungdo e a € D tal que todo intervalo aberto

contendo a intersecta D — { a }. Suponha que f seja continua em a e f(a) > 0.

Ento, existe um nimeror > 0 tal que, ¥x € (r-a,a+r) N D, f(x) > 0.

Vamos supor, por absurdo, que para todo o nimero real » > 0, existe
r € (a—r,a+r)N D tal que f(z) < 0. Em particular, para cada n € N

i 1
podemos escolher a,, € (a ——,a + —;) N D tal que f(a,) <0.
L f 7

Assim construimos uma sequéncia de nimeros (a;,) tais que Ja, —a| < —.
Isso quer dizer que lim a, = a. No entanto, f(a,) < 0, para todo n € N.

Demonstracao:

4.5-Propriedades das Fung¢des Continuas

As propriedades operatorias dos limites de funcdes, de alguma forma
herdadas das propriedades dos limites de sequéncias, que déo praticidade aos
célculos, transparecem também na continuidade de funcgdes.

Proposicéo: Operacdes com Funcdes

Sejam f, g: 2 —» R funcdes, D C R tal que para cada a € D, todo
intervalo aberto contendo a intersecta D\ {a}. Se f e ¢ s3o continuas, entdo

i) f4+g: D —> R é continua;
i) fag: D — R é continua;

1it) %: D s Remaque D' =1z D|glz) #0}, écontinua.
Sl :

Demonstracao:



Seja a € D um elemento qualquer do dominio. Como f e g sdo continuas,

lim f(z) = f(a) e lim g(x) = g(a).

T—a

Entdo

lim (f +g)(z) = lim (f(z)+g(z)) = lim flz) + lim g(x)
= f(a)+gla) = (f +g)le)

lim (f.g)(z) = lim (j(z).g(x)) = lim f(z) . lim g(z)
= [(a)-g(a) = ([.g)(a)

Observe que, se g{a) # 0, a Propriedade da Permanéncia do Sinal garante a
existéncia de algum r > 0 tal que, paratodo z € (a—r, a+7r)N D, g(z) # 0.
Mais uma vez,

(a).

lim ={z) = lim

/ f@) _ Im @) je) s
zva g° 'z g(z)  lim g(z)  gla) g

Composicao e Continuidade

4.6-

Uma importante forma de obter funcbes a partir de funcdes dadas é a

composicdo. Essa operacao € diferente das operacdes apresentadas

anteriormente, cujas definicbes dependiam fortemente das correspondentes

operacbes dos numeros reais. De qualquer forma, a composicdo preserva a

continuidade.

Proposicéo: Composicao de funcdes continuas

Sejam f: D —» R, a € D tal que todo intervalo aberto contendo «
intersecta D \ {a}, g: E — R, b= f{a) € E tal que todo intervalo aberto
contendo b intersecta E \ {b}. Suponhamos também que f(D) C E, de modo
que podemos considerar go f: D — R, a funcio composta. Se f & continua
em a € g € contirua em b= f{a), entﬁcacmnpostégofécontiﬁuaema € p.

Demonstracgéo:



Seja (z,) uma sequéncia em D tal que limz, = a. Considere (y,) a
sequéncia em E definida por 3, = f(z,). Como f & continua em aq,

limy, = limf(z,) = f(e) = b.

Considere agora (z,) a sequéncia definida por z, = ¢(y.). Como g é
continua em &,
lim z, = lim ¢(y,,) = ¢(b)

Mas g(yn)) = g(f(zn)) = go f(z) e g(b) = g(f(a)) = g o fla).

Concluimos que
limgo f(z.) = go f(a).

Isso quer dizer que
lim go f(z) = go f(a)

e, portanto, go f & continuaem a € D.

Exemplo:
Determine se a fungéo dada é continua no pontoo indicado.

2+ sen (mx),sex <2

fx) = { 2% — 2, s0% > 2 no ponto 2.
Solucéo:
Temos lim,_,,- 2 + sen (mx) = 2 + sen (2m) = 2

f2Q)=2+sen2m=2

lim2x—-2=22)-2= 2
x—=+

Entao f é continua em x = 2.



Lembretes: Propriedades dos Limites Infinitos

Dados Conclusao
P01 | lim f(z) = 400 iig}lg(:n) = 400 P_‘f},(f + g)(z) = +o0
P02 | lim f(z) = —oc0 | limg(z)=—co | lim(f +g)(z) = —00
P.03 | lim f(z) = 400 zh_l}(ll g(z) = +o0 il_rg(f - g)(z) = +o0
P.04 | lim f(z) = +o0 ;13(119(:6) = —00 xh_lg(f -9)(z) = —o0
P.05 | lim f(z) = —o0 :}m% g(z) = —o0 ii—g.l;(f -g)(z) =400
4o,k >0
P.06 | lim f(z) = +oo |limg(z) =k #0 | im(f-g)(z) = { =
r—a T—a r—a —00, k- 2 O
400, k<0
% i — 1. — k O l- . ] =
P.07 | lim f(z) = —oo |lim g(z) =k#0 | im(f-g)(z) { o
1
P.08 llﬂ f((L‘) = 400 al:iﬂ m =0
&
P.09 lim f(iB) =0 1]:{1}(11 }:(z—) = Fo0
P.10 | lim f(z) = +o0 mlii%g(x) = +0o0 igl’clb(f —g)(z)=7
P11 lm f(z) = —o0 | limg(z) = —co | lm(f —g)(x) =7
P.12 | lim f(z) = +o0 %llIzg(.’L') =—co | lim(f+g)(z)=7
T €T— r—ra
P.13 | lim f(z) = +o0 lm}lg(z) = +o0 }:13}1; o
P.14 | lim f(z) = +o0 g%iﬁ}lg(sc) ={] il_rf(nl(f -g)(z2)="7




— Centwo.
Céamff/[éao

COB&SGE’Z

Avaliacédo B;
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do primeiro médulo.

Cursista:

2
~ . -9
12 Questdo: Calcular lim,_; XXT

22 Questdo: Dadaafuncdo f(x)= xxiolax , determine

x?— 3x

a) lim,_,, f (x)
b) lim, o f(x)

c)lim 1 f(x)
d)lim,_ _1f(x)

~ . - . Vx%-16
32 Questdo: Calcule o seguinte limite: lim,_,o, TT .

42 Questao: Calcule os limites abaixo.

li 2x2—3x-2
a) My 2 x2—4
x2—7x+10

b) lim,._,, =

x°sen\—
X

sen(x)

52 Questdo: Calcule lim,._,



= (entro
y dw:mﬁe/cao
Conhseer

Avaliacéo B,

Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do primeiro médulo.

Cursista:

12 Questao: Determinar.

sen4dx
a)lim,_,,——

senéx
b) lim,_,—— i

~ 1
22 Questdo: Calcular hmx_)()&

32 Questao: Calcular.

a)lim 3 +x2+x-3
X2F0 432 2x+1
2

x“+x-1
b) lim —
) X2=®P 5x24 x+1
C) lim 9x2+x-3
X2+0 (445

. 1 x+8
a . 3 —
42 Questao: Olim,__3 [x+3 2116

] tem valor igual a
2 3 5 =\ 5

A) 4 B)_E C)E D)_E E)E

52 Questdo: Determinar os seguintes limites.

x%-3x
-3

3x 2x+4
—-2x

a) llmx_,3 b) lim,_,,



