Capitulo 5

Introducciéon a la teoria de grafos

5.1. Generalidades sobre grafos

En esta seccién vamos a comenzar el estudio de la teoria de Grafos. El inicio de esta teoria tuvo lugar
en 1736, en un articulo de Leonhard Euler. El trabajo surgié de un problema conocido como el problema
de los puentes de Konigsberg.

Durante el Siglo XVIII, la ciudad de Konigsberg, en Prusia Oriental estaba dividida en cuatro
zonas por el rio Pregel. Habia siete puentes que comunicaban estas regiones, tal y como
se muestra en el dibujo. Los habitantes de la ciudad hacian paseos dominicales tratando
de encontrar una forma de caminar por la ciudad, cruzando cada puente una sola vez, y
regresando al lugar de partida.

Para resolver este problema, Euler representé las cuatro zonas como cuatro puntos, y los puentes
como aristas que unen los puntos, tal y como se muestra en la figura.

Maés adelante veremos como resolver el problema.

Por ahora nos quedamos con la representacion que hizo Euler. En ella intervienen cuatro puntos (a los
que denominaremos vértices), a saber, a, b, ¢, d y siete aristas o lados que conectan algunos de los vértices.
Esto da pie a la siguiente definicién de grafo.

Definicion 54. Un grafo G es un par (V, E), donde V' y E son conjuntos, junto con una aplicacion
ve: E — {{u,v}:u,v €V}

Al conjunto V' se le llama conjunto de vértices; al conjunto E conjunto de lados o aristas, y a la
aplicacion yg (o simplemente ) aplicacion de incidencia.
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112 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

Ejemplo 5.1.1. En el caso de los puentes de Kdonigsberg, el grafo correspondiente tiene como conjunto
de vértices al conjunto V- = {a,b,c,d}, como conjunto de lados el conjunto E = {e1,eq,e3,e4,€5,€6,€7}
y la aplicacion de incidencia es la dada por:

va(er) =vcle2) = {a, b} rales) =na(ea) = {b;c} rales) = {a,d} rales) = {b,d} aler) = {c.d}

Si e1 y es son dos lados tales que vg(e1) = ya(e2), se dice que son lados paralelos.

Un lado tal que vg(e) = {v} se dice un lazo.

Algunos autores, al definir un grafo no incluyen la posibilidad de que tenga lados paralelos ni lazos.
En tal caso, lo que aqui hemos definido como un grafo lo denominan como multigrafo.

Definicién 55. Un grafo dirigido u orientado es un par (V, E), donde V y E son conjuntos, junto con
dos aplicaciones s,t : B — V.

Al congunto V' se le llama congunto de vértices, al conjunto E conjunto de lados, y a las aplicaciones
s y t aplicaciones dominio y codominio ("source" y "target”).

Definicién 56. Sea G = (V, E) un grafo con aplicacion de incidencia vg. Un subgrafo de G es un nuevo
grafo G' = (V' E') donde V' CV, E' C E y se verifica que yg'(e) = va(€) para cualquier e € F’.

Si G' = (V',E') es un subgrafo de un grafo G = (V, E), se dice que es un subgrafo completo si dado
e € E tal que vg(e) C V' se verifica que e € E'. Dicho de otra forma, si tiene todos los lados que tenia
G y que unen vértices de V'.

Observacion:

Un subgrafo completo estd completamente determinado por el conjunto de vértices. Asi, para deter-
minar un subgrafo de un grafo G en ocasiones explicitaremos tinicamente el conjunto de vértices de dicho
subgrafo, sobreentendiendo que se trata del subgrafo completo con dicho conjunto de vértices.

Definicion 57. Sea G un grafo. Un camino de longitud n es una sucesion de lados ejes - - - ey, junto con
una sucesion de vértices v1va - - Upt tales que ya(e;) = {vi, viy1}.
En tal caso se dice que el camino ejeq - - e, €s un camino del vértice vi al vértice vyy1.

Se considera un camino de longitud cero de v a v a aquel cuya sucesion de vértices es v y cuya sucesion
de lados es vacia.

Para dar un camino en un grafo, en ocasiones daremos tunicamente la sucesiéon de vértices, y en
ocasiones daremos tnicamente la sucesion de lados.

Notese que si ejes - - - e, es un camino de u a v, entonces e,e,_1---€eze1 €s un camino de v a u.

Un camino en el que no aparecen lados repetidos se llama recorrido.

Un recorrido en el que no hay vértices repetidos (salvo eventualmente el primero y el altimo) se llama
camino stmple.

Un camino en el que coinciden el primer y el ultimo vértice se llama camino cerrado.

Un recorrido que es a la vez camino cerrado se llama circuito.

Un circuito que a su vez es camino simple es un ciclo.

La siguiente tabla puede ayudar a aclarar estas definiciones.

Vertl.ces Ar1stcas Abierto | Nombre
repetidos repetidas
Camino
No Camino cerrado
No Recorrido
No No Circuito
No No Camino simple
No No No Ciclo
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5.1. Generalidades sobre grafos 113

Por tanto, en un circuito puede haber o puede no haber vértices repetidos. Sin embargo, no puede
haber aristas repetidas. Se tiene entonces, por ejemplo, que todo ciclo es un circuito, es un camino cerrado
y €s un camino.

Ejemplo 5.1.2. Consideramos el siguiente grafo:

U1
Vo V3
\
Vy (%53 Ve (V%4
vg— Vg V10

La sucesion v7v3vgvsv40809U3 €s un camino de longitud 7 que une vy con vg. No es recorrido, pues el
lado que une v3 con vy aparece dos veces en el camino.

La sucesion v1v3v9ugv4v3v7 €s un camino de longitud 6 que une vy con vy. Es un recorrido, pues
ningun lado se repite. Sin embargo, el camino pasa dos veces por el vértice vs. No es por tanto un camino
simple.

V3V4UgVg €S un camino simple de longitud 3.

La sucesion v1v3v7v9U304V50201 €S un camino cerrado de longitud 8. Es ademds un circuito, pues
ningun lado se encuentra repetido. No es un ciclo, ya que el vértice vy se repite.

Un ejemplo de ciclo podria ser v1v205v9U703V7 .

Proposicion 5.1.1. Sea G un grafo. Supongamos que existe un camino de u a v. Entonces eriste un
camino simple de u a v.

Demostracion: Supongamos que el camino es u = v1v3---v, = v. Si el camino no es simple, debe
haber dos vértices repetidos. Sean estos v; y v;, con ¢ < j. En tal caso, se tiene que vy - - - v;vj41 -+ - vy €8
un camino de w a v. Si este camino no fuera simple, repetiriamos el proceso, hasta llegar a un camino
simple. W

Proposicion 5.1.2. Sea G un grafo, y sean u y v dos vértices distintos. Supongamos que tenemos dos
caminos simples distintos de u a v. Entonces existe un ciclo en G.

Ejemplo 5.1.3. En el ejemplo 5.1.2 teniamos un camino de longitud 6 que une vy con v7 (v1V3V9VgV4V3VT ).
FEste camino no es simple, pues el vértice vy estd repetido. Eliminamos los vértices que se encuentran
entre las dos apariciones de vs y obtenemos el camino vivsvy, que es un camino simple que une vy con
(%

Por otra parte, tenemos dos caminos simples que unen v3 con vg, cOmo Son V3V Vg Y V3vgvs. A partir
de estos dos caminos podemos obtener el ciclo v3v4v8V9Us, Tecorriendo en primer lugar uno de los caminos
que une v3 con vy, y recorriendo a continuacion el otro en sentido contrario.

Notese que si partimos de los caminos simple v3v4Vg Y V3V1V2V5V408 Y repetimos lo hecho en el pdrrafo
precedente obtenemos el camino cerrado v3v4V8V4UsV2V1Vs que no es un ciclo, pues el vértice vy estd
repetido (o el lado vavg). Sin embargo, la existencia de los dos caminos simples si nos da la existencia de
un ciclo, a saber, V3V4V5V2V1V3.

A la luz de estos dos ejemplos se deja como ejercicio demostrar la proposicion 5.1.2.

Definicion 58. Sea G un grafo. Se dice que G es conexo, si dados u y v dos vértices de G existe al
menos un camino de u a v.
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114 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS
En general, si G es un grafo, podemos definir en el conjunto de vértices la relacion:

uRv si existe un camino de v a v

Esta relacion es de equivalencia, pues:

Es reflexiva ya que todo vértice esta unido con él mismo por un camino de longitud cero.

Es simétrica pues si ejes - - - €, es un camino de u a v entonces e,e,_1---€1 es un camino de v a u.

Es transitiva pues si ejes---e, es un camino de u a v y ejeh---e/ es un camino de v a w, entonces

ereg - - enpeiel---el es un camino de u a w.

Se tiene entonces que un grafo es conexo si el conjunto cociente por la relacion que acabamos de definir
tiene un solo elemento.

A partir de esta relacion, podemos considerar, para cada clase de equivalencia, el subgrafo (completo)
determinado por los vértices de dicha clase de equivalencia. Cada uno de estos grafos es lo que se denomina
una componente conexa de G.

Ejemplo 5.1.4. Consideramos el siquiente grafo:

U1

Vg U3

Us Ve
U7

tiene tres componentes conexas. Estas son
U1 Vo U3
V4
Vs Vg U7

5.2. Matrices asociadas a grafos

En esta seccion vamos a ver como podemos representar los grafos finitos mediante matrices. A partir
de estas matrices podremos obtener propiedades sobre los grafos.

Definiciéon 59. Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es V.= {v1,va,--- ,v,}. Se define su matriz
de adyacencia como la matriz A € M, (N) cuyo coeficiente (i,7) es igual al nimero de lados e que unen
v; con v, (es decir, que verifican que f(e) = {vi,v;}).

Observaciones:

1. La matriz de adyacencia de un grafo es una matriz simétrica, pues cada lado que une v; con v; une
también v; con v;.

2. Si toméaramos otra ordenacion de los vértices, la matriz de adyacencia es diferente. Por tanto, un
grafo puede tener varias matrices de adyacencia. En general, si A y C son dos matrices de adyacencia
de un mismo grafo, entonces existe una matriz de permutacion P tal que P~!CP = A (una matriz
de permutacién es una matriz que tiene en cada fila y en cada columna un coeficiente que vale
"uno" y el resto toman el valor "cero". Es una matriz que se obtiene a partir de la matriz identidad
realizando intercambio de filas y/o columnas).
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5.2. Matrices asociadas a grafos 115

3. La existencia de lados paralelos se traduce en la matriz de adyacencia en la existencia de coeficientes
mayores que 1. De la misma forma, la existencia de lazos se traduce en que algin elemento de la
diagonal principal de la matriz de adyacencia es distinto de cero.

4. Si tenemos un grafo dirigido, también podemos definir su matriz de adyacencia. En este caso, el
coeficiente a;; es el namero de lados que verifican que s(e) = v; y t(e) = v;. En este caso, la matriz
no tiene porqué ser simétrica.

5. La matriz de adyacencia de un grafo determina a éste. Ademas, toda matriz cuadrada con coefi-
cientes en N es la matriz de adyacencia de un grafo (dirigido o no) finito. Podriamos entonces tomar
como definicién de grafo la de una matriz cuadrada con coeficientes en N.

El siguiente resultado nos muestra la importancia de las matrices de adyacencia.

Proposicion 5.2.1. Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es {vy,va, -+ ,v,} y sea A su matriz de
adyacencia. Entonces el coeficiente (i,7) de la matriz A™ es igual al nimero de caminos de longitud n
que unen v; con vj.

Demostracion: Hagamos la demostracion por induccién. Para n = 1 el resultado no es mas que la
definicion de la matriz de adyacencia.

Supongamos que el resultado es cierto para n — 1 y demostrémoslo para n.

Sea entonces B = A"~! y C' = A". Queremos probar que ¢;; es el nimero de caminos de longitud n

n
que unen v; con v;. Es claro que ¢;; = > bigak;.
k=1

Todos los caminos de longitud n entre v; y v; se obtienen anadiendo a un camino de longitud n — 1
entre v; y v el vértice v;; y esto podremos hacerlo inicamente cuando tengamos un lado que incide en
los vértices v y v;. Por tanto, para contar los caminos de longitud n entre v; y v; necesitamos, para cada
vértice v : kK =1,2,--- ,n contar los caminos de longitud n — 1 entre v; y vg, y por cada uno de estos,
contar los lados (caminos de longitud 1) entre vy y v;. Luego, realizar la suma de los resultados obtenidos
para cada k. Es decir, estamos diciendo que el niimero de caminos de longitud n entre v; y v; es:

birar; + bizagj + - -+ + binanj = ¢4

como queriamos.
Notese que este razonamiento vale tanto si el grafo G es dirigido como si no loes. H

Definicion 60. Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es V.= {vy,va,-++ ,v,} y cuyo conjunto de
lados es E = {e1,ea, - ,em}. Se define la matriz de incidencia del grafo G como una matriz n X m que
tiene en la posicion (i,j) un 1 siv; € f(e;) y 0 en otro caso.

Observacion:

1. Si tomamos otra ordenaciéon de los vértices y/o lados, la matriz de incidencia puede ser diferente.
En este caso, dos matrices de incidencia corresponden al mismo grafo si se puede pasar de una
a otra mediante operaciones elementales por filas y/o columnas Tipo I (intercambio de filas y/o
columnas).

2. El que un grafo tenga lados paralelos se traduce en que tenga dos columnas iguales en la matriz de
incidencia, mientras que los lazos se traducen en filas con un tnico coeficiente "uno".

3. Si el grafo es dirigido, se puede definir también la matriz de incidencia. En este caso, el coeficiente
(4,7) puede también tomar el valor —1 (si el lado e; parte del vértice v;). En tal caso, el grafo no
podria tener lazos.
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116 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS
5.3. Isomorfismo de grafos

Consideremos los siguientes grafos

AVA

Vf——— V5 U3

En una primera observacién apreciamos dos grafos diferentes. Sin embargo, si profundizamos algo més
encontramos muchas semejanzas entre ellos. Por ejemplo, ambos tienen igual ntiimero de vértices e igual
ntmero de lados. Existe un vértice en cada uno de ellos (vs en el primero y wsy en el segundo) que esta
unidos al resto de vértices.

Siguiendo en esta linea, vemos que podemos renombrar los vértices del segundo grafo wy — o7,
Wy > VE, W3 > V), Wy — Vs Y W5 — Vb, y tenemos que por cada lado que une dos vértices v; y v; en el
primer grafo tenemos un lado que une los vértices v; y v’; en el segundo.

Vemos entonces que ambos grafos podemos considerarlos iguales. Lo tinico que los diferencia es el
nombre que le hemos dado a los vértices (y a los lados) y la forma en que los hemos representado. Pero
todo lo que digamos sobre un grafo es valido para el otro.

Para precisar un poco maés lo que hemos hecho, vamos a ponerle nombre a los lados:

e
fljl 1 v2 \
e% e& ‘3/ ex fa f5 £
(& e
7)474 7)5;3 V3 Ws fS Wy

Entonces, lo que tenemos son dos biyecciones hy : Vg — Vg y hg : B¢ — Eg/, que en este caso
serian:

hy he

U1 = wy e1— fa
V2 > Wy ez — f3
U3 — Wy e3 — fa
Vg4 w3 eq — fo
U5 — Wa es — fr

es — f1

er — fs

verificando que si yg(e) = {u, v} entonces vg: (hg(e)) = {hy(u), hy (v)}.
Notese que en este caso, la aplicaciéon hy determina totalmente a la aplicacion hg.
Esto da pie a la siguiente definicion:

Definiciéon 61. Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grafos con aplicaciones de incidencia y¢ y o . Se
dice que G y G’ son isomorfos si existen dos biyecciones hy : V — V' y hg : E — E’ tales que para cada
lado e € E se verifica que v (hg(e)) = {hyv(u),hy(v)} donde {u,v} = vg(e).

En tal caso, diremos que las aplicaciones hy y hg forman un isomorfismo de G a G'.

Observacion:
1. Si los grafos no tienen lados paralelos, entonces la aplicacién hy determina de forma tnica a la
aplicaciéon hg. De ahi, que normalmente, para dar un isomorfismo de grafos se de Gnicamente como
actiia sobre los vértices.

2. Sih = (hy,hg) es un isomorfismo de G' a G’ entonces ((hy)~1, (hg)~!) es un isomorfismo de G’ a

G.
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5.3. Isomorfismo de grafos 117

En general, no es facil determinar cuando dos grafos son isomorfos o no lo son. Claramente, si dos
grafos son isomorfos deben tener igual niimero de vértices e igual nimero de lados. Sin embargo, esto no
es suficiente, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo.

pues ambos tiene cuatro vértices y cuatro lados, y sin embargo no son isomorfos (;jpor qué?)

Vemos que tenemos dos nimeros asociados a cada grafo (ntmero de vértices y nimero de lados)
que deben coincidir para que los grafos sean isomorfos. Es lo que se llama invariante por isomorfismo.
Obviamente, la coincidencia de estos niimeros no implica que los grafos sean isomorfos.

Definicion 62. Una propiedad se dice invariante por isomorfismo si dados dos grafos isomorfos G y G’,
uno satisface la propiedad si, y sdlo si, la satisface el otro.

Definicion 63. Sea G un grafo y v un vértice de G. Se define el grado de v, y lo denotaremos como
gr(v), como el nimero de lados de G que son incidentes en v.

Denotaremos por Di(G) como el nimero de vértices de V' que tienen grado igual a k. A partir de
esto, podemos construir la sucesion

DO(G)>D1<G)aD2(G)’ T aDk(G)7 T

que llamaremos sucesion de grados

Ejemplo 5.3.1.
1. En los grafos siguientes
/\/K

1
VU5 U3 W

w

MZ\
w3
W4

se tiene que gr(vs) = gr(vq) =2, gr(v1) = gr(ve) = 3, gr(vs) = 4. Por tanto, Dy(G) = D1(G) =0,
Dy(G) =2, D3(G) =2, D4(G) = 1. La sucesion de grados es por tanto

Oa072727170a07"'

Para el otro grafo se tiene que gr(ws) = gr(ws) = 2, gr(wy) = gr(ws) = 3, gr(wsz) = 4. La sucesion
de grados resulta ser la misma que en el grafo anterior.

2. Las sucesiones de grados de los grafos

/

son respectivamente 0,0,4,0,0,--- y 0,1,2,1,0,---
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118 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

Es facil comprobar que si (hy,hg) : G — G’ es un isomorfismo de grafos y v € V entonces gr(v) =
gr(hy(v)), de donde deducimos que las sucesiones de grados de dos grafos isomorfos son iguales. El
reciproco no es cierto, como podemos ver en el siguente ejemplo.

Ejemplo 5.3.2. Consideramos los siguientes grafos:

/ \ “’\wg o

T2 Y3
A /m \
/v5 [ /w5 \ / \

U7————— U8

En los cuatro grafos la sucesion de grados es la misma, pues todos los vértices tienen grado 3 (es decir,
la sucesion de grados es en los cuatro casos 0,0,0,8,0,--- ). Sin embargo, el primero, tercero y cuarto
son isomorfos y los isomorfismos vienen dados por

U1 — Ty Y2
Vg = Ty Yy
V3 = Tg — Y3
Vg = T3 = Ys
Us = Tg FH Ys
Vg — T4 — Ys
V7 /= T1 /1
Vg = T2 — Y4

mientras que el sequndo no es isomorfo a ninguno de los otros tres, ya que en este sequndo no hay ciclos
de longitud 3, mientras que en los otros si los hay (vevsvr por ejemplo).

Los cuatro grafos que intervienen en este ejemplo tienen una peculiaridad, y es que todos los vértices
tienen el mismo grado. Estos grafos reciben el nombre de grafos regulares de grado n (si n es el grado
comun de todos los vértices). En el ejemplo precedente, los cuatro grafos son grafos regulares de grado 3.
Un ejemplo importante de grafos regulares son los grafos completos.

Definiciéon 64. Se llama grafo completo de n vértices al grafo (con n wvértices) que mo tiene vértices

ni lados paralelos, y dados dos vértices hay un lado que los une. Dicho de otra forma, su matriz de

adyacencia toma el valor "cero” en todos los elementos de la diagonal y el valor "uno” en el resto.
Dicho grafo se suele denotar como K,,.

Ejemplo 5.3.3.
Veamos cuales son los cinco primeros grafos completos:

Ky Ko Ks Ky Ks
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5.4. Grafos de Euler

Definicion 65. Sea G un grafo conexo. Un camino de Fuler es un recorrido en el que aparecen todos los
lados.

Un circuito de Euler es un camino de Euler que es cerrado.

Un grafo con un circuito de Euler es un grafo de Euler.

Ejemplo 5.4.1.
Consideramos los grafos

€4 €5

€3

er
€8
€2 €g

er

La sucesion esegesegerereses es un camino de Euler en el primer grafo, mientras que f1 fofsfafsfefsfrof7fe
es un circuito de Euler en el seqgundo.

Proposicion 5.4.1. Sea G un grafo. Entonces si G tiene un circuito de Euler, el grado de cada vértice
es par, mientras que si G tiene un camino de Euler, G tiene exactamente dos vértices de grado impar
(exactamente los vértices donde empieza y termina el camino).

Demostracion:

Sea G un grafo en el que tenemos un circuito de Euler. Supongamos que queremos ver cual es el grado
de un vértice v, es decir, vamos a contar cuantos lados inciden en dicho vértice. Para esto, tomamos
el circuito de Euler, y lo recorremos empezando en un vértice que no sea el que estamos considerando.
Conforme lo recorremos vamos contando los lados que son incidentes en v. Ahora bien, cada vez que
pasemos por v nos encontramos con dos lados incidentes en él, por el que llegamos a v y por el que
salimos de v. Por tanto, el nimero total de lados incidentes en v seré el doble del niimero de veces que el
circuito pase por el vértice v.

Si lo que tenemos es un camino de Euler que empieza en u y termina en v, anadimos al grafo un lado
que une los vértices u y v. Tenemos entonces, con este nuevo lado, un circuito de Euler en el nuevo grafo.
El grado de cada vértice es entonces par.

Al eliminar el lado que hemos anadido, el grado de todos los vértices se mantiene igual, salvo el de los
vértices u y v que disminuye en 1. Por tanto, estos dos vértices tendréan grado impar, y el resto tendran
grado par. W

Ejemplo 5.4.2.

1. En el primer grafo del ejemplo anterior, tenemos que hay dos vértices de grado 3, un vértice de
grado 2 y dos vértices de grado 4. Podemos ver como el camino de Euler que teniamos empezaba
en uno de los vértices de grado tres y terminaba en el otro.

En el segundo grafo del ejemplo se tiene que todos los vértices tienen grado 4.

2. Si consideramos el grafo que representaba el problema de los puentes de Konigsberg
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120 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS
vemos que a, ¢ y d tiene grado 3, mientras que b tiene grado 5. Como todos los vértices tienen grado
impar, deducimos que no existe ningun circuito de Euler. Por tanto, el problema de los puentes de
Konigsberg no tiene solucion.

Hemos visto una condicién necesaria para que un grafo tenga un circuito o un camino de Euler.
Veamos a continuaciéon que esta condicion es también suficiente.

Teorema 5.4.1. Sea G un grafo conexo. Entonces G es un grafo de Euler si, y sdlo si, el grado de cada
vértice es par.

Antes de pasar a la demostracion del teorema, veamos el siguiente lema:

Lema 5.4.1. Sea G un grafo en el que cada vértice tiene grado mayor que 1. Entonces G contiene un
circuito (y por tanto un ciclo).

Demostracion: Elegimos un vértice cualquiera v = vg. Puesto que el grado de v es mayor que 1,
tomamos un lado que incida en vy. Sea éste eg, y vy el otro vértice sobre el que incide ey. Podria darse
el caso de que vy = v1, en cuyo caso ya tendriamos el recorrido.

Puesto que v; tiene grado mayor que 1, debe haber otro lado incidente con v;. Sea éste e1, y eq el
otro vértice sobre el que incide. Tenemos entonces el camino dado por la sucesion de vértices vovivs v la
sucesion de lados egeq.

Continuamos el proceso ahora con ve hasta que se repita algtin vértice (sin repetir ningan lado). En
cuanto esto ocurra, ya habremos encontrado el circuito que buscdbamos (obviamente, estamos hablando
de grafos con un namero finito de vértices y de lados). W

Demostracion:(Teorema 5.4.1)

Haremos la demostracién por inducciéon sobre el namero de lados.

El primer caso es para grafos con un solo lado. Si el grafo es conexo, tiene un solo lado, y el grado del
dnico vértice es par, la tnica posibilidad es que el grafo sea

)e
en cuyo cado, el circuito de Euler es el camino vv.

Supongamos que ahora que tenemos un grafo conexo, con n lados, y en el que el grado de cada vértice
es par, y supongamos también que el resultado es cierto para cualquier grafo conexo con menor ntimero
de lados.

Por el lema precedente, puesto que el grado de cada vértice es mayor o igual que 2 deducimos que
existe en G un circuito c.

Eliminamos de G todos los lados que intervienen en el circuito, y nos queda un grafo en el que todos
los vértices tiene grado par (pues de cada vértice se han eliminado un nimero par de lados que inciden
en él). El grafo resultante no tiene que ser conexo, pero cada una de sus componentes conexas si lo es.
Ademaés, cada componente conexa debe tener al menos un vértice por el que se pasa en el circuito c.

Para cada una de ellas que tenga al menos un lado, tenemos un circuito de Euler. Sean estos circuitos
c1,Co, -+ ,cp. Para cada uno de estos circuitos ¢;, tenemos un vértice v; que también esté en el circuito c.

Recorremos entonces el circuito ¢. En cuanto lleguemos a algin vértice v;, insertamos el circuito ¢;,
y continuamos con el circuito c¢. De esta forma, al cerrar el circuito ¢ habremos recorrido todos los lados
del grafo G una sola vez, es decir, tendremos un circuito de Euler. B

Corolario 5.4.1. Sea G un grafo conexo. Entonces G tiene un camino de Euler si, y solo si, G tiene
exactamente dos vértices de grado impar.
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Ejemplo 5.4.3.
Consideramos el siguiente grafo

U1 V2 U3 Vg

Ve U%’U
V10 V11 v

en el que vemos que los vértices vi, va, V4 Y Vg tienen grado 2; los vértices vs, vs, vg, Vs, V11 Y V12
tiene grado 4, mientras que los vértices v y vig tienen grado 6. Como todos los vértices tienen grado par,
sabemos que existe un circuito de Euler. Vamos a encontrarlo.

Para esto, buscamos un circuito cualquiera, por ejemplo, VaVgU5V10V11V12V8VTV2, Y eliminamos los
lados que intervienen en este circuito. Nos queda entonces el grafo

U1 V2 U3 V4
v5\v6 %v%vs
V9g— V10 V11 V12

que tiene (aparte del vértice vo) dos componentes conexas que son las siguientes:

Us 8

Vg 12

U1 U3 V4
’05\0671 U7\ / Vg
V9g— V10 V12 V11

de los cuales hemos de encontrar un circuito de Euler. En el segundo grafo, este circuito seria v vgviivy.
Vamos a encontrarlo en el primero. Para ello, hacemos como hicimos al principio.
Buscamos un circuito en dicho grafo, que podria ser vsvrvigvs; eliminamos los lados que intervienen,

y nos queda entonces el grafo
U1 U3
v5\v6v7\
Vo~ V10 V12

que tiene dos componentes conexas. Para cada una de ellas es fdcil encontrar un circuito de Euler. El
circuito de la primera componente es v1v5v9U19U1, Mientras que el de la sequnda es v3VgVTV12V3.

Un vértice comun entre los circuitos vsv7v19Vs Y V1U5U9U10V1 €S V1o, mientras que un vértice comun
entre los circuitos vsvrv10V3 Y V3VgU7V1203 podria ser vz (o vz ).

Recorremos entonces el circuito vsvrvigvs, y al llegar a los vértices que hemos elegido insertamos los
circuitos de cada una de las componentes conexas.

U3 VeU7V12V3 U7V10 V1U5V9V10 U3
—— ——
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Volvemos ya al grafo de partida. En él elegimos un circuito (vavvsv19v110120U80702 ), que al eliminarlo
dividia al grafo en dos componentes conexas. De cada una de éstas tomamos ahora un vértice comin con
el circuito. Sean estos vg y v11. Recorremos el circuito elegido, y al llegar a estos vértices insertamos los
circuitos de Fuler para cada una de las componentes. Tenemos entonces:

V2Vg V7V12V3V7V10V1V5V9V10V3Ve U5V10V11 V4VU8V11 V12U8V7V2
N—_——

que es un circuito de Euler para el grafo del que partiamos.

A continuacién veremos un algoritmo que calcula, dado un grafo del que sabemos que tiene un camino
o circuito de Euler, un tal camino.

Algoritmo de Fleury
Como entrada, tenemos un grafo G. Como salida, dos sucesiones Sy y Sg, que son las sucesiones de
vértices y lados del camino buscado.

1. Si todos los vértices son de grado par, elegimos un vértice cualquiera v. Si G tiene dos vértices de
grado impar elegimos uno de estos vértices.

2. Hacemos Sy =vy Sg =]
3. Si G tiene solo a v, devuelve Sy y Sg, y termina.

4. Si hay un tnico lado e que incida en v, llamamos w al otro vértice donde incida el lado e; quitamos
de G el vértice v y el lado e y vamos al paso 6.

5. Si hay més de un lado e que incida en v, elegimos uno de estos de forma que al quitarlo el grafo G
siga siendo conexo. Llamamos e a dicho lado y w al otro vértice en el que incide e.

6. Anadimos w al final de Sy y e al final de Sg.

7. Cambiamos v por w y volvemos al paso 3.

5.5. Grafos de Hamilton

En la seccién anterior estudiamos cuando en un grafo podiamos encontrar un camino que recorriera
todos los lados una sola vez. En esta, pretendemos estudiar como recorrer todos los vértices una sola vez.

Definicion 66. Sea G un grafo. Un camino de Hamilton es un camino que recorre todos los vértices una
sola vez.

Un circuito de Hamilton es un camino cerrado que recorre todos los vértices una sola vez (salvo los
extremos).

Un grafo con un circuito de Hamilton se denomina grafo de Hamilton o grafo hamiltoniano.

Ejemplo 5.5.1. Consideramos los siguientes grafos:

T3 Ys

V2 U3 w2 w3 €2 T4 Y2 Ya

U1 V4 w1 Wy Z1 Ts5 1 Ys
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Entonces, el primer grafo es un grafo de Hamilton. Un circuito de Hamilton es vivsvszvavy. Obvia-
mente, al tener un circuito de Hammilton, podemos encontrar también un camino de Hamilton (v1v2v3v4).

En el sequndo grafo tenemos un camino de Hamilton (wiwswewy ). Podemos ver como no existe ningin
circuito de Hamilton, pues deberia tener al menos dos lados incidentes en wy (el lado entrante y el lado
saliente).

El mismo razonamiento sirve para ver que en el tercer grafo no es hamiltoniano. En este también
podemos encontrar caminos de Hamilton. Por ejemplo T1r3T5T4%5.

Por dltimo, en el dltimo grafo no hay caminos de Hamilton. Fdcilmente, podemos ver que de haberlo
deberia empezar en ys y terminar en ys (o al revés). En ese caso, el camino deberia empezar ysys, y
deberia terminar y2ys, luego el vértice vo apareceria repetido.

Ndotese que en los grafos sequndo y cuarto existen caminos de Euler, mientras que en el tercero no.
Por tanto, no existe ninguna relacion entre tener caminos de Hamilton y caminos de FEuler.

Observaciones:

Puesto que a la hora de buscar un camino o circuito de Hamilton no podemos pasar dos veces por
un mismo vértice, no es posible que el camino contenga dos lados paralelos, ni que contenga lazos.
Supondremos por tanto en esta secciéon que todos los grafos que intervienen no tienen ni lazos ni lados
paralelos.

Hemos visto en el ejemplo anterior, que si hay un vértice de grado 1, entonces el grafo no es de
Hamilton.

Por otra parte, si un grafo con n vértices es de Hamilton, en el circuito de Hamilton intervienen n
lados. Por tanto, un grafo de Hamilton con n vértices tiene al menos n lados.

Intuitivamente, cuantos mas lados tenga un grafo con un ntimero de vértices fijado, méas facil sera
poder encontrar un circuito de Hamilton. Veremos a continuacion que si tenemos el numero suficiente de
lados, entonces tenemos garantizada la existencia de circuitos de Hamilton.

Teorema 5.5.1. Sea G un grafo con n vértices. Entonces:

1. Si el numero de lados es mayor o igual que %(n —1)(n —2) + 2 entonces el grafo es hamiltoniano.

2. Sin >3y para cada par de vértices no adyacentes se verifica que gr(v) + gr(w) > n, entonces G
es un grafo de Hamilton.

Demostracion:

Hagamos en primer lugar la demostracion de la segunda parte. Probemos que si G no es un grafo de
Hamilton, hay al menos dos vértices no adyacentes tales que la suma de sus grados es menor que n.

Supongamos entonces que G es un grafo que no es de Hamilton. Anadimos un lado al grafo. Si sigue
sin ser de Hamilton, volvemos a anadir un lado, y asi sucesivamente, hasta que encontremos un grafo de
Hamilton. Sea ab = vyvs el ultimo lado que hemos anadido. El grafo obtenido es un grafo de Hamilton,
y el ciclo de Hamilton debe contener al lado ab. Sea entonces dicho ciclo abvsvy - - - vy,a.

Llamemos H al grafo que hemos obtenido justo antes de anadir el lado ab.

Para cada ¢ entre 3 y n, vamos a ver que no pueden estar simultdneamente los lados av;_1 y bv; en el
grafo H.

Si i = 3, entonces av;_1 = ave = ab, que no esta en H.

Si i >4, en caso de que estuvieran ambos lados, podriamos construir el circuito de Hamilton

bviVit1 -+ - V@V —1Vi—2 - - - U3

que no contiene al lado ab, lo cual no es posible, pues el grafo H no es de Hamilton.

Tenemos entonces que en el grafo H, se verifica que gr(a) + gr(b) < n, y como G es un subgrafo de
H, entonces en G se verifica la misma propiedad. Hemos encontrado entonces dos vértices no adyacentes
tales que la suma de sus grados es menor que n, como queriamos.

Demostremos ahora la primera parte.
Sean u y v dos vértices no adyacentes. Vamos a probar que gr(u) + gr(v) > n.
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Sea G’ = (V', E') el subgrafo completo (ver definicion 56) de G formado por todos los vértices de G

salvo u y v. Este grafo es un subgrafo de K,,_», por tanto el nimero de lados de G’ es menor o igual que
(n—2)(n—3)

2
Por otra parte, |E| = |E'| 4+ gr(u) + gr(v) (pues el lado uv no esta en E), luego

— 1) (n-=2 - 2)(n—3
OZVMZD) 4 < 181 = 18+ gr(a) + gr() < P ) 4 gre)
por tanto,
n—1)(n—2 n—2)(n—3
gr(w) +gr(v) > UL g (e
_ (n=2)[n-1-(n—3)]+4
2
_ (n—2)(n—1—n+3)+4
- 2
_ (n—2)2+4
= g5
_ 2n724+4 -
|

Sabemos que si el numero de lados de un grafo de n vértices es menor que n no es un grafo hamiltoniano.
Si el nimero de lados esta comprendido entre n y %(n —1)(n—2) + 1, en principio no podemos asegurar
nada.

Ejemplo 5.5.2.

1. Dado n un nimero natural mayor o igual que 2. Construimos el grafo K,_1. El nimero de lados
de este grafo es 3(n —1)(n —2).

Tomamos un vértice mds y lo unimos a un lado cualquiera de K,_1. El grafo resultante no es de
Hamilton, pues hay un vértice de grado 1. Tenemos entonces un grafo con n vértices, %(n —1)(n—
2) 4+ 1 lados, y que no es hamiltoniano.

Por tanto, la mejor cota sobre el niumero de lados para asegurar que un grafo es de Hamilton es la
dada en el teorema.

2. Sea V. ={vy,va, -, o}, E ={e1,ea,-,en} yv: E— {{u,v} : u,v € V} dada por v(e,) =
{vi,vn} yy(e) = {vi,viga} para 1 <i<n-—1.

Tenemos ast un grafo de Hamilton con n vértices y n lados.

3. Sea G un grafo regular de grado 4 y 8 vértices. Dicho grafo tiene un total de 16 lados. Para 8
vértices, la cota para el numero de lados es %6 + 2 =23.

Sin embargo, en tal caso podemos ver que la suma de los grados de cualquier pareja de vértices es
8. Por tanto, podemos asegurar que dicho grafo es hamiltoniano.

5.6. Grafos bipartidos

Definicién 67. Sea G = (V, E) un grafo. Se dice que G es bipartido si podemos descomponer V' en dos
subconjuntos disjuntos Vi y Vo de forma que todo lado incide en un vértice de Vi y en un vértice de Vs.

Un grafo G = (V, E) se dice bipartido completo si es bipartido, y para cada v1 € Vi y vy € Vo existe
un unico lado e € E tal que yg(e) = {v1,v2}.

Un grafo bipartido completo esta completamente determinado por el cardinal de V1 y V5.
Si G es un grafo bipartido completo en el que V; tiene cardinal m y V5 tiene cardinal n, entonces
denotaremos a G como K, .
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Ejemplo 5.6.1.

1. Consideramos los siguientes grafos

Ze Z7
(%) V3 wa ws \ /
Ts——T1—— g
U1 V4 w1 W4
T4 zs3

Entonces el primer y el tercer grafos son bipartidos.

En el primero, se tiene que Vi = {v1,v3} y Vo = {ve,v4}. Ademds, podemos ver que cualquier para
cualquier pareja formada por un vértice de Vi y un vértice de Vo hay un lado y sélo uno que los
une. Por tanto, es un grafo bipartido completo. Dado que Vi y Va5 tienen dos elementos, dicho grafo
es K272.

En el tercero tenemos Vi = {x1} y Vo = {x2, x3, 24, 5, x6, x7}. Vemos también que este es un grafo
bipartido completo, es decir, este grafo es K.

El sequndo grafo mo es bipartido. Para comprobarlo, supongamos que tememos una division del
conjunto de vértices de la forma {wi,ws, w3, ws} = Vi U Va. Entonces wy pertenecerd a uno de
los dos conjuntos. Supongamos que a Vi. En tal caso, se tiene que wy € Vo (pues wy y wo estdn
unidos por un lado) y ws € Vo (por el mismo motivo). Tenemos entonces dos vértices en el mismo
subconjunto de la particion, y unidos por un lado.

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de los grafos bipartidos.

Teorema 5.6.1. Sea G = (V, E) un grafo. Entonces G es bipartido si, y sdlo si, G no contiene ciclos de
longitud impar.

Antes de demostrar el teorema veamos el siguiente lema, cuya demostracion se deja como ejercicio.

Lema 5.6.1. Sea G un grafo bipartido con particion del conjunto de vértices V.= V3 U V. Supongamos
que v1Vs - - - Uy €s un camino en G y que v1 € Vi. Entonces {v1,vs,v5, -} C V1 y {ve,vq,---} C Va.

Demostracion: (Teorema)

Veamos en primer lugar que si G contiene ciclos de longitud impar entonces G no es bipartido.

Supongamos que v1vsg - - Up—1Upv1 €s un ciclo de longitud impar, es decir, m = 2k + 1 para algtin
keN.

Si G fuera bipartido, tendriamos que vy, vs, - - , V2541 estan en el mismo subconjunto de la particion,
mientras que va, Vg4, -+ ,Vam,v1 estédn en el otro subconjunto de la particion.

Encontramos entonces un vértice (v1) que esta simultdneamente en los dos subconjuntos, lo cual no
es posible.

Hagamos la demostracion del reciproco. Es decir, supongamos que el grafo no tiene ciclos de longitud
impar, y veamos que entonces G es bipartido.

Vamos a hacer la demostracion en el caso de que el grafo sea conexo. Caso de no serlo, se deja como
ejercicio adaptar la demostracion.

Sean u y v dos vértices de G. Definimos el nimero d(u,v) como la menor longitud posible de los
caminos que unen u con v. Claramente, si d(u,v) = r entonces existe un camino simple que une u con v.
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Elegimos un vértice vy € V, y definimos los conjuntos:

Vi ={v eV :d(vy,v) es par} Vo ={v €V :d(vy,v) es impar}

Es claro que V = V3 UV, y que V3 N Vo = ). Veamos que cualquier lado de G une un vértice de V4
con un vértice de V5.

Sea e un lado incidente con los vértices w y w’, y sean r = d(vg, w) y s = d(vp, w'). Entonces pueden
darse tres posibilidades:

= 7 = s+ 1. En tal caso, uno es par y el otro es impar. Por tanto, el lado considerado une un vértice
de Vi con un vértice de V5.

s = r + 1. Vale lo mismo a lo dicho en el caso anterior.

r = s. Vamos a ver que esta situacién no puede darse, pues de ser asi tendriamos un ciclo de longitud
impar.

Para comprobarlo, tomamos los dos caminos simples de longitud r

VoU1V2 -+ Uy = W; VU] + -+ V) = W'

Y a partir de ellos vamos a buscar un un ciclo de longitud impar.

En principio, pueden ahora darse también dos situaciones:

1.

{Ulvaa"' 7vr}ﬂ{vllvl27"’ ,’U;,}:Q

Y aqui tenemos un ciclo vy - - - vrULVL_q - - - U]y de longitud 27 + 1, que tiene longitud impar.

!, !/
{/017027 T 7“7“} N {011)2, T 7Ur} 7& @
La idea aqui es la misma, s6lo que para obtener un ciclo hemos de eliminar los vértices repetidos.
En primer lugar, veamos que si v; € {vy,v9, - ,v.} N{vjvh, -+ ,v.} entonces v; = v]. Esto es
cierto pues si v; = v} con j # i entonces, bien j < i o bien ¢ < j. En el primer caso tenemos
que vovy - - ~v;vi+1 -9, €S UN camino que une vy con v, = w de longitud menor que r, lo cual

no es posible. En el segundo se razona de la misma forma.

Tomamos ahora el mayor i tal que v; € {vy,va, -+, v} N {v]vh, - v.}. En tal caso, podemos
tomar el ciclo v;v;41 - VULV -+ - V) = vy, que tiene longitud 2(r —i) 41, es decir, un namero
impar.

Proposicion 5.6.1. Sea G un grafo bipartido con particion Vi y Va. Supongamos que |Vi| = n y|Va| = m.
Entonces:

Si G tiene un camino de Hamilton, entonces |n —m| < 1.

Si G es un grafo de Hamilton, entonces n = m.

Si G es completo y In —m| < 1 entonces G tiene un camino de Hamilton.

Si G es completo y n = m entonces G es un grafo de Hamilton.

La demostraciéon se deja como ejercicio.

5.7.

Grafos planos

En esta seccidon vamos a estudiar los grafos que pueden ser representados en el plano.

Definicion 68. Sea G un grafo. Una representacion de G se dice plana si los vértices y los lados se
encuentran todos en un plano, y las lineas que representan dos lados distintos no se cortan.
Un grafo se dice plano si admite una representacion plana.
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Ejemplo 5.7.1.

1. El grafo K4 es plano, pues admite una representacion plana.

2. Clalquier poliedro tiene asociado un grafo. Los vértices son los vértices del poliedro, y los lados sus
aristas. Este grafo es siempre plano.

Por ejemplo, el grafo correspondiente al tetraedro es Ky. El grafo correspondiente al cubo es

Una representacion plana de un grafo divide al plano en que se encuentra en varias regiones, que
denominaremos caras.

Teorema 5.7.1 (Caracteristica de Euler). Sea G un grafo plano y conexo. Llamemos v al nimero de
vértices, | al nuimero de lados y ¢ al nimero de caras de una representacion plana. Entonces v —14c = 2.
En general, si G es un grafo plano, y x es el nimero de componentes conexas entonces v—Il+c = 1+x.

Demostracion: Hagamos la demostraciéon por induccién en el ntimero de lados.
Para grafos (conexos) con un tnico lado el resultado es cierto, pues tinicamente hay dos posibilidades,

que son
@ —

y en el primer caso v = 1, = 1y ¢ = 2, mientras que en el segundo v = 2, =1 y ¢ = 1. Facilmente se
ve como en ambos casos se da la igualdad.

Supongamos que el resultado es cierto para todos los grafos planos, conexos y con n lados, y sea G
un grafo plano, conexo con n+ 1 lados. Sean v, [ y ¢ el nimero de vértices, lados y caras respectivamente
de G.

Pueden ocurrir dos cosas:

= Que G contenga un ciclo.

En tal caso, sea G’ el grafo que resulta de quitar de G un lado que formaba parte de un ciclo.
Entonces G’ sigue siendo conexo. Llamemos v’, I’ y ¢’ al ntimero de vértices, lados y caras de este
nuevo grafo. Se tiene que v = v (no hemos eliminado ningan vértice); I’ = 1 — 1 = n (hemos
eliminado un lado) y ¢ = ¢ — 1 (al quitar un lado de un ciclo, las dos caras que separaba ese lado
se convierten en una).

Por tanto, se tiene que
v—Il+c=v—-U+1D)+([+1)=v-U'-1++1=0 -1+ =2
pues, por hipotesis de induccién, para dicho grafo si era cierta la tesis del teorema.
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= Que G no contenga ningun ciclo.

En este caso, por el lema 5.4.1 G debe tener algun vértice de grado 1.

Sea G’ el grafo que resulta de eliminar este vértice y el lado que en él incide. Para el grafo resultante
se tiene que v/ =v — 1,1’ =1 —1y ¢ = ¢ (pues el lado eliminado no separaba ninguna region).

Razonando igual que antes se tiene que v — [ 4+ ¢ = 2.

La demostracion del caso general (no conexo) se deja como ejercicio. W

Corolario 5.7.1. En un poliedro, si v es el nimero de vértices; | es el nimero de aristas y c es el numero
de caras entonces v — 1+ c = 2.

Ejemplo 5.7.2.

1.

En la representacion plana que hicimos de K4 se tienen un total de 4 caras. Como en Ky se verifica
quev =4 yl=06 entoncesv —l+c=4—-6+4=2.

El cubo tiene 8 vértices, 12 aristas y 6 caras. Obviamente se ve que v — [ + ¢ = 2.

Vamos a demostrar aqui que sélo existen 5 sdlidos requlares. Es decir, poliedros en donde todas las
caras son poligonos regulares iguales.

Supongamos que tenemos un poliedro reqular, y sea G el grafo asociado a dicho poliedro. Sabemos
que se verifica que
v—Il4+c=2

Sabemos ademds que este grafo es regqular de grado r (r es el nimero de aristas que inciden en cada
vértice) y que r > 3. Por tanto, se verifica que

rv =2l

Por otra parte, todas las caras son poligonos regulares de n lados. Si contamos el numero de caras, y
lo multiplicamos por n estamos contando el nimero de aristas dos veces, pues cada arista es arista
comun de dos caras. Por tanto, se tiene también que

nc = 2l

Sustituyendo en la expresion v — [ + ¢ = 2 obtenemos que

21 21 1 1

——l+—=2= -4+ —-—=-+
n r

1 1
r n 2 1
Sabemos que r > 3 yn > 3 (pues el poligono regqular mds simple es el tridngulo). Si tanto n como
r fueran simultdneamente mayores que 3, es decir, n > 4 y r > 4 tendriamos que % < i Y % < i,
luego

1+1—1+1<1+1—1:>1<0
2 1 r 1~ 4 4 2 1~

lo cual es imposible.

Por tanto, tenemos dos posibilidades:

= n = 3. Las caras del solido son triangulos.
En este caso tenemos

1+1_1+1 1 1 1:>l— 6r
3 r 2 1 I r 6 61

Por tanto, r < 6, lo que nos da sdlo tres posibilidades para r.
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a) r=3. Entonces | = g=5 = 6. Puesto que nc = 2l deducimos que c = 4, y dado que rv = 2l
también tenemos que v = 4. FEl solido reqular resulta ser el tetraedro.

b) r=4. Aquil = % = 12, y de aqui deducimos que c = 8 y v = 6. El sdlido reqular es el
octaedro.

c) r=25. Ahora, | = 30, y por tanto ¢ = 20 y v = 12. El sdlido es el icosaedro.

= r = 3. Razonando igual que antes, pero intercambiando el papel de v y n tenemos tres posibi-
lidades para n.

a) n = 3. Este caso ya lo hemos analizado. Es el tetraedro.
b) n = 4. Ahora las caras son cuadrados. Ahora |l = 12, lo que implica que ¢ = 6 y v = 8.
Estamos hablando del cubo.

¢) mn =5. Las caras son pentdgonos. Aquil = 30, de donde ¢ = 12 y v = 20. El sdlido es en
este caso el dodecaedro.

Corolario 5.7.2. Sea G un grafo plano, conexo, sin lazos ni lados paralelos. Entonces 3¢ < 2e y e <
3v — 6.

Demostracion: Vamos a llamar grado de una cara al nimero de lados que delimitan dicha cara, o
mejor dicho, al nimero de aristas que son frontera de la cara.

Es claro que al no tener lazos ni lados paralelos, el grado de cualquier cara es mayor o igual que 3. La
suma de los grados de todas las caras serd entonces mayor o igual que 3c.

Por otra parte, al sumar los grados de todas las caras estamos contando dos veces el niimero de lados,
pues cada lado es frontera comin de dos caras. Tenemos entonces que 3¢ < 2e.

La otra desigualdad es consecuencia del teorema 5.7.1, pues

2e
2=v—e4+c<v—e+—=0v—

S g — 6<3v-e — e<3u—6

En la demostracion del corolario se han utilizado dos hechos: que toda cara tiene al menos tres lados
que son frontera y el teorema 5.7.1. Si de un grafo pudiéramos asegurar que cada cara tiene al menos r
lados que son frontera, entonces las dos desigualdades se transformarian en

re < 2e (r—=2e<r(v-2)

Ejemplo 5.7.3. Vamos a comprobar que los grafos K5 y K33 no son planos.

En el grafo Ky tenemos que v = 5. De ser plano, se tendria que e < 3 -5 — 6 = 9. Sabemos, sin
embargo que e = 10. Por tanto, K5 no puede ser plano.

Si utilizamos la misma expresion para Ks 3, y puesto que v = 6, obtendriamos que e <3-6—6 =12,
lo cual no supone contradiccion alguna, ya que Ks 3 tiene 9 lados.

Sin embargo, por ser K33 bipartido, no tiene ciclos de longitud impar, luego no puede haber caras que
estén delimitadas por 3 lados. Como minimo, hay cuatro lados fronterizos con cada cara. En este caso,
tenemos que si fuera plano se verificaria que

(4-2)e<4(6-2) = 2e<16

que sabemos que no es cierto.
Deducimos por tanto que K33 no es plano.

Vamos a continuaioén a dar un teorema que viene a decirnos que, esencialmente, los tnicos grafos no
planos son los vistos en este ejmplo, es decir, K5 y K3 3. Antes, hemos de introducir las contracciones en
grafos.

Definicion 69. Sea G un grafo. Una contracciéon simple de G es el resultado de indentificar en G dos
vértices adyacentes.
Una contraccion de G es una cadena de contracciones simples.
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Ejemplo 5.7.4. Consideramos los grafos

V2 U3 %) w3

U1 V4 w1 Wy
Si en el primer grafo identificamos los vértices vy y vo obtenemos el grafo
U3
V1 = VU2
V4

luego dicho grafo es una contraccion del "cuadrado”.
En el sequndo grafo vamos a realizar una contraccion simple identificando los vértices wy y wa, y otra
identificando ws y wy. Los grafos que obtenemos son

ws Wo = W4y ws
W4 wi

Es muy intuitivo ver que cualquier contracciéon de un grafo plano sigue siendo un grafo plano.
Estamos ya en condiciones de dar el siguiente teorema.

Teorema 5.7.2 (Kuratowski). Sea G un grafo. Entonces G es plano si, y solo si, ningin subgrafo suyo
puede contraerse a Ks ni a Kz 3.

Ejemplo 5.7.5. Consideramos el siquiente grafo G:

/ !/
U5 'U4

Entonces, si identificamos cada vértice v; con v} (es decir, realizamos cinco contracciones) obtenemos
el grafo K5, que sabemos que no es plano. Deducimos por tanto que este grafo no es plano.

También podemos ver que este grafo no es plano como sigue:

Tomamos el subgrafo de G con los mismos vértices, y del que se eliminan los lados que unen vs con
vs, y vg con vy. El grafo que obtenemos es

up
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Identificamos los vértices vy con vy, v3 con v y vs con vl, y a continuacion vy con vy = vh. El grafo
resultante es:

que podemos representar como

U1 U2 V5 = U5

v} Vg =1Vy V3 =0V =10}

Es decir, hemos encontrado un subgrafo de G que puede contraerse hasta K3 3.

La representacion que hemos obtenido de K33 (no esta dltima) puede servirnos para comprobar que
si en K3 3 se suprime algun lado, el grafo resultante es plano (basta suprimir el lado vavs o el lado v1v3).

Por dltimo, para acabar esta secciéon introducimos el concepto de grafo dual.

Definicion 70. Sea G un grafo plano. Supongamos que tenemos una representacion plana con caras
c1,C2, -+, cr. Definimos el grafo dual para la representacion dada como el grafo cuyo conjunto de vértices
es igual al conjunto de caras (o tiene un vértice v para cada cara c;), y cuyo conjunto de lados coincide
(o es biyectivo) con el conjunto de lados de G. En el grafo dual, un lado une dos vértices si en la
representacion plana de G dicho lado es frontera comin de las dos caras.

Ejemplo 5.7.6. Consideramos el grafo
€2

€1 (&1 €3 C2

€4

que divide al plano en dos regiones ¢1 y co. El grafo dual, tendrd entonces dos vértices vy y vy (uno por
cada cara), y cuatro lados (uno por cada lado de G). Puesto que cada lado tiene frontera comin con ¢y
y co, cada lado del dual unird los vértices vi y vs.

El grafo dual es entonces:

Podemos ver que si hacemos el dual de este grafo obtenemos el grafo inicial.

Jesuis Garcia Miranda



132 INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS

Cuando hablamos de dual de un grafo, hacemos referencia a su representacion plana. Esto es asi
porque el dual de un grafo depende de la representacién plana que tomemos, como podemos ver en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.7.7. Vamos a considerar dos representaciones planas de un mismo grafo, y vamos a hallar
el dual para cada una de las representaciones. El grafo tiene 5 vértices (v1,va,vs,v4 y v5) y 5 lados, de
los que damos los dos vértices que unen (v1va, V1Vs, V104, VU3 Y VU5 ). Dos representaciones planas del
mismo grafo podrian ser:

U3 U3
v v,
(%) 5 (%] 5
U1 U1 V4

Calculamos el dual de cada una de las dos representaciones. Vemos que en ambos casos tenemos dos
caras, lo que da lugar a 2 vértices en el grafo dual. Los grafos duales son entonces:

(O—

que podemos ver que no son isomorfos. Mientras el primer grafo tiene dos vértices de grado 5, el seqgundo
tiene un vértice de grado 7 y uno de grado 3.
Del segundo grafo que hemos obtenido, podemos hacer varias representaciones planas. Por ejemplo,

@

T e

y cada una de ellas tiene un dual diferente. En estos casos serian:

V2 V2 U4
Us
U1 Vg
U3 U3 Us
que no son isomorfos entre si, ni isomorfos al grafo original (basta estudiar en cada caso la sucesion de
grados).

Si quisiéramos obtener el grafo inicial, deberiamos tomar otra representacion, aquella en la que uno
de los lazos estaria "dentro" de la region cs.

5.8. Coloracion de grafos

Definiciéon 71. Sea G = (V, E) un grafo. Una coloracion G es una aplicacion f :V — C, donde C es
un conjunto, de tal forma que para cualquier e € E, si yg(e) = {v,w} con v # w entonces f(u) # f(v).
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Cuando el conjunto C' sea un conjunto de colores, la aplicacion f lo que hace es asignar un color a

cada vértice de G, de forma que dos vértices adyacentes no tienen el mismo color.

Se llama ndmero croméatico de G, y lo representaremos como x(G) al cardinal del menor conjunto C

para el que existe una coloracion de G.

Ejemplo 5.8.1.

1.

El grafo e—e mnecesita al menos dos colores para colorearlo, ya que los dos vértices no pueden
ser coloreados con el mismo color al ser adyacentes. Su nimero cromdtico es por tanto 2.

En general, el nimero cromdtico del grafo K, es n, pues todos los vértices deben tener colores
distintos, ya que dos vértices cualesquiera son adyacentes.

Una definicion alternativa de grafo bipartido es la de un grafo cuyo nimero cromdtico es 2, pues
se tiene que un grafo es bipartido si, y sdlo si, su nimero cromdtico vale 2.

Si el grafo es bipartido, con particion V = Vi U Vs, entonces podemos colorear todos los vértices de
Vi de un color, y todos los vértices de Vo de otro color. Es claro entonces que dos vértices adyacentes
tienen distinta coloracion.

Si Gy es un subgrafo de Ga, entonces x(G1) < x(G2).

Si un grafo es plano, su nimero cromdtico es menor o iqual que 4. Este es un problema que se planted
por primera vez a mitad del siglo XIX, cuando se intentaba colorear los condados de un mapa de
Inglaterra de forma que dos condados con frontera comin tuvieran distinto color. El problema estuvo
abierto durante mds de un siglo, hasta que en 1976, Appel y Haken probaron el resultado basdndose
en un complicado andlisis computacional.

El reciproco de este resultado no es cierto. Kz 3 tiene niumero cromdtico igual a 2, y sin embargo
no es plano.

En general, determinar el namero cromético de un grafo es complicado. Para ello, vamos a valernos

del polinomio cromatico.

Definicion 72. Sea G un grafo y x € N. Vamos a denotar por p(G, z) al nimero de coloraciones distintas,
con n colores, que tiene el grafo G.

Ejemplo 5.8.2.

1.
2.

Si G es un grafo que tiene al menos un lado (que no es lazo) entonces p(G,1) = 0.

St queremos colorear el grafo Ko y disponemos de x colores, entonces para uno de los vértices
podemos elegir cualquiera de los n colores, mientras que para el otro podemos elegir entre los © — 1
restantes. El principio del producto nos dice entonces que p(Ka,z) = z(x — 1).

En general, se tiene que p(K,,z) = z(x — 1)---(x —n + 1). De aqui se deduce que si m < n,
p(Kyn,m) = 0, mientras que p(K,,n) = nl. Por tanto, el nimero cromatico de K, es n.

Si G es un grafo cuyas componentes conexas son G1,Ga,-- ,Gy, entonces p(G,x) = p(Gy,z) -
p<G27$> o p<G’ma Z‘)
Por tanto, nos limitaremos a estudiar las coloraciones de los grafos conexos.

Si G es un grafo con n vértices, que es un camino simple, entonces p(G,x) = x(x — 1)L
Es decir, G = (V, E) donde V = {vy,ve, -+ ,u,} y E={e1,ea,- - ;en_1} yyc(e:) = {vi,vit1}

En este caso, para elegir una coloracion de G con x colores, podemos elegir el que queramos para
v1, y para el resto de los vértices tenemos x — 1 posibilidades (todas menos la que hayamos elegido
para v;_1). El principio del producto nos dice que p(G,x) = z(x — 1)""1.
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Antes de ver como calcular el polinomio cromético de un grafo, realizamos la siguiente construccion.

Dado un grafo G, tomamos un lado e (que no sea un lazo) que una los vértices u y v. Entonces el
grafo G, es el grafo con los mismos vértices que G, pero al que se le ha quitado el lado e, y el grafo G/,
es el grafo que resulta de identificar en G los vértices v y v.

Teorema 5.8.1. Sea G un grafo, y u y v dos vértices adyacentes. Sea e el lado que los une. Entonces

p(Ge,x) = p(G,x) + p(GY, ).

Demostracion: Vamos a descomponer el conjunto de las posibles coloraciones de G con z colores en
dos subconjuntos, los cuales los identificaremos con las coloraciones de G y las de G, respectivamente
(con x colores). Esto, junto con el principio de la suma, nos dara la relacion que buscamos.

Puesto que en G, los vértices u y v no son adyacentes, una coloraciéon de G, puede tener en los vértices
u y v del mismo color o de distinto color.

Si tienen distinto color, lo que tenemos es una coloraciéon del grafo G (obviamente, toda coloracion
de G es una coloracion de G.). Por tanto, las coloraciones en las que u y v tienen distinto color pueden
identificarse con las coloraciones de G.

Si u y v tienen el mismo color, entonces lo que tenemos es una coloracion de G.. Reciprocamente,
cualquier coloracion de G/, nos da lugar a una coloracion de G, en la que u y v tienen el mismo color. W

Esta expresion podemos verla como p(G, z) = p(Ge, x) —p(G., x), 1o cual nos permite reducir el calculo
del polinomio cromaético de un grafo al calculo de polinomios cromaticos mas pequenos (con menos lados
o con menos vértices). De esta forma, podemos reducirlo siempre al calculo de polinomios crométicos de
grafos completos o de grafos que son caminos simples. Veamos algin ejemplo.

Ejemplo 5.8.3. Para simplificar la notacion, vamos a representar el polinomio cromdtico de un grafo
encerrando el grafo entre corchetes.

1. Vamos a calcular el polinomio cromdtico de un ciclo de longitud 4.

CAE >

r(r—1)3 —x(r —1)(z —2)

= a2z —1)[2?-20+1—2+2
= x(x — 1)(2? — 32 + 3)

2. Vamos a calcular otro polinomio cromdtico.

(R I 4 P Rl

= z(z-1)(z-2)(z-3)-2 —2-z(z—1)(z—-2)(x—3) = z(z—1)(x—2)*(z—3)

5.9. Arboles

Comenzamos en esta seccion el estudio de un tipo especial de grafos, los llamados arboles. Estos fueron
estudiados por vez primera por Kirchhoff, en 1847, en su trabajo de redes eléctricas. Sin embargo, estas
estructuras son hoy dia muy importantes en el estudio de las estructuras de datos, las ordenacines, etc.

Definicion 73. Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos.

Un grafo que no tenga ciclos se denomina bosque.

Dado un grafo conexo, un subgrafo suyo se dice arbol generador si tiene todos los vértices y es un
arbol.
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Notese que un arbol no puede tener lazos ni lados paralelos.
Un primer resultado sobre arboles, muy intuitivo, es el siguiente:

Proposicion 5.9.1. Todo grafo conexo tiene un drbol generador.
Este resultado es consecuencia inmediata del siguiente lema, cuya demostracion se deja como ejercicio.

Lema 5.9.1. Sea G un grafo conexo que contiene un ciclo. Entonces, si quitamos uno de los lados del
ciclo el grafo sigue siendo conexo.

Otro resultado, también muy intuitivo es:

Proposicion 5.9.2. Todo drbol es un grafo plano.

Demostracion: Usando el teorema de Kuratowski el resultado es trivial, pues al no tener ciclos no
puede tener ningtn subgrafo que pueda contraerse hasta K5 o K3 3. No obstante, puede darse también
una demostracién sin hacer uso de este teorema, por induccién.

En realidad, lo que vamos a probar es que todo grafo con n lados y que no tenga ciclos es un grafo
plano, y esto lo haremos por induccién en n.

Para n = 0 el resultado es trivialmente cierto, pues al no haber lados no pueden cruzarse.

Supuesto el resultado cierto para n lo demostramos para n + 1.

Si tenemos un grafo sin ciclos con n + 1 lados, le quitamos un lado y nos resulta un grafo plano (pues
no tiene ciclos y tiene n lados). Al no tener ciclos no divide al plano en regiones, por lo que dos puntos
cualesquiera pueden unirse por una linea. Por tanto, el lado que anadimos podemos dibujarlo sin que
corte a ninguno de los ya existentes. W

Corolario 5.9.1. Sea G un grafo conexo con n vértices. Entonces G es un drbol si, y sdlo si, G tiene
n — 1 lados.

Demostracion: Supongamos que G es un arbol. Entonces es un grafo plano, y el nimero de regiones
en que se divide el plano es 1. Por el teorema 5.7.1 se tiene que n—1+1 = 2, lo que implica que Il = n—1.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un grafo conexo con n vértices y n — 1 lados. Si no fuera
un arbol, podriamos obtener un arbol generador quitando lados, lo que nos daria un arbol con n vértices
y menos de n — 1 lados, lo cual no es posible. W

El siguiente teorema nos da una caracterizacién de los arboles.

Teorema 5.9.1. Sea G un grafo con n vértices, sin lados paralelos ni lazos. Entonces son equivalentes:
1. G es un drbol.
2. Dos vértices cualesquiera estdn unidos por un unico camino simple.
3. G es conexo, pero si le quitamos un lado deja de serlo.
4. G no tiene ciclos, pero si le aniadimos un lado tendrd algun ciclo.
5

G tiene n — 1 lados.

Es decir, los arboles son los menores grafos conexos, o los mayores grafos sin ciclos.
Notese también que para las caracterizaciones segunda, tercera y cuarta no es necesario suponer que
el grafo no tiene lazos ni lados paralelos, pues de ellas se deduce.
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