Capitulo 9

El lenguaje de los grafos

Los grafos, los objetos y el lenguaje cuyo estudio iniciamos aqui, son extremadamente
lutiles para representar primero, y luego analizar, problemas muy diversos. Informalmente,
un grafo es una coleccién de vértices, a la que acompana un conjunto de aristas que relacionan
estos vértices. Cuando argumentamos con grafos es habitual dibujar los vértices como puntos
(o pequenos circulos) sobre el plano, y representar las aristas como lineas que unen estos
puntos. Adelantdndonos a las definiciones formales, y para que el lector vaya comprobando
la amplia capacidad de representacion del lenguaje de los grafos, exhibimos algunos ejemplos
que analizaremos con detalle més adelante.

1) Un problema de horarios. El plan de estudios de una cierta licenciatura univer-
sitaria consta de ocho asignaturas. Para programar los horarios en los que se cursan estas
asignaturas, queremos excluir la posibilidad de que dos asignaturas que tengan alumnos
matriculados en ambas se emplacen en el mismo horario. Queremos, ademés, minimizar el
nimero de horas necesario para programar todas las asignaturas, teniendo en cuenta la res-
triccién anterior.

A1 A Representamos primero la informacién con un grafo: cada asigna-
tura es un vértice, y si dos asignaturas presentan la incompatibilidad
descrita antes, dibujamos una arista entre los vértices correspondien-
A; A, tes. Digamos, por ejemplo, que el grafo resultante es el de la izquierda.
El diseno de un horario equivale a asignar a cada vértice un simbolo

Ag  As (la hora a la que se imparte la asignatura) de manera que vértices que
vayan unidos por una arista no lleven el mismo simbolo. Pero ademds nos interesara hacerlo
empleando el minimo nimero posible de simbolos. Abordaremos este tipo de cuestiones en
la seccion 10.2, utilizando un peculiar lenguaje que daremos en llamar coloreado de grafos.

As

2) Asignacion de tareas. Formamos parte del departamento de estajanovismo a destajo
de un empresa'. Contamos con un conjunto de trabajadores y otro de tareas, asi como de la
informacién sobre para qué tareas esta capacitado cada trabajador. Buscamos una asignacion
de tareas (a cada trabajador, una tarea distinta para la que esté preparado) de forma que
consigamos ocupar al mayor niimero de trabajadores posible.

LA veces conocido como departamento de recursos humanos.
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Digamos que en la empresa hay cinco trabajadores, 11,...,15, v
ocho tareas, t1,...,ts. El grafo va a tener 13 vértices en total, tantos
como trabajadores y tareas, pero dibujamos, pues asi resulta conve-
niente, los de los trabajadores a un lado, y los de las tareas a otro.
Ademas, trazamos una arista entre un vértice que represente a un tra-
bajador y otro que represente a una tarea si efectivamente el trabajador
estd preparado para realizar esa tarea (véase el dibujo de la derecha).
La asignacién de tareas, en estos términos, consiste en seleccionar cinco
aristas de manera que de cada vértice de la izquierda parta una y solo una. En la seccién 11.1
revisaremos condiciones necesarias para que este tipo de asignaciones exista, ademds de pre-
sentar algoritmos que permiten obtenerlas.

3) Construccion de redes. Se busca conectar una serie de ciudades mediante, por
ejemplo, tramos de oleoducto. Un estudio de ingenieria previo nos permite conocer qué tramos
se pueden construir, y quizas el coste de cada uno de ellos.

Las ciudades seran los vértices y las conexiones, las
aristas. Cada arista lleva asociado un nimero (su “pe-
s0”), que indica el coste de construccién de cada tramo
(véase el dibujo de la izquierda). Buscamos, por ejem-
plo, unir todos los vértices del grafo utilizando el menor
numero posible de aristas. O en la version con pesos, en-
contrar conexiones lo mas baratas posibles. Vea el lector
los apartados 9.2.2 y 11.2.1. Alternativamente, podriamos interpretar el dibujo anterior co-
mo un red de transporte ya construida, en la que los pesos representan las capacidades de
cada tramo (por ejemplo, para canalizar agua, petrdleo, nimero de vehiculos, etc.), quizés
con el anadido de que los tramos estén orientados (es decir, que el flujo s6lo pueda recorrer
cada tramo en un cierto sentido), y con el objetivo de calcular el méaximo flujo que puede
transportar la red. Vea el lector el apartado 11.3.

5
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4) Coloreado de mapas. El de la derecha -
es el mapa del estado norteamericano de Towa, 2 s | oo | ] 7 ] o e
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zando inicamente cuatro colores, o si los habra

que requieran mas. Esta es también una cuestién de coloreado de grafos, como la cuestion 1,
aunque aqui los grafos asociados a la cuestién son un tanto especiales; grafos planos, diremos.
En la seccion 10.4 trataremos esta cuestion, junto con otras muchas relacionadas con estos
grafos planos, alguna de las cuales, como comprobara el lector, tienen conexiones fascinantes.

2{Ah!, ;que no sabia que Towa...? jQué vasta cultura general proporciona la lectura de este libro!
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El lector atento habréd reparado sin duda en el permanente uso de expresiones como
“minimizar el nimero de...”, “conseguir la maxima asignacion...”, “determinar la red mas
barata que...”, “colorear con el minimo nimero de colores”, etc., en las cuestiones anterio-
res. El lenguaje de los grafos, que primero permite representar adecuadamente y de forma
manejable la informacion de un cierto sistema, resulta ademads estar especialmente adaptado
al planteamiento (y resolucién) de problemas de optimizacion como los anteriores.

Dedicaremos tres capitulos a introducir y sacar® partido de este lenguaje, con el siguiente
plan. El capitulo que ahora comienza servira para presentar las nociones y el lenguaje basico
de grafos; un lenguaje un tanto peculiar, en el que tienen cabida desde expresiones tan
pictéricas como coloreado y nuimero cromatico, hasta términos tan botanicos como arboles
y bosques. Los dos siguientes capitulos contienen variadas aplicaciones de este lenguaje:
agruparemos las que consideramos mas de corte matematico en el capitulo 10, y las que
tienen connotaciones mas algoritmicas en el capitulo 11.

9.1. Grafos

Empecemos, como corresponde?; con la definicién matematica formal.

Definicién 9.1.1 Un grafo G = (V, A) estd conformado por un conjunto no vacio V' de
vértices y un conjunto A de aristas extraido de la coleccién de subconjuntos de dos ele-
mentos de V. Cada arista de G es, pues, un subconjunto {u,v}, con u,v € V, u # v.

Las aristas son pares (no ordenados) de vértices, y escribiremos indistintamente {u,v} 6
{v,u} para referirnos a la arista que une o conecta los vértices u y v.

En ocasiones, sobre todo cuando en ciertos argumentos manejemos varios grafos a la
vez, utilizaremos simbolos como V(G) y A(G) para recordar a qué grafo corresponden los
conjuntos de vértices y aristas a los que nos estamos refiriendo.

La definicion anterior se refiere a los llamados grafos simples. En la seccién 9.1.1 pre-
sentaremos algunas generalizaciones de esta nocién inicial de grafo. Pero, en lo que sigue, y
salvo mencién explicita en sentido contrario, cuando hablemos de un grafo siempre estaremos
refiriéndonos a este caso.

Diremos que dos grafos son iguales si tienen el mismo conjunto de vértices y la misma
coleccién de aristas.

EJEMPLO 9.1.1 Consideremos un conjunto de vértices V.= {1,2,3}. Construyamos algunos
grafos distintos con ese conjunto de vértices.

1 Como el conjunto de vértices esta fijo, determinar aqui el grafo

Gy 5 >0 exige unicamente decidir el conjunto de aristas. Los subconjuntos de
dos elementos de V' son {1,2}, {1,3} y {2,3}. De ellos, deberemos

1 escoger unos cuantos (o quizés ninguno) para formar el conjunto de

G Ox aristas. Las elecciones A1 = {{1,2},{2,3}} v 42 = {{1,2}} dan lugar
30 2 a los grafos G1 = (V, A1) y Gy = (V, Ay) dibujados a la izquierda. &

3Un mete saca.
4No olviden que éste es un libro de mateméticas. Tampoco olviden supervitaminarse y mineralizarse.
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4 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

A. Recuento del nimero de grafos distintos. Si fijamos el conjunto de vértices, por
ejemplo {1,2,3}, hay ocho grafos distintos, pues hay tres “candidatos” a ser aristas y, por
tanto, 2% = 8 posibles elecciones de conjuntos de aristas (incluyendo el conjunto vacio). En
general, si el conjunto de vértices tiene n elementos, por ejemplo V = {1,2,...,n}, entonces
tendremos

#{subconjuntos de tamano 2 extraidos de {1,... ,n}} = <Z>

“candidatos” para ser aristas. Y, por tanto,
#{nﬁmero de grafos distintos con vértices {1,2,... ,n}} = 2(3),

tantos como subconjuntos se pueden seleccionar de {1,..., (g)} El nimero anterior, por
cierto, es enorme, en cuanto n sea grande. Por ejemplo, para un modesto n = 7 hay ya
221 = 2097152 grafos distintos, més de dos millones.

El niimero de grafos con vértices {1,...,n} y con un nimero fijo, digamos k, de aristas

(donde 0 < k < (3)) es §
(%)

pues basta elegir k de entre las (g) posibles.

Agrupamos ahora los 2(5) grafos distintos con vértices {1,...,n} en funcién del nimero
de aristas que tengan. Habra uno sin arista alguna, (g) con una arista, %(g)((g) — 1) con
dos, etc., hasta terminar en el Unico grafo con todas las aristas posibles. Nos preguntamos
por el numero medio de aristas que tiene un grafo con n vértices. El resultado, siguiendo un
calculo con el teorema del binomio andlogo al del ejemplo 5.1.2, que convendra que el lector

revise, es que
()

numero medio de aristas = k(') == )
o(3) kz:% < k 2\2

de manera que, en media, los grafos tienen la mitad de las aristas posibles.

Asi que, en cuanto n sea moderadamente grande, hay muchisimos grafos distintos, incluso
si prefijamos el niimero de aristas, y un grafo elegido al azar tiene, en media, bastantes aristas.
Lo que indica que realizar calculos sobre la coleccion completa de grafos serd exigente desde
el punto de vista computacional, y que estrategias del tipo “vamos a comprobar, uno a uno,
si cierta propiedad se verifica para cada grafo” seran, como minimo, aventuradas.

B. Grafos con y sin etiquetas. Habitualmente representaremos los vértices con los simbo-
los {1,...,n}, o con los simbolos como u,v,w..., 0 quizds con vy, ve,vs.... Para las aristas
utilizaremos los simbolos a (por arista) o quizds e (del inglés edge).

La cuestién de “etiquetar” o no los vértices de un grafo es un tanto sutil. Por ejemplo,
siguiendo la definicién anterior, los grafos Gy = (V1, A1), donde Vi = {1,2,3} y A =
{{1,2},{2,3}}, y Ga = (Va,Aa), con Vo = {a,b,c} y A1 = {{a,b},{b,c}} son claramente
distintos, pues primero no tienen el mismo conjunto de vértices, y ademaés tampoco tienen el
mismo conjunto de aristas.
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Sin embargo, salvo por el nombre de los vérti- 9 b
ces, ambos contienen la misma “informacién” G;/O\ Gj/\ /Q\
(en cierto sentido que convendra precisar). Vea 1 3 a ¢
el lector los dibujos de la derecha y confirme, a la vista de ellos, si estd o no de acuerdo. Mas
aun, reconozca que siente la tentacion de quedarse, simplemente, con el esquema desnudo,

sin etiquetas, que aparece mas a la derecha. Confiamos en que la discusion de la seccion 9.1.2
arroje luz sobre esta cuestion.

C. Subgrafos. Fn muchas ocasiones, conviene considerar grafos que estan incluidos “dentro”
de otros. Dado un grafo G = (V, A), formamos un subgrafo H = (V', A’) de G seleccionando
primero algunos de los vértices de G (esto es, V' C V') para después, de las aristas que unieran
vértices del conjunto V' en el grafo original G, quedarnos con algunas de ellas (o todas)®.
Un caso especialmente relevante es aquél en el que el subgrafo incluye todos los vértices del
grafo original. Un subgrafo H (de G) con V(H) = V(G) se llamara un subgrafo abarcador.
Algunos de los ejemplos que expusimos al principio del capitulo requieren hallar subgrafos
abarcadores (en realidad, “arboles” abarcadores; esto lo veremos en la seccién 9.2.2).

G 2 Consideremos, por ejemplo, el grafo G dibujado a la izquierda. El
conjunto de vértices es V(G) = {1,2,3,4,5}, y el de aristas A(G) =
3 {{1,2},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{4,5}}. De los seis grafos que represen-
tamos debajo de estas lineas, sélo los cuatro primeros son subgrafos de G.
Porque Hj contiene una arista (la {1,5}) que no estaba en el original,
mientras que Hg tiene un vértice (y alguna arista) de més.

H, 2 Hy, 32 Hs 2 H, 32 Hy 2 Hg 2
0 LD SR R
5 4 5 4 5 4 4 5 4 5 4

Los grafos Hy y Hs son, ademas, subgrafos abarcadores de G, porque incluyen a todos
los vértices de G. Los subgrafos Hs y Hy son también especiales: son los subgrafos que se
obtienen considerando sélo los conjuntos de vértices {2,3,4,5} y {2, 3,4}, respectivamente, y
quedandonos con todas las aristas que unieran esos vértices en G. A estos ultimos subgrafos
nos referiremos como los subgrafos inducidos por esos conjuntos de vértices.

1

5 4

9.1.1. Representacion matricial de un grafo

La definicion 9.1.1 oficial de grafo habla de conjuntos de vértices y conjuntos de aristas,
que se seleccionan de entre las parejas de vértices. Pero en los ejemplos que hemos visto hasta
ahora, y en muchas de las ilustraciones y argumentos que desarrollaremos en lo que sigue, el
grafo es ese dibujo en el papel en el que vamos ubicamos circulos para representar vértices,
y lineas, curvas o rectas, dependiendo de las pulsiones estéticas de cada uno, uniéndolos
entre si.

5Si sélo exigiéramos que H contuviera algunos de los vértices y algunas de las aristas de G, podrfamos llegar
a situaciones sin sentido como incluir una arista pero no alguno de sus vértices.
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6 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Vale, bien, de acuerdo. Pero si lo que pretendemos es utilizar grafos para representar
sistemas de puntos conectados y para resolver en ellos cuestiones algoritmicas, ordenador
mediante, necesitamos una manera eficaz de codificar la informacion contenida en el grafo.

La representacién més habitual® de un grafo G = (V, A) utiliza su matriz de vecinda-
des, o matriz de adyacencia. Se construye como sigue. Digamos que el conjunto de vértices
es V = {v1,...,v,}. Ordenamos esos vértices de cierta manera, por ejemplo (vi,...,v,). Y
ahora construimos la matriz n x n, cuyas filas y columnas van etiquetadas con esos vértices,
y cuyas entradas, para cada 1 < i,j < n, llevan un 1 en la posicién (v;,v;) si {v;,v;} € A,y
un 0 en caso contrario.

La matriz tendra ceros en la diagonal y serd simétrica: si en la posicién (v;,v;) aparece
un 1 es porque {v;,v;} € A; por tanto, en la posicién (v;,v;) deberd aparecer también un 1.
Véase la siguiente ilustracion:

U1 Vo | V3 | U4 | Us
" s 0|0 001
v | 0] 0|0 1 1
v3 | 0101071 1

v
Us s w01 (101
s w11 ]1]1]0

Por ejemplo, el 1 que aparece en la fila tercera, columna cuarta, y el 1 de la correspondiente
posicion simétrica, fila cuarta, columna tercera, significan que el grafo contiene la arista entre
los vértices vs v vy.

(Observe el lector que la matriz depende de la ordenacién de los vértices elegida. Més
sobre esto, en el apartado 9.1.2).

Asi que un grafo G simple con vértices {v1,...,v,} es exactamente lo mismo que una
matriz n X n de ceros y unos, simétrica, y con ceros en la diagonal, cuyas filas y columnas
van etiquetadas con los simbolos {v1,...,v,}.

Hacemos notar que esta representacion matricial abre la posibilidad de utilizar técnicas
de algebra lineal para analizar cuestiones relacionadas con grafos. La matriz de vecindades de
un grafo verifica algunas propiedades, como ser simétrica, o que sus entradas son nimeros no
negativos (ceros y unos, de hecho). Podria ocurrir, y de hecho asi ocurre, que algunas de las
caracteristicas del grafo se reflejaran en ciertos invariantes de la matriz, como por ejemplo sus
autovalores y autovectores. Esta linea de analisis, conocida como teoria espectral de grafos,
es extremadamente 1til en ocasiones, aunque aqui solo la utilizaremos en contadas ocasiones.
Véase al respecto la seccién 9.1.5.

El lector que revise la discusion sobre relaciones binarias de la seccién 5.5 se percatara
también de que un grafo G = (V, A) se corresponde con una relacién definida en el conjunto V/,
sin més que interpretar que dos elementos de V estan relacionados si hay una arista que
conecta los correspondientes vértices. Para el caso de los grafos simples, se tratard de una
relacién simétrica, desde luego no reflexiva y que, en algiun caso, serd ademds transitiva.
Véase la discusion mas general al respecto en la seccién 9.3.

5No es la tinica. Vea por ejemplo, en la demostracién de la proposicién 9.1.3, una representacién alternativa,
conocida como la “matriz de incidencias”.
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9.1. Grafos 7

A. Grafos dirigidos, aristas miiltiples, lazos y pesos

Algunas cuestiones que trataremos en este texto exigen generalizar el concepto de grafo.
Presentamos ahora algunas de estas variaciones sobre la definicion 9.1.1, atendiendo también
a las representaciones matriciales a que dan lugar. Algunas propiedades adicionales de estas
generalizaciones seran analizadas con mas detalle cuando el problema de interés lo exija.

La primera generalizacién consiste en per-

. . . V1 V2 U3 V4 Vs
mitir la presencia de lazos, esto es, de aristas

L. : Ul ’1)2 U1 1 0 0 0 1
cuyos dos vértices sean el mismo. Sobre la de- w101 1]l0]1]1
finicion 9.1.1, esto supone admitir aristas del Vs v3 vs | 0[O0 [O]1]1
tipo {v,v}; y sobre la matriz de vecindades, la va | O] 1T 1T )1 11

V4 vs | 1 1 1 1 0

eventual presencia de unos en la diagonal. A la
derecha mostramos un ejemplo.

Conviene también a veces permitir aris-

Vi | V2 | V3 | V4 | V5 tas multiples, esto es, que algunos pares de

U1 V2 v 210101071 vértices estén conectados por dos o mas aris-
vy | O 1 0 2 2 .

mToToT o3 1 tas. En este caso, al que nos referiremos co-

Us s w0l 23 111 mo multigrafos, la definicién 9.1.1 se am-

U vs [ 2] 1] 1]1]0 pliaria permitiendo aristas repetidas, y en

la matriz de vecindades las entradas serian
ceros o numeros naturales (incluyendo la diagonal, si es que quisiéramos permitir lazos multi-
ples). A la izquierda exhibimos un ejemplo, en el que se pueden apreciar aristas dobles y
triples, y hasta lazos dobles”.

Otra posibilidad, que estudiaremos con v vi | v2 | v3 | va | U3
detalle en la seccién 9.3, es la de dar orienta- v2 vi |0]0]0)0]1
cion a las aristas. En los grafos dirigidos /O v2 | 01010110

digrafos (con lazos o sin ellos), las aris- v vg 2101010190
o digrafos (con lazos o sin ellos), las aris 5 w0l o110 1
tas se definen como pares ordenados, y la V4 w1 ]1]0]0]o0

matriz, cuyas entradas siguen siendo ceros
y unos, ya no sera necesariamente simétrica. Véase el ejemplo de la derecha. Hacemos notar,
por cierto, que en la matriz leemos las aristas de filas a columnas; véase, por ejemplo, el 1 en
la fila vg4 y columna vs. En el dibujo, ademas, cada arco ha sido decorado con una “flecha”.
La tultima generalizacién consiste en asociar, en cualquiera de los esquemas anteriores
(grafos simples, multigrafos o grafos dirigidos), un nimero real a cada arista a, su peso p(a).
En este caso, hablaremos de un grafo con pesos (o grafo ponderado®, o incluso grafo
pesado”). La matriz de un grafo (simple y sin lazos, por ejemplo) ponderado es simétrica y sus
entradas son los pesos de cada arista. La matriz de un grafo dirigido con pesos (que tendran
papel destacado en la seccién 11.3) apenas tiene propiedades més alla de ser cuadrada.

"Esta representacién matricial s6lo tiene en cuenta cudntas aristas hay entre cada par de vértices. Eso es
todo lo que necesitaremos aqui. Pero es concebible que quisiéramos distinguir entre, por ejemplo, dos aristas
que unan el mismo par de vértices (por ejemplo, dos carreteras distintas que unieran las mismas ciudades)
(,Cémo se le ocurre al lector representar matricialmente esta situacién?

8Dicese del grafo sobre el que se piensa mucho, y muy detenidamente.

9Sin comentarios.
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8 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Esperen, no se vayan todavia, que queda una tltima generalizacion. Todas las definiciones
anteriores, cada una con sus particularidades, parten de que las aristas conectan parejas de
vértices (ordenadas o no). En otros términos, nos hemos restringido a relaciones binarias. Los
llamados hipergrafos constan del habitual conjunto de vértices, V', y ademas de un conjunto
A de hiperaristas, que son subconjuntos de vértices, no necesariamente de tamano 2. Es decir,
A CP(V), la coleccién de todos los subconjuntos de V. En ocasiones conviene restringirse a
que las aristas sean todas del mismo tamano, por ejemplo parejas (el caso del grafo habitual), o
trios, o cuartetos, etc, de vértices. Aunque estos hipergrafos resultan ttiles para representar
cierta cuestiones, no los utilizaremos en estos capitulos. Por otra parte, intente el lector
representar sobre el papel un hipergrafo que por ejemplo involucre trios.

Pero, jinsistimos!, en lo sucesivo, mientras no se diga lo contrario, todos los grafos a los
que nos referiremos seran. .. simples (y sin lazos).

B. Vértices vecinos, grado de los vértices y sucesion de grados

En lo que sigue utilizaremos en repetidas ocasiones las siguientes nociones, que tienen
que ver con relaciones de vecindad en un grafo.

Definicién 9.1.2 Dado un grafo G = (V, A), diremos que dos vértices v,w € V son vecinos
si {v,w} € A. El grado de un vértice es el nimero de vecinos que tiene en el grafo:

grado(v) = #{w eV : {v,w} € A(G)}.
Si los vértices de G son {vy,...,v,}, la sucesion de grados del grafo G es la lista
(grado(v1), grado(ve), . .., grado(vy,)) .

El grado de un vértice es un nimero entre 0 y n — 1, si es que el grafo tiene n vértices.
Si el grado de un vértice es 0, es decir, si no tiene vecinos en el grafo, diremos que el vértice
es aislado. Con la matriz de vecindades, el grado de un vértice se determina sumando las
entradas (los unos) que aparezcan en su filal?.

Por convenio (o costumbre), en la sucesiéon de grados éstos se escriben en orden de tamano,
bien de menor a mayor, bien de mayor a menor'!.

Las relaciones de vecindad se codifican con la matriz de vecindades; la sucesion de gra-
dos se obtiene sumando sus filas, de manera que se trata sélo de un resumen parcial de la
informacién que contiene la matriz. Asi que habrd grafos que tengan la misma sucesién de
grados, pero cuyas relaciones de vecindad sean bien distintas. Vea el lector algiin ejemplo en
el apartado siguiente.

Ademsds, no toda lista de n enteros, todos ellos entre 0 y n — 1, se corresponde con la
sucesion de grados de un grafo con n vértices. Por ejemplo, se tiene la siguiente restriccion
que nos dice, en particular, que la suma de los grados de un grafo es siempre un ntimero par.

0Un lazo, si los permitiéramos y los hubiere, debe contribuir con un 2 al grado del vértice. Pero como en
la matriz de vecindades hemos representado los lazos con unos en la posicién de la diagonal correspondiente,
para este caso tendremos que la suma de las entradas de la fila (o columna) de un vértice v es el grado de v
menos el nimero de lazos. Pequefia inconveniencia que confiamos el lector sepa disculpar.

1Sobre gustos. .. El nuestro serd: de menor a mayor.
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9.1. Grafos 9

Proposicién 9.1.3 En cualquier grafo G = (V, A) se tiene que
Z grado(v) = 2|A|.

veV

Hacemos notar, no obstante, que la condicién anterior no caracteriza las sucesiones de
grados de un grafo. Es decir, hay sucesiones de enteros no negativos 0 < dy < dg < --- < d,, <
n—1, con dy+- - -+d,, par, que no se corresponden con la sucesion de grados de un grafo simple.
Por ejemplo, la sucesién (1, 1,3, 3) de nimeros entre 0 y 4 cumple las condiciones de paridad,
pero no se corresponde con ningun grafo con cuatro vértices, como podra comprobar el lector
que se afane en tratar de dibujar un tal grafo. Vea el lector interesado el ejercicio 9.1.11.

DEMOSTRACION (véase también el lema de o Lvs | vs | va | os
los saludos, ejemplo 2.1.4). Vamos a argu- e |1 OJO]oO0]1
mentar sobre otra manera de registrar la a2 | 0] 1]0)0]1
informacién contenida en el grafo, conoci- as |0 1] O] 1 )0

« : SN ET as | O 0 1 0 1
da como “matriz de incidencias”: sus co- T oTorT 1o

, . v 5
lumnas estan etiquetadas con los vértices wlOololol 11
{v1,...,v,}, pero ahora, como etiquetas de
las filas, situamos las aristas {a1,...,an}. En la posicién (a;,v;) colocaremos un 1 si el

vértice v; es extremo de la arista a;; y un 0 en caso contrario. Véase el ejemplo de la figura.

En la fila etiquetada con la arista a; apareceran sélo dos unos (sus dos extremos); lo
mismo ocurre con el resto de las filas. Asi que, sumando por filas, obtenemos 2|A|. La colum-
na correspondiente al vértice v; contendra tantos unos como vecinos tenga: su suma valdrd
justamente gr(v;). Sumando los resultados de todas las columnas, y por doble conteo, obte-
nemos la conclusion. Piense el lector si el resultado sigue siendo valido si permitimos lazos
y/o aristas multiples (ejercicio 9.1.7; recomendamos también el ejercicio 9.1.8). [

Finalizamos la seccién presentando unas cuantas nociones adicionales asociadas a los
grados de los vértices de un grafo:

Definicién 9.1.4 Dado un grafo G = (V, A), su minimo grado y su maximo grado
vienen dados por

0(G) = én\/l(nG {grado(v) } y A(G) :vg‘l/a(é {grado(v)} .

Si los dos numeros anteriores coinciden, digamos que ambos valen k, entonces todos los
vértices del grafo tendran grado k, y hablaremos de un grafo k-regular.
Llamaremos grado medio de los vértices del grafo G a la cantidad

grado(G Z grado(v
ve Vv

Obsérvese que 0 < §(G) < A(G) < n—1, si el grafo tiene n vértices. El grado medio, que
cumple que §(G) < grado(G) < A(G), es una medida del nimero de aristas que hay en el
grafo G por cada vértice. De hecho, a la vista de la proposicion 9.1.3, se tiene que

grado(G) = 2
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10 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

9.1.2. Grafos en cuerpo y alma: isomorfia de grafos

Los grafos, como hemos visto, tienen como objeto representar relaciones (binarias) entre
los elementos de una coleccién de vértices. La verdadera naturaleza de esta relacion variard
segin el problema considerado; por ejemplo, pueden ser personas que se conozcan o no,
ciudades conectadas o no mediante carreteras, asignaturas con incompatibilidades, etc. Pero
sea cual sea su cardcter, nos gusta interpretar esta relacion en términos genéricos de vecindad:
asi, “estar relacionados” lo entendamos como “ser vecinos” en el grafo.

Para que dos grafos sean iguales han de tener prime- G Q'
ro, los mismos vértices, exactamente, y después, las mismas 5 &
aristas, exactamente. Los dos grafos de la derecha tienen 10 02
vértices distintos: los del de la izquierda son {a,b,c,d} y los 0 2 3 0/04

del de la derecha, {1,2,3,4}, y cada uno tiene una tunica
arista. Son grafos distintos, simplemente porque tienen vértices distintos.

Pero el lector condescendiente admitird que, en realidad, los dos grafos se corresponden
con la misma relacion de vecindad, que, de hecho, podemos describir en palabras que no hacen
referencia ni a los vértices concretos ni a las aristas concretas; a saber, se trata de una relacién
en un conjunto de 4 elementos en la que hay exactamente un par de ellos relacionados.

El lector convendra con nosotros en que resultard provechoso disponer de un concepto que
capture el hecho de que esos dos grafos, en realidad, dicen lo mismo. Vamos, que son iguales
aunque sean formalmente distintos, sensu stricto'?. Ese concepto es el de grafos isomorfos.
Isomorfo significa, filolégicamente hablando, con la misma forma.

Definicién 9.1.5 Decimos que dos grafos G = (V,A) y G = (V', A") son isomorfos si
existe una aplicacién biyectiva entre los conjuntos de vértices, ¢: V — V', de manera que

{v,w} € A siy solamente si {¢(v),p(w)} € A".

La aplicacion ¢ es un diccionario que traduce la informacion del primer grafo en la del
segundo (o viceversa). Si dos vértices son vecinos en el primer grafo, entonces los vértices
correspondientes en el segundo también son vecinos, y reciprocamente. Asi queda exactamente
trasladada la relacion de vecindad: es, a todos los efectos, la misma. Nétese que el isomorfismo
se define con una biyeccién entre los vértices, pero induce autométicamente otra entre las
aristas: basta asociar a una arista con vértices v y w la arista con vértices ¢(v) y ¢(w).

Por ejemplo, la aplicacién ¢ de {a,b,c,d} en {1,2,3,4} definida por ¢(a) = 3, ¢(b) = 4,
d(c) = 1y ¢(d) = 2 es un isomorfismo entre los grafos que considerdbamos antes, pues
justamente hace corresponder la tunica arista, {a,b}, de G, con la dnica arista, {3,4}, de G'.

Muchas de las nociones y propiedades de grafos que iremos introduciendo en las paginas
que siguen seran invariantes por isomorfia. Es decir, que si un grafo G tiene una tal
propiedad, los grafos isomorfos a él gozaran asimismo de esa propiedad. En cierto sentido,
sélo las propiedades invariantes por isomorfia son importantes, porque sélo ellas refieren
exclusivamente a lo esencial de la estructura de vecindad. Por ejemplo, el nimero de vértices
y el nimero de aristas son invariantes por isomorfia. También la lista de grados de los vertices

12Djsculpe el amable lector el tono escoléstico, y es que tanta disquisicién quintaesencial. . .
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9.1. Grafos 11

es invariante por isomorfia; de hecho, si ¢ define un isomorfismo entre G y G’, entonces
grado(v) = grado(¢(v)) para cada vértice v de G.

No suele resultar facil decidir si dos grafos dados son isomorfos o no. De hecho no se
dispone de ningin procedimiento efectivo y general para ello, y la cuestion es considerada un
problema computacionalmente dificil.

Para comprobar que dos grafos son isomorfos bastard con exhibir un isomorfismo. En-
contrarlo puede no ser facil, pero comprobar que el supuesto isomorfismo es tal es un asunto
directo. Para buscar un isomorfismo entre dos grafos (o, si es el caso, comprobar que no hay
tal) con n vértices —si no tuvieran igual nimero de vértices ya estaria claro que no son iso-
morfos — podriamos analizar las n! biyecciones del primer conjunto de vértices en el segundo,
y comprobar una a una si lleva aristas en aristas. Pero n! es, a poco que n no sea pequeno,
un numero desorbitadamente grande.

En sentido contrario, para comprobar que dos grafos no son isomorfos habra que ar-
gumentar que no existe ningin isomorfismo entre ellos, lo que no es tarea facil. Piense en
abstracto el aplicado lector: cudn dificil es demostrar que algo (por ejemplo, la isla de San
Borondén'?) no existe. Pero las matematicas, como ciencia de lo abstracto —ésta es la clave —,
estan cabalmente pertrechadas para este fin.

Una posible estrategia pasa por comprobar si ambos grafos comparten o no las diversas
propiedades invariantes por isomorfia que iremos descubriendo en estas paginas: el niimero
de vértices, la sucesién de grados, etc. Pues si comprobamos que uno de los grafos en cuestién
tiene una tal propiedad y el otro no, entonces no pueden ser isomorfos. Pero no se conoce una
lista (completa y razonable) de invariantes cuya comprobacién resolviera la cuestién, bien en
negativo (los grafos no son isomorfos), si alguna de las propiedades no se compartiera, bien
en positivo (los grafos son isomorofos) si todas ellas fueran comunes a los dos grafos.

Por cierto, la interpretacién de la nocién de isomorfia en términos de matrices de vecinda-
des es directa. Sean M y M’ las respectivas matrices de vecindades de los grafos G y G'. (Las
matrices en si dependen de las ordenaciones de los dos conjuntos de vértices). Entonces G
y G’ serdn isomorfos si existe una forma comin de reordenar las filas y las columnas de M
que nos dé la matriz M’. La receta para esa reordenacién comin es simple: si el vértice v
de G etiqueta, por ejemplo, la tercera fila (y tercera columna) de M y el vértice ¢(v) etiqueta,
por ejemplo, la sexta fila (y sexta columna) de M’, entonces en la reordenacion la fila 3 pasa
a ser la fila 6, y la columna 3 pasa a ser la columna 6. Notese el significado del término
“reordenacion comun”, que en términos més formales supone lo siguiente.

Definicién 9.1.6 Dos grafos G = (V, A) y G’ = (V', A’), representados por sendas matrices
de vecindades M y M’, son isomorfos si existe una matriz de permutaciones P tal que

M =PMP.

Una matriz (cuadrada) P con ceros y unos se dice de permutaciones si tiene un unico 1
por fila, y un unico 1 por columna. Revise el lector el ejercicio 5.2.10. Estas matrices son
ortogonales, es decir, P~ = PT. En la identidad de arriba, multiplicar por P por la izquierda
intercambia las filas, y multiplicar por P~! (o mejor, por PT) por la derecha, las columnas.

130 Saint Brendan, si no tiene usted la suerte de ser canario.
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12 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Para cercioranos de la equivalencia entre las definiciones 9.1.5 y 9.1.6, y comprobar cémo
la matriz de permutaciones P se corresponde exactamente con la biyeccién ¢ entre vértices,
veamos el ejemplo que abria este apartado: si tomamos

a b ¢ d 1 2 3 4
a /0 1 0 O 1 /0 0 0 O
b1 000 , 210 0 0 O
M= 100 0 0 vy M=3100 01
d\0 0 0 O 4\0 0 1 O
entonces

0 0 1 0
0 0 0 1

'— p.M.PT =
M =P -M-PT, donde P 100 0
01 0 0

Obsérvese cémo P se corresponde con la aplicacion ¢ descrita anteriormente.

A. Almas de grafos

Lo comun de los dos grafos que tratdaba- o
mos antes queda recogido por la representa- Lo oo
cién que aparece en el ultimo esquema de la 4
derecha, que es una una suerte de grafo des- b 30/0
nudo, sin etiquetas en los nodos que repre-
sentan vértices, al que nos referiremos como el alma del grafo'*. En las almas no hablamos
de vértices sino de nodos, y no hablamos de aristas, sino de conexiones entre nodos, simple-
mente para resaltar que las almas de los grafos son entes'® de naturaleza distinta a la de los
grafos en si. Usaremos almas de grafos, y no los grafos en si, en las discusiones en las que los
nombres de los vértices no aportan informacién relevante.

Q

Q
[@Xs}
O

(@)

0

Obsérvese que los grafos en si guardan, respecto de sus almas, la misma relacion que la
matriz de vecindades (con sus filas y columnas etiquetadas) respecto de esa misma matriz
pero sin etiquetas ni nombres en filas o columnas.

A un alma se le puede dar cuerpo'® de grafo asigndndole nombres a los nodos para
transformarlos en vértices. Notese que dos grafos son isomorfos si tienen la misma alma, o
reciprocamente, si se obtienen de la misma alma asignando nombres a los nodos del alma.

B. Almas en accién!”

Las almas son muy utiles (como paso intermedio) cuando intentamos exhibir todos los
grafos que cumplen determinadas caracteristicas. Veamos aqui un ejemplo para ilustrar esta
idea, aunque mas adelante la usaremos con denuedo. Supongamos que queremos exhibir todos
los grafos con los cuatro vértices {1,2,3,4} que tienen 3 aristas. En total hay

4
<(§)> =20 de ellos.

14: Ah!, pero, jlos grafos tienen alma? Y cuerpo, si sefior. Un alma es un grafo desnudo: metafisica escoldstica.
15, Entelequias? Esta discusién empieza a exigir, como muisica ambiental, canto gregoriano.
16Reencarnaciones. Quizds ahora musica de tambores, crétalos y cuencos tibetanos.

1"No, no es una ONG.
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9.1. Grafos 13

A la vista de la proposicién 9.1.3, las posibles sucesiones de grados son cuatro nimeros
g1 < g2 < g3 < g4, todos ellos entre 0 y 3, de manera que g1 + g2 + g3 + g4 = 6. Toca ser
metodico y analizar la consiguiente casuistica. Vamos con ello.

Si hay un vértice de grado 3, ya se usan las 3 aristas y los alma nimero 1

otros vértices habran de ser de grado 1. La sucesién de grados es
(1,1,1,3), que se corresponde con el alma de la derecha.

Suponemos ya que no hay vértices de grado 3.
Ha de haber al menos dos vértices de grado 2, por-
que si no la suma de los cuatro grados no llegaria
a 6. Por tanto, restan dos posibilidades para la su- o
cesién de grados: (0,2,2,2) y (1,1,2,2), que dan
lugar a las dos almas que dibujamos a la derecha.

alma ntdmero 2 alma niimero 3

Puesto que las sucesiones de grados en estas almas son distintas, no hay posibles isomor-
fismos entre los grafos que tengan distintas almas, y, por tanto, a mayor abundamiento, grafos
con distintas almas seran distintos. Por tanto, he ahi nuestro enfoque: para cada una de las
tres almas buscaremos todos los grafos distintos que podemos tener con ese alma concreta, es
decir, asignaremos nombres de entre {1,2,3,4} a los nodos (para transformarlos en vértices).
El alma es como una plantilla en la que al poner nombres damos cuerpo al grafo.

A primera vista, sin pensar, podiamos decir que, como hay cuatro posiciones en el alma
y cuatro simbolos posibles, entonces cada alma da lugar a 4! grafos: cierto, pero no son todos
distintos. Procedamos con cuidado.

Consideremos el alma numero 1. Observard el lector atento que aqui basta con decidir
cual es el nombre del nodo de grado 3. De manera que solo hay 4 grafos distintos con vértices
de {1,2,3,4} con este alma. Por ejemplo, si decidimos que el nodo de grado 3 recibe el nombre
de 2, entonces el grafo tiene aristas: A = {{2,1},{2,3},{2,4}}.

Vamos con el alma 2. De nuevo, hay sélo 4 grafos distintos: aqui basta con decidir el
nombre del nodo de grado 0. Si, por ejemplo, el nodo de grado 0 recibe el nombre de 2,
entonces el grafo tiene aristas: A = {{1,3},{3,4},{4,1}}.

Finalmente, analicemos el alma 3, que es sin duda la que mé&s trabajo da de las tres.
Elegimos nombre para uno de los nodos de grado 1, después nombre para el vecino de grado 2,
y luego, por tltimo, de los dos nombres restantes elegimos el que asignamos al nodo de grado 1,
y el grafo queda determinado. Este proceso se puede llevar a cabo de 4 x 3 X 2 = 24 maneras.
Por ejemplo, si en este proceso elegimos, por orden, el nombre “2” para el nodo de grado 1,
el nombre “4” para el nodo vecino de grado 2 y el nombre “1” para el otro nodo de grado 1,
tendremos las aristas A = {{2,4},{4,3},{3,1}}.

Pero —tenia que haber un pero— hemos impuesto un orden espurio en los nodos de grado 1
y no hay tal. Por ejemplo, si en este proceso elegimos por orden el nombre “1” para un nodo
de grado 1, el “3” para el nodo vecino de grado 2 y el “2” para el otro nodo de grado 1,
obtenemos las mismas aristas. Como consecuencia del orden impuesto en los nodos de grado 1,
cada grafo aparece 2 veces. De manera que tenemos que dividir por 2, para obtener finalmente
que con este alma tenemos 24/2 = 12 grafos distintos.

Reuniendo las consideraciones sobre las tres almas, vemos que tenemos un total de 20 =
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14 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

444+ 12 grafos distintos con vértices {1,2,3,4} y 3 aristas. Los que tienen alma 1 son todos
isomorfos entre si, y lo mismo ocurre para los que tienen alma 2 o los que tienen alma 3. De
manera que distintos hay 20, y no isomorfos sélo tenemos 3, tantos como almas.

No quisiéramos que el ejemplo anterior pudiera inducir al lector a creer que la sucesion de
grados determina el alma de un grafo. Si asi fuera tendriamos un discriminador de isomorfia.
Pero no, qué pena!®. Las dos almas que siguen,

o] D S

tienen la misma sucesion de grados, a saber, (1,1,1,2,2,3), pero no son la misma. Para argu-
mentar por qué estos dos grafos (almas) no son isomorfos conviene darles cuerpo nombrando
los vértices; usaremos ntimeros para el de la izquierda y letras para el de la derecha!?:

6 f
] A

1 2 3 4 b c d e

Si hubiera un isomorfismo ¢ entre los conjuntos de vértices {1,2,3,4,5,6} y {a,b,c,d,e, f},
los respectivos vértices de grado tres deberian corresponderse, asi que necesariamente ten-
drifamos que ¢(2) = c. El vértice 3 tiene grado dos y es vecino del vértice 2, asi que su imagen
¢(3) ha de tener grado dos y ser vecino de ¢(2) = c¢. Hay dos posibilidades para ¢(3), puede
ser b 6 d. Supongamos que fuera b (el argumento si fuera d es andlogo, como puede compro-
bar el lector), esto es, que ¢(3) = b. Seguimos. Nos fijamos ahora en el vértice 4, que tiene
grado dos y es vecino del vértice 3. Asi que ¢(4) ha de ser un vértice de grado dos, vecino de
®(3) = b, pero, ;b no tiene vecinos de grado dos!. Concluimos que no hay tal isomorfismo ¢.

Ma3s expeditivamente, para ver que estos grafos no son isomorfos basta con observar que
el grafo de la izquierda tiene un par de vértices de grado 2 que son vecinos entre si (propiedad
invariante por isomorfismos), pero el de la derecha no.

Puede sorprender lo sencillo que resulta contar el nimero de grafos que hay con n vértices
y k aristas, en comparacién con lo laborioso que resulta clasificarlos (en funcién de las distintas
almas) y luego contar los posibles etiquetados. El recuento del nimero de grafos no isomorfos
con n vértices y k aristas es complicado. Remitimos al lector al capitulo 28, en el que,
aplicando la combinacion de funciones generatrices y teoria de grupos que se conoce como
teoria de Pélya (jalta tecnologial), exhibiremos un método para enumerar grafos no isomorfos.

C. Sobre cuerpos y almas?®

El meticuloso lector, quizds abrumado por tanta disquisicion de tinte escolastico sobre
cuerpos y almas de grafos, echara en falta una definiciéon formal de alma de un grafo.

Parece, y asi es en realidad, a qué negarlo, que hemos argumentado con la representacion
pictérica de un grafo como puntos (vértices) etiquetados en el plano y arcos entre ellos. Que
el alma no es sino ese mismo dibujo, en el que eliminamos las etiquetas de los vértices (para

18 Alma en pena: dicese del lector que se ha perdido en la contabilidad anterior. No, usted no, el otro.

9No atribuya el suspicaz lector, por favor, connotacién politica o cultural alguna a esta asignacién. Nada
mas lejos de nuestra intencién.

20 Corps et @mes, que dirfa Van der Meersch.
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que queden en simples nodos). Y que dar cuerpo no es sino la operacién de nombrar nodos.
La definicién formal casi puede sonar a una argumentacién ad divinitatem:

Definicion 9.1.7 El alma de un grafo es su clase de equivalencia por isomorfia.

Es decir, el alma de un grafo es la coleccién completa de grafos que son isomorfos a él.
El lector interesado deberia comprobar que la relacién de isomorfia entre grafos define una
relacién de equivalencia en la coleccién de todos los grafos?!

La criptica y econémica frase de que, por ejemplo, los grafos que se exhiben a continuacién
son todos los grafos con 3 vértices, salvo isomorfismos, quiere decir que son un sistema de
representantes de las clases de isomorfia de los grafos con 3 vértices. Es decir, que no son
isomorfos entre si, y que cualquier grafo con 3 vértices es isomorfo a uno de ellos. O, finalmente
(nétese que, en realidad, se trata de almas de grafos), que cualquier grafo de 3 vértices se
obtiene dando cuerpo (asignando nombre a los nodos) a uno (y sélo uno) de ellos.

A NVAN

Por cierto, a las almas de grafos se les suele denominar (en definicién negativa) grafos
no etiquetados, y a la operacion de dar cuerpo, etiquetar.

Nuestra ultima precision en este contexto concierne a las matrices de vencindades. Las
almas y los grafos no etiquetados con n vértices (nodos) pueden también entenderse como
clases de equivalencia en el conjunto M de matrices cuadradas n X n simétricas, con entradas
que son ceros y unos, y con ceros en la diagonal. En esta relaciéon de equivalencia (el lector
comprobaré sin dificultad que es tal), dos matrices de M se dicen equivalentes si una se
obtiene de la otra aplicando una misma permutacién a las filas y a las columnas.

9.1.3. Algunas familias de grafos

En muchas de las cuestiones que trataremos en estas paginas apareceran repetidamente
algunos grafos particulares, para los que conviene disponer de nombres y notaciones especifi-
cas. Enumeramos a continuacion, y describimos someramente, algunos de los maés relevantes.
Hablaremos aqui de grafos salvo isomorfia, por lo que no haremos explicitas las etiquetas de
los vértices. Nos estaremos refiriendo, pues, a almas de grafos??

Diremos que un grafo es un L,, un grafo lineal con n vértices (n > 2) si tiene n vértices,
de los que dos son de grado 1 y el resto, si los hay, de grado 2. Por lo tanto, es isomorfo a:

Los grafos circulares C,, tienen n vértices, n > 3, y todos de grado 2. De hecho, es el
unico grafo conexo con estas propiedades (ejercicio 9.1.21). Los siguientes dibujos representan

21Como ya sabemos que la isomorfia entre grafos requiere tener un mismo nimero de vértices, el lector que
se pudiera sentir (légicamente) cohibido ante la inmensidad de la coleccién de todos los grafos concebibles
quizas prefiera restringirse a los de n vértices, de los que “sélo” hay 2(2), y comprobar que en ese conjunto
de grafos la isomorfia es relacién de equivalencia.

22 Almas gemelas, podriamos decir, que en lugar de vagar eternamente se retinen, por afinidades, en familias.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —~16 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



16 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS
los primeros casos:

AT O O

Un grafo con n vértices con todas las (g‘) posibles aristas serd un grafo completo con n
vértices; en simbolo, K,,:

K3 Ky Ks

En el otro extremo encontramos los grafos vacios N,, con n vértices y ninguna arista
(son los grafos complementarios de los completos, véase el ejercicio 9.1.6).

En diversas ocasiones utilizaremos una clase de grafos conocidos como grafos bipartitos,
en los que el conjunto de vértices se parte en dos clases, de manera que no hay aristas entre
vértices de la misma clase. Dentro de esta familia habitan los grafos bipartitos completos,
a los que nos referiremos con el simbolo K, s, donde los subindices indican los tamanos de
los dos conjuntos de vértices.

El grafo K, , tiene, pues r + s vértices, divididos en dos clases, una con r
vértices, y la otra con s; e incluye (todas) las r x s posibles aristas que van de
los vértices de un tipo a los del otro (de ahi el apelativo de “completo”, y la
letra K usada en su descripcién). En el dibujo de la derecha aparece un Kyg¢.
Un grafo bipartito con 7 vértices de un tipo y s de otro se puede obtener
del K, ¢ sin mas que seleccionar un cierto subconjunto de sus aristas.

Estos grafos bipartitos apareceran a menudo, y en particular en la descripcion del pro-
blema de “asignacién de tareas” que presentamos al comienzo de este capitulo, y que anali-
zaremos en detalle en el apartado 11.1. Més adelante, cuando dispongamos de mas lenguaje,
veremos un par de caracterizaciones alternativas de los grafos bipartitos: en términos de la
ausencia de “ciclos” de orden impar (lema 9.1.12), de autovalores de su matriz de vecindades
(lema 9.1.19), y de coloreado (ejercicio 10.2.2). Con estas herramientas serd directo compro-
bar, por ejemplo, que los grafos L,, o los grafos circulares C,, con n par (pero no si n es
impar), son grafos bipartitos; aunque quizas el lector quiera hacerlo apelando a la definicién,
separando los vértices en dos clases y comprobando que. ..

La definicién de la siguiente familia de grafos es abstracta: en el grafo del cubo, @,
n > 1, sus vértices van etiquetados con las listas de longitud n que podemos formar con ceros
y unos. En total, pues, tiene 2" vértices. Dos vértices de @, seran vecinos si las listas de
ceros y unos que los identifican difieren en una wunica posicion.

Mostramos a continuacion los dibujos de @1, Q2 y @3 en los reticulos de una, dos y tres
dimensiones, que nos ayudan a entender su estructura (y justifican su nombre). Obsérvese
que Q es isomorfo a Lo, v Q2, a Cy. Quizés el lector quiera intentar?® dibujar el grafo Q.

23A114 él.
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Q1 (0 (1) z
)
Q2
(0,1 (1,1)
T
(0,0 (1,0)

Como hay n distintas maneras de variar una posicién en una n-lista, todos los vértices
de @, tienen grado n (por lo que @, es un grafo n-regular). De lo que deducimos que el
numero de aristas de un @, es

on
2|A(Qn)| = Z grado(v) = Zn =n2" = |AQn)| = non—1

Los grafos @, son también bipartitos. Veamos: la mitad de los vértices de @, estan
etiquetados con n-listas con nimero par de ceros, y la otra mitad, con un nimero impar.
Pero dos listas que tienen un nimero par de ceros no pueden ser vecinas en este grafo, y
lo mismo ocurre para las impares. Quizés el lector se anime a dibujar ()3 de manera que se
haga evidente ese caracter bipartito, situando a la izquierda los cuatro vértices etiquetados
con listas con un nimero par (o cero) de ceros, y a la derecha los otros cuatro, para luego
trazar las aristas correspondientes.

El grafo del cubo (tridimensional) @3, por cierto, es uno de los cinco grafos conocidos como
grafos platdénicos, que estan asociados a los conocidos y casi magicos sélidos platénicos, y
que apareceran, con luz y brillo propios, en la discusion sobre planaridad de la seccién 10.4.
Debajo de estas lineas puede contemplar el lector su elegante aspecto.

AR Y @ @&

tetraedro cubo

octaedro dodecaedro icosaedro

Hay, por supuesto, otros muchos grafos interesantes que no pertenecen a
ninguna de las familias anteriores: algunos son parte de familias mas exoti-
cas, otros son casi huérfanos...En el dibujo de la izquierda se representa
el grafo de Petersen??, que consta de 10 vértices, todos ellos de grado 3.

2 Bautizado asi en honor de su “disefiador”, el matemético danés Julius Peter Christian Petersen (1839
1910). Las portadas de dos afamadas revistas de investigacién en cuestiones relacionadas con la teorfa de
grafos, como son Journal of Graph Theory y Discrete Mathematics, ilustran sus portadas con él.
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18 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

9.1.4. De paseo por un grafo. Conexién

Si el lector observa con detenimiento los dos
grafos que dibujamos a la derecha, se percatard de
que en el grafo Gy las aristas del grafo permiten
“llegar” de un vértice a cualquier otro, algo que no
ocurre en (G1. Asi que GG es “conexo”, mientras que Gy no lo es. Para introducir formalmente
esta nocion, necesitamos algo de lenguaje previo.

Gl G2

A. Paseos

La siguiente nocién define formalmente la accién de “moverse” por un grafo: ir pasando
de vértice a vértice siguiendo siempre las aristas del grafo.

Definicién 9.1.8 Un paseo en un grafo G = (V, A) es una sucesién finita de vértices
T, L1, T2, ..., T (pueden repetirse vértices)
de forma que {x;, 2,11} es una arista de G, para cada i =0,1,...,1 — 1.

Sitiese el lector en un vértice del grafo: ya tiene xg. Decida entonces, a la vista de las
aristas que inciden en xg, a qué vértice puede trasladarse, escoja uno de ellos y ya tendrd x
(podria ser el mismo vértice, si es que hubiera un lazo y lo eligiéramos). Ahora observe
detenidamente las aristas que parten de z; y vuelva a elegir. Cuando haya terminado este
entretenido recorrido, le rogamos que anote los vértices que haya ido visitando (en riguroso
orden). Ya tendrd un paseo.

Diremos que el primer vértice de un paseo es el vértice inicial, que el ultimo es el vértice
final, y que el paseo conecta estos dos vértices. Si ambos extremos coinciden, esto es, si el
paseo comienza y termina en el mismo vértice, hablaremos de un paseo cerrado.

Hay quien escribe los paseos anadiendo las aristas que se usan, en la forma

xo, (a1),z1, (a2), x2, (a3), ..., zi—1, (ar), 2

donde cada arista a; une los vértices x;_1 y z;; aunque esta lista tiene la misma informacién
que la anterior?®. La longitud del paseo es el nimero de aristas que se recorren (I, en el
ejemplo anterior). Note el lector que no nos referimos al niimero de aristas distintas utilizadas,
pues éstas se pueden repetir, sino al nimero de “pasos” por arista que efectuamos durante
el paseo. Por conveniencia, incluiremos la posibilidad de tener paseos de longitud 0, “paseos
vacios” en los que no se sale del vértice inicial.

B. Paseos eficientes

Muchos de los algoritmos y procedimientos que veremos en las paginas siguientes buscan
maneras de recorrer las aristas o los vértices de un grafo de manera “econdémica”. Si los

25No asf en el caso de un multigrafo, pues entre dos vértices puede haber mas de una arista, y quizds sea
necesario registrar cudl se usa realmente.
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vértices del grafo representan ciudades y las aristas carreteras entre ellas, puede interesar
conectarlos con paseos que no repitan aristas; o mas ain, con paseos en los que no se repitan
vértices (lo que, en particular, impide que se repitan aristas). Aunque a veces, al tiempo que
pretendemos ser econémicos, también seremos ambiciosos, y nos interesara recorrer todas las
aristas, o quizas visitar todos los vértices.

Estos diversos objetivos dan lugar, en la literatura de grafos, a un amplio repertorio de
términos para describir distintos tipos de paseos adaptados a cada situacién particular: los
que no repiten aristas, los que no repiten vértices, los que visitan todos los vértices, etc.

Desafortunadamente, no hay nomenclaturas bien establecidas, y el lector podra encontrar
en otros textos nombres como caminos, caminos simples, circuitos, ciclos, sendas, etc., y no
en todos ellos con el mismo significado®®. Asi que, en alarde de continencia, no nos dejaremos
llevar por la tentacién taxonomica, y en lugar de bautizar cada tipo de paseo con un nombre
especial, algo que despista, se olvida y obliga a repasar las definiciones en cada ocasién,
optaremos®’ por utilizar circunloquios como “paseos que no repiten vértices”, “paseos que
no repiten aristas”, “paseos que visitan todos los vértices sin repetir aristas”, etc. Confiamos
en que el lector sepa disculpar estos excesos perifrasticos.

La siguiente observacién, que habla de como extraer paseos “econdémicos” a partir de un
paseo dado, serd usada repetidamente en lo que sigue:

Lema 9.1.9 Supongamos que en un grafo G con n vértices existe un paseo que conecta dos
vértices u y v distintos. Entonces

a) existe un paseo entre u y v que no repite vértices;

b) existe un paseo entre u y v de longitud a lo sumo n — 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que el paseo que conecta u con v tiene longitud [ y es de la
forma (zg,21,...,21-1,2;), donde xy = u y x; = v. Si en esa lista no hay vértices repetidos,
no hay nada que probar. En caso contrario, existiran z; y xj, con 0 <7 < j <[, tales que
x; = xj. De la lista original podremos “cortar” el tramo entre z;;1 y x; de manera que el paseo
resultante siga conectando w con v. Si en este nuevo paseo no se repiten vértices, habremos
terminado, y en caso contrario repetimos la cirugia. En cada ocasion, la lista pierde al menos
un vértice (y la longitud del paseo se reduce en al menos en dos unidades), de manera que,
tras un numero finito de iteraciones tendremos un paseo entre u y v que no repite vértices.
La segunda parte se sigue de la primera, pues el peor caso seria que el paseo incluyera,
sin repetirlos, los n vértices del grafo. [ |

De entre los miiltiples tipos de paseos que podemos considerar, los siguientes reciben un
nombre que, éste si, es de uso frecuente y bien establecido:

Definicion 9.1.10 Un ciclo en un grafo G es un paseo xg,x1,...,x;, con [ > 3, donde
xo = x; (esto es, el paseo es cerrado) y tal que los vértices son todos distintos (excepto el
primero y el dltimo, claro). La longitud del ciclo zg, z1, ..., x; (con xy = x;) es justamente [.

26Tampoco la literatura anglosajona es undnime, y se pueden encontrar términos como walk, path, trail,
circust, cycle, etc., (o chemin, boucle, cheminement, etc., en la literatura francesa) con diversos significados.

27Con dos salvedades: en la seccién 10.1 elevaremos la categoria de ciertos paseos honréndolos con los ilustres
nombres de Euler y Hamilton (lo que no es mala distincién).
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20 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Recalcamos que un ciclo contiene al menos tres vértices. Ademas, si tenemos un paseo
cerrado con al menos tres vértices, siempre podemos extraer de él un ciclo, sin mas que seguir
la misma estrategia usada en el lema 9.1.9. Por cierto, decir que un grafo GG contiene un ciclo
de longitud [ es lo mismo que afirmar que contiene un grafo tipo C; como subgrafo.

Definicién 9.1.11 Llamaremos cuello de un grafo G, en simbolo cuello(G), al minimo de
las longitudes de los ciclos de G. En el caso en el que G no contenga ciclos, convenimos que
cuello(G) = +o0.

G Un ciclo es una estructura invariante por isomorfismos. Y el cuello de
un grafo también lo es. Esta observacién permite, en ocasiones, decidir
que dos grafos no son isomorfos. Véanse, por ejemplo, los que dibujamos
a la izquierda, que tienen iguales niimero de vértices y de aristas, y todos
los vértices son de grado 3. Parece dificil determinar si son o no isomorfos
sin recurrir a la comprobacién de las 6! = 720 posibles biyecciones. Pero
como cuello(G) = 3 y cuello(G") = 4, no pueden ser isomorfos.

G/

Los ciclos que pueda (o no) contener un grafo dan mucha informacién sobre su estructura.
Por ejemplo, dedicaremos la seccion 9.2 al estudio de los “arboles”, los grafos conexos que no
contienen ciclos. También los grafos bipartitos se pueden caracterizar en términos de ciclos.

Lema 9.1.12 Un grafo G es bipartito si y sélo si no contiene ciclos de longitud impar.

DEMOSTRACION. a) Sea V(G) = AU B el conjunto de vértices del grafo bipartito G. Si no
tiene ciclos, no hay nada que probar. Supongamos que contiene un ciclo (vg, vy, ..., V51, )
de longitud k. Podemos suponer que vg € A. Entonces v € B, luego vs € A, etc. Si k fuera
impar, entonces vg_1 estaria en A. Pero la arista (vg, vx—1) no puede pertenecer al grafo.

b) Supongamos, en el otro sentido, que G es un grafo sin ciclos impares. Podemos suponer
que G es conexo, pues de lo contrario argumentariamos sobre cada una de sus componentes.
Fijamos un vértice vy y dividimos los vértices de G en dos clases: en A ubicamos aquellos
vértices v de V(G) tales que el paseo mds corto desde vy hasta v tiene longitud par, mientras
que en B irian aquellos con paseos mas cortos desde vg de longitud impar. Claramente A y B
forman una particién de V(G), y ademds vy € A. Queda comprobar que no hay aristas entre
los vértices de A (ni entre los de B). Supongamos que hubiera una arista entre dos vértices
v1 y va de A. Obsérvese que ni vy ni vo pueden ser vy. Entonces, el paseo de vy a v, esa
arista entre v; y ve, y luego el paseo de v9 hasta vg, conformarian un ciclo de orden longitud
impar en el grafo. El argumento para los vértices de B es andlogo. [ |

C. Conexién y componentes conexas

Definicién 9.1.13 Un grafo G = (V, A) se dice conexo si, dados cualesquiera dos vértices
v,w € V, existe un paseo que los conecta.

Por convenio®®, diremos que un grafo con un tnico vértice es también conexo (estard
conectado consigo mismo por un “paseo vacio”, de longitud 0).

28M4s bien por comodidad, para que todo cuadre; poderoso estimulo a la hora de disefiar definiciones.
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i, Cémo se comprueba que un grafo es conexo? Lector, no nos referimos a los pequenos
ejemplos dibujados en este libro, en los que la conexién se verifica por simple inspeccién visual.
Si por ejemplo el grafo constara de 1000 vértices, siguiendo fielmente la definicion anterior,
y su (altamente inquietante) exigencia “dados cualesquiera dos vértices. ..”, tendriamos que
comprobar la existencia (o no) de paseos para las (10200) parejas posibles. Pero como veremos
mas adelante, hay métodos bastante mas eficaces para dirimir la cuestion; vea el lector
interesado el apartado C de esta misma seccién, o los algoritmos de la secciéon 9.2.2.

Si el grafo no es conexo, es decir, si contiene vértices que no pueden ser conectados por
paseos, es natural esperar que el grafo esté formado por diversos “bloques” de vértices, cada
uno de los cuales serd un grafo conexo. Para formalizar esta intuicién introducimos ahora
cierto lenguaje, confiando en que el lector no se desconecte por el camino.

En el conjunto de los vértices de G definimos la siguiente relacion R: uRv si y sélo si u
es “conectable” en G con v (esto es, existe un paseo en G que conecta u con v). Vamos a
comprobar que esta relacion es de equivalencia.

La reflexividad es evidente, gracias al ardid de admitir paseos de longitud 0. Para la
simetria, observemos que si dos vértices (distintos) w y v cumplen que wRwv, serd porque
existe un paseo conectando u con v. Ese mismo paseo, “leido” al revés, conecta v con u, asi
que vRu. Finalmente, para la transitividad, digamos que tres vértices u,v,w, con u # v y
v # w, cumplen que yRv y vRw. Como uwRv, hay un paseo que conecta u con v. Y como
vRw, habra otro conectando v con w. “Uniendo” ambos, es decir, siguiendo el paseo de u
a vy luego el de v a w, hallamos un paseo que conecta u con w. Asi que uRw.

Esta relacion de equivalencia parte el conjunto de vértices de GG en unas clases de equiva-
lencia. Las componentes conexas, o simplemente componentes, de G son? los subgrafos
inducidos por cada uno de estos conjuntos de vértices (los subgrafos formado por esos vértices
y todas las aristas que los unieran en G).

Las componentes conexas (que podrian v1 | v2 | va |vs | s

. - . , V2

constar de un tunico vértice, si es que éste v3 v

. 2

era aislado) son grafos conexos. Un grafo G U1 < i O\Q o
V4 vs

es la unién de sus componentes conexas.
El lector podra comprobar que la matriz de

()] IE I (el
[e=] [en] [ fenl
[e=] [en] (e} o D
[ [==] [en] [en) {an}
(=] [en) fen) [an)

vecindades de un grafo con varias componentes conexas se puede escribir, quizas permutando
adecuada y simultaneamente las filas y las columnas, como una matriz por cajas (en el sentido
habitual del dlgebra lineal). Véanse, en el ejemplo de grafo con dos componentes conexas que
mostramos a la derecha, las correspondientes cajas con ceros.

En ocasiones, como en la figura, un grafo conexo deja de serlo
al quitarle una arista particular (la arista a, en la figura). Una a
arista a de un grafo G es un puente si el grafo G \ {a} que se
obtiene de G al quitar la arista a (y dejar los mismos vértices)
tiene mas componentes conexas que G. El lector puede comprobar que, en realidad, tendra
exactamente una componente conexa mas que G. Asi que si G es conexo y a es una arista
puente, G \ {a} consta de exactamente dos componentes conexas (véase el ejercicio 9.1.23).

2 Definicién alternativa y visual: imagine a cada vértice como un botén sobre la mesa, y a cada arista como
un hilo que une dos botones. Tome uno de ellos y levantelo: lo que cuelgue de él serd una componente conexa.
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Parece razonable suponer que un grafo conexo, es decir, en el que todos los vértices
son conectables, deba contener un numero “suficiente grande” de aristas. Pinte el lector n
vértices e intente luego ubicar aristas, lo mas econémicamente posible, de manera que el grafo
resultante sea conexo. jCuantas ha usado? Al menos n — 1, seguro. El siguiente resultado
certifica esta intuicién (véase también la generalizacion del ejercicio 9.1.22):

Proposicién 9.1.14 Si G es un grafo conexo, entonces |[A(G)| > |V(G)| — 1.

DEMOSTRACION (por induccién en |A|, el nimero de aristas). Si |[A] = 0, esto es, si no
tenemos aristas, para que el grafo sea conexo, sélo puede haber un vértice. Si |A] = 1 y el
grafo ha de ser conexo, sélo cabe la posibilidad de que sea el grafo Lo, que tiene dos vértices.
Supongamos cierto que si tenemos un grafo conexo con k aristas, para cualquier k < m,
entonces |V| < k+ 1. Y consideremos un grafo conexo G con |A(G)| =m + 1 y una arista a
de G cualquiera. Llamemos H = G \ {a} al grafo que se obtiene de G quitando la arista a.
El grafo H tiene los mismos vértices y una arista menos que G. Caben dos posibilidades:

1) Si H sigue siendo conexo (es decir, si a no era arista puente en G), por hipétesis de
induccién (tiene m aristas), como |A(H)| = |A(G)| — 1y V(G) = V(H), tendremos que

AH)| = [V(H) -1 = [AG)| = [V(G)].

2) Pero si a era puente en G, H ya no es conexo, sino que tiene dos componentes conexas;
llamémoslas Hy y Hy. Ambas son grafos conexos y tienen menos aristas que G (podria incluso
ocurrir que estos subgrafos constaran de un tnico vértice). Teniendo en cuenta que

[A(H)| + |A(H2)| = [A(H)| = [A(G)| =1 vy [V(H1)|+ |V (H)| = |V (H)],
y con la hipotesis de induccion, terminamos la demostracion:

|ACHL)| > [V(Hy)| =1
|A(Hy)| = [V(Hy)| -1

Note el lector que la mera condicién |A| > |V|—1 no garantiza
que el grafo sea conexo. Véase a la derecha el dibujo de un grafo O\O
con 7 aristas y 6 vértices que claramente no es conexo. Los grafos

conexos en los que se alcanza la igualdad |A| = |V| — 1 son conocidos como drboles; a ellos
dedicaremos atencion especial en la seccion 9.2.

} — JA@) -1 V(@) —2= |AG)] 2 V(G)| - 1.
[ |

D. Nuimero de paseos, matriz de vecindades y conexién

Llamemos m;; a las entradas de la matriz M de vecindades de un grafo G con vértices
(ya ordenados) (v1,...,vy,). Los nimeros m;; son 0 para cada ¢ =1,...,n. Y si i # j, m;j
serd 1 si v; es vecino de v; y 0 en caso contrario. Obsérvese que, por tanto, cada m;; cuenta
el nimero de paseos de longitud 1 que hay entre el vértice v; y el vértice v;. Pero, ;cémo
contar el nimero de paseos de longitud mayor entre cada par (v;,v;)? El siguiente resultado
proporciona un método de calculo a través de las sucesivas potencias de M.
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Teorema 9.1.15 Si M es la matriz de vecindades de un grafo G, la entrada (i,7) de la
matriz M® = Mx “ 7% XM, que denotamos como m'Y | cuenta el mimero de paseos de

1) 7
longitud a entre los vértices v; y v;.

DEMOSTRACION (por induccién en ). El caso a = 1 ha sido mencionado hace un momento.

Consideremos todos los paseos de longitud a entre v; y v; cuyo pentultimo vértice visitado

. . ., -1 , .
es vi. Por hipdtesis de induccion, mEZ ) cuenta el nitmero de paseos de longitud a—1 entre v;

y vg. Por otro lado, my; = 0 si es que v no es vecino de v; y es un 1 en caso contrario.
Asi que, aplicando la regla del producto, hay mgg_l) my; paseos de longitud a entre v; y v;

cuyo pentltimo vértice visitado es vg. Por la regla de la suma, el niimero total de caminos
de longitud a entre v; y v; es
n
(a—1) )
E m; mg; -
k=1

Para completar la demostracién, sélo queda observar que, como M® = M 1M, las reglas de

. . .« s . . a . . .
multiplicacién de matrices nos dicen que mgj) coincide con la suma anterior. [ |

2)

Obsérvese, como caso particular, que m,;” = grado(v;) para cada ¢ = 1,...,n, pues cada
paseo de longitud 2 de un vértice a si mismo se corresponde con una arista que incide en ese
vértice. Esto es, la diagonal de la matriz M? contiene la sucesién de grados del grafo.

EJEMPLO 9.1.2 Consideremos el grafo G de la figura de la derecha, 1 2

que consta de cinco vértices y seis aristas, y sobre el que queremos

calcular, por ejemplo, el numero de paseos de longitud tres que hay ’
entre los vértices 1 y 2. 5 4

La matriz de vecindades del grafo GG, que denotamos por M, aparece debajo de estas
lineas, junto con sus primeras potencias:

01011 31210 2 6 2 6 3
10110 13121 6 4 5 5 1
M=|01010], M?=| 21210 y M3=| 2 5 2 5 2
11100 1 2131 6 55 4 1
10000 010 11 31210

De la matriz M? deducimos que hay seis paseos distintos de longitud tres entre los vértices
1y 2. Verifique el lector, sobre el dibujo del grafo, que son los siguientes: (1,5,1,2), (1,4,1,2),
(1,2,1,2), (1,2,3,2), (1,2,4,2) y (1,4,3,2). &

El teorema 9.1.15 proporciona, adicionalmente, una manera de comprobar si un grafo G
con n vértices y matriz de vecindades M es o no conexo. Ya sabemos (lema 9.1.9) que si
dos vértices se pueden conectar en un grafo con n vértices, es seguro que lo podran hacer
utilizando un paseo cuya longitud sea a lo sumo n — 1. Como la entrada (i, j) de la matriz

M=1I,+M+M+ . +M"!

(donde I, es la matriz identidad n x n) cuenta el nimero de paseos de longitud a lo sumo
n — 1 que existen entre los vértices v; y vj, tenemos que:
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Teorema 9.1.16 Si todas las entradas de la matriz
M=1I,+M+M?+ -+ M"!
son positivas, entonces G es conexo. Y viceversa, G no serd conexo si M contiene algun 0.

Para el grafo del ejemplo 9.1.2, que consta de 5 vértices,

Is+ M+ M? = , pero Is+ M+ M?+ M3 =

— 0 N N
—_ W N N
O N W NN
— s N W N
N = O R
W 00 s 00 O
N 00 =1 00 0O
[CIEN IS IR RN
N 00 ~J 00 00
S U

lo que nos dice que el grafo es conexo, pero ademas que todos sus vértices se pueden conectar
con paseos de longitud a lo sumo tres, en lugar del cuatro que daria en este caso la cota
general del lema 9.1.9. Compruébelo, lector, sobre el propio dibujo.

Si el grafo no es conexo, la matriz M del teorema 9.1.16 permite establecer las distin-
tas componentes conexas. Para comprobarlo, viene al caso la siguiente caracterizacién (en
negativo) de conectividad en un grafo.

Proposicion 9.1.17 Un grafo G con matriz M no es conexo si y solo si existe una matriz

de permutaciones P tal que
M| O
PMPT =
< 0 | M ) ’

donde My y Mo son matrices cuadradas no nulas.

Recuerde el lector, de la discusién del apartado 9.1.2, que una matriz de permutaciones
solo tiene un 1 por fila y por columna, y que el resto de sus entradas son ceros. El producto
de arriba (por P por la izquierda y por PT por la derecha) significa una reordenacién comun
de filas y columnas de la matriz M. De manera que la matriz de vecindades de un grafo
disconexo tiene (tras quizas una oportuna reordenacién de los vértices) una estructura en
cajas, que se corresponden con los vértices de cada componente, y esa estructura se conserva
con las sucesivas potencias que sugiere calcular el teorema 9.1.16. Y al revés, si el grafo es
conexo, no hay tal estructura en cajas, y (la suma de) las sucesivas potencias de la matriz
termina por hacer desaparecer los posibles ceros de la matriz de partida.

La proposicion 9.1.17 tiene un limitado interés practico para determinar la conectividad
de un grafo, pues requiere encontrar una matriz de permutaciones para la que la matriz
resultante tenga una estructura en cajas, o en sentido contrario, descartar su existencia. El
método del teorema 9.1.16, que requiere calcular potencias, sumarlas, e inspeccionar los ele-
mentos de la matriz resultante, es también un costoso desde el punto de vista computacional,
sobre todo para matrices grandes (recuerde el lector los anédlisis del apartado 6.2.2). En la
seccion 9.2.2 veremos métodos mas eficaces para decidir si un grafo es o no conexo.

Volviendo al caso de un grafo no conexo, veamos cémo la matriz M del teorema 9.1.16
permite determinar componentes conexas. Tomemos, por ejemplo, la primera fila de la matriz,
etiquetada con el vértice vy: las posiciones que no contengan ceros determinan los vértices
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de la componente conexa a la que pertenece v1. El procedimiento se repetiria para la fila
correspondiente al primer vértice no incluido en la componente anterior. Y asi sucesivamente,
hasta determinar todas las componentes conexas del grafo.

Consideremos, por ejemplo, el grafo de cinco vértices dibujado 1 2
a la derecha, que consta de dos componentes conexas, una formada 3
por los vértices 1 y 5, y la otra por los vértices 2, 3 y 4. Las matrices
correspondientes serian 5 4
0 0 0 0 1 3 0 0 0 2
0 0 1 1 0 N 0 11 10 10 O
M=|010 10 y M =Is+M+M>+M34+M*=| 0 10 11 10 0 [,
0 1 1 0 O 0 10 10 11 O
1 0 0 0 O 2 0 0 0 3

y esta tltima matriz informa sobre la composicion de las dos componentes conexas del grafo:
los vértices 1 y 5 por un lado, los restantes por otro. Por cierto, si hubiéramos partido de la
matriz de vecindades con los vertices ordenados (1,5,2,3,4), entonces ocurriria que

0 1/0 0 0 3 210 0 o0
1 0/0 0 0 . 2 30 0 o0
M=|70 00 1 1 y M =IL+M+M*+M?+M*=|70 011 10 10
0 0|1 0 1 0 0|10 11 10
0o o0f[1 10 0 010 10 11

En este caso, la estructura en cajas es ya evidente desde la matriz M’.

E. Distancias en un grafo

Consideremos el grafo que dibujamos a la izquierda,
que representa las posibles rutas existentes entre las ciu-
dades v1,...,v9. Un conductor tiene que elegir una ruta
que conecte las ciudades v y vg. Hay muchos paseos que
conectan los dos vértices. Nuestro conductor, que no siente
U6 especiales inclinaciones peripatéticas, desea hallar la ruta
mas corta, en términos del nimero de aristas recorridas.

Por simple inspeccion del grafo, concluimos que el paseo mas corto emplea exactamente
tres aristas. No hay un dnico “paseo mas corto”: por ejemplo, los paseos (vy,vs,vs,vg) ¥
(v1,vs5,v7,v9) Tecorren, ambos, tres aristas. Pero aunque disponga de varias posibilidades, y
sea cual sea el paseo corto elegido, nuestro conductor concluirad sin duda que la “distancia”
entre los vértices v1 y vg es 3. Formalizamos ahora esta nocién de distancia en un grafo.

Definicién 9.1.18 En un grafo G conexo®, la distancia entre dos vértices cualesquiera,
u,v € V(G) es
da(u,v) = inf{longitud(y)},
v

donde el infimo se calcula sobre todos los paseos v que conectan los vértices u y v en G.

30Esta definicién se restringe a grafos conexos. Si no fuera conexo, podemos definir como +oo la distancia
entre dos vértices no conectables en un grafo (es decir, que estén en distintas componentes conexas).
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Como ejemplos de aplicacion inmediata de esta definicion, dos vértices u y v de un grafo G
son vecinos si (y sélo si) dg(u,v) = 1; y dg(v,v) = 0, para cada vértice v € V(G).

Lector: la definicién anterior incluye un infimo. Es natural, pues el conjunto de paseos que
unen dos vértices u y v es infinito, dado que estos paseos pueden tener una longitud arbitraria.
Quizas usted prefiera, por comodidad de espiritu y a la vista del lema 9.1.9, pergenar una
definicién alternativa, en la que sélo se consideren paseos que no repitan vértices (que es un
conjunto finito), para asi poder sustituir el infimo por un més manejable minimo.

Puede que también quiera aprovechar la ocasion para revisar la discusiéon de las inme-
diaciones del teorema 9.1.16, y concluir que la distancia entre u y v se puede calcular como
el primer valor de j para el que la entrada de la fila correspondiente a u y la columna
correspondiente a v en la matriz I,, + M + --- + M7 se hace no nula.

Consideremos un grafo conexo G = (V, A) cualquiera. Tomemos cada par de vértices suyos
y calculemos, con el procedimiento que el lector prefiera, la distancia entre ellos. Cuando lo
hayamos hecho para todos los pares de vértices, tendremos definida una funciéon de V x V
(los pares de vértices) en el conjunto de los enteros no negativos.

Esta funcién cumple unas determinadas propiedades (por ejemplo, la desigualdad trian-
gular) que hacen que podamos referirnos a ella como una distancia, en el sentido matematico
del término. Dejamos al lector que se ejercite con la comprobacion (véase el ejercicio 9.1.27).

Una vez que lo haya hecho, jvivan los conceptos matematicos abstractos!, estara auto-
rizado a establecer analogias mentales entre distancias en grafos y, por ejemplo, distancias
euclideas en el plano, sobre las que tendrd intuiciones mas arraigadas; a trasladar a este
contexto nociones como la de geodésicas entre u a v (paseos entre u y v de longitud®! exac-
tamente dg(u,v)); o a construir la geometria de bolas®?, por analogia con las bolas euclideas.

La nocién de “paseo mas corto” que aqui hemos considerado se refiere a un grafo (conexo)
sin pesos. En muchas ocasiones conviene asociar a cada arista un peso que refleje, por ejem-
plo, la distancia en kilometros que separa sus dos extremos. El objetivo del conductor seria
establecer una ruta cuya longitud total (en kilémetros) fuera lo més corta posible. Ahora
podria ocurrir que el paseo “méds corto”, en este nuevo sentido, no fuera necesariamente el
que menos aristas empleara. Véase la seccién 11.2.2.

9.1.5. El algebra (lineal) de los grafos

Iniciamos ahora una breve excursion por la disciplina que se ocupa de establecer conexio-
nes entre ciertas propiedades de un grafo GG y algunas caracteristicas de las diversas matrices
que asociamos con G, lo que en los mentideros se conoce como teoria espectral de grafos.
Es ésta una teoria extraordinariamente rica, que no desarrollaremos aqui en extenso: para
empezar, restringiremos nuestro analisis al caso de grafos simples y sin lazos, aunque se puede
extender a contextos mas generales, como grafos dirigidos y/o grafos con pesos; y para este
caso de los grafos habituales, mostraremos sélo algunos de nuestros resultados favoritos, para
que el lector pueda hacerse una idea cabal de su elegancia y utilidad.

3'En principio, puede haber varias geodésicas entre un par de vértices, y s6lo en ciertas circunstancias la
geodésica serd unica (véase, por ejemplo, el ejercicio 9.1.29).
32Una bola de radio r contendria los vértices a distancia < r.
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9.2. Arboles

La de los Bernoulli de Basilea es, quizds, la familia méas famosa de la historia de las
Matematicas.

Nicolaus (1623-1708)

/’\

Nicolaus (1662-1716) Jacob (1654-1705) Johann (1667-1748)

el

Nicolaus I (1687-1759) NicolausII (1695-1726) Daniel (1700-1782) Johann ITI (1710-1790)

e

Johann III (1744-1807)  Daniel I (1751-1834) Jacob II (1759-1789)

Famosa por la cantidad de excelentes matemati-
cos que entre ellos se contaban (hasta nueve, en ne-
grita en el esquema anterior, en tres generaciones dis-
tintas) y, también, por qué no decirlo, por sus pecu-
liares personalidades. Vea el lector interesado en al-
guna de sus grescas familiares las resenias biograficas
de los patriarcas del clan, Jacob y Johann, en la sec-
cién 12.2.4, y la de Daniel, el heredero de la saga, en
el apartado 15.4.4. A la derecha los vemos a los tres,
coronando el espléndido cartel anunciador del Primer
Congreso Internacional de Mateméticos®”, celebrado
en Zurich, en 1897. En la parte de abajo del cartel,
completando el Olimpo de matematicos suizos®® en-
contramos a Euler y a Steiner (de quien hablaremos
en el capitulo 29). Pero no son estas consideraciones
histérico-geograficas las que aqui nos interesan, sino,
precisamente, la manera en que hemos exhibido arri-
ba la informacién sobre la familia Bernoulli, su drbol
genealdgico. Se trata de un grafo cuyos vértices, que
van etiquetados con los nombres de los Bernoulli, se
disponen en una estructura jerarquica que, en este caso, refleja las sucesivas generaciones de
la familia.

37Los mateméticos se retinen cada cuatro afios en un congreso en el que se exponen los tltimos avances de
las diversas disciplinas que integran el edificio de las Matematicas. En cada congreso se anuncian los ganadores
de las medallas Fields, el equivalente de los Nobel para las Mateméticas (con permiso de los més recientes
Premios Abel). El Congreso Internacional de Mateméticos del 2006 se celebré en Madrid.

38Por cierto, los Bernoulli, Euler. . ., ;quién dijo lo de que los suizos s6lo habian inventado el reloj de cuco?
Se cuenta que, tras el estreno de El tercer hombre, los suizos, eso si, muy educadamente, le hicieron notar a
Orson Welles que el reloj de cuco era un invento alemén.
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Este tipo particular de grafos aparece muy a menudo, y resulta extremadamente util para
representar un buen numero de cuestiones: algoritmos, estructura en carpetas y subcarpetas
de archivos en el ordenador, representaciéon de juegos, etc.
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Quizés recuerde también el lector la descripcion de la regla del producto, alla por la sec-
cién 2.2, con estas estructuras arbéreas. Merece la pena dedicarles una seccién propia; mas
adelante (secciones 10.3 y 11.2) nos ocuparemos de algunas de sus aplicaciones.

A. Definicién de arbol y caracterizaciones

La primera definicién de la nocién de arbol (de las varias que daremos) viene sugerida
por el “aspecto” del grafo genealdgico de la pagina anterior:

Definicién 9.2.1 Un arbol es un grafo conexo y sin ciclos.

En el mismo tono botanico, se define un bosque como un grafo sin ciclos. Si un bosque
es conexo, es un arbol, y si no lo es, sus componentes conexas son arboles.

Por ejemplo, los grafos lineales L,, son arboles, mientras que los circulares C}, o los com-
pletos K,, no lo son en cuanto n > 3. Los bipartitos completos K, , que son siempre conexos,
sélo son arboles si s =16 r =1, puesto que si 7 > 2y s > 2, hay al menos un ciclo de orden
cuatro, como comprobara inmediatamente el lector.

Obsérvese que ser conexo exige tener “bastantes” aristas, para asi poder conectar todos
los vértices, mientras que no tener ciclos supone, en principio, que haya “pocas” aristas, para
que no se formen ciclos. Los drboles estan justo en el punto de equilibrio.

El siguiente resultado formaliza esta idea. Tiene dos apartados. El primero de ellos nos
dice que los drboles son los conexos “mas econdmicos”, en el sentido de que tienen el niimero
minimo de aristas que permiten la conexién; en otros términos, un arbol es un grafo mini-
malmente conectado. El segundo apartado nos dice que los arboles son los més “eficientes”
en cuanto a no tener ciclos; en otros términos, un arbol es un grafo maximalmente sin ciclos.

Proposicion 9.2.2 Sea G un grafo.

i) El grafo G es un arbol si y solamente si es conexo y tiene la propiedad de que al eliminar
una arista cualquiera el grafo deja de ser conexo.

i) El grafo G es un drbol si y solamente si no tiene ciclos y, si le anadiéramos una arista
cualquiera, se formaria un ciclo.
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DEMOSTRACION. i) Supongamos primero que tenemos un grafo G' conexo y sin ciclos. Que-
remos probar que se desconecta al quitar una arista cualquiera.

Dada una arista a de G, formamos el grafo G\ {a} elimindndola. Si G\ {a} fuera conexo,
podriamos conectar en G \ {a} los vértices de la arista a, y anadiendo la arista a tendriamos
un ciclo en G: contradiccién. Asi que G\ {a} no es conexo (sea cual sea la arista a elegida).

En el otro sentido, supongamos que G es un grafo conexo que se desconecta si quitamos
cualquier arista. Si el grafo contuviera un ciclo, siempre podriamos quitar una arista de ese
hipotético ciclo sin que el grafo dejara de ser conexo, lo que supone una contradiccién. Luego
ese tal ciclo no puede existir.

ii) Supongamos primero que G es un grafo conexo y sin ciclos, es decir, un arbol. Consi-
deremos dos vértices cualesquiera que no sean vecinos en G. Por estar en un grafo conexo,
existird un paseo que los conecte en GG. Al anadir una arista entre los vértices, tendremos un
paseo cerrado (con al menos tres vértices), del que podremos extraer un ciclo.

En el otro sentido, sea G un grafo sin ciclos para el que anadir una arista cualquiera
supone la formaciéon de un ciclo. Supongamos que no fuera conexo. En este caso, al menos
existirian dos vértices que no podriamos conectar en G. Pero entonces todavia podriamos
anadir la arista que los une sin que se nos formara un ciclo, de nuevo una contradiccién. W

Recordemos que si de un grafo conexo quitamos una arista y éste se desconecta, lo hace
en exactamente dos componentes conexas (ejercicio 9.1.23). En el caso de un arbol, al quitar
una arista cualquiera se forma un bosque con dos componentes conexas. La parte a) de la
proposicién 9.2.2 afirma que toda arista de un arbol es un puente.

Sigamos adelante. Sabemos, por la proposicion 9.1.14, que en un grafo conexo se tiene
que |A(G)| > |V(G)| —1. La igualdad se alcanza justamente para los arboles, como proclama
la siguiente caracterizacién alternativa:

Proposicién 9.2.3 Un grafo G es un drbol si y solo si es conexo y |A(G)| = |V(G)| — 1.

DEMOSTRACION. =) Procedemos por induccién sobre el niimero de aristas |A[: la induccién
es en sentido fuerte, es decir, la hipétesis de induccién para d aristas es que el resultado es
cierto para grafos con un nimero de aristas < d.

1) Si G es un arbol con una arista, |A(G)| = 1, sélo cabe la posibilidad de que sea un Lo,
para el que |V (G)| = 2.

2) Supongamos cierto que para todo arbol con |A(G)| < d se tiene que |[A(G)| = |V (G)|-1.
Consideremos un arbol cualquiera G con |A(G)| = d+ 1 y tomamos una arista a cualquiera
de G. El grafo G\ {a} que se forma quitando de G la arista a no es conexo (proposicion 9.2.2).
De hecho,

G\{CL}:G]_UGQ,
donde G y G son arboles con no més de d aristas (pues |A(G1)|+ |A(G2)| = d). Aplicamos
a G1 y Gy la hipétesis de induccién, para obtener que |A(G1)| = |[V(G1)| — 1y |A(G2)| =
|[V(G3)| — 1. Sumando estas dos igualdades, obtenemos que |A(G)| — 1 = |V(G)| — 2, que es
lo que queriamos demostrar.

<) En el otro sentido, tomemos un grafo conexo G tal que |A(G)| = |[V(G)| — 1. Si
contuviera un ciclo, podriamos quitar una arista a de ese ciclo sin que el grafo se desconectara.
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Pero habriamos llegado a un grafo, G \ {a}, conexo con

[AG\{a})| = AG) =1y V(G \{a})| = V(G)].
Utilizando que |[A(G)| = |[V(G)] — 1,
[AG\{a})| = V(G)] =2 = V(G \{a})| - 2;
y esto contradice (jnos faltan aristas!) el que G'\ {a} sea conexo. |
El perspicaz lector echard en falta una caracterizacién similar en términos de la igualdad
|A] = |V| — 1 y la ausencia de ciclos. Podré satisfacer su curiosidad al respecto en el ejerci-

cio 9.2.1. Y si ain con eso se muestra insaciado, consulte alguna otra caracterizacion en el
ejercicio 9.2.2.

Resumamos las caracteristicas que hacen de un grafo G un arbol: es conexo, sin ciclos,
tiene |A(G)| = |V(G)| — 1 aristas; si quitamos una arista cualquiera, se desconecta; y si
anadimos una arista cualquiera, se forma un ciclo. Es decir, como ya adelantdbamos, es el
grafo conexo més “econémico” (en el sentido de que no sobra ni falta arista alguna) posible.

B. Sucesién de grados de un arbol

Como el lector habra ya apreciado, un arbol es un tipo de grafo muy especial, que cumple
un buen nimero de condiciones. No le extrafiard, pues, que la sucesién de grados de un arbol
sea bastante particular. Ya sabemos que en cualquier grafo G = (V, A) se tiene que

Z grado(v) = 2 |A]|.
veV

Pero si ademds G es un arbol, como |A| = |V| — 1, se tendra:

Proposicién 9.2.4 En cualquier arbol G = (V, A) se tiene que
Z grado(v) = 2|V| — 2.
veV

Obsérvese que ahora sélo tenemos un “grado de libertad”, el nimero de vértices |V, pues
el de aristas ya queda fijado. De esta igualdad podemos deducir, por ejemplo, el siguiente
resultado.

Proposicién 9.2.5 Todo drbol con |V| > 2 tiene, al menos, dos vértices de grado 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que no hay vértices de grado 1, es decir, que grado(v) > 2,
para todo v € V. Entonces,

2lV|—2=> grado(v) > ) 2=2[V],
veV veV
lo que resulta imposible. Pero tampoco puede ocurrir que haya un tinico vértice w de grado 1,
porque tendriamos que
21V —2= Z grado(v) = grado(w) + Z grado(v) > 1+2(|V|—-1)=2|V| -1
veV vFEW

Asi que al menos ha de haber dos de grado 1. [ ]
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EJEMPLO 9.2.1  ;Cdmo son los drboles con n vértices que tienen el menor y el mayor nimero
posible de vértices de grado 17

Sabemos que el minimo nimero de vértices de grado 1 es 2. Asi que, si un arbol con n
vértices tiene exactamente dos vértices, digamos w y u, de grado 1, se cumplirda que

2n -2 = Z grado(v) =1+ 1+ Z grado(v).
veV vAEU,W

En la suma final tenemos n—2 términos, todos ellos mayores o iguales que 2; la inica forma de
conseguir la igualdad serd que grado(v) = 2 para todo v € V', v # u,w. Y esta configuracién
de grados es la del grafo lineal con n vértices, L,,.

FEn el otro extremo, es imposible que todos los vértices tengan grado 1, pues no se cumpliria
la férmula de los grados. Pero si podria ocurrir que el arbol contuviera n—1 vértices de grado 1.
Llamemos w al vértice restante. Aplicando de nuevo la férmula de los grados,

2n—2= Z grado(v) = (n — 1) 4 grado(w) ,
veV

de donde se deduce que grado(w) = n — 1, que, por cierto, es el maximo
grado que puede tener un vértice en un grafo con n vértices. En este caso,
tenemos el grafo estrellado de la izquierda. L3

C. Arboles con raiz

En muchas ocasiones conviene senalar un vértice especial en un
arbol, bien porque corresponda al punto de arranque de un cierto
algoritmo, bien porque represente al fundador de una saga familiar,
bien porque...A un arbol en el que se haya senalado un vértice
distinguido nos referiremos como un arbol con raiz, donde la raiz,
por supuesto, es ese vértice especial, que habitualmente sirve de

origen de coordenadas. Si, querido lector, hablamos de arboles, pero los representamos boca
arriba, boca abajo, o apuntando en las direcciones mas inverosimiles. Y ahora anadimos
raices, que en muchos casos situaremos en la parte superior de los esquemas (0, como en
el dibujo, a la izquierda del todo). Curiosa fidelidad a la Botdnica. Por supuesto, cualquier
arbol se convierte en uno con raiz en cuanto decidamos qué vértice actia como tal.

En un arbol con raiz los vértices se agrupan por generaciones: la primera contiene sélo a
la raiz, la segunda estd formada por todos los vértices vecinos de la raiz (sus “descendientes” );
la tercera, por los vecinos de estos tltimos (salvo la raiz); la cuarta, por los vecinos de los de
la tercera generacién (excepto los que ya estaban en la segunda). ..y asi sucesivamente, de
manera que los vértices de la generacion k son aquéllos que estan a distancia exactamente k—1
de la raiz. Cada vértice de un generacion solo puede estar unido a vértices de las generaciones
anterior y posterior, pues de lo contrario aparecerian ciclos. Esta estructura jerarquizada y
ordenada en capas explica el frecuente uso que haremos de estas estructuras. Los vértices
“terminales” del arbol, aquellos que no tienen descendientes, se denominan hojas.

En la seccién 10.3.1 estudiaremos con detalle la jerga propia de estas estructuras, algunas
de sus propiedades y diversas aplicaciones.
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9.2.1. Contando el nimero de arboles distintos

Cayley y Sylvester?® se interesaron, alld por el si-
glo XIX, por contar y enumerar ciertos compuestos
organicos, uno de los primeros escarceos con la carac-
terizacion de estructuras quimicas en términos ma-
tematicos. Vean al respecto, por cierto, lo que decia
el filésofo positivista Auguste Comte alla por 1830:

[...] cualquier intento de emplear métodos
matematicos en el estudio de la Quimica ha ser
considerado como profundamente irracional y
contrario al propio espiritu de la Quimica.

Ficura 9.1: Cayley y Sylvester

Nuestros dos protagonistas trataron, por ejemplo,
de enumerar los isémeros de hidrocarburos saturados,
de férmula Cj, Hap4o: los dtomos de carbono tienen valencia 4, mientras que los hidrégenos
tienen valencia 1.

Se trata de grafos (conexos) con 3k+ 2 vértices,
cuya suma de grados es 4k + (2k +2) = 6k + 2, de
manera que tienen 3k 4 1 aristas; una menos que
vértices: jarboles! A la izquierda representamos, en
orden, las estructuras arbéreas del metano, etano,
butano y propano, por si despertaran en el lector

tiernos recuerdos de los tiempos de su Bachillerato.

H H H
H,C:,C:,C:,H CH,CH,CH, Enumerar los grafos con ciertas propiedades (ser
HHH arboles, tener determinada sucesion de grados, etc.)

H—C—H CH,

T
H—Cl—C‘—H CH;CH;4
H H

es, en general, una cuestiéon muy complicada. El lec-
tor que haya revisado (entregado en cuerpo y alma,
claro) la discusién de la seccién 9.1.2 tendrd ya una
idea cabal de esa dificultad. Pero en ocasiones, so-
bre todo si etiquetamos los vértices, las cosas se simplifican. Un caso ilustrativo es el de los

Py
{7C|7C‘7(‘37C|7H CH;CH,CH,CH;
HHHH

% Las vidas de los ingleses Arthur Cayley (1821-1895) y James Joseph Sylvester (1814-1897) corren para-
lelas. Estudiaron ambos en Cambridge pero, por diversas razones, durante muchos anos no ejercieron como
matemadticos. Cayley fue abogado durante 14 anos, aunque durante ese periodo de “matemdtico aficionado”
llegé a publicar méas de 200 articulos de investigacién. En esa labor coincidié con Sylvester, que no habia lle-
gado a graduarse por negarse a realizar juramento de fidelidad a la Iglesia de Inglaterra (Sylvester era judio).
Juntos gustaban de discutir sobre casos judiciales y teoremas (incluyendo algunos de teoria de grafos). A
partir de 1863, Cayley se dedicé en exclusiva a las Matemadticas, desde su puesto en Cambridge. Sylvester, por
su parte, fue matematico, abogado. ..y poeta. A los 27 afios fue contratado por la Universidad de Virginia. Se
cuenta que alli, durante una leccién, tuvo un serio incidente con un alumno que estaba leyendo un periédico
en clase, al que Sylvester (a quien se describe como un hombre de fuerte cardcter) golped. Creyéndolo muerto,
tomé el primer barco de regreso a Inglaterra. En 1877 volvié a cruzar el charco, contratado por la Universidad
John Hopkins. Un ano después fundaria la primera revista norteamericana de matematicas: American Journal
of Mathematics. De vuelta a Inglaterra (sin mds incidentes por medio, que se sepa), ensené en Oxford hasta
su muerte. Gran parte de los trabajos de Sylvester sobre invariantes algebraicos, matrices y determinantes
fueron realizados en colaboracién con Cayley, quien es considerado uno de los padres de la teoria de grupos.
También son fundamentales sus aportaciones a la geometria no euclidea y la geometria proyectiva.
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grafos distintos (esto es, etiquetados) que se pueden formar con un conjunto dado de n vérti-

ces, de los ya sabemos que hay 2(3). En el caso de los drboles con n vértices dados también
tenemos, como vamos a ver a continuacién, una férmula (sorprendentemente) sencilla.

Empecemos nuestra investigacién, como parece prudente y razonable, analizando ejemplos
de arboles con pocos vértices.

EJEMPLO 9.2.2 Contemos el niimero de drboles distintos con 2, 3, 4 y 5 vértices.

Como en la seccién 9.1.2, determinaremos primero las distintas almas, para luego, para
cada una de esas almas, contar los posibles etiquetados. Para ser sistematicos, nos iremos
guiando por las distintas sucesiones de grados posibles. En un grafo G con n vértices, el grado
de un vértice no puede ser mayor que n— 1. Si ademads GG es un arbol, no podra haber vértices
de grado 0 (pues es conexo) y la sucesién de grados debe cumplir que

Z grado(v) = 2|V (G)| — 2, donde 1 < grado(v) < |V(G)| — 1 para todo v € V(G).
veV(Q)

En el caso de dos vértices solo cabe la posibilidad de que el arbol sea isomorfo a un Lo. Si el
conjunto de vértices es {1,2}, hay también un unico arbol (los dos “posibles” etiquetados de
los vértices dan el mismo resultado).

Si tenemos tres vértices, s6lo tenemos un alma posible, la que corresponde al grafo li-
neal L3. Para etiquetarlo con el conjunto {1,2,3}, basta con decidir qué simbolo va, por
ejemplo, en la posicién central (cudl es el vértice de grado 2). Esto se puede hacer de tres
formas distintas, asi que hay 3 arboles distintos con vértices {1,2, 3}.

Vamos con el caso de cuatro vértices. El grado maximo es ahora 3. Tras
> . un somero analisis, que recomendamos haga el lector, concluimos que sélo
hay dos sucesiones de grados admisibles, (1,1,1,3) y (1, 1,2,2). La primera
de ellas se corresponde con el (alma del) grafo que dibujamos a la izquierda
oo y arriba, mientras que la segunda se traduce en el de debajo.

Para etiquetar el primer grafo con {1,2, 3,4}, basta con decidir el simbolo que va en la
posicion central; asi que hay 4 maneras distintas de hacerlo. El etiquetado del otro es mas
delicado: elegimos primero las etiquetas de los dos vértices de grado 2 (se puede hacer de (;1)
formas); y para cada eleccién de éstas, hay luego dos posibilidades para nombrar los vecinos.
En total, 12 maneras distintas. En resumen, con cuatro vértices hay 2 arboles no isomorfos
y 124+ 4 = 16 arboles distintos con vértices {1,2,3,4}.

Para el caso de cinco vértices, el grado de los vértices es a lo sumo 4.
Si hay alguno de grado 4, la sucesién de grados debe ser (1,1,1,1,4), a
la que le corresponde un tnico arbol salvo isomorfismos, el que aparece a
la derecha. Etiquetarlo con {1,2,3,4,5} es directo, pues basta decidir qué
etiqueta asignamos al vértice central: en total, 5 posibilidades.

Si no hay de grado 4, pero si de grado 3, la tnica sucesion de grados
posible es (1,1,1,2,3) (alma de la derecha). Para etiquetarla, fijamos el
simbolo del vértice de grado 3 (5 posibilidades), luego el del de grado 2

(4 posibilidades) y, finalmente, elegimos (3 posibilidades) el vecino de grado 1 del vértice de
grado 2 (o bien los dos vecinos de grado 1 del vértice de grado 3). En total, 60 posibilidades.
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Por dltimo, si no hay vértices de grado 3, entonces sélo podremos
tener la sucesién de grados (1,1,2,2,2), que corresponde a un Ls. Para
etiquetarlo, elegimos el simbolo del vértice central (5 posibilidades), luego los otros dos de
grado 2 ((3) = 6 posibilidades) y ya sélo quedan dos posibilidades para etiquetar los vértices
finales. En total, 5 x 6 x 2 = 60 formas distintas. Resumiendo — casi agotados —, con 5 vértices
hay tres arboles no isomorfos y 125 drboles distintos con vértices {1,2,3,4,5}. &

oO—O0—O0—0—=O

EJEMPLO 9.2.3  Un poco mds dificil: drboles con seis vértices {v1,...,vg}.

Los grados son ahora seis niimeros entre 1 y 5 que suman 10. Si hay vértices de grado 5,
s6lo podra haber uno, y la sucesién de grados serd (1,1,1,1,1,5). El tnico grafo con estas
caracteristicas es el que aparece debajo de estas lineas como alma 1. El etiquetado de los
vértices con {vy,...,vg} s6lo requiere decidir el simbolo del vértice central: seis posibilidades.

Si no hay vértices de grado 5, pero si de grado 4, tenemos la sucesién (1,1,1,1,2,4)
(véase el alma 2). Hay 6 x 5 x 4 = 120 arboles distintos asociados a esta estructura, pues
basta etiquetar el de grado 4, luego el de grado 2 y, finamente, elegir el vértice de grado 1
que va unido al de grado 2.

Si no hay vértices de grado 4, pero si de grado 3, las cosas se ponen maés interesantes.
Por un lado, la sucesién de grados (1,1, 1,1, 3, 3) estd asociada al alma 3. Convénzase, lector,
de que hay (g) (3) = 90 formas distintas de etiquetar sus vértices, pues basta elegir los dos
vértices “centrales”, y luego seleccionar qué otros dos vértices (de los 4 disponibles) van a
unirse a uno de los dos seleccionados antes.

Pero, por otro lado, y como ya vimos en la seccién 9.1.2, hay dos arboles no isomorfos
(almas 4 y 5) asociados a la sucesién de grados (1,1,1,2,2,3). Dejamos que el lector se
convenza por si mismo de que hay 180 etiquetados distintos para la primera y 360 para
segunda.

gl aalt e senlanalane

alma 1 alma 2 alma 3 Alma 4 alma 5 alma 6

Por 1ltimo, si no hay vértices de grado 3, entonces la sucesién de grados es (1, 1,2,2,2,2)
(véase el alma 6, un Lg), que tiene 360 distintos etiquetados de sus vértices. En resumen, hay
seis arboles no isomorfos con 6 vértices y 1296 arboles distintos con vértices {1,...,6}. &

Cayley®”, en 1889, probé que el patrén que se observa en los resultados obtenidos en el
laborioso y meticuloso andlisis hecho hasta aqui,

n 2 3 4 5 6
drboles distintos || 1=2" [ 3=3" |16 =47 | 125 =5 | 1296 = 67

es completamente general.

4OParece ser que fue Sylvester el primero que propuso este resultado, en 1857, y que la primera demostracién
fue de Borchardt, en 1860. Los trabajos de Cayley en este campo son de 1889, y en ellos enumeré grafos con
diversas propiedades. Afios después, Pélya desarrollaria una teoria enumerativa general (véase el capitulo 28)
para abordar estas cuestiones.
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Teorema 9.2.6 (Cayley) Hayn" 2 drboles distintos con el conjunto de vértices {1,...,n}.

A la derecha mostramos las pri-

meras lineas del articulo de Cayley. A THEOREM ON TREES.
QLHZ&S el leCtOI' pueda haSta entrever [From the Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics, vol. xx1u. (1889),
en él las dos estructuras arbéreas que pp. F16—378]

] 3 _ THE ber of trees which can be formed with n+1 given knots a, 8, v, ... is
dlbuJamOS’ y la Subsecuente numero =(n+l)"'l:‘;lmfa: instance n =3, the number of trees with the 4 given knots :, B
logl'a en el anéhsis del caso n = 4 del § is 4 =16, for in the first form shown in the figure the a, @, v & may be arranged

. ’ 3
ejemplo 9.2.2.

¥
Lector: no se deje cegar por la , T
aparente magnitud del nimero n"?; \V
si, es un numero enorme en cuanto n 14410

in 12 different orders (a@yd being regarded as equivalent to SyBa), and in the second
form any one of the 4 knots a, 3, v, § may be in the place oceupied by the a:
the whole number is thus 12 + 4, =16.

sea moderadamente grande. Pero pa-
lidece si lo comparamos con, por ejem-
plo, el nimero total de grafos con n

vértices, que es 92(3). Convénzase por usted mismo, mirando ambas cantidades, por ejemplo,
en escala logaritmica. Por ejemplo, para n = 5 vértices, un 12% de los grafos resultan ser
arboles, pero con n = 8 vértices ya s6lo hay un 0.1 % de arboles.

Quizés el lector considere que seria mas justo comparar el nimero de arboles con n vértices
(que tienen todos n — 1 aristas) con el nimero de grafos con exactamente n — 1 aristas. Es
decir, si escogemos al azar n — 1 aristas para unir los n vértices, jcudn probable es que el
grafo resultante sea conexo? Pues bien poco probable; en concreto, esa probabilidad es

nn—2

(n(n—l)/Q) ’

n—1
que para n = 5 es de casi un 60 %, pero para n = 20 es ya apenas del 0.4 %.
Vamos, que ser un arbol es casi un milagro.
Por cierto, como para cada arbol con vértices {1,...,n} hay n arboles con raiz distintos
con esos mismos vértices, tenemos la siguiente reescritura del teorema de Cayley:

Corolario 9.2.7 (Cayley) Hay n"~! drboles con raiz distintos con vértices {1,...,n}.

Como comentario final, antes de entrar en la demostracién del teorema de Cayley, avi-
samos al lector de que la misma cuestién, el recuento de arboles, pero ahora sin etiquetas
(arboles no isomorfos), es asunto mucho mas complicado. Contar cuantas almas de arboles
hay con n vértices, como hicimos como parte del argumento de recuento de los arboles dis-
tintos con n < 6 vértices en los ejemplos 9.2.2 y 9.2.3, requiere una tecnologia mucho mas
avanzada, de funciones generatrices, como veremos en el capitulo 13.

De este elegante resultado de Cayley existen un buen nimero de demostraciones, de ca-
racteristicas muy diversas. A continuacién exhibimos dos de ellas. La primera es de corte
algoritmico, y se basa en una codificaciéon de darboles conocida como cddigos de Priifer. Da-
remos luego una prueba alternativa, de corte mas combinatorio, debida a Zeilberger. En el
ejercicio 9.2.8 esbozaremos una tercera demostracién. Si con esto el lector no se queda satisfe-
cho, le recomendamos revisar el argumento algebraico del ejemplo 9.2.7, e incluso embarcarse,
provisto ya del lenguaje de las funciones generatrices, en la lectura del capitulo 13.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —~16 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



52 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Cddigos de Priifer. Vamos a ver ahora cémo resumir la informacion sobre un arbol con
vértices {1,...,n} en una lista de longitud n — 2, con posible repeticién, formadas con los
sfmbolos {1,...,n}. Esa tal lista se conoce como el cddigo de Priifer*! del arbol. El que hay
una biyeccion entre los dos conjuntos de objetos, el de los arboles y el de las listas, da como
conclusién el teorema 9.2.6 de Cayley.

El algoritmo que describimos a continuaciéon toma un arbol T' con n vértices etiquetados
con los nimeros {1,...,n}, y las correspondientes n — 1 aristas, y da lugar a una lista de n—2
numeros (entre 1 y n) que nombraremos como (i, ..., Q,—2).

En el primer paso, localizamos el vértice de grado 1 con menor etiqueta, que llamamos 1,
y anotamos quién es su unico vecino, que serd <. Borramos entonces 51 y su arista.

En el segundo paso, tomamos el nuevo arbol y repetimos el procedimiento: localizamos el
vértice de grado 1 con menor etiqueta, [o, anotamos quién es su vecino, «g, y borramos S
y su arista. Y asi, sucesivamente.

Observe, lector, que cada paso arranca con un arbol, lo que garantiza que haya vértices
de grado 1; y que en cada paso eliminamos una arista (y un vértice): en el paso j se empieza
con un arbol con n — j aristas, y sale uno con una arista menos. De forma que, en principio,
el algoritmo da n — 1 pasos.

Pero prestemos atencién al tltimo paso, en el que sélo queda una arista (y sus dos
vértices), y del que se obtendrian los valores (,—1 y a,—1. De esos dos vértices, uno de
ellos necesariamente ha de tener la etiqueta n, pues esa etiqueta no ha podido ser eliminada
en pasos anteriores; de forma que a1 = n, y no es necesario resenar este valor.

La lista & = (g, ..., cip—2) es el c6digo de Priifer del drbol T (la lista 3 = (B4, ..., Bn—2)
es auxiliar). Convénzase el lector, analizando con detalle el algoritmo, que en esa lista «
el nimero de apariciones de cada vértice ¢ es justamente gr(i) — 1. Asi que, por ejemplo,
los etiquetas de las hojas de T' no aparecen nunca en «; y reciprocamente, si un vértice no
aparece en «, entonces es hoja en el arbol T

Sugerimos al lector que se entrene en este procedimiento de codificacién con los dos
ejemplos que dibujamos debajo de estas lineas: prepare un papel, pinte los dos grafos, vaya
tachando aristas siguiendo el procedimiento descrito arriba, y cerciérese de que obtiene los
cédigos de Priifer que aparecen resenados en la figura.

RI®
—| o
=W
—=| ot
=2
Ll |

4'Ernst Paul Heinz Priifer (1896-1934) fue un matemético alemén, especialista en teorfa de grupos y algebra.
Muerto prematuramente de un cancer de pulmoén, la prueba del teorema de Cayley que aqui nos ocupa fue
publicada en 1918, cuando Priifer era todavia estudiante en la Universidad de Berlin.
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En cuanto al camino de vuelta, la reconstruccion del
arbol T a partir de su cédigo de Priifer, procedemos como

sigue: tenemos la lista a = (a, ..., a—2) y el conjunto B g g ? g
de etiquetas V' = {1,2,...,n}. En el primer paso, decla- @
ramos que (31 es el menor elemento de V' que no esté en la 6

lista a, y formamos la arista {aq, 31 }. Eliminamos aho- 2o
ra el simbolo B; de V, recortamos la lista a quitdndole W

su primer elemento, y repetimos el proceso para obte- 7
ner (2 (el menor elemento de V' \ {51} que no esté en
la lista recortada en el paso anterior), y formar la aris-

93

ta {ag,f2}. Y asi sucesivamente. En férmula, si lo prefiere el lector, cada f; viene dado
por 3; = min {k: k¢ {br,...,Bj—1,q5,. .. ,an_Q}}, y las aristas son siempre de la forma
{e,B;}. En la figura de la derecha representamos la reconstruccién tras cuatro pasos del
procedimiento para la lista del ejemplo de arriba. Observe, lector, que se van anadiendo aris-
tas y que solo en el dltimo paso queda garantizado que sea un arbol. Por cierto, en ese ultimo
paso, en V sélo quedaran n y otra etiqueta, que uniremos como arista final.

| )=y
i w‘no YOU GONNA cALLy.

F1Ggura 9.2: Zeilberger

Dejamos al lector que complete los detalles que prueban que hay
una biyeccién entre los drboles con etiquetas {1,...,n} y las listas con
esos simbolos, y repeticién permitida, de longitud n — 2. Una ojeada al
ejercicio 9.2.8 puede venirle bien.

Damos a continuacion una prueba alternativa del resultado de Cay-
ley que nos parece especialmente sugerente. Se debe a Zeilberger®?.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9.2.6 DE CAYLEY. En una cierta em-
presa hay m jefes y k empleados, con sus respectivos nombres y apelli-
dos*3. Los queremos organizar de manera que cada empleado tenga un
Unico supervisor, que pudiera ser otro empleado o quizas un jefe. Los je-
fes no tienen supervisor (lo que quizas sea una tautologia), y podrian no
tener subordinados (principio de Peter, seguro**). Llamaremos P(m, k)

al niimero de formas distintas de organizar la empresa con m jefes y k empleados.

En el lenguaje de los grafos45, P(m, k) 1 2 s i
cuenta el nimero de bosques (con m + k o T
vértices) formados por m arboles con raiz, ( Sé %> ({ *§
donde las raices van etiquetadas con los nom- /\ ‘ /\ ‘\ % >

bres de los jefes. Nos interesard en especial

el caso m =1y k =n — 1, que se corresponde con arboles con raiz con n vértices en total,
con la raiz ya etiquetada con el nombre del (tinico) jefe.

“2Doron Zeilberger (1950-), nacido en Haifa (Israel), trabaja en la Universidad de Rutgers. Su pagina web
www.math.rutgers.edu/~zeilberg/ es una auténtica delicia que recomendamos al lector.

43; Estos de qué van?, ;qué pasé con los arboles?

““Principio de Peter: en una jerarquia, todo empleado tiende a ascender hasta su nivel de incompetencia.
Corolario: con el tiempo, todo puesto tiende a ser ocupado por un empleado que es incompetente para
desempenar sus obligaciones.

45:Ah!, menos mal, han vuelto al redil.
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54 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

El rango de interés para los parametros es m > 1 y k£ > 0. Vamos a obtener ahora una
regla (recurrente) de célculo para P(n,k). Para empezar, es claro que, para cada m > 1,
P(m,0) = 1. Para analizar el resto de los casos, argumentamos como sigue:

1) Distinguimos a los empleados cuyos supervisores son jefes. A estos empleados, de los
que habrd un cierto ntmero s, con 1 < s < k, se les asigna, desde este momento, el
papel de jefecillosS.

2) Decidimos qué s empleados son jefecillos, lo que se puede hacer de (];) maneras.

3) Y ahora asignamos el jefe ante el que responde cada jefecillo: m® maneras.

4) Queda organizar a los restantes k — s empleados. Pero, para éstos, los s jefecillos actian
como jefes. Asi que los podremos organizar de tantas maneras como nos diga P(s,k—s).

En total,

k
(x)  P(m,k) = ; <’:> m® P(s,k —s).

El argumento anterior, en el lenguaje de grafos, consiste en decidir qué vértices van en la
segunda generacién (por debajo de las raices), asociarlos con los vértices superiores, y luego
distribuir los restantes vértices en generaciones siguientes.

La regla de recurrencia (%) es un tanto peculiar. Vamos a comprobar cémo esta regla de

recurrencia, junto con los valores iniciales P(m,0) = 1, determina de manera tnica el valor
de los P(m, k).

Para k = 1, tenemos que, para cada m > 1, E=0k=1k=2 -« -+ -« k—1 L
1 m=1
P(m,1) = <1> mP(1,0) =m, S
m=3

usando que P(1,0) = 1, mientras que el caso k =
2 de (%) nos da, para cada m > 1,

P(m,?2) = G) mP(1,1) + @) m?P(2,0)

:2m—i—m2,

donde hemos usado, ademés de que P(2,0) = 1,

el que P(1,1) = 1, por el paso anterior. Y, en

general, todos los valores de P(m, k), para k fijo (situados en una columna), se generan a

partir de los valores situados en la diagonal que se aprecia en el dibujo de la derecha.
Considere ahora el lector la funcion

f(m, k) =m(m+ k)1,

definida para cada m > 1y k > 0. Obsérvese que f(m,0) = m/m = 1. Usando el teorema
del binomio de Newton, es un ejercicio casi rutinario (para aquel lector que haya batallado

4656 1o merecen.
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con las cuentas del binomio de la seccién 5.1.2; por si acaso, lo dejamos como ejercicio 9.2.7)
comprobar que f(m,k) cumple la misma recurrencia que P(m, k), de lo que se deduce que

P(m, k) = m(m + k)t ,paracadam > 1y k> 0;

y en particular, para el caso que nos incumbe, que P(1,n — 1) = n"~2,

Ya casi hemos terminado. Con P(1,n — 1) contamos el niimero de arboles con raiz con n
vértices, con la raiz ya etiquetada con el nombre del jefe. Preste ahora atencién, querido lector,
al ida y vuelta. Nos ponemos revolucionarios y cooperativistas?’: permitimos a cualquiera
de los n miembros de la empresa ser el jefe. Esto nos da n - n"~2 = n"~! organizaciones
empresariales distintas, o mejor, n”~! arboles con raiz y n vértices.

Esto prueba la version del resultado de Cayley recogida en el corolario 9.2.7, y argumen-
tando como alli, pero ahora dividiendo por n para diluir el papel de la raiz, concluimos que
el niimero de drboles con n vértices es n™ 2, |

9.2.2. Arboles abarcadores de un grafo

En la introduccion del capitulo planteamos la siguiente cues-
tidén: construir una red que conecte una serie de puntos (por ejem-
plo, un sistemas de oleoductos, una red de ordenadores) de la forma
mas barata (en cuanto a nimero de conexiones) a partir de un di-
senio previo, como el de la figura. El objetivo es eliminar el mayor
nimero posible de aristas de manera que el grafo siga siendo conexo. O, dicho de otra manera,
quedarnos con el nimero minimo de aristas que garantizan la conexién del grafo. Estamos
buscando, en definitiva, un subgrafo que sea arbol y que incluya a todos los vértices.

Definicién 9.2.8 Un drbol H es drbol abarcador®® de un grafo G = (V, A) si V(H) =
V(G)y A(H) C A(G).

Un arbol abarcador de G tiene los mismos vértices que G, y algunas de —o todas— sus
aristas. Conviene asegurarse primero de que tales arboles existen si, como es razonable,
partimos de un grafo conexo.

Proposicion 9.2.9 Un grafo G es conezxo si y solo si tiene, al menos, un drbol abarcador.

DEMOSTRACION. En un sentido, si un grafo tiene un arbol abarcador, que por definicién es
conexo, es obvio que G también lo sera.

En el otro: consideremos un grafo G conexo. Si es un arbol, hemos acabado: G es su propio
arbol abarcador. Si no es darbol, como es conexo, podemos todavia quitar una cierta arista a
sin que se desconecte (recordemos, de la proposicién 9.2.2; el cardcter extremal de los arboles
en este sentido). Asi que el grafo G \ {a} sigue siendo conexo. Si fuera un arbol, habriamos
acabado; pero si no lo fuera, podriamos quitar una arista b de forma que (G \ {a}) \ {0}
siguiera siendo conexo. Y asi, sucesivamente. En cada paso, los sucesivos grafos son conexos;
cuando el nimero de aristas llegue a |V(G)| — 1, tendremos un érbol abarcador. [

4TVivan los afios 60!
48 Spanning tree, en inglés, arbre de recouvrement en francés. En castellano se utilizan términos como “4rbol
generador” o “arbol recubridor”. Nos gusta méas “arbol abarcador’.
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De la demostracién anterior, ademéds, deducimos que si el grafo G es conexo y |A(G)| =
[V(G)| =14k, con k > 0, entonces podemos quitar k aristas (convenientemente escogidas
para no perder la conexién) y quedarnos con un arbol abarcador. Se trataria de ir “elimi-
nando aristas” hasta quedarnos con el nimero adecuado de ellas, siguiendo, como criterio de
eliminacién, ir identificando y “rompiendo” los ciclos del grafo.

Existen procedimientos alternativos, y de hecho mas eficaces, para construir un arbol
abarcador en un grafo (o para concluir que no los hay), que consisten en ir “haciendo crecer”
el arbol en pasos sucesivos, como vamos a ver a continuacién. Se trata de algoritmos disefiados,
en principio, para buscar y etiquetar vértices de un grafo?. Piense por ejemplo el lector en
el grafo de internet, en el que cada pagina se representa con un vértice, y cada arista es
un hipervinculo®. Los motores de biisqueda en internet requieren programas que primero
exploren la red (web crawlers) y que localicen las diferentes péginas, para luego crear los
correspondientes indices y almacenar contenidos.

A. Algoritmos de bisqueda en grafos y (su conexién con) conexién

Los dos procedimientos que vamos a describir, aunque siguen estrategias distintas, dan
ambos como resultado drboles (con raiz) que incluyen unos cuantos vértices del grafo de
partida (o quizés todos). Los traemos a colacion en esta seccién, adelantdndonos al capitulo 11
dedicado a los algoritmos en arboles, porque en particular permiten resolver, de manera
computacionalmente eficiente, cuestiones como la de decidir si un grafo es conexo (o, en caso
contrario, identificar componentes conexas), localizar ciclos o aristas puente, etc.

Advertimos al lector, no obstante, de que la descripciéon que ahora iniciamos serd somera,
casi filoséfica. Dejamos al lector con especiales inclinaciones algoritmicas que se entretenga
en traducir estas pinceladas en un cédigo detallado.

A1l. Algoritmo de biisqueda a lo ancho (BA)5.

El procedimiento parte de un grafo G = (V, A) y construye un érbol (con raiz) cuyos
vértices estan agrupados por generaciones en funcién de su distancia a la raiz.

Marcamos un cierto vértice inicial, digamos v;. Localizamos todos sus vecinos y los eti-
quetamos. Las aristas correspondientes quedan incorporadas al drbol. Una vez numerados
los vértices vecinos del inicial, pasamos al que sea primero en esa ordenaciéon y repetimos
el proceso: localizamos todos sus vecinos nuevos y los aniadimos al drbol (obsérvese que no
se forman ciclos en el proceso). Y asi sucesivamente, hasta que no podamos incorporar més
vértices (ni aristas) al arbol.

En el proceso de “localizacion” de vértices nuevos, cada arista es examinada como mucho
dos veces (una por cada uno de sus extremos), asi que el nimero de pasos en este algoritmo
es®2 O(|A|). Si G tiene n vértices, el niimero de pasos serd O(n?).

Si el grafo es conexo, el resultado final es un arbol abarcador (con raiz) de G. Si no lo

19Muchos de los algoritmos que veremos en la seccién 11.2 son variaciones de éstos adaptadas a distintos
problemas (paseos mds cortos, drboles abarcadores de peso minimo, etc.).

50 Aunque este grafo serfa, en realidad, dirigido, véase la seccién 9.3.

5! Breadth-First Search (BFS), en la terminologfa anglosajona.

52Para ser més precisos, es O(|V| + |A]).

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —16 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



9.2. Arboles 57

fuera, se detendria al completar un arbol abarcador de la componente conexa de G en la que
estuviera emplazado el vértice inicial vq.

A2. Algoritmo de biisqueda en profundidad (BP)%

Ahora procedemos de la siguiente manera: empezamos de nuevo con un cierto vértice vy
y localizamos sus vecinos. Se toma uno de ellos como vy e incorporamos la arista {vy,vs}
al arbol. Entonces avanzamos a vy y buscamos vecinos que no hayan sido ya visitados;
tomamos cualquiera de ellos como w3, y asi sucesivamente. Cuando lleguemos a un vértice
que no tenga vecinos nuevos que anadir, digamos vy, retrocedemos al vértice anterior, vy_1,
y ahi repetimos el proceso (buscamos nuevos vecinos que anadir al drbol).

Si en algiin momento del proceso nos encontramos en v; sin sitios nuevos a donde ir
(quizés hayamos pasado antes varias veces por vy, pero pudiendo anadir nuevos vértices), se
termina el algoritmo. El arbol T" asi generado es un arbol abarcador de la componente conexa
que incluye al vértice v;. Como cada arista del grafo se utiliza, como mucho, dos veces en el
algoritmo (una en el “avance”, otra en el “retroceso”), el niimero de pasos del algoritmo serd
O(]A]) (o quizas O(|V'| + |A])), lo que nos da de nuevo O(n?) si el grafo tiene n vértices.

Tlustramos las diferencias entres los dos algoritmos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9.2.4  Apliquemos los algoritmos BA y BP al siguiente grafo.

Empecemos, por ejemplo, con el algoritmo BP, “! v2 U3 va vs ve
digamos partiendo del vértice 1 (que seria el vy). ® ©) @ ® ® &)
De él pasamos al 2, al 4, al 3, al 9 y al 13. Una vez en el vértice 13 (que es vg) vemos que
todos sus vecinos ya han sido visitados, asi que retrocedemos a vs (el vértice 9).

Desde alli podemos visitar nuevos vecinos (obser- i i b
vemos que la arista entre 9 y 13 la recorremos en los ® © ® @
dos sentidos, de ida y de vuelta). Por ejemplo, con el camino que mostramos a la derecha. Al
no poder anadir vecinos desde el vértice 11 (vg), retrocedemos a vg, el vértice 12. Desde alli
podemos incluir al vértice 8 como v1g. Y una vez en éste, nos vemos obligados a retroceder
a vg, vg, etc., hasta volver a vy.

Como ya no podemos anadir nuevos vértices, el al-
goritmo termina. A la derecha dibujamos el drbol resul-
tante, que no incluye a todos los vértices del grafo (el
grafo original no era conexo), sélo a los de la componen-
te conexa del vértice 1. Nétese que en el proceso hemos
recorrido cada arista del arbol en ambos sentidos.

Ocn

53 Depth-First Search (DFS), en la terminologia anglosajona.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —~16 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



58 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Vamos ahora con el algoritmo BA. De nuevo eti-
quetariamos el vértice 1 como vy, y a sus vecinos 2, 10
y 11 como w9, v3 v vy, respectivamente. Una vez con-
7 siderados todos los posibles vecinos de vy (y anadidas
6 sus correspondientes aristas al arbol), nos movemos a

o 1o 13 v, el vértice 2; ahi anadimos a 3 como v5 y a 4 como

vg. Es hora de ir al vértice v3 = 10 y anadir a 9 como

vr v a 12 como vg. En el vértice v4 = 11 no hay vértices nuevos que considerar, pero si en
el vs (el vértice 3): etiquetamos el 13 como vg. Desde vg = 4 anadimos el vértice 8 como vyg.
Y al mirar en los vértices del v7 al v19 comprobamos que no podemos ir mas allé con el arbol.
El algoritmo ha terminado y ha producido el arbol de la izquierda. De nuevo, el arbol sélo
abarca a los vértices de la componente conexa a la que pertenecia el vértice 1. &

Ocn

Ambos algoritmos, que por otro lado tienen sus ventajas y sus desventajas, en funcion
del problema que se esté tratando, permiten resolver eficientemente (desde el punto de vista
computacional) la siguiente cuestién bésica:

» determinar si un cierto grafo G es conexo o no (comprobando si el arbol que produce
el algoritmo incluye todos los vértices del grafo; esto es, si es arbol abarcador o no).

Con ligeras variaciones, permiten también resolver las siguientes cuestiones:

» determinar componentes conexas de G (arrancando con un vértice, identificando su
componente conexa, y repitiendo luego el proceso para vértices que no estén en ella);

» determinar si G tiene o no ciclos (localizando las componentes conexas y contando las
aristas de cada una de ellas; esto es, comprobando si son arboles);

» decidir si una cierta arista es puente o no del grafo (comparando el nimero de com-
ponentes conexas antes y después de eliminar la arista en cuestién).

O algunas otras, algo mas sofisticadas, sobre las que no daremos los detalles:

» encontrar el ciclo mds corto en el grafo G (y, por tanto, determinar cuello(G));

» determinar si un grafo G es bipartito o no (utilizando la caracterizacién, en términos
de la presencia de ciclos de longitud impar del lema 9.1.12).

Por su propia estructura, ademas, el algoritmo BA permite determinar las distancias de un
vértice a los demads del grafo. En la seccién 11.2.2 volveremos sobre este asunto, aunque alli
en el contexto mas general de los grafos con pesos.

B. El niimero de arboles abarcadores de un grafo

Que un grafo conexo tiene, en general, mas de un arbol abarcador es
bastante evidente. ; Cuantos, exactamente? Depender4, claro, del grafo con-
siderado. En el que aparece dibujado a la derecha nos “sobran” dos aristas.
Pero no cualesquiera: por ejemplo, si quitaramos las aristas a y b, desco-
nectariamos el grafo. Encomendamos al lector la (paciente) comprobacién de que este grafo
tiene ocho arboles abarcadores distintos, que se muestran a continuacion:
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1 a ~2 1 a ~2 1 2 1 o_a 2 1 a 02 1 2 1 a ~2 1 2

SO SO W R AN S VO AV

4 3463463406340634 3 4 3 4 ¢ 3
Observe el lector que la pregunta trata sobre niimero de arboles distintos; es decir, el gra-
fo G de partida esta etiquetado, y los arboles abarcadores llevan esas mismas etiquetas. En el
ejemplo anterior, las seis primeras configuraciones se corresponden con (su alma es) el grafo
lineal con cuatro vértices. Ahora bien, una vez que hemos determinado que hay ocho arboles
abarcadores distintos, cudles sean las etiquetas del grafo inicial es completamente irrelevan-
te. Esto es, el nimero de arboles abarcadores distintos de un grafo G, que en lo sucesivo

nombraremos como 7(G), es un invariante por isomorfia. Determinar 7(G) es relativamente
sencillo para algunas familias especiales de grafos.

EJEMPLO 9.2.5 FEl numero de drboles abarcadores de los grafos circulares, los grafos lineales,
los grafos completos. .. jy de los propios drboles!

Consideremos un grafo circular con n vértices, C,, para el que |A(C,,)| = |V (Cy,)|. Formar
un arbol abarcador consiste, simplemente, en quitar una arista; y cualquiera de las n que hay
vale para ello. Asi que C,, tiene n posibles arboles abarcadores: 7(C,) = n

Un grafo lineal con n vértices, L, es ya un arbol, asi que es su propio arbol abarcador.
Este es un resultado general: un arbol G tiene sélo un arbol abarcador (él mismo).

Un grafo completo K, contiene todas las aristas posibles, asi que hay tantos arboles
abarcadores como drboles con n vértices haya: es decir, 7(K,) = n"~2, por el teorema 9.2.6
de Cayley. &.

EJEMPLO 9.2.6 ;Cudntos drboles abarcadores distintos contiene un Ko ¢ ¢

Un grafo bipartito completo K> s, s > 2, tiene 2s aristas y s + 2 vértices.
Necesitamos quitar s — 1 aristas sin que se desconecte el grafo. Obsérvese que un
arbol abarcador del grafo contendra a una serie de vértices de los de la derecha
conectados al vértice a y otros conectados a b. Pero ha de haber al menos uno
que se conecte a ambos, para que sea conexo. Y sélo uno, porque si de dos (o
maés) vértices a la derecha se conservaran sus dos aristas, se formaria un ciclo.
De manera que, si los vértices de la “derecha” son {1,...,s}, elegir un arbol
abarcador es exactamente lo mismo que escoger dos conjuntos A y B, que incluyen los vértices
que comparten arista, respectivamente, con a y b en el arbol abarcador, y que cumplan que
AUB ={1,...,s} y |ANB| = 1. Para contar el nimero de maneras de elegir A y B, sigamos
el siguiente proceso:

1) Elegimos el elemento de la interseccién (hay s posibilidades).

2) Luego basta decidir si el resto de los elementos estan en A 6 en B. Equivalentemente,
formar una (s — 1)-lista con repeticién permitida con dos simbolos (“estar en A” o “estar
en B”). Esto se puede hacer de 2°~! formas distintas.

Asf que 7(Ka5) = 52571, )

Quizas el lector quiera entretenerse (ejercicio 9.2.11) con el cdlculo del nimero de drboles
abarcadores del caso K3 g siguiendo un razonamiento similar al visto para K. Aunque el
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argumento combinatorio se complica en ese caso, lo que sugiere que determinar 7(K, ), para
un grafo bipartito general K, s, no es tarea sencilla. Por cierto, 7(K, ;) resulta ser s 1ps—l
(véase el final del apartado).

. Qué sabemos sobre 7(G)? Veamos. Si un grafo conexo G tiene n vértices, el nimero 7(G)
de drboles abarcadores distintos de G puede oscilar entre 1 (si G ya es un arbol) y n™~2 (si se
trata del grafo completo). Pero el valor exacto depende de la estructura particular del grafo.

Esta no es una cuestién que tenga Unicamente interés tedrico. Digamos, por ejemplo, que
un grafo (conexo) representa una red eléctrica, y que estamos interesados en la fiabilidad®*
de nuestra red. Esto es, si puede ser capaz de soportar la pérdida de algunos tramos (aristas)
sin que el fluido se interrumpa. El que el grafo tenga muchos arboles abarcadores sugiere que
el sistema sera bastante robusto, y que podra sobreponerse a estas pérdidas.

Estas cuestiones le interesaban, y mucho, a Kirchhoff®>, que en
1847 enuncié el siguiente resultado, que permite calcular algebraica-
mente el nimero de drboles abarcadores de un grafo arbitrario (véase
un procedimiento alternativo en el ejercicio 9.2.13).

Teorema 9.2.10 (Kirchhoff) Sea G un grafo conexo con n vérti-
ces, y sea M la matriz de vecindades M asociada. Consideramos la
matriz L =D — M, donde D es la matriz diagonal cuyos registros
son los grados de los vértices.

a) Llamamos LY a la matriz que se obtiene de L eliminando la
fila y la columna i. Entonces, para cualquier i entre 1 y n,

Ficura 9.3: Kirchhoff

7(G) = det(LD).

b) Alternativamente,

1
7(G) = H2r

donde po, ..., 1y, son los autovalores no nulos de la matriz L.

iPéngase en pie!, querido lector®®, jy asémbrese! Estdbamos con grafos, con arboles abar-
cadores, y de repente, como por ensalmo, aparecen matrices y determinantes, ademas de
autovalores. jQué cosas tienen las matematicas!

Como ya mencionamos en la secciéon 9.1.5, la matriz L = D — M es conocida, en la jerga
habitual de la teoria espectral de grafos, como la matriz laplaciana del grafo. Buen momento

para que el lector revise la citada seccién®”.

54 Reliability, dirfa un anglosajén, que ademds sabria pronunciar la palabra sin trabarse.

55Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) es uno de los padres de la teoria de grafos. Nacié en Konigsberg, lo
que de por si ya era bastante premonitorio (vea el lector el apartado 10.1.1). En sus estudios sobre circuitos
eléctricos formulé las famosas leyes de Kirchhoff, que relacionan corrientes, voltajes y resistencias, generali-
zando asf las leyes de Ohm. Kirchhoff se ocup6 también de analizar otros fenémenos fisicos, como la radiacién
del cuerpo negro, o el estudio de los espectros de los cuerpos celestes. Junto con el quimico Bunsen, disené uno
de los primeros espectroscopios, con el que, por ejemplo, se descubririan elementos como el cesio y el rubidio.

56Si le place claro, y sobre todo si lleva toda la tarde leyendo este texto.

5781 es que, quizéds impresionado por el despliegue de dlgebra lineal que contenia, no lo hizo en su momento.
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Veamos. El primer enunciado del teorema 9.2.10 es, ademéas de sorprendente, un tanto
misterioso, por aquello de que se pueda tomar cualquier cofactor (y que todos ellos tengan
el mismo valor). La segunda version, la de los autovalores, que iguala a la anterior en cuota
de sorpresa, es al menos un enunciado tnico: se trata multiplicar los n — 1 autovalores no
nulos. jAja!, de manera que L tiene autovalores no negativos, uno de ellos es 0, y el resto son
positivos. Si, toca revisar la seccién 9.1.5.

No vamos a dar la demostracién de este teorema. Aunque el lector con certificada habili-
dad con el algebra lineal puede convencerse, en el ejercicio 9.2.14, de que los dos enunciados
del teorema son equivalentes.

Vamos, sin més dilacién, a poner en accién este excelso teorema. Empeza- 1 2
mos con el calculo del nimero de arboles abarcadores del grafo que aparece a
la derecha, el que abria este apartado y del que sabemos, tras la enumeracién
correspondiente, que tiene ocho arboles abarcadores distintos. 4 3

Las correspondientes matrices M y D son

01 1 1 300 0 3 -1 -1 —1
1010 (o200 I S S
M=\ 101 |YP=|qg ¢3¢ |itael=] 1 5 5

1010 00 0 2 1 0 -1 2

Por ejemplo, el cofactor que se obtiene eliminando la primera fila y columna resulta ser

2 -1 0
(-t -1 3 —1|=8.
0o -1 2
Compruebe el lector que los demés cofactores llevan al mismo resultado. &

EsempLO 9.2.7  Kirchhoff y Cayley.

Queremos contar, de nuevo, cuantos arboles abarcadores tiene un grafo completo K,,. Las
matrices de vecindades y laplaciana, de dimensiones n X n, son en este caso:

01 1 1 n-1 -1 -1 ... -1
10 1 1 -1 [n=1 =1 -~ -1
M_| 110 1 O R O T SR BT
11 1 0 1 | -1 -1 - n-1

Siguiendo la parte a) del teorema 9.2.10 de Kirchhoff, necesitamos calcular (por ejemplo)
el determinante de la matriz de dimensiones (n — 1) x (n — 1) que hemos recuadrado en la
férmula anterior. Le proponemos al lector dos posibilidades. La primera pasa por que exhiba
sus habilidades con las operaciones de eliminacién gaussiana; el ejercicio 9.2.9 contiene una
guia detallada de los posibles pasos. La segunda, que revise el ejemplo 8.1.16 del capitulo
dedicado a las recurrencias, y la formula que obtuvimos alli para el determinante de una
matriz con unos en la diagonal y con el resto de sus entradas iguales a una cierta cantidad.
Obsérvese que el determinante que nos incumbe aqui es de ese tipo si sacamos factores
comunes n — 1 en cada fila.

EL DISCRETO ENCANTO DE LA MATEMATICA —~16 de noviembre de 2016 — PABLO FERNANDEZ Y JOSE L. FERNANDEZ



62 CAPITULO 9. EL LENGUAJE DE LOS GRAFOS

Como tercera alternativa, le proponemos que deduzca el resultado de Cayley, de manera
harto directa, si es que es capaz de comprobar que los autovalores no nulos de la matriz L
valen todos n, y que hay n — 1 de ellos (revise, si lo desea, el final del apartado 9.1.5). De
donde se deduce, usando la parte b) del teorema 9.2.10 de Kirchhoff, que 7(K,) =n""2. &

Terminamos esta seccién mencionando dos casos particulares mas. El primero, aquél que
dejamos caer, como el que no quiere la cosa, tras el ejemplo 9.2.6, y que dice que

7(Kp) = s trsh

Y el segundo, que trata sobre el nimero de arboles abarcadores del grafo @, del cubo:

n

7(Qn) = [T (2w ().

k=2

Por ejemplo, 7(Q2) = 4, como ya sabfamos, pues @2 es como un grafo circular Cy4, mientras
que 7(Q3) = 384. Para comprobar estos dos resultados, puede el lector ponerse a calcular
determinantes (en el primer caso, el del K, s, analizando la matriz en cajas que representa al
grafo), o bien, quizds més directamente, embarcarse en el célculo de autovalores; recomenda-
mos para esto, una vez mas, el final de la seccion 9.1.5.
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