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1 Elementos basicos em Matematica Financeira

A Matematica Financeira € uma ferramenta util na analise de algumas alterna-
tivas de investimentos ou financiamentos de bens de consumo. A idéia basica
¢ simplificar a operacdo financeira a um Fluxo de Caixa e empregar alguns
procedimentos matematicos.

1.1 Capital

O Capital € o valor aplicado através de alguma operagao financeira. Também
conhecido como: Principal, Valor Atual, Valor Presente ou Valor Aplicado.
Em lingua inglesa, usa-se Present Value, indicado nas calculadoras financeiras
pela tecla PV.

1.2 Juros

Juros representam a remuneracao do Capital empregado em alguma atividade
produtiva. Os juros podem ser capitalizados segundo os regimes: simples ou
compostos, ou até mesmo, com algumas condi¢coes mistas.

Regime Processo de funcionamento

Simples Somente o principal rende juros.

Compostos | Apos cada periodo, os juros sdo incorporados ao Capital, pro-
porcionando juros sobre juros.

1.3 Notacoes comuns que serao utilizadas neste material

; . - . . r
C Capital. i taxa unitdria de juros i = —.
100
n nimero de periodos. P Principal ou valor atual.
J juros simples ap6Os n periodos. M Montante obtido em capitalizacao
simples.
J juros compostos apds n periodos.
S Montante obtido em capitalizacdo
r taxa percentual de juros. composta.
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1.4 Compatibilidade dos dados

Se a taxa de juros for mensal, trimestral ou anual, os periodos deverdo ser
respectivamente, mensais, trimestrais ou anuais, de modo que os conceitos
de taxas de juros e periodos sejam compativeis, coerentes ou homogéneos.
Situagdes onde isto ndo ocorre, serao estudadas a parte e deverdo ser feitas
conversoes de unidades.

Exemplo: Na férmula
F(i,n)=1+in

a taxa unitaria de juros i deverd estar indicada na mesma unidade de tempo que
o nimero de periodos n, ou seja, se a taxa é i=0,05 ao més, entdo n devera
ser um numero indicado em meses.

2 Juros simples

2.1 Juros simples

Se n € o numero de periodos, i € a taxa unitdria ao periodo e P € o valor
principal, entdo os juros simples sao calculados por:

j=Pin

Exemplo: Os juros simples obtidos por um capital P=1250,00 durante 4 anos
a taxa de 147 ao ano sdo dados por:

Jj=1250,00 x 0,14 x4 = 700,00

. . . . . r
Se a taxa ao periodo € indicada percentualmente, devemos substituir i por 100
para obter a férmula:
. Prn
7= 700

Exemplo: Os juros simples obtidos por um capital P=1250,00 durante 4 anos
a taxa de 147 ao ano sdo dados por:

. 1250,00 x 14 x 4
/= 100

Se ataxa € r), ao més, usamos m como o numero de meses € a formula:

= 700,00

Prm
100

Jj=
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Exemplo: Os juros simples obtidos por um capital P=1250,00 durante 4 anos
(48 meses) ataxade 2% ao més sdo dados por:

1250,00 x 2 x 48
I= 100

Se ataxa é r), ao dia, usamos d como o ndmero de dias para obter os juros
exatos (nimero exato de dias) ou comerciais simples com a férmula:

. Pr d
/=100
Exemplo: Os juros simples obtidos por um capital P=1250,00 durante 6

meses (180 dias) ataxade 0,02% ao dia sdo dados por:

. 1250,00 x 0,02 x 180
a 100
Exemplo: Os juros simples exatos obtidos por um capital P=1250,00 durante

0s 6 primeiros meses do ano de 1999 (181 dias), a taxa de 0,27 ao dia,
sao dados por:

— 1200,00

— 45,00

~1250,00 % 0,2 x 181
J= 100

= 452,50

2.2 Montante simples

Montante é a soma do Capital com os juros. O montante também € conhecido
como Valor Futuro. Em lingua inglesa, usa-se Future Value, indicado nas cal-
culadoras financeiras pela tecla FV. O montante é dado por uma das férmulas:

M=P+j=P(l+in)

Exemplo: Se a taxa de uma aplicacao € de 150% ao ano, quantos meses serao
necessarios para dobrar um capital aplicado através de capitalizacao simples?

150
Objetivo: M=2P, Dados: i = 100 = 1,5, Formula: M = P(1 +in).

Desenvolvimento: Como 2P=P(1+1,5 n), entdo 2=1+1,5 n, logo n=2/3 ano =
8 meses

Exemplo: Qual € o valor dos juros simples pagos a taxa i=100% ao ano se
o valor principal é P=1000,00 e a divida foi contraida no dia 10 de janeiro,
sendo que deverd ser paga no dia 12 de abril do mesmo ano?



Secao 3 Fluxo de caixa 4

Contagem do tempo
Periodo Numero de dias
De 10/01 até 31/01 21 dias
De 01/02 até 28/02 28 dias
De 01/03 até 31/03 31 dias
De 01/04 até 12/04 12 dias
Total 92 dias

Formula para o calculo dos juros exatos:

. Prd
/= 365 % 100
Calculo:

. 1000 x 100 x 92

/= 7365 x 100

— 252,05

3 Fluxo de caixa

Apresentaremos aqui, apenas alguns elementos sobre fluxo de caixa. Em
nossa Pigina Matemadtica Essencial, existem varios links sobre Matematica
Financeira que construimos e que estao dando suporte a este curso.

Fluxo de Caixa € um objeto grafico com dados sobre Entradas e Saidas de
capital, realizadas em certos periodos. O fluxo de caixa pode ser apresentado
como uma linha horizontal (linha de tempo) com os valores indicados nos
respectivos tempos ou na forma de uma tabela com estas mesmas indicagdes.

A entrada de dinheiro em um caixa do sistema bancario podera ser indicada
por uma seta para baixo enquanto que o individuo que pagou a conta devera
colocar uma seta para cima. A inversao das setas € algo comum e pode ser
realizada sem problema.

Exemplo: Seja uma situacdo em que depositamos inicialmente de R$5.000,00
em uma conta rendendo juros de 4% ao ano, compostos mensalmente e que
continuemos a depositar mensalmente valores de R$1000,00 durante os 5
meses seguintes. No 60. més desejamos saber o Valor Futuro de todos estes
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depositos.

Fluxo de Caixa

0 1 2 3 4 5 |6

A A A
5000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000

Para obter o Valor Futuro deste capital depositado em varios meses, usamos
o fluxo de caixa e conceitos matematicos para calcular o valor resultante ou
montante acumulado.

3.1 Exemplos importantes de Fluxos de Caixa

Em uma operagao financeira, em geral, ha dois entes envolvidos: A pessoa e
a agéncia bancaria.

Fluxo de Caixa da pessoa
Ey
T
O|1]2|3|.../n—=1|n

AR TR’
S1182] 83| .| Su—i | Sn

que representa um empréstimo bancario realizado por uma pessoa de forma
que ela restituird este empréstimo em n parcelas iguais nos meses seguintes.
Ey € o valor que entrou no caixa da pessoa (o caixa ficou positivo) e Sy, S7, ...,
S serdo os valores das parcelas que sairdo do caixa da pessoa (negativas).

No fluxo de caixa do banco, as setas t€tm o sentido mudado com relagdo ao
fluxo de caixa da pessoa.

Fluxo de Caixa do banco
E\|E>|Es| ... E,—1 | E,
TIT 111170 1 |17
O/ 1213 |.../ln—=1|n

!
So

onde, cada seta € indicada para cima (positivo) ou para baixo (negativo), €
assumida por conven¢ao e o fluxo de caixa depende de quem recebe ou paga
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o capital num certo instante, sendo que, t=0 indica o dia atual, E; € a Entrada
de capital no momento k e S} € a saida de capital num momento k.

Nosso objetivo aqui € construir de fluxos de caixa (graficos) e pouca atengao
¢ dada a resolugao dos problemas. Se vocé tem algum Fluxo de Caixa interes-
sante, envie 0 mesmo para que venhamos a construir tal grafico.

Na seqli€ncia, apresentaremos uma cole¢do de situacdes e construiremos 0s
fluxos de caixa das mesmas (do ponto de vista da pessoa). Tais situacdes sdao
comuns nas operagoes financeiras. Resolveremos apenas alguns exercicios,
mas os interessados poderdao encontrar mais informagdes no site Matematica
Essencial cujo link estd indicado na segunda pagina deste material, onde
existem mais informagdes sobre o assunto.

Exemplo 1 Uma pessoa emprestou R$10.000,00 hoje e pagara R$11.000,00
daqui hd um més.

Fluxo de Caixa 01
10.000
i
0 1
!
11.000

Exemplo 2 Uma pessoa emprestou R$10.000,00 hoje e pagara em duas parce-
las iguais e seguidas de R$6.000,00 a partir do proximo més.

Fluxo de Caixa 02
10.000

)
0 1 2

! !
6.000 | 6.000

Exemplo 3 Uma pessoa emprestou R$10.000,00 hoje e pagara R$ 5.500,00
em 30 dias e R$6.500,00 em 60 dias.

Fluxo de Caixa 03
10.000

T
0 1 2

5.500 | 6.500
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Exemplo 4 Uma pessoa emprestou R$10.000,00 hoje e pagara R$ 1.000,00
em 15 parcelas iguais a partir do més seguinte.

Fluxo de Caixa 04
10.000
T
0 1 2 14 15

! ! ! ! !
1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Exemplo 5 Uma pessoa comprou um carro por R$16.000,00 hoje e pagara em
24 parcelas de R$ 876,54 a partir do més seguinte.

Fluxo de Caixa 05
16.000
7
0 1 2 23 24

! ! ! ! !
876,54 | 876,54 | 876,54 | 876,54 | 876,54

Exemplo 6 Uma pessoa comprou um carro por R$16.000,00 hoje e pagara o
mesmo em 24 parcelas de R$ 840,00 a partir de hoje.

Fluxo de Caixa 06
16.000
7
0 1 2 23

! ! ! ! !
840,00 | 840,00 | 840,00 | 840,00 | 840,00

Exemplo 7 Alguém comprou um carro por R$12.000,00 hoje e pagara em 20
parcelas varidveis iniciando com R$ 500,00 e aumentando R$100,00 a
cada més, sendo a primeira parcela paga a partir do més seguinte.

Fluxo de Caixa 07
12.000
7
0 1 2 ... 19 20

500 | 600 | ... | 2.300 | 2.400
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Exemplo 8 Alguém comprou um carro por R$12.000,00 hoje e pagara em 20
parcelas variaveis comecando com R$ 500,00 e aumentando R$100,00 a
cada més, sendo a primeira parcela paga no instante inicial.

Fluxo de Caixa 08
12.000
7
0 1 2 ... 18 19

! Ll !
500 | 600|700 ...|2.300]2.400

Exemplo 9 Uma pessoa financia um objeto em n parcelas iguais e seguidas
de R unidades monetarias a partir do proximo més. Se a taxa bancéria de
juros € de 1% ao mes, qual € o Valor Presente (VP) deste objeto?

Fluxo de Caixa 09
VP=A
T

0 1(2|.../ln—1|n

—
H
“—
H
H

Resolucdo matematica:

A= K + K + K + ...+ K
(140 (1402 (1403 T (1+0)n
que também pode ser escrito na forma
1+i)"—1
A:R%
i (140"

Exemplo 10 Uma pessoa financia um objeto em 5 parcelas iguais e seguidas
de R$1.000,00 a partir do proximo més. Se a taxa bancdria de juros é de
7% ao més, qual é o Valor Presente (VP) deste objeto?

Fluxo de Caixa 10

VP

T
0 1 2 3 4 5

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
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Resolu¢cdao matematica: Como i=7%=0,07; R=1000 e n=5, entdo pela
Férmula do item anterior, temos que:

(1+0,07)° —1
0,07 (1 +O,O7)5

VP =1000 =4.100,20

Exemplo 11 Uma pessoa financia um objeto em n parcelas iguais e seguidas
de R unidades monetarias a partir deste més. Se a taxa bancaria de juros
€ de 1% ao més, qual € o Valor Presente (VP) deste objeto?

Fluxo de Caixa 11
VP=A

b
RIRIR| R

XNi— | O|—
(_
(_

Resolu¢cdo matemadtica:

R R R
+ ..+

R
A=R+ +

R ENE (T
que também pode ser escrito na forma
(i1
A=(1+i)R ———
(DR =

Exemplo 12 Tome o problema do item 10 e uma nova alternativa. Refinan-
ciar a compra do objeto que custa o Valor Presente (obtido no Fluxo de
Caixa 10) em 4 parcelas iguais e seguidas a partir do més inicial. Tome
a mesma taxa bancaria de juros. Qual o valor da nova parcela R? Qual
o percentual de aumento da prestacao com relagao a prestacao anterior,
com esta alternativa?

Fluxo de Caixa 12
4.100,20
7
0 11213
! L]l
R? R? | R? | R?

Resolucdo matematica: Como 1=7%=0,07; VP=4.100,20 e n=4, entdo
pela Formula do item anterior, temos que:
(140,07)*—1

4.100,20 = (1+0,07) R
20= (140,07 R & 57 10,077
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que pode ser escrito na forma

4.100,20 = R 3,6243160444

de onde segue que

~4.100,20
3,6243160444

=1.131,30

A nova parcela sobre a anterior aumentou 13,20%.

Observacao: Este percentual poderd mudar se a taxa aplicada for alterada.

4 Juros compostos

Em juros compostos, o problema principal consiste em calcular o montante
(soma) S obtido pela aplicacdo de um tunico valor principal P no instante t=0,
a taxa i de juros (por periodo) durante n periodos.

Exemplo: Considere a situagdo hipotética tal que, em 1994 a corre¢do da
caderneta de poupancga tenha sido de 50% em cada um dos 5 primeiros meses
do ano. Se uma pessoa depositou $100,00 em 01/01/94, poderiamos montar
uma tabela para obter o resultado acumulado em 01/06/94.

Tempo | Data | Principal | Juros | Montante
01/01/94 | 100,00 0,00 100,00
01/02/94 | 100,00 | 50,00 150,00
01/03/94 | 150,00 | 75,00 225,00
01/04/94 | 225,00 | 112,50 337,50
01/05/94 | 337,50 | 168,75 506,20
01/06/94 | 506,25 | 253,13 759,38

N W —=O

Observamos que os juros foram calculados sobre os Principais nos inicios dos
meses que correspondiam aos montantes dos finais dos meses anteriores.

Anatocismo significa juros sobre juros, o que em uma
linguagem comum, representa Juros Compostos.

A situacao apresentada acima, pode ser analisada do ponto de vista matemaético,
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com P=100,00 e i=50%=0,5. Assim:

S, = 100(1+0,5)" =100(1,5)
S, = 100(1+0,5)> =100(1,5)
S3 = 100(140,5)* =100(1,5)°
Sy = 100(1+0,5)* =100(1,5)

( )> =100(1,5)

2

4 —100(1,5)*
Ss = 100(1+0,5)° =100(1,5)°
Em geral:
Sy =P (1+0)"
onde

S, € a soma ou montante composto.

P € o valor principal aplicado inicialmente.
i € a taxa unitaria.

n € o numero de periodos da aplicacao.

Observacao: A taxa e o nimero de periodos devem ser compativeis ou
homogéneos com respeito a unidade de tempo.

4.1 Montante composto

A férmula para o calculo do Montante, em func¢ao do valor Principal P, da taxa
1 ao periodo e do nimero de periodos n, € dada por:

S=P(1+i)"

Exemplo: Se a taxa de uma aplicacdo € de 150% ao ano, quanto tempo sera
necessario para dobrar o capital aplicado através de capitalizacao composta?

150
Objetivo: § = 2P, Taxa anual: i = 100~ 1,5. A férmula € dada por:

S=P(1+i)"
Solugdo: 2P = P(1+1,5)", logo (2,5)" =2.

Resolvemos esta dltima equagdo aplicando logaritmos a ambos os lados da
igualdade, para obter:

log(2)

"= log(2,5)

=0,7564708 de 1 ano
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4.2 Calculando logaritmos no navegador para a Internet

Quando estiver navegando pela Internet, vocé pode obter o logaritmo de um
ndmero N em uma base b, escrevendo:

javascript:Math.log(N)/Math.log(b)
na caixa branca do seu navegador, aquela que indica Endereco (Location) da

pagina, pressionando a seguir a tecla ENTER para obter o resultado.

Por exemplo, para obter o logaritmo de 2 na base 10, basta digitar
javascript:Math.log(2)/Math.log(10)

para obter 1log(2)=0,30103, apds pressionar a tecla ENTER.

4.3 Fator de Acumulacao de Capital (Fator de P para S)

Se 1 € a taxa ao periodo, n é o numero de periodos, definimos o Fator de
Acumulacgao de Capital ou Fator de P para S, denotado por FAC(1,n) ou FPS(i,n),
como:

FAC(i,n) = FPS(i,n) = (1+1i)"
Com o Fator de acumulagdo de Capital, podemos escrever o montante com-
posto S como o produto do valor Principal P por FAC(i,n), isto é:

S =P FAC(i,n) = P FPS(i,n)

4.4 Calculo do FAC com uma calculadora comum

O FAC(i,n) = (1+1i)" pode ser obtido em uma calculadora simples, dessas
que normalmente nao executam poténcias. Digitamos i, somamos 1, pres-
sionamos o sinal x (de multiplicacao) e depois teclamos o sinal = de igualdade
n-1 vezes.

Existem algumas variantes da formula do Montante Composto, que sado:

og(S) —1lo 1/n
S=P(1+i)" n:lﬁggyigp) P=S.(1+i)" i:(%) 1

Uma variante da formula de Montante composto € usada na obtengao do Valor
Atual P de um capital futuro conhecido S.

P=S(+i)™"
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4.5 Fator de Valor Atual

Se i € a taxa ao periodo e n é o nimero de periodos, definimos o Fator de Valor
Atual ou Fator de S para P ou Fator de Desconto, denotado por FVA(i,n) ou
FSP(i,n) como o inverso de FAC(1,n)=FPS(i,n):

FVA(i,n) =FSP(i,n) = (14+i)™"

4.6 Calculo do FVA com uma calculadora comum

O FVA(i,n) = (141i)~" pode ser obtido em uma calculadora simples, dessas
que normalmente ndo executam poténcias. Digitamos i, somamos 1, pression-
amos o sinal x (de multiplicagcdo) e o sinal = (igualdade) n-1 vezes para obter
FAC(i,n), teclamos o sinal = de divisao e finalmente o sinal = (igualdade) para
obter o FVA(i,n), que € o inverso do FAC(i,n).

4.7 Calculo de juros Compostos

Os juros compostos podem ser calculados pela formula:

J=P[(1+i)"—1]

Problema: Qual € o valor dos juros compostos pagos a taxa i=100% ao ano se
o Principal é R$1000,00 e a divida foi contraida no dia 10/01/94 e devera ser
paga em 12/04/947

Solucao: A contagem dos dias corresponde a d=92 dias.

Duvida: Qual serd a formula para juros compostos quando a taxa € anual
e o periodo estd indicado em uma unidade diferente de 1 ano? A idéia é
transformar 92 dias em unidades anuais para obter:

92 1
n= 365 de 1 ano =~ 0,252055 = 1 de 1 ano
100 _

Principal: P=1000; Taxa anual: i = ;55 = 1. A formula empregada €:
J=P[(1+i)"—1]
Solugao:
J =1000[(1+ 1)1/4 — 1] =1000(1,189207 — 1) = 189,21

Exercicio: Vocé saberia calcular a raiz quarta e a raiz oitava de um ndmero,
usando uma calculadora que s6 extrai a raiz quadrada?



Secao 5 Taxas 14

5 Taxas

Taxa € um indice numérico relativo cobrado sobre um capital para a realizacao
de alguma operagao financeira.

Sobre taxas, existe uma interessante observagao do Prof. José Dutra Vieira
Sobrinho, na introdugao do Cap. 6 do seu livro Matematica Financeira:

NO MERCADO FINANCEIRO BRASILEIRO, MESMO ENTRE OS TEC-
NICOS E EXECUTIVOS, REINA MUITA CONFUSAO QUANTO AOS
CONCEITOS DE TAXAS DE JUROS PRINCIPALMENTE NO QUE SE
REFERE AS TAXAS NOMINAL, EFETIVA E REAL. O DESCONHECI-
MENTO GENERALIZADO DESSES CONCEITOS TEM DIFICULTADO
O FECHAMENTO DE NEGOCIOS PELA CONSEQUENTE FALTA DE
ENTENDIMENTO ENTRE AS PARTES. DENTRO DOS PROGRAMAS
DOS DIVERSOS CURSOS DE MATEMATICA FINANCEIRA EXISTE
UMA VERDADEIRA ’POLUI(;AO’ DE TAXAS DE JUROS.

Se a capitalizacdo € simples ou composta, existem trés tipos principais de
taxas:

5.1 Taxa Nominal

A taxa Nominal é quando o periodo de formacao e incorporagao dos juros ao
Capital ndo coincide com aquele a que a taxa esta referida.

Exemplos:
1200% ao ano com capitalizacdo mensal
450% ao semestre | com capitalizagdo mensal
300% ao ano com capitalizacdo trimestral

5.2 Taxa Efetiva

A taxa Efetiva € quando o periodo de formacgdo e incorpora¢do dos juros ao
Capital coincide com aquele a que a taxa estd referida.

Exemplos:
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120% ao mes com capitalizacdo mensal
450% ao semestre | com capitalizacdo semestral
1300% ao ano com capitalizacdo anual

5.3 Taxa Real

Taxa Real € a taxa efetiva corrigida pela inflacao do periodo da operacao.

5.4 Conexao entre as taxas real, efetiva e da inflacao

A taxa Real (i) ndo € a diferenca entre a taxa efetiva (iefet) € a taxa da
inflacao (ij,p). Existe uma relacdo matematica entre estas trés taxas, dadas
por:

1 +iefer = (1 + ireal)(l + iinﬂ)

Exemplo: Se a taxa de inflagdo mensal foi de 30% e um valor aplicado no
inicio do més produziu um rendimento global de 32,6% sobre o valor aplicado,
entdo o resultado € igual a 1,326 sobre cada 1 unidade monetéria aplicada.
Assim, a varia¢do real no final deste més, sera definida por:

Areal =1+ ireal

que pode ser calculada por:

Ay = result-ado
1 +iing
isto €:
Areal = %36 =1,02
o que significa que a taxa real no peri(;do, foi de:
Ireal = 2%

Aplicagdao em poupanca: Se o governo anuncia que a Caderneta de Poupanga
proporciona um rendimento real de 0,5% ao més (=0,005), significa que o seu
dinheiro deve ser corrigido pela taxa da inflacao i;,g, 1sto €, deve ser multipli-
cado por 1+ ijpq € depois multiplicado por 1+0,5%=1,005.

Exemplo: Se uma pessoa tinha em uma caderneta de poupanga o valor de CR$
670.890,45 no dia 30/04/93 e a taxa da inflacdo desde esta data até 30/05/93
foi de 35,64% entao ele tera em sua conta no dia 30/05/93, o valor de:

V =670.890,45 x 1,3564 x 1,005 = 914.545,77
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5.5 Taxas equivalentes

Duas taxas ij e ip sdo equivalentes, se aplicadas ao mesmo Capital P durante
o mesmo periodo de tempo, através de diferentes sistemas de capitalizagdo,
produzem o mesmo montante final.

Exemplo: A aplicagdao de R$1000,00 a taxa de 10% ao més durante 3 meses
equivale a uma tnica aplicacao com a taxa de 33,1% ao trimestre. Observemos
o Fluxo de caixa da situagao.

1000 1100 1221 1331 | 10%a.m.
1000 1331 | 33.1% a.t.

Figura 1: Taxas equivalentes

Tomando P = 1000, 00, i; = 0,1 ao més e n; = 3 meses, seguird pela formula
do Montante composto, que :

S; = P(14i1)° = 1000(1+0,1)° = 1000.(1,1)* = 1331,00

Tomando P = 1000,00, i, = 33,1% ao trimestre € np=1 trimestre e usando a
féormula do Montante composto, teremos:

S, =C(1+1i)" =1000(1 +0,331) = 1331,00

Logo §1 = §» e ataxa de 33,1% ao trimestre € equivalente a taxa capitalizada
de 10% ao mé€s no mesmo trimestre.

Observacao sobre taxas equivalentes: Afirmar que a taxa nominal de uma
aplicacdo € de 300% ao ano capitalizada mensalmente, significa uma taxa de
25% que esta sendo aplicada més a més, porque:

300

_ 2" 95
D)
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Analogamente, a taxa nominal de 300% ao ano corresponde a uma taxa de
75% aplicada a cada trimestre, porque:

300
=27 75
Ty

E evidente que estas taxas ndo sao taxas efetivas.

5.6 Calculos de taxas equivalentes

Taxas equivalentes sao obtidas por diferentes processos de capitalizacdo de
um mesmo Principal P para obter o mesmo montante S.

Tomaremos i, uma taxa ao ano e i, uma taxa ao periodo p, sendo que este
periodo podera ser: 1 semestre, 1 quadrimestre, 1 trimestre, 1 més, 1 quinzena,
1 dia ou outro que se deseje. Deve ficar claro que tomamos 1 ano como o
periodo integral e que o nimero de vezes que cada periodo parcial ocorre em
1 ano € indicado por Np.

Exemplo: 1 ano =2 semestres = 3 quadrimestres = 4 trimestres = 12 meses =
24 quinzenas = 360 dias.

A formula bésica que fornece a equivaléncia entre duas taxas €:
. . \Np
1+i,=(1+1ip)

onde i, € a taxa anual, i, € a taxa ao periodo e Np € o nimero de periodos em
1 ano.

Situagdes possiveis com taxas equivalentes:

Férmula matematica Taxa Periodo No. de vezes em 1 ano
l+i,=(1+ isem)2 lsem semestre 2
1+i,=(1+ lquad) lquad | quadrimestre 3

(
1+ig = (1+iim)* lirim trimestre 4
1 +iq (1 + lmes) Imes mes 12
1 +iq (1 + lqumz)24 iquinz quinzena 24
(
(

1+i,= l—l—zsemana)24 Isemana semana 52
1+ig = (14+igias)®® | igias dia 365
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Exemplo: Qual € a taxa efetiva equivalente a taxa de 12% ao ano capitalizada
més a més?

A frase “12% AO ANO CAPITALIZADA MES A MES” significa que devemos
dividir 12% por 12 (meses em 1 ano) para obter a taxa de 1% ao més.

A frase “12% AO ANO CAPITALIZADA TRIMESTRALMENTE”, indica que de-
vemos tomar a taxa igual a 12% ao trimestre dividida por 4 (trimestres em 1
ano) que € 3% ao meés.

C
‘ﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁlﬁw
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
0o 1 2 3 4 5§ § ¥ 8 9 W N

Figura 2: Fluxo de caixa da situacao

12%

Solugdo: A taxa mensal € i} = = 1% = 0,01. A taxa efetiva € obtida por:

144> = (1,01)'% = 1,1268247

logo
ip =0,1268247 = 12,68247%
Observacao: Se a inflac@o € nula, isto é, ij,5 = 0, a taxa real € a taxa efetiva.

Exemplo: A taxa mensal efetiva que equivale a taxa de 12% ao ano, € dada

pela formula:
14iq = (14 imes) 2

Como i, = 12% = 0,12 basta obter ipes com a substituicdo dos valores na
formula acima para obter:

1,12 = (1 + imes) 2

Existem outras maneiras para resolver esta equacao exponencial mas aplicare-
mos o logaritmo na base 10 a ambos os lados da igualdade para obter:

log(1,12) = 121og(1 + imes)
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ou seja
log(1,12)

B =0,004101501889182

log(1 4 imes) =

assim
10%08(I+imes) — 1(0,004101501889182

Desenvolvendo a poténcia obtemos:
1 4+ imes = 1,009488792934

obtendo
Imes = 0,009488792934 = 0,9488792934%

Se vocé nao lembra mas tem interesse em estudar Logaritmos, visite o link
http://www.mat.uel.br/matessencial/medio/expolog/logaritm.htm
na P4gina Matemadtica Essencial, que possui materiais interessantes sobre o
assunto.

Observagdo: Interprete os ultimos exemplos com muito cuidado!

6 Descontos

Notagdes comuns na drea de descontos:

Desconto realizado sobre o titulo
Valor Atual de um titulo

Valor Nominal de um titulo

Taxa de desconto

Numero de periodos para o desconto

BTz »>| T

Desconto € a diferenca entre o Valor Nominal de um titulo (futuro) N e o Valor
Atual A deste mesmo titulo.
D=N-A

6.1 Tipos de descontos

H4 dois tipos basicos: Descontos comerciais (por fora) ou Descontos racionais
(por dentro), podendo ser simple4s ou compostos. Descontos simples sao
obtidos com cdlculos lineares, mas os Descontos compostos sao obtidos com
célculos exponenciais.
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6.2 Desconto Simples Comercial (por fora)

O calculo deste desconto € andlogo ao cédlculo dos juros simples, substituindo-
se o Capital P na formula de juros simples pelo Valor Nominal N do titulo.

Objeto | Desconto por fora Objeto | Juros simples
D D=Nin ] j=Pin
N Valor Nominal p Principal
1 Taxa de desconto 1 Taxa de juros
n Numero de periodos n Numero de periodos

O valor atual no desconto por fora, € calculado por:
A=N-D=N-—Nin=N(1—in)

6.3 Desconto Simples Racional (por dentro)

O calculo deste desconto € andlogo ao cédlculo dos juros simples, substituindo-
se o Capital P na formula de juros simples pelo Valor Atual A do titulo.

O calculo do desconto racional € feito sobre o Valor Atual do titulo.

Objeto | Desconto por dentro | Objeto | Juros simples
D D=Ain ] j=Pin
A Valor Atual P Principal
1 Taxa de desconto 1 Taxa de juros
n Numero de periodos n Numero de periodos

Como no desconto por dentro, N = A + D = A + Ain, o valor atual € dado por:
N
~1+in

6.4 Desconto Comercial composto (por fora)

Este tipo de desconto NAO ¢é usado no Brasil e é similar ao célculo dos Juros
compostos, substituindo-se o Principal P pelo Valor Nominal N do titulo.

Objeto | Desconto composto por fora | Objeto | Juros compostos

Férmula | A =N(1—1i)" Férmula | S = P(1+i)"
A Valor Atual P Principal
1 Taxa de desconto negativa 1 Taxa de juros

n Numero de periodos n Numero de periodos
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Apenas para finalidades didaticas, iremos obter a férmula para o cdlculo deste
desconto, através de aplicacoes repetidas do desconto simples para 1 periodo.

Para n=1, o desconto composto por fora funciona como o desconto simples

por fora, logo:
Ay =N(1-1)

onde A; é o valor atual do titulo com valor nominal N.
Para n=2, devemos re-aplicar o mesmo processo, substituindo agora N por Ay,
para obter A5, isto €:
Ay =A|(1—i)=N(1—i)?
Por este raciocinio, temos que, para cada nimero natural n:
A, =N(1-1i)"

Esta formula é semelhante a formula S = P(1+-7)" para o cdlculo do montante
composto.

6.5 Desconto Racional composto (por dentro)

Este tipo de desconto € muito utilizado no Brasil.

ComoD=N—-AecomoN =A(1+i)", entdo

_ _ 1+i)"—1
D=N-N1+i)"=N1-(14+0i)"" :N(—

() = N0 = (1)) =N

O melhor estudo que se pode fazer com o desconto racional composto € con-
siderar o Valor Atual A como o capital inicial de uma aplicagdo e o Valor
Nominal N como o montante desta aplica¢ao, levando em consideracdo que as
taxas e os tempos funcionam de forma similar nos dois casos.

Exemplos sobre desconto racional composto:

1. Obter o desconto racional composto de um titulo cujo valor nominal é
igual a R$10.000,00, se o prazo de vencimento é de n=5 meses ¢ a taxa
de desconto é de 3,5% ao més.

Solugao:
(1,035)°> —1

D = 10.000,00
’ 1,035

— 1580,30



Secao 7 Financiamento pelo Sistema Price 22

2. Uma empresa emprestou um valor que devera ser pago 1 ano ap6s em um
tnico pagamento de R$18.000,00 a taxa de 4,5% ao més. Cinco meses
apos ter feito o empréstimo a empresa ja tem condi¢Oes de resgatar o
titulo. Se a empresa tiver um desconto racional composto calculado a
uma taxa equivalente a taxa de juros cobrada na operacao do empréstimo,
qual sera o valor liquido a ser pago pela empresa?

(a) Dados: Valor nominal: N=18.000,00; taxa mensal: 1=4,5%=0,045

(b) Numero de periodos para o desconto: n=12-5=7
(I14+)"—1

(c) Férmula: D =N (ESD

7 Financiamento pelo Sistema Price

No estudo do financiamento de um bem de consumo pelo Sistema Price, pode-
mos observar que a Matematica Financeira ¢ muito mais util no cotidiano
do que outras matemdticas. Aqui se v€ a forca do estudo de seqii€ncias
geométricas (PG), fato que ndo € possivel explicitar facilmente a alunos de
niveis elementares. No entanto, quase todos os individuos estdo envolvidos
com compras de bens de consumo no seu dia-a-dia e este ponto se torna fun-
damental pois transforma o estudo de Progressoes Geométricas em algo muito
util.

O sistema Price (de Richard Price), também chamado Sistema Francés (a
Franca o primeiro pais a usar este sistema do ponto de vista comercial), corre-
sponde a um financiamento onde todos os pagamentos sao iguais.

A 1déia essencial neste contexto € construir um fluxo de caixa e descobrir o
Valor Atual ou Valor Presente de uma série uniforme de pagamentos.

Antes de continuar, mostraremos uma situagdo para identificar o que esta es-
condido sob os célculos de um financiamento.

Exemplo: Suponhamos que uma pessoa compre um carro para pagar em 4
prestacOes mensais consecutivas e iguais de R$8.000,00, sem entrada e com
taxa de 10% ao més. Qual serd o Valor Atual (real) deste carro?

O que se deve fazer € calcular o valor atual de cada prestagao e realizar a soma
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Valor Atual MESES

N ——

g000 8000 8000 goo00

Figura 3: Fluxo de caixa do problema com cinco operacoes

desses valores para obter o Valor Atual do bem financiado.
8000 8000 8000 8000

(1) (1,12 s M e

O Valor Atual serd a soma dos valores atuais parciais:

1 1 1 1
A = 8000
(@t Ty tan)
que pode ser escrito como:
A =8000(3,169865435) = 25.358,92

que corresponde ao valor a vista do carro.

Um fato curioso € o aparecimento da expressao:

1 1 1 1

oot ae g ta

que € a soma dos 4 primeiros termos de uma seqii€ncia geométrica (PG).

Analisaremos agora a situacao geral para n prestacoes em um modelo similar,
considerando um financiamento cujo Valor Atual A na data inicial t=0 sera
pago em n prestagcoes iguais a R ao final de cada um dos n meses seguidos, a
taxas mensais iguais a i.

O problema € similar ao anterior e pode ser resolvido matematicamente, como:
A:R< 1,+ 1. + 1. +...+;)
(1+i) (1402 (1+i)3 (1+0)"
Multiplicando e dividindo todas as fragdes por (1 +i)" e depois re-arranjando
os termos do numerador, obtemos:

_ 1‘|‘(1+i)1—|—,,,_|_(1_|_i)n—1
A—R( (l—{—i)" )
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A

T

Figura 4: Fluxo de caixa do problema com n operagdes

O numerador da fragdo acima € a soma dos n primeiros termos de uma PG
cujo primeiro termo € igual 1 e cuja razdo é igual a (1+1i).

A férmula abaixo € a expressao matematica procurada por tantas pessoas para
saber como sao realizados os calculos de taxas de juros em financiamentos.

A—R (1.—|-l) .—1
i(1410)"

Quando conhecemos a taxa i, o nimero n de periodos e o valor R de cada
prestacao, € muito ficil obter o Valor Atual A.

Quando temos o valor atual (preco a vista) A, o valor da prestacdo R e o
nimero de periodos n, NAO E FACIL obter a taxa de juros, pois, é matemati-
camente dificil. Outro ponto € que, o governo, as empresas € as financeiras
em geral, embutem vérias outras taxas a titulos diversos que mascaram o valor
real da taxa!

Esta formula matematica pode ser escrita como:
A =R FVA(i,n)
onde FVA € o Fator de Valor Atual para uma série uniforme, definido por:
1+i)"—1
FVA(i,n) = %
(140"

Tal férmula é usada nas tabelas financeiras que encontramos no comércio em
geral. Através desta formula, podemos obter a taxa de um financiamento em
prestacdes com n pagamentos iguais.

No proximo exemplo, admitiremos que o dono de uma loja tenha garantido
que a taxa ao periodo € o valor i dado por ele, o que eu ndo acredito em geral.

Para obter o valor da prestacio R de um bem cujo preco a vista custa A e
serd pago em n prestacoes iguais sem entrada, a taxa i ao periodo, sendo a
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primeira prestacao paga no final do primeiro periodo, divide-se o valor atual A

pelo FVA(i,n), isto é:
A

R=——
FVA(i,n)

Exemplo: Determinar a prestacao R da compra de uma geladeira que custa a
vista A=$1000,00 e que serd paga em 12 meses, sem entrada, com uma taxa
de 5% ao més.

Para realizar este cdlculo de modo simples, acesse a Pdgina Prestagdo mensal
em um financiamento na P4gina Matematica Essencial cujo link é
http://www.mat.uel.br/matessencial/financeira/prestac.htm.

Se conhecemos o Valor a vista A, a prestacdo R e o nimero de meses n, pode-
mos obter a taxa i ao més, desde que exista uma tabela financeira ou entao pos-
samos acessar a pagina Taxa de juros em um financiamento localizada
emhttp://www.mat.uel.br/matessencial/financeira/taxafina.htm.

8 Sistemas de amortizacao

Amortizacao € um processo de extin¢cao de uma divida através de pagamentos
periddicos, que sao realizados em fun¢do de um planejamento, de modo que
cada prestacao corresponde a soma do reembolso do Capital ou do pagamento
dos juros do saldo devedor, podendo ser o reembolso de ambos, sendo que

| JUROS SAO SEMPRE CALCULADOS SOBRE O SALDO DEVEDOR! |

Os principais sistemas de amortizagao sao:

Sistema de Pagamento inico: Um tnico pagamento no final.
Sistema de Pagamentos variaveis: Varios pagamentos diferenciados.
Sistema Americano: Pagamento no final com juros calculados periodo a periodo.

Sistema de Amortizacao Constante (SAC): A amortizacao da divida é cons-
tante e igual em cada periodo.

Sistema Price ou Francés (PRICE): Os pagamentos (prestagdes) sao iguais.

Sistema de Amortizacao Misto (SAM): Os pagamentos sao as médias dos
sistemas SAC e Price.
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Sistema Alemao: Os juros sao pagos antecipadamente com prestagdes iguais,
exceto o primeiro pagamento que corresponde aos juros cobrados no mo-
mento da operagao.

Em todos os sistemas de amortizacdo, cada pagamento € a soma do valor amor-
tizado com os juros do saldo devedor, isto é:

PAGAMENTO = AMORTIZACAO + JUROS

Em todas as nossas andlises, utilizaremos um financiamento hipotético de
R$300.000,00 que serd pago ao final de 5 meses a taxa mensal de 4% ao més.

Na seqiiéncia, serad essencial o uso de tabelas consolidadas com os dados de
cada problema e com informagdes essenciais sobre o sistema de amortizagao.
Em todas as analises, utilizaremos a mesma tabela bésica que estd indicada
abaixo, com os elementos indicados:

Sistema de Amortizagao
n Juros | Amort. Saldo Devedor | Pagamento | Saldo devedor
0 300.000,00
1
2
3
4
5 0,00
Totais 300.000,00

8.1 Sistema de Pagamento tinico

O devedor paga o Montante=Capital+Juros compostos da divida em um
unico pagamento ao final de n=5 periodos. Comumente usado em Letras de
cambio, Titulos descontados em bancos, Certificados a prazo fixo com renda
final. O Montante pode ser calculado pela férmula:

M =C(1+i)"
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Sistema de Pagamento tinico
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0,00 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 312.000,00
2 12.480,00 324.480,00
3 12.979,20 337.459,20
4 13.498,37 350.957,57
5 14.038,30 300.000,00 | 364.995,87 0,00
Totais | 64.995,87 300.000,00 | 364.995,87

8.2 Sistema de Pagamentos Variaveis

O devedor paga o periodicamente valores varidveis de acordo com a sua condi¢ao
e de acordo com a combinacdo realizada inicialmente, sendo que os juros do
Saldo devedor sdao pagos sempre ao final de cada periodo. Usado em Cartoes
de crédito. O devedor pagara a divida da seguinte forma:

1. No final do 1o.
2. No final do 2o.
3. No final do 3o.
4. No final do 4o.
5. No final do 5o.

més: R$ 30.000,00 + juros
més: R$ 45.000,00 + juros
més: R$ 60.000,00 + juros
més: R$ 75.000,00 + juros
més: R$ 90.000,00 + juros

Sistema de Pagamentos Variaveis
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0,00 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 30.000,00 | 42.000,00 | 270.000,00
2 10.800,00 45.000,00 | 55.800,00 | 225.000,00
3 9.000,00 60.000,00 | 69.000,00 | 165.000,00
4 6.600,00 75.000,00 | 81.600,00 | 90.000,00
5 3.600,00 90.000,00 | 93.600,00 0,00
Totais | 42.000,00 300.000,00 | 342.000,00
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8.3 Sistema Americano

O devedor paga o Principal em um tinico pagamento no final e no final de cada
periodo paga os juros do Saldo devedor do periodo. No final dos 5 periodos,
o devedor paga também os juros do 50. periodo.

Sistema Americano
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0,00 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 12.000,00 | 300.000,00
2 12.000,00 12.000,00 | 300.000,00
3 12.000,00 12.000,00 | 300.000,00
4 12.000,00 12.000,00 | 300.000,00
5 12.000,00 300.000,00 | 312.000,00 0,00
Totais | 60.000,00 300.000,00 | 360.000,00

8.4 Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

O devedor paga o Principal em n=5 pagamentos sendo que as amortizacoes

sdao sempre constantes e iguais. Uso no Sistema Financeiro da Habitagao.

Sistema de Amortizacao Constante (SAC)
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0,00 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 60.000,00 | 72.000,00 | 240.000,00
2 9.600,00 60.000,00 | 69.600,00 | 180.000,00
3 7.200,00 60.000,00 | 67.200,00 | 120.000,00
4 4.800,00 60.000,00 | 64.800,00 | 60.000,00
5 2.400,00 60.000,00 | 62.400,00 0,00
Totais | 36.000,00 300.000,00 | 336.000,00

8.5 Sistema Price (Sistema Franceés)

Todas as prestacoes (pagamentos) sao iguais. Usado em Financiamentos em
geral de bens de consumo. O valor da prestacdo € P = K Vy = 67.388,13, onde
V= 300.000,00 € o valor financiado e K € o coeficiente obtido pelo uso da
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formula

K =

i (140)"

(1+i)y1—1

sendo 1 € a taxa ao periodo e n € o numero de periodos.

Sistema Price (ou Sistema Francés)
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0,00 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 55.388,13 | 67.388,13 | 244.611,87
2 9.784,47 57.603,66 | 67.388,13 | 187.008,21
3 7.480,32 59.907,81 | 67.388,13 | 127.100,40
4 5.084,01 62.304,12 | 67.388,13 | 64.796,28
5 2.591,85 64.796,28 | 67.388,13 0,00
Totais | 36.940,65 300.000,00 | 336.940,65

8.6 Sistema de Amortizacao Misto (SAM)

Cada prestacdo (pagamento) € a média aritmética das prestacdes respectivas
no Sistemas Price e no Sistema de Amortizacdo Constante (SAC). Uso em
Financiamentos do Sistema Financeiro da Habitacdo. O calculo € obtido por:

Psam = (Pprice + Psac)/2

ni  Psac Pprice Psam
1172.000,00 | 67.388,13 | 69.694,06
2169.600,00 | 67.388,13 | 68.494.07
3167.200,00 | 67.388,13 | 67.294,07
41 64.800,00 | 67.388,13 | 66.094,07
5162.400,00 | 67.388,13 | 64.894,07
Sistema de Amortizagao Misto (SAM)
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 0 0,00 0,00 | 300.000,00
1 12.000,00 57.694,06 | 69.694,06 | 242.305,94
2 9.692,24 58.801,83 | 68.494,07 | 183.504,11
3 7.340,16 59.95391 | 67.294,07 | 123.550,20
4 4.942,01 61.152,06 | 66.094,17 | 62.398,14
5 2.495,93 62.398,14 | 64.894,07 0,00
Totais | 36.470,34 300.000,00 | 336.470,94
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8.7 Sistema Alemao

O sistema Alemao consiste em liquidar uma divida onde os juros sdo pa-
gos de forma antecipada com prestacOes iguais, exceto o primeiro pagamento
que corresponde aos juros cobrados no momento da operacdo financeira. E
necessario conhecer cada pagamento P e os valores das amortizagdes Ay, onde
k=1,2,3,...,n. Uso em alguns financiamentos.

Foérmulas necessarias:

i
1—(1—iq)"
A = P(1—i)"!

Ay

P =0C

Ak = (k:2,...,n)

As prestagdes mensais do financiamento sdo calculadas as formulas acima.

300.000 x 0,04

P = = 64.995,80
1—(1-0,04) ’
Al = 64.995,80(1—0,04)* = 55.203,96
55.203,96
Ay = m—57.504,13
57.504,13
A = —7 — . 1
3 0,04 59.900, 13
59.900, 13
Ay = m—62.395,97
62.395,97
As = —— 70 —64.
s 0,04 64.995,80
Sistema Alemao
n Juros | Amort. Saldo Devedor Pagamento | Saldo devedor
0 12.000,00 0,00 | 12.000,00 | 300.000,00
1 9.791,84 55.203,96 | 64.995,80 | 244.796,04
2 7.491,68 57.504,13 | 64.995,80 | 187.291,91
3 5.095,67 59.900,13 | 64.995,80 | 127.391,78
4 2.599,83 62.395,97 | 64.995,80 | 64.995,80
5 64.995,80 | 64.995,80 0,00
Totais | 36.979,02 300.000,00 | 336.979,02
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9 Estudo matematico do sistema alemao

O sistema alemao de amortizacdo consiste na liquidagdo de uma divida onde
os juros sao pagos de forma antecipada com prestacoes iguais, exceto a primeira
que corresponde aos juros cobrados no momento da operacao financeira.

O capital emprestado (ou financiado) sera indicado com C, 1 serd a taxa de
juros ao periodo, n representara o nimero de periodos. As amortizacoes e 0s
pagamentos ao periodo serdo indicados, respectivamente, pelas letras Ay e Py,
onde k=1,2,...,n. Em todas as situacdes, o final de um periodo significara o
inicio do periodo seguinte.

9.1 O Modelo matematico

O modelo matemadtico associado ao sistema alemdo de amortizacao, usa forte-
mente o conceito de seqiiencia geométrica (PG), o que justifica a importancia
deste assunto tao pouco aplicado no ambito do Ensino Médio.

Consideremos a situa¢ao que uma pessoa contrai um empréstimo de valor C no
instante k=0. A financeira cobra antecipadamente a taxa i sobre C, perfazendo
um juro inicial de C i, de forma que o cliente recebe no primeiro momento, o
valor Cy dado pela expressao:

Co=C—-Ci=C(1—1i)
mas o cliente deverd pagar C no final do periodo.

No inicio do 20. periodo, o cliente estd devendo C, mas amortizard parte do
saldo devedor com um valor Ay, assim ele ficara devendo neste momento:

C;=C—A4A,

Como ocorre a amortizagdo de parte da divida, ele novamente pagara juros an-
tecipados sobre a divida neste momento, correspondentes a iCy, logo o paga-
mento no inicio do 20. periodo devera ser:

P=A+iCi =4, +i(C—A1)
O cliente devera pagar a financeira o valor C; no final do periodo.

No inicio do 3o. periodo, o cliente estard devendo C; e deverd amortizar parte
da divida com um valor A, assim ele ficara devendo:

G =C—A4A;
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Como ocorreu a amortizacdo de parte da divida, ele novamente pagara juros
antecipados sobre a divida que no momento corresponde a iC,, logo o paga-
mento no inicio do 30. periodo devera ser:

P,=A,+iC, =Ay+i(C; —Ap)

ou seja
P=A,+ i(C—Al —A2)

O cliente devera pagar a financeira o valor C; no final do periodo.

No inicio do 4o. periodo, o cliente estarda devendo C, e deverd amortizar parte
da divida com um valor A3, assim ele ficara devedor neste momento de:

G =0C—A3

Como ocorreu a amortiza¢ao de parte da divida, ele deve novamente pagar
juros antecipados sobre a divida neste momento, que corresponde a iC3, logo
0 pagamento no inicio do 30. periodo devera ser:

P;=A3+iC3=A3+i(C, —A3) =A3+i(C; — Ay — A3)

ou seja
Py =A3+i(C—A; —Ay—A3)

O cliente devera pagar a financeira o valor C3 no final do periodo.

Este processo continua até um certo més com indice k e poderemos escrever:

Ck = Cr—1 —Ag

Pi=Ar+i(C—A1—Ay—A3—...— Ay)

Resumindo até o momento, temos:

n |C, P,,

1 |[Ci=C—-A44 =A1+1i (C Al)

2 1 Ch=C—-A1—A, =Ar+i (C Al—Az)

3 |C3=C—A1—Ar—A; =A3+1i (C AQ—A3)

4 |C4=C—A1—Ay)—A3—Ay P4—A4—{— (C Al—Az—A3—A4)

k |C,=C—A1—Ar—A3—...—A; | P, :Ak+i(C—A1 —A2—A3—...—Ak>
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A ultima amortizagdo A, deverd coincidir com o pagamento P, uma vez que
todos os juros ja foram cobrados antecipadamente e como todos os pagamen-
tos devem ser iguais (exceto Fyp), entdo segue que

PP=Pb=P=..=P,=P
Como P; = P, entao

Al —|—i(C—A1) :A2—|—i(C—A1 —Az)

logo
Aq +i<C—A1) :A2+i(C—A1) — A,y
assim
Al =Ar—iA)
e dessa forma
Al =Ax(1—1)
e podemos escrever que
4=
T
De forma analoga, podemos mostrar que
Ay
Ay — 2
ST
para concluir que
A
Ay=

(1-1)?

Temos em geral que, para todo k=2,3.4,....n:
Ay

(1—i)k-1

Como a soma das amortizacdes Ay deve coincidir com o capital C emprestado
ou financiado, segue que:

Ay =

C:A1 +A2 —|—A3—|—...—|—An

Substituindo os valores dos A, nesta ultima expressao, obtemos:

Ay Ay Aq Ay

R (R N (e L (e ER R (e
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Evidenciando o dltimo termo, podemos escrever:

Ay N N N2 an—1
C= g ((1—1) S =D (=) 4t (1) )
Como o termo dentro dos parénteses € a soma de n primeiros termos de uma
PG cujo primeiro termo € 1 e arazdo € 1-1, entao:

A 1—(1—=i)"

C =
Q-1

Trocando as posi¢oes de Aj e de C, obtemos

i(1—i)"1
Al=C———F—F——

S Y
Ja observamos antes que

P=Pi=Au= T

e substituindo o valor de A pela expressao obtida acima, obtemos:
i

P=C—
1= (1—i)

Esta € a formula para o cdlculo da prestacao no sistema Alemao, em func¢do
do capital financiado C, da taxa i e do periodo n.

9.2 Formulas basicas

Para obter os calculos com as féormulas basicas

chm Ay=P(1—i)""! AkZﬁ
onde:
C Capital financiado, P Valor de cada prestagao,
i Taxa de juros ao periodo, A1 Primeira amortizagao e

n Numero de periodos, Ay, Amortizacao para k=1,2,...,n.
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9.3 Exemplo tipico

Calcular a prestagdo mensal de um financiamento de R$300.000,00 por um
periodo de 5 meses a taxa de 4% ao més, pelo sistema Alemao de amortizacao.

Solucdo: Devemos tomar 1=0,04; n=5 e C=300.000,00 e inserir os dados na
primeira das trés ultimas formulas apresentadas, para obter a prestacdo

0,04

P =300.000
1—(1—0,04)5

— 64.995,80

10 Analise de investimento ou financiamento

Em uma operagdo financeira de Investimento ou Financiamento, existem varias
situagdes que interferem na nossa decisao sobre a escolha de uma dentre duas
ou mais alternativas possiveis. Em geral, temos o conhecimento da Taxa de
Mercado, também conhecida como a Taxa de Atratividade do Mercado e de-
sejamos saber a taxa real de juros da operacao, para tomar uma decisao.

Existem dois importantes objetos matematicos que sao utilizados na anélise
da operacao financeira de Investimento ou Financiamento: Valor Presente
Liquido (NPV) e Taxa Interna de Retorno (IRR).

10.1 Valor Presente Liquido (NPV)

O Valor Presente Liquido (NPV=Net Present Value) de um fluxo de caixa
de uma operagao € o somatorio de todos os valores atuais calculados no in-
stante t=0 para cada elemento isolado da operacao.

10.2 Taxa Interna de Retorno (IRR)

A Taxa Interna de Retorno (IRR=Internal Rate Return) de um fluxo de
caixa da operacao € a taxa real de juros da operagao financeira.

10.3 Conexao entre NPV e IRR

H4 uma intima relagdo entre esses dois objetos matemaéticos, sendo que as
consideracOes sobre eles devem resultar de anélise invertidas quando se tratar
de Investimentos ou Financiamentos.
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A razdo desta inversao € que alguém, ao realizar um Investimento de capital
espera ampliar 0 mesmo, ao passo que ao realizar um Financiamento de um
bem espera reduzir a aplicacao.

Em um Investimento:
1. se NPV for positivo, a Taxa Real IRR é maior que a Taxa de Mercado,
2. se NPV for negativo, a Taxa real IRR € menor que a Taxa de Mercado,

3. se NPV=0 entao a Taxa de Mercado coincide com a Taxa Real IRR.

Conclusao: Em um Investimento, se NPV € maior entao a Taxa IRR também é
maior.

Em um Financiamento:
1. se NPV for positivo, a Taxa Real IRR € menor que a Taxa de Mercado,
2. se NPV for negativo, a Taxa real IRR € maior que a Taxa de Mercado,
3. se NPV=0, entao a Taxa de Mercado coincide com a Taxa Real IRR.

Conclusao: Em um Financiamento, se NPV é maior entdao a Taxa IRR é menor.

Estas duas andlises podem ser reduzidas ao seguinte quadro comparativo:

NPV IRR do Investimento IRR do Financiamento

Igual a 0 | Igual a Taxa de mercado Igual a Taxa de mercado
Positivo | Maior que a Taxa de mercado | Menor que a Taxa de mercado
Negativo | Menor que a Taxa de mercado | Maior que a Taxa de mercado

10.4 Analise entre dois Investimentos

Quando temos dois Investimentos: Invl e Inv2 e os respectivos Valores Pre-
sentes Liquidos indicados por NPV1 e NPV2, o investimento com maior Valor
Presente Liquido proporciona maior retorno ao investidor, isto €:

Se NPV1 > NPV2 entdo Inv1 € melhor do que Inv2.
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10.5 Analise entre dois Financiamentos

Quando temos dois Financiamentos Finl e Fin2 e os respectivos Valores
Presentes Liquidos NPV1 e NPV2, o Financiamento com maior Valor Presente
Liquido gera o menor retorno para a pessoa que financiou, isto é:

Se NPV1 > NPV2 entdo Finl € pior do que Fin2.

10.6 A Matematica do Valor Presente Liquido (NPV)

Para obter o Valor Presente Liquido, devemos construir o Fluxo de Caixa da
operacao e levar em consideragdo algumas possibilidades:

1. Operacao com parcelas iguais (Begin)
2. Operacao com parcelas iguais (End)
3. Operacgao com parcelas diferentes
Operacao com parcelas iguais (Begin): Seja uma operacao de Investimento

ou Financiamento por n periodos, com uma renda R em cada periodo, a partir
do instante t=0 a uma Taxa de mercado i. O fluxo de caixa aparece na tabela:

t [(0]1]2|3]4|...|n-1]|n
Renda | R|R/R|R/R|R| R |0

Tomando u=1+1, podemos escrever:

R R R R
NPV:R+—+—2+—3+...+ﬁ
u u u u

ou a forma simplificada
u"—1

l‘un—l

NPV =R

Exemplo: Qual € o Valor Presente Liquido (NPV) de um Investimento mensal
de R=100,00, durante n=24 meses, a taxa de mercado i=1,5%, iniciando a
aplicacao no instante t=0?

Neste caso (Begin): R=100; n=24 e 1=0,015. Usando a féormula acima, obte-

mos:
(1,015)>* —1

0,015(1,015)23

NPV =100 =2.033,09
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Operacao com parcelas iguais (End): Seja uma operagao de Investimento
ou Financiamento por n periodos, com uma renda r em cada periodo, a partir
do instante t=1 a uma Taxa de mercado 1. O fluxo de caixa aparece na tabela:

t |0} 1]2(3|4|...|n-1]|n
Renda | O|R|R|R|R|R| R |R

Tomando u=1+i, podemos escrever:

R R R R
NPV =—4—+—=+..+—
u u u u

ou na forma mais simples
u—1

"

NPV =R

Exemplo: Qual € o Valor Presente Liquido (NPV) de um Investimento mensal
de R=100,00, por n=24 meses, a taxa de i=1,5Y, iniciando a aplica¢ao no
instante t=17?

Neste caso (End): R=100; n=24 ¢ 1=0,015. Usando a férmula acima, obtemos:

(1,015)%* —1

NPV = 100
0,015(1,015)24

—2.003,04

Operacao com parcelas diferentes: Seja a situacdo que alguém realize o
investimento durante algum tempo com parcelas distintas, a partir do instante
t=0 a uma Taxa de mercado i. O fluxo de caixa dessa situacao pode ser visto
na tabela:

t 0| 1,2 ]3]4|../n—-1
Renda RO R1 R2 R3 R4 Rn—l

Tomando u=1+i, podemos escrever:

NPV — R Ry Ry R3 Ry—1
= O‘I‘;—Fﬁ-l-ﬁ—l-...‘l-m
Exemplo: Qual serd o Valor Presente Liquido (NPV) de alguns Investimentos

de acordo com a tabela abaixo, a taxa de mercado i=1,25% ao més.

Tempo | 0 1 2 3 4
Renda | 0 | 1.000 | 2.000 | 1.500 | 2.500

Tomando u=1+i=1,0125, obtemos:

1000 2000 1500 2500
+ 2 + 3 + 4

NPV = = 6.762,51

u u u u
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11 Divisao em partes proporcionais

11.1 Propriedades das proporcoes

A C : .
Para a proporcao 3-D valem as seguintes propriedades:

1. O produto dos meios € igual ao produto dos extremos, isto é:

AD = BC

2. A soma dos dois primeiros termos estd para o primeiro termo, assim
como a soma dos dois ultimos esta para o terceiro termo, isto é:
A+B C+D
A C

3. A diferencga dos dois primeiros termos esta para o primeiro termo, assim
como a diferenga dos dois ultimos estéd para o terceiro termo, isto é:
A—-B C-D
A C

4. A soma dos dois primeiros termos estd para o segundo termo, assim como
a soma dos dois ultimos esta para o quarto termo, isto €:
A+B C+D
B D

5. A diferenca dos dois primeiros termos estd para o segundo termo, assim
como a diferenca dos dois ultimos esta para o quarto termo, isto é:
A-B C-D
B D

6. A soma dos antecedentes estd para a soma dos conseqiientes, assim como
cada antecedente estd para o seu conseqiiente, isto €:

A+C A A+C C
- = e - =
B+D B B+D D
7. A diferenca dos antecedentes estd para a diferenca dos conseqiientes, as-

sim como cada antecedente estd para o seu conseqiiente, isto €:

A-C A A-C _C

S e S

B—-D B B—-D D
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11.2 Divisao em duas partes diretamente proporcionais

Para decompor um nimero M em duas partes A e B diretamente proporcionais
a p e g, montamos um sistema com duas equagdes e duas incognitas, de modo
que a soma das partes seja A+ B = M, mas

A B
2

A solugao segue das propriedades das propor¢oes:

A B A+B M
P 4 ptqa ptq

K

O valor de K € que proporciona a solugdo pois: A=K peB=K g

Exemplo: Para decompor o numero 100 em duas partes A e B diretamente
proporcionais a 2 e 3, montaremos o sistema de modo que A 4+ B = 100, cuja
solucdo segue de:

A
2
Segue que A =40 e B = 60.

= =20
5

B A+B 100
3 5

Exemplo: Determinar numeros A e B diretamente proporcionais a 8 e 3, sabendo-
se que a diferenca entre eles € 60. Para resolver este problema basta tomar
A — B =60 e escrever:

B A-B 60
3 5 5

Segue que A=96 e B=36.

11.3 Divisao em varias partes diretamente proporcionais

Para decompor um nimero M em partes Xi,X>,...,X, diretamente propor-
cionais aos pesos pi,pa,..., Pn, deve-se montar um sistema com n equagoes
e n incognitas, tomando X1 +X, +...+ X, =Mep1+pr+...+p, = P.

X1 X X
pi P2 Pa
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A solugdo segue das propriedades das proporgoes:

X]_X2 _)&_X]+X2+...+Xn_M

o p2 " pn pitprto.tpn P

Exemplo: Para decompor o nimero 120 em trés partes A, B e C diretamente
proporcionais a 2, 4 e 6, deve-se montar um sistema com 3 equagdes € 3
incognitas talque A+B+C=120e P=2+446 = 12. Assim:

24446 12

A B C A+B+C 120
2 4 6

logo A =20,B=40e C = 60.

Exemplo: Determinar numeros A, B e C diretamente proporcionais a 2, 4 e 6,
de modo que 2A + 3B —4C = 120.

A solugao segue das propriedades das propor¢oes:

B C 2A+3B—4C 120
——=—_= — —_15
4 6 2(2)+3(4)—4(06) -8

A
2
logo A=-30, B=-60 e C=-90. Existem propor¢des com numeros negativos!

11.4 Divisao em duas partes inversamente proporcionais

Para decompor um nimero M em duas partes A e B inversamente propor-

cionais a p e g, deve-se decompor este numero M em duas partes A e B dire-

. 1 : :
tamente proporcionais a — € —, que sao, respectivamente, 0S 1NvVersos de pc

q.

Assim basta montar o sistema com duas equacgdes e duas incognitas tal que
A+ B = M. Desse modo:

M —K
== -
1.1 ptg

P q

_|_
+

SRE
QI*—‘ICU
wm:u
QI-*UU

O valor de K proporciona a solug¢do pois: A= —e B = —.
p q
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Exemplo: Para decompor o nimero 120 em duas partes A e B inversamente
proporcionais a 2 e 3, deve-se montar o sistema tal que A + B = 120, de modo
que:

120 120(6)

— 144
5

B
1
3

QN D

Assim A =72 e B =48.

Exemplo: Determinar nimeros A € B inversamente proporcionais a 6 e 8,
sabendo-se que a diferenca entre eles € 10. Para resolver este problema,
tomamos A — B = 10. Assim:

Assim A=40 e B=30.

11.5 Divisao em varias partes inversamente proporcionais

Para decompor um nimero M em n partes X, X>, ..., X, inversamente propor-

cionais aos pesos pi,pa2, ..., Pn, basta decompor este nimero M em n partes

I 1 |
X1,X3,...,X, diretamente proporcionais a —, —, ..., —.
pP1 P2 Pn

O sistema com n equagoes € n incognitas, assume que X1 +Xo + ...+ X, =M
e além disso

X1 X X
1 1 1
P1 P2 Pn

cuja solugdo segue das propriedades das proporgoes:

X X X XitXot..+Xe M

[ e E =1 1

— = —  —t—Ft— —F—+.t—
PP Pn PL P2 Pn PL P2 Pn

Exemplo: Para decompor o nimero 220 em trés partes A, B e C inversamente
proporcionais a 2, 4 e 6, deve-se montar um sistema com 3 equagdes € 3
incognitas, de modo que A 4 B 4 C = 220. Desse modo:
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+C 220
i

L
6 12

+ =240

_A+B
—T 1
24

A solucao é A = 120, B=60 e C = 40.

Exemplo: Para obter nimeros A, B e C inversamente proporcionais a 2, 4 e 6,

de modo que 2A 4 3B — 4C = 10, devemos montar as propor¢oes:

A_B_C_2A+3B 4C 10 120
1117 2+3 4 137 13
2 4 6 2 4 6 12
60 30 20
logo A = EB EeC IER

Também existem propor¢des com numeros fraciondrios!

11.6 Divisao em duas partes direta e inversamente proporcionais

Para decompor um nimero M em duas partes A e B diretamente proporcionais
a c e d e inversamente proporcionais a p e g, deve-se decompor este nimero

: .. C
M em duas partes A e B diretamente proporcionais a — € —, basta montar um

q
sistema com duas equagdes e duas incognitas de forma que A+ B = M e além

disso:

cq+ pd

+
R
P q

ESHENILS
»QIQ.lCU
SRS :t>
m&w
o
Y

d
O valor de K proporciona a solugdo pois: A = K ¢ eB=K-.
p q

Exemplo: Para decompor o nimero 58 em duas partes A e B diretamente
proporcionais a 2 e 3, e inversamente proporcionais a 5 e 7, deve-se montar as

proporgoes:

58
— 29
35

=70

|| >
3 W S
W | >
< W™
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2 3
Assim A = 5(70) =28eB= 5(70) = 30.

Exemplo: Para obter numeros A e B diretamente proporcionais a 4 € 3 e inver-
samente proporcionais a 6 e 8, sabendo-se que a diferenca entre eles € 21. Para
resolver este problema basta escrever que A — B = 21 resolver as propor¢oes:

A_B_A-B_21__
4734 37
6 8 6 8 24
: 4 3
Ass1mA:8(72):4SeB:§(72):27.

11.7 Divisao em n partes direta e inversamente proporcionais

Decompomos o nimero M em n partes X1, X», ..., X, diretamente proporcionais
aos pesos pi, P2, ..., Pn € INVersamente proporcionais aos pesos gi1,g2,---,qn,
com a decomposicdo deste nuimero M em n partes X,X», ..., X, diretamente
s . P11 P2 Pn
proporcionais as divisdes: —,—, ..., —.
q1 492 dn
O sistema com n equagdes € n incognitas assume que X1 +Xo 4+ ...+ X, =M
e além disso

X1 X X
PL P2 " Pn
qi1 q> dn

A solucao segue das propriedades das proporcoes:

ﬁ_&_ _&_X1+X2+...+Xn
PP Pn &+&+...+&
q1 q2 4dn a1 92 4dn

Exemplo: Para decompor o nimero 115 em trés partes A, B e C diretamente
proporcionais a 1, 2 e 3 e inversamente proporcionais a 4, 5 e 6, montamos um
sistema com 3 equacoes e 3 incognitas de formade A+ B+ C = 115 e tal que:

A_B_C_A+ByC_15_
T72°3° T, 2325
4 5 6 4'5°6 20
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1 2 3
logo A = 7(100) =25, B = £(100) =40 ¢ C = =(100) = 50.

Exemplo: Determinar nimeros A, B e C diretamente proporcionais a 1, 10 e 2
e inversamente proporcionais a 2, 4 ¢ 5, de modo que 2A + 3B —4C = 10.

A montagem do problema fica na forma:

A B C 2A+3B—-4C 10 100
T"10°27 2,308 ~®
2 4 5 2 4 5 10
~ ., 50 250 40
AsolugaoeA—@,B— 69 eC—69.

11.8 Regra de Sociedade

Regra de sociedade é um processo matematico para distribuir um resultado
(lucro ou prejuizo) de uma sociedade, se os membros participam com capitais
diferentes e tempos também distintos. Os capitais dos membros participantes
sao indicados por: Cy,C;,...,C, e os respectivos tempos de participacao deste
capitais da sociedade por t,1;,...,t,. Para cada k = 1,...,n, definimos o peso
pr de cada participante como o produto:

Pk = Cr 1k

e indicamos o capital total como a soma dos capitais participantes:

C=C+C+...+C,

A Regra de Sociedade € uma aplicacao imediata do caso de decomposi¢ao de
um valor C diretamente proporcional aos pesos pi, p2, ..., Pn.

Exemplo: Uma sociedade foi formada pelas pessoas A, B e C, sendo que A
entrou com um capital de R$50.000,00 e nela permaneceu por 40 meses, B
entrou com um capital de R$60.000,00 e nela permaneceu por 30 meses e C
entrou com um capital de R$30.000,00 e nela permaneceu por 40 meses. Se
o resultado (pode ser lucro ou prejuizo) da empresa apds um certo periodo
posterior, foi de R$25.000,00, quanto devera receber (ou pagar) cada sécio?

Os pesos de cada sécio sdao indicados em milhares para ndo usarmos muitos
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zeros nas expressoes dos pesos. Desse modo:
p1 =50(40) = 2000, p2 =60(30) = 1800 p3 =30(40) = 1200
A montagem do problema estabelece que A + B+ C = 25000 e além disso:

A B C
2000 1800 1200

A solucao segue das propriedades das proporcoes:

A B C A+B+C 25000
2000 1800 1200 5000 5000
Resultado: X = 5(2000) = 10000, Y = 5(1800) = 9000 e Z = 5(1200) = 6000.

5
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