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Introduccion

No importa cudnto entregues, nunca serd suficiente
Donald W. Winnicott

Cdlculo diferencial e integral 1. Problemas resueltos contiene el desarrollo, con todo detalle, y la solucién del
conjunto de ejercicios que aparecen en el libro de teoria Cdlculo diferencial e integral I. Ambos libros fueron
disefiados como una sola obra, en dos tomos, concebida para estudiantes de primer ingreso de escuelas de
ingenierfa. Tanto los ejemplos de la teoria como el conjunto de los ejercicios fueron elegidos entre aque-
llos que los autores hemos utilizado en las muiltiples ocasiones que hemos impartido este material en los
programas de ingenieria de la Universidad Auténoma Metropolitana, unidad Azcapotzalco.

Durante el proceso de elaboracién de los dos tomos, siempre se procuré presentar la teoria, los ejemplos y
los ejercicios de forma asequible para cualquier estudiante que inicia su formacién universitaria en escuelas
y facultades de ingenieria. Hemos puesto especial atencién en una didéctica que refuerce en el estudiante el
desarrollo de procesos de abstraccién implicitos en el contenido matematico. Para nosotros, el alumno es el
protagonista més importante en el proceso de la ensefianza y el aprendizaje, por lo que deseamos que, con
este material, adquiera las bases necesarias para continuar aprendiendo y asimilando los conocimientos
durante su formacién en el campo de la ingenieria.

Tanto el temario completo del libro de teorfa como el del libro de problemas resueltos se encuentran
disponibles en internet, en la direccién http://canek.azc.uam.mx. En las siguientes lineas se describe el
contenido matematico de cada uno de los capitulos de la obra completa.

El primer capitulo, Los niimeros reales, trata sobre el universo donde se desarrolla esta parte de la matematica
denominada célculo diferencial. Se presentan los niimeros reales destacando sus subconjuntos: los niimeros
naturales, los enteros, los racionales y los irracionales. Se hace énfasis en la ubicacién de éstos en una recta
horizontal, en sus propiedades algebraicas y en su orden. Por la gran utilidad que tiene en el estudio del
célculo, se muestra el proceso de solucién de diferentes tipos de desigualdades.

El segundo capitulo, Funciones, centra la atenciéon en uno de los elementos fundamentales de la matematica:
el concepto de funcién y, como caso particular, el de funcién real de variable real. De ellas damos una repre-
sentacién grafica, definimos operaciones incluyendo la composicién y se explica la manera de transformar
funciones obteniendo nuevas funciones a partir de una conocida. Clasificamos las funciones como sigue:
funciones monoétonas, pares e impares, lineales, cuadréticas, ctbicas, polinomiales, racionales y algebraicas.
Analizamos también las funciones definidas por partes. Por tiltimo se muestra como se usan las funciones
para representar o modelar situaciones de la vida real.

IX
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En el tercer capitulo, Limites, presentamos otro concepto fundamental del calculo: el limite de una funcién.
En él encuentra el lector el dlgebra de limites, limites laterales, infinitos y en infinito.

En el cuarto capitulo, Continuidad, se utiliza el concepto de limite de una funcién para tipificar las funciones
continuas. Desglosamos las diferentes formas en las que una funcién puede no ser continua.

En el quinto capitulo, La derivada, utilizamos nuevamente el concepto de limite para definir otro concepto
fundamental del calculo: la derivada de una funcién. Se hace hincapié en la derivada como razén de
cambio instantdnea de una funcién. Posteriormente definimos en particular la recta tangente a una curva y
la velocidad instantdnea de un mévil. Puntualizamos la relacién entre derivabilidad y continuidad de una
funcién.

En el sexto capitulo, Reglas de derivacién, desarrollamos lo siguiente: puesto que la derivada es un limite, y en
general es dificil o por lo menos laborioso calcular limites, se presentan distintas reglas que nos permiten
calcular la derivada mediante la mera aplicaciéon de férmulas. Se resalta en particular la regla que nos
permite determinar la derivada de una composicién de funciones (regla de la cadena) y la derivacién de
una funcién definida implicitamente.

En el séptimo capitulo, Razones de cambio relacionadas, calculamos la derivada o razén de cambio instan-
tdnea de una funcién a partir de una expresiéon que vincula la funcién que derivamos con otras funciones
presentes en el contexto de un ejercicio.

En el octavo capitulo, Aplicaciones de la derivada, se muestra el uso de la derivada para encontrar cuando
una funcién crece o decrece (tipo de monotonia), para calcular y clasificar sus puntos criticos (méximos y
minimos) y para describir los intervalos de concavidad de la funcién.

En el noveno capitulo, Grifica de una funcién, se articula un gran niimero de conceptos presentados en los
capitulos anteriores para determinar el comportamiento de una funcién en su dominio y representar la
gréfica de la funcién con mayor precision.

En el décimo capitulo, Optimizacién, culminamos nuestro estudio con el anélisis de una situacién real, la cual
modelamos mediante una funcién real de variable real. De esta funcién se determina dénde alcanza sus
valores extremos (su méximo y su minimo). Es decir, optimizamos un modelo que representa un proceso
real.

Ernesto Javier Espinosa Herrera
Coordinador



CAPITULO
1

Los numeros reales

1.1 Algunos tipos de niimeros

Ejercicios 1.1.1 Expresar el niimero racional dado mediante una expresion decimal finita (es decir, con periodo 0) o
bien periédica infinita:

13
8
Y Dividimos 3 entre 8:
0.3750
8] 3.0
60
40
3 _
0= 3 = 0.3750 = 0.375.
O
5
2. —.
6
Y Dividimos 5 entre 6:
0.83
6] 5.0
20
5 _
2 = G = 0.833... = 0.83.
O
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-8
3. —.
125
Y Dividimos 8 entre 125:
0.0640
125] 8.00
500
0= —5 = _0.0640 = —0.064
125 I
O
17
4, —.
3
Y Dividimos 17 entre 3:
5.6
3 17.0
20
17 -
2 = 3 =5.66...=5.6
O
—100
5 —.
9
Y Dividimos 100 entre 9:
11.1
9] 100.0
10
o 290 =
O
25
6. —.
22
Y Dividimos 25 entre 22:
1.136
22[ 25
30
80
140

25 _
8 = = =1.13636... = 1.136.
7 n
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1
7. —.
10
¥ Dividimos 1 entre 10:
0.10
10| 1.0
1 _
0= —=010=0.1
10
|
11
© 100 102
Y Dividimos 1 entre 100 = 10%:
0.010
100 1.00
1 _
0 = — =0.010=0.01.
100
|
1
9. —conn € N.
10"
¥ Dividimos 1 entre 10*:
(n—1) ceros
(n) ceros —— _
—~— 0. 0---0 10
10---0/ 1. 0---0 0
(n—1) ceros
0= =0. 0---0 10=0. 0---0 1.
10" —_— —_—
(n—1) ceros (n—1) ceros
|
10. Dé un ejemplo de niimero entero no natural.
v -L O
11. Dé un ejemplo de niimero racional no entero.
1
v X este nimero se obtiene dividiendo la unidad en dos partes iguales. O

£ . s 2 . . . V4
12. ;Cémo haria para hallar la representaciéon decimal de un ntimero racional de la forma — con p entero

y ¢ natural?

¥ Dividiendo p entre g.

O
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13. Transforme la representacién decimal periédica 0.3 en racional, de la forma 2 con p entero y ¢ natural.

- 1
Y 03=-.
3

En efecto:

r =0.33333..;
10r =3.3333... =3+ 0.33333... =3 47r;
10r —r = 3;
9r = 3;
3 1
y = - = —
9 3

O

14. Transforme la representacion decimal periddica 0.50 en racional, de la forma 2 con p entero y g

natural.
— 1
Y 050=-.
2

En efecto:

r=0.5;

10r = 5;
5 1
“10 2

O

15. Transforme la representacién decimal periédica 0.142857 en racional, de la forma 2 con p enteroy g

natural.
- 1
\/ 0.142857:;.

En efecto:

r = 0.142857:
1000000r = 142857.142857 = 142857 + 0.142857 = 142857 + r;
1000000r — r = 142857,
999999r = 142 857;
_ 142857 1

r= = -
999999 7

O

16. Transforme la representacion decimal periddica 0.13 en racional, de la forma 2 con p entero y g

natural.

- 2
Y 013=—.
15
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En efecto:
r=0.13;
100r=13=1403=1+r:
100r =133 =134+03 =13 +r;

100r — 10r = 12;
N0r = 12;
12
r=—=—.
90 15

O

17. Transforme la representacion decimal periédica 0.212 en racional, de la forma 2 con p entero y ¢
q

natural.

Y 0212= l
33

En efecto:

r=0212;
10r =212=2+0.12 =2 +r;
1000r =212.12=212+40.12 =212 + r;
1000r — 10r = 210;

990r = 210;
210
r=—=—.
990 33
Otra forma de resolver:
r=0.212;
100r =21.212 =214+ 0212 =21 +r;
100r —r = 21;
9r = 21;
21 7
r=—=_—.
99 33

O

18. Transforme la representacion decimal periédica 0.3123 en racional, de la forma 2 con p entero y g
q

natural.
— 1
YV 03123 = ﬁ
333
En efecto:

r = 0.3123:
10r =3.123=3+0.123 =3 +r;
10000r = 3123.123 = 3123 +0.123 = 3123 + r;
10000r — 10r = 3120;
9990r = 3120;
3120 104
r= 9990 = 3
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Otra forma de resolver:

r = 0.3123;
1000r = 312.3123 = 312 + 0.3123 = 312 + r;
1000r — r = 312;
999r = 312;
312 104
r= 999 — 333"

1.2 Representacion geométrica de los nimeros reales

Ejercicios 1.2.1

1. ;Cuéando se dice que 2 puntos A y A" son simétricos con respecto a un tercero O?

¥ Cuando O es el punto medio del segmento rectilineo A4’ O

2. Dados dos puntos 4 y O ;cémo hallarfa el simétrico de A con respecto a O?

Y Trazando larecta AO y llevando, a partir de O, una distancia igual a AO, pero en sentido opuesto:

A’ es el simétrico de A con respectoa O. O

3. Conregla y compas ;como divide un segmento en 2 partes iguales?
V¥ Trazando la mediatriz del segmento.

Para esto usamos regla y compas:

a. Trazamos una circunferencia con centro en un extremo del segmento y con un radio mayor que
la mitad de la distancia entre los extremos.

PN )

b. Después trazamos otra circunferencia con centro en el otro extremo y con el mismo radio.
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d

/
A4
(S
7 7~
// \\

c. La interseccion de las circunferencias determina dos puntos P; y P, que se encuentran sobre la
mediatriz, pues, APy = BP1 & AP, = BP, por construccién. Trazamos la recta que une dichos
puntos y obtenemos la mediatriz deseada.

Tenemos entonces: A0 = OB. O

4. Conregla y compés ;como divide un segmento en 3 partes iguales?
YV Sea AB el segmento de recta.

Se traza por A una semirecta en la que se generan tres segmentos de igual magnitud mediante los
puntos O, O! y 02. Se traza el segmento O?B y luego segmentos paralelos desde los puntos O'! y O
hasta el segmento A B, para asi determinar los puntos O, y O>.

A0 = 00! = 0102 por construccién;

00: ]| 010, || 02B por construccién.
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Los tridngulos AA00O;, AAO 10, y AAO?B son semejantes porque tienen sus angulos iguales: el
ZBAO? es comun a los tres y los demads son iguales por ser 4ngulos internos correspondientes entre
paralelas cortadas por una misma secante = AO; = 010, = 0, B; entonces 0,y O, dividen el
segmento A B en tres partes iguales.

O

5. ¢Cémo dividiria un segmento en ¢ partes iguales (donde ¢ es un ntimero natural)?

Y Haciendo lo mismo que en el ejercicio anterior, cambiando 3 por g. O

5
6. ¢Cémo hallaria el punto en el eje real que le corresponde al ntimero racional _5?
¥ Dividiendo al segmento unitario en 3 partes iguales y llevando una de éstas a la izquierda de 0

(cero), 5 veces. O

7. ¢Cémo hallaria el punto en el eje real que le corresponde al ntimero racional 5 donde p € Z y donde
q € N?

¥ Dividiendo al segmento unitario en ¢ partes iguales y llevando una de éstas a la izquierda de 0
(cero), —p veces si p < 0 o bien p veces a la derecha de 0si p > 0. O

8. ¢Cémo hallaria el punto en el eje real que le corresponde al nimero irracional +/5?
v

9. ¢Cémo hallaria el punto en el eje real que le corresponde al nimero irracional +/3?
¥ Con centro en 0 se traza un arco de circunferencia de radio 1.
Con centro en 1 se traza una semicircunferencia de radio 1.
La interseccion de las circunferencias determinan el punto P.

Se traza el tridngulo rectangulo con vértices en 0, P y 2.

El tridangulo 0 P2 es rectangulo pues el dngulo en P subtiende el didmetro 02 de la circunferencia con
centroen 1. 0
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1.3 Propiedades algebraicas de los ntiimeros reales

Ejercicios 1.3.1 Simplificar las expresiones numéricas siguientes:

_(1503) + (10@#) — (6)2) _45+40—12 _ 73

2)3)(5) 30 30"

4\ 3><1>_(am>_ @ 11
13)‘@ 15) 7 ®15 @G @G 10

y<}g(§>”::i:_WU$:_W®6LLj
5 8 (B GO@We 2]

I
7N\
W N
+
| W
"
S
N W
|
SNV
"

2 03\ (3 5\ _ (1049 /9-10\ /19\/ 1\ 19 19
G+§>G_§>_(15>( 6 >_<E>C€>‘_mm®‘_%'
32\ /3 1\
G_Q(fﬂ>'

o1

3.2 9-4 5
,(33>@+9*=75=irzgz@m:@@m:@ng
2 3/\2 4 3Ll T e @O0 G0 21
24 4 4
4 2
6. (16)5(8)75.
v (16)%(8)_% = (24)2(23)‘% Z 243 230D L% 978 L FHED LT LT _ 2y

Ejercicios 1.3.2

1. ;Cuales son las soluciones de x? = a??
V ?=d? & x?-ad’>=0 (x+a)(x—a)=0 & x+a=00bienx—a=0 &
& x=-—aobienx =a.
2. Calcule (x + 1)(x + 2)(x + 3).

V 6+ DE4+2)x+3) =02 +3x+2)x+3) = (2 +3x +2)x + (x2+3x +2)3 =
=x34+3x2 4+ 2x+3x2+9x+ 6=
=x3+6x2+11x+6.
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3. ¢Cuadles son las soluciones de x3 + 6x2 + 11x + 6 = 0?
V x=—1,x=-2 &x =-3,

puesto que tal ecuacién se puede escribir como (x + 1)(x + 2)(x + 3) = 0y esto es cierto si

x+1=0o0obien x+2=0obien x +3 =0, estoes,six = —1 obien x = -2 obien x = -3.

4. ;Puede dar una solucién o raiz de x> — 8 = 0?

VvV x=2,

puesto que x3 — 8 = x3 — 23 = (x — 2)(x? + 2x + 4), entonces:

x¥-8=0 x-2)x2+2x+4) =0 & x—2=00bienx?+2x+4=0.

Esta ultima ecuacién de segundo grado (ax? +bx + ¢ = 0) no tiene raices reales pues su discriminante

b? —4dac=4-16<0.

Asf la tinica solucién o raiz real es x = 2. O
5. ¢Puede dar una solucién o raiz de x3 — a® = 0?

YV x =a,puestoque x> — a3 = (x —a)(x? + ax + a?):

¥-a)=0e (x—a)x*+ax+4d*>)=0 & x—a =0 obien x> +ax +a>=0.

Esta tiltima ecuacién de segundo grado (cuadratica) no tiene raices reales pues su discriminante es:
a? — 4a? < 0 sia # 0; asf la tinica raiz o solucién real es x = a. O

6. ;Puede dar una raiz de x> + 8 = 0?

¥ x = -2, puesto que
W¥48=0=x3+2 =(x+2)(x*—2x +4) & x +2 =0 obien x*> —2x + 4 = 0.

Esta tiltima ecuacién de segundo grado (cuadratica) no tiene raices reales pues su discriminante es:
4-16<0;x+2=0 & x =—2; x = —2esla tinica raizde x> + 8 = 0. O
7. ¢Puede dar una raiz de x> — 32 = 0?

Y x =2, puesto que

W= =x-2=x-2)*+2x3+4x2+8x+16)=0 &
& x—2=0obien x* +2x3 +4x2 + 8x + 16 = 0;
x—2=0<¢ x=2.

8. ;Puede dar una raiz de x> + 32 = 0?
¥V x = -2, puesto que
4R =x4+2=x+2)@*—2x3+4x2-8x+16)=0 &

& x+2=0obien x* —2x> +4x2—8x + 16 = 0;
XxX+2=0<¢ x=-2.
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9. (Puede dar una raiz de x* — 81 = 0?
Y x =3, puesto que
X —8l=x*—3* = -3 +3x2+ % +27) =0 &
& x—3=0 obien x> —3x2+9x—27 = 0;
x=3=0 % x=3.

De hecho también x = —3 es raiz, puesto que

X —81=(x2)2 -3 =(x24+3)x2-3)=x2+9x%>-9 =0 &
& x249=0 obien x2—-9=0.

Ahora bien,
¥ -9=x>-32=x+3)(x-3)=0 &
& x+3=0 obien x —3 =0, es decir, si x = —3 obien x = 3.
Estas son las tinicas raices reales, pues x> 4 9 # 0 para toda x € R. O

1.4 Orden de los numeros reales

Ejercicios 1.4.1 Determinar la relacién de orden que hay entre los racionales siguientes:

11 20
. 5y9.
V¥ Se tiene
11 x9=99& 5 x20 = 100;
99 < 100 =
11 20
= 11x9<5%x20 = — < —.
5 9
O
2 8
2. -y —.
3713
VY Setiene
2x13=26&3 x8 = 24;
2 8
26>24 = 2x13>3%x8 = —> —.
3 13
O
441 7
1897 3
V¥ Setiene
441 x3=1323& 189 x7 =1323;
441 7

1323 =1323 441 x3 =189 x7 — = .
= X X/ = 139 3
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10 33
4 ——y — =,
3 10
10 -10 33 33
Y Setiene ey = = & — 1o = ST entonces:
(—=10)(10) = —100 & (3)(—33) = —99;
—100 < —99 = (-10)(10) < 3)(-33) =
N —-10 - -33
3 10
|
126 2
5, -—— vy —-.
3157 75
Y Seti 126  —126 2 =2 ¢
—— = ——& — - = —, entonces:
etiene —- - = — 3 = entonces
(—126)(5) = —630 & (315)(—2) = —630;
—630 = —630 = (—126)(5) = (315)(-2) =
~126 -2
315 5
|
25 6
25 =25 6 -6
¥V Setiene —— = — & — — = —, entonces:
46 46 11 11
(—25)(11) = —275 & (46)(—6) = —276;
—275> =276 = (-25)(11) > (46)(—6) =
=25 =6
—_— > —.
46 11
|
7. Sia, b son dos ntimeros reales tales que a? 4+ b? = 0, ;qué se puede inferir acerca de estos dos ntimeros
a,b?
Y Yaque

a>>0&b>>0 =
= a?24bh?>=0 ad’>=0;0>=0 & a =0y tambiénb = 0.

8. Sia, b son niimeros reales tales que a > b & a < b, ;qué se puede inferir acerca de a, b?
Y a>b = a>bobiena=b&a<b = a<bobiena=5

Por la ley de tricotomia:
a > b & a < b no pueden suceder simultaneamente,

por lo tanto: @ = b. O



1.4 Orden de los niimeros reales

Ejercicios 1.4.2
1. Como 8 > 5, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

8+c¢c ? 5+c¢,dondec €R.

YV 85 & 84+c>5+c.

2. Como 8 > 5, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

8 ? 5¢,dondec > 0.

VYV 8>5&c¢c>0 = 8¢ > 5c.

3. Como 8 > 5, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

8 ? 5¢,dondec <0.

VYV 8>5&c<0 = 8¢ <5c.

4. Como 8 > 5, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

8+8 ? 545,

V 8>5&8>5 = 8+8>5+5.

5. Como 5 > 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

5 2 0'*(=0).

V 550 = 5% >0.

6. Como 5 > 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

513 9 0.

vV 550 = 513>0.

7. Como 5 > 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

-5 7 0.

vV 550= (-D5<(-1)0 = -5<0.
8. Como —5 < 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:

=5" 2 o.

vV —-5<0 = (-5">0,yaque (-5" =5"
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9. Como —5 < 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:
=512 2 o
VYV 5<0 = (-5 <0,yaque (=51 =513, O
10. Como —8 < =5 < 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:
(=8)% ? (-5~
V —8<-5<0 = (—8)? > (—5)?, pues (—8)? = 64y también (—5)* = 25. O
11. Como —8 < =5 < 0, sustituya el signo ? por el signo que proceda en la siguiente desigualdad:
-8 7 (=5
vV 8<-5<0 = (-8)® <(-5)* <0. En efecto: (-8)> = —512y también (=5)* = —125. O

12. ;Cémo es el producto de dos ntimeros positivos?
V¥ Positivo. -

13. ¢Cémo es el producto de un ntimero positivo por un negativo?

¥ Negativo, pues si el producto fuese positivo, como uno de los factores es positivo, el otro tendria
que ser positivo. O

14. ;Cémo es el producto de dos ntimeros negativos?
¥V Positivo. -

1.5 Intervalos

Ejercicios 1.5.1 Escribir las siguientes desigualdades con notacién de intervalo y representarlas geométricamente:

1. -4<x<3.
V {x|-4=x<3}=[423).

2. x> —12.
V {x|x>-12} =(-12,+00).

—12

3. x<0.
vV {x|x<0}=(-00,0).
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4. w<x <8.
v {x|n<x§8}:(n,8].

5.x2—«/§.
\ {x|x2—«/§}:[—«/§,+oo).
>
-3
6.x§%.
\{ {x|x§§}:<—oo,§]
4 4
-~
3
n
2
7. ——<x<1.
3
2 2
v {x|—§<x<1}:<—§,l>.
2 1
3
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8. x < 2.
\ {x|x<«/§}=(—oo,«/§).

~«—————0
V2
O
9. -5 <x.
v {x|=VEsx)=[-V5+0).
>
-5
O
10. =1 <x <5.
vV {x|-1=x=5}=[-153]
-1 5
O
11. x < 23.
\ / {x|x§23}=(—oo,23].
<«
23
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12. 0 < x.
v {x|0§x} = [0, +00).
0
O
Escribir los siguientes intervalos como una desigualdad y representarlos geométricamente:
13. [-9, +0).
v [—9,+oo):{x| —9§x} = x >-0.
>
-9
O
14. [-10,—1).
vV [10,-)={x|-10=x<-1} = —-10<x<-—L
. O—>
—10 -1
O
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16. (=2, 16].
V (2. 16]={x|-2<x<16} = —2<x <16

O
17. (=00, 32).
V (—00,32) ={x|x <32} = x <32
«—— 0
32
O
1
18. (—,15).
3
1
\ (5,15>={x —<x<15} = —<x<l15.
e,
—0 .
1 15
3
O
15
19. (—oo,—].
4
- 15] <15 N <15
oo,4 = xx_4 X 1
<«
15
a4
O

|
W“|-l>
N O
[
I
—
|
W &~
IA
=
IA
N o
——
|
W &~
IA
=
IA
N o
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4 o
3 2
O
Expresar como una desigualdad y con notacion de intervalo los siguientes segmentos de la recta numérica:
21.
o>
-13

vV {x]|-13<x}=(-13+00). O

22.

—0 .
22

vV {x|l<x=<22}=(1,22]. O

23.

-«
6

\/ {x|x§6}:(—oo,6]. O

24,

O
O—>
-16
3

v x|—16<x<—5 =(-16,—>]. O

25.

0 8
3
8 8
v 0<x=<z,:=10>2]. O
{“ —x—3} [ J
26.
>
-1

\ / {x|—1§x}:[—1,+oo). O
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27.

vV {x|-5=x<5}=[5)5).

28.

|

¢ fee2)e() :

Dados los intervalos I = (—7,4], I, = [-2,6), Iz = (—o0,1], I4 = (0,400), Is = (—4,2) & I¢ = [2,8],
determinar:
29. I1 U I,.
Y LUL=(-74U[-2,6) = (-7,6).

I ¢

O . ]

—7 -2 4 6

LUl
O
30. I U Ig.
Y LUIg=(-7.4U[2,8 = (-7.8].
I

I S ®

—7 4 8

Iy U g
31. I1 N I,.
Y LNnL=(-74n[-26) =[-2.4]
I
I ¢

O . ]
-7 -2 Lon 6

32. N I.
Y Lnls=[-2,6)N[2.8 =[2,6).
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-2 2 LNl 8
|
33. 11 — L.
Y L -1, =(-74-[-2,6)=(-7,-2).
I
I ¢
o .
- i 6
I, —1»
(|
34. I, — Is.
YV L—15=[-2,6)—(—4,2) =[2,6).
Is R
° 12—
—4 -2 I —1Is
|
35. I3 N Iy.
Y 3N 14y = (—00,1]N (0, +00) = (0,1].
Iy
I3 _
IsN1y
|
36. Iy N Is.
Y IbNnIs=(0,400)N(—4,2) = (0,2).
Is 5
n
o>
—4 0 10 1Is 2
|

37. Iy N Ig.
Y I4,NnIg=(0,4+00)N[2,8] =[2,8]
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I
L ® °
0 2 1016 8
O
38. Iy U Is.
Y LUI;=(-7,4U(-4,2) = (-7,4].
Is
I
o °
-7 —4 1 UIs 2 4
O
39. R —I5.
YV R-I3=R—(—00,1] = (1, 4+00).
I3
<«
1
R—-13
O
40. R — 14.
Y R-14=R—(0,400) = (—00,0].
Iy
o—_—>
0
R—14
O
41. R—I,.
Y R—I,=R—[-2,6) = (—00,~2) U[6, +-00).
1>
. o
-2 6
R—Iz R_IZ
O

42. I1 N Ig.
Y L1 NIg=(-7,4Nn]2,8] =[2,4]
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I _
-7 2 4 8
I NI
|
43. I3 U 14.
VY Ul = (—o0, 1]U(0,+OO)=R
Iy
I3 _
0 15Uy
(|
44. R - 1I;.
Y R-[i =R— (7.4 = (00, ~7] U (4, +o0).
I _
R—1, Y rRo1
|
45. 14 — I.
YV 14— Ig = (0,400) — [2,8] = (0,2) U (8, +00).
I
Iy
0 2 8
Is—1Ie 14— 1I¢
|
46. (Is N Ig) U 4.
Y (IsNlg)U s = {(—4,2) N2, 8]} U (0, +00) = @ U (0, +00) = (0, +00).
015—0 Ig
——
—4 0 2 8
14
|

47. (I N Is) U Ig.
YV (hN)Ulg={(-7,4N(-4,2)} U[2,8] = (—4,2) U [2,8] = (—4,8].
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Is
Oo—————————0
I
-7 —4 2 4 8
——

48. Iy N (R — Is).
YV ILNR-1Is) = (—00, 1]N{R — (—4,2) } = (=00, 1] N { (—00, —4] U [2, +00) } = (—o0, —4].

R— 15 R - IS
<« I — " >
—4 12
1.6 Valor absoluto
Ejercicios 1.6.1 Resolver las siguientes ecuaciones:
1. |x|=+2.
Y Los nimeros que cumplen la ecuacién | x | = v/2sonx = —v/2 & x = /2.
2. |2x| =6.
V |2x|=6 & 2x = —60bien2x =6 < x = —3 obien x = 3.
Los niimeros que cumplen la ecuacién |2x | = 6sonx = -3 & x = 3.
3x
3. |=—|=3.
E
 / 3x

3 3 2 2
=3 & %:—3obien7x:3 & x:—3(§> obienx:3(§> &

& x=-2o0bienx =2.

Los ntimeros que cumplen la ecuacién

3
%‘:3sonx:—2 &x =2.

5
4. ‘——x =1
4
5 5 5 4 4
v -2 =16 -2 = 1obien - =1 x=_obienx = .
4 4 4 5 5
, . 5x 4 4
Los ntimeros que cumplen la ecuacién 7| = Isonx = 3 &x = —3
5 |x+2|=4

V |[x+2|=4 & x+2=—-40obienx+2=4 & x=—60bienx =2.

Los ntiimeros que cumplen la ecuacién | x +2| =4sonx = —6 &x = 2.
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6. |[1—x|=1.

V |[I-x|=1% 1l—-x=—-1lobienl—x=1 & x=2o0bienx =0.

Los niimeros que cumplen la ecuacién |1 —x | =1sonx =2 & x = 0. O
7. |2x + 3| =5.

V |2x4+3|=5 % 2x+3=—-50bien2x+3 =5 & 2x = —-8obien2x =2 & x—4obienx = 1.

Los ntiimeros que cumplen la ecuacién |2x + 3| =5sonx = —4 &x = 1. O
8. |2—-3x|=8.

YV |2-3x|=8 & 2—-3x=—-8o0bien2—-3x =8 & —3x =—100bien —3x =6 & Losnumeros

10
= ?obienx:—Z.

quecumplenlaecuacién|2—3x|:8sonx:13—0 &x =-2. O
9. [x*2=9|=0.

V [x2-9]=0& x?-9=04 x?=9 & |x|=3 & x=-30bienx =3.

Los niimeros que cumplen la ecuacic')n|x2—9| =0sonx =-3 &x =3. O
10. [x2—x—4|=2.

V [x>-x—-4|=2 & x*—x—4=20bienx*—x—4=2.

a x?—x—4=-2 & x?—x-2=0 &
& (x+1)(x—2)=0 & x+1=00bienx—2=0 &
& x=—-1lobienx =2.

b.x?-x—-4=2 & x>-x-6=0 &
& (x+2)(x—3)=0 < x+2=00bienx—-3=0 &
& x=—-2o0bienx = 3.

Los niimeros que cumplen la ecuacién [ x> —x —4| =2sonx =—1,x =2, x = -2 &x = 3. O

Utilizando el concepto de distancia entre dos niimeros d(x,a) = | x — a |, obtener los niimeros x € R que satisfacen:

11. |x| < 5.
V |[x|<5 ¢ |x=0|<5 & dx,00<5 & —5<x<5.

12. |x| > 3.
V [x|>3 & |[x—0|>3 & d(x,00>3 & x <—-30bien3 < x.
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O
13. | x| < 4.
V [x|<4 & |x—0]<4 & dx,0054 & 4=<x=<4
—4 0 4
O
14. |x| > 2.
V [x|>2 & |[x—0]|>2 & d(x,00>2 & x <—2o0bienx > 2.
R s ] *-—>
-2 0 2
O
15. | x| < —L.
V |x]<-1 & |x-0|<—-1 & d(x,0) <—1 = d(x,0) < 0,lo cual nunca sucede, ya que no hay
distancias negativas. Entonces no hay x € R tales que |x | < —1. O
16. |x =3| <2.
V [x=3|<2 & d(x,3)<2 & 1<x<5.
1 3 5
O

17. |x —1] < 3.
V |[x—1]<3 & dx,1)<3 & 2<x<4.
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18. |x +2|=5.
Y |[x+2|>5 % |x—(-2)|>5 & d(x,-2)>5 & x <—Tobien3 < x.

O
19. |[x+1|>4.
V |[x+1]>4 < |[x—(-1)|>4 & dx,-1)>4 & x <—-50bien3 < x.
-— o—
-5 1 3
O
20. |x—4]>0.
V [x—4|>0 & d(x,4)>0 & x #£4;
pues para cualquier x e R, d(x,4) > 0& d(x,4) =0 & x =4.
4
O

1.7 Resolucion de desigualdades

1.7.2 Desigualdades del tipoax +b > cx +d

Ejercicios 1.7.2 Resolver las siguientes desigualdades:

X
1. 1-2 — —3.
x>2
v X X —4x —x
1—2x>§—3 = —2x—§>—3—1 = — >4 =

= —4x—x>-4%x2 = —5x>-8 =

= (—é) (—5x) < (—é) -8) =

=8 8
= X< — = x<-=.
=5 5

8
El conjunto solucién es: CS = (—oo, §> .
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o

O—
8
5
O
2. =5x —4>3—6x.
V 5x—4>3-6x = —5x+6x>34+4 = x>7.
El conjunto solucién es: CS = [7, +00) .
7
O
3 3 + > < 2 1
C g ¥ty <L
y 3 +5<2 lé_3 2< 5 1i—27x—8x<—5—3i
— X+ - <-x- —X——Xx<-—-=-—
4 39 4 9 3 36 3
-35 -8 -8
36x <5 = —35x< (6 = —35x <% =
= x> =% = x> %
-35 35
. . 96
El conjunto solucién es: CS = £,+oo .
96
35
O
4. 3 —5x <6—5x.
V 3-5x<6-5x & —5x+5x<6-3 & 0 <3.Siempre se cumple.
El conjunto solucién es: CS = R = (—o0, +00) . O

3 3
5. =x=5>1+4 =x.
2x > +2x

3 3 3 3
\ 5x—5>1+§x & Ex—§x>1+5 & 0> 6. Nunca se cumple.

El conjunto solucién es: CS = & el conjunto vacio . O
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6. 2(x+3)>3(x—1)+6.

YV 26x+3)>3x—1)+6 & 2x+6>3x—-3+6 &
& 2x—3x>-346—-6 & —x>-3 & x <3.

El conjunto solucién es: CS = (-0, 3) .

1.7.3 Desigualdades del tipo a1x + by > axx + by > aszx + b

Ejercicios 1.7.3 Resolver las siguientes desigualdades:

1. 1<3x+4=<16.
YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

1<3x+4 & 3x+4<16 <
& 1—4<3x & Ix<l6—-4 <
= -3 <3x & 3x <12 =
-3 12
= ?<x & x < — =
< —-1<x & x<4.
El conjunto solucién es: CS = (—1,4] .
—1 4

Otra forma,

1 <3x+4<16 & 1-4<3x4+4-4<16-4 & 3<3x<12 &

-3 12
< ?<x§? & —l<x<4 & xe(-1,4].
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2. -1 <3x+4<1.

YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

—-1<3x+4 & 3x+4<1 &
& —1—4<3x & 3Ix<1-—4 &
& —5 < 3x & 3x <=3 &
-5 =3
& ?<x & x<? &
& %5<x & x<-1 &
& x€ (—§,+oo> & x € (—oo,—1).

5 5
El conjunto solucién es: CS = (—§,+oo> N (—o0,—1) = (_5’_1> .

Otra forma,
—1<3x+4<1 & —1—-4<3x+4—-4<1—-6 & 5<3x<-3 &

< 5< <—-1 <% x¢€ > 1
——<x < - X —, = .
3 3

3. 1<3x+4<-1.

Y Lo podemos resolver directamente, pues si CS # J, habria un elemento x € CS tal que

1 < 3x +4 < —1, por lo que por transitividad 1 < —1, lo cual es imposible; luego, CS = .
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1—4x 3

7
= > > —.
2 5 2
v

4.

Esta doble desigualdad se cumple cuando

7>1—4x & 1—4x>§ N
2 5 5 2
3x5
o 2Ty _uy & | —4x > ; &
1
s 3—5>1—4x & —4x>—5—1 s
2 2
15-2
& 32—5—1>—4x & —4x > zN
35-2 13
& > —4x & x<2x(—4) &
& 33 < & < I3 &
x [
2x(—4) = 8
33 13
& xe|l——,+00 & x€|—o0o,—— ).
8 8
13 33 13
El iunt lucié :CS = (-2, N(—oo,—— ) =(-2,-—21).
conjunto solucién es ( 2 +oo> ( 00 8) ( . 8)
33 13 0
) )
Otra forma,
7 1—-4 3 7(10 1—-4 3(10
§> al §¢>%> Sx(10)>%<:>35>2—8x>15<:>
33 13
<:>33>—8x>13<:>—§<x<—§<:>

s e (-

33 13)

8’ 8
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4 —3x

5 —-5< < 1.

YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

4—3x 4 —3x
—5= & <1 &
-2 2
& —5x2<4-3x & 4—-3x<1x2 =
& —10—-4 < -3x & —3x<2-4 <
—14
< —32x & —3x <=2 <
14 -2
& - = & > — &
7 2% x>
14 2
& <= & > = &
X == x> 3
14 2
& X €| =00, — & xe |-, 4+
3 3
14 2 2 14
El conjunto soluciénes: CS = [ —oo, —| N | =, +o0 | = =, = .
3 3 33
o 14
3 3
Otra forma,
4 — 4—3x

5< T 1 e S50) < (T>(2)<1(2) & —10<4-3x<2 & —14<-3x<-2 &

4 S 2 142
3= 3 7 3 3 =73
oL (21
X -, .
33

6. 6x+5>4x+1>x-—2.
YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

6x +5>4x +1 & 4x +1>x-2 <
& 6x—4x>1-5 & 4x —x>-2—-1 <
= 2x > —4 & 3x > -3 =
= xz—i & x>—§ <
< x> -2 & x> —1 <
& x € [-2, +0oq] & x € (—1,400)
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El conjunto solucién es: CS = [-2, +00) N (-1, +00) = (-1, +00) .

7.3=-2x<3x+4<4—x.

YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

3—2x<3x+4 & 3x+4<4—x &

& —2x—3x<4-3 & 3x+x<4—4 &

< —5x <1 & 4x <0 s
1 0

& x> —= & X < - &
5 4
1

& x>—§ & x <0 &

1
= xe(—§,+oo> & x € (—00,0).

1 1
El conjunto solucién es: CS = (—g, +oo> N (—o00,0) = (—§,0> .

[
wl—
(=}
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8 Zx4s5<8—x<T4o
.3x < 4x_ Sx.

YV Esta doble desigualdad se

cumple cuando

2 3 3 4
_ < Q__ < —
3x+5_8 4x & 8 4x_7+5x =
2 3 3 4
— vy < R — Ly - < T —
= 3x+4x_8 5 & 4x 5x_7 8§ <«
8x + 9x —15x — 16x
< - < -1
< 12 - 3 & 20 - «
17
s 1_2x <3 & “31x < —1(20) &
-20
20
= 17x < 36 & x> 31 =
& x < 36 & x> 20 &
17 ~ 31
& xe|—o0 3 & X € 20 +o00
17 31’ ’
36 20 20 36
El conj lucién es: =|(—-00,—=| N |z =\ =
conjunto solucién es: CS ( 00, 17] [31,+oo> [31, 17]
20 36
31 17
|
9. 1-5x<8+3x<3x+09.
YV Esta doble desigualdad se cumple cuando
1—5x <8+ 3x & 8+3x<3x+9 <
& —5x—3x<8-1 & 3x —3x<9-38 <
& —8x <7 & 0 < I (siempre se cumple) <&
7
< X = —g & xeR <
& xE€ [——, +oo> & xeR
. - 7
El conjunto solucién es: CS = [—g, +oo> NR = [——, +oo>
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o

10. —=3x+4>6—3x>9x +5.

11.

YV Esta doble desigualdad se cumple cuando

—3x+4>6—-3x & 6—-3x>9x+5 &
& 3x+3x>6—4 & —3x—-9%x>5-6 <
= 0>2 & —12x > —1 =
-1
& (nunca se cumple) & x < =) &
1
J & < —,
& X e X= 45

Debido a que ambas desigualdades no se pueden cumplir a la vez, podemos afirmar que el conjunto
solucién es el conjunto vacio &. Esto es:

CS=0nN (—oo,i] =0.
12

3x—4 <9 +2<x-10.
¥V Laprimera desigualdad 3x — 4 < 9x + 2 equivale a

-6
—4-2<9%x—-3x & —6<6x & ?<x & —l<x & xe(-1,4).

Y la segunda desigualdad 9x + 2 < x — 10 se cumple si

3 3
8x<—12<:>x<—§ <:>xe(—oo,—§>.

3
Por lo que el conjunto solucién es: CS = (—oo, —§> N(=1,400)=0.
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1.7.5 Desigualdades del tipo |ax +b|> M con M > 0

Ejercicios 1.7.5 Resolver las siguientes desigualdades:

1. |x—13]| <5.
Y |x-13]<5 & —5<x-13<5 &
& 54 13<(x—-13)+13<5+13 <
& 8<x <18 & x€[8,18].
El conjunto solucién es: CS = [8, 1§]. O
2. |2x+5] <3.
Y |2x+5|<3 & —3<2x+4+5<3 &
& 3-5<(2x+5-5<3-5 <&
s —8<2x <=2 s
N —8<2x<—2 N
2 2 2
& d<x<-1<%& xe(—4,-1).
El conjunto solucién es: CS = (—4,—-1). O
3. |x+4]=6.
Y |x+4|>6 & x+4<—-6 obien x+4>6 <&
& x<-6—4 o bien x>6—4 &
& x <-—10 o bien x>2 &
& x€(—00,—10] obien x €]2,400).
El conjunto solucién es: CS = (—oo, —10] U [2, +00) = R — (10, 2). O
4. [3x—1] > 4.
Y |3x—1|>4 & 3x—1<—-4 obien 3x—1>4 &
& 3x<—-4+4+1 obien 3x >4+1 ==
& x<_3 o bien x>5
3 5 3
& x € (—o00,—1) obien x€(§,+oo>.
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2 3
5.‘ Al ‘53.
4
v 2x +3 2x +3
< < -3 < <3 <
4 4
< —12<2x+3<12 <
& —12-3<2x<12-3
PN __15<x<2
2 - T2
N e 15 9
o 22
. .. 15 9
El conjunto solucién es: CS = 55 O
4
6 ‘Ex——‘>1
3
3 4 3 3
v ‘EX—§‘>1 =4 EX—§<—1 o bien 5X—g>1 =4
3 4 3 4
s §x<—1+§ o bien §x>1+§
<2 1 bi >2 7
Z(z ien il S
X 303 o bie X 303
& <2 bi >14 &
X< - o bien x> —
9 9
2 . 14
& x e | —oo, = obien xe | —,+00].
9 9
2 4 2 14
El conjunto solucién es: CS = (—oo, 5) U (—, +oo> =R - [5, ?] O
5
7.12=-5x| > <.
2
\{ 5 5 5
|2—5x|2§ & 2—5x§—§ o bien 2—5x2§ &
5 5
& —5x§—§—2 o bien —5x2§—2 &
1 1 9 1 1 1
——(=5x) = (—= ) (-2 bi —) =50 <(—2) (=
5¢ ”‘( 5)( 2) P ( 5>( ”‘( 5) (2>
> 2 bi < ! &
Z ien _
x_lo o bie x < 10
& € ? + bi € !
X 0 00 o bien X 00, ol -
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8. ‘4— x| <=
2 6 6 2 6
v d—=x|<=- % ——<4-=-x<= &
3 5 5 3 5
6
——d<-Zx<-—4
5 3
N 26 - 2 14 N
5 53 "5
N 3 26 - 3 2 - 3 14
2\ 2) 737 2\
39 21 -
5775
21 39
< xe|—,—|.
(5%)
21 39
El conjunto solucién es: CS = <?, ?> . O
9 5 3x 20
13773 .
¥ Siendor e R,sesabeque|r|>0yademésque|r|=0 & r=0.
Estoimplicaque |7 | >0 & r #0.
Luego:
5 3 5 3
S_3x| g6 S_¥ 4
2 4 2 4
Pero
5 3 3 5 5(4 10
S _ X3 W _10
2 4 42 23) 3
Por lo tanto:
5 3x 5 3x 10
———|>0 ——— 0 —.
‘ 2 2|7V e T Fl ey
. L 10
El conjunto soluciénes: CS =R — { 5 } . O
2 4x
10. | =+ —=—|=<0.
EREE

Y Yaque|r| > 0paracadar € R, entonces |r | < 0 no puede ocurrir.
Luego, |[r| <0 & |[r|=0 & r=0.

Por lo tanto,

‘3+4—x <0 & ‘3+4—x e +¥_0e
5 3|7 5 3 5 3
3 5 54 10
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2 4x
11. | =+ —
‘5+ 3

Y Yaque|r| > 0paracadar € R, entonces |r | < —1 no puede ocurrir.

<-1

2 4
El conjunto solucién de 3 + ?x < —1 es el conjunto vacio Q.
2 4x
12. |=+— | >0.
2,5,
2 .
Y Yaque|r| > 0paracadar € R, entonces st3 > 0 siempre ocurre.
2 4
El conjunto solucién de 3 i > 0esR.
2 4x
13. | =+ — | > —1.
5 + 3|~

2 4x
14. |-+ —
SjL 3

Y Yaque|r| > 0paracadar € R, entonces |r | < 0 no puede ocurrir.

< 0.

El conjunto solucién es el conjunto vacio, Q.

ax +b
1.7.7 Desi ldades del tipo ——— >k
esigualdades del tipo xtd>

Ejercicios 1.7.7 Resolver las siguientes desigualdades:

Y Yaque|r|> 0> —1 paracada r € R, entonces el conjunto solucién es R.

54 3x
. > 1.
4x + 5
—1(4x +5 54+3x—4x—5 -
SHIX Lo 2EIX M@ FS SIS g >0
4x +5 4x 4+ 5 4x 4+ 5 4x 4+ 5
Esta desigualdad se cumple cuando
x>0 & 4x+5>0 obien —x<0 & 4x+5<0 &
& x<0 & 4x > -5 obien x>0 & 4x < -5 &
-5 -5
& x<0 & X>T obien x>0 & X<T &
5
& xe(—z,0> obien xe0.

5 5
El conjunto solucién es: CS = <_Z’ O) U@ = <_Z’ O) .
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6x —5

2 3

"3-5x 5

Y Pensemos primero que

3
3—-5x>0< 3>5x & x<—.

5
En este caso la desigualdad propuesta equivale a
3 9 9 1049
25—5(3—5x)<:>2§—§+3x<:>2+§§3x<:> + <3x &
19 19
P XZ— & X= —.
5x3 15
Pero no existe x € R tal que
3 19
x<-& > —.
5 15
Ahora bien, si consideramos el caso
3
3-5x<0 & 3<5x & x>§,
la desigualdad a resolver es:
3 9 9 1049 19
2>——0B3=-5%%) ©2>—+4+3x &2+ ->3x & + >3x & x < —.
5 5 5 15
19 3 319
Luego, el conjunto soluciénes: CS = [ —oo, —| N | =, 400 | = | =, —| .
15 5 515

19
15

unlw

<.

x—2
¥V Six—2>0,esdecir, si x > 2, la desigualdad dada equivale a

6x —5<7(x—-2) & 6x—5<Tx—-14 &
& S54+14<Tx—6x & 9<x & x€(9,+00),

puesto que, si x > 9, entonces x > 2, y una parte del conjunto solucién es:
(2,400) N (9, +00) = (9, +00).
Six -2 <0 & x <2, ladesigualdad dada equivale a

6x —5>7x—-2) & 6x—5>7x—14 & -5+ 14>7Tx—-6x &
& 9>x & x € (—00,9);

y la otra parte del conjunto solucién sera:
(=00,2) N (=00,9) = (=0,2) .
Por lo tanto el conjunto solucién sera:

CS = (—00,2) U (9, +00) =R —[2,9].
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-2

4.
x—4

<7.

-2 2 2
¥ Ladesigualdad —— < 7 es la mi — <7 = — <
a desigualdad — es la misma que p— e

Yaque4d—x>0 & x <4 & x € (—00,4),la desigualdad dada es equivalente a
2<7(@—x) © 2<28—T7x & Tx<28—-2 & Tx <26 &

<:><26<:>e 26
X 7 x 00,7.

26 . .. 26
Como | —oo, 7 C (—o0, 4), entonces parte del conjunto solucion es: | —oo, 7 en este caso.

Ahora, 4 —x <0 & x € (4, +00). La desigualdad dada es equivalente a
2>74—-x) & 2>28-Tx & Tx>28-2 & Tx>26 &

26 26
©X>7¢>X€ 7,+OO

26 26
Como (4, +00) C (7, +oo>, entonces x € (4, +00) N (7, +oo> = (4, 4+00) vy (4, +00) es parte del

conjunto solucién también.

-2
Por lo que el conjunto solucién de la desigualdad 72 < Tes:

2 26
CS = (—00,76> U4, +00) =R — [7,4] .

O
X 1
5. —.
x—1 4
YV Ladesigualdad es equivalente a
X 1>0<:>4x—x+1>0<:> 3x+1>
x—1 4 4(x—1) 4(x—1)

Esta se cumple si

3x+1>0 & 4(x —1)>0 obien 3x+1<0 & 4x—-1) <0 &
& 3x > -1 & x—1>0 obien 3x < -1 & x—1<0 &
1

1
& x>—§ & x>1 obien x < —- & x <1 &

s x>1 o bien X< -—=.
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Luego, el conjunto solucién es:

1 1
CS:(—w¢§>U(L+w)=R—[—?q.

<0 L
-1 1
3
|
2
6. 213 s,
+38
Y Ladesigualdad es equivalente a:
2 2 —5x—4 —3x —
YD gg e XEITNTH DT
x+8 x+38 x+38
Lo cual se cumple si
—3x—-37>0 & x+8<0 obien —-3x-37<0 & x+8>0 <
& 3x < -=37 & x<-8 obien 3x > —37 & x> -8 &
37 37
& X <= & x<-8 o bien x> = & x> -8 &
37 .
& Xx<-= o bien x> =8 &
37 .
& x e | —oo, -3 o bien x € (-8, 400) .
Luego, el conjunto solucién de la desigualdad propuesta es:
37 37
CS = (—oo,—?> U(-8,+00) =R — [—?,—8] .
«—— O——>
37 -8
3
|
3—x
7. > 4.
dx +1

YV Esta desigualdad equivale a

3—x 3—x—16x—4 —17x -1
—4>06 — >0 ——— >0 &
4x +1 - 4x +1 - dx+1 —

17x + 1 17x + 1
- >0 & <
4x +1 — 4x+1 —

)
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esta tltima se cumple si

17x+1>0 & 4x +1 <0 obien 17x+1<0 & 4x+1>0 <&

& 17x> -1 & 4x < —1 o bien 17x < -1 & 4x > —1 &
1 1 1
& X = 7 & x < ~2 o bien X Sl_ﬁl & X > ~2 22N
& xew obien xe|—,——]|.
4 17

Por lo que el conjunto solucién es precisamente:

s (-4t
4 17

4 17
|
2x -9
8 = >3
x—1
YV Esta desigualdad es equivalente a
2x—9_820<:>2x—9—8x+8=—6x—1:_6x+120<:>6x+150‘
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
Y esta tltima se cumple si
6x+1>0 & x—1<0 obien 6x+1<0 & x—1>0 &
& 6x > —1 & x <1 o bien 6x < —1 & x> 1 &
1 1
& xz—g & x <1 o bien xf—g & x> 1 &
1 .
& X € [_8’1> o bien xed.
Luego, el conjunto solucién es:
1
cs = 1)
6
O
1 1
6
|
2+ 3x
. <
3—4x —

V¥ Transponiendo términos la desigualdad propuesta equivale a:

2
+3x_2§0
3—4x
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y obtenemos asi
2+3x—6+8x 11x —4
— =<0 &
3—4x 3—4x

<0.
Lo cual ocurre si

1Ix—4>0 & 3—4x<0 obien 1lx—4<0 & 3—-4x>0 <&
& 11x > 4 & —4x <-3 obien 11x <4 & —4x>-3 <&

4 4 3
& x> — & x> — o bien X < — & x<Z &

S —, b X € —00, —
= X +()O O bien 5 .

Luego, el conjunto solucién es:

4 3 4 3
=(=co.—|uU(2 —R- (22|,
cs ( Co’11] (4’_%°°> (11’4]

4 3
4
O
2 3
10. = =5<—+2.
x x
¥V Transponiendo términos
2 3
Z_5-2-2<0

Efectuando las operaciones indicadas

2—5x—-3-2x Tx +1 Tx +1
—_— < < = >
X

Esta tltima desigualdad se cumple si

Ix+1>0 & x>0 obien 7x+1<0 & x<0 <
S Tx>-1 & x>0 obien 7x < -1 & x<0 <&
1 1
S x>—— & x>0 o bien x<—5 & x<0 <&
1 1
& X € —;,+oo & x € (0,400) obien x € —oo,—; & x €(—00,0) &
1 1 1
& x e —;,+oo N (0, 4+00) = (0,+00) obien xe€ —oo,—; N (—o00,0) = (—oo,—;) .

Por lo que el conjunto solucién es:

1 1
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1.7.8 Desigualdades del tipo ax® + bx +c¢ > 0cona # 0
Ejercicios 1.7.8 Resolver las siguientes desigualdades:
1. x2—=5x+4>0.
Y Factorizando:
x2—5x+4=(x—4)(x—1).
Entonces:
X2 —5x+4>0 & (x—4(x—-1)>0.
Esta ultima desigualdad se cumple si
x—4>0 & x—1>0 obien x—-4<0 & x—1<0 &
& x >4 & x>1 o bien x <4 & x<l1l &
& x € (4, 400) o bien x € (o0, 1).
El conjunto solucién es:
CS =(—o00, 1)U (4,400) =R —1]1,4].
~«—0 O
1 4
O
2. x> —4x —12<0.
¥ Como
x2—4x—12=(x —6)(x +2),
entonces:
x2—4x—-12<0 & (x—6)(x +2) <0.
Esta tltima desigualdad se cumple si
x—6<0 & X+2>0 obien x—-6>0 & xX+2<0 &
& x<6 & x> -2  obien x>6 & xX<-2 &
& x € (—2,6) o bien xeyd.

El conjunto solucién es:
CS =(-2,6)UD = (-2,6).
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3. 9x2—4>0.

¥ Como
9x% —4 = (3x +2)(3x —2),

entonces:
9x2—420 & Bx—-2)B3x+2)=0.

Esta tltima desigualdad se cumple si
3x—2>0 & 3x+2>0 obien 3x—-2<0 & 3x+2<0 <&
S 3x>2 & 3x > -2 o bien 3x <2 & 3x<-2 &

2 -2 2
<z>x2§ & xz? o bien xfg & X< — &

2 . 2
& X € [§,+oo> obien x € (—oo,——] .

-~ ~—
_2 2
3 3

4. 1—-x%><0.

¥ Multiplicando por —1 ambos miembros obtenemos una desigualdad equivalente a la propuesta:
1-x2<0 & x2—1>0& (x+1)(x—1)>0.
Esta tltima desigualdad se cumple si
&S x+1>0 & x—-1>0 obien x+1<0 & x-1<0 &

& x> -1 & x>1 o bien x < -1 & x<1l <&

& x €[l,+0) o bien x € (o0, —1].

El conjunto solucién es:
CS = (oo, —1]JU[l,+00) =R — (—1,1) .
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5. 2x24+5x+2>0.

1
¥ Multiplicando por 3 ambos miembros de la desigualdad:

5 1
22 4+5x4+2>0 & x2+§x+1>0 & (x+2)(x+§>>0_

Esta tltima desigualdad se cumple si
1 . 1
& x+2>0 & x+§>0 obien x+2<0 & x+§<0<:>

1 1
&S x> =2 & x>—§ o bien x <=2 & X<——= &

1
& x € (—5, +oo> o bien x € (—00,-2).
El conjunto solucién es:

5 = o210 (L vee) =m 2],

6. 2x2 +5x -3 < 0.

1
¥ Multiplicando por 3 ambos miembros de la desigualdad:

5 3 1
262 4+5x -3 <0 & x2+§x—§ <0 & (x+3)(x—§> < 0.

Esta tltima desigualdad se cumple si

1 1
x+3>0 & x—§<0 obien x+3<0 & x—§>0<:>
1
S x>-3 & x<§ o bien x <=3 & x> - &
1
<:>x€(—3,§> o bien xed.

El conjunto solucién es:

N | =
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7.3x2—x—-2>0.

1
¥ Multiplicando por 3 ambos miembros de la desigualdad:

5 , 1 2 2
3x —x—220<:>x—§x—§20<:> x+§ x—1=>0.

Esta tltima desigualdad se cumple si

2 2
x+§20 & x—1>0 obien x+§§O & x—-1<0 &
2
S x>— & x>1 o bien xf—g & x<1l &
2
& x €[l,+0) o bien X € (—oo,—g] .

El conjunto solucién es:

W

8. 3x24+7x—-6<0.

1
¥ Multiplicando por 3 ambos miembros de la desigualdad:

7
3x24+7x—-6<0 & x2+§x—2§0 & (x+3)(x——> <0.

Esta tltima desigualdad se cumple si

2 2
xX+3>0 & x—gfo obien x+3<0 & x—§20<:>
2 2
&S x>-3 & xfg o bien x <=3 & x2§<:>
2
<:>x€[—3,§] o bien xed.

El conjunto solucién es:

wN
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9. 2x2 4+ 9x +5<2—2x —4x2.
V 2x249x4+5<2—-2x—4x% & 2x24+4x24+9%x +2x+5-2<0 & 6x2+11x+3<0.
1
Multiplicando por 6 ambos miembros de la tltima desigualdad:
5 , 113 , 111
6x*+1lx+3<0 < x4+ —x4+-<0< x4+ —x+ = <0.
6 6 6 2
Obtenemos
121 121 =172
1 36 2 1
4+ —x4+-=0& x= —— =+ 36 =
6 2 12 2
49 7
11 % 11 g 11 7 1 . 3
= —— _ = —— —:——:l':— = —— = —— .,
T Y= TR T ¥Y=-pEy Tt T ¥Tzoblenxy=—3
Y asi:
X2+ZX+§:<X+§><X+§>SO
Esta tltima desigualdad se cumple si
3 1 . 3 1
x+->0 & x+-<0 obien x+-<0 & x+->0<¢
2 3 2 3
3 1 3 1
<:>x>—§ & x<—§ o bien x<—§ & x>—§<:>
1 .
& x € [__’_5] o bien xed
El conjunto solucién es:
3 1 3 1
CS=|—-,——|UB=|—,—
2" 3 2" 3
3 1
) 3
O

10. =3x24+3x—2>4x—9x%2—1.
V 3x243x—2>4x—-9x2—-1 & —3x24+9x?>4+3x—4x—-24+1>0 & 6x2—x—1>0.

1
Multiplicando por c ambos miembros de la tltima desigualdad:

6 6 6

() o)

5 , 1 1 3 2
6x —x—1>0<:>x——x—g>0<:> X — = x+-]>0 <
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Esta tltima desigualdad se cumple si

1 1 1 1
x—§>0 & x+§>0 o bien x—§<0 & x+§<0<:>
& x> & > ! bi <1 & < 1@

X > = —= ien — —=

3 X 3 o bie X 3 X 3
1 . 1
& X € §,+oo o bien X € —oo,—g .

1 1 11
CS = “Ju(= =R-
() o (o) =2 [
0 O—
1 1
3 2

11. 4x%2—2x +1 > 10x2 + 3x — 5.

V 4x2-2x4+1>10x243x -5 & 0> 10x2—4x>+3x+2x-5—-1 &
& 0>6x245x—6 & 6x2+5x—6<0.

1
Multiplicando por c ambos miembros de la tltima desigualdad:

2
6x2+5x—6<0 < x2+§x—1§0 & (x+%> (x——) <0.

Esta tltima desigualdad se cumple si

3 2 3 2
x+§20 & x—gfo o bien x+550 & x—§20<:>
3 2 3 2
> —— < — bi < __ > -
& x> ) x_3 o bien x < 7 & x_3<:>
& X€E |—, = o bien xed
2°3

N W
Wl



1.7 Resoluciéon de desigualdades 51

12.

13.

2x24+3x—4<x2+x—6.
V 2x243x—4<x?24+x—6 & 2x2—x?4+3x—x—-4+6<0 & x>2+2x+2<0.

Reescribiendo el trinomio cuadratico mediante un trinomio cuadrado perfecto:
X2 42x+2<0 & X2 42x+1-142<0 & x+1D)?4+1<0 & (x+1)?<—1.

Nunca se cumple que un ntimero al cuadrado sea negativo. Por lo tanto no existe solucién. El conjunto
solucioén es el conjunto vacio:

CS=0.
De hecho y = x?+2x +2 obien y = (x 4+ 1)? + 1 es una pardbola con vértice en V(—1, 1), que se abre
hacia arriba, por lo cual siempre toma valores positivos.

También podemos observar que el discriminante de la ecuacion x? + 2x + 2 = 0 es negativo , es decir,
b? —4dac = 4 — 4(1)(2) < 0; luego, no tiene raices reales. La parabola y = x? + 2x + 2 nunca corta al
eje de las x. Para x = 0, por ejemplo, x? + 2x + 2 vale 2, con lo cual siempre esta por encima del eje
de las x y nunca es negativa. O

2x2 —3x < x2 <2x%2— 4,
YV Tenemos que resolver dos desigualdades

2x2—3x <x? & x?<2x?-—4.

La primera equivale a
x2-3x <0 & x(x—3)<0.

Y esto ocurre si

x<0 & x—3>0 obien x>0 & x—3<0 <&
&S x<0 & x >3 obien x>0 & x<3 &
& xew o bien x €(0,3).

Por lo tanto la primera desigualdad se cumple si
xeCS =(0,3).
La segunda, x? < 2x? — 4, equivale a
x2—4>0 & (x +2)(x—2)>0.

Y se cumple si

x+2<0 & x—2<0 obien x+4+2>0 & x—2>0 &
&S x <=2 & x <2 o bien x>-=2 & x>2 &
& x € (=00, 2] o bien X €[2,400).

Entonces esta desigualdad se cumple si
x €CSy = (—o0,-2]U[2, +00) .
Y ambas se cumplen si

x€(CS1NCSy) =x €(0,3)N {(—00,—2] U2, +00)} = [2,3).
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14. 2x2 +7x —5<2x —2.
V¥ Ladesigualdad equivale a

2624+ 7x—5-2x+2<0 & 2x2+5x—3<0

Resolvamos la igualdad

-5+t /254+24 57 %;

2x245x—-3=0 =
X~ 4+ S5x = X 1 1 2

1
Y entonces 2x2 + 5x —3 =2 (x - 5) (x + 3); el signo de este trinomio nos lo da la tabla siguiente:

Signo de
1
Intervalo X+3|x— 3 2x2+5x—3
<-3|< ! +
x — — — —
2
3 ! +
=3
1
x>z > -3) + + +

Por lo que el conjunto solucién de la desigualdad propuesta es:

o}

N =

3x2—-27
- >
5—3x

15. 0.

9 1
YV Estadesigualdad equivale a )SC > 0, que se obtiene multiplicando la anterior por 3 La dltima
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desigualdad ocurre si

x2—-9>0 & 5-3x>0 obien x?-9<0 & 5-3x<0 &
& x2>9 & 3x <5 o bien x2<9 & 3Ix>5 &
&S |x|=3 & x<§ o bien x| <3 & x>§<:>
& x>30bienx <-3 & x<§ obien -3<x<3 & x>§<:>
& x € (—o0, 3] o bien X € (§,3].

Luego, el conjunto solucién es:

CS = (00, —3] U (23] .

Comentario: otra manera de resolver la desigualdad es mediante una tabla.

Como
x2—=9  (x+3)(x—-3)

5-3x 5—3x
también podemos averiguar cuando es no negativa, viendo el signo de cada factor

’

Signo de
x2-9
Intervalo x+3|[5=-3x|x-3
5—3x
5
x <=3 (<§<3> - + - +
5
—3<x<§(<3) + + - -
5
(—3<)§<x<3 + - - +
5
(—3<§<>3<x + - + -
x2-9 5
L , >0 & x€(—oo0,-3]U|( =, 3].
uego =3, 2 x € (—o0, 3] (3 ]
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16. x2+3x—6> 2.

¥ Completando un trinomio cuadrado perfecto

3)\? 3\?
x2+3x—622<:>x2+3x22+6<:>x2+3x+(§> 28+(§> &

< + 2>8+9<:> +32>41<:> 32> i <
tTa) =T SRY N I Y B W
N +3 - V4l
X+ > —.
217 2
Esta tltima desigualdad se cumple si
+3< 41 b +3>«/41<:>
X+5=-—5— obien x+5>—
oy < 41 3 bi - V4l 3 -
X<————- obien x>——-—
- 2 2 -2 2
V4l 43 . V4l =3
@ xr=-—7 obien x> T

El conjunto solucién de la desigualdad es:

s — (_OO’_«/H+3 y lJrlz_3’+°°> R (_«/ﬂ+3 «/H—3>.

2 2 2

< — e
_VA1+3 JA1-3

2

N

Comentario: otra manera de resolver esta desigualdad es la siguiente:

Observamos que
X +3x—-622 & x*+3x—-8>0.

Ademas
-3+ 49+ 32 -3+ 441 3F V41
xX243x—-8=0 & x = + = =— + .
2 2 2
Por lo que
5 34+ V41 3— V41
x“+3x—-8= x+T x+T .

Y de aqui se podria resolver directamente la desigualdad propuesta y comprobar el resultado que
obtuvimos por el otro procedimiento. O

17. 3x —3x2—=2>4x —9x%2 — 1.

Y Vemos que

3x=3x2—2>4x—-9x%2—-1 & 3x—3x>—2—-4x+9%*’+1>0 &
& 6x*—x—-1>0 & Bx+1D2x—1)>0.



1.8 Apéndice del capitulo 1 55
Esta tltima desigualdad se cumple si
3x+1<0 & 2x—1<0 obien 3x+1>0 & 2x—-1>0 <&
& 3x<-1 & 2x <1 o bien 3x > —1 & 2x > 1 &
1 1 1 1
& xf—g & xfi o bien xz—g & XEE &
1 1
& <—= bi > — &
X = -3 1 0 11en Xz
—00,—=| U |= .
. e[t oL
El conjunto solucién es:
1 1 11
CS=(-00,—z|U |5, 40| =R~ (-,
3 2 32
11
3 2
|
1.8 Apéndice del capitulo 1
1.8.1 Conjuntos
Ejercicios 1.8.1 Expresar por extension los conjuntos siguientes:
1. A= {xeR|2x+3=O}.
3 3
Y Yaque2x+3=0 & 2x=-3 & x:—E,entoncesA = {—5 }
|
2. B={xeR|3x>=4}.
YV Yaqueldx’=4 & xz—i & x—:l:\/?—:l:i en’conc:esB—{—i i}
q 3 3 ﬁ, \/55 3 .
|
3.C={xeR|[x*-1=0}.
V *-1=0&x>=1%x=31=1,entoncesC ={1}.
|

4. D={xeR|x*-1=0}.

V X*—1=0& 2+DE*-D=04 I+ Dx+Dx-1)=0 &
&S (x+)x—-1)=0 (yaquex>+1#0) &
& x+1=00bienx—1=0 &
& x=—lobienx =1 =
= D={—1,1}.
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5. E:{xeR|x3:4x}.

V ¥*=d4x & X}—4x=0 & xx’-4)=0 & x(x>?-2) =0 &
&S x(x+2)(x—-2)=0 &
< x=0obienx+2=00bienx—-2=0 &
< x=0o0bienx = —2obienx =2 =
= E=1{0,-2,2}.
Il
6. F={xeR|x?+2x—15=0}.
V 242x-15=0 & (x+5x—-3)=0 &
& x+5=00bienx-3=0 &
& x=-50bienx =3 =
= F={-53}.
O
7.G={xeR|x*-7x2+10x=0}.
V 3—7x2410x=0 & x(x>2=7x+10)=0 &
&S x(x=2)(x-5=0 &
< x=0o0bienx—2=00bienx—-5=0 &
< x=0obienx =2obienx =5 =
= G =1{0,2,5}.
([l
8. H:{xeR|x:x}.
¥ Ya que cada niimero x es igual a sf mismo, entonces x = x se cumple para todo nimero x.
Por lo tanto H = R.
O

9.1 = {xeR|x7éx}.
Y Ya que cada niimero x es igual a si mismo, entonces x no puede ser diferente de si mismo. Es
decir, no hay x tales que x # x. Por lo tanto el conjunto / no tiene elementos. Esto es

I = I (el conjunto vacio).

10. J={xeR|x2+1=0}.

¥ Yaque x? nunca es negativo, el menor valor que puede tener x? es cero (precisamente para x = 0).
Entonces el menor valor que puede tener x? + 1 es precisamente 1, por lo cual nunca puede suceder
que x2 + 1 = 0. Es decir, J no tiene elementos:

J = I (el conjunto vacio).
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11. Considerando el conjunto A = {1,2,3}, indicar si es falsa (F) o verdadera (V) cada una de las si-
guientes afirmaciones. Argumentar cada respuesta.

a.
b.

C.

2 € A d. {1,2,3,2,3} ¢ A.
{1,2} C A. e. {2} C A
{3,1,2} = A. f.OcC A

a. 2 € A: V,ya que el nlimero 2 es, en efecto, un elemento del conjunto A.

b. {1,2} C A: V, ya que {1,2} es un conjunto cuyos elementos (1 y 2) son también
elementos del conjunto A.

c. {3,1,2} = A: V, ya que los elementos de un conjunto se pueden escribir en el orden
que se quiera. Entonces {3,1,2} = {1,2,3} = A.

d. {1,2,3,2,3} ¢ A: F,yaque{1,2,3,2,3} = A, porlocual {1,2,3,2,3} C Ay vice-
versa.

e. {2} C A: V,yaque {2} tiene por elemento al nidmero 2 que también es elemento de
A=1{1,2,3)

f. @ C A: V, ya que el conjunto vacio J es subconjunto de cualquier conjunto, en par-
ticular del conjunto A.

12. Considerando los conjuntos 4 = {1,2,3,4,5}, B =1{0,2,4,6,8}, C ={1,3,579} vy
D =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, obtener los conjuntos siguientes:

ISR

0@ =~ 0 & n

AU B. i. D—B.
AUC. ji. BNC.
ANB. k. DUA.
ANC.
. DN A.
B— A.
C— A m. BUD.
BUC. n. CND.
D-—C. 0. (AUC)=(ANC).

AUB ={1,2,3,4,5}U{0,2,4,6,8} =1{1,2,3,4,5,0,2,4,6,8}=1{0,1,2,3,4,5,6,8}.

b. AUC ={1,2,3,4,5}U{1,3,5,7,9}={1,2,3,4,5,1,3,5,7,9} = {1,2,3,4,5,7,9).

ANB={1,2,3,4,5}N{0,2,4,6,8}={2,4}.
ANC =1{1,2,3,4,5}n{1,3,5,7,9}={1,3,5}.
B—A=1{02,4,68}—{1,2,3,4,5}=1{0,6,8}.
C—A=1{1,3,579}—1{1,2,3,4,5}={79}.

BUC =1{0,2,4,6,8}U{1,3,5,7,91=1{0,2,4,6,8,1,3,5,7,9} =.
=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = D.
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.D—-C=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}—1{1,3,5,7,9} = {0,2,4,6,8 } = B.
i. D—-B=1{0,1,2,3,4,56,7,89}-10,2,4,6,8}=1{1,3,5,7,9}=C.
. BNC =1{0,2,4,6,8;N{1,3,5,7,9}=0.
.DUA=DyaqueACD.

.DNA=Ayaque ACD.

.BUD=Dyaque B CD.

.CND=CyaqueC C D.

L (AUC)—(ANC).

Por el inciso (b) se tieneque AU C ={1,2,3,4,5,7,9}.
Por el inciso (d) se tieneque AN C = {1,3,5}.

Entonces,
(AuC)—(ANC)=1{1,2,3,4,5,7,9}—{1,3,5} ={2,4,7,9} .



CAPITULO

2

Funciones

2.2 Funcion real de una variable real
Ejercicios 2.2.1 Determinar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

1. f(x) =+5+x.

\ Df={xeR|f(x)eR}={xeR|«/5+xeR}={xeR|5+x20}=
={xeR|x>-5}=[-5+400) = Dy =[-5+00).

X

v Dg={xeR|g) eR}={xcR]| €R}={xeR[4?-9#£0}=

4x2 -9
=R—{x€R|4x2—9=0}=R—{xeR|x2=2}=R—{XER| |x|=§}=

4
33
—R- Rlx=+>t=r-{-272
{xe | x } {2,2}:

59
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3. h(t) = ~/8—73t.

v th{teR|h(z)eR}={teR|«/8—3teR}:{teR|8—3t20}:
8

:{IER|—3t2—8}:{t€R|t§§}:(—oo,§] =

8
= Dy = (—OO, —] .

3
O
, x2+x+1
=Gy
, PHx+1
v Dj:{xeR|](x)eR}:{xeR|ﬁeR}:
={xeR|x*-2x—8#0}=R—{xeR[x*-2x—8=0} =
=R—{xeR|(x-4)(x+2)=0}=R—-{xecR|x—4=00bienx+2=0} =
:R—{xeR|x:4obienx:—2}:R—{—2,4}i
= D;j=R—{-2,4} = (~00,~2) U (-2,4) U (4, +0) .
O
2y +5
5. oz(y):y)Z}le.
v Da={y€R|“(y)€R}={y€R|iﬁifER}z
={yeR|y’+1#0}=R—-{yeR|[y’+1=0}=R-0O=R =
= Dy =R.
O
V103
o B = e
v V10 =3x
Dﬁ:{xeR|,3(x)eR}:{xeR|xZ+7x_x6€R}:

:{xeR|«/10—3xeR&x2+x—67é0}:
={xeR[10-3x>0&(x +3)(x—2)#0} =
={xeR[3x<10&x+3#0&x—2#0} =

10
:{xeR|x§?&x7&—3&x7&2} =

10

—] —{-3.2}.

= Dﬁz (—OO, 3
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7. y(u) = Ju2 —u +6.
v D,={ueR|yw eR}={ueR|{w’—u+6ecR}=R =
= D, = R, ya que una raiz impar no tiene restricciones.
O
Jx—1
8. = .
00 9—2x
3
Y D¢={xeR|¢(x)eR}={xeR|J:V9)1_2iceR}:
= {¥eR|Vr—TeR&VI-2r e R&VI-2x#0 ] =
={xeR[9-2x>0&9-2x#0} ={xeR|9-2x>0} =
={xeR|9>2x}={xeR[x<§}$D¢=<—oo,§>.
O
)
9. F(x) = 2 .
x3—x
/9_ 2
Y DF={xeR|F(x)eR}:{xeR o ER}:
x3—x
:{xeR|9—x220&x3—x7éO}:{xeR|x2§9&x(x2—1)7éO}:
:{x€R||x|§3&x(x—1)(x+1)760}:
={xeR|-3<x=<3&x#0&x#1&x#-1} =
= Df =[-3.3]-{-1,0,1}.
O

10. G(x) = V/x+ 4+ V/5—x.

Y Dg={xeR|GmeR}={xeR|[Vi+ti+5-xeR}=
={¥eR|Vxt4cR&VE—xeR}={xcR[x+420&5-x20} =

={xeR|x>-4&x<5}={xeR| -4=<x=<5}=[45=>
= D¢ =[-4.5].
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2.3 Algebra de funciones

Ejercicios 2.3.1 Dadas las funciones f(1) =1>—9, g(y) =2y +15 & h(z) = +/10 — 3z, obtener:

L(f+80O).

YV (f+06G) =6 +g5) =[()-9+2(5) +15=25-9+ 25 =

=1645=21.
([l

2. (gf)(=3).

Y (g/)(=3) =g (3] = V2(=3) + 15 [(-3)> = 9] = VI [0] = 0. O

h

3. (=1 @).

(7)@

v (ﬁ)z_h(z)_\/m—m)_ﬁ_i_ 2 .

)P T T r9 T 5T

£ @-n(3)

(o)) ) [

8 2) ~8\2 2) 2 2 B
1 1 1 52—1 51
Il

5. (gh) (4).

Y (@)@ =[g@] @] =24 + 15 /10 -3(4) = V23 V-2.

Pero v/—2 ¢ R, por lo que V23 /=2 ¢R.

Entonces (gh) (4) no esta definida, es decir, 4 ¢ Dyy. O
6. (i> (-3).

g
v (i>(_8)=f(—8)= 82-9 _ 55
g g(=8)  \/2(=8)+15 -1
55

Pero v/—1 ¢ R, por lo cual ) ¢ R.

Entonces (g) (—8) no esta definida, es decir, —8 ¢ D . O
7. (g + h) (x).

Y (g+h)(x)=g(x)+ h(x) = V2x + 15+ /10 - 3x. O
8. (%) (x).

v (£>(x):g(x)_«/2x+15 0

f f) X297
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(fh) (x).

Y (fh) (x) = f(x)h(x) = (x% — 9)/10 — 3x. O
(h— f)(x).

Y (h—f)(x) =h(x)— f(x) = +/10 = 3x — (x2 = 9). 0

()

v (h—g>(x)_(h—g)(X)_h(X)—g(x)_J10—3x—J2x+15 .
f f(x) f(x) x?=9 '
(%) (x).
v (g) - U fWe) _ (29 /AFTS -
h h(x) h(x) V10 —3x
Los dominios de las funciones f, g & h.
Y El dominio de la funcién f es:
Dy={teR|ft)eR}={reR|*?-9eR} =R = D;=R.
El dominio de la funcién g es:
Dg:{yeR|g(y)eR}:{yeR|\/2y+15€R}:{yeR|2y+1520}:
15 15 15
El dominio de la funcién 4 es:
Dy={zeR|h(z)eR}={z€eR|VI0-3:eR}={zeR[10-3:20} =
10 10 10
foens ] (o8] e (]

([l

El dominio de la funcién: g + A.

¥ El dominio de la funcién g + h es:

15 10 15 10
Dg+h:ngDh: —7,4—00 n —OO,? = —7,? .

Il

El dominio de la funcién: <.
Y El dominio de la funcién % es:
D§ =Dy NDys)—{xeR|f(x)=0} =
([—175,+oo> ﬂR) —{xeR[x*-9=0}= [—175,+oo> —{-3,3} =

[—12—5,—3> U (=3,3) U (3, +00) .
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16. El dominio de la funcién: fh.

¥ El dominio de la funcién f# es:

10 10
thZDfﬂDhZRﬂ (—OO,?] = (—OO —] .

"3
O
17. El dominio de la funcion: 7 — f.
V¥ El dominio de la funcién i — f es:
10 10
Dh_fZDhﬂDfZ(—OO,?]ﬂRZ(—OO,?].
Ol
- ., h
18. El dominio de la funcién: —.
g
. h
¥ El dominio de la func:lon —es:
Dy = {hng} {xeR|gx)=0}=
g
15
:{( ] [ 7,+oo>}—{xeR|«/2x+1 :o}:
15 10 15 10 15
[—— —] {xeR|2x+15:o}:[ > 3] {—7}:
(1510
272 |
O

19. El dominio de la funcién: E
h
. . fg8
Y El dominio de la funcion T es:
D& = {ngﬂDh}—{x€R|h(x):O}:
h

:{(Dmeg)mDh}—{xeR|«/mzo}=
—{D;NDeNDy}—{xeR|10-3x=0} =

feo ) (23}
[ (=] (3)-
[E8-(2)-F2Y)
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20. El dominio de la funcién: g+ h.

Y El dominio de la funcion gt+h

+h

Dasn = {(Dewn) 0 (Pen)} = {x €R [ (gh) (1) =0} =
= {(

DgNDp) N (DgNDy)}—{x eR|gx)h(x) =0} =

= (Dg ﬂDh)—{xeR|g(x):Oobienh(x):O}:
:{[ ) (—oo,?]}—{xeR%/ijLl = 0obienv10-3x =0} =
[ 125,1 —{xeR|2x+15=00bien10-3x =0} =
15 15 10\ _
-5 E)s
15 10
(53)

2.4 Composicion de funciones

Ejercicios 2.4.1

1. Dadas las funciones f(x) = +~7—x & g(x) = |5—8x|, obtener el dominio de f, (f o g)(x) y el
dominio de f o g.

¥ Eldominio de f(x) = Dy es el conjunto de las x que satisfacen

T—x>0=7>x = x € (—00,7].
Por otro lado:

(feg)x) = flg)] = f(I5—8x]) = v/7—|5—8x].

Para calcular D f,,, recordar que D s, = {x € Dg|g(x)e Dy }

Primero: se ve de inmediato que Dg = R

Segundo:

gx)eDy = gx) €(—00,7] = |5-8x[|<7T = -7T<5-8x <7 =

L onesr<2o 2oy 230 0 1

8 8 2~ 4

13
:xe[—z 2:|

Las dos condiciones anteriores nos dan
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2. Dadas las funciones f(x) = /9 —2x, g(x) = |3x — 4| & h(x) = x2—5, obtener (%) (x) & (fog)(x),

asi como los dominios de las func1ones & fog.

Y Calculamos

(i) ) = f(x)  V9-2x
Ch(x) x2-5"

(fog)x) = flg()] = f(|3x —4]) = V9 —2[3x —4].

Tenemos ast:

Df:{X€R|9—2X20}:{X€R|922X}:{X€R|§2X}: (—oo,g];

D¢ =R & D =R;

e Dy = {xeDsNDy|h(x)#0} =
(- nrlv-spod = fre (-] [ 45}
el )b (= o)

. ] V55 )

Por tultimo:

9
R||3x—4|<= ;.
{xe ||x |_2}

D(fog):{xeDg|g(x)eDf}:{xeR| |3x —4]| € (‘“%H

Pero 9 9 9
|3x —4| < -~ equivalea — - <3x -4 < —;
2 2 2
sumando 4
9 9
4——§3X§§+4
8—-9 9+ 8 1 17
—— <3 <— =3 ——<3x<—
2 2 2 2
. 1
y multiplicando por gz
1< <17 o re 1 17
6_x_ 7 X |

Entonces:

3. Sean las funciones f(x) = +/x + 3 & g(x) =

a. Dominiosde f, g, f + g & fg.
b. flg(=3)], g[f(6)] y el dominio de g[f(x)].
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v a. Calculamos
Df={xeR|[x+3>0}={xeR|x>-3}=[-3,+00);
Dg={xeR[x*-5#0}={xeR|[x*#5} =
:{xeR| |x|¢J§}=R—{—«/§,«/§};
Df+g=DfﬂDg=[—3,+oo)ﬂ{R—{i«/§}}:[—3,+oo)—{j:«/§}:
=[-3,—/5) U (=5, 4/3) U (/5. +0);
Dyg=DsNDg=Dyig=I[-3—-5U(=V5+5 U5 +o0).

b. Tenemos asf:

i
glf(6)] = g(v6+3) =g(v9 =¢(3) =

¥-5 9-5 4
Dgofz{XEDf|f(x)€Dg}:{xe[—3,+oo)|«/x+3géj;«/§}:

:{xe[—3,+oo)|x+3755}:{xe[—3,+oo)|x762}:
=[-3,2) U (2, +00).

4. Sif(x):x3+2&g(x):xzj:

a. Encuentre los dominios de f y de g.

b. Dé las reglas de correspondencia asi como los dominios de las siguientes funciones:

§
=; of & fog.
7 gof&fog

a. Dy =RyDy; =R—-{1}.

b. Calculamos:
2

(5) (= 8% _ xo1 2
f ) T X427 G-DE 4

Observamos que:
DfNDg=R—{1}
y que

fx)= 0six?+2=0,esdecir, si x> = =2 o bien x = N, -2;
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luego:

D§=R—{1,«/—_2};
(go ) =g/ =g(® +2) = — == = .
g A T2 -1 ol
Dgog ={xeDs|f(x)eDy}={xeR|[x¥>+2#1}={xeR|x*#-1}=

={xeR|x;é «3/—_1}={xeR|x7é—1}=R—{—1};

3
(rogi = flewi =1 (+27) = (125 +2-

x—1
842X —3x24+3x—1)  2x*—6x2+6x+6
B (x—=1)3 B (x—1)?3

2
Dfog={xeDg|g(x)eDf}:{x7é1‘ — eR}:R_{l}’

; y también

X

e R.

pues x # 1 implica que !

O

1
5 81 f(x) =v4—x & g(x) = po obtener, reduciendo a su minima expresién: (f-g)(x) & (go f)(x).

En cada caso proporcionar el dominio de la funcién.

¥ Tenemos

(f ) = VA—x = LI
x2—1 x2—1
1 1 1

(gof)(x):g(v4—x):(m)2_1 T4—x—1 3—x°

Como
Df:{xeR|4—x20}:{xeR|x§4}:(—oo,4]
y
Dg:{xeR|x2—17éO}:{xeR| |x|#1};
Dy =R—{-1,+1},
hallamos:

Dy =(—00.4]N{R—{£1}} = (—00.4] — {£1} = (—00,—1) U (=1, 1) U (1,4];
DgOf:{XEDf|f(x)€Dg}={x§4|~/4—x¢:l:1};

y finalmente v/4 — x = £15si4 — x = 1; es decir, si x = 3 y por lo tanto:

Dgosr = (—00,4] = {3} = (—00,3) U (3,4].

6. Sean: f(x) =+Vx+1 & g(x)=

x24+1
a. Obtenga los dominios de f y de g.
b. Obtenga reglas de correspondencia y dominios de las funciones f + g, f/g, fog, go f.
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\/ a. Vemos que:
Dy={xeR|x+1>20}={xeR|x>—-1}=[-1,+00);
D, ={xeR|x*>+1%#0} =R (nétese que x> + 1 > 0 para cualquier x € R).
b. Los dominios que se piden son:
Df+g=DfﬂDg=Df=[—1,—|—OO);
D%={Dmeg}—{xeDg|g(x)=0}=Df—@:Df=[—1,+oo);
Dfog:{xeDg|g(x)eDf}:
1 1
:{x eR pea 2—1}:]I§,puesxz_‘_1 >0>—1;
Dgof:{xeDf|f(x)eDg}:{xe[—1,+oo)|«/x+1€R}:[—1,+oo),
puesx € [-1,400) = x>—-1 = x+1>0 = Vx+1eR.
Las reglas de correspondencia que se piden son la siguientes:
(f+9x)=vx+1+ 2+1
(L) =270 =t v
x2+1
1+x>+1 x? 42
(F o0t = Fle =/ (57 ) = \/x2+1 \/ x4 _\/xZ—H’
(50 )W) = gl =8VFF D = = = T =
|

4
7.8 f(x) =+/|3—4x|—4,g(x) =3 -2x &h(x) = poa—Y encontrar:
a. El dominio de f.
b. Los dominios de g y de .
c. (hog)(x)yeldominiode/og.
v
a. La funcién f(x) esta definida siempre y cuando el radicando sea no negativo
|3—4x|—4>0 = |3—4x|>4.

Esta tdltima desigualdad es equivalente a las siguientes:

3x—4<—4 o bien 3x—4=4
7 < 4x o bien —1 > 4x;
7 1
1 <x o bien ~2 > x;
U + bi € !
e |-, ien X —00, — | .
X 1 00 0 1
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Por lo tanto:

b. De igual manera g(x) esta definida si

3
3-2x>0=3>2x = sz.

3
Dy = (-0, 2] .
= ()

Seveque D, =R —{—-2,2},yaque x = —2 & x = 2 son los ceros o raices de x? — 4.

Por lo tanto:

c. Calculamos:

4 4 4

(V3_2x)2—4 —l-2x  2x+1’

X € Djog si cumple dos condiciones simultdneamente:

(hog)(x) = hlg(x)] = h (¢—3 - Zx) -

3
i xeDg = xe(—oo,i].

ii. Yg(x)eDp = V3 -2xeR—-{-2,2}.

Nos preguntamos para qué valores de x la raiz cuadrada es iguala —2 y a 2.
Nunca es igual a —2 ya que es no negativa.

1
V3=2x=2=3-2x=4 = 2x=1 ix:—i.

Tenemos entonces que:
3 1 1 13
Dhog = (=00, 5| =y =5 ¢ =|—00.—5|Ul—5.5]|-
2 2 2 2°2

8. Dadas las funciones f(t) = +/t +3,g(z) =z2—-1 & h(w) = +/5 — w, obtener:

(%) (x), (g 0 H)(x) & (f 0 £)(x).

asi como los dominios de las respectivas funciones.

¥ Calculando (%) (x) tenemos:
(f+h>( )= (f+hx)  f)+h(x) Vx+3+V/5-x
g Y= gx)  x2-1 x2—1 '

Dominios:
Dy={teR|t+3>0}={reR|t>-3} =[-3,+00):
Dy =R;
Dh:{weR|5—w20}:{weR|w§5}:(—oo,5].
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Luego,
Dssp ={DsyNDyNDg}—{xeR|gx)=0}=
) =[-3,+00) N (-00,5] = {£1} = [-3,5] - {£1};
(goh)(x) =glh(x)] =g(vV5-x)=(V5-x)?-1=5-x—1=4—x;
Dgon = {x € Dy | h(x) € Dy } = {xe(—oo,S] |meR}:(—oo,5];
(f o)) = flg()] = f(* =) = Vx> — 1 +3 = Vx2 +2;

Dfog:{xeDg|g(x)eDf}:{xeR|(x2—1)e[—3,—|—oo)}:
={xeR|[x*’-1>-3}={xeR|x*>-2} =Rpuesx®>>0> 2.

9. Sean f(v) = v2 —2v —3 & g(u) = /3 — u, determine:

a. Los dominios de f & g.

b. (f og)(x) & (g o f)(x), indicando el dominio de cada una de las funciones.
\

a. Dominios:
f(v) = v?—2v — 3 es una funcién cuyo dominio es Dy = R.
El dominio de la funcion g(u) = v/3 —u es:

Dy ={ucR|gw eR}={ueR|V3i-uecR}=
:{u€R|3—u20}:{ueR|32u}:
:{u€R|u§3}:(—oo,3].

b. Calculamos:
(fog)x) = flg(x)] = f(V3—x) =
=W3-x)?-2V/3—-x-3=3—-x-2V3—-x-3=
= —x —243—x;

Df°g:{XEDg|g(X)€Df}:
:{xE(—oo,3]|«/ﬁeR}:{x§3|3_x20}=
={x=3|x =3} =(-003;

(g0 )x) =glf()] = g(x® —2x=3) = \/3—(x2 —2x —3) =
=V3-x2 42 +3=V-22+2x +6

Dgoy ={xeR|xeDs& f(x) €Dy} ={xeR|[(x* —2x —3) € (—00,3] } =
={xeR[x*-2x-3=<3}={xeR|x*-2x—-6=<0}.
Ahora bien x? — 2x — 6 = 0 cuando

2+ /4424 2428 2+£247
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ademds x? — 2x — 6 < 0 cuando
(x—1=VT)(x =1+ +/7) <0.
Esta tltima desigualdad se cumple cuando
Xx—1-+7<0 & x—1++/7<0 obien x-1-+v7<0 & x—-1++/7=0;
x<1+7 & x<1-=47 o bien x<1+7 & x<1-=47;
xXeW o bien xe(l—ﬁ,1+ﬁ),
es decir, cuando 1 — /7 < x <1 + /7. Luego,
Dgoy ={xe€Dys|f(x)eDg} ={xeR|x*-2x-3<3}=
={xeR[x?*-2x-6<0}=[1-V7.1+ 7]

10. Sean f(x) = vV/x —1& g(x) = |3x + 2|, determine:

a. Los dominios de f & g.
b. (f og)(x) & (g o f)(x) indicando el dominio de cada funcién.

A\
a. El dominio de f(x) = v/x — L es:
Df={xeR|«/leeR}:{xeR|x—120}={xeR|x21} =
= Dy =[l,+00).
El dominio de g(x) = |3x + 2] es:
Dy, ={xeR|[3x+2|eR} =R = D; =R.

b. Calculamos:

(f o)) = flgW] = Vex) —1=V]3x +2| - 1;
Dfog:{xeDg|g(x)eDf}:
={xeR|gx)e[l,+o0) } =
={xeR| |3x+2|€[1,—|—oo)}:
={xeR||3x+2|>1}=
={xeR[3x+2<—lobien3x+2>1} =
:{xeR|3x§—3obien3x2—1}:

1
:{XER|X§—10bienx2—§}:

= (—o0,—-1]U [—é, —|—oo> =

1
-&- (-1.-3);
3

(g0 ) =gl/)] = g(Wx—1) = [3vx—1+2;
Dgos ={x€Dy| f(x) €Dy} =
={x€[1,+oo) |«/leeR}:
={xe[l,400) [x-120} =
={x=0[x>=1}=][1,+o00).
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11. Dadas las funciones f(t) = v/t — 11 & g(u) = |2u — 1|, obtenga (f o g)(x), (g o f)(x) y los dominios
de las funciones fog & go f.

V Setiene Dy = [11,+00)y Dg =R.

(fog)x) = flg@)] = f(2x—1)) = v|2x —1| 11

y su dominio es:

Dfog:{xeDg|g(x)eDf}:
={xeR|[2x—1|€[ll,+00) } =
={xeR||2x—1|>11}=
={x|2x—1<-llobien2x—1>11} =
= {x|2x§—100bien2x212}:{x|x§—50bienx26}:
= (—00, =5] U [6, +00) = R — (-5, 6).

(g0 N = gL/ = 12/(x) = 1| = |2vx =11~ 1
y su dominio es:
Dgor ={x€Dys|f(x)eDg} =
={xe[11,+oo) |«/x——lleR}=

={x>=11

x> 11} =[11,400).

12. Si f(x) = x? 4+ 2x + 2, encuentre dos funciones g para las cuales (f o g) (x) = x? — 4x + 5.

¥ Tenemos

(fog)(x) = flg(x)] =x*>—4x+5

y también
fle@)] = [g()]* +2g(x) +2:
luego:
[g)P +2g(x) +2=x*—4x+5 & [g)]* +2g(x) —x* +4x -3 =0.
Usandoa = 1,b =2y ¢ = —x? + 4x — 3 para resolver la cuadratica obtenemos:
2(x) = —2:&:\/4—4(2—x2+4x—3) Y e syl
=—1+Vx2—dx+4=-14+/(x-22=
=—1+|x—2]

y de aqui que encontremos dos soluciones:

14 (x—2) six—220_{x—3 six >2;

xX)=—14+|x-2|= =
g1(x) | | {—1+(—x+2) six—2<0 —x+1 six<2

—1-(x=2) six—220_ —x+1 six>2;
—1—(—x+2) six—-2<0 |x-3 six<2.

gz(x):—1—|x—2|:{
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2.5 Grafica de una funcion real de variable real
Ejercicios 2.5.1

1. La ecuacién x? + y? = 1 representa a una circunferencia de radio 1 y centro en el origen. ;Puede
considerarse a esta curva como la grafica de una funcién? Justifique su respuesta.

¥V La circunferencia x? + y? = 1 es una curva plana. No puede ser considerada como la gréfica
de alguna funcién y = ¢(x), puesto que a cada ntimero —1 < x < 1 le corresponden dos valores
diferentes de y que son y = £+/1 — x2.

Es decir, a cada x € (-1, 1) no le corresponde un tinico valor de y.
|
2. La ecuacién y? = x representa a una pardbola en el plano xy. ;Puede ser considerada esta pardbola
como la gréfica de una funcién y = f(x)? Justifique su respuesta.
¥V Lapardbola x = y? es una curva plana que se abre hacia la derecha con eje horizontal.

A cada ntimero x > 0 le corresponden dos valores diferentes de y que son y = +/x.
y

(e, p1) = (x, /%)

2 ==—-=

(x,¥2) = (x,—/X)

Entonces esta curva no puede ser considerada como la gréfica de alguna funcién y = ¢(x).
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Las curvas de los tres siguientes apartados son grdficas de funciones y los puntos A y B no pertenecen a dichas
gréficas. Determinar dominio, rango y el niimero de raices de cada funcion.

3.
y
B(7,15)
\ > X
|
|
|
|
A(-1,-7) O
V¥ El dominio de la funcién y = f(x) es: Dy = (—1,7).
El rango de la funcién y = f(x) es: Ry = (=7, 15).
La funcién y = f(x) tiene s6lo una raiz, que es negativa.
([l
4.

V¥ Eldominio de la funcién y = f(x)es: Dy = (=3,8] —{7}.
El rango de la funcién y = f(x)es: Ry = (=5,15]—{5}.

La funcién y = f(x) tiene 3 raices.
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El rango de la funcién y = f(x) es: Ry = [—1,9].
La funcién y = f(x) tiene una raiz x # 4.
O

Mediante una tabla de valores, obtener un bosquejo de la grifica de las funciones de los cuatro siguientes apartados.
Determinar ademds (en cada caso) dominio, rango y raices de la funcién.

6. f(x)=3x+1.
v

x| S| PGy
—1| =2 | A(-1,-2)
0] 1 B(0, 1)

1| 4 C(1,4)
2| 7 D(2.7)

y
y=3x+1
T X
|
A(-1,-2) !
El dominio de f es: Dy = R.
Elrangode f es: Ry = R.
1
La funcién f tiene una raiz: x = ——. O

3
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7. g(x) =x>—1.
v
x | g | Px.y)
-2 3 A(=2,3)
-1 0 B(—1,0)
0 -1 | C(0,-1)
1 0 D(1,0)
2 3 E(2,3)
El dominio de g es: D, = R.
El rango de g es: Ry = [—1, +00).
La funcion g tiene 2 raices: x = —1 & x = 1.
Il

3 8
8. h(x) =—-2 con —§<x<§.

v
x | h(x) P(x,y)
3 3
—Z | =2 | A|-%,-2
2 (2’ >
8 8
e ) Bl-=,-2
3 (3’ )
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_3 8
2 3
T T x
| |
| |
| |
\ y=-2 \
4 L

El dominio de & es: Dy, = (—%, g)
Elrangode hes: Ry ={-2}.

La funcién £ no tiene raices.

9. f(x)=3—-2x con —-1<x<4.
A\

x | fx)| P(x,y)
-1 5 A(-1,5)

[
[
[
[
I y=3-2x
\
\
\
[
|

El dominio de f es: Dy = [—1,4).
Elrango de f es: Ry = (-5, 5].

. . 3
La funcién f tiene una raiz: x = 7
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5
10. g(x) =4—x2 con —2<x§5.
A\
x | g(x) P(x,y)
21 0 A(=2,0)
0 4 B(0,4)
5 9
R VERY
2 4 2 4
y
B(0,4)
y=4-—x?
Bl
A(=2,0) 2
T X
2\ |
!
!
9 5 9
B C(z*z)

5
El dominio de g es: D, = (—2, 5] .

9
Elrango de g es: R, = [—Z, 4].

La funcién g tiene sélo una raiz: x = 2.

2.6 Tipos de funciones

Ejercicios 2.6.1

1. Dada la funcién f(x) = +/x2 + 3x, sefale si es par, impar o ninguna de las dos cosas.
Y A simple vista parece que no es par ni impar, lo cual podemos comprobatr, ya que:

1€ Dy, pero —1¢ Dy;luego, f(—x) = £ f(x) nose cumple parax = 1.

Por lo que f no es par ni impar.

1% 4 ~ . . .
2. Dada la funcién f(x) = v/x3 — x, sefiale si es par, impar o ninguna de las dos cosas.
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¥ A simple vista parece que no es par ni impar, lo cual podemos comprobar, ya que:
2€ Dy, pero —2 & Dy;luego, f(—x) = £ f(x) no se cumple para x = 2.

Por lo que f no es par ni impar. O

, 2x° —x : , .
. Dada la funcién f(x) = ———, sefiale si es par, impar o ninguna de las dos cosas.
x

+1
Y Esimpar puesto que:

Flex) = 2(—x)3 — (-x) _ 2(—x3) + x _

()2 +1 x24+1
24 x (2% +x)
Tox241 T X241
2x3 —x
Il
. Si f es par jserd g(x) = (x? + 1) f(x) par?
Y Si, puesto que:
g(=x) = [(=x)> + 1]/ (=x) = (> + D f(x) = g(x).
(I
. Si f & g son impares jsera h(x) = (f + g)(x) impar?
Y Si, puesto que:
h(=x) = (f + &)(=x) = f(—x) + g(—x) =
=—f(x)+[-gx)] =—fx) —gx) =
=—-[/()+gX)] =-[(f +X)] =
= —h(x).
Y de aqui que:
h(x) = —h(—x).
(Il

. La funcién f es par, y parte de su grafica es la figura siguiente:
y

y=fx)

a. Complete la grafica de f.
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b. Obtenga su dominio, raices y rango, y ademas determine a partir de la grafica completada las
soluciones de f(x) > 0y de f(x) <0.

4 a. La grafica completa es:

y=f(x)

b. Su dominio: Dy = (—o0, =2) U (2, +00).
Raices: x = —8, —4,4 & 8.
Rango: Ry = {—4}U[-2,4].
f(x)>0 & xe(-8,—4)U(—4,-2)U (2,4) U (4,8).
f(x) <0 & x € (—o0,—8) U (8, +0).

7. Si f es una funcién par cuya grafica para x > 1 es la que se indica en la figura,

completar la gréfica, indicar su dominio, sus raices y su rango.

V Lagrafica completa es:
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Dominio: Dy = [-5,—-1) U (1, 5].
Raices: x = —4,x=-2,x=2&x =4.
Rango: Ry = [-3,2).

O
8. Sea la funcion
—2x—5 si —4<x<-2;
SX)=¢x2+1 si—-2<x<3;
7 sid<x.
a. Obtener su grafica.
b. Determinar su dominio y rango.
c. Calcular: f(—4), f(=3), f(=2), f(0), f(3), f(5) & f(1000).
v a. La gréfica de f es: ’
. -
|
N
| X
-4 -3 \—2 .
b. Dy = [~4,+00); Ry = [~1,10].
e f(9=3,f(=3)=1f(-2)=-1,f0)=1, f3) =10, f(5) =7 & f(1000) = 7.
O

9. Dada la siguiente funcién
—|x+2| six <-2;

gx)=<¢A/4—x2 si—-2<x<2;
x—2 six >2.

Obtenga su gréfica y diga si es par, impar o ninguna de las dos. Determinar su rango.
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¥ Observemos que x < —2 implica que x + 2 < 0, luego para este caso:
X +2=—(r+2) = —|x+2| =[x+ 2] =¥ +2
sabemos que la grafica de y = x + 2 es la recta de pendiente 1 y de ordenada en el origen 2.
Si hacemos g(x) = y, vemos que para —2 < x < 2 tenemos
y:m = 12 =4—x2 =2 x24+y?=4 = (x-02+ (y —0)? =22,

que es la circunferencia de centro en el origen y radio 2; asi y = +/4 — x2 es su semicircunferencia
superior; y = x — 2 es la recta de pendiente 1 y ordenada en el origen —2; luego, la gréfica de g es:

y

y=g(x)

No es par ni impar; ademas Rg =R. O
10. Sea
xX+5 six < —5;
fx)=<{V/25—-x%2 si—-5<x<5;
5—x six>>5.

Esboce su grafica, obtenga el rango, las raices y diga si es par, impar o ni una cosa ni la otra.

¥ Grafiquemos primero la funcién:

a. Parax < —5,1a graficade f eslarectay = x + 5.
b. Para x > 5,la gréfica de f eslarectay =5 —x.

c. Para —5 < x < 5sihacemos f(x) = y nos queda y = v25 — x2.

Elevando al cuadrado esta igualdad obtenemos
y2=25—x* = x* 432 =25 = (x -0+ (y -0 =5
que representa a la circunferencia con centro en el origen y radio 5.

Luego, y = ~/25— x? representa la semicircunferencia superior y la grifica nos queda de la
forma siguiente:
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y=f®

Notese que para x < —5, la grafica es parte de la

recta y = x + 5, de pendiente 1 y ordenada en el

origen 5. Y que para x > 5 la grafica es parte de la recta y = —x + 5, de pendiente —1 y ordenada en

el origen también 5.

Ahora observamos que Ry = (—00, 5], que las raices son x = 5 y que la funcién es par pues su

gréfica es simétrica con respecto al eje de las y.

|
11. Graficar la siguiente funcién
—2z+4 siz < -2
G(z) = 222 —1 si —2<z<2;
1
3 siz > 2.
YV Tabulando:
G(-3)=10, G(-27)=8,G(-2)=7 G(-1)=1,
1
GO=-1, G1)=1,62)=7& G2")= X
La gréfica de la funcién G es:
¥
\
77777777 10
!
!
!
!
!
!
!
| y=G()
!
!
!
!
!
!
! b
‘ X
-3
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12. Considere la funcién
2x2 +3x—3 six € (—00,0];
o) = el
—2x+3 six € [3,400).
Obtener dominio, raices, gréfica y rango de dicha funcién.

¥V Primero el dominio: Dy = (—00,0] U [3, +-00);

-3+4/9+24 -3+.33 0.6861407;
2x*+3x—-3=0 & x = i A
4 4 —2.1861407;
-3+ 433 -3-433
pero + > 0; por lo tanto no es raiz de f a diferencia de x = — < 0 que siloes.

3 3 3
Por otraparte 2x +3 =0 & x = 57 pero 5 < 3, luego, x = 3 tampoco es raiz por lo que la tinica

. -3 —-4/33
raizes x = ————.
4
Como
3 3 9 9 3 9 9
2x2 —3=2(x*+Zx)-3=2(x+x+——-—)-3=2(x*+x+—)-3—-=
X +3x -3 (x +2x> 3 (x +2x+16 16) x+2x+16 3
P AN
B 4 8’

s 2 . s 3 33 . .
la grafica de y = 2x* + 3x — 3 es una parabola de vértice en —3 g ) Quese abre hacia arriba.
Ademés otro de sus puntos es (0, —3).

La grafica de y = —2x + 3 es la recta de pendiente —2 y ordenada en el origen y = 3.

Concretamente, dos de sus puntos son (3, f(3)) = (3, =3) y (4, f(4)) = (4, =5).

Luego, la grafica de la funcién f es:

y=s5x

~ —2.18

Rango: Ry =R.

13. Sea
—x2—2x+3 si—-3<x<-1:
fx)=<4 si|x|<1;
x2—2x-3 sil<x<4.
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a. Proporcionar el dominio y raices de f.

b. Hacer un bosquejo gréfico y hallar el rango.

a. Dominio: Dy =[-3,4] — {—1}.
Para -3 <x < —1, f(x) = —x2 —2x + 3.
La grafica de f(x) = —x? — 2x + 3 es una parabola con eje vertical que se abre hacia abajo.

Ademas

y=—x>-2x+3=—x-2x—1+143=—x*+2x+1)+4 =
= y=—(x+1)7>+4

tiene vértice en el punto V(—1, 4) y raices en

24 VAT _ 244

—x?—2x+3=0 =
X x + & X ) )
2+4 6 2—-4 2
< x:%:_—2:—3obienx:_—2:_—2:1.
Pero x = I no esraiz yaque 1 ¢ [-3,—1).

Para —1 < x < 1 se tiene que f(x) = 4.

La grafica es pues el segmento de recta horizontal que va del punto (—1,4) al punto (1, 4) sin
incluirlos. (Néteseque x| <1 & —1 <x < 1.)

Paral <x <4, f(x) = x2 —2x — 3.
En este caso su grafica es una pardbola con eje vertical que se abre hacia arriba.

Ademas
y=x>—2x—-3=x>-2x+1-1-3=(x—-1)>—4
tiene vértice en el punto W(1, —4) y raices en
(x—12-4=0% (x—1-22=0 &
S [x-D-2[x-1)+2]=0 & (x—=3)(x + 1) =0; por lo cual

x = 3 ytambién x = —1.

Pero x = —1 no es raiz, pues —1 ¢ [1, 4]. Entonces las raices son: x = -3 & x = 3.

b. Tabulamos f(4) =4> - (2x4)—-3=16—8—-3 = 5.

La gréafica que corresponde a f con todas esas caracteristicas es:
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y
5 777777777
|4 4 |
I B [
| |
y = f(x) 1 }
| |
| |
| |
| |
| 1 3 |
@ ‘ T L X
-3 -1 ‘ 4
|
|
|
|
|
|
|
_4 I
w

El rango de la funcién f es: Ry = [—4,5].

14. Sea la funcion
2x24+x—1 si—-2<x<0;

fx) =<3 si0<x <2;
—3x+1 si2<x<4.

a. Proporcionar el dominio de la funcién, sus raices y su paridad.
b. Hacer un bosquejo de la gréfica y hallar el rango.
v
a. El dominio de la funcion f es:
Raices:
Para x € [-2,0), f(x) = 2x? + x — 1 es una funcién cuadratica, cuya gréfica es una parabola

vertical que se abre hacia arriba a partir de su vértice (—— —§> y cuya abscisa se encuentra en

4 9
el intervalo [-2, 0). Esto es claro ya que

2
2%+ x—-1=2 xz+lx+L -t x+l —2.
2 16 8 4 8

Las raices de esta pardbola cumplen

-1+ 148 —-1+3
2x24x-1=0 & x = 1 + = 1 , de donde
—-143 2 1 —-1-3 —4

= :—:—& = :—:—1’
At 4 4 2 4 4

1
pero x1 = 3 no esté en el intervalo [-2, 0).
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Para x € [0,2), f(x) = 3 es una funcién constante cuya gréfica es un segmento de la recta
horizontal y = 3.

Para x € [2,4], f(x) = —3x + 1 es una funcién lineal cuya grafica es un segmento de la recta
y = =3x + 1, limitado por los puntos (2, —5) y (4, —11).

Paridad:

La funcién f no es par, ni impar.
b. Un bosquejo de la grafica de la funcién f es:

-11 r—H—H—— — —

9
El rango de la funcién f es: Ry = [-11,-5]U (—g, 5].

15. Hallar el dominio, graficar y determinar el rango de las funciones:

—x2 six <0;
a. fix)y=+«1 si0<x <1;
x24+1 sil<x.
2x
b. = .
&) | x|+ 2x
\{

a. El dominio de la funcién f es: Dy = R. Y su gréfica:

y=f(x)
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El rango de la funcién f es: Ry = (—00,0] U {1} U [2, 4+-00).
b. Tenemos
X+ 2x six >0 3x six >0;
x|+ 2x = =
—x+2x six <0 x six<O.

Luego, | x | + 2x = 0 tinicamente si x = 0 por lo cual el dominio de la funcién g es:

D, =R—-{0}.
También
2x .
3x six >0 = six > 0;
g(x) = =
2x . .
— six <0 2 six <O.
X
Cuya grafica es:
y
2
5 y=g(x)
=X
X

2
El rango de la funcién g es: R, = { 3 2 }

16. Determinar dominio, raices, un esbozo de la grafica de la siguiente funcién y su rango.

2—|x+4+3] si—-3<x<l;
X) =
S ) {1+2x—x2 six>1.

¥ Six > —3,entonces x + 3 > 0, por lo que | x + 3| = x + 3, entonces:

2—(x+3) si—-3<x<l;
S = {1+2x—x2 six > 1;

simplificando:

14+2x—x% six>1.

fu):{—x—l si—3<x<l:

Su dominio: Dy = (=3, +00).
Raices: como —x —1 =0 = x = —1 esunaraizde f y como
-2+ /444 22
JiTE _ s

1+2x—x2=0= x= —— Y " T 1"~
+2x —x X ) 7
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las raices de f son x = —1&x = 1 + +/2. El niimero x = 1 — +/2 no es raiz ya que no est4 en el
intervalo [1, +00).

Puestoque —x? +2x+1=—(x>-2x+1)+2=—(x—1)?+2 = y = —x?+2x + 1, es una parabola
de vértice (1, 2) que se abre hacia abajo.

Un esbozo de la grafica de la funcién f es:

y
2
y = f(x)
} X
2
Elrango de f es: Ry = (—o0,2]. O
17. Dada la funcién
4 six < —3;
flx) = |x2+x—2 si—3<x<1;
1—x six>1.

v

a. Trace su gréfica.

b. Determine su dominio, rango y raices.

a. Para x < —3,1a grafica de f es una parte de la recta horizontal y = 4.

Y para x > 1, la gréfica de f es parte de la recta de pendiente —1 y ordenada en el origen 1, que
casi llega al punto (1, 0). Otro punto de esta recta es (2, —1).

La parabola

11 1> 9
2 2
= — 2 = _ — - — 2 = — —_—
y=x"+x x+x+4 1 <x+2> 1
. o L9\ ... . . . .
tiene su vértice en ~377) dirige su concavidad hacia arriba y corta al eje de las x cuando

X4+x—-2=0% x=

1+ JTFS  —14+3 1
2 2 ) =2

por eso x? + x —2 > 0 si x es menor que —2 o bien mayor que 1.

Entonces en el intervalo [—3, 1] la pardbola y = x? + x — 2 es positiva en [-3, —2) y es negativa

en (—2,1].

Siendo asf:

x24x-2 six e [-3,-2]:

) A
f(x)—|x +x 2|_{_(x2+x—2) six e (=2,1].
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Por lo anterior su grafica es un segmento de la pardbola y = x? + x — 2 “sobre” [-3,—2] y el
reflejo con respecto al eje x de tal pardbola en el intervalo (-2, 1].

La gréafica de f es:

b. Dominio: Dy = (—o0, +00) = R.
Rango: Ry = (—o0, 4].
Y raices: x = -2 & x = 1.

18. Dada la siguiente funcién
[3x +1] six <0;
fx)=<x2+1 si0 < x < 3;
-3 six >3,

obtener la grafica de f, su dominio, su rango y sus raices.
1
Y Notemos primeroque3x +1>0 & x > _5; entonces,

1

—3x—1 six<—=;

[3x+1| = 3
3x +1 si—§§x§0.

Siendo asi, la gréfica de la funcién f es:
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19.

1
Para esta grafica hemos tabulado los valores: f(-2) =5; f(-1)=2; f (——) =0;

3
fO=1 fH=2 f2)=5 & [f@B)=10.
Dominio: Dy = R.
Rango: Ry = {—3} U [0, +00).

Y la tinica raiz es x = ——.

3
]

Sea

—x+7 six < —5;

2 si—5<x<-3;

fy={4=x*] si—=3<=x<3;

2 si3<x<6;

—_x+z six >6.

6 6 -
Determine:

a. Grafica y rango de f.

b. ;Es par o impar f? Justifique su respuesta.
\
a. Caleulamos f(—10) = 17, f(=57) = 12, f(57) = 2, f(-37) = 2, f(-=3") = 5, f(-2) = 0,
FQ) =0, fG7) =5, f3") =2, f(67) =2, f(6) = ¢ & f(12) = .

Y observamos que

|4 2| 4—x2 5i4—x2>0 & x2<4 & |x|<2 & 2<x<2;
-
x2—4 si4—x2<0 & x2>4 & |x|>2 & x>20bienx < 2.

Por lo tanto, la gréfica de f es:

Elrangoes: Ry = (—o0, 5] U (12, +00).
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b. En la gréfica se ve que la funcién no es par ni impar, porque no es simétrica ni con respecto al eje
de las y ni con respecto al origen.

Por ejemplo, vemos que f(6) # f(—6).

20. Graficar la funcion
2x + 3 six < —1;

fx)=<V1—-x2 si—-1<x<I;

|x—=3] six>1.

V Lagrafica de y = 2x + 3 es la recta de pendiente 2 y ordenada en el origen 3.

Como
y=vV1-x2 =y =1-x* = x* +y* =1,

los puntos que satisfacen y = +/1 — x2 estan sobre la circunferencia con centro en el origen y radio 1.
Y como y > 0, se trata de la semicircunferencia superior.

La grafica de y = | x — 3| se obtiene a partir de la definicién de valor absoluto:

| 3] x—3 six—3>0 x—3 six>3;
X — = =
—(x—=3) six—3<0 3—x six<3.

Tabulamos

3
fE) =22 +3=4+3=-1&0+3=0 & 2x=-3 & x=—7:
fEIT)=2(-1")+3=-2"+3=1".

En resumen la grafica de f es:

21. Realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién

2x +3 six < —1;

fx) = |i—| si—1<x<2&x #0;
4

six = 2;
x2—6x+6 six>2.
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¥ Para x < —I, la gréfica de f es un segmento de la recta y = 2x + 3. Dos puntos de ella son

-2,-1y (—%,O).

|x| _ —x

Para—1 <x <0,|x|=—x & — = — = —1, porlo cual la gréfica de f es un segmento de la recta
X X
y=-—1
Para0<x <2, |x|=x & m - 1, por lo cual la gréfica de f es un segmento de larecta y = 1.
X X

Para x = 2, la grafica es el punto (2, 4).

Para x > 2, la gréfica de f es una porcién de la parabola de eje vertical
y=x>—6x+6=x*—6x+9—-9+6=(x—3)*-3,

que se abre hacia arriba a partir de su vértice V(3,—3). Su raiz es x = 3 + +/3 y la parabola esta
limitada por el punto (2, —2).

Un bosquejo de la grafica de f es el siguiente:

4 °
y=r®

3 pap—

/.
, — .
-1 23 3403
*—0 | |
of o
737777

|
22. Obtener dominio y gréafica de la funcién
[x|+1 six<0;
f(x)=<{—x>4+1 si0<x<1;
3x —3 six >2.
¥ Dominio: Dy = (—o0, 1] U [2, 400).
Observamos que f(x) = —x +1six <0, porlo que la gréfica es un segmento de la recta de pendiente

—1 y ordenada en el origen 1.

Tabulamos:
fE2)=3,f(-1)=2,f(0)=1,f(1) =0, f(2) =3, f3) =6 & f(5) = 12.

La gréfica de la funcién f es:
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23. Considere las funciones

Ulx) = 0 s%x<0;
1 six>0.

asi como
—1 six <0;
sgn(x) =<0 six=0;
1 six > 0.

Obtener el dominio, la grafica y el rango de la funcién definida por

f(x) =sgn(x)+ xU(x).

¥ Dominio: Dy = Dy = R, porlo tanto Dy = R;

—14+xx0 six <O0; -1 six < O0;
fx)=<0+0x1 six=0; =40 six =0;
1+xx1 six > 0. 1+x six >0.
Y la gréafica de f es:
y

Elrango de f es: Ry = {—1,0} U (1, +00).
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24. Sean las funciones

x3 si—10<x <6; 1—2x six<O0:;
fx) = . glx) =< , .
X six >6. b six > 0.

Obtenga el dominio y la férmula de la funcién f + g.

Y Eldominiode f es: Dy = (—10, +00).

El dominiode ges: Dy =R = Dyf o, =Dy N Dy = Dy =(—10,+00), pues (—10, +00) C R.
La férmula de f + g es:

x34+1-2x six e (—10,0];
(f + o) = x>+ x? six € (0,6];
x + x? six € (6,+00).

25. A partir de la gréfica de la funcién f

y=fx)
S e N \
4 | —
__— 3 N 6 *

determine:
a. Los intervalos donde f(x) > 0 & f(x) < 0, asi como los valores donde f(x) = 0, es decir, las
raices de f.

b. Los intervalos de monotonia de f, es decir, dénde es creciente y dénde es decreciente.

v

a. f(x)>0en (-3,0)U(0,3)U (5, +00).
f(x) <0en (—oo0,—3) U (3,5).
f(x)=0enx=-3,x=3 &x =5.

b. f escreciente en (—o0,0) y en (4, 6).

f es decreciente en (0, 4) y en (6, +00).
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26. A partir de la gréfica de la funcién f:

|
%d
S

Determinar:

a. Los intervalos donde f(x) > 0 & f(x) < 0; y los valores donde f(x) = 0.

b. Los intervalos de monotonia de f’; es decir dénde es creciente y dénde es decreciente.
\{

a. f(x)>0six e (—4,-2)U(-2,-1)U2,7).
f(x) <0six e (—oo0,—4) U (—1,2) U (7, +00).
f(x)=0six=—4,-1,2&7.

1
b. La funcién f es creciente en (—oo, —2) y en (5, 5).

1
La funcién f es decreciente en (—2, 5) yen (5, +00).

27. Para la funcion:

x+1 si—7<x<-2;
f(x)=<{—x?24+3 si—-2<x<3;
4 si3<x <6.

a. Bosqueje su grafica.
b. Determine su dominio, su rango y sus raices.
c. A partir de la grafica, encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d. A partir de la grafica, encuentre los intervalos donde la funcién es positiva y donde es negativa.

a. La gréafica de f es:
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b. Vemos que:
Dy =[-7.6]y Ry =[-6,3]U{4}.

La funcién es cero solamente cuando
—x243=0 = x2=3 = |[x|=3 = x=+3,

que son sus raices.

c. En [-7,0] la funcién es creciente y en [0, 3] es decreciente.

En (3, 6] es no creciente y no decreciente (es constante).

d. Observamos que

f(x) > 0six e (—/3,v/3) U (3,6];
F(x) <0six e [=7,—v/3) U (+/3,3].

28. Sea la funcién:
3 si—6<x<-2;
fx)=<{x2-1 si—2<x<2;

—2x+7 si2<x<5.

a. Bosqueje la grafica de la funcién.
b. Determine el dominio y el rango de la funcién; encuentre también sus raices.
c. A partir de la gréafica, encuentre los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

d. A partir de la gréfica, encuentre los intervalos en donde la funcién es positiva y negativa.

a. La gréfica es:
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b. D =[-6.5]. Ry =[-3.3].

7
Raices: x =—-1,x =1 &x = 3

Las dos primeras raices se obtienen al resolver x> — 1 = 0 y la tltima se obtiene al igualar a cero

7
—2x 4+ 7de donde x = 3 € (2,5].

c. f crece en (0,2) y decrece en (—2,0) y en (2, 5].

d. f(x)>0sixe[-6,—1)U (1,;).

f(x) <0six e (—1,1)U (;,5].

29. Sea la funcién:

x+3 six < -—2;
f) =< [x2-1] sixe(-2,2);
-2 six >2.

Bosquejar su gréfica.

Obtener el dominio, raices y especificar los intervalos donde: a. f(x) > 0; b. f(x) < 0; c. f(x) crece;

d. f(x) decrece.
V Lagrafica de f es:
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El dominio: Dy = R.

Las raices: {—3,—1,1}.

a. f(x)>0sixe (=3, —1)U(=1,1)U(L,2);
b. f(x) <0six € (—oo0,—3)U[2,00);
c. f(x)creceen (—o00,—-2), en (—1,0) yen (1,2);
d. f(x) decrece en (—2,—1)yen (0, 1).
|
30. Sea la funcién
—x2—2x4+2 six<0:
fx)=<x—-2] si0 < x < 4;
3 six>4.
a. Grafique la funcién.
b. ;Cudles son el rango y las raices de f?
c. ¢Cudles son los intervalos de monotonia de f?
d. ;La funcién f es par o impar? Justifique su respuesta.
v
a. Como
—x?—2x42=—-(x*4+2x+ D +2+1=—(x+1)>+3
resulta que y = —x? — 2x + 2 es una parédbola cuyo vértice es (—1, 3) y se abre hacia abajo, por lo

que para x < 0, la grafica de f es un segmento de tal parabola.

Entre x = 0 & x = 4 la gréfica de f esigual ala de |x —2|. Aplicando la definicién de valor
absoluto:

| 2 x—2 six—2>0 xX—2 six>2;
X — = =
—(x—2) six—2<0 2—x six<?2.

Por dltimo, si x > 4, la grafica es una recta paralela al eje de las x trazada a una altura de 3.
Por lo tanto la grafica es:
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b. Rf = (—OO, 3].
Para hallar las raices no positivas resolvamos la ecuacién
2 _ 2 —
—x"=2x+2=00x"+2x—-2=0

con lo que obtenemos

x=—-1+/1+2=—1++3.

Luego, x = —1 — +/3 es la tinica raiz negativa que tiene la funcién.
La tnica raiz positiva es x = 2; sus raices son x = —1 — V3 &x=2.
¢. La funcién f es creciente en (—oo, —1) U (2, 4).
La funcién f es decreciente en (—1, 2).
La funcién f es no creciente y no decreciente en [4, +00).
d. La funcién f no es par pues, por ejemplo, f(—1) =3 # 1 = f(1).
Y tampoco es impar pues f(—1) =3 # —1 = —f(1).

31. En el dibujo aparece una parte de la grafica de la funcién f.

77777777777777777777 -10

a. Complete esta gréfica sabiendo que se trata de una funcién par y también determine su dominio,
raices y rango (imagen).

b. Determine las soluciones de las desigualdades f(x) > 0 & f(x) <O0.
c. Determine los intervalos donde esta funcién f es

i. creciente;

ii. decreciente.

a. La gréafica completa es:
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Y asiresulta que Dy = [-7,7].
33
Raices: < —6,—=,=,6 ¢.
aices { ) }
Ry =[-10,10].

. 3 3 )
b. f(x) >0six € (—6,—§> u (5,6>,

33
f(x)<0six e[-7,—6)U (—5, 5) U (6,7].
c. i Lafuncién f es creciente en (—7,—4),(0,3) yen (3,4);
ii. Lafuncién f es decreciente en (—4,—3),(—3,0) yen (4, 7).

32. La siguiente figura es parte de la grafica de una funcién f:

y=fx)

—13

a. Completar la grafica sabiendo que es una funcién par.
b. Determinar dominio, raices y rango.

c. Determinar los intervalos de monotonia.
\{

a. La gréafica completa de f es:
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y=fx)

—13

b. Dominiode f: Dy = [-7,7].
Raices: {—1,1}.
Rangode f: Ry =[-13,3]U(5,9].

c. La funcién decrece en [-7, —3] y en (0, 3].
La funcién crece en [-3,0) y en [3, 7].

2.7 Transformaciones de funciones
Ejercicios 2.7.1

1. Considerando la siguiente figura como la gréfica de cierta funcién f,

y

—

c(, 1)

y=/

-2 -1 D(1,0)

realizar un bosquejo de la grafica de la funcién

gx)=-"2fx—-1)+3

y especificar la nueva posicién de los puntos A(—2, —1); B(—1,0); C(0, 1) & D(1,0).

YV Lagrafica de y = g(x) se obtiene a partir de y = f(x), mediante los pasos siguientes:
Se obtiene y = f(x — 1) trasladando 1 unidad hacia la derecha la curva y = f(x).

Se obtiene y = 2 f(x — 1) multiplicando por 2 las ordenadas de los puntos de y = f(x —1).
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Se obtiene y = —2 f(x — 1) reflejando la curva y = 2f(x — 1) con respecto al eje x.
Se obtiene y = —2f(x — 1) + 3 trasladando 3 unidades hacia arriba la curva y = -2 f(x — 1).
Obtenemos la grafica de g(x) = —2f(x — 1) + 3:

En efecto como
f=2)=-1, f(=1)=0, fO)=1&f(1)=0,
encontramos

g=) =5 g0)=3 gl)=1&g?) =3.

Veamos la nueva posicién de los puntos 4, B, C y D respectivamente:

A'(=1,5); B'(0,3); C'(1,1)y D'(2.3).

|
2. Considerando que la figura siguiente es un bosquejo de la grafica de cierta funcién f, obtenga el
dominio, el rango, las raices asi como un bosquejo de la gréfica de la funcién g(x) = —3f(x+5)+2.

y

y=f(x)

Y Dy =]1,8), Ry = (—00,4], raiz x = 4.
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Para graficar y = g(x) tenemos que trasladar la grafica de y = f(x) 5 unidades a la izquierda,
expandirla verticalmente 3 unidades, reflejarla con respecto al eje de las x y por tdltimo deslizarla
hacia arriba 2 unidades.

Como Dg = [—4,3) e, igualmente, como

g4 =-3x f()+2=-3x14+2=-3+2=—I;

4 —12 —10;
g(—2):—3><f(3jF)—|—2:—3{3 —|—2:{ 9 +2:{
g-1) = 3x f(A) +2=-3x04+2=0+2=2;
g0)=-3xfO)+2=-3(-1)+2=3+2=5;

0 0 12;
g)=-3x f(6N)+2=-3{4 +2={-12 +2={-10; ycomo

—1 3 5;

“ ” “ ” “ ”

g3 )=-3x f@8)+2=-3%x (—00) +2= (4+00) +2= (4o0) ,

encontramos que la grafica de g es:

3. Considerando la funcién definida por:

f(x):{x+1 six <O0;

x2—2x—-3 six>0.

a. Realizar un bosquejo de la grafica de la funcién f.
b. Realizar un bosquejo de la grafica de la funcién g(x) = f(x —3) — 2.

c. Obtener dominio, rango y raices de la funcién g.

a. Alaizquierda de x = 0, la gréfica coincide con la de la recta y = x + 1; a partir de x = 0, con
la de la pardbola y = x* —2x — 3 = (x — 1)> — 4 cuyo vértice es (1, —4), que pasa por los puntos
(0,-3)y (3,0).

La gréafica de f es:
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y

b. Trasladamos primero la gréfica de f horizontalmente hacia la derecha 3 unidades y después
verticalmente hacia abajo 2 unidades.
La gréfica de g es:

y=gx)

Observacion: f(—1) =0, fO07)=1, f0)=-3, [f(1)=-4& f(3)=0.
Por lo que
g2)=-2, gB3)=-1 gB)=-5 g4 =-6&g(6) =-2.
¢. Dominio: todos los nimeros reales.
Rango: todos los ntimeros reales.
Raices: la funcién g es:

[(x=3)+1]-2 six < 3;
g(): 2 . .
[(x—3)*—2(x—3)—3] -2 six=>3;
o sea,
(x) = x—4 six < 3;
EY T2 _8x 410 six >3

La funcién g(x) = x — 4 no tiene raices para x < 3.
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La funcién g(x) = x? — 8x + 10 tiene una raiz parax > 3,queesx =4+ V6.
En efecto g(4 + v/6) = (4 + v/6)2 —8(4 + +/6) + 10 = 16 + 84/6 + 6 — 32— 8+/6 + 10 = 0.

4. Dada

xX24+2x+1 six<-1;
f(x)_{Zx—3 six>-—1.
Obtenga la grafica de h(x) = f(x —3) — 1.

¥V Grafiquemos primero f, observando que f(x) = (x + 1)?si < —1.

Se obtendrd y = h(x) trasladando la gréfica de y = f(x) 3 unidades a la derecha y deslizdndola una
unidad hacia abajo:

¥ = h(x)

Observacion, como

se tiene que

h(0) = 3,h(1) = 0,h(27) = —1,h(2*) = —6,h(3) = —4, h(4) = —2,h(5) = 0 & h(6) = 2.
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5. Dada la funcién

) = 4—12 si—-3<t<l;
=V sit<r<2.

a. Bosquejar su gréafica y determinar dominio, rango y raices.
b. Obtener los intervalos en los que g(¢) > 0 asi como aquellos en donde g(¢) < 0.
c. A partir de la grafica obtenida, bosquejar la grafica de f(¢) = 2g(t +2) — 3.

v

a. La gréfica de la funcién g es:

Dominio: D, = [-3,2)—{1} =[-3,1)U(1,2).
Rango: Ry =[5, 6).
Raiz: t = —2.
b. g(t) > 0sit € [-2,2)— {1} =[-2,1)U(1,2);
g(t) <0sit €[-3,-2).
c. La grafica que deseamos se obtiene de la original.
i. Al desplazarla 2 unidades a la izquierda, tendremos

y=g(+2
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ii. Si expandimos verticalmente la grafica anterior 2 unidades, obtendremos

y=2g@+2)

777777777777 -10

6. Considere la funcién:

) x+5 si—8<x<0;
X) =
Jx si0<x <6.

a. Determinar dominio, raices o puntos en donde la funcién vale cero, grafica y rango de f.
b. A partir de la grafica de f, construir la grafica de #(x) = 1—2f(x + 3).
v

a. Df = [—8,6].
Raices : —5 & 0.
La gréafica de f es:
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Ry =[-3,5).
b. Para construir la grafica de /(x) se realiza lo siguiente:
i. La gréfica de f la desplazamos 3 unidades a la izquierda.

y=-2f(x+3)

b————--10
iii. Desplazamos una unidad hacia arriba la grafica de —2 f (x + 3) y obtenemos 1 —2f(x + 3).
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y=1-2f(x+3)

7. Considere la funcién f definida por
—2x six <0;

1
f(x)={x2 six>1.

a. Grafique la funcién f.
b. Usando la grafica de f, construir la grafica de la funcién A(x) = 3 —2f(2x + 1) y obtener una
expresion o formula para A (x).

v

a. La grafica de f es:

1 1
b. Puestoque3— f(2x+1) =3—f [2(x + 5)] , hay que trasladar 3 unidad hacia la izquierda la

gréfica de f, comprimirla horizontalmente por un factor de 2, expandirla verticalmente multi-
plicando por 2 las ordenadas, reflejarla con respecto al eje x y deslizarla hacia arriba 3 unidades.
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En efecto, como f(x) varia dependiendo si x < 0 o biensi x > 1, f(2x + 1), cambiard depen-
diendosi2x+1<Oobiensi2x+1zl;estoes,six<—§obiensix20.
Observemos que:
1.
1
x<—§ = 2x<-1=>2x4+1<0 =
= fOx+1)=1-2Qx+1)=1-4x—2=—1—4x;
h(x) =3-2fQ2x+1)=3-2(-1-4x)=3+4+2+4+8x =
= h(x) =5+ 8x;
ii.
x>0 =2x>0=2x+1>1= f2x+1)=02x+1)?;
h(x) =3-2fQ2x+1)=3-2[2x+1)’|=3—-8x>—8x—2 =
= h(x) = —8x>—8x + 1.

Por lo tanto: |

h(x) = 54 8x six<—§;
—8x2—8x+1 six>0.
O
8. Sea

3 si—6<x<—4;
f(x)=<x?2+2x—3 si—4<x<0;
2x —3 si O<x<4,

determine:

a. Un esbozo grafico de la funcién.

b. Dominio, rango, raices, paridad, intervalos de monotonia e intervalos donde f(x) > 0y donde
f(x) <o.

c. Un esbozo gréfico para la funcién g(x) = — f(x — 1) + 2.
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v

a. La gréfica de la funcién f consta de tres partes:

i.

ii.

1ii.

En [-6, —4) es un segmento de recta paralelo al eje x de altura 3.

En [—4, 0] es una parabola abierta hacia arriba. Para obtener mayor informacién completa-
mos el cuadrado:

X2 2x—3=x>+2x+1-1-3=x+2x+1-4=(x+1)>*—4.

De aqui vemos que es una pardbola cuyo vértice es (—1, —4) y que se obtiene de la canénica
x? desplazéndola a la izquierda 1 unidad y hacia abajo 4 unidades.
Otra informacion ttil son los ceros de la cuadratica:

2+V/A¥12 244 1
2 2 ] -3,

Desechamos 1 ya que no se encuentra dentro del intervalo considerado.
Vamos a evaluar la funcién en los extremos del intervalo:

X x242x-3

—4[16—-8-3=5
0 -3

En (0, 4) es un segmento de la recta de pendiente 2 y ordenada en el origen —3.

3
Esta recta tiene como raiz: 2x -3 =0 = x = 7= 1.5, la cual se encuentra dentro del

intervalo.
Vamos a evaluar la recta en los extremos del intervalo:

2x —3
3
5

=] o=

Con la informacién anterior hacemos el esbozo de la gréfica:

b. Dominio: Dy = [-6,4).
Rango: Ry = [—4,5].
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Raices: x = -3,x = 1.5.

No es par ni impar.

La funcién es constante si x € [—6, 4). Es decir, la funcién es nocreciente y nodecreciente en este
intervalo.

La funcién decrece si x € (—4, —1).

La funcién crece si x € (—1,4).

La funcién es positiva si x € [-6, =3) U (1.5, 4).
La funcién es negativa si x € (=3, 1.5).

c. Cada valor de la nueva grafica se obtiene de la anterior desplazandola 1 unidad a la derecha,
reflejandola con respecto al eje x y subiéndola 2 unidades.

Vamos a obtener los valores de los puntos elegidos:

A(=6,3) = (=5,3) = (=5,-3) — A'(=5,—-1);
B(—4,3) — (-3,3) — (-3,-3) — B'(-3,-1);
C(—4,5) — (=3,5) = (-3,-5) = C'(=3,-3);
D(—-1,—4) — (0,—4) — (0,4) — D'(0, 6);
E0,-3)— (1,-3) = (1,3) = E’'(1,5);
F4,5) — (5,5 — (5,=5) — F'(5,-3).

Esto lo podemos comprobar considerando el dominio de g, Dg = [-5,5) y evaluando directa-
mente la funcién g:

8= =—f(-5-D+2=—f(-6)+2=-3+2=—L
g=3)=—f(=3"-D+2=—f(-4)+2=-3+2=-L
g3} =—f(B-D+2=—f(-H+2=-5+2=-3;
g0)=—fO0-D+2=—f(-D+2=4+2=6
g)=—fU-D+2=-f0)+2=~(3)+2=3+2=5
gE) =—f"-D+2=—f4)+2=-5+2=-3;

por lo que los puntos (-5, —1), (=37, —1), (=3, =3), (0, 6), (1,5), (57, —3) estan en la grafica de g,
de hecho son respectivamente A’, B’,C’, D', E’, F'.
Con la informacién anterior, hacemos el esbozo de la grafica

————du
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9. Sea
2x — 4 si—4<x<-1;
glx) =< -1 si—1<x<3;
(x—4)? six>3.
a. Obtenga dominio, raices y un bosquejo de la grafica de g, asi como su rango.
b. Grafique la funcién A(x) = g(x + 3) — 2, a partir de la grafica de g.

a. Dominio:
Raices:

gx)=2x—4=0 = 2x=4 = x=2,perox =2¢ (—4,—-1] ;
g(x) = —1 no tiene raices;

gX)=(x—4?=0= x-4=0= x=4& x=4¢€[3,+x).

Vemos que g sélo tiene una raiz: x = 4.

Calculamos los valores de g(x) en los extremos de cada intervalo para determinar:

A= (—4%,-12), B = (-1,-6),C = (=1*,=1), D = 3", —1), E = (3,1) y también F = (4,0).
Su gréfica es:

y=g(x)

Rango: Rg = (—12,—6]U {—1} U [0, +00).

b. La grafica de la funcién 4(x) = g(x + 3) — 2 se obtiene trasladando a la grafica de g, primero 3
unidades hacia la izquierda y luego 2 unidades hacia abajo. Entonces:

A(—4,—12) — A/(=7,-12) — A"(=7,—14);
B(—1,—6) — B'(-4,—6) — B"(—4,-8);
C(—1,—-1) —C'(-4,-1) — C"(-4,-3);
D3.,—-1) —>D’(0,-1) — D"(0,-3);
E(3.1) — E'(0, 1) — E"(0,—1);
F(4,0) — F'(1,0) — F"(1,-2).
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y
-7 —4 -1 1 2
f > X
1 @ETl
|
_2 |
—— 0 —3 F”
D
¥ = h(x)
777777 —8
AN & ——— — — — — — — —14

10. Sea f la funcién dada por f(1) = > con0 <t < I.

Sea g la funcién definida por

) = —f(=t) si —1=<1t<0;
g0 = 1) si0<r<1.

a. Hallar el dominio y hacer un bosquejo de la gréfica de g indicando su rango o imagen.

b. Sih(t) = 2g(t —1)+ 3, hacer un bosquejo de la grafica de esta nueva funcién e indicar su dominio
y rango.

a. El dominio es: Dy = [—1, 1].

Para bosquejar su grafica es necesario ver cémo expresar

gty =—f(—t)para —1 <t <0.

Ya que
-1<t=0=(EDED=2E)t>2 (D)0 =2 1>2-1>0=0=<—-=<1

Entonces,
) = (1) = 2 &eglt) = —f(~1) = 1.

Por lo tanto, la funcién g puede expresarse como

) = —? si—1<t<0;
9=V sio<r<1.

Cuya grafica es:
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El rango o imagen de g es Ry = [-1, 1].

b. Para bosquejar la grafica de la funcién i(¢) = 2g(t — 1) + 3, iremos obteniendo las nuevas coor-
denadas de los puntos A(—1, —1), B(0,0) y C(1, 1) de la gréfica de g, a medida que se efectiien

las acciones indicadas.

y=g) |y=gt-1D|y=2g-1|y=2g(-1)+3
A(=1,-1) | A'(0,-1) A"(0,-2) A"(0,1)
B(0,0) B'(1,0) B"(1,0) B"(1,3)
C(1,1) c’'(2,1) C"(2,2) C"(2,5)
La gréfica de la funcién £ (¢) resulta:
y
C"(2.5)

Dominio: Dy, = [0, 2].
Rango: R, = [1,5].

11. Sean

V3—x six <-—1;
fx) = .
|3x —4| six > —1.

gx) =3f(x+1)—4,

determinar las gréficas de ambas funciones, el dominio y el rango de la funcién g.
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¥ Considerando que

3x —4 six >

4-
—4 i3y — 4> 3

3x— 4] = 3x s%3x _O=
—(Bx—4) si3x—-4<0 4

—3x+4 six<§,

reescribimos la funcién f como

V3—x six <-—1;
4
—J¢-3 4 i—1<x<-;
fx) = X+ si X 3
3x —4 six > —.
3

Para tener la gréfica de f debemos ver que
y=vV3-x = y*=3-x = (y - 0> =—1(x - 3),

es decir, que y = +/3 — x es una semiparabola con eje horizontal la cual se abre hacia la izquierda
desde su vértice V(3,0).
Un bosquejo de la grafica de f:

E(3,5)

\ f)

Obtenemos la grafica de la funcién g(x) = 3f(x + 1) — 4 mediante etapas y partiendo de la gréfica de
la funcién f.

¥y = f(x + 1) se obtiene desplazando a y = f(x) una unidad hacia la izquierda.

¥y = 3f(x + 1) se obtiene multiplicando por 3 las ordenadas de y = f(x + I).

Finalmente y = 3f(x + 1) — 4 se obtiene de y = 3f(x + 1) trasladdndola 4 unidades hacia abajo.

Veamos las coordenadas de los puntos 4, B, C, D, E, después de cada etapa

y=/@) | y=f&x+D]y=3fc+1D | y=3f(x+1) -4

A(=6,3) |  A1(=7.3) A>(=7,9) A3(=7,5)
B(-1,2) | Bi(=2,2) B»(—2,6) B3(=2,2)
C(-1,7) | Ci(=2,7) C»(=2,21) Cs3(=2,17)

o ()] 0 (50) | (o) | (5]

E@3,5) Ei(2,5) E»(2,15) E3(2,11)




2.7 Transformaciones de funciones 119

Ahora la gréfica de la funcién g:

El dominio de g es R y el rango de g es el intervalo (—4, +00).

12. Dada la funcién
2x+5 si—3<x<-1;

fx)=<1-x% si—-1<x<2;
—1 si2<x <4.

a. Obtener la gréfica, el rango y las raices de f".
b. A partir de la grafica de f hacer un bosquejo de la gréafica de la funcién g(x) =2 — f(x — 1).

v
a. La gréfica de la funcién f es:
y
- — 3
!
! y=
!
! 1
!
-3 ‘ 2 4
T x x
/‘% ! L\ \
7777777 -\ ——
-1
!
!
!
\
-3 +-————

Rango: Ry = [-3,3].
Raices:

5 5
2x+5=0 % x:—iesraizpues —3<—§§—1.

1-x>=0& x=%+1 = x =1lesraizpues —1 <1<2.

X =—lnoesraizpues —1 ¢ (—1,2].
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b. Tenemos que deslizar la gréfica de f una unidad hacia la derecha y reflejarla con respecto al eje

de las x; por tiltimo, deslizarla hacia arriba dos unidades.

5
De hecho los puntos (-3, —1), (—5, O) ,(—=1,0), (2, —1) (que no estan en la grafica de f) asi como

los puntos (-1, 3), (0, 1), (1,0), (2,-3), (4, —1) se transformardn para obtener nuevos puntos y

con ellos construir la grafica de g.

Notese que algunos de estos nuevos puntos no pertenecen a la gréafica de g.

-3,-1) = (-2,-1) > (-2,1) => (-2,3);

(39~ (39~ (39~

(-1,3) - (0,3) - (0,-3) — (0,—1);
(—1,0) — (0,0) — (0,0) — (0,2);
0,1) = (1,1) > (1,=1) > (1, 1);
(1,0) - (2,0) > (2,0) > (2,2);
2,-3)—>3,-3) > (3,3) > (3,5);
2,-1)—>@G3,-1)—>3,1) > (3.,3);
“4,-1)— 5,-1) = (5,1) > (5,3).

Por lo que la grafica solicitada de g es:

13.  a. Encuentre la regla de correspondencia para la funcién f representada por la siguiente grafica:

b. Elabore la grafica de la funcién dada por: g(x) = 3f(2x —2) + 2.

O
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v

a. Desdeluego f(x) = 1six €[1,3].
Para x € [3, 6], la grafica de f(x) es el segmento de recta que pasa por los puntos (3,1) y (6, 2),
1

esto es, que tiene de pendiente m = c3-3
Su ecuacién entonces, por pasar por (3, 1), es:

1 1 1
y—lzg(x—3) = y—lzgx—l = y=3%

(su ordenada en el origen es 0) y por lo tanto
1 six €[1,3];
f(x) = Observe que f(3) = 1.

gx six €[3,6] .

b. Calculemos explicitamente g(x).
Sil<2x—-2<3 = 3<2x<5=
gx)=3f2x—-2)+2=3x1+2=

5
Perosi3 <2x —-2<6 = 5<2x <8 = 55?654,

gx) = Observe que g (;) =5.
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14. Dada la gréafica de una funcién f:

asocie cada una de las siguientes funciones f(x + 3), —2f(x) & f(x) — 4 con su gréfica corres-
pondiente.

b. Estaesla funcién y = f(x + 3).
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c. Estaesla funcién y = =21 (x). y

———-20

10

-20
|
15. Sea
—x?4+3 six<-1;
f(x) = q2x? si—1<x<1;
3x—1 six>1.
Grafique:
a. f(x).
b. g(x) = f(x —2) +5.
¢ h(x)=[f(x)].
v
a. Un bosquejo de la gréfica de f es:
¥
5;-———$E
y=sx
B D

|

|

|

|

|

I

I

L

-3 —1c| 1 2
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Puntos de control: A(—+/3,0), B(—1,2), C(0,0), D(1,2), E(2,5).

b. Un bosquejo de la gréfica de g(x) = f(x — 2) + 5 se obtiene de la siguiente manera: la grafica
de f es trasladada 2 unidades hacia la derecha y la nueva grafica asi obtenida es trasladada 5
unidades hacia arriba. Los puntos de control adoptan las posiciones siguientes:

A(=+/3,0) — A'(—/3+2,00 — A"2—+/3,5);

B(-1,2) — B'(1,2) — B"(1,7);
C(0,0) - C'(2,0) — C"(2,5);
D(1,2) — D'(3,2) — D"(3,7);
E(2.,5) — E'(4,5) — E"(4,10).

El bosquejo resultante es:

c. Un bosquejo de la grafica de i(x) = | f(x) | se obtiene de la manera siguiente: la porcién de la
gréfica de f que se encuentre por debajo del eje x es reflejada con respecto a dicho eje (poniendo
un espejo en el eje x) y la porcién de la grafica de f, que estd por encima del eje x, se deja igual.

El bosquejo resultante es:

y
54— ——— E
|
|
|
|
| Yy =hx)
B, |
L dp
| | |
| | |
A | | |
| | |
| | | x
-3 -1 ¢C 1 2
O
16. Considere la funcion
x+1 si0<x<1;
fx)=4, .
x*—=2x4+3 sil<x<3.

a. Determinar dominio, raices, grafica e imagen o rango de f.
b. A partir de su gréfica, construir la grafica de g(x) = | f(x)|.
c. Graficar la funcién h(x) = — f(x — 1) + 1.
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v

a. Dominio: Dy = [0, 3].
Raices: no tiene.
La grafica de f:

Rango: Ry = [1, 6].

b. f(x) =1 f(x)|, pues f(x) > 0six € Dy;luego f(x) = g(x) y tienen la misma gréfica.

c. Para obtener la grafica de / la curva y = f(x) se traslada 1 unidad a la derecha, luego se refleja
con respecto al eje x y finalmente se desplaza 1 unidad hacia arriba.

La gréafica de 4 es:

Como

fO =1, faH=27, faH =2t fH=2. fQ)=3&f03) =6

entonces
h(1)=0, hQ27)=-17, h(2+)

=—1%, hQ)=-1, h3)=-2&h@) =-5.
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17. La siguiente es la gréafica de una funcién f : [0, 10] — R.

a. Determine su regla de correspondencia.

b. Considere la funcién g definida por

_J=f(=x) si —10=<x<0;
g(x)_{f(x) si0<x<10.

Bosqueje la grafica de g. Determine su dominio, rango y raices.

c. Sea h(x) = g(x + 1) — 2; a partir de la grafica de g obtenga la de /.

a. En [0, 4] la grafica de f es el segmento de la recta y = —2.

En [4,10] la gréfica de f es el segmento de la recta que une los puntos (4, —2) y (10, 15), por lo
tanto tiene pendiente

15-(=2) 1542 17

10—-4 6 6

Por pasar por el punto (4, —2), la ecuacién de la recta es:

17
yH2= (= 4).

17 17(2) 17 34+6 17 40
=—XxX———-2=—x— = —X—-—
6 3 6 3 6 3

y entonces la regla de correspondencia para la funcién f sera:

=2 si0<x<4;

x)=41 4
/6 gx—?o si4 <x <10.

b. La gréfica de g es:
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Dominio: D, = [-10, 10].
Rango: Ry = [—15, 15].

17 40
Raices:si—x— — =0 =
6 3
80
esx = ——.
§ 17

40 x 6
X = =
17x3

40 x 2 80 . . .
= —. Por simetria otra raiz de
17 17

c. Alacurva y = g(x) sele traslada 1 unidad hacia la izquierda y luego 2 unidades hacia abajo.

La gréfica de la funcién & resulta entonces:

2.8 Modelando con funciones

Ejercicios 2.8.1

1. Las dimensiones de un rectdngulo pueden variar, pero no su area que debe ser de A cm?. Con-
siderando que uno de sus lados mide x cm, expresar el perimetro P del rectaingulo en funcién de x.

¥ ;Qué se pide en el problema? Expresar el perimetro P de un rectangulo en funcién dela longitud
x de uno de sus lados a sabiendas de que su drea debe ser exactamente A cm?. Nuestro objetivo
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es el perimetro P de un rectdngulo, pero no de cualquier rectingulo sino de aquel cuya area sea
precisamente A cm?.

e——— < ——— >

Considerando un rectdngulo con base de longitud x cm y altura de longitud y cm, se tiene que el

perimetro es
P =2x4+2ycm
y el area es
A= xycm?.
Observamos entonces que el perimetro P esta en funcién de las dos variables x & y, las mismas que
estan relacionadas en la ecuacién A = xy.

Por esto, para expresar el perimetro P en funcién (sélo) de x, es necesario despejar la (otra) variable
y de la ecuacién xy = A para luego sustituirla en la funcién perimetro P.

A
De xy = A se obtiene y = —.
X
Al sustituir en P se llega a
A
P:2(x+y)=2(x+§>;

es decir,

P(x) :2(x+ %)

que es la funcién requerida. O

2. El perimetro de un rectdngulo debe ser P cm. Expresar el drea A del rectdngulo en funcién de la
longitud y de uno de sus lados.
¥V ;Qué se pide en el problema? Expresar el area A de un rectangulo en funcién de la longitud y
de uno de sus lados, a sabiendas de que su perimetro debe ser P cm. Entonces nuestro objetivo estd
en el drea A de un rectdngulo; pero no de cualquier rectangulo, sino de aquel cuyo perimetro sea
precisamente P cm.

———— < —— — —
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Considerando un rectangulo con base de longitud x cm y altura de longitud y cm, encontramos que
el perimetro es
P =2x+2ycn

y el area es
A= xycm?.

Observamos entonces que el drea A estd en funcién de dos variables x & y, las mismas que estan
relacionadas en la ecuaciéon P = 2x + 2y.

Por esto, para expresar el area 4 en funcién (sélo) de y, es necesario despejar la (otra) variable x de la
ecuacién P = 2x + 2y para luego sustituirla en la funcién area A.

P
De2(x 4+ y) = P llegamosa x = -5 )

P
A=xy = (——y>y;

Al sustituir en A:

es decir,

P
A(y) = (3—y>y,

que es la funcién requerida.
O

3. Las dimensiones de un paralelepipedo (caja con caras laterales rectangulares) pueden variar, pero no
su volumen que debe ser igual a V m>. Considerando que la caja tiene base cuadrada con lado de
longitud igual a x m, expresar el drea A de la superficie total del paralelepipedo en funcién de x.

¥V Qué se pide en el problema? Expresar el area A de la superficie de una caja de base cuadrada,
en funcién de la longitud x del lado de dicho cuadrado, a sabiendas de que su volumen debe ser V'
m3. Entonces nuestro objetivo esté en el drea A de una caja; pero no de cualquier caja, sino de aquella
cuyo volumen sea precisamente V m3.

Puesto que la caja tiene base y tapa cuadradas de lado x m y altura de longitud y m, el 4rea total es
A =2x* +4xy m?

y el volumen es
V =x%ym3.

Entonces el area A esta en funcién de las variables x & y, las mismas que estan relacionadas en la
ecuaciéon V = x2y.
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Por esto, para expresar el area A en funcién (sélo) de x, es necesario despejar la (otra) variable y de la
ecuacién x?y = V, para luego sustituirla en la funcién area A.

De x?y =V, llegamosa y = et
Al sustituir en A:

v

A=2x>+4xy = 2x2+4x(—2> :

x

es decir,
, 4V
A(x) =2x" 4+ —,
x
que es la funcién requerida. O
4. Una caja con base y tapa cuadradas tiene una superficie de drea 4 cm?. Expresar el volumen V de

la caja en funcién de la longitud de uno de sus lados.
v

Considerando una caja con base y tapa cuadradas de lado w y altura de longitud /, observamos que
el drea total es
A =2w? + 4wh

y el volumen es
V = w?h.

Entonces el volumen V' estd en funcién de las variables w & £, las mismas que estdn relacionadas en
la ecuacién A = 2w? + 4wh.

Por esto, para expresar el volumen V en funcién de solamente una de las variables (w o bien 4), es
necesario despejar la otra variable (i o bien w, respectivamente) de la ecuacién 2w? + 4wh = A, para
luego sustituirla en la funcién volumen V.

Aqui es importante preguntarse jcudl de las variables debemos despejar? La respuesta es: la que
convenga. Notese que en este caso conviene despejar la variable 5.

A—2w?
De 2w? + 4wh = A se tiene que h = Tw
w
Al sustituiren V:
A—2w?
V =w?h = w2(7w>,
4w
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es decir,

A 1 5
V(w):Zw—Ew,

que es la funcién requerida. O

5. a. Exprese el drea A de un cuadrado en funcién de su perimetro P.
b. Exprese el perimetro P de un cuadrado en funcién de su 4rea A.
v

———— x —— — —

Se sabe que el area A de un cuadrado es:

A = x?,donde x es la longitud de uno de los lados iguales.
También se sabe que su perimetro es:

P =4x.
Despejando x de esto tltimo:

_ P
x—4.

Sustituyendo en la ecuacién del drea, tenemos:

P\*> P2 1
4 16 16

1
A(P) = RPZ.

Que es la funcién requerida.

b. De la ecuacién del drea A = x?, despejamos x y obtenemos:
x=+A
Sustituimos en la férmula del perimetro P = 4x y obtenemos:
P(A) = 4VA.

Esta es la funcién requerida.

6. a. Exprese el drea A de un circulo en funcién de su perimetro C.

b. Exprese el perimetro C de un circulo en funcién de su area A.
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v

a. Usamos la siguiente figura:

Se sabe que el area A de un circulo es:

A = nrr?, donde r es la longitud del radio.
También se sabe que la longitud de la circunferencia es:
C =2mr.

Despejando r de esto tltimo:

Sustituyendo en la ecuacién del drea tenemos:

C\? 1 1
A=r (—) =71—C?=—C%
27

1
A(C) = ECZ.

Que es la funcion solicitada.

b. De la ecuacién del drea A = nr? despejamos r y obtenemos:

, A A
r=— =r=4/—
b4 b4

. A
Como r > 0, desechamos la raiz negativar = —{/ —.
T

Sustituimos en la férmula del perimetro C = 27 r y obtenemos:

A
C(4) = 2my| — =274,

Esta es la funcién requerida.



2.8 Modelando con funciones 133

7. a. Exprese el drea A de un tridngulo equildtero en funcién de la longitud s de uno de sus lados.
b. Exprese el area A de un tridngulo equilatero en funcién de la longitud / de la altura.
v

a. Usamos la siguiente figura:

Se sabe que el 4rea A de un tridngulo es:
1
A= E(S x h), donde s es la base y & la altura.

De la figura, aplicando el teorema de Pitadgoras, obtenemos:

2 _ 2 $\? 2, 82 2, Lo
P=+(3) =R+ =Rt =

2 4
3 3
= B2 =52 = h:%s.
) . V3
Como & > 0 desechamos la raiz negativa i = -5

Sustituyendo en la ecuacién del drea tenemos:

A= %(s X ?s) = A(s) = ?sz.

Que es la funcion solicitada.

3
b. Dela relacion h = %s obtenemos:

s = —h.
V3

1
Sustituimos en la férmula del drea 4 = E(S x h) y obtenemos:

A(h) = %(—h x h) = ihz.

<
S

Esta es la funcién requerida.



134 Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

8. Exprese el volumen V' de un cubo en funcién del drea A de su base.

¥V Usamos la siguiente figura:

Se sabe que el volumen V de un cubo es:

V = x*?, donde x es la longitud de cualquier arista del cubo.
El area de la base es:

A=x%
De aqui:

x=+vA= A%.
Sustituyendo en la ecuacién del volumen, tenemos:

V= (A%>3 — A3 = YA

V(A) = VA3 = AVA.

Que es la funcion solicitada.

O

9. Una caja con base y tapa cuadradas de lado x tiene una superficie total de 600 m?. Expresar el volumen
V de la caja como funcién de x.

vV Utilizamos la siguiente figura:
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10.

La superfice total de la caja es:
2x% + 4xy = 600.

Despejando y:
600 —2x?
ST

El volumen de la caja viene dado por la expresién
V=x%y.

Sustituyendo la variable y despejada anteriormente:

600 —2x2\ _ 600x —2x>  300x — x3
4x N 4 N 2 ’

V(x) = x? (

Que es la funcion solicitada. O

Una pecera de 1.5 pies de altura / tiene un volumen de 6 pies ctibicos. Si x es el largo de la base, y su
ancho es y:

a. Determine y como funcién de x. Ademas grafique esta funcién.

b. Encuentre la cantidad de material necesario, en pies cuadrados, para construir la pecera
en funcién de x.

a. Como el volumen de un prisma recto rectangular es el area de la base por la altura, en el caso de
la pecera observamos que 1.5xy = 6, entonces:

Cuya grafica es:

Su dominio son los reales positivos y su rango es el intervalo (0, 4+00).

b. Ahora el area total A del material que se requiere; puesto que la pecera no tiene tapa, es la suma
de las 4reas de 5 rectdngulos: el fondo que tiene por area xy y las 4 caras laterales que son iguales
por parejas, 2 de area 1.5x y 2 con 1.5y.
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En total
A=2(01.5x)+201.5y)+xy =3x+3y +xy =3(x +y) + xy;

4
Sustituyendo y por e obtenemos:
4 4
x x

A(x)=3(x+;>+4.

y ahora simplificando

11. Un envase cilindrico tiene una altura igual al triple del radio .

a. Determine la superficie del envase, considerando sus dos tapas, en funcién del radio.

b. Si se desean fabricar envases cuyos radios estan entre 3 y 5 dm, ;cudl es la respectiva variacion
de volumen de los envases?

v

a. Usaremos las siguientes figuras:

2nr

La superficie S del envase serd el drea lateral que claramente es el drea de un rectangulo de altura
3r y de base la longitud de una circunferencia de radio r, 27r, esto es, 6 r2, mas el area de las
dos tapas, 27 r?; es decir:

S(r) = 6nr? 4 2nr? = 8nr.
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b. Como el volumen del cilindro V(r), es el 4rea de la base w2 por la altura 3r, entonces V(r) = 3773,
y cuando r = 3 dm, tenemos V(3) = 81z dm?3 y V(5) = 3757 dm?, por lo que el volumen del
recipiente varia de 81z a 375x. En otras palabras, V(r) € [81x, 375x].

O

12. Unterreno tiene la forma de un rectangulo con dos semicirculos adosados a dos de sus lados opuestos.
Si el perimetro del terreno es de 800 m, hallar el 4rea A del terreno en funcién de la longitud ¢ de uno

de los lados del rectangulo.

¥ Dibujemos primero el terreno.

Su perimetro de 800 m es igual a
14
P :800:2h+2n§ =2h+nl;

su area es 5

14
A=Lh+m—.
4
Si queremos expresar esta drea en funcién exclusivamente de £ tenemos que sustituir el otro lado / en

términos de £ y esto lo podemos hacer pues como

800 — £

800 = 2/ + nd; entonces h = 2

Se sustituye por este valor:

800 —l wl* 1600 —27f? + wf?> 16004 — mwo?
A=t s : =T 4

esto es 1600 ¢ |
A= e% = (1600 —7£2) .
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13. Una lata tiene capacidad de 1 dm? y forma de un cilindro circular recto. Exprese el 4rea de la superficie
de la lata como funcién de su radio.

V¥ Usando la figura

consideremos que la lata cilindrica tiene r dm de radio y # dm de altura.

Se sabe que la capacidad (volumen) de la lata es de 1 dm? y también se sabe que el volumen de esta

lata es
V = nr?h dm?.
Entonces,
nr?h = 1.
Se desea expresar el drea de la superficie de la lata como funcién de radio r a sabiendas que dicha
area es

A=2rr*+2nrh
que esté en funcién de r & h.

Para tener el drea A4 en funcién s6lo de r, despejamos & de la ecuacion wr?h = 1 para luego sustituirla
en A

1
ar?h =1 ih:—z =
wr

1 2
= A=2mr?+2xrh=2nr*+2nr (—2> =2rr’ 4= =
mr r
2 2 . . >
= A(r) =2mr" + ~quees el drea A de la superficie como funcién de r.

O

14. Un granjero dispone de 200 m de valla para cercar dos corrales adyacentes (véase figura). Expresar el
area A encerrada como funcién de x

———— X —— — >k — — — X —— — —

———— < —— — —
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15.

¥ Por un lado el total de valla que se usaes V' = 4x + 3y = 200, por lo que

200 — 4x
==

2 X
El 4rea totales: Ag = 2xy. Si sustituimos y por — tenemos al area expresada como funcién de
x:

200 — 4 2%(200 — 4
Ag(x):2x< x): X 2
3 3

0

Una caja cerrada, en forma de cubo, va a construirse con dos materiales diferentes. El material de
las caras laterales cuesta 2.5 pesos por centimetro cuadrado y el material de la base y la tapa cuesta 3
pesos por centimetro cuadrado. Exprese el costo total C de la caja en funcién de la longitud x de uno
de sus lados.

¥V Usamos la siguiente figura:

Las caras laterales de la caja tienen el area:
Ay = 4x?,donde x cm es la longitud de cualquier arista del cubo.
La tapa y la base tienen el 4rea:
Ap = 2x%.
El costo de las areas laterales es:
Cr =25x%x A1 =2.5x 4x% = 10x? pesos.
El costo de la base y la tapa es
Cp =3 x Ap = 3 x 2x? = 6x? pesos.
El costo total es por lo tanto:

Cr = Cr + Cp = 10x? + 6x2 = 16x? pesos;
C(x) = 16x? pesos.

Que es la funcion solicitada.
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16. Un avién vuela a una velocidad de 350 millas/h, a una altitud de una milla y pasa directamente sobre
una estacion de radar en el instante t = 0.

a. Exprese la distancia horizontal d (en millas) que el avién recorre como funcién del tiempo ¢.
b. Exprese la distancia s entre el avién y la estacién de radar como funcién de d.

c. Aplique la composicién de funciones para expresar s como funcién de ¢.
v

a. d = 350t, con t expresado en horas y suponiendo que la Tierra es plana.

b. Usamos la siguiente grafica:

1 milla

Estacion de radar
s=v1+d2
c. Aplicamos la composicion s = f od,donde f(x) = +/1 + x2; ast:

s(t) = (f od)(t) = fld(®)] = £(3501) = /1 + (3507)2.

Vemos que

O

17. Una ventana inglesa tiene la forma de rectangulo coronado con un tridngulo equilétero. Si el perimetro
de la ventana es de 30 m, exprese el drea de la ventana en funcién de su ancho.

¥V Usamos la siguiente gréfica:

Calculamos el perimetro e igualamos con la restriccion dada
P =3x +2h = 30. (%)
El area total consta de dos partes:

a. El area del rectangulo
A R = xh.
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18.

b. El area del triangulo superior
Para calcular esta drea usamos el teorema de Pitdgoras para conocer la altura /:

— 2 — 2 -
(h)2+(§) =x* = (h)zzxz—)%:%x2 = hz?x.

El area del triangulo es:

A ! X X X éx = £x2
=3 277 4
El érea total es:
3
A:AR+AT:xh+§x2. ()

Despejamos de (*) la variable / y obtenemos:

3

h=15—=x.

2

Sustituimos por este valor en (**):
3 V3 3 V3 —6+4/3
A=x(15-= ——x?=15x— x4+ —x?=1 —x2
x(15 2x)+4x S5x 2x+4x 5x + TR

Es ésta la funcion solicitada. O

Se va a construir una cisterna rectangular con base y tapa cuadradas para almacenar 12 000 pies® de
agua. El concreto para construir la base y las caras laterales tiene un costo de $100.00 por pie* y el
material para construir la tapa cuesta $200.00 por pie?.

Obtenga el costo de la construccién de la cisterna en funcién de la longitud x del lado de la base.

¥ Veamos la correspondiente figura:

El area de la tapa es:
x?pies® (x en pies) y su costo es entonces 200x> pesos.

El costo de la base es 100x? pesos.

El drea de las cuatro caras laterales es 4xh pies? y el costo es 400x/ pesos; pero las variables x & &
estan relacionadas pues el volumen de la cisterna, 12000 pies?, es igual al area de la base x? por la
altura /:

V =12000 = x?h,
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y de aqui que
b 12000

)

2
Por tdltimo el costo de la construccion como funciéon de x es

12000

4800000
x2 ’

C(x) = 200x2 + 100x? + 400x = 300x2 +

O

19. Un alambre de 100 cm de longitud se corta en dos partes. Una de ellas se dobla para formar un
cuadrado y con la otra se forma un tridngulo equilatero. Obtener el drea de ambas figuras como
funcién del lado del cuadrado.

¥V Usamos las siguientes figuras:

4x 100 — 4x

50 —2x

Llamemos x al lado del cuadrado (por lo que su drea es An = x?); entonces una parte del alambre

mide 4x;la otra, la parte con la que vamos a formar un tridngulo equilatero, mide 100 —4x. Cada lado

100 — 4x
de dicho tridngulo medir4 por lo tanto — Su altura , por el teorema de Pitdgoras, es:

. \/(100 —4x)>  (50—2x)> /10000 — 800x + 16x2 — 2500 + 200x — 4x2

9 9 3
_ V/12x2-600x + 7500 /12(x2 = 50x + 625)
= 3 = . =
_ VAx3(x—25%  2V3|x—-25| 2|x—25|
N 3 N 3 /3
Y su area:
Ap = 1100—4x 2|x =25 _ (100 —4x)(25 —x)

2 3 V3 33
(Observe que \/(x —25)2 = |x — 25| = 25— x, pues x < 25.)
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20.

21.

De una pieza rectangular de cartén que mide 44 cm de largo y 19 cm de ancho se va a construir una
caja sin tapa. Se cortardn 4 cuadrados de x cm de lado, como se muestra en la figura, y luego se
doblara sobre las lineas punteadas para formar la caja. Exprese el volumen de esta caja como funcién
de x.

= — — 44cm ——————— —
X X
T \ \ .
‘ R I
! !
[
! !
! \ \
19 cm I I
| ! !
! !
} L |
! !
X X
i \ \
X X
Y Lacajase ve ast:
X
/L 7777777777777777777
-7 19 —2x
44 —2x

Sialos 44 cm de largo le quitamos x cm de cada lado entonces queda una longitud igual a 44 —2x cm.
Sialos 19 cm de ancho le quitamos x cm de cada lado entonces queda una longitud igual a 19—2x cm.

Al cortar los cuadraditos y doblar el cartén se obtiene una caja de altura x, anchura 19 — 2x y largo
44 —2x cm.

Por lo tanto el volumen de la caja es:
V = x(19 — 2x)(44 — 2x) cm>.
Es decir,
V(x) = 4x3 — 126x? + 836x cm?>.
(|
Considerando las escalas Celsius y Fahrenheit para medir temperaturas, se sabe que 0 °C corresponde

a 32 °Fy que 100 °C a 212 °F. Deducir la férmula de transicién de una escala a la otra, es decir expresar
°C en funcion de °F, asi como °F en funcion de °C.

¥ ;Qué se pide en el problema? Primero deducir una férmula o relacién entre las dos escalas de
medicién, Celsius y Fahrenheit, para luego obtener un par de funciones: una que exprese °C en
funcién de °F y otra que exprese °F en funcién de °C.

Considerando la temperatura que tiene cierto objeto al medirla con un termémetro Celsius se lee
T°C = Tc y con un termémetro Fahrenheit se lee una temperatura 7 °F = T5.

En cada una de las escalas vemos la razén que existe entre la diferencia de temperaturas leida e inicial
y la longitud de dicha escala.
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22.

23.

En la escala Celsius la razén es:
Tc —0°C
100°C —0°C "
y en la Fahrenheit dicha razén es:
Ty — 32°F
212°F —32°F°
Debido a que Tc y Tr son lecturas de la misma temperatura entonces las razones anteriores deben ser
iguales; es decir

Tc  Ty—32
100 180
De aqui obtenemos 7¢ en funcién de T¢ mediante
100 5
Tc = —(Tg — 32) = =(Tx — 32).
C 180( F ) 9( F )
Asi también obtenemos T en funcion de T¢ mediante
180 9
Tg —32=—Tc = Tpg = =T 32.
F 100 C F 5 c+

O

Un viaje subsidiado por una escuela costard a cada estudiante 150 pesos si viajan no més de 150
estudiantes; sin embargo el costo a pagar por estudiante se reduciria 5 pesos por cada uno mas que
se inscriba al grupo de los 150. Exprese los ingresos brutos recibidos por la escuela en funcién del
ntimero de inscritos a dicho viaje.

¥V Si esel ingreso bruto y n el niimero de estudiantes que van a viajar tenemos:

I(n) = 150n sin <150 _ 150n sin < 150;
© | [150—=5(m —150)]n  sin > 150 | (150 —5n + 750)n sin > 150;
I(n) = 150n sin <150 _ 150n sin < 150;
© 1900 —5n)n sin > 150 | (180 —n)5n sin > 150.

Como se ve no se deberian aceptar més de 180 estudiantes puessin > 180 = 180—n < 0, los ingresos
serfan negativos. O

El costo de un viaje en taxi es de 4.80 pesos por el primer kilémetro (o parte del primer kilémetro) y
de 30 centavos por cada 100 metros subsiguientes. Exprese el costo de un viaje como funcién de la
distancia x recorrida (en kilémetros) para 0 < x < 2; ademas grafique esa funcion.

Y Considerando que 100 m = 0.1 km y que 30 centavos = $0.30, se construye la tabla siguiente:

Recorrido en km Costo en pesos

0<x<l1.1 4.80

I.1<x<12 |480+0.30=5.10
1.2<x<13 |510+40.30=540
13<x<14 |54040.30=5.70
14<x<15 | 5704 0.30 = 6.00
1.5<x <16 | 6.004 0.30=26.30
1.6 <x <17 | 6304 0.30 =6.60
1.7<x <18 | 6.60+ 0.30 = 6.90
1.8 <x<19 |69 +0.30=7.20
1.9<x<2 7.20 + 0.30 = 7.50
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La tabla anterior la podemos escribir de la siguiente forma:

Recorrido en km

Costo en pesos

0<x <11 4.80
1+1(0.1) <x <1+2(0.1) | 4.80+ 1(0.30)
14+2(0.1) <x<143(0.1) | 4.80+ 2(0.30)
1+3(0.1) <x <1+4(0.1) | 4.80+ 3(0.30)
14+4(0.1) <x <145(0.1) | 4.80+ 4(0.30)
14+5(0.1) <x<146(0.1) | 4.80+ 5(0.30)
14+6(0.1) <x<14+7(0.1) | 4.80+ 6(0.30)
14+7(0.1) <x <1+48(0.1) | 4.80+ 7(0.30)
1+8(0.1) <x <149(0.1) | 4.80+ 8(0.30)

1+9(0.1) < x < 1+10(0.1)

4.80 + 9(0.30)

Una forma simplificada de las tablas anteriores es:

Recorrido en km

Costo en pesos

1+n10.1) <x <1+ @+ 1)0.1)

4.80 + n(0.30)

dondel <n <9

De la tabla anterior vemos que, el costo C en pesos como funcién del recorrido x en kilémetros es:

C(x) = 4.80 +n(0.30) si 1 +n(0.1) < x < 1 + (n + 1)(0.1).

La gréfica de esta funcion es la siguiente:

7.5

4.8

y

1.1
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CAPITULO
3

Limite de una funcion

3.1 Introduccion
Ejercicios 3.1.1

2_2x-3
1. Sean f(x) = % asi como xg = 3.

(Qué se puede decir acerca de lim f(x)?
X—>X0

2

—2x —
V¥ Primero notamos que f(x) = al x3

Luego observamos que para (x — 3) # 0, o sea, para x # 3,

es una funcién que no esta definida para x = 3.

2-2x-3 _ =3+

fl) =22

1.
x—3 x—3 X

Ahora damos a x valores cada vez mads cercanos a xo = 3 y obtenemos las imégenes f(x) respectivas.

X fx)=x+1 X fx)=x+1
2.9 3.9 3.1 4.1

2.99 3.99 3.01 4.01

2.999 3.999 3.001 4.001

2.9999 | 3.9999 3.0001 | 4.0001
2.99999 | 3.99999 3.00001 | 4.00001

} I } I

3~ 4 3* 4

147
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Notamos que si x estd cerca de 3, entonces f(x) estd cerca de 4, por lo que h'mg f(x) = 4. Estoes,
X—>

2

9 —
i 23,
x—3 x—3

La gréfica correspondiente es:

2 si —1;
2. Dada f(x) = s%x 7 -k
1 six=-1.
¢Existe h’m1 f(x)?
X—>—
¥V Six # —1, entonces f(x) = 2, por lo que ll'm1 f(x) = 2, pues para cualquier x cerca de —1,
xX——

diferente de —1, f(x) estd cerquisima de 2, de hecho f(x) = 2, esto es, su distancia a 2 es 0. Por lo
tanto ll'm1 f(x) si existe.
xX——

Geométricamente se tiene

2 y=rfx

3. Sean g(x) = asi como xg = 4.

x—4
|x —4]
(Qué puede decir acerca de lim g(x)?

X—>X0

Y Yaque,

| 4] x—4 six—4>0 x—4 six > 4;
X — = =
—(x—4) six—4<0 —(x—4) six <4
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entonces,
x—4 x—4
<4 = = — =—1:
! R Y )
x—4 x—4
x>4 = g(x) = = =1
S Py

Por lo tanto

) —1 six <4
X) =
& 1 six > 4.

Es claro entonces que no existe h'n}‘ g(x), pues si x esté cerca de 4, g(x) puede estar cerca de 1 o bien
X—>

de —1 dependiendo six > 4 o bien si x < 4 respectivamente, por lo que g(x) no esta cerca de un tinico
ndmero.

Geométricamente se tiene

¥
y=g(x) y=1
<\
!
K
t X
!
[
b
y=-1
|
4. Sean ¢(x) P ambid 1
. Sean ¢(x) = ambiéna = —1.
x+1 y
¢Existe lim ¢ (x)?
xX—a
x?—1 L . .
¥ Notemos que ¢(x) = T esuna funcién que no esta definida en x = —1. Notemos también
X

que para (x + 1) # 0, 0 sea, para x # —1,

_x2-1  (x+Dx-1) 3
¢(x)_x+1_ P =x—1.

Asignamos a x valores cada vez mas cercanos a —1 y obtenemos las imagenes ¢ (x) respectivas

X p(x) =x—1 X p(x) =x—1
-1.1 -2.1 -0.9 -1.9

—1.01 —2.01 —0.99 —-1.99
—1.001 —2.001 —0.999 —1.999
—1.0001 | —2.0001 —0.9999 | —1.9999
—1.00001 | —2.00001 —0.99999 | —1.99999

l l l l

-1~ -2 -1t -2
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Es claro entonces que ll'm1 ¢(x) = =2, pues para valores de x cada vez mds proximos a —1, ¢(x) esta
x—>—

cada vez mas préximo a —2. Por lo tanto ll'm1 ¢ (x) siexiste.
x—>—

Geométricamente tenemos

y=¢(x)

A

x? si—2<x<0;

5. Dadah(x) =<1 six=0;
3x si0<x< 1.

¢(Existe lim h(x)?
x—0
¥ Notemos que /(x) estd definida de diferente manera para x < 0y para x > 0.

Damos a x valores cada vez mas cercanos al cero, por ambos lados, y obtenemos las imagenes /(x)

correspondientes.
x h(x) = x? x h(x) = 3x
—0.1 0.01 0.1 0.3
—0.01 0.0001 0.01 0.03
—0.001 0.000001 0.001 0.003
—0.0001 | 0.00000001 0.0001 | 0.0003
—0.00001 | 0.0000000001 0.00001 | 0.00003
\ \ \ \
0~ 0 ot 0

Podemos decir entonces que h'rr}) h(x) = 0, pues si x estd cada vez mads cerca de 0, /(x) estd cada vez
x—

mas cerca de 0.

Geométricamente tenemos
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y =3x

. 1
6. ¢Qué se puede decir acerca de lim —?

x—>0 X

1
¥ Notemos que la funcién f(x) = — no estd definida en x = 0.
X

Damos a x valores cada vez mds cercanos a cero y obtenemos las imagenes f(x) correspondientes.

1
x flx) = <
—0.1 —-10
—0.01 —100
—0.001 —1000
—0.0001 | —10000
—0.00001 | —100 000
Il Il
0~ Numeros negativos con valor
absoluto cada vez mayor

1
X flx) = <
0.1 10
0.01 100
0.001 1000
0.0001 | 10000
0.00001 | 100000
Il Il
ot Numeros cada vez mds grandes

Cuando x estd cerca de 0, f(x) no esta cerca de niimero alguno, por lo tanto decimos que lin}) f(x)no
x—

existe.

Gréficamente se tiene
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y
y=fx
O
3.2 Algebra de limites
Ejercicios 3.2.1
I. Considerando que lz’m2 f(x) = =8, lz’m2 gx) = 4, lz’mzh(x) = 0y que lfrr12¢(x) no existe, calcular los
siguientes limites:
1. lim [g(x) = (0]
\ h’n; [gx) — f(x)] = h’n; gx) — Iﬁ% fx)y=4—-(-8) =4+8=12. O
2 Hm [f(x) - g(x)].
Y lim (/) g(0] = [lim £()] [lim g(x)] = (~8)(4) = -32, O

3. 1im [£() + ¢ ()]

v lirr; [f(x) + ¢(x)] no existe, pues si existiera entonces también existiria lin} ¢(x) y de hecho
X—> X—>

lim §(x) = lim {[/(x) + ()] = (0} = Hm [f(x) + $(x)] = lim /(x) = lim [£(x) + $(x)] = 8. O]

g(x)
4. xl_)I'I; m
y
Y lim [g(x)] - 1 &0 _4_ 1 =
=2 | f@] T im0 T =8 T2
5. 1im [ /200 — g3()].
lim [ £2(0) — g°(0)] = lim [/ ()] = lim [g())° =
= [1im /)]~ [1im gv)] = (-8 ~ (4 =64 64 = 0.
|
6. lim f(x)h(x).
=2 g(x)
. [f(x)h(x)] _ lmfeonel (i s [limae] g0 -
x>z | g(x) lim () Tim ¢(x) 4 a7
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A {C)
7. lim
x—>2 h(x)
lim g(x)
vV Ya que 1 11m h(x) = 0, entonces hm [ig;] )161—;1; o) y se afirma que )161_>m5 [%] no existe. [

8. 11m[ glx) + 3 f(x}

lim [/5() + ¥/700] = lim V&0 + lim /70 =, /lim (o) + ¢/lim f(x) =
=V4+V8=2+(=2)=0.

T
O [g(x)]

v [FOT (o STV _ (MmN sy
i 557 = (m [55]) = lim £(x) =(5) = =-
10. lim [h(x)\/ f(x)}.

Y Yaque h'mﬁ f(x) = —8 & +/—8 no es un nuimero real, entonces Iﬁ% v/ f(x) no existe.
xX—> x—
Por lo que, Iﬁ% [h(x)\/ f (x)} no existe.
x—
IL. Calcular los limites siguientes:

1. lim(—x2 —9x — 8).
x—>4

hm( x> —9x —8) = hn}‘ —x% - hm 9x — hm 8 = —(hm x)? — (h’n}‘x) -8 =

= —(4)2—9(4)—8 =—16—36—8 = —60.

2. lim /x4 —-2x+1.

x—>—=2

A\
lim Vx4 —2x+1= \/limz(x4—2x+1): lim x4 — hm 2x + lim 1=
x——

x—>—2 x—>—2 -2 x—>—2

- \/ (M, x)* —2( im, x) + 1 = V=22 + 1=
=VI6+4+1 =21
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2 _
3 X 3x+1.
sl —x2 +8x -3
2
A\ 1 (2 ) 1\? 1 1 3
imx“—3x+1 2y - -
X2 -3x41 xod (2> 3<2>“ ;s o t!
hm D) = " D) = D) = 1 =
x>d —x?+8x =3 lm (—x?+8x —3) 1 1 __+§_3
x4 —\3) T8l3) 3 472
1-6+4
I N
T 1+4+16—-12 3 3
4
0
1 5
v
5
l'fls—l'fl'ls— I ! =
WVt ) TUmYE T s T \/xIE}’“L\/m =
x—>1
e LY
(Vi+ ) =00
O
5. lim [(x +4)3(x — 5)2].
x—6
M 3 2 3 2 3 2
lim [(x + 4) (x—5)]:[11’m(x+4)} [h'm(x—S)] —(6+436-5)?=
x—6 x—6 x—6
=10%-1 = 1000.
0
6. lim (4x? +3x? —2x —1).
X—>—
h'ml(4x3 +3x2—2x— 1) =4(=1)> +3(-1)?=2(-) -1 =
X—>—
=—44342-1=0.
0

7. h'n}(x3 —xZ—x+1).

X3
" met o= () (A (et
x—>1 S \2 2 2 8 4 2 n
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8.

10.

11. Ii

12.

13.

14.

lim (3 —4x + 5x2).

x—>%
! lim (3 —4x+5x?) =3—-4 2 +5 2\’ 3 8+20
m — = —_ — — — - _
e 3 3 39
_27-24+420 23
N 9 T 9

lim (3x2 —2)°.
x—0

Vo lim(3x? —2)° = [3(0)* 2" = (-2)° = -32.

lim (6 — x2)*.
x—>—3

Vo lim (6-x2)* = [6— (=37 = (6 - 9)* = (-3)* = 81.

3x2—4x+5
m-—.
x—0 6x2 —7x + 8
32 —4x+5  302—40)+5 5

-

VoI - =2
x206x2 —Tx +8  6(0)2—7(0)+8 8
. 3x+2
m .

x—>—2 x2 44

42 3-)+2  —6+42  —4 1

T - - e
—2x2+4  (22+4  4+4 8 2

x4
m .
x>-1x2+1
X3+ =D3+1 —141 0
Y Ilim = = =-=0.
x—>—1x2 41 (—1)2 +1 1+1 2

-1y
m ——F— 7.
x—>—% (4x2 + 1)5

v 2 ! 13
2D [ (_5>_ ] _ 1=

x—>—% (4)(?2 + 1)5 B 1 2 > 1+ 1)5
4 ——) +1
(=2 =22 11
QP 25 22 4

IIL. Calcular los limites siguientes:

1.

i x2 -1

lim —————.
x—>-1x2 4+ 3x + 2
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L 2 x2—1 . (x=Dx+D oox—1
Im —— = lim ———— = 1lim =
x>—1x243x+2 x>-1(x+Dx+2) x>-1x+2

—1-1 -2
= ===2
-1+4+2 1

|
0 I x2—4x+4.
x—=2  x2—2x
\ 4 , X2—4X+4 , (x—2)2 ox—=2
1 = lim = =
x—2 x2—2x x>2x(x —2) x-2 x
2-2 0
=" "=>=0
2 2
|
2
- 1
3. Hmw,
x—>5 x2-25
v . x2—7x+10 . (x=3%5(x-2) ., x-2
Im— =lim ——————— = lim =
x—>5  x2-25 x=>5(x =5 (x +5) x=5x+5
5-2 3
545 10
|
3_
4 lim = =8
x—2 6x2 — 3x3
v o x*-8  (x—2)(F42x+4) o x242x+4
= lim =lim——+— =
x—>2 6x2 — 3x3 x—>2 —3)(?2()(? —-2) x—2 —3x2
@2 +20+4 12 X
B —3(2)2 T o120
|
. x2—(a+Dx+a
. lim .
x—a x3_a3
v .. xX*>—(@+Dx+a i (x—a)(x—1) . x—1
Iim = lim =lim ——— =
x—a x3—a3 x=a (x —a)(x2 +ax +a?) x—ax2+ax+a?
a—1 a—1
= = ,paraa # 0.
a?+a(a) + a? 32 P 7
|

ox*=3x242
o lim =—— =,
x—>1 x4 4+2x2-3
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v . x*—=3x242 L (x2=1(x%2=-2) x2 -2
Iim—T—" = lim——~" = |im —— =
x—>1 x4 +2x2—-3  x>1 (x2—-1)(x2+3) x—>1x2+3
-2 -1 1
M2 +3 4 4
|
4 _
7. h’mx3 !
x—>1x3—1
v . x*—1 ) x2=-DE2+1 x=DEx+DE2+1)
Iim = lim = lim =
x=>1x3—1 x>1(x—DE2+x+1) x>1 (x—DEZ+x+1)
— lim (x+1)(x2+1)_(1+1)(12+1)_2(2)_i
x>l x24x+10 0 124141 33
|
o T2
8. lim ———.
x—=2 x—-2
Vo = V2 a2 V2
Iim ¥— = lim X =
x=2 x—-=2 x—2 x—2 ﬁ—}—ﬁ
Vx> - (2?2 x—2

X2 (x —2)(Vx ++2) )1“1—’1% (x —=2)(v/x ++2) -
) I
B BV AV SV W

También se puede calcular observando que

x—2= (V2= (V2 = (Vx + V2)(Vx - V2),

por lo que
VE-V2 (VX —V2)1 _ 1
x =2 (WVX=V)(Jx+V2)  JSx+2
y de aqui que
limif_ﬁ—lim ! = ! -
>2 x=2 2 X422 V2442 2V2
(|
Al H+x—+1—x
. lim .

x—0 X
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vV o JT+x—V1I-x | |[JT+x=-V1—-x JT+x+/1-x
Iim = lim X =

x—0 X x—0 X «/I—G——X—l-m
lim 14+x)—(1—x) — lim l+x—-1+x _
_x—>0x(«/1+x+«/1—x)_x—>0x(«/1+x+«/1—x)_
2x 2
:1 m =
0 (T x+ VI—x) 0 JTrx+ v/I—x
2 2
CVTEVT 2
O
10, lfm 2= YX 3,
x—>7  x%2—49
A\
h,m2—«/x—3_h,m 2—+/x-3 2+«/x—
x=7 x2—49  x—57 x2—49 2—|—~/X—
) 22— (x—3) ) 4—x+3
= lim = lim =
=7 (x2 =492+ Vx—=3) T x+7Nx-72+ Vx—=3)
— lim 7—x — lim —(x=17)
T (x=Nx+7N2+vVx=3) =T x-TNx+72+ Vx— )
—1 —1 1
S e visy)  (He+ VA 56
([l
. 3—454x
11. Iim ————.
x4 1 — /5 x
v h’m73_ 5_‘_x—h'm 3- 5+xx1+ ST
ol —5—x x4 |1-5-x  1+/5-x|
_h,m(3—«/5+x)(1+«/5—x)_h,m(3—«/5+x)(1+«/5—x)_
x4 12—(5-x) x4 1-5+x N
A+ V5=x)3-V54+x) 34+/54+x
= lim X
x—>4 x—4 34+/54+x
— m (1+v —x)[3%2 = (5+x)] — tm (I1+V5-x)(@4-x)
T -6+t A G-dB+ i
— lim —(14+ V5 —x) 1+ v5-4 __l—i—l__g__l
X G+v5+x) 3+ 5+4 343 6 3
Il
3 _ 3
12, lim XA VY

h—0 h
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L x4+ h—Yx
Vo
—0

i | VA D Y YR+ (0
70 h (Vx +h)? + Ix + hx + (Ix)?
= lim (WP ([)3
h—0 h[(v/x + h)? + W[+([)2]

x+h—x

QL TR NI @02

QL TR Wf+ @02

h»o(ﬁ)uﬁfﬂfﬁ_

= ara x # 0.
(ﬁ)2+ﬁﬁ+(ﬁ)2 J_p ?
O
X2 -2x4+6—/x24+2x—-6
13. lim .
x—>3 —4x+3
\{
X2 -2x4+6—x24+2x -6
lim =
x—3 —4x+3
— lim «/x2—2x+6—«/x2+2x—6x«/x2—2x+6+«/x2+2x—6
x—3 —4x+3 Vx2—2x+6+ /x> +2x—6
i (x2 =2x 4+ 6)— (x2+2x —6)
= lim =
x=>3 (x2 —4x +3)(Vx2 —=2x + 6 + /x2 +2x — 6)
X2 =2x+6—x>2—-2x+6
= m =
x>3 (x2 —4x + 3) (VX2 —=2x + 6 + /x2 + 2x — 6)
, —4x + 12
= lim =
>3 (x2 —4x +3) (VX2 —=2x + 6 + /x2 + 2x — 6)
—4(x —3)
= lim =
x—>3(x—3)(x—1)(«/x2 2X + 64+ /x2 +2x —6)
, —4
= lim =
>3 (x = (VX2 =2x + 6 + V/x2 +2x — 6)
~ 4 2 2
" 2(V9-6+6+/9+6-6) 3+3 6 3
O
-8
14 il—rf}s [—2

¥V Para resolver este limite se puede considerar que J/x =

y, entonces x = y3; ademds cuando

x — 8, sucede que y — /8 = 2.

Luego,

x—38
x—>8 ﬁ—z

/

oy =8 (=2 +2y +4)

= lim = lim = Hmi(yz +2y+4) =
y%

y=o2y =2 yo2 -2

=2242Q2) +4=12.
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O haciéndolo directamente

(Vx=D)(Wx)* +2¥x+4] _

xﬂ%—z_xl—rg %—2 _xl—rfél? f/——z
=11'n;[(3/})2+23/}+4]:(3/§)2+23/§+4=22+2(2)+4=
x—
=4+4+4=12.
O
—1
15. lim VX .
x—>1 x—1
Y Si./x =y, entonces x = y%; ademds cuando x — 1, sucede que y — JV1=1.
Luego,
oWx =1 ; y—1 ; y—-1 ; 1 1 1
Iim = lim =lim————=1lim —=—— = —,
x—>1 x—1 y=>1\y2 —1 =1 (y—Dy+1) ys1y+1 141 2
O haciéndolo directamente:
I Jx =1 I Jx =1 I Jx =1 I 1 1 1
im = lim ————— = lim = lim =—=—.
x—>1 x—1 x=1 (Xx)2 =12 x>1(Ux—D(/x+1) x>1/x+1 1+1 2
Ol
. x-—8
16. xll>11614ﬁ

YV Para eliminar tanto a la raiz cuadrada como a la ctibica, obtenemos el minimo comtin miltiplo de
los indices 2 y 3, que es 6, y proponemos que x sea y°.

Si x = y5, entonces y = ¢/x; ademés cuando x — 64, sucede que y — V64 = V26 =2.

Luego,
L ox—=8 . yo-8 . (y?-2? (=20 +2y +2%)
lim - =lim ~—— = lim = lim =
x—64 [—4 y—2 3/y6_4 y—2 y2—22 y—2 (y—2)(y+2)
o Y2 42y4+4 44444 12
= lim = = — =3,
-2y 42 242 4
O
3
—1
17. limL

=1 Yx -1

YV Para eliminar a las dos raices, obtenemos el minimo comtin mdltiplo de los indices 3 y 4, que es
12 y proponemos que x = y'2.

Six = y!2, entonces /x = {/y!12 = y* & ¥x = {/y'2 = y3;ademds y = 'Y¥x — 1 cuando x — 1.

Luego,

Iim

2 =1
x—>1 Jx—1 y—>1

-1 _ (y“— 1) @7 =DO?+D =D+ DO+
yi-1 =1y —=DO2+y+12)  y=>1 (y-DO2+y+1)
+DO*+D  (A+DA2+1) 4

= lim = = —.
y=>1  y2+4+y+1 2+1+1 3
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o A3x+1-2x
18. Ilm ————.
x—>1 x242x -3
¥ Racionalicemos el numerador y factoricemos el denominador

V3x+1-2x  (VBx+1-20)(3x+1+2x) 3x + 1 —4x?
¥242x =3 x4+ -DWAIx+14+2x) (x+3)x—DHBx+1+2x)°

Ya que x = 1 esraiz de —4x2% 4+ 3x + 1, entonces x — 1 es un divisor de este trinomio

—4x -1
x—1| —4x2+3x+1
+4x% —4x
—x+1
+x—1
0

Luego, —4x2 4+ 3x+1=(x —1)(—4x 1), por lo cual
i V3x+1-2x i 3x + 1 —4x2

m ———= im =

x—>1 x242x—3 x>l (x +3)(x — D(V3x + 1 + 2x)

i (x — 1)(—4x — 1) B

=1 (x +3)(x = 1)(3x F L +2x)
—4x -1

x=>1 (x +3)(+/3x + 1+ 2x)
B —4-1 5 5
T (1+4+3)W3F142)  42+2) 16
|
3 _3x2-5
19, Ifm =20 7%
x>0  x2—7x
¥ Observamos que
x3—3x2—5x  x(x?-3x-5)
x2—-7x  x(x—=7)
y, si x # 0, entonces,
x3—3x2—5x x*-3x-5
x2—-7x x-=71
por lo que
o x3—3x%2-5x o x%2-3x-5 -5 5
llm = 11 = — = —
x>0  x2-—7x x>0  x—7 -7 7
|
L AMx+2—46—Xx
20. lim .
x—2 x =2

Y Observamos

Vi+2-v6—x Jx+2-V6—x Jx+2+V6—x

x—=2 B x—=2 Xm+m:
. x+2)—(6—x) _ 2x — 4 _
S x=)(Wr 24+ V6—x) (x-2(Wx+2+/6—x)

2(x —2) 2

, six#2,0sea,x—2F#0.

:UFQXJX+2+J6—MZ:Jx+2+J6—x
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Por lo tanto

I VX +2—4/6—x lim 2 2 2 1
m = = = - = —,
x—2 x—2 =2 Jx F24+/6—x JA+J4 42
O
1 3
21. lim — .
x>1\x—1 x3-1
¥ Unpoco de algebra
1 3 xP4+x+1-3 x*4x-2
x—1 x3—-1 x3—1 o x3—1
—1 2 2
= (x—Dx +2) — six #1.
x—Dx2+x+1) xZ24+x+1
Luego
, 1 3 3 x+2 3
lim - =lim——=-=1.
x>1\x—1 x3-1 x>1x2+x+1 3
Il
L 2x —A/—12x 4+ 40
22. lim .
x>2 3x2+x-—14

¥ Aqui usamos que

324 x—14=0 &

-1£1+168 —1++169 —1=£13 N

6
2
S x=q-14 7
6 3
Por lo que
1 14
x4 x—14=3(x*+-x——) =
XT+x (x +3x 3)

Racionalizando el numerador tenemos:

2x — /—12x + 40

6 6

<x+§> x=-2)=0Cx+7(x—-2).

_ 4x% — (—12x + 40)

3x2+x—14
4x% 4+ 12x — 40

T B2 +x—14)02x + V/—12x 1 40)
4(x2 + 3x — 10)

T Bx +7)(x —2)2x + v—12x + 40)

T Bx+7)(x —2)2x + V—12x 1 40)

_ 4(x + 5)(x —2) _ 4(x +5)
O Bx+T(x—2)2x + V/—12x +40)  (3x + 7)(2x + ~/—12x + 40)
Como x # 2, entonces x — 2 # 0.
Por ultimo
_2x—/—12x+40 _ . 4(x 4 5) B
x>2 3x24x—14  x=2 3x + 7)(2x + /—12x + 40)
_4xT 7
T 13x8 267
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23.

. Ah+1-1
im ——.
h—0 h

¥ Vemos que, al racionalizar:

’ Vh+1-1 ’ h+1-1 I 1 1
m—=lim———— =lim— = —.
h—0 h o h(Vh+1+1) >0 Jh4+14+1 2
(I
V/ 1-2
24, lim XX 72
x—3 x—3
Y Racionalizando el numerador
Vx+1-2 x+1-4 _ x=3 _
x-3 x=3)Vx+1+2) @x—=3)Vx+1+2)
! i 3#0,est ix #3
= ———5six— , esto es si x .
VJx+1+2
Por lo que
1 VJx+1-2 1 1 1
m-——=IIm — = —.
x—3 x—3 x=>3 . J/x+14+2 4
Il
; 1 12
25. lim - .
x>2\x—2 x3-8
YV Efectuemos la operacion, recordando que x3 — 8 = (x — 2)(x2 + 2x + 4):
1 12 @P4++4-12 P28
x—2 x3-8 (x=2)(x24+2x+4) (x—2)(x2+2x+4)
_ x+4)(x—-2)
C(x=2)(x2+2x +4)°
Entonces,
1 12 x+4 . .
x_z_x3_8:x2+2x+451(x—2)750,est0e551x752,
por lo que
) 1 12 . x+4 6 1
lim — =lim ——— = —=-.
x>2\x—2 x3-8 x—>2x24+2x+4 12 2
O
2x3 -1
2. Tim —— —16
x—2 —3x2 +8x —4
¥ Como 5
8+ /6448 4 2 z.
32 48x—4=0& x=—————=-F==(3
—6 33 )

’

tenemos que

—3x2+8x—4=-3 (x—§> (x—2)=—-CBx—2)(x—2)

yque
2x3—16=2(x3—8) =2(x> —23) = 2(x — 2)(x? + 2x + 4).
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Siendo asi,

203 -16  2(x—2)(x2+2x+4)  2(x*42x+4)

—3x2+8x—4 -Bx-2)(x-2) —(Bx-2) si(x —2) # 0, estoes, six 7 2)

y entonces,

) 2x3 - 16 L 2(x%24+2x+4)
Im ———— =1lim ————~ =
x—>2 —3x248x—4 x->2 —(Bx-2)
_2A2 4+ @x)+d 20444+ _2x12
T -Bx2-21 - —(6-2 -4
(|
L 2+ x =2
27. lim ——.
x—0 X
¥ Racionalicemos el numerador multiplicando a él y al denominador por el binomio conjugado
de V2 +x — V2 quees V2 + x + V2
V2FX-V2 (V2 Fx+VDW2Hx—VD)  24x-2
X W2+ x4+ V2)x x(V2F+x+2)
X 1 .
= = six # 0.
x(V2+x+42) V2Hx+42

Entonces,

v 2+ x -2 v 1 1 1

m —— = lim = = .

X0 x =024+ x++v2 V24+0+v2 242

|
. A+ 19—-6x—1
28. lim .

x>2 6x2 —19x + 10

Y Racionalicemos el numerador

(V9x +19—6x — (VX + 19+ 6x + 1) (V9% + 19)2 — (6x + 1)2 _
(6x2—19x + 10)(v9x + 194+ 6x +1)  (6x2—19x + 10)(v/9x + 19+ 6x + 1)
_ 9x + 19 —36x2—12x — 1 _
©(6x2—19x + 10)(vOx + 19+ 6x +1)
_ —36x2 —3x + 18
T (6x2 —19x + 10)(+/9x + 19+ 6x + 1)

Observemos que

—36x2-3x4+18=0 & 3(12x°>+x—-6)=0 & 12x>+x-6=0 &
2
-1 JT+288  —1£280 -—1£17 |73

= 24 T T T a T

3
4

)

por lo cual

367 — - _2 3o _2
36x —3x +18=-3x12(x 3 x+4 =-3x3(x 3 (4x + 3).
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Ademas
5-
19+ 4/361—-240 19+ V121 19+ 11 2’
6x2—19x+10=0 & x = = = ={?2
12 12 12 2
3
2 S 2 )
Porlo que 6x* —19x + 10 =6 x=2 ) x¥=3 . De aqui que:
9 2 4x +3
~36x%—3x + 18 B A R _
2 N 2 5 N
(6x2 —19x + 10)(+/9x + 19 + 6x + 1) 6(x_§> (x_§>( ST T0 4 6x 4 1)
—9(4x +3) —3(4x +3)

6(x—§> (W9x +19+6x+1) _Z(x—§>(«/9x+19+6x+1)

. 2
six # 3 entonces,

A+ 19—6x—1 ) —3(4x +3)
Iim = lim

2 6x2— 2 5 -
>3 67—+ 10 %2<x—§>(«/9x+19+6x+1)

8 17
-3 (§+3> B -3 (?) -7 51

- /2 s ST T =22 T 10
2(§—§>( 6+19+4+1) 2(T>(5+5) T(S)
(I
. 4—/x+15
29. im —— .
=1 x2—1
V¥ Tenemos
lim 4—Vx+15 lim 4—Jx+15 y 4+ /x+15)
x—>1 x2 -1 x5l x2 -1 4+«/X+—15 N
. 16 — (x + 15) 3 1—x
= lim = lim =
x>l (x2 = 1)d 4+ Vx+15)  x=1 (x —D)(x + D@+ V/x + 15)
. —(x-=1)
= lim ;
=1 (x —1)(x + 1)@+ V/x +15)
como x # 1, entonces cancelamos (x — 1) y obtenemos
T 4—/x+15 T —1 —1 —1 1
im ——— = lim = = =——.
x>l x2—1 =>l(x+DE+V/x+15) (1+D@E+J/1+15)  24+4) 16
[l

3
30. lim —~ 8
x—>—2x24+5x+6

Y Puesto que

x*+8 0 x3423 ()2 —2x+4)
X24+5x+6 (x+2)x+3)  (x+2(x+3)
x2—-2x+4

= —————six +2#0,esdecir, si x # —2.
x+3
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Entonces,
. x3+38 . x?—2x+4 4+444 12
Iim ——— = lim = = — =12.
x>—2x24+5x+6 x>-—2 x+43 —2+3 1
[l
2x? -
31. lm LM
x—>—3 x2—-2x —15
¥ Observamos que
1
-5+ J25+24 517 )
22 45x—3=0 & x = T {2
4 4
—3.
Por lo que
1
2ﬁ+ﬁx—3:2(x——>u+s) 2x — )(x +3).
Luego,
. 2x?2+5x-3 . (x+3)2x—1) o 2x—1 2(=3)—-1 =7 7
Ilm ——— = lim ——————— = lim = =—=-.
x>-3x2—-2x—15 x>-3 (x +3)(x—-5) x>-3 x—5 -3-5 -8 8
([
i VA5
32. lim ———
h—0
\ Encontramos que
h,m«/x+h—ﬁ_h, Vx+h «/x+h+ﬁ_
h—0 h _h—>0 h «/x—i— —l—ﬁ_
gy AR -2 xthox
=0 h(Vx+h+Jx) b0 h(«/x + 1+ J/X)
h
=0 h(v/x +h + /x) h=0/x+h+J/x
1 1
= = , > 0.
Vrx+Jx 2Yx para X
O
¥2 _
33. Jim
=1 x2—1"
YV Sitratamos de calcular el limite por evaluacién obtenemos:
(=1 _ " (0)" una indeterminaci6 (%)
= (=], rminaciéon | = | .
(2 -1 0 0

Esto nos dice que los polinomios del numerador y del denominador, ambos, tienen la raiz comtn
x = 1. En este caso es facil encontrar la factorizacién del factor comtin x — 1:

x2—x x(x—1) X

x2—-1 (x+Dx—-1 x+1°

La igualdad anterior se cumple para x # 1. Por lo tanto podemos usar este hecho para calcular el
limite.

x?—x . X 1

1
lim = lim = =_,
x—1 x2—1 x—>1x +1 1+1 2
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34.

35.

o 3x24+4x—7
lim ———.
x—1 x2 -1
¥V Sitratamos de calcular el limite evaluando la expresiéon obtenemos:

31> +4) -7 _ (o

12 —1 0

7 i O 7
—> , una indeterminacién (6) .

Por tratarse de una funcién racional este resultado nos invita a factorizar el numerador y el denomi-

nador, sabiendo que ambos polinomios tienen el factor x — 1.
Para el denominador el resultado es: x?2 —1 = (x — 1)(x + 1).

Para el numerador efectuamos la division

3x+7
x—1| 3x2+4x—-7
—3x% + 3x
Tx =17
=Ix+7.

0

O sea que la factorizacién del numerador es 3x? + 4x —7 = (x — )(3x + 7).

Con estos resultados obtenemos:

3x2+4x—7 (x—-DBx+7)  3x+7
x2—-1  (x—=DE+1)  x+1°

Ahora si podemos calcular el limite usando esta tiltima expresion equivalente a la primera, para x # I:

332 4 4x — 7 3x+7 31 +7 10

-

Iim ——— = lim = = — =

x—1 x2—1 x—>1 x+1 1+1 2

lim Vxtl-1
x>0 —/x +4+2

¥V Sitratamos de calcular el limite por evaluacion, resulta para x = 0:

JoFi-1 1-1  “/0\”  determinacién de la £ “r0\”
= = — , Una maeterminacion de la rorma — .
—Jot+4+2 242 0 0

Racionalizamos el numerador:

Jx+1-1 . Jx+1-1 «/x+1+1_

—VxFA+2 —JaFA+2 Jrrl4+l
x+1)-—1

5.

X
WA HIHDC—Va+d)  WrxFl+D2—Vx+4)

i 7
. . .. 0
Si tratamos de evaluar obtenemos de nuevo una indeterminaciéon de la forma (6 .
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36.

37.

38.

Ahora racionalizamos el denominador:

x _2+Jm_
Wx+T4+D2-Vx+4 2+J/x+4
X2+ Vx+4) O xQ+Vx+4d 2+ Jx+4

TVl —(+4] (SAFl+DEn)  Jxrigl

Podemos ya calcular el limite usando esta expresion equivalente, para x # 0:

VaiFi-1 <2+«/x+4>_ 242 _ 4 _

Im —————— = 1lim | — =— = ——
x>0 —/x +4+2 x>0 VJx+1+4+1 1+1 2

Coxd—2x?42x—1
Iim .

x—1 x—1

¥V Observamos que x = 1 es una raiz de x> — 2x? + 2x — 1, luego este tiltimo polinomio es divisible
entre x — 1 y efectuando esa divisién

xXZ—x+1

x—1| x3-2x24+2x—1

—x3 4 x?2
—x?4+2x—1
x?—x
x—1
—x+1,
0
llegamos al resultado:
x-2x?+2x—-1
=x"—x+1.
x—1
Entonces,
3 2x2 4 2x — 1
m T2 AT i —x ) = 1.
x—1 x—1 x—1
([
, 4
lim [ ——3) x.
x—=>0 \ X
Y Vemos que
4
lim [(——3>x]=11’m(4—3x)=4—(3x0):4—0=4.
x—>0 X x—0
U

3

x
lim ———.
x=0 /x2 +25-5

Y Racionalizando el denominador

x3 _ x3(Vx2+2545) _x3(Vx2+2545)
Vx2425-5  (Wx2+25-5)(V/x2+25+5) x2+25-25
x3(V/x2 42545
= ( t + ):x(\/x2+25+5),parax760.

X
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Por lo que hallamos:
3

X
IIm — = lim[x(v/x2+25+5)]=0.
x=>0 /x2 4+25—-5 x—>0[ ( )]
V13 —x2—x—1

x2—-5x+6

a. Viendo la tabla de imégenes de f, calcule Iﬁ% f(x) con dos cifras decimales exactas:
x—

39. Considere la funcion f(x) =

x f()
1.997 1.66096
1.998 1.66286
1.999 1.66476

2 Indeterminado

2.001 1.66858
2.002 1.67049
2.003 1.67241

b. Calcule exactamente h'mﬁ f(x) usando la expresién algebraica de la funcién.
x—
¢Cual es la tercera cifra decimal exacta del valor del limite?

v

a. Se puede afirmar que Iﬁ% f(x) =1.66.

b. Vemos que

VI3—x2—x—-1 _ \/13—X2—(X—|—1)X VI3—x2+(x+1)

x2—-5x+6  x2-5x+6 V324 (x+1)
_ @3- - 1 B
x2—5x+6 VI3=x2+(x+1)
13—x2—(x2+2x+1)x 1 _
x2—5x+6 VI3=x2+(x+1)
_ —2X2—2X—|—12X 1 _
x2—5x+6 VI3=x24+(x+1)
:_2x2+x—6X 1 _
x2=5x4+6 JVI3—-x2+(x+1)
:_z(x—Z)(x+3) » 1 _
(x=2)(x=3) JI3—x24+(x+1)
x+3 1

(six —2#0,0sea, x #2).

- X
Xx—=3 VI13—x24+(x+1)

Entonces,
x+3 1
Iim f(x) = lim |-2 X
x—>2f() x—>2|: x—3 JI3—x2 4+ (x +1)

5 1 10
=-2(=)x = — = 1.6667.
(—1> 1344241 6
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¢Cual es la tercera cifra decimal exacta del valor del limite?

Con lo anterior calculado podemos responder que 6 es la tercera cifra decimal del limite.

3.3 Limites laterales
Ejercicios 3.3.1

1. Dada f(x) = |i—|, calcular:

a. lim f(x); b. Iim f(x);
x—>0— x—>0t

Y Yaque, conx #0,

—x six <O0;
| x| = .
X six >0,

entonces:
X —X
a. lim f(x)= lim u = lim — = lim(-1) = —1;
x—>0— x—>0— X x—>0 Xx x—0
X X
b. Iim f(x) = lim u =lim—-—=1ml1 =1,
x—0t x—>0t X x—>0 X x—0

C. h'rr}) Jf(x) no existe debido a que: 11'1{)1_ fx) # Hm+ f(x).
x— x— x—0

2. Dada f(x) = ﬂ, calcular:
|x —al
a. lim f(x); b. lim f(x);

x—at

Y Yaqueconx —a #0,
Ix—a|= {—(x—a) six—a<0 _ {—(x—a)

X—a six—a>0 X—a
entonces:
xX—a X—a
a. lim f(x)= lim = lim | ——
x—a— x—a— |x —a | x—a |—(x —a
xX—a X—a
b. lim f(x)= lim = lim =liml=1,
x—at x—at | X —a| x—>a x —a x—a

C. 11'_r>n f(x) no existe debido a que: 1_1'>m_ fx) # Hm+ f(x).

= lim(-1) = —1;

C. h’n}) f(x).

C. h’_r)n f(x).
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3. Dada g(x) = |x — 2| — x + 2, calcular:

a. lim g(x); b. Iim g(x); C. h’n}g(x).

xX—>2~ x—2+

Y Yaqueconx—2#0,

—(x—=2) six—2<0 —Xx4+2 six <?2;
x=2|= | = [x-2|= |
x—=2 six—2>0 x—2 six > 2,

entonces:
a. lim g(x) = lim (|x —-2|—-x+2)=lim[(-x+2)—x+2] =
x—2" x—2" x—2
= h'rr;(—Zx +4)=-22)+4=-44+4=0;
x—
b. Iim g(x)= lim (|x—-2|—x+2)=Ilm[(x —=2)—x+2]=1lim 0=0;
x—2+ x—2+ x—>2 x—2

c. Yaque lim g(x) =0= lim g(x), entonces lim g(x) = 0.
X—>27 x—2+ xX—>2

O
-2 six < —1;
4. Dada f(x) =<¢x2—-3 si—1<x<2;
2—x six>2.
Calcular:
a. Ilim f(x); c. lim f(x); e. lim f(x);
x—>—1- x—>—1 x—2t
b. Ii ; ‘ . . .
im f(x) d. lim f(x); £ lim £(x)
Y Encontramos que:
a. h’n}_ fx) = h’n}_(—2) =-2;
b. lim f(x)= lim x?-3)=(-1)2-3=1-3=-2;
x—>—11 x—>—11
C. 11'm1 f(x) =—-2yaque lin}_ fx) = Hm+ fx)=-2;
xX—>— X—>— x——1
d. 11'%1_ f(x) = 11'1?_()62 -3)=22-3=4-3=1;
e. xlf?+ fx) = x1_1>r§1+(2 —x)=2-2=0;
f. h’n; f(x) no existe ya que: 11'151_ fx) # Hm+ f(x).
x— x— x—2
O

ax + 11 six < 3;

5. Dada la funci6 =
ada la funcién g(x) {x2—8x+16 six > 3.

Determinar el valor de la constante a que asegura la existencia de h'mg g(x).
x—

¥ Calculamos

h’r? gx) = h’rgl (ax +11) =a3) + 11 =3a + 11.

x—3— x—>3"

lim g(x) = lim (x2—-8x+16)=9—-24 +16=1.
x—3+ x—3t
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Luego:
lim g(x) existe & lim g(x) = lim g(x) &
x—3 x—>3— x—3+

10
S3a+11=1 < 3a:—10<:>a:—?.

O

2
6. Laexpresion L = L,y/1 — v_2 indica la longitud de un objeto en funcién de su velocidad v, donde L,

c
es la longitud del objeto en reposo y c es la velocidad de la luz.

¢Qué pasa con la longitud del objeto cuando v se aproxima a la velocidad de la luz?
2
. v,
Y En primer lugar observemos que 1 — 2 tiene que ser > 0.
Entonces:
v? 2 _ 2
—=l=v=c
c

y extrayendo raiz cuadrada a ambos miembros, obtenemos
V2 <2 s v=||<|c|=c.

Con lo cual la velocidad del objeto no puede ser mayor que la de la luz:

v? v? v?
Iim L= 1lim L,{/1—— =L, lim l——=Ly{/1— lim — =L,~v/1—-1=0.
v—>cT v—>cT c2 v—>c— c2 v—oc— 2

|
c X —x
7. Calcular: lim .

x—>0 X

Y Yaquex # 0, entonces | x | = x para x > 0y también que | x | = —x para x < 0, entonces:
;o xl-x o ox—x 0
lim = lim = lim —= lim 0=0;
x—>0t X x—0t X x—0t X x—0+
y ademas
x| —x . —Xx—X . —2x .
lim = lim = lim — = lim -2=-2.
x—>0— X x—>0— X x—>0— X x—>0—
R B . -

No existe hnz) pues los limites laterales son distintos.

X—>

|
2
,ox =1
8. Calcular: Iim ———.
x—1 |x —1 |

¥V Sabemosque x? —1 = (x — 1)(x + 1) y que x — | # 0; entonces:

| 1 x—1 six—1>0; x—1 six >1
x—1|= —
—(x—=1) six—1<0 —(x—=1) six<1;

luego,
21 1 -1
im 2 g SFDEED i =2
x—>1+ |X —1 | x—>1+ x—1 x—1t

y también

ox2—1 o (x+Dx=1) ox+1 2
Iim = lim ——————% = lim = — =-2.
ol | x— 1] x—>l-  —(x—1) x>1- =1 —1
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Por 1 iste lim 2!
or lo que no existe lim X1 |,yaque
o x?—1 o x2—1
im —— im .
x—>1_|x—1| x_>1+|x—1|
|:|
9. Sea la funcién definida por
f(x)=n, paracadax € [n,n+ 1), donden e {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Z.
a. Grafique esa funcién f.
b. Calcular paran € {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} = Z.
Iim f(x); im f(x); lim f(x) & lim f(x), donde a # n.
xX—>n— x—nt x—n x—a
A\
a. La gréfica de la funcién f es: y
y=f( 41
3 o
2+ ? %
. % |
-3 —2 -1 ' o
Lol .
RSN
L
} —o -2
——o -3
b. Tenemos
lim f(x)= lIm n—1)=n—1;
X—>n X—>n
Iim f(x)= lim n=n.
x—nt f( ) x—nt
Puesto que
lim f(x) # lim f(x), noexiste lim f(x).
X—>n x—nt X—n
Por ultimo
lim f(x) =nsiae n,n+1).
x—>a

X243 six<l; x? six <1;

x+1 six>1;

considerar g(x) =
y &) {2 six > 1.

10. Considerar f(x) = {

Calcular:

a. Hm f(x)g(x); b. xlf?+ f(x)g(x); ¢ lim f(x)g(x).
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¥ Tenemos:

a. 11’r{1_[f(x)g(x)] = 11'1{1_ f(x) x 11'1{1_ gx) = HII}(XZ +3) x limi(xz) = 4 x 1 = 4, ya que ambos

limites existen;
b. Iim [f(x)g(x)] = Iim f(x)x Iim g(x) =lm(x + 1) xlim(2)=2x2=4;
x—>1t x—>1t x—>1t x—1 x—1

¢ Hm[f()g(x)] = 4, pues lim [/(x)g(0)] = lim [/(0)g(x)] = 4.

([l
%) _
11. Calcular: Iim M .
x—>1t x—1
¥ Racionalicemos el numerador multiplicando al numerador y al denominador por la expresién
conjugada /2x + 1 + +/3:
V2x + —«/g_(«/2x+ —«/g)(«/2x+1+«/§)_ 2x+1-3 _
x—1 (x—1DW2Xx + 1+ /3) (x —D(W2x +1++/3)
2x —2 2(x—1) 2 ix £ 1
= = = six .
x—DW2x+1++3) (-DE2x+1++3) V2x+1+4/3
Obtenemos
fim Y2AT=VE 2 R
x—1+ x—1 x=>1+ /2x + 1+ /3 V343 «/g
([l
. 3 2
12. Calcular: lim ||x|" (x+1——)| .
x—0 X
¥ Como | x | cambia de signo en 0, entonces | x |> cambia también de signo en 0.
Calculamos por separado
2 2
lim [|x|3 (x +1-— —)] = lim [x3 (x +1-— —)] = lim (x*+x*-2x?) =0,
x—0+ X x—0+ X x—0+
asi como
. 3 2 . 3 2 . 4_ .3 2
lim ||x°({x+1——=)|= lim |(—x)°[x4+1——=)| = lim (—x" —x° +2x°) =0.
x—>0— X x—>0— X x—>0—
Entonces,
2
lim [|x|3 (x+1——>] =0.
x—0 X
Il
2x2 4+ 1 .
— six < —1;
13. Calcular: lim f(x), donde f(x) = * j;
x—>—1 x> +1 .
six > —1.

x24+6x+5
Y Debido a que f(x) esta definida de una manera cuando x < —1 y de forma diferente cuando
x > —1, para calcular ll’m1 f(x) procederemos a determinar los limites laterales.
x——

) L o2x2+ 1 2(-1)*+1 241 3
lim_ f(x) = lim —; = = =,
x—>—1— x—>—1 x4 +3 =1)*+3 1+3 4
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im0 = I x3+1 o (x+D(Z=x+1)
m f(x)= lim ——— = =
x—>—1+ x>=1x246x+5 x>-1 (x+ 1)(x+5)

x4l (D2—(=D+1 _ 1+1+41 3

m = .
x—>-1 x+5 —1+5 4 4

-

3 3
Ya que h'n} fx) = 1 & 1fm+ fx) = 7 entonces los limites laterales son iguales por lo cual
x—>—17 x——1

3 3
Jim, /)= 5.

Il
2
14. Calcular: lim Al
x—2t | x — 2|
V¥ Six — 27T, entonces x > 2; ademas
X>2=>x-2>0=|x-2|=x-2 =
2—x —(x—2)
= =1 =
|x —2] x—=2
S lim 2=~ dim (1) = -1
im = lim (-1) = —1.
x—2+ | x—2 | x—2+
Il
2 -3|-2
15. Calcular: Iim 2+ x| | .
x—>—3" x2—-9
V Six~w~ -3 = 2+ x ~ —1 <0 (el simbolo ~ significa “aproximadamente igual”), entonces:
[24+x|=-"2-x& |24+ x|-3=-2—-x—-3=—x—-5.
Como —x —5~ -2 <0, entonces ||[2+x|—-3|=3—]24+x]|=3—-(-2—-x)=5+x.
Y, por tltimo, | |2+ x| —-3|-2=54+x—2=x+ 3. Porlo que
2 —3]-2 3
12+ ] | = Xt = six # —3.
x2—-9 x+3)(x—-3) x-3
De aqui que
e H2tx[=31-2 1 1 1
m = im = = ——.
x—>—3~ x2-9 x—>—3-x—-3 -3-3 6
O
3.4 Limites infinitos
Ejercicios 3.4.1
1
1. Para f(x) = —, calcular:
X
a. lim f(x), b. Iim f(x), c. lim f(x).
x—>0— x—07t x—0
c 1 AR . . L
Y Cuando x — 0, sabemos que 11115 - = 0 indeterminado. Debemos trabajar con limites
x—0 Xx

laterales para determinar el comportamiento.
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1 1 i 1 7
a. Six - 07, entonces x <0 & — < 0;porloque lim — = (—) = —00.
X x—0— X 0

1 1 i 1 7
b. Six — 07, entonces x > 0& — > 0; porloque lim — = — = +o0.
X x—0+ X 0t

. 1 .
c. Podemos decir que lim — no existe.
x—>0 X

1
d. Ademas, se puede afirmar que la recta x = 0 es la asintota vertical de la curva y = —.
x
|
2. Para f(x) -3 calcular
. Para f(x) = —, :
x+2
a. lim f(x), b. Iim f(x), c. lim f(x).
x—>—2" x——2+ x——2
¥ Cuando x — —2 sucede que (x + 2) — 0 y sabemos que _+ 5 >0 (sin signo).
x
Precisemos el signo.
- - -3 -3
a. Six - —27, entonces x < —2 & x + 2 < 0; por lo que >0& — +00
x+2 x+2
. -3
Luego, xl}r_r;_ Tr2o +o0.
: -3 -3
b. S1x—>—2+,entoncesx>—2&x+2>0;porloque <0& — —00.
x+2 x+2
-3
L , i = —o00.
N S x 2 T
c. Podemos decir que lim2 f(x) no existe.
xX——
. . . : -3
d. Ademas se puede afirmar que la recta x = —2 es la asintota vertical de la curva y = T 2
|
x—1
3. Para f(x) = , calcular:
x—=2
a. lim f(x), b. Iim f(x), c. lim f(x).
xX—>2~ x—2+ x—2

¥ Cuando x — 2, sucede que (x —2) — 0 & (x — 1) — 1 por lo cual sabemos que:
x _ 1 % " 1 7 ( . . )

-] = i .
o 0 00 (sin signo

Para precisar el signo, notemosque (x —1) > 1yque 1> 0.

_1 _1 i 1 7
a. Six—>2_,entonc:esx<2&x—2<0,‘porloque)C 2<0&)C — (—) .
X — X

x—l_

Luego, lim —00.
X

—-2=x —2

_1 _1 i 1 7
b. Six—>2+,entoncesx>2&x—2>0;porloque)C 2>0&)C — (—) .
x_

L 1 x—1 "
uego, lim = +00.
& x—2t x —2
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c. Podemos decir que Hn; f(x) no existe.
X—>

—1
Ademas se puede afirmar que la recta x = 2 es la asintota vertical de la curva y = i 5"
|
3x
4. Para f(x) = ———, calcular:
x*—1
a. Ilim f(x), c. lim f(x),
x—>—1" x—>1—
b. Iim f(x), d. lim f(x).
x——171 x—>17F
¥ Cuando x — —1, sucede que x2—=1,(x>=-1) - 0&3x — —3.
Por lo cual sabemos que
3x — (3) 2 00 (sin signo)
21 o) = ghnol
Para precisar el signo debemos notar que:
3x 3x
= T T G he )
donde
3x >-3<0,(x—1)>-2<0&(x+ 1) > 0cuando x — —1.
a. Six - —17, entonces x < —1 & x + 1 < 0; por lo que
3x 3x 3x
- _ 0 & - 7 d i 7 1/ = - N
G-—Doa+D) Sh-Dhatn coesdar M w1 T ™
b. Six - —1%, entonces x > —1 & x + 1 > 0; por lo que
3x 3x 3x
NN 0 & /4 d i 7 1/ = N
G-t G oD  Teesdedn M, B =

Cuando x — 1, sucede que x2—>1,(x?>-1) - 0&3x — 3.
Por lo cual sabemos que

3x “ 3 ” _ ) )
277 \g) = (sin signo).

Para precisar el sigho debemos notar que

3x

SO = hE Ty

Donde

3x >3>0,(x+1)—>2>0&(x—1) - 0 cuando x — 1.

c. Six — 17, entonces x < 1 & x — 1 < 0. Por lo que

3x 3x
GoDe+D ¢ Gonarn ™

Luego:

M Y
S D+ )
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d. Six — 1T, entonces x > 1 & x — 1 > 0. Por lo que:

(x—1Dx+1) (x—1D(x+1) ‘
Luego:
lim 3x .
im — 0o.
=1+t (x = D(x +1)
Ademas, podemos afirmar que las rectas x = —1 & x = 1 son las asintotas verticales de la curva
. 3x
y=37 y que no existe 11)11_11 2] n1)lc1_>n} 2T
|
1 1
5. Para f(x) = — + —, calcular:
x x|
a. lim f(x), b. Iim f(x), c. lim f(x).
x—>0— x—0t x—0
v
a. Six — 07, entonces x < 0 & | x| = —x; por lo que
1 1 1 1 I 1
hm f(x) = lim (——l——): lim (—+—>:lim(———>:lim0:0.
—>0— \ x |x | x—>0— \ x —X x>0 \x X x—0
Luego, xlg{)l_ f(x)=0.
b. Six — 07, entonces x > 0 & | x | = x; por lo que
1 1 1 1 2
lim f(x)= lim (— + —> = lim (— + —> = lim (—) = +o0.
x—0+ x—0t \x  |x| x—0T \ X X x—0t \ X
Luego, lim f(x) =
x—>0t
c. Se puede decir que lin}) f(x) no existe.
x—
1 1
Ademads se puede afirmar que la recta x = 0 es la asintota vertical de la curva y = — + T
|
—5x
6. Para f(x) = (ﬁ,calcular
a. lim f(x), c. lim f(x), e. lim f(x),
- xX—=>=2 x—2+
b. hm Jx), d. Hm f(x), f. lim f(x).
x—>—2F x—>2" x—2

Y Es importante notar que (x* — 4)? nunca es negativo; es decir, (x? — 4)> > 0 para cada x € R.
Ademas cuando x — —2 o bien x — 2 sucede que x*> - 4 & x*> — 4 — 0.
Por lo cual (x? — 4)> — 0, con valores positivos.
a. Six — —27, entonces (—5x) — 10 > 0.
Por 1 Y +
r e ——— — +o0.
or lo qu a2
Luego, lim f(x) =
xX—>—2"
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b. Six — —27, entonces (—5x) — 10 > 0.
Por 1 — — +
or lo que ——— a2 0.
Luego, lim f(x) =
x——2%

c. Podemos decir que lim2 f(x) = +o00. Obsérvese que ll'm2 f(x) no existe.
x—>— X—>—

d. Six — 27, entonces (—5x) — —10 < 0.

=5
Por lo que L~

(x> =42
Luego, 11'151_ Jx)=—

e. Six — 2T, entonces (—5x) — —10 < 0.

—5x
Por lo que ——— o2 4)2 — —o0.

Luego, lim f(x) =
x—2+

f. Se puede decir que lim f(x) = —oo. Obsérvese que lim f(x) no existe.
x—2 x—2
Ademas, se puede afirmar que las rectas x = —2 & x = 2 son asintotas verticales de la curva
. —5x
ST
(|
7. De acuerdo con la teoria de la relatividad, la masa m de un objeto que viaja a una velocidad v, esta
dada por
mo
m = = .
-
c2

donde my es la masa del objeto en reposo y c es la velocidad de la luz.

a. Explicar qué ocurre cuando v se acerca a la velocidad de la luz.

b. Explicar por qué sélo tiene sentido calcular lim m.

v—>Cc
\{
a. Calculamos:
mo . cmo
Iim m = lim = lim —— = +o0.
v—=>c— v—=>c— 2 v—=>cT 2 _»2
v c v
-
c

b. Puesto que la férmula para m tiene sentidosic> —v? >0 & v2 <c¢? & v<c.

) 1 3
8. Calcular: SEIZIEF (s e 4) .

V¥ Efectuamos primero la operacién:

1 3. s+4+2-3 s—1 N
s—2 $2—4  (5+2-2) (+2(-2)

= I ! 3 > i s—1 +
fm ———— )= 1lim —— = +o0.
s>+ \s—2 s2-—4 s—>2t (s +2)(s —2)

Puestoque (s —1) - 1>0,(s +2) > 4>0 & (s —2) > 0%, cuando s — 271, entonces:

(s +2)(s —2) - 0", cuando s — 27%.
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Otra manera de calcular este limite es la siguiente:

Ya que:

3

x—=2+ X — x—2+

1 3
demas i = & i 1— =1—--=- ;
y ademas lim 3 +o00 im ( x+2> 1 > 0;
3 1 3
entonces lim 1— = +o0.
x—>2+ [ x—2 x+2

O
3 2
9. Calcular: lim i .
x—>1— x2 —1
¥ Tenemos
lim 3x? if 3x?
= lm —— X = —00,
=17 x2 =1 x=>17 (x + 1)(x = 1)
pues lim 3x?=3; im (x+ 1) =2& lim (x—1)=0" = lm [(x+1)(x—1)]=0". O
x—>1— x—>1— x—>1— x—>1—
10. Calcular: lim .
x—2+ 4 — x2
Y Cuando x — 2%t sucede que 4 — x? > 0 & — x? > —4.
_y2 2
Ademids: x > 27 = x >2 = x?>4 = 4—x? < 0porlo cual = 0; entonces al 5> — +oo.
— x —
Es decir lim = +o0.
x—2+ 4 — x2
O
3.5 Limites en infinito
Ejercicios 3.5.1
2x—3
1. Calcular: lim al .
x—>+oo 4x
\{
o 2x -3 ) 2 3 23 . 1 13 1
Iim = Ilim [-—-——])]=-—— llIm —=-—-x0=-.
x—>+oo0  4x x—>+o0 \ 4  4x 4 4 x—>+4o0 x 2 4 2
1 3 . 2x —3
Larectay = 5 €8 asintota horizontal de la curva y = P O
X
. 4x3—-5x+6
2. Calcular: xll>r—noo m .
\{
5 6 5 6
3
4= 4 2 2.0
. 4x3—-5x+6 " ( x2+x3> 4_x2+x3_i_2

xEI—HOOZx3—3x2+8:x—1>I—noo 3( 3 8) :xgr—noo 3 8 _2_
x3(2— 2
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4x3 -5 6
La recta y = 2 es asintota horizontal de la curva y = &
x3—3x2+38
O
5x3 +6x—7
3. Calcular: lim ——————.
alcular: lim —— 1
A\
7 6 7
3
5+ —=—— - _
o346 —7 x(+x2 x3> ) Yt “r5NT L
lim ——— = lim = lim = |—] =0".
x—>—003x>—-2x+1 x>—o0 s 2 1 x—>—00 2 1 00
X 3——44—; X 3—;4-;
O

3x> -2 1
4. Calcular: lim & .
x—>—00 5x3 4+ 6x —

A\
2 1 2 1
53 = _ 23— _
. 3x—=2x+1 i x( X4+x5>—1’ X 4+x5 (oo ”
x—>—00 5x3 4+ 6x — x—>—00 . 6 7N\ xoto 5 6 7 5 =t
TPteTe teTe
(I
241
5. Calcular: lim et .
x—>—+00 X
Y 1
x2(1+ —> /2 1 1
) 21 ) ( X2 ) X 1+x2 ) | x | 1+x2
lim — = lim = lim ———= lim ——— =
xX—>+00 X xX—>+00 xX—>+00 X x—>400 X
xy /14 —2 I
= lim ——* = 1lim 1+—2=«/T:1.
x—+00 x—>+oo X
. . x2 +1
Larecta y = 1 es una asintota horizontal de la curva y = ——.
X
([l
6. Calcular: Iim ——.
X—>—00 x2 +1
A\
lim lim lim
«/XZ— X—>—00 1 X—>—00 X—>—00
1 +3 vx | x|
- xll>moo - xll>moo 1 f =-L
—X 1 + -
X
X
La recta y = —1 es una asintota horizontal de la curva y = T
X<+
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Vx2—-16
7. Calcular: Iim yr-» .
x—>—o00 x +4

¥ Como x — —oo, podemos pensar que x < 0 porlo que | x| = —x.
x2 1-— i \/_2 1 1
x2—16 16 x I_R | x| I_R
i =lim —F— = 1lim ——— = lim —F—— =
x—>—o0 x +4 X—>—00 - l X—>—00 (14 l X—>—00 (14 l
o 4 4 4
| 1 1
—xi /1= — -
V-1
= lim 16— jim - 16 _ = -1
X—>—00 14 l X—>—00 14 l 1
X 4 4
Otro procedimiento:
1 1 1 bi 1
= — = —obien — =— ;
Vx2oo x| —x X v x?

2—-16 1
y multiplicando al numerador y denominador de A por — o bien por ———, obtenemos
x+4 X Vx2

_Vx2—16 X216 6
Vx2—-16 Jx2 x2 T2
i - i

flx) = - - -
4
x+4 X+ 142 142
X X X
Por lo que
16 3 16
; 2—16 ) l_ﬁ xll)r_noo 1_ﬁ
Iim I Iim — —
X—>—00 X—>—00
X+ 1+ = lim (1 + —)
X—>—00

5x —3

8. Calcular: IlIm ————.
x—>+00 \/3x2 +2x 4+ 6

¥ Como x — 400, podemos pensar que x > 0 por lo que | x | = x.

5 3 5 3
5y 3 ) X x—x ) X x—x

Iim ———————— = lim

x—>+00 4/3x2 +2x + 6 x—+00 x—+00 2 6 -
\/x2<3+z %) Vx? 3+t
X

+
(-3) (-3)
X |5x —— X |5x ——
X ., X _

5x 3
Ty 5
= lim X = —.
x—+o00 2 6 ﬁ
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Otro procedimiento:

5x -3
lim _ox=3 im —X —
x=>+00 /3x2 4+ 2x +6 x>+ /3x24+2x 46
x
3 3
5~ 5-=
- hr}rl [3x2 2 6 it 2 6 3
x—>—+o00 x—> o0
X" +2x+6 x+ 3+ + o
|
2x +3
9. Calcular: lim ——.
x—>+00 /(3)(? — 2)3
¥ Como x — 400, podemos pensar que x > 0 por lo que | x | = x.
3
24 2
lim s lim 2t = lim x( +x> =
x>+oo \/(3x —2)3  x—>+oo /27x3 —54x2 +36x —8  x—>+oo 54 36 8
x3 (27——+—2——3>
x  x? X
3 3
X (2 + —> X (2 + —>
. X
=0 % 8 on 54 36 8
x—>—+o00 X—>100
VX \/27—— - - = VX2xy 21— —+ 5 - =
x2  x3 x  x2  x3
3
24 =
=0 T3
X—>T1T00
VX427 ——+ =3
x  x? X
Otro procedimiento:
1 1
Multipliquemos numerador y denominador por L ycomox — +o00 podemos suponer que Pl X
d ! ! t
or ende que — = ——; entonces,
yp que 7 N>
3 3 3
w+3 2t T 2ty i
—2)3 —2)3 _ - 36 8
V(Bx —2) V(Bx —2) \/27x 54x2% 4+ 36x — 8 \/27 sy 6 8
Jx2 x2 x  x2
y también,
3
lim s lim 2T x =0
x—>+oo ./ — )3 T x40 36 8 N
(3x=2) \/27x—54+———2
x
|

—3x2 _1
10. Calcular: Iim > 3% .
x—>+00 x2—1
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Y Calculamos:

2
o3 b
x*—=3x2 -1 xt x4
Iim > = Ilim =
x—>+00 x2 -1 x—>—+00 2( 1)
x [ —
2
3 1 3 1
Vat[1- = - == -=
. X . X X
= lim = Ilim
x—>—+o00 2 1 1 x—>—+o00 2 1 1
X —; X —;
! 3 1
. X2 x4 V1
= lim =— =1
x—+o00 1 1
T x2
O
5 2
11. Calcular: hm L
0 3x2+2x+5
¥ Tenemos que, para x # 0,
2 5 2 5
V3x2+2x +5=4/x2 {3+ -+ = | =[x[/3+ -+ —.
x x2 x x2
Y que
5 2
sxv2 FPTS
V3xZ+2x+5 2 5
| x| 3+—+—2
X X
Luego:
2
5x+2 lim
/3x2+2x+ X—>—00 x—> oo
—Xx 3+ +— 3+ +—
540
T /31040 f
O
4x + 1
12. Calcular: lIm ———.
X—>—00 /9x2+5
¥ Como x — —oo, podemos pensar que x < 0 porlo que | x| = —x.
4yl 4yl
4x 41 ~ X +x ~ X +x
VoxZ¥5 5\ 5
x2(9+ﬁ> X1y fo+ 5
Entonces,
(++3) 1
X — 4+_
4x + 1 4
lfm ——t1 _ X/ = iim L =

OxZ f5  aot 5 5
—x4/9 4+ ) —1/9+ -
X X
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13. Calcular: lim __Sx+6 .
x>—00 /5x2 4 6x — 8
¥ Como x — —oo, podemos pensar que x < 0 porlo que | x| = —x.

8 6 8 6 8 6
8x+6 _ Y +x _ Y +x Y +x

V3xZ+6x—8 6 8 6 8 6 8
x2(5+;—ﬁ> vV x2 (5—}-;—;) |X| (5+———>

Y entonces: 6
) 8x + 6 ) 8+~ 8 8
im — = lim - — & = =
x>-00 \/5x2 4 6x —8 x—>—00 6 8 NG NG
5+———
X X
O
3x +4
14. Calcular: lIim ——.
x>—00 \/2x2 45
Y Observamos que
3 4 3 4 3 4
3x+4 et X _ et X _ G X
2x2+5 5\ 5 57
2 (2+ ;> 245 x 245
para x < 0, como serd el caso pues vamos a hacer que x tienda a —oo. Entonces:
4
. 3x +4 ) 3+ T 340 3
Im ——= lim - = — =
x—>—00 \/2x2 45 x—>—00 5 V240 V2
2+ -
X
O
/ 4x2
15. Calcular: lim u .
x—>—o00 34 2x

Y Observamos

/ 9 /9 /9
/9 + 4x2 = x2<—2+4>=|x| — t4=-xy/ +4six <0,
X X X

3
que es el caso, pues x tiende a —co. Ademds 3 + 2x = x (— + 2), por lo que
x

/9

m_—x +4_ ﬁ+4
-3

— 42
X

9
2
o 3
3+ 2x x(—+2>
X

puesx <0
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y asi
% 1y
YL e R Vi Jotd 2
- I U F - E A
X 00 —+ 2x X 0o _+2 —+
X
(|
VX2 +545
16. Calcular: Iim w
x—+o0 23x + 4
V¥ Tanto vx2 + 5 + 5x como 23x + 4 tienden a +o00 cuando x — +00, pero vemos que
5
2(1 4 = 5 5
VX2 5+ 5x * ( +x2>+ VR R T
- 4 - 4
24 x(23+—> x(23+—>
X X
Como |x | = x six > 0, que es el caso pues hacemos tender a x a +o00 entonces:
142 sy X ,/1+i+5 1+ 245
%2 + 5+ 5x X +x2—|—x X2 +x2+
P td x (2342 (2342 234 =
X X X
y por tdltimo:
1 > 5
o Y HSese N T T JTH045 _ Vi4S 1456
x>too 23x+4  x—odtoo 4 2340 23 23 237
23 + —
|
V9 + 4x2
17. Calcular: lim i
x—>—o00 34+ x
Y Tenemos
9
x2<4+—2>
. A9+ 4x2 . VA4x2+9 . X
lm —=Ilim ——= lim ————— =
x—>—o00 34 x x—>—o00 x+3 X—>—00 ( 3)
x| 14—
X
9 / 9 / 9
\/.xz 4+—2 |x| 4+—2 —X 4+—2
. X . X . x
= Iim = lim = lim =
X—>—00 3 X—>—00 3 X—>—00 3
x(1+—> x(1+—> x(1+—>
X X X
9
WAt E a0 —
X oo 142 —+
Vemos que | x | = —x, puesx — —oo0 = x < 0. O
Sx

18. Calcular: lim ———.
x>—00 \/x2 +4
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Y Vemos que

1 5x T 5x _
x—1>—oo V x2 + 4 x—1>I—noo 4 o
x? (1 + —2>
X
5 5
= lim al = lim a
X—>—00 X—>—00
Y% x24/1 + ) |X | 1+ )
5x ; -5 -5
= Ilim 7 = lim 7 «/_T
X—>—00 X—>—00
—x\/1+ = \V1+ =
X X
Observe que | x | = —x, pues x — —o0 = x < 0.
3/ 3 — 1
19. Calcular: lim Y
x=>+o0 \/x2 41
A\
3 3 1 1 3
\/— X F / 32/1 — —
x—>+oo \/XZ— - xEI—iI-loo 1 = xkr—l{loo 1
1 - —2 Vx
= lim = lim =—=1
x—>+o00 1 x—>+00 1 J1
I+ = + =
X X
Jx3—1
La recta y = 1 es una asintota horizontal de la curva y = N R
X<+

Vx2+1
\/_

20. Calcular: hm

—

A\
x2 1+ L /2 1
/xz i 1 x2 X 1 —+ ﬁ
A s =L ﬁ = Jim 37\/—1 = Jm
3 (1-— xi/l-=
x3 X
4 i+
—x — _ —
= Ilim 7‘)62:: lim xz:_ﬁ:_
X—>—00 3 1 X—>—00 3 1 E/T
X X
VxZ+1
La recta y = —1 es una asintota horizontal de la curva y = ;
Ix3—1

. X +5Vx2+1
Iim —————.
x—+00 2x2 +1

21. Calcular:

I.
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¥ Tenemos

1
x+5 x2(1+—> 1
X5V F1 x2)  xHSIxly I+

V2x2r1 1 B T
x2(2+_2> x1y/2+
X

1
1 _ 1
x+5x,/1+— <1+5 I+ z> 1+5,/1+—
— — six # 0.
Por lo tanto

1
oxtsaZan . MEWIEE 45T 6
Iim ————— = Ilim = =

= = =— =3.42.
x>too  /2x2 41 x—-+o0 1 V2 V2
24—
X
Il
3 2
X X
22. Calcul 1 .
Calcular: x—lmoo(sz—l 2x+1>
¥V Tenemos
x3 x2 PQx+ D) -x?2x%—1) 24 x3 -2t 4 x?
2x2—1 2x+1 2x2—-1)2x +1) o 4x342x2-2x—1
1
3
1 —
Paxr 7 ( +x> _
C4x3 2_2x—1 2 2 1\
4x3 +2x2 —2x 3 (4+___2__3>
X x X
1
1+ =
= 2x T six #0
tiTeTe
Por lo que
1
) X3 x? ) I+< 140 1
lim - = lim = =_.
x—+o00 \ 2x2 — 1 2x + 1 x—>+00 2 2 1 440 4
4+=- S ——
x x%2 X3
O
23. Calcular: lim (V/x2+5—x).
xX—>+00
A\
(X2 5-x)(Wx2+ 54+ x) L x24+5-—x2
Iim (Vx2+5—x)= lim = lim —— =
X—>+oo( ) x—+00 (Vx2+54+x) x—>+00 /x2 + 54+ x
5
x—>+00 \/x2+ 54+ x
La recta y = 0 (el eje de las x) es asintota horizontal de la curva y = +/x2 + 5 — x.
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24. Calcular: lim (vx2—4x+3—x).
x—>—+4o00
A\

o (WX —4x+3—-x)(Vx2—4x +3+x)
lim (Vx?2—4x+3—x)= hm =

x—>+00 —+o0 (VWx?2—4x+3+x)
3
44>
x2—4x+3—x2 —4x+3 , x( +x>
lim

= Ilim =

lim =
x—>+00 \/x% —4x +3 + x x—>+00 \/x% —4x +3 + x x—>+00 4 3
x2< >+x

Il
ET
|
5

= lim = lim = = = -2.
x——+00 4 3 x—>—+00 4 3 ﬁ +1 2
x(f1-=+5+1 -1+t
X X
La recta y = —2 es asintota horizontal de la curva y = v/x2 —4x +3 —x
(I
25. Calcular: lim (+v/x24+5—x).
X—>—00
A\
, 5 . 5
lim (v/x? —X) lim 21+ =) —x|=lim (|[x[\/1+5—x]|=
— X X—>—00 X
h 5 ) 5
= lim |—x{/1+—=—-x]= lim —x 1+ - +1| =400
X—>—00 X X—>—00 X
[l

26. Calcular: Er_n (Wx?2—4x+3—x).
A\

4 3
lim (Vx2—4x+3—x)= Ii <\/x2 (1——+—2>—x> =
X——00 X——00 X X
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27. Calcular: Er_n (Wx?2—4x+3+x).

\{
2_4 3 2_4 3_
Iim (\/m+x): lim (\/X X + +X)(\/x X + X) _
X—>—00 X—>—00 (m_x)
. o x2—4x+3-—x? ) —4x +3
= lim = lim _
X—>—00 m_x Y00 1 3
x2 (1——+—2>—x
X
. —4x +3 ) 4y +3
= lim = lim _

3
) —4x +3 ) _x(4_}>
= lim = Ilim =
X—>—00 4 3 X—>—00 4
—x([l—=+ 5 —x —x<,/1——+—+1>
X X 2
3
4-— 4 4

La recta y = 2 es asintota horizontal de la curva y = +/x2 —4x + 3 + x.

O
28. Calcular: lim (+/x2+5x —x).
X—>—00
¥ Como x — —oo, entonces:
5
—x = 400, x> > 400 & \V/x2 + 5x = £/ x? (1+ —> — +o0.
X
Por lo tanto
VX2 4+5x —x =Vx2+5x + (—x) > +oo.
O

29. Calcular: 11'141_1 (V4x2 4+ x —V4x2-2).

¥ Notemos que, cuando x — 400, sucede que

Iz ”

VAx2 4+ x — 400, V4x2 =2 — +o00 & (V4x2 + x —V4x2 —2) > (+00—00) .

Por esto procedemos de la siguiente manera:

\/4x2+x_\/4x2_2:«/4x2+x—«/4x2—2 «/4x2+x+«/4x2—2:
1 VAxZ 4+ x + V4x2 -2
(VAT x)? - (VAxT—2)2 (4x?+x)— (4x2-2)
VAP x4 VA2 22 VAP f x4+ VAP =2
4x? +x —4x2 42 x+2

= = =
Vax2 £ x +V/4x2 -2 JaxZ2 x4+ V4x2 -2
x+2
= lim \/4x2+x—«/4x2—2): lim =
L x—>+00 \/dx2 4 x 4+ /4x2 -2




3.5 Limites en infinito 191

2
C I+2 R
T x>to0 1 2 J4 4 2+2 4
\/4+—+\/4——2 Vit 4
X X
d
30. Calcular: lim (/x3 4+ 2x2—x).
X—>—00
V¥ Tenemos
1
lim (Vx3+2x2—x)= lm [(x®+2x?)3 —x] =
X—>—00 X—>—00
1 2 1
e L7 2573 — X[ + 2673 + (2 +2x%)3x + x7]
e z T =
A (x3 4+ 2x2)3 + (x3 +2x2)3x + x2
i (x3 +2x2) —x3
= lim > T =
X—>—00 = 1
(x3 +2x2)3 + x(x3 +2x2)3 + x2
. 2x2
= lim =
xotbo L, 2 IR S
31+ D3 +x[x30 + )3 +x
. 2x?
= l])l’_r[ D) 1 =
X214 )3 +x2(1 4 2)F + a2
. 2x2
= lim 5 T =
X—>—00 2 2\ 5 2\
[+ )3+ (14 2)3 + 1]
) 2 2 2
= m, 2 L T i141+1 3
I+23)3+0+2)3+1
O

31. Calcular: lim (V/x2+x—x).
x—>+o00
V¥ Transformamos la expresion

VxZ4+ x4 x
ViZ+x—x=(Wx2+x—x)— =
( )«/x2+x+x

(P4 x)—x x

S VxZfx4+x JxZrx4x
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y dividiendo entre x > 0 numerador y denominador:
X _ 1
VP x+x 1
14+ —+1
X
podemos calcular el limite:
. i 1 1
lim (Vx2+x—x)= lim —— = —.
x—>—+00 x—>-+00 1 2
1+ -+1
X
O
32. Calcular: lim (sz +2x+6+ x) .
X—>—00
¥ Racionalizando,
2 2
xX“4+2x4+6—x 2x 4+ 6
x2 + 2x + 6 +x = = o
Vx242x+6—x 2 6
x? (1 + -+ —2> —X
_ 2x +6 _ 2x +6
a 2 6 2 6
Ix[\/1+=-+—5—x —xy/l+-+5—x
X x X x
si x < 0, como va a ser el caso, entonces | x | = —x
6
2x +6 B —2-7
2 6 6
—x(,/1+—+—2+1> l+—-+—5+1
X x
por lo que
6
—2-— —2-0 2
lim ( x2—|—2x+6—|—x): lim X = =—=—=-1.
x——00 x>0 6 1+1 2
1+Z+ 5 +1
O
33.

Calcular: lim (Vx3 +x—+/x3+1).
X—>—00
¥ No tiene sentido, pues
DmZ{X€R|X3+XZO}
y también
x3+x:x(x2+1)20 < x>0.
Luego, no podemos tomar valores de x negativos como es el caso si x — —oo.

Ocurre algo analogo con la funcién +/x3 + 1, pues su dominio son los reales x tales que x> +1 > 0, es
decir, aquellos que x3 > —1; luego, x > —1, por lo que x no puede tomar valores menores que —1.

O
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34. Calcular: h'ril (WxZ2—=2x+5—x).

Y Racionalizando:

x2—2x +5—x? —2x+5
Vx2—-2x+5-x = = .
VX2 -2x+5+x Vx2—-2x+5+x

1 1 1
Multiplicando numerador y denominador por — = — = ——, si x > 0, obtenemos
X | x | Vx2
5
-2 + —
x2-2x+5-—x= > XS , por lo que
\V1-—+=+1
X X
5
2+ -
\/ X
hm( x2—-2x+5 —x)—hm = =—— =1
x—>+o0 2 5 1+1 2
-2+ S +1

35. Calcular: Iim (2x — +/4x2%2 +5x —3).

x—>+o00

Y Vemos que

2 Va4x% +5x -3
Iim 2x —vV4x2+5x—3)= Iim |[(Q2x—vV4x%2+5x—3)x X VAT o =
x—+00 x—+o00 2x + /4x%2 +5x =3

L (2x%)? — (W4x2 +5x —3)?
Iim =
x—>+00 2x + V4x2 4+ 5x —
— (4x2 +5x—3) i 4x2 —4x% —5x +3

-

= 1 m =
x—>+00 2x 4+ /4x2 + 5x —3 x>+ 2x 4+ /4x2 + 5x — 3

—5x+3 , —5x+3
= lim lim =
x—>+00 2x + +/4x2% 4+ 5x — T xooo 5 3
2x + (4 + - = —2>
X
—5x+3 —5x+3

= lim = lim

x—>+00 5 3 xX—>+00
24 VA4 - 2x+|x|,/4+———
. x

; —5x+3
= 11141_1 = > = 11141_1 =
X—>1+00 X—>1+00
x4 xy 4+ - -3 x<2+ 4+§—i>
X *  x2
3
. >+ -5 -5 5
= Ilim
x—>+00 5 3 2444 2+2 4
2+ 4+__ﬁ
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Ejercicios 3.5.2 Misceldnea de problemas sobre limites.

Sx+h)—fx)
h

Un limite muy especial para una funcién f es }{z’m . Calcular este limite para:
—0

1. f(x) = ¢ con ¢ constante.

Joe+h) - f&) _oe—c¢

v 1 = i — = 1i = V.
Jim I Hm = = Jim; = Jmo0=0
|
2. f(x) = ax + b con a, b constantes.

Yo - fx) . [a(x +h) +b]—[ax +b] _ ax+ah+b—ax—b
Iim —F—"—~ = 1lim == lim =
h—0 h h—0 h h—0 h

.ah .
=lim — = lima = a.
h—0 h h—0
|
3. f(x) =ax?+ bx + c cona, b, ¢ constantes.
v .. fx+h—fx) . la(x +1)? +b(x +h) +c]—(ax? +bx +¢)
Iim —F—"—~ = 1lim =
h—0 h h—0 h
oa(x®+2xh+h?®) +bx +bh+c—ax?—bx—c
= lim =
h—0 h
. ax? +2axh + ah?® 4+ bh — ax?
= lim =
h—0 h
h(2 h+b
= lim (2ax + ah + ):lim(Zax+ah+b):2ax+b.
h—0 h h—0
|
4. f(x) = ax? con a constante.

VR - f) L alx +h)? —ax
im~>——-nr~ " =lim— =
h—0 h h—0 h

. a(x?® 4 3x2%h + 3xh? + h®) —ax3
= lim =
h—0 h
. ax? 4 3ax?h + 3axh? + ah® — ax3
= lim =
h—0 h
. h(3ax? + 3axh + ah?)
= lim =
h—0 h
= }llin})(3ax2 + 3axh + ah*) = 3ax>.
|
5. f(x) = ¢ con a, b, ¢ constantes.

ax +b
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U [G S lm_[ S ] _
h—0 h o h |a(x+h)+b ax+b
— lim [c(ax+b)—c(ax+ah+b)] .
h—0 h (ax +ah + b)(ax + b)
c(ax+b—ax—ah b)
h—>0 h(ax +ah + b)(ax +b)
—cah

= lim
h—0 h(ax + ah + b)(ax + b)
— lim —ca
=0 (ax + ah + b)(ax + b)
. —ca _ —ac
~ (ax +b)ax +b)  (ax + b)?’

6. f(x) = J&.
Yt S ¢x+ Vit 3 _

Iim = lim
h—0 h h—0

— lm W VY VxRt Vx|
>0 h VX+ +«/—
Wx+m?-(x)? _ . x+h-x

= lim
o0 h(Jxth+x) h~oh(d—+f>
h

=0 h(/x +h+ /x) h>0/x+h+ /x
1

six > 0.

1
Tt 0+ 2

h h
Para x = 0 no tiene sentido calcular hlir(r)l_ M hl n {, pues este tltimo cociente sélo
estd definido para i > 0.

O

7. Lafuncién f tiene la gréfica siguiente:

a. Determine:
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i lim_ f(x); v. lim f(x);

ii. hm f(x); Vi. hm f(x);
x—>—1t x—27F

iii. hm f(x); vii. lm f(x);

iv. xl_l)I{l+ f(x); Viii. xEI—lr-loo f(x).

b. Calcule f(1), f(2) y también f(—1).

c. ¢Existen los limites HII_‘[l f(x); h’n} f(x); Iﬁ% f(x)?

A\
a. i lim_ f(x)=1; 3.
co- V. xhrgl_ fx) = X
1 xl}n} f) = Vi. hm fx) = %,
x—2t
iii. 11'1{1_ fx)=1; vii. hr_n flx)=—
1
iv. Iim f(x)=1; viii. hm flx) =<
x—>1+ 2"
3 1
b. f)=0.f@) =5 . f(=D=3.
C. 11m f(x) no existe pues no ex1ste Iim  f(x);
x—>—11
hn} f (x) = 1 pues 111{1_ fx) = hm f(x) = 1; el limite existe.
3
lirr; fx) = 5 pues 11'151_ fx) = 11m fx) = > el limite existe.
O
x—1 v <1
—— six <-I;
) ) VX2 —2x—x
8. Considere la funcién: i(x) =
Vx+5-2 .
—_— six>—1.
x+1
a. Calcule el HIEI h(x).
b. ;Existe 11'11_11 h(x)? Justifique su respuesta.
A\
a. Cuando x — —oo, podemos pensar que x < 0; entonces :
x—1
h(x) = .
¢ X2 —2x—x
L —1 o 1 .
También — = T ; en este caso y multiplicando el numerador por P el denominador por
X X
—1 —1
—— = ——, tenemos
x| Vx2
1 1 1 1
1- = 1—— 1- = [
h(X) — X — X — X — X
—(V/x2=2x —x) x? —2x x 2 x 2

- —/l=-=+—  —/1-=—=1
V2 x2 + x| X —x X
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por lo que
1
) ) =< 1 1
lim A(x)= Im ——— = — = —— .
X—>—00 X—>—00 2 -2 2
—J1==-1
X
b. Calculemos los limites laterales de i (x) en x = —1.

Racionalizando el numerador (multiplicando por el binomio conjugado del numerador ambas
partes de la fraccién), tenemos para x # —1

Vx+5-2 (Wx+5-2)(Vx+5+2) _

x+1 x4+ DWxF542)
x+5—4 x+1 1
T e+ DA 542 G+ D)(xF5+2) Jxts5+2°
Entonces,
lim @:h’m ! = ! = ! = ! :l
v+ X+ 1 =>-lx+5+42  J/-1T+5+2 Ji+2 2+2 4
y también
lim h(x) = lm —X 1 il -2 __ 2
x—>—1- x>-17 x2 2 2x —x (12 =2(-1)—(=1) NT+2+1 3+1

por lo que no existe ll'm1 h(x) pues Hm+ h(x) # lin}_ h(x).
xX—>— x——1 x——

9. Grafique una funcién que cumpla con los siguientes requisitos:

a. f(0) =0; e. h'ril fx)=3;

b. f(5) =1 ;

¢ lim f(x)=3 o lm f(x) = -3

d. lim f(x) = +oc; g. lim f(x) = 4.
x—27F x—5

¥V Una gréfica de la funcién f podria ser

y=fx)
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10. Trace la grafica de una funcién f que satisfaga las siguientes condiciones:

a. 1fII_14 f(x)=0; g. h'rgl_ f(x) =4
c. lim f(x)=0; i
x—>—2F i. lim f(x) = 0;
d. h’n}) f(x)=-=3; x—5
e. lim f(x) = —o0; jo Hm f(x) = —1;
f. xl_l)r{1+ fx)=2; k. xEI—iI-loo f(x)=5.

¥V Una gréfica posible de la funcién f con estas condiciones, es:

|

|

\

y=sx } 4****‘

! /
2 \
\

I

11. La funcién f tiene la grafica siguiente:

y
| |
| |
| |
| L y=/®
| |
I 112 |1 00—
IS |
****** Sl = .
—2 123
|
|
|
|
|
|
|
|
a. De la grafica determine:
i lim f(x); vi. lim f(x);
xX—>—2" x—171
ii.  lim x); i, If ;
lim f() vii. lm f(0);
iii. lim f(x); viii. lim  f(x);
xX—>2- x—3+

iv. xl_1>r§:r fx);

V. 11'1{1_ fx);

ix. lim f(x);

x. lim f(x).
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b. Calcule f(-2), f(D)y f(2).

c. ¢(Existen o no los siguientes limites?: lim f(x); im f(x); im f(x); im f(x).
x—>—2 x—1 x—2 x—3

Lo lm  f(x) = oo vi. lim f(x) = %,-
.. . . x—1
11. XET_I;Jr fx) = —o0; Vil xli)r?_ fx)=1;
iii. lm f(x) = oo viii. lim f(x) =2;
X=> x—3
iv. lim f(x) =0; 1
x—>2F ix. Iim f(x)= 3
1 xX—>—00
V. 11'1{1_ fx) = 5,‘ x. lim f(x)=2.

b. f(—2) no existe; f(1) no existey f(2) =0.

c. Hallamos que

1
lim f(x) no existe; lim f(x) = =; el limite existe; lim f(x) no existe; lim f(x) no existe.
x—>—2 x—1 2 x—2 x—3

VxZ—1—+/x2—-3x six <-8;

12. Considere la funcién g(x) = @ +3)[x+2]|

si—8<x<-2;
x+2

9 — x2 six > 2.
a. Calcule lim g(x).
X—>—00
b. ;Existe el 11'm2 g(x)? Justifique su respuesta.
xX—>—

v

a. Tenemos

m g(x) = lim (Vx2—1-+vx2-3x) =

3 VxZ—1—=/x2=3x Vx2—1+/x2—-3x
= lim X =
x—>—00 1 VX2 — 14 Vx2-3x
o (x2 =1 —(x%*-3x) i 3x—1
= lim = 1 =

= Ilim =
x>=00 /x2 _ | 4 4/x2—=3x 2= /x2 14 /x2—3x

1 1
+(3-3) +(3-3)
= lim i = lim i

X—>—00 1 3 _x—>—0° 5 1 3 N
2 - 2 _ 2 1— — 2 1——
\/x (1 x2>+\/x (1 x> X x2+Vx o
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. 33
o1+l 2
b. Veamos los limites laterales lim g(x) & Iim g(x).
xX—>—2" x—>—27+
Cuando x —» —27,
X<-2=>x+42<0= |x+2|=—-(x+2) =
2 — 2
- | x + |: (x + )=—1$
x+2 x+2
, o (+3)x+2]
= Jim_ ()= lm — 5 — =

lim [~(xr +3)] = —(-2+3) = —1.
Cuando x — —27,

x>-2 = gx)=v9—x% =
lim g(x) = lim VI—x2=1/9—-(-22=/9—-4=4/5.

x—>—=2

Entonces,
lim g(x)# lim g(x),
X—>=2" x——2t

por lo cual podemos afirmar que ll'm2 g(x) no existe.
x——

V5x2+3x +1
2x%2 -3
16 — x?
5—4/x249

determinar los limites laterales en —4 y el limite en —oo.

six < —4;
13. Dela funcién f(x) =

si—4<x<l1,
V¥ Tenemos para x # 0

25424 1) [x]y/54 242
PG W A L A

V2x2 = 3 3
X3 22— 3) Ix[y/2- 5
X
31
5+_+ﬁ
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Por lo tanto

\/5 + + ") «/—
hm X 11 — = \/7 1.581.
fx) = =%
2 ﬁ
Cuando x — —47, el limite lo calculamos por evaluacién:
—4)2 +3(—4) + 1
lim f(x) = V542 4304 + = V69 /% ~ 1.5425.

M & V242 -3 29 V29

Cuando x —» —41,lax cumple —4 < x < 1. Se tiene ahora:

16 — x? 16 — x? 5+«/x2+9 (16—)62)(5+«/x2 +9 _

Jy = 5—«/x2+9 — VX249 54 /x2+ 25—-(x2+9)
_(as — x5+ «/xz 9)

T =5+ Vx2+9puesx # +4. = 16—x? #0.

Por lo tanto

lim f(x) = 11’m+(5 +Vx249) =5++25=10.
—4

x——4
O
14. Para la funcién f definid f(x) 47 determi
. ara la runcion ermida por X) = ————=, determine:
P Vx2—4

a. Dominio y raices.
b. Asintotas verticales y horizontales.

c. Bosquejo grafico.

a. Dominio:
Dy={xeR|[x*—4>0}=(—00,-2)U (2, +0) ,

puesx?—4>0 = x>>4 = |x|>2 = x>2o0bienx < -2
Otra forma de encontrar el dominio es:

—4d=x+2)(x-2)>0 &

x+2>0 &x—2>0 obien x+2<0 &x—-2<0;
x> =2 &x>2 obien x < -2 & x < 2;
x> 2 obien x < -2;

x € (2,4+00) obien x € (—o0,-2).

La raiz seria x = 0, pero, como 0 ¢ D ¢, entonces f no tiene raices.

4x2 ) .
b. lim ——— = +00 = x = 2 es una asintota vertical.
x—2t /x2 -4
Como f es par, entonces x = —2 también es asintota vertical & Iﬁ% f(x) =400
x—>—2—
i 4x? ) 4
Im —= Iim —— =
x—>*o00 y/x2 —4 x—to0 % x2 -4
X
. 4 . 4
= Ilim = lim = 400,
x—>too Vx2—-4  x—>too [1 _ 4
x4 x2 x4

por lo tanto f no tiene asintotas horizontales.
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c. La gréfica de la funcién f es:

y=fx)

~o - - - - - - - - _ _ _ _

15. Dar un bosquejo de la gréfica de una funcién f que cumpla los requisitos siguientes:

Es continua en los intervalos (—oo, —2), [-2, 1), [1, 3] y en (3, +00); y ademas:

a. lim f(x)=-3; g. Hm+ fx)=2;
X——00 x—1

b xli>n—14 Jx) =0; h. h'r?_ f(x) =4
c. lim f(x)=4o0; o
X2 i. lim f(x)=-1;

d. lim+ f(x) =0; x—3+

x—>—2 o ‘
e. lim f(x) = =3; j- lim f(x) = 0;
f. lim f(x) = —oo; k. EIJP flx) = 2.

¥ Unbosquejo de una grafica de la funcién f(x) que cumple con los requisitos pedidos, es:
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16. Dibuje una gréfica de una funcién f que satisfaga todas las condiciones siguientes:

a. lim f(x)=-2; e. lim f(x)=—oc;
x—0t x—2+

b lim f@x)=1; folim £ =3;

e f(0)=-1; X oo

d. 11'151_ f(x) = oc; g. xllir_noo f(x)=4.

¥ Una posible gréfica es:

17. Bosquejar la grafica de una funcién f* que cumpla las condiciones siguientes:

a. f(=1)=0; f. h’n}) fx)=-2;
3 o
b. f(i) = -3; g. XIE?— fx)=-1;
1 i =1
c f(0)= X h. xlf?+ fE =1
d. h’r_r;_ f(x)=-1; i XETOO fx)=2;
e. h'rr;+ f(x) = +o0; jo lim f(x) = —oo.

¥ Una posible gréfica de la funcién f* con esas condiciones es:

|
w

T

|
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18. Bosqueje la grafica de una funcién que cumpla las siguiente condiciones:

o

Er_n f(x)=3; e. 11'1% fx)=1;
lir_rg_ f(x)=5; f. xli)r{l_ f(x) = 4o0;
1 — 4- . 1/ = — ;
xl131§+ fx)=4 g lim, fx) =—o0
-0 i =—1.

¥ Una posible grafica de una funcién f con las condiciones enunciadas es:

— -9
19. Considere las funciones f(x) = 2 & gx) = in con sus dominios naturales.
X

a.

-1 xX2—x-=2

Grafique las funciones [ & g.

b. Calcule lim+(go Hx).
x—>1

Calcule 11’13 (f o g)(x).

. Para tener la gréfica de f efectuamos la divisién

3 x—-1-2 x-1 2 2

x_
Sx) x—1 x—1 x—1 x-—1 x—1

Esto nos permite construir la curva y = f(x) por etapas (mediante alargamientos, traslaciones y
1

reflexiones), partiendo de la curva y = —.
x

1 2
Ay = — se le multiplica por 2 y se obtiene y = —; a y = — se le traslada una unidad a la
x x x

e . . . 2
T esta dltima funcidn se refleja en el eje x para obtener y = — P
x - x —

2
finalmente trasladamos una unidad hacia arribaa y = —5—para obtener y = 1 +1que
X — X —

derecha y se obtiene y =

esyzl—L:f(x).
x—1

La funcién f tiene la grafica:
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y=sx

- =
w

Para obtener la gréfica de g debemos realizar un analisis de la funcién.
x2-9 (x+3)(x—3)
x2—x—-2 (x+Dx-2)

Dg=R—{x|(x+Dx-2)=0} =R—{-1,2}.

El dominio: como g(x) =

vemos que

Raices: g(x) =0 & (x+3)(x—3)=0 & x = -3 obienx =3.
e Six — —17, entonces (x + 1) — 0 con valores negativos yaque x < -1 = x4+ 1 <0.
Ademas cuando x — —17

x+3)—>2>0,(x—-3)> -4<0&(x—-2)—>-3<0.

x+3)(x—3)
Entonces ————~ < 0, por lo cual
c+hx-2 P
x+3)(x—-3) ) 3 .
m — —o00; esto es, xl}r_r}_ g(x) = —o0.
e Perosix — —11, entonces (x + 1) — 0 con valores positivos ya que x > —1 = x + 1 > 0.
Es decir,
(x +3)(x =3) ,
————— >0 = Ilm g()=+o0.
G+ Dx—2) (&)
e De manera andloga se obtiene que
lim g(x) =400 & Ilim g(x) = —o0.
x—>2~ x—>27F
De lo anterior se puede asegurar que las rectas x = —1 & x = 2 son asintotas verticales de g.

En cuanto a las asintotas horizontales se tiene que:

xEI—iI-loo g(x) = xEI-iI-loo x2—x-2 - xEI"I‘loo x2(1 1 2 ) l
x x2
9
1— =
1
= Ilim x? —=1;
x—>+o00 1 2 1
1— - - =
x x2

y de la misma manera encontramos que
lim g(x) =1.
X—>—00

Por lo tanto la recta y = 1 es la tnica asintota horizontal de g.
Un posible bosquejo de la gréfica de g:
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y
| |
| |
| |
| |
} 9 } y =g
|2 |
| |
7777777 N
\ \ x
-3 -1 2, /3
| |
| |
| |
| |
| |
| |
b. Para calcular Hm+ (g o f)(x), observamos
x—1
(x —3)?
B (x=3\ _ (x—1)2
(o N0 = elre) =g (27 ) =
x—-12 x-1
(x =3)2—-9(x —1)?
. (x—1)2 _ x2—6x+9—9x>+18x—9
S x=3)—(x =3 -1 —2(x—1)2 x2—6x+9—x2+4x-3-2x24+4x—-2
(x—=2)?
o 8x? 4 12x
T 2x242x + 4
Entonces: )
—8x° + 12x
If = Ii R —————
e s/ )] o1+ —2x2 +2x+4
c. Para calcular lim (f o g)(x), observamos
X—>+00
x2-9 3 x2—9-3x2+3x+6
X2 -9 x2—x—2 x2—x—=2
R e R e Tral
x2—x-2 x2—x-=2
—2x2 —
- ~2x"+3x -3 six #—1,2.
x =17
Entonces:
3 3 3 3
22422 R
. —2x?+3x -3 " ( * x2> . x( 3 x2>
Iim = lim = lim = —o0.
x—+o00 x—7 x—>+00 x—+o00



CAPITULO

4

Continuidad

4,1 Continuidad en un
Ejercicios 4.1.1

1. Considere la funcion

punto

3x2—a six <1;
g(x)= b Six=1;
Jx+3-2
—— six>1.
x2—1

Determinar los valores de a, b para que la funcién sea continua en x = 1.

¥ Para que g(x) sea continua

Es decir, que
Y por lo tanto, que
Calculamos:

Calculamos también

Iim g(x) =
x—>1t g( ) X

en el punto x = 1, se tiene que cumplir que

lim g(x) = g(1).
11’m1 g(x) =b.
11’1? gx) =byque 1fm+ g(x) =b.
x—>1= x—1

lim g(x) = lim 3x* —a) =3 —a.
x—>1" x—>1"

ltm Vx+3-2 i (Wx+3-2)(Vx+3+2)
St o x2—1 s+ (2—1D(Wx+3+2)
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Observe que aqui hemos racionalizado el numerador multiplicandolo, al igual que el denominador,
por su binomio conjugado +/x + 3 + 2; entonces:

Iim g(x) lim xt+3-4 Iim - Dxl
1 = = =
et S T A o D+ D)V 1342) ot - D+ D(/x £3+42)
1 1 1 1 1
= lim = = = — = —
a1+ (X +F DX +34+2) A+DET+34+2) 2(W/4+2) 24) 8
Asi,
1
1/ = = —,
Apsw=h ==y
También,

1 23
lim gx)=b = 3—-a=b=a=3-b=3—-=—.
x—>1" 8 8

O

2. Sea f: R — R una funcién continua en el punto —4. Se define g: R — R por g(x) = f(2x — 10) +

2
-2
);?. (Es g continua en a = 3? Diga por qué.
Y Como
0= f6-10+3 2= fay+ ]
§= 3+3 6
y ademas como
. . x2—2 , . x2_2
)lcgngg(x)—)lcl_)ng f(2x—10)+xjL —)161_>m§f(2x—10)+)161_>m§x+3—
2
- 7
= f(6—10 = f(-4)+ - =g0).
FE=10)+ 55 = f(=4) + £ = 0)

efectivamente, g es continua en 3.
2

. . . Lo X . ..
Sin necesidad de célculo alguno observamos que la funcién es continua en su dominio, que es
el conjunto de todos los reales menos —3, por lo que es continua en x = 3.

La funcién 2x — 10 es continua en su dominio, que son todos los reales y en x = 3 vale
2(3)—10 = —4 precisamente donde la funcién f es continua; por lo tanto la composicién de funciones
f(2x —10) es continua en x = 3.

Como conclusién g(x) es continua en x = 3 por ser suma de funciones continuas en x = 3.

3. Dada la siguiente funcién

X347 six <=2

ax?—3 si—-2<x<2;

fx) =

b six =2;

—Xx+7 si2<x.

a. Determinar los valores de las constantes a, b que hacen de f una funcién continua en x = 2.

b. Reescriba la funciéon f con los valores calculados de a, b. Estudie la continuidad o discon-
tinuidad de f en x = —2.
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v

a. Primero aseguramos la existencia de lim f(x):
x—>2

lim f(x) = 11'115(ax2 —-3)=a?—-3=4a-3;

lim f(x)=Ilm(-x+7)=-24+7=5.
x—2t x—2
Entonces Iﬁ% f(x) existe si
x—
lim f(x)= lim f(x) © 4a—-3=5 & 4a=38.
X—>27 x—2+

De donde a = 2.
Con el valor de a = 2 se asegura que el h'mﬁ f(x)=5.
Ahora bien como f(2) = b y, como se quiere la continuidad de f en x = 2, deberd cumplirse

que
lim f(x) = f(2).
Estoes,queb = 5.
b. La funcién resulté ser
X3+7 six <=2
2x2 -3 si—2<x<2;
5 six =2;
—x4+7 si2<x.

fx) =

Veamos ahora si f es continua en x = —2.

f(=2)=2(-2%?-3=8-3=25;
lim_ f(x) = 1ir_%_(x3 +=(-2°+7=-8+7=—1.

Ademas Hm+ fx) = Hm+ (2x?-3)=2(-2)*>-3=8-3=5 = fnoescontinuaenx = —2.
x—>—2 x—>—2
Ya que lim f(x) = —1yque lim f(x) =5 entonces lim f(x) # lim f(x), lo cual
X—>=2" x——2+ X—>=27 x——2+
implica que 11'm2 J(x) no existe.
xX——
En x = -2, la funcién tiene una discontinuidad (esencial de salto).
([l
4. Considere la funcién .
six <O0;
4 x|
1 .
gx) = 1 six = 0;
Vé+x=2
—— six >0,
X
y estudie su continuidad en x = 0.
V¥ Para x < 0setiene que | x | = —x, por lo que
X X 1

gx) =

que es una funcién constante.
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Entonces,

. . 1 1
Jip oo = iy () =

La funcién g es discontinua en x = 0. Basta ver que

1
0) =-
g0) =+
y que
; 11
Jm g(x) = -2 # 7.
es decir,
lim g(x) # g(0).
x—>0
Atln mas
I ) I 44x-2 I 44x—4 I 1 1
im gx) = lm ——— = lim —— = lim — = -.
x—>07+ & x—>07+ X =0t x(W4+x+2) xo0tJA+x+2 4

Porlo que, lim g(x) # lim g(x) = lim g(x) no existe.
x—>0" x—0t x—0

5. Determinar los valores de a, b para que la siguiente funcién sea continuaenx =0y enx = 3.

2x +a six <O0;
4— Jix 1 4
f(x) = fovex+4 six>0&x #3;
x2—-2x-3
b six=3.

Y Para que la funcién sea continua en x = 0, se debe cumplir 11'11}) f(x) = f(0). Por lo tanto también
X—>

se debe cumplir 11'1(1)1 fx)= 1fm+ f(x). Calculamos ambos limites laterales:
x—>0— x—0

11'1(1)1_ fx) = 11'%1_(2)6 +a)=a;

4—JVAx ¥4 4-4 2
1i - 1 = =—Z = £0).
Jim S = lim 53 3 3=/0

Igualando ambos limites:

2
a=——.
3

Ahora en x = 3 se debe cumplir que limg f(x)= f(3).

4-@) _ 4-4/16 _”(0)”.

¥2-2x—3] 9-6-3 \0

iy 00 = i ;

Tenemos una indeterminacion:

4—Vadx+4 4—«/4x+4x4+«/4x+4_

S = x2—-2x-3 x2—-2x—3 4+ JAx+4
3 16 — (4x + 4) 3 12— 4x 3
T (2—2x—3)A+Ax +4)  (x2—2x—3)4+VAx +4)
—4(x —3) —4

T -3+ D@+ VA4 (x+ D@+ JAx + 4) six # 3.
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Por lo cual

lim f(x) = lim - I S
X3 S x>l (x4 1)@+ VAx+4)  4x8 87
1
Igualando, b = f(3) = —3

2 1
Por lo tanto: a =_§ &b:—g. O

6. Calcule los valores de a & b de modo que la funcién

x+1 six < 1;
fx)=<ax>+b sil<x<?2;
3x six > 2,

seacontinuaenx = lyenx = 2.

V¥ Para que f sea continuaen x = 1 y en x = 2 se tiene que cumplir que
11'1{1 fx) =11 = h’n}(x—l—l):a(l)z—i—b = 1l4+1=a+b
x—>1" X—>

Y que
Jim f(x) = /@) = )lcl;mi(axz +b)=3Q2) = a2?+b=6.

De aqui tenemos que
2 =a + b, de la primera condicién,

y que
4a + b = 6, de la segunda condicién.

Esto es, tenemos que resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas para hallar a & b.
a+b=2
4a+b=6.

. . 4 . .
Restando la primera a la segunda tenemos que 3a = 4, es decir que, a = 3 De la primera ecuacién,

4 6-4 2
b=2—a,porl b=2—-=——=—.
a, por lo que 3 3 3
O
7. Calcule los valores de a & b que hacen continua a la siguiente funcién en x = —1.

3x—2 six<-—1;
fx)=<(a six =—1;
bx?+1 si—1l<x<?2.

¥V Para que la funcién sea continua en x = —1, se debe cumplir:
lim f(x) = f(=D).
x—>—1
Y de aqui que:

lim f(x)= lm f(x)= f(-1).
x——1 x——171
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Pero como
h’n}_ fx)=-3-2=-5y
x—>—
lim f(x)=b+1,
x—>—11
para que exista limite en x = —1:
—5=b+1=b=-6,
y para que la funcién sea continua en x = —1:
11’m1 fx)=f(-1) = —-5=a.
x—>—
Por lo tanto, a = —5. O
8. Considere la funcién g(x) = (x—1) f(x) con0 < x < 2,donde f esla funcién maximo entero. Decida,
sefialando claramente sus argumentos, si g es continua ono en x = 1.
¥ Porun lado tenemos g(1) = (1 — 1) f(1) = 0 y también
lim g(x) = Iim [(x—1)f(x)] = lim (x —1) x lim f(x) =0x 0 =0yademas
x—>1— x—>1— x—>1— x—>1—
Iim g(x) = lim (x—1)x Iim f(x) =0x1=0.
x—>1t x—>1+ x—>1+
Luego, h'n} g(x) =0 = g(1) porlo que g(x) es continuaen x = 1. O
x—
9. Determinar los valores de las constantes a, b & ¢ que hacen continua en todo su dominio la funcién
2x + 1 six < —2;
ax>+b si—-2<x<1;
fx) = : .
six = 1;
1 —x six>1.
¥ Lafuncién f es continua en (—oo, —2), [-2, 1) & (1, +00), pues es polinomial en tales intervalos,
pero tenemos que hacerla continua en x = —2 & x = 1. Sabemos que
lim f(x)=-3& f(-2)=4a+b= lim f(x).
x—>—=2" x——2t
Por lo cual, para que f sea continua en x = —2, se tiene que cumplir que 4a + b = 3.
Asi mismo
Iim f(x)=a+b; fl)=c& lim f(x)=0.
x—>1= x—>1+
Por lo que ¢ = 0 & a + b = 0; entonces, para que f sea continua en R, se tienen que cumplir ambas
ecuaciones
da + b = -3;
a+b=0.
Para resolver este sistema restemos de la primera ecuacién la segunda; tendremos 3a = -3 = a = —1;
sustituyendo por este valor en la segunda resulta que b = 1.
3x3 + 14x%2—27x + 4
10. Dada la funcion f(x) = XA Al , encuentre el punto donde esa funcién no es continua.

3x—4
(Coémo definiria la funcién en ese punto para que ésta resultase continua?

¥ Como la funcién f es racional, es continua en todos los reales menos en las raices del denomi-

nador; y es continua en R con excepcién de x cuando3x —4 =0 & 3x =4 & x = 3

4
Notamos luego que x = 3 €8 también raiz del numerador y por lo tanto el numerador tiene que ser

divisible entre 3x — 4:
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11.

x? 4+ 6x —1

3x —4| 3x3+14x2-27x+ 4
—3x3 + 442

18x% —27x + 4

—18x? + 24x
—3x+4
+3x—4
0

porlo que, 3x® + 14x? —27x + 4= Bx —4)(x? + 6x — 1) &

Bx —4)(x2+6x—1) _

fx) = T—

4
x2+6x—lsix;é§.

. . 4 -
Entonces la funcion f resultaria continua en x = 3 definiendo

4 4\? 4 16 16+63 79
f(—)tizeflfmf(x):11'11}()(24-6)(—1):(—) —|—(6X—>—1:——|—8—1: + = —. [
x—>3

3 4 3 3 9 9 9

x—>5

Determine los valores de las constantes ¢ & k que hacen continua la funciénen x = 1 yen x = 4.

X six <1;
fx)=<ex+k sil<x<4;
—2x sid4 < x.

Dar un bosquejo de la gréfica de esa funcién con los valores encontrados.

¥ Tenemos xl_i)r{l_ fx)=1=fH) & xl_if?+ f(x) = ¢ + k; luego, c + k = 1 si queremos que f sea
continua en x = 1.

Anélogamente xl_i)r?_ fx)=4c+k& f(4) =-8= xl_if?+ f(x), porlo que4c + k = —8 para que f sea
continua en x = 4.

Para que f sea continua en x = 1 y en x = 4, necesitamos que

c+k=1;
4c+k =-8.
Resolvamos este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, restindole a la segunda la primera:

3c=-9 = c= 5 = —3 y sustituyendo por este valor en la primera: -3+ k =1 = k =4.
La funcién resultante es;
X six <1;
fx)=4¢-3x+4 sil<x<4
—2x six > 4.

Su gréfica:
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Graficamente lo que hicimos fue trazar la recta y = 4 — 3x que pasa por los puntos (1, 1) y (4, —8) asi
como calcular f(0) = 0& f(5) = 10. O

12. Sea la funcion:

x> +4x+4 six <-—I;
fx)=<2ax+b si—1<x<2;
x> —4x+4 si2<x.

a. Encontrar los valores de a, b para que la funcién sea continuaenx = —l yen x = 2.

b. Graficar la funcién con los valores encontrados.

a. Ya que tenemos que hacer continuaa f en x = —1 y en x = 2, observemos que

1@}f@%=ﬁgjﬁ+4x+®=l=fFU

y también que

Hm+ f(x) = lim Qax+b)=—-2a+b.

x—>—1 x—>—1*
Por lo que 1 = —2a + b para que f sea continua en x = —1.

Anélogamente: 11’1?_ fx)=d4a+b=f2Q) & Hm+ fx) = Hm+ (x* —4x +4) =0.
x— x—2 x—>2

Entonces 4a + b = 0 para que f sea continua en x = 2.
Para que f sea continua en dichos puntos, se tienen que cumplir simultdneamente

—2a+b=1;
4a +b = 0.

Resolvamos el sistema de dos ecuaciones lineales con dos incoégnitas a, b restindole a la segunda

1
la primera: 6a = -1 = a = ~5

Sustituyendo por este valor en la primera:

2 1 2
S4b=1=b=1—-=12,
6" - 373



4.1 Continuidad en un punto 215

b. Tenemos x? + 4x + 4 = (x 4+ 2)? en el intervalo (—oo, —1].
Tenemos también x? — 4x + 4 = (x — 2)? en el intervalo [2, +00).

1
En el intervalo [-1,2],larectay = —=x + —.

3 3
Tabulamos: f(—-3)=1& f(3) = 1.
La gréfica de la funcién f es:

y=fx)

-3 -2 -1 2 3

Comentario. Gréficamente determinamos la recta y = 2ax + b que une los puntos (—1, 1) y (2, 0);

1 1
en efecto dicha recta tiene por pendiente: m = =5 = 3Ysu ecuacion es:
= —— — 2 = —— —
y=-36-2 x+3
(|
13. Determine los valores de a, b para que la siguiente funcién sea continuaen x = -3 yen x = 3.
a six = —-3;
S(x)=¢9—x2 six #+£3;
b six = 3.
V¥V Debemos analizar la continuidad de la funcién f sélo en los nimeros x = —3 & x = 3.
a. La funcién f es continua en x = —3 si
lim f(x) = f(=3) & lim (9 —x)=a & 9-(-3)?=a & a=0.
xXx—>— X—>—
b. La funcién f es continua en x = 3 si
lim f(x) = f(3) © 11'm3(9—x2) =b & 9-03*=b & bh=0.
X—> X—>
Luego la funcién f es continuaenx = —3& x = 3, cuandoa =0 = b.
(|
14. Determine los valores a, b para que la funcién f(x) sea continuaen x = —2yenx = 3.

ax+1 six <-2;
fxX)=q¢x2—1 si—-2<x<3;

x—b six>3.
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¥V Para asegurar la continuidad de f en x = —2 y en x = 3 veamos que
lim f(x)= lim (x>?-1)=(-2?-1=4-1=3;
x——2+ x——2+
lim f(x)= lim (ax+1)= f(-2) = —2a+ 1.
x—>—2" x—>—2
Es decir, si —2a 4+ 1 = 3, f(x) es continua en x = —2. Esta igualdad se cumple paraa = —1.
Ademas
lim f(x)= lim (x —b) =3-b;
Jdim f(x) = lUm (x —b)
lim f(x)=lmGx*-1)= f3)=03B)?-1=9-1=38.
x—>3— x—3
Es decir, si 8 = 3 — b, f(x) es continua en x = 3. Esta igualdad se cumple para b = —5.
Por lo tanto,
—x+1 six <-=-2;
fx)=<{x?2—1 si—-2<x<3;
x+5 six>3.
|
15. Una legislacién estatal sobre impuestos establece un impuesto exigible de 12% sobre los primeros

$20000 de ganancias gravables y de 16% sobre el resto de las ganancias.
Calcular los valores de las constantes A y B para que la funcién de impuestos 7T'(x) sea continua para
toda x.

0 six <O0;
T(x)=<¢A+0.12x si0 < x <20000;
B + 0.16(x —20000) six > 20000.

YV Para la continuidad de T en los puntos x = 0 & x = 20 000 veamos que

lim T(x) = lim(A4 + 0.12x) = A4;
x—07t x—0

lim 7(x) = lim 0= T(0) = 0.

Ahra, si A = 0,1a funcién T es continua en x = 0.

Anélogamente
Iim T(x) = Iim [B + 0.16(x —20000)] = B 4+ 0.16(20000 — 20000) = B + 0 = B,
x—>20000"+ x—>20000"+

lim T(x)= lim (A4+0.12x) = T(20000) = A + 0.12(20000) = 0 + 2400 = 2400.
x—>20 000~ x—>20 000

Entonces, si B = 2400, la funcién T es continua en 20 000.
Por lo que
0 six <0;
T(x)=1<0.12 si0 < x <20000;
0.16(x —20000) six > 20000.
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16.

17.

Calcule los valores de a, b que hacen que la siguiente funcién sea continua en x = —1.
4 six < —1;
2x
fx)=<bh six =—1;
x24+1 si—1<x<2.
V¥ Parala continuidad de f en x = —1, debemos exigir que ll'm1 fx) = f(-1); 11'm1 f(x) existe si
x—>— x——
y sélo si
. L (AN _
xEI—I}— Jx) = XEI_DH fx) & xll>n—11 (2x) n xli>rr_11(x +h e
a a
—— =(=1?+1 — =2 & a=—4
@2(_1)()+ @_2 a
Luego, con a = —4 sucede que ll'm1 f(x) =2
xX——

También debe ocurrir que f(—1) = 11'11_11 f(x). Esto se logra cuando b = f(—1) = 11'11_11 f(x) =2,es
decir, sib = 2.

Encontramos que la funcién f es una funcién continua en x = —1 cuandoa = —4y cuando b = 2.

Esto es, cuando

2 .
—— six < —1;
_ X
fx) = 2 six = —1;
x*4+1 si—l<x<2
(|
a. Hallar los valores de las constantes a, 5 de modo que la siguiente funcién sea continua en x = —1
yenx = 3.
2 six <-—1;
fx)=<ax+b si—-1<x<3;
=2 six > 3.
b. Dibujar la grafica de f con los valores obtenidos.
v
a. En los puntos donde f podria no ser continua es en x = —1 y en x = 3, que es donde las tres

rectas que componen a f no coinciden: entonces tenemos que obligar a que ése no sea el caso,
esto es, que f(x) sea continua en ellos; para ello tenemos que hacer que sean iguales:

f(=)=2& Hm+ fx) = 11’m+(ax+b):a(—1)+b:—a + b;
x—>—1 x—>—1
11'1131_ fx) = 11'n31_(ax +b)=3a+b& f(3) = 2.

Como se tienen que cumplir simultdneamente ambas condiciones, se tiene que cumplir el sistema
—a+b=2;
3a+b =-2.

Restando a la segunda ecuacién la primera: 4a = —4 = a = —1; y sustituyendo por este valor
enlaprimeral +b=2 = b=1.
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b. La gréfica de la funcién f es:

Comentario. Observemos que la recta y = ax + b tiene que pasar por los puntos (—1,2) y (3, =2);
—2-2 4
su pendiente debe ser m = 351 -4 - —1 y su ecuacién entonces es:

y—2=—-(x+4+1) = y=-x—-142 = y=—x+1,esdecira=—-1&b=1.

(|
18. Sea la funcién X
six < —2;
x+1
fx) = —ax +2b si|x|<2;
3—x? six>2.
a. Encuentre valores de a, b para que esa funcién sea continuaenx = —2yenx = 2.
b. Dé un bosquejo de la gréfica con estos valores.
v
a. Para que sea continua en —2 y en 2, se tiene que cumplir:
lim f(x) = f2) & lim f(x) = f(=2)
x—>2 x—>—2
y para ello deben ser iguales
Iim f(x)= Ii - 1 1& f(-2) =2a+2b= lm f(x);
Jm o sey= I = o T s e/ =2as2b = i
lim f(x)= lim 3—x%)=3-22=3-4=—-1& f(2) = —2a+2b= lim f(x).
x—2+ x—2+ x—2—
Luego, se tienen que cumplir las dos ecuaciones
—2a+2b=-1;
2a +2b=-1.
. . 1 .
Resolvamos pues tal sistema suméndolas: 4b = -2 = b = Y sustituyendo por este valor en

la primera ecuacién, tenemos:

2a—1=-1 = 2a=0 = a=0.
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La funcién con estos valores es:

six < —2;

x+1
J) =4 si|x| <2

3—x2 six>2.

b. Su gréfica:

y
T ‘ x
| |
y =7
O
19. Considere la funcién
2x — /40 — 12x 7
X —vav—lax . <3 5 7.
o) ={ arx_ia SIFIS3xFLxs o
a six =2.

(Para qué valores de a la funcién es continua en x = 2?

¥V Para que la funcién sea continua en x = 2 se debe cumplir
lim f(x) = f2)=a.
x—>2

Si tratamos de calcular el limite por evaluacién obtenemos:

4—J30—24 [0\ , _ 0N
S — | ,es decir, una indeterminaciéon | - | .
3x224+2—-14 0 0

Primero vamos a trabajar el denominador de f(x). Puesto que es un polinomio de segundo grado
que tiene como cero o raiz a x = 2, sabemos que x — 2 es un divisor del polinomio. Para hallar la
factorizacién correspondiente efectuamos la siguiente division:

3x+7
x—2m
—3x% + 6x
Tx
—7x+ 14
0.

Tenemos entonces que 3x% + x — 14 = (x —2)(3x + 7).
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Un poco de algebra:
2x — 440 —12x  2x — /40— 12x 2x + /40 —12x
= X
3x2+x—14 x=2)3x+7) 2x + /40 — 12x
4x2 — (40 — 12x)

T —2)Br+7)x + VA0 —12%)

_ 4x% + 12x — 40 _
C (x—2)Bx +7)(2x + /40— 12x)
4 x2+3x—-10 _
(x —2)(3x + 7)(2x + /40 — 12x)
_y x+5x-2) _
(x —2)(3x + 7)(2x + /40 — 12x)
x+5

= o T ) + A0 T2

Ahora podemos calcular el limite

six—2#0 & x#2.

lfm f(x) = lim | 4 xS _Ax7 7
x->2 S x2\ Bx+7)02x +4/40—12x) )  13x8 26
. 7 ., .
Entonces, sia = % la funcién f es continua en x = 2. O

20. Sea la funcién
mx —n six <1;

fx)=1<5 six =1;
2mx +n six > 1.

a. Encontrar los valores de m y de n de modo que la funcién sea continua en x = 1. b. Graficar la
funcién continua obtenida.

v

a. Para que la funcién sea continua en x = 1 se debe cumplir:

lim f(x) = f(1) = lm f(x).
x—1 x—17t

La igualdad de la izquierda nos proporciona:
lin}(mx —n)=f(1) & m—n=>5.
La igualdad de la derecha nos proporciona:

fa) = 11’n}(2mx +n) & 5=2m+n.
X—>

Esto es, obtenemos:

m-—n=>5;
2m+n =25,
un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas cuya soluciones: m = — &n = —=

3
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La funcién con estos valores es

10 .
?x+— six <1;

fx)=<5 six =1;
20 .
—Xx—= six>1
3

21. Sea la funcién
ax?+1 six <—1;

gx) =qc sixe[-1,1];
x+2 six>1.

a. Encontrar los valores de @ & ¢ que hacen que la funcién g sea continua en los puntos donde
|x|=1.

b. Dar un bosquejo de la gréfica de g con los valores encontrados.
v

a. Parala continuidad en x = —1 & x = 1 se debe cumplir:

lim g(x)= lim gx)=g(-1)& lim g(x)= lim g(x) = g(1).
x—=>—1- x——1+ x—>1= x—>1+
Esto se traduce en
a+1=c;

¢ = 1 + 2 respectivamente;

resolviendo se encuentra

c=3;
a=2,
Con estos valores la funcion es:
2x%2 4+ 1 six < —I;
g(x) =43 six e[-1,1];

X +2 six>1.
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b. La gréfica de la funcién g es:

¥
y=g)
3
! !
! !
! !
\ \
\ \
! !
! !
\ \ x
-1 1
|
22. Sea la funcién
3 sit <-—1;
g)y=<Kat>+bt+1 si—-1<t<2;
31 sir>2.
a. Encontrar las valores de a, b para que la funcién g sea continuaenx = —1yen x = 2.

b. Con los valores encontrados, graficar la funcion.
v

a. Para la continuidad en todos los reales se debe cumplir:

lim g(t) = lim g@) =g(-1) & lim g(z) = lim g(z) = g(2).
t—>—171 t—>27 t—2+

t—>—1—
Esto se traduce en

3=a—-b+1;
4a +2b+1=3.

Es decir, el sistema

a—b=2;
4a +2b=2.

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones y con dos incégnitas se obtiene:

a=1;
b=-1.
b. Con estos valores la funcién es:
3 sit < —1;
gy =<t?—t+1 si—-1<t<2;
%t sit > 2;

y la gréfica de la funcién g es:



4.2 Tipos de discontinuidades 223

4.2 Tipos de discontinuidades
Ejercicios 4.2.1

1. Bosqueje la grafica de una funcién f que cumpla las siguientes condiciones:

a. lim f(x)=2; d. h’n; f(x) = +o0; g. Hm+ f(x) = —o0;
X—>—00 X—>—=2" x—>—2
b. lim f(x) = +o0; e. lim f(x) = +oo; ho lim f(x) = -2,
) f. f(x) tiene discontinuidad
¢ f()=0; removibleen x = 1;

¥V Una gréafica que cumple las anteriores condiciones es:
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2. Considere la grafica de la funcién f dada en la figura

¥
! !
10 - [
! !
! !
} } y=rx
! !
L, L !
AN,
-2 /11 5
| !
!
!
| !
| I
| |
! !
De la grafica determine los siguientes limites:
a. lim f(x); d. h’n; f(x); f. Hm+ f(x);
X—>—00 x—>—2" x—>—2
b. 11'1?_ fx);
c )lcl/_l;I} f(X),' © xl—l/f?"r f(X); g xll;r—lr-loo f(X)
Clasifique las discontinuidades.
v
a. lim f(x)=0; d. h’n; f(x) = +oc; f. Hm+ f(x) = —o0;
X—>—00 X—>—2" Xx—>=2
b. 11'1?_ f(x) = —o0;
¢ lim f(x) = f() =2 e xlir; fx) =—o0; g lim f(x)=10;
La funcién tiene dos discontinuidades esenciales infinitas, en x = -2 yenx = 5.

3. Lafuncién f tiene la gréfica siguiente:

a. De la gréfica obtener
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i. h’n}_ f(x); V. 11'1{1_ f(x); ix. h’r_n f(x);
ii. 1 ; i. i ; i .
i lim S x) vi. lim S x) x. Hm f(x)
iii. 11'%1_ f(x); vii. h'r?_ f(x);
iv. lim f(x); viii. Iim  f(x);
x—0t x—3+

b. Del inciso anterior clasifique las discontinuidades de la funcién y escriba las ecuaciones de las
asintotas verticales y horizontales.

\/
a. i. Iim f(x)=2; v. lim f(x) =-3; ix. lim f(x)=—o0;
x—>—2- x—>1— X—>—00
ii. Iim f(x)=1; vi. lim f(x) = 3; x. lim f(x) =4.
x——271 x—1+ x—+00
iii. lim f(x) = 4o00; vii. lim f(x) = —oc;
x—>0— x—>3"
iv. lim f(x) = 4o0; viii. Iim f(x) = 2;
x—0t x—3t
b. En x = =2y en x = 1 hay discontinuidad esencial de salto;

en x = 0y en x = 3 hay discontinuidades esenciales infinitas;
y = 4 es asintota horizontal;

x = 0 es asintota vertical;

x = 3 es asintota vertical.

4. Dada la funcién
2x —3 six <1;

) 4 six =1;

X) =

& x2 -2 sil<x<2;
3 si2 < x.

Analizar los tipos de discontinuidadesen x = 1 yen x = 2.

¥V Calculamos
lim g(x) = lim 2x—-3)= lim 2x—-3=2-3=—1;
x—>1- x—>1= x—>1=

lim g(x) = lim x?-=2)= lim x>-2=1-2=—1.
x—1+ g( ) x—>1+( ) x—1+

Como
lim g(x) = —1 # g(1) = 4,

entonces en x = 1 la funcién g tiene una discontinuidad removible y, si redefinimos g(1) = —1,
entonces la funcién g se hace continua en x = 1.

También
Mpel) = lip (P -2) = lip o -2=4-2=2,
xl_igl+ g(x) = xl_igl+ 3=3
Como

Jim g(x) # xlf?+ g(x),

entonces en x = 2 la funcién g tiene una discontinuidad esencial de salto. O
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5. Trace la grafica de una funcién f que tenga una discontinuidad removible en x = —2 y que ademads
satisfaga las condiciones siguientes:

a. f(0)=3; d. llgl_ f(x)=2; f. XEI—HOO f(x) = 0;
b. f(4) =0 xl/ ‘ /
“ f(6) =0 “ x—lgl-i' f(x) = 109; & xEI—lr-loo f(X) =2

¥ Una posible gréfica de la funcién f que satisfaga todas esas condiciones es:

> X
En nuestra grafica vemos que f(—2) = 2, pero h'rr;_ fx) = 1fm+ f(x) =0,porloqueenx = -2
X—>— X—>—2
tiene f una discontinuidad removible. O

6. A partir de la gréfica de f, determine:

a. Los puntos de discontinuidad y su clasificacién.

b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y las ecuaciones de las asintotas horizontales.

y

y=fx)

v

a. f tiene una discontinuidad removible en x = —4;
f es discontinua en x = 2 donde tiene una discontinuidad infinita.

b. x = 2 es la tinica asintota vertical & y = 0 la tinica asintota horizontal.
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7. Bosqueje una posible grafica de una funcién f que cumpla con las siguientes condiciones:

a. f(x)=1si4<x <6 d. h’m+f(x):—ooy li%l_f(x):—oo;
b lim f(x)=0y lim f(x)=0; ¥0
C. f(_z) =0; e. )ICLII‘é f(x) =1.

Sefiale los puntos de discontinuidad esencial.

¥ Unbosquejo de la grafica de la funcién f es:

¥
AN
| . TN
\ L 5%
—4 1 4 6
y=r(x)
En x = 0 hay una discontinuidad esencial infinita. O
x
8. Si f(x) = ———, ;qué tipo de discontinuidad hay en x = 0?; ;esencial?; ;removible?
f( ) m 1 9 P y 4 ¢
Justifique su respuesta.
vV Calculemos 11'11}) % racionalizando el denominador, es decir, multiplicando arriba y abajo
x—> X —
por el binomio conjugado del denominador, que es +/x + 1 + I:
X . x vx+1+1 x(Vx+14+1)
Vitl—-1 Jx+1-1 Jx+1+1 x+1-1
~/ 141
:M: /x + 14 1,six #0.
X
Tenemos entonces que:
X
m ——— =lm(Vx+ 1+ D) =V0+1+1=VI+1=1+1=2.
x=>0 /x +1—1 x—>0( )
Si definiésemos f(0) = 2, la funcién f resultaria continua en 0, por lo que la discontinuidad es

removible.
O

9. Sea (—00, 4) — {—4} el dominio de una funcién f. Trace una posible grafica de esa funcién que cumpla
con las condiciones siguientes:

a. Los puntos (-3, 2), (—5,0), (1,0) & (3, 0) estdn en su gréfica.
b. Er_n fx)=2, h’n} f(x)=3.

c¢. lim f(x)=-o00, lim f(x)= +4o0.
x—>—4- x—>—4t
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d. lim f(x)=3, Iim f(x)=1, lim f(x)=-2.
x—>—3" x—>—37+ x—>4—

A partir de la grafica, determine y clasifique los puntos de discontinuidad de la funcién f.

¥V Una gréfica posible es la siguiente:

La funcién f tiene discontinuidades en:

x = —4 que es esencial infinita; x = —3 que es esencial de salto; x = 1 que es removible.

10. A partir de la gréfica de la funcién g que observamos a continuacién

¥
!
!
!
!
I S /'\
I e o
! !
| 7/}\ 3 | > x
-2 1 } 5
\
***** e } y=g(x)
!
!
! \
‘ !
\ |
[ [
determine:
a. Ilim g(x); c. lim g(x); e. Ilim g(x);
x—>—27 xXx—>—2 X—>—00
b. lim g(x); : . T .
m g(x) d. )161_12 g(x); f xEI—II—loo g(x)
Puntos de discontinuidad y su clasificacién.
Ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
Y Vemos que:
a. lim g(x) = +o0; ¢. lim g(x) no existe ; e. lim g(x)=-2;
xX—>—2" xXx—>—2 X—>—00
b. Iim X) = —o0; i =2 f. i =2.
e g(x) d )161_12 glx) =2; Jm g(x)
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Puntos de discontinuidad: esenciales infinitas en x = —2 & x = 3 y removibleen x = I.
Asintotas verticales: las rectas x = -2 & x = 3.
Asintotas horizontales: las rectas y = -2 & y = 2.
O
11. Sea la funcién 5
x“+x—12
X)= —5>—"7——.
/6 x24+2x—-38

Encontrar y clasificar las discontinuidades. Determinar las asintotas verticales y horizontales.
¥V Continuidad:

Por ser una funcién racional su dominio es:
Dp=R—{x|x>+2x-8=0}=R—{x|(x+4)(x-2)=0} =
=R—{x|[x+4=00bienx—2=0} =R—{-4,2}.

Entonces la funcién f es discontinuaenx = —4yenx = 2.

Como

. ol 4x—12 . (x+ 4 -3)
Iim f(x) Iim ———— = LAV —o)
x——4 x—>—4 x2 + 2x - 8 x—>—4 (x + 4)(‘x - 2)
x=3 —4-3 7 7

= lim = =— =_,
x>—4x—2 —4-2 -6 6
esta funcion tiene en x = —4 una discontinuidad removible o evitable.
Y como
lim £(x) = lim *—> = oo,
x—2 x—>2x—2
entonces tiene en x = 2 una discontinuidad esencial infinita.
Asintotas:
Precisemos los limites laterales en torno a x = 2:
P . ox—=3
Jip S0y = lim S5 =

X—>2 =2 x<2=>x-2<0&x-3<-1=>x-2<0&x—-3<0=>

3
o x_2—>+oo$xligl_f(x):+oo;

x—3
Iim x) = lim =7
x—2+ f( ) x—2t X —2

x—=2" =2 x>2= x-2>0&x—-3<0yaquex—3—>—1 =

x—3 x—3 3
=5 ——<0=> —— > —00 = lim f(x)=—o0.
x—=2 x—=2 x—2+

Podemos afirmar que la recta x = 2 es una asintota vertical de f y ademaés es la tinica.

3
x(l——) 1_3
. X . x_lz

. . x—3
Jm S = dim = lim (1 2>_xEI4I-1001 271
X

Ahora bien como
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entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal y ademaés es la tinica ya que también

lim f(x) =1

x? +5x
12. Dada f(X) = m, obtener:
a. Puntos de discontinuidad y su clasificacién.
b. Asintotas verticales y horizontales.

c. Esbozo de la gréfica.

a. Como

X2 44x—-5=0& (x+5x—-1)=0 x+5=00bienx—1=0 &
& x =-50bienx =1,

resulta que el dominioes: Dy =R —{—-5,1}.

Calculemos ll'mS fx) & 11'mjE f(x).
X—>— x—1

Se tiene (x+5)
x(x + X
J(x) = x-Dkx+5 x—-1
Por lo que
X -5 -5 5
1/ = 1/ = _ — = —
faredd /() sy 1 5-1_ 6 6
y la discontinuidad en x = —5 es removible.
En cambio
Ii = i ==+
S SO0 = I Ty = e

y la discontinuidad en x = 1 es esencial infinita.

b. Acabamos de encontrar que la recta x = 1 es asintota vertical. Para hallar las asintotas horizon-
tales calculamos

X 1 1 1
I = Ii = Ii =—=—-=1
x—y’:{loo f(X) x—y’:{loo x—1 x—lI:?oo 1-— % 1-0 1
Por lo que la recta y = 1 es asintota horizontal.
¢. Tabulamos f(0) = 0.
La gréfica de la funcién f es:
¥
!
!
!
; y=/f
!
—— Lo T==
‘ x
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13. Dibujar la grafica posible de la funcién f que cumpla las condiciones siguientes:

a. lim f(x) = 400 d. lim f(x) =2
b. lim /(x) = —oo; e lim f(x)=-2.

¢. f(x) tiene una discontinuidad removible en
x =0

¥V Una gréfica posible de la funcién f, con esas condiciones es:

4.3 Continuidad en intervalos

Ejercicios 4.3.1

1. Sea f(x) = x* —5x? 4+ 7x — 9; demuestre que hay, al menos, un niimero a entre 0 & 10 tal que
f(a) = 500.

¥ Calculamos
f(0) =-9;
£(10) = 10> —=5x 10> +7x 10 — 9 = 1000 — 500 + 70 — 9 = 561.

Puesto que f(x) es una funcién polinomial, entonces es continua y, por el teorema de Valor Inter-
medio, se sabe que f toma todos los valores del intervalo [-9, 561] cuando la variable x recorre el
intervalo [0, 10].

En particular 500 € (=9, 561), entonces existe a € (0, 10) tal que f(a) = 500. O
2. El costo de fabricacién de g automéviles eléctricos, en miles de pesos, es de
Cq) =5¢° + 13¢° + 14;
mientras que el ingreso, también en miles de pesos, es de
1(9) =q* ~5q.

Demostrar que existe un valor entre 2 & 10, de la variable ¢, donde la fabrica ni gana ni pierde.

¥ La ganancia de la fabrica G(g) cuando se fabrican ¢ automéviles viene dada por
G(q) =1(q) —C(q) =
= (¢* —59) = (5¢° + 13¢° + 14) =
=q*—5¢%—13¢%> - 59— 14.
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Calculamos

24 _5x23 _13x22-5%x2—14=
16—40—52—10—14 =

= —100
G(10) =10*—=5x10>—13x 102 —=5x 10— 14 =
10000 — 5000 — 1300 — 50 — 14 =
= 5000 — 1364 = 3636.

GQ2)

Puesto que G(g) es una funcién continua, por el teorema del Valor Intermedio, la funcién toma todos
los valores del intervalo [—100, 3 636] cuando ¢ recorre el intervalo [2, 10].

En particular
0 € [-100, 3 636] .
Por lo tanto, existe
q € [2,10]tal que G(q) = 0.
Es decir,

1(q) = C(g) = 0
1(q) = C(q)-
Si el ingreso es igual al costo de produccion, la fabrica ni gana ni pierde.
O
Sea f: [1,3] — R la funcién definida por f(x) = x* —2x? — 10x. ;Existe un punto a € [1, 3] tal que
f(a) = —15? Justifique su respuesta.
vV f)=1-2-10=—-11& f(3) =27—-18—-30=-21.

Como —15 € [-21,—11] y como la funcién es continua en [1, 3], por el teorema del Valor Intermedio,
existe al menos un punto a € (1, 3) tal que f(a) = —15.

O

La temperatura T (en °C) a la que el agua hierve esta dada por la férmula

T'(h) = 100.862 — 0.0415+h + 431.03,

donde % es la altura sobre el nivel del mar (medida en metros).

Use el teorema del Valor Intermedio y diga si entre los 4 000 y 4 500 metros sobre el nivel del mar hay
una altitud a la cual hierve a 98°C. Justifique su respuesta.

¥ Por un lado sabemos que la funcién T es continua en su dominio, el cual es el conjunto de los &
que cumplen
h+431.03>0 = h>—-431.03m;

por otro lado
T(4000) = 100.862 — 0.0415+/4 000 + 431.03 ~ 98.099512 °C;
también
T(4500) = 100.862 — 0.0415+/4 500 + 431.03 ~ 97.977517 °C.
Como 98 € (97.9, 98.1) °C, entonces, efectivamente, existe una / € (4 000, 4 500) tal que T'(h) = 98 °C.
O
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1
5. Verifique que la ecuacion x + x — 1 = 0 tiene una raiz entre 0 & 1. Dé un intervalo de longitud 7 que

contenga a dicha raiz.

YV Sea f(x)=x34+x—1.

Notamos que la funcién f es continua en R, en particular en [0, 1] y que f(0) = —1 < 0y también que
f(1) =1 > 0;luego, por el teorema del Valor Intermedio, en (0, 1) habra un punto x tal que f(x) = 0.
1 1 1
“)=-+--1<0.
Vemosquef(2> 8+2 <0

1
Por lo que una raiz debe estar en (5, 1).

3 27 3
También vemos que f (Z) = ta- 1>0.

13
Por lo que, por tltimo, tal raiz debe de estar en (5, Z) .
2

3 1 1
Este ulti int lo ti 1 itud - — = -.
ste tiltimo intervalo tiene longitud 7 — > 2 2
6. Determinar un intervalo de longitud 0.5 que contenga a una raiz de la ecuacién x> + 2x + 4 = 0.

Y Sea f(x) = x3 + 2x + 4, la cual por ser polinomial es una funcién continua en todo R. Vemos
ahoraque f(0) =4; f(-)=—-1-2+4=1, f(-2)=—-8—-4+4=-8

Ya que f(-2) = -8 < 0y que f(—1) =1 > 0, por el teorema del Valor Intermedio, existe al menos
una raiz en el intervalo (-2, —1).

3 3 27 27 19
El punto medio del intervalo (-2, —1) es —5 ¥ como f (—§> =—5 " 3+4=1- s-"§° 0,

. . 3
entonces existe al menos una raiz en el intervalo (—5, —1].

3 1 3
Ya que la longitud del intervalo (—5, —1> es > se puede afirmar que (—5, —1> es un intervalo de
longitud 0.5 que contiene al menos una raiz de la ecuacién x> + 2x + 4 = 0.

O

7. Dada la funcién
x2+2 si —2<x<0;
fﬁ”‘{—u2+m si0<x<2
a. Calcular f(-2) & f(2).
b. ;Existe ¢ € (—2,2) tal que f(c) =0?

f(=2)= (=22 +2=4+2=6;
f@)=-2*+2)=-(@4+2)=-6.

b. Considerando un bosquejo de la grafica que se muestra a continuacién, se puede observar que
no existe un valor de ¢ € (-2, 2) tal que f(c) = 0.
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Observe que la funcién f no es continua en [-2, 2] pues es discontinua en x = 0, por lo que no
cumple con las hipétesis del teorema del Valor Intermedio.

O

8. Sea el polinomio p(x) = x> — 4x + 2. Aproxime en el intervalo [1, 2] una raiz del polinomio con error

1
menor que T

¥ Calculamos el valor del polinomio en los extremos del intervalo

p()=1—dx1+2=1-4+2=—1;
p2)=2°—4x2+2=8-8+2=2.
Ya que el polinomio es una funcién continua, por el teorema del Valor Intermedio, toma todos los
valores entre [—1, 2] cuando x recorre el intervalo [1, 2].
En particular 0 € [-1, 2].
Entonces existe ¢ € (1, 2) tal que p(c) = 0 (una raiz del polinomio).

El intervalo [1, 2] tiene longitud 2 — 1 = 1.

1
Se desea un intervalo de longitud menor que 1= 0.25 donde se garantice la existencia de una raiz.

Para esto, tomamos arbitrariamente un nimero ¢; a la derecha de 1 y otro ntimero ¢, que cumpla las
condiciones 1 < ¢; < ¢ < 2; comprobamos si contintia existiendo un cambio de signo al evaluar el
polinomio en estos puntos.

Tomemos ¢y = 1.3y ¢, = 1.6:

p(1.3)=(1.3)>—4(13)+2=2.197—-52+2 = —1.003;
p(1.6) = (1.6)> —4(1.6) +2 = 4.096 — 6.4 + 2 = —0.304 .

Ambos valores negativos.

Para intentar alcanzar un valor positivo del polinomio, los calculos anteriores sugieren tomar, por
ejemplo, c3 = 1.8

p(1.8) = (1.8)> —4(1.8) + 2 = 5.832— 72 + 2 = 0.632.
Es decir, la funcién cambia de signo en los extremos del intervalo [1.6, 1.8].

Esto garantiza que existe una raiz dentro de este intervalo.

1
Lo longitud de [1.6,1.8] es 1.8 — 1.6 = 0.2 < 1= 0.25.

Si tomamos un punto arbitrario dentro de este intervalo como una aproximacion a la raiz, podemos
asegurar que la diferencia entre dicho punto y la raiz existente es menor que un cuarto.

O
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9.

10.

Sea f : R — R una funcién continua tal que f(—10) = —4, f(-3) =2, f(1) =0, f(2) = 8y que
f@=-5.

Determine el nimero de raices que, al menos, tiene la funcién f y en qué intervalos se encuentran.

Y Yaque f(—10) = —4 y que f(—3) = 2, entonces f(—10) < 0 & f(—3) > 0; por lo tanto, por el
teorema del Valor Intermedio, existe al menos una raiz en el intervalo (—10, —3).

Anélogamente f(2) = 8 & f(4) = —5implican que f(2) > 0y que f(4) < 0; de nuevo, por el teorema
del Valor Intermedio, existe al menos una raiz en el intervalo (2, 4).

Luego, la funcién f tiene al menos tres raices en el intervalo (—10, 4) pues x = 1 también es raiz.

O

Verifique que la ecuacién x*> — 4x — 2 = 0 tiene una raiz real en el intervalo [2, 3] y determine un
intervalo de longitud 1/4 que contenga a dicha raiz.

Y La funcién polinomial f(x) = x> — 4x — 2 es continua en todo R y en particular es continua en el
intervalo cerrado [2, 3]. Ademas

f@Q)=2>-402)-2=8-8-2=-2<0;
f3)=33-43)—2=27-12—-2=13>0.

Por ser f continua en el intervalo [2,3], f(2) < 0 & f(3) > 0, se puede asegurar (por el teorema del
Valor Intermedio) la existencia de al menos un ¢ € (2, 3) tal que f(c) = 0.

Notamos que la longitud del intervalo (2, 3) es 1.

5
El punto medio del intervalo (2, 3) es 3 y ademas

5 5\3 5 125 125-96 29
2 =(2) —4(2)—2="22_10-2="22"2_22 .
f(z) (2) (2) g 10 8 g >0

5 5
Por ser f continua en el intervalo [2, 5] ,f2) <0 & f (§> > 0, se puede asegurar, por el teorema

5
del Valor Intermedio, la existencia de al menos un ¢ € (2, 5) tal que f(c) =0.

5 1
Notemos que la longitud del intervalo (2, 5) es 5.

5 9
El punto medio del intervalo (2, 5) es 1 y ademas

3
9 729 729704 25
f OV o (2) —a(2) a2 g, BT 25,
4 4 4 64 64 64

9 9
Por ser f continua en el intervalo cerrado [2, Z] ,f2) <0 & f (Z) > 0, se puede asegurar, por el

9
teorema del Valor Intermedio, la existencia de al menos un ¢ € (2, Z) tal que f(c) =0.
. . . 9 1
Ademés la longitud del intervalo (2, Z) es -

9 1
Por lo tanto, en el intervalo [2, Z] , de longitud 1 existe al menos un niimero real x tal que

x3—4x—-2=0. O
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11.

12.

13.

1
Determine un intervalo de longitud il el que la ecuacién x* — 3x + 1 = 0 tenga una raiz.

¥ Consideramos la funcién polinomial f(x) = x> — 3x + 1 que es continua en toda la recta real.
f0) =02 =-30+1=1&f(1)=1>-3(1)+1=2-3=—1.

Yaque f(0) =1>0, f(1) = —1 <0 & f es continua en el intervalo [0, 1], por el teorema del Valor
Intermedio, se puede asegurar la existencia de al menos un real ¢ € (0, 1) tal que f(c) = 0. Notemos
ademas que la longitud del intervalo (0, 1) es £; = 1.

1
El punto medio del intervalo (0, 1) es >

1 1\? 1 1 3 1—12+38 3
“J=(=z) =3(=z)+1=--41=—"""=_2
1(5)=(5) 2(3) rr=g3r= =
1 3 y . . 1
Yaque f(0) =1>0, f (§> = —3 < 0, y ya que la funcién f es continua en el intervalo [0, 5], se

1
puede asegurar la existencia de al menos un real ¢ € (0, 5) tal que f(c) = 0. Notemos ademas que

1 1
la longitud del intervalo (0, 5) esl, = 2

1 1
El punto medio del intervalo (0, 5) es o

1 1’ 1 13 1—48+64 17
N=(-) -3(-)+1=—-41=—"T"AT""— "
/ (4) (4) (4) =gt 64 64
1 17 1 3 . . 11
Ya que f (Z) >0, f (§> = —= < 0y que f es continua en el intervalo [Z’E]'Se puede

~ 64 8

11
asegurar (por el teorema del Valor Intermedio) la existencia de al menos un real ¢ € (Z, 5) tal que
1

11
f(c) = 0. Notemos también que la longitud del intervalo (Z, 5) es {3 = e

Luego, para la funcién f(x) = x* — 3x + 1, existe al menos una raiz [c € R tal que f(c) = 0] en el

. 11 . : 1
intervalo 75| due tiene una longitud £ = 7 O
x6  x*
Considere la funcién f:R — R definida por f(x) = 3 + i x? — 1. Pruebe que esa funcién tiene
al menos una raiz positiva y otra negativa.
Y Vemos que:
f0)=-1<0;
64 16 32 32-3
N=—f——dl="fd—4-1="""10.
s 6 + 4 3 * 3

Luego, entre 0 y 2 existe una raiz positiva, pues f(x) es polinomial, por lo que es continua en todo
intervalo en particular en [0, 2].

Como f(—2) también es positiva (f es par), por el teorema del Valor Intermedio, entre —2 & 0 hay
otra raiz que tiene que ser negativa. O
Encuentre un intervalo en donde la funcién h(x) = —2x° — 7x + 1 tiene una raiz.

¥ Siendo / una funcién polinomial, cumple con la hipétesis de continuidad del teorema del Valor
Intermedio en toda la recta; ademas

hO)=1>0&h(l)=-2-T+1<0;
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14.

15.

16.

17.

entonces entre 0 & 1 existe al menos una raiz de la funcién, es decir, un punto x tal que

—2x°—7x+1=0.

Un polinomio pasa por los puntos (-5, 10), (2,3) y (17, —1).
(Cuantas raices tiene como minimo? Justifique su respuesta.

Y Una, ya que siendo continua en toda la recta, la funcién polinomial p(x) es positiva en 2, puesto
que p(2) = 3,y esnegativaen 17 ya que p(17) = —1; por lo que entre 2 y 17 la funcién tiene al menos
una raiz, por el teorema del Valor Intermedio. O

Muestre que la funcién i(x) = x° + x — 5 tiene al menos una raiz en los niimeros reales.

¥ Valuando en dos puntos pertinentes:
h0)=—-5<0&h(2)=2°>+2-5=29>0.

Tenemos una funcién /(x) que por ser polinomial es continua en R y, en particular, en el intervalo [0, 2]
en cuyos extremos la funcién tiene valores con signo distinto. Usando el teorema del Valor Intermedio
se sabe que existe al menos un valor ¢ € (0,2) tal que h(c) = 0, que es lo que se queria mostrar. ~ [J

Halle un intervalo de longitud no mayor que 0.1 donde se encuentre una raiz del polinomio:

p(x) = —x* + 16x3 — 60x2 + 1.

Y Por ser un polinomio p(x) = —x* + 16x3 — 60x? + 1, es una funcién continua en todo R.

Ahora bien p(0) = 1 > 0 & p(1) = —44 < 0; entonces, por el teorema del Valor Intermedio, podemos
asegurar la existencia de al menos un 0 < ¢ < 1 tal que p(c) = 0.

1 1 1
El punto medio del intervalo (0, 1) es x = 3 &p (§> =T¢~ 12 < 0, por lo cual se puede asegurar
0 ~.
que0 <c <
. . 1 1 1 1 5
El punto medio del intervalo (0, 5) esx = &p (Z) =—@ 5= 0, por lo cual se puede asegurar
1
O<c<-.
que c<y
. . 1 1 1 1 3 _
El punto medio del intervalo (0, Z) esx = ¢ & p (§> =g + e 0, lo que permite asegurar
1 e < 1
ue - <c < -—.
qHey 1
11 3 3 81 257
El punto medio del intervalo | -, ~ |esx = — & p | — | = —— — — < 0, por lo cual podemos
8 4 16 16 l6* 162
1 3 1 3 1
asegurar que o < ¢ < . Ademas la longitud del intervalo (g, R) es{ = 1¢ que es menor que
1 1 3
0.1 = —. Por lo tanto el intervalo buscado es [ =, — |. O
10 816

Dada la funcién f(x) = x° 4+ x — 1, verifique que existe un ntimero ¢ tal que f(c) = 0. Es decir,
justifique que la funcién tiene una raiz.

¥ Evaluamos la funcién f en algunos puntos:
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Vemos que f es una funcién continua en el intervalo [0, 1] con valores de signo distinto en los ex-
tremos; aplicando el teorema del Valor Intermedio, se asegura la existencia de ¢ € (0, 1) tal que

fle)=0.

Veamos la gréafica de f en ese intervalo:

y
1 +
y=fx)
X
c 1
-1
O
18. Dada la funcién f(x) = —x3 + 4x + 2, obtener un intervalo en donde la funcién tenga al menos una
&

raiz. Justifique su respuesta.

Y Evaluamos f en algunos ntiimeros

x | f(x)=—-x3+4x+2
-1 -1
0 2

con lo que comprobamos que f siendo continua cambia de signo en el intervalo [—1,0]. Usando el
teorema del Valor Intermedio se garantiza que existe una raiz de f en ese intervalo.

Veamos la gréfica de la funcién f:

3T y=fx)

\:/ |

El resultado garantiza la existencia de la raiz, no la calcula. Se garantiza el corte de la gréfica con el
eje x. No se sabe dénde. O
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19. Considere la funcién

x=2 : ]
ey = {7 —6r s FIFIYNEL

1 six =2;

determine:

/oo

. Dominio y raices.

a
b.

Intervalos de continuidad y clasificaciéon de discontinuidades.
Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

Bosquejo grafico.

Dominio: D, = R—{4}.
Raices: nos damos cuenta de que para x # 2

x—2 x—2

) = X2_6x+8 (x=2)(x—4) X

con lo cual concluimos que la funcién no tiene raices.

La funcién no es continua en x = 2 ya que
g2 =1

Y que
. . 1 1
e =iy = Ty

Como g(2) # )161_>n} g(x), en x = 2 g(x) tiene una discontinuidad removible.

La funcién tampoco es continua en x = 4, ya que g(4) no existe pues 4 & Dg.

Aln mas:
Si x esta a la derecha de 4,

x>4 = x—4>0;

i 1) = i, L = o
Si x esta a la izquierda de 4,
xX<4 = x—-4<0;
lim g(x) = lim = —00.

x—4— x—4— x — 4

Por lo que g tiene una discontinuidad esencial infinita en x = 4.

Entonces esta funcion es continuaen R — {2,4} = (—o00,2) U (2,4) U (4, +0).

. Por lo anterior se ve que x = 4 es una asintota vertical.

Si calculamos

If = If =0,

vemos que y = 0 es una asintota horizontal.

. Su gréfica es:

1
;22) =1
—:8(@)
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¥y =g(x)

20. Considere la funcién:

2x —
. 2
gx)=4q 2—x six 7
3 six =2;

determine:

a. Dominio y raices.
b. Intervalos de continuidad y clasificacién de sus discontinuidades.
c. Ecuaciones de sus asintotas verticales y horizontales.

d. Bosquejo gréfico.

a. Dominio: Dg = R.
Raices: vemos que g no tiene raices, puesto que
2x—4  2Q2—-x)

P s— =-2 six#2&g(2) =3.

b. La funcién tiene una discontinuidad removible en x = 2, ya que
lirr; gx) =-2 perog(2) =3.
X—>

Entonces la funcion es continuaen R — {2 }.

c. La funcién no tiene asintotas verticales & y = —2 es asintota horizontal, ya que
1/ = 1/ —2 = —2

d. Su gréfica es:
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¥y =g(x)

3x2-12
21. Para la funcién f(x) = al X determine:

x24+x—
. Los puntos de discontinuidad y su clasificacién.

. Los intervalos de continuidad.

T o

c. Las asintotas verticales y horizontales.

Q.

. Por tltimo esboce su gréfica.

a. Sabemos que

X’4+x—-2=0< x= S

Entonces 2 ¢ Dy &1 ¢ Dy.

—lj:./1+8_—li3_{1
2 )2

En x = 1 hay una discontinuidad esencial, ya que h'n} f(x) no existe, de hecho en (c) veremos
x—

que 11'mjE f(x) = Foo, entonces la discontinuidad es esencial infinita.
x—1

En x = —2 hay una discontinuidad removible, pues

3x2—12  3x—2)(x+2)  3(x-2) s

= = —2.
xZ+x-—2 x—=D(x+2) x—1 x 7
Encontramos que ll'm2 f(x) existe:
x——
. . 3x=2) _3(4
xll>n—12 S ) xli>n—12 x—1 -3
Si definiésemos f(—2) = 4, f(x) resultaria continua en x = —2.

b. De lo anterior f(x) es continua en (—oo, —2) U (=2, 1) U (1, 00).

c. Calculamos

12 , 12
_ = 1 3— —
, 3)(?2 —12 , 3 x2 x—lI:?oo ( X2>
Im ——— =1
x—>doo X2 4+ x —2 x—+o0 1 2 1 2
I+--— Iim (14 -—-—
X X x—>to0 X X
, , 12
xgrfm3_xgrfm(ﬁ> 3-0 _3_,
1 2 — 1 ’
lim 1+ lim —— lim — I+0-0 1
x—+o0 x—>+o0 X x—>+o0 X



242 Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

Entonces y = 3 es asintota horizontal.

Como
i 3x2—12 i 3(x%2—4) o 3(x—=2(x +2) o 3(x—2) N
im ——=1m ——— = lim — = lim — = +o9,
x>1-x24+x—-2 x> (x—1Dx+2) =17 (x—Dx+2) x>1- (x—1)
yaquex —1<0, x—-2<0, 11'1{1 x-1D=0 & 11'1{1 3x —2)=-3#0,
x—1— x—>1—
y también que
) 3x2—12
Iim ———— = —o0,
=1+ (x = D)(x +2)
entonces x = 1 es una asintota vertical.
(Comprobamos que en x = 1, la discontinuidad es esencial infinita).
d. Observemos que f(2) = 0. La grafica es:
¥
!
!
!
!
!
/‘ — 4 }
—_— r - 3 I T 777777
! !
I I /
\ \ x
-2 123
!
| oy=r@
!
!
!
|
2x2 + 1
22. Considere la funcion g(x) = x27+ .
x*—4
a. Obtener las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de esta funcién g.
b. Encontrar el dominio, las raices y los intervalos de continuidad de la funcién.
c. Bosquejar su gréfica.
v
a. Para averiguar las posibles asintotas horizontales, calculamos
li 2+ !
— im — f f
o 2L 2PN oo x2) _ AR _2+0_2_,
x—>+oo x2 —4 x—>to0 4 L 4 . . 4 1-0 1 ’
1— — im (1—— lim 1—- lim —
X x—>+o0 x2 x—+oo x—>+oo X

Entonces la recta y = 2 es asintota horizontal.
Como
¥?—4=0% (x+2)(x—2)=0 & x ==+2&2x>+ 1> 0paracada x,

calculamos
o 2x% 41 2x% 4+ 1
im — = lim —— —
root x2—4 x—2E (X +2)(x —2)

-

+o00.

Entonces x = 2 es asintota vertical, y como la funcién es par, x = —2 también lo es.



4.3 Continuidad en intervalos 243

b. Dominio: Dg = R — {£2}.

No tiene raices, pues el numerador 2x2 + 1 > 0 para cualquier valor de x en el dominio de g;
esta funcion es continua en (—oo, —2) U (=2, 2) U (2, +00).

1 1
¢. Adicionalmente g(0) = =7

Su gréfica es:

x> —5x+4
23. Seala funcién f(x) = ————.
SO =5
a. Determinar dominio y raices.
b. Hallar intervalos de continuidad y clasificar las discontinuidades.

c. Encontrar las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

Q.

. En base a lo anterior, hacer el esbozo grafico de f.

a. Por ser f una funcion racional, su dominio es:

Dy=R—{x|x>+x-2=0}=
=R-—{x|(x+2x-1)=0}=
=R—{-2,1}.

Raices: parax € Dy, f(x)=0 & x*—5x+4=0 < (x—1)(x—4) =0 < x = lobienx = 4.
Pero x =1 ¢ Dy, porlo cual f tiene sélo una raiz que es x = 4.

b. Por ser una funcion racional, es continua en todo su dominio; es decir, f es continua en el con-
junto (—oo, —=2) U (=2, 1) U (1, +00).
Las discontinuidades de f estinenx = —2yenx = 1.

. o x?—5x+4
lim f() = lim 5775 =

=D —4)
= hnl —_—
x=>1(x +2)(x — 1)

. ox—4
= lim =
x—>1x + 2
1—4 -3



244 Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

Entonces f tiene en x = 1 una discontinuidad evitable o removible.

. . x_4 . i _6 7
xll>II—12f(x) o xli>n—12 x+2 (T) ’

yaque (x +2) - 0& (x —4) > —6 cuando x — —2.
Por esto podemos decir que la funcién f tiene en x = —2 una discontinuidad esencial infinita.

c. Asintotas verticales: precisamos ll'm2 f(x) via sus limites laterales.
x—>—

i. Six - —27, entonces x < —2,porloquex +2 <0;ycomox —4 <0

—4
[ya que (x —4) — —6], entonces jz > > 0. Por lo tanto

. x—4
m =
x—>—2—x + 2

+00.

X —
ii. Six - —2%, entonces x > —2, por lo que x + 2 > 0; y como x — 4 < 0, entonces <0
Luego,
. x—4
lim = —00.
x—-—2+ X + 2
Podemos afirmar que la recta x = —2 es una asintota vertical de f, y que ademas es la tinica.
Asintotas horizontales:
1——
x—4 1
lim f(x)= lim = lim —X =-=1.
x—>+00 x—>+oo X + 2 x—>+o0 1+ E 1
x

Entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal de f. Ademaés es la tinica ya que también
lim f(x)=1.
X—>—00

d. La gréfica de la funcién f es de la forma

|
\
|
y=r®/ |
\
\
|
|
77777 ‘717777777
‘ = X
_\2—14/4
Y
|
|
|
|
O
24. Sea la funcién
) x24+x—12
X)) = —"FT"—".
& X2 _8x 115

Encuentre: raices, discontinuidades y su clasificacién, asintotas e intervalos de continuidad. Bosqueje
su grafica.

Y Lasraices de la funcién g son los puntos de su dominio tales que g(x) = 0.
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Sabemos que
Dg=R—{xeR[x>—8x+15=(x-3)(x—-5=0}=R—{3,5}.
Para que g(x) = 0, se necesita que

4 x—12=(x+4)(x—-3)=0,

es decir, que x = 3 o bien que x = —4.
Pero, como x = 3 ¢ Dg, entonces la tinica raiz de g(x) es x = —4.
Discontinuidades:

La funcién g es discontinua en x = 3 y en x = 5, por lo que es continua en su dominio
(00.3) U(3,5) U (5. +0)

que son los tres intervalos de continuidad.

La discontinuidad en x = 3 es removible, ya que

, L (x=3)x+4) . x+4 3+4 7
lim g(x) = lim ———= = lim = ;
x—3 x=>3 (x=3)(x—=5) =x=>3x-5 3-5 2
si definimos g(3) = Y la funcidon g resulta continua también en 3.

En cambio en x = 5, la discontinuidad es esencial infinita, pues

x + 4 £’ 9 7
1/ = 1/ = - = Zl': .
x—lgli §(x) x—lgli X =5 (0i > OO

Asintotas:
Por lo mismo vemos que x = 5 es asintota vertical.

Para hallar las asintotas horizontales calculemos

1+1 12

) i —

X" +x—12 2

) g SExo12 T

s = Im e et s xirf@1—§+1—5
X X

con lo que comprobamos que la recta y = 1 es la asintota horizontal.

La gréfica de la funcién g es:

y =g(x)




246

Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

25. Considere la funcion f(x) =

v

x2+3x—4
X2 4+7x+12°

a. Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad.
b. Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

c. Haga un esbozo grafico de la funcién f.

a. Simplificamos:

x24+3x—4  (x+Hx-1)  x-1

= = = i 4#£0.
S = T T T Giha ) agartes
Entonces:
Dominio: Dy =R — {—4, -3}.
Raiz: x = 1.

La funcién es continua en todo su dominio.

x—1 —4—-1 -5 x—1
1/ = 1/ = = — = 1/ = 1/ = ,
Como lim f(x) = lim ~—= =3 = 5 =& lim /v = lim == = oo
podemos afirmar que existe una discontinuidad removible en x = —4 y una discontinuidad

esencial infinita en x = —3.

b. Calculamos el limite:

1
1——
x—1 1-0
lim f(x)= lim = lim —X =_—=1.
x—+o0 x—>+oo x + 3 x—+o0 1+ 3 1+0
X
Y encontramos que y = 1 es asintota horizontal.
La ecuacion de la asintota vertical es x = —3. Para esto calculamos los limites lateralesen x = —3:

i. Porla derecha, es decir, six > -3 = x +3 >0,

x _ 1 1 ' 1 7
Ii = i —1)x i —— = (—4) x — = —00.
x—:g‘*' X + 3 x—:g‘*' (x ) x_:I_I;+ X + 3 ( ) ( +>

ii. Porlaizquierda, es decir,six < -3 = x+3 <0,

x_l 1 i 1 7
Ii = i —1)x Ii —— =(—4) x — = 4o00.
Jm s T A D dim e = ) Qr> *

c. La gréfica de la funcién es:

y
|
\
|
|
] >
y=r5x) /, |
-
o
|
————a—t+—-———1F-—-———=
L1 —
—4 -3 1
‘ 1
|
|
|
|
|
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x24+x-=2
x2—1

a. Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad de la funcién f.

26. Considere la funcion f(x) =

b. Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de la funcién f.
c. Dibuje la gréfica y halle el rango de la funcién f.

a. Dominio:

Df:{xeR|f(x)eR}:{xeR

2 -2
&eR —
x2—1

={xeR|xX¥*-1#£0}={xeR|x*#1}={xeR|x#=£l};
Dy=R—{-1,1}.

Raices: parax € Dy

2
-2
f) =0 @ T2
x2—1
& x+2)x—1)=0 < x+2=00bienx—1=0 &
& x=-2o0bienx=1.

=0& x’+x-2=0 &

Como x = 1 no esté en el dominio de f, la funcién tiene sélo una raiz: x = —2.
Intervalos de continuidad: por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio; luego
f es continua en (—oo, —1) U (=1, 1) U (1, c0).

b. Asintotas verticales: analicemos los puntos de discontinuidad

i X2 4+x-2 . (x+2x-1) o ox+2 142 3
Iim f(x) = lim —— = — - = = =
x—>1 x—>1 x2

-1 xsl(x+D(x—1) x>1x+1 241 2

)

la funcién f tiene en x = 1 una discontinuidad removible; por lo cual, la recta x = 1 no es una
asintota vertical. Ahora vemos que

i x>+ x-2 o x+2

xll>n—11f(x)_xll>n—ll x2—1 _x_>n_11x+1—oo,
ya que

h’ml(x—i—l):—l—}—l:O& liml(x+2):—1+2:1.

x—>— xX—>—
Auln més:

xl}r_r}_f(x):xllr_r}_ijl =—oo,yaquex +2>0 &x+1<0,cuando x — —1".

También:

2
lim f(x) = lim i:+<>o,yaquex+2>0 & x +1>0,cuando x — —17T.
x—>—1t x——1+ x +1

Luego, la recta x = —1 es la tinica asintota vertical.
Asintotas horizontales: analicemos el comportamiento de f en el infinito:

14+ -
2 1
lim f(x) = lim e lim X = _ =
x—>—+00 x—>+oo x + 1 x—>+00 i 1 1

De igual manera se obtiene que lim f(x) = 1.
X—>—00

Luego, la recta y = 1 es la tinica asintota horizontal.
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c. Un bosquejo de la grafica de la funcién f es

3
Rango: Ry :R—{I,E}.

3 2
6"+ 3" = 3x ) llar:
2x3 4+ 3x2 - 2x

27. Sea f(x) =
a. Dominio y raices.
b. Intervalos de continuidad, clasificando las discontinuidades.

c. Ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

Q.

. Esbozo grafico de f.

a. Dominio: Dy = {x € R | 2x3 4 3x2 —2x # 0}.
Calculemos los ceros del denominador

2x% 4+ 3x? —2x = x(2x* +3x —2) = 0;

1
-3+ 9416 —-3+£5 —
2x243x—2=0 & x = = =42
4 4 7.
luego:
1
2x3+3x2—2x:x(2x2+3x—2):2x(x+2)(x—§>:0<:>
& X € 201
X <4, U, 3
2
entonces:

1
Dy=R—:¢-2,0,-¢.
r=r {20

Ahora para hallar las raices observemos andlogamente que

6x3 4+ 3x% —3x = 3x(2x% + x — 1) y que

—1+/T+8 —1+£3
4 I P

SR

22 +x—-1=0 & x =
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por lo tanto,

1 1
6x3 +3x2 = 3x =3x2x2+x—1) =6x(x + 1) (x—§> =0 & x=—1,00bien 3
1
Ya que ni 0 ni 5 o pertenecen al dominio de f, su tinica raiz es x = —1.

1 1
b. Intervalos de continuidad: (—o0, —2) ,(—2, 0), (0, 5) & (5, +oo>.

Para clasificar las discontinuidades calculemos

1
1 - —
) . 6x3 4 3x%2—3x ) bx(x+1) (x 2)
Iim f(x)= lim —————— = Ilim =
x——27F x—>—27F 2X3 =+ 3x2 —2x x—>—27F 1
2x(x +2) [ x — 3
3 1
- lim M = +00,
x——2F Xx + 2
por lo tanto la discontinuidad en x = —2 es esencial infinita y la recta x = —2 es asintota vertical;

3x+1) 3x1 3
lim f(x) = lim 20+ D _3x1 3
x—0 x>0 x + 2 0+2 2

por lo que la discontinuidad en x = 0 es removible;

(5 3
3 1 2 9
lim f(x) = lim 20D _ o2 -2-2,
x—>% x—>% x+2 — 42 2 5
2 2
. o 1 . .
por lo cual la discontinuidad en x = 3 también es removible.
c. Ya vimos que la tinica asintota vertical es la recta x = —2.
Para hallar las asintotas horizontales calculemos
6 + S
6x +3x% —3x Y 2 6
If = lim ————————— = lim —&X 2 —_ =3,
x—y’:{loo f(X) x—y’:{loo 2x3 4+ 3x2 —2x x—y’:{loo 2 i _ i 2
x  x?

Inferimos de aqui que y = 3 es la tinica asintota horizontal.

d. La gréfica de la funcién f es:
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28. Considere la funcion f(x) =

x%2—-2x-3
9 —x2
a.

Proporcione dominio, raices e intervalos de continuidad de la funcién f.

Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales de la funcién f.
Dibuje la gréfica y halle la imagen de la funcién f.
v

Por ser una funcién racional, su dominio es:

Df=R—{x[9-x>=0} =R—{x|x*>=9} =R —{-3,3}.
Raices: parax € Dy

fX)=0 & x?-2x-3=0¢ (x+1)(x-3)=0 & x+1=00bienx-3=0 &
& x =—lobienx = 3.

Pero x =3 ¢ D, por lo cual sélo hay una raiz que es x = —1
Intervalos de continuidad:

Por ser f una funcion racional, es continua en todo su dominio

Dy = (—00,-3)U(=3,3)U (3, +00)
Esta funcién tiene dos discontinuidades: en x = -3 yen x = 3.
Six—-=3#0

2 _9x -3
lim f(x) = lim ~—— =
x—3 x—

— lim (x+D(x—-3)
3 9—x2 x=>33B-x)3+x)
, x+1 341 4 2
= lim = =— —Z.
x->3—-B+x) —-3+3) 6 3

Entonces la funcion f(x) tiene en x = 3 una discontinuidad removible.
Por otro lado:

1
lim f(x) = lim s

_lim _(x+1)_1/ g //_OO

5>3-B+x) x>-3 34+x  \0)
Ya que 3+ x) - 0y que —(x + 1) = 2 cuando x — —3.
Auln mas,

e Cuando x < —3 & x préximo a —3:

P s —x-:_
oS = dm =
e Cuando x > —3 & x préximo a —3:

co.Yaque—x —1>0yque3 +x <0.

lim f(x) =

Iim — = +4o00.Yaque—x—1>0yque3+x>0.
x—>—3 x—»>—3+ 3+ x ! y4q
La recta x = —3 es una asintota vertical.
Ahora bien,
1
11—
—x—1 -1
lim f(x)= lim —— = lim x _ T
x—+o00 x—>+oo X + 3 x—~+00 3 1
14+ =
X
Asi también,

lim f(x) =—1.

Entonces la recta y = —1 es la asintota horizontal.
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c. Un bosquejo de la grafica de la funcién f es:

2
Rango: Ry =R — { —1,—§ }

x?2—-2x-3

s— #—lLpuesx>-2x-3=-9-x%) & 2x-3=-9 &

(Es preciso observar que
2x=6 & x=3pero3 ¢ Dy.)

O
2x2—18
x2-25"

a. Obtener el dominio, raices e intervalos de continuidad.

29. Sea la funcion h(x) =

b. Hallar las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

c. Bosquejar la gréfica de la funcién 5.

a. Por ser una funcién racional, su dominio es
Dp=R—{x|x*=25=0} =R—{x|x? =25} =R —{-5,5}.

Raices: parax € D h(x) =0 & 2x2—18=0 & x? =9 & x = £3, que son sus dos raices.
Por ser una funcién racional es continua en todo su dominio; es decir, en

(—00, —=5) U (=5,5) U (5, 00) .

b. La funcién es discontinuaen x = =5yenx = 5.
2x2— 18 2x2—18
lim h(x) = lim =L 20 lim X7:+oo,
X—>—5" x—>—5— x2-25 x—>=5" (x +5)(x = 5)

ya que (x?> — 25) — 0 con valores positivos y ya que (2x? — 18) — 32, que es positivo, cuando
X — =57

Anédlogamente:

2x*—18 2x% — 18

Im h(x)= Ii - — i i S —
Jmoh = Im s T M Gy T

ya que (x> — 25) — 0 con valores negativos y ya que (2x? — 18) — 32, que es positivo, cuando
x — —5T.
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De lo anterior podemos afirmar que la recta x = —5 es una asintota vertical.
De manera semejante se obtiene que la recta x = 5 es una asintota vertical y ademads que

Iim h(x) = —0c0 & lim h(x) = +o00.
xX—>5" x—5+

También se pueden obtener estos resultados considerando que la funcién es par.
En cuanto a las asintotas horizontales vemos que

) Co2x2-18 23 2
A = I s = e s T
x2
Y que
) o 2x2-—18
M he) = lim s =2

lo cual nos permite afirmar que la recta y = 2 es la tinica asintota horizontal de la funcién.

c. Un bosquejo de la grafica de i puede ser ast:

x2+4x —12

. De la funcié ==
30. Dela funcién f(x) 2 Ix 110

, encontrar:

a. Dominio, raices, puntos de discontinuidad y su clasificacién.
b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

c. El bosquejo de su grafica.

a. Dominio: vemos que

x2+4x—12  (x+6)(x—2) x+6

= = = six # 2.
/() x2—Tx+10 (x-5x-2) x-5 7
Asi:
Df=R—-{52}.

La raiz es: x = —6.
Discontinuidades:

8
En x = 2 se tiene una discontinuidad removible, & limi fx) = ~3

X—>

En x = 5 se tiene una discontinuidad esencial infinita, ya que h'mg f(x) = oo.
X—>
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b. Puesto que

I = I X =
x—1>I:£loo f(X) P m 5 ’

entonces y = 1 es asintota horizontal.
Se tiene que x = 5 es una asintota vertical. Para esto vamos a examinar los limites laterales:

i Six >5 =2 x<5 = x-5<0 = (x—5)— 07, entonces:

. . x+6_” 11 //_
Jim s = tim T2 () e

ii. Six 57T = x>5 = x-5>0 = (x—5)— 07, entonces:

X + 6 “ 11 ”
I = Ii = |—=] = .
o S0 =l s (0+> e

c. Un esbozo de la grafica de la funcién f es el siguiente:
y

y=fx)

x%2—x

31. De la funcié =
e la funcién f(x) 2 1312

, encontrar:

a. Dominio, raices, puntos de discontinuidad y su clasificacién.
b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

c. El bosquejo de su grafica.

a. Tenemos
x2—x—-6 (x—-3)(x+2) x-3

fe) = X24+3x+2 (x+Dx+2) x+17 six # 2.
Por lo tanto podemos indicar ahora:
Dominio: Dy =R —{—1,-2}.
Raiz: x = 3.
Discontinuidades: en x = —2 existe una discontinuidad removible, ya que
x—=3 =5
= =5.

xll>n—12 S = xli>n—12 x+1 -1

En x = —1 existe una discontinuidad esencial infinita, ya que ll'm1 fx) = <_—> = o0.
xX—>—
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b. Como
3
1—=
f(x) = ){ ,parax # 0,
14+ -
entonces,
- 1
lim f(x)= lim —& =-=1
— — 1
x—>to0 x :I:ool+— 1
X

Encontramos que y = 1 es asintota horizontal.
Calculamos los limites laterales en x = —1.

i Six—>-1" =2 x<—-1 = x+1<0 = (x+1)—> 07, obtenemos

. . x_3 " _4 4
dm s = tim = () =

ii. Six > —-17" = x>-1 = x+1>0 = (x+ 1) - 0T, obtenemos

x _ 3 " _4 V4
11 = i = J— = — .
Jim fo= tim 2= (5F) =

c. La grafica de la funcién f(x) es:

y=fx)

244 3
32. Para la funcién f(x) = %, determinar:
X2 —x -

. Dominio, raices e intervalos de continuidad.

a
b. Discontinuidades y su clasificacion.

0

Asintotas verticales y horizontales.

a

Un esbozo de la gréfica.

a. Dominio:
Df=R—-{xeR|[x*—x-2=0},
pero

2—x—2=(x—-2)(x+1)=0 & x =—1obienx =2;
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luego:
Df=R—{-12}.
Para calcular las raices, vemos que:

X2 4+4x+3=(x+3)(x+1)=0 & x=—lobienx = -3,

pero como —1 ¢ D ¢, entonces x = —3 es la tinica raiz de f(x).
La funcién f es continua en su dominio: (—oo, —1) U (—1,2) U (2, c0).
b. Ahora:
1 3 3
fx) = (D +3) _ x+ , en su dominio;
x+DHx-2) x-2
, . x+3 2 2
xll}'I_‘llf(X)—xll)II_‘ll x—2 -3 3’
luego, en x = —1 la funcién tiene una discontinuidad removible, ya que si definiésemos
2
f(=1) = 3 la funcion f resultaria continua en —1.

Vemos también que:

3 . o x+3 ) . ox+3
xli}’gl_ f(x) _xli}’?_ x—2 =& x1—1>1§l+ f(X) _x1—1>1’§l+ x—2 = +oo,

por lo que en x = 2 la funcién tiene una discontinuidad infinita.

c. Por lo anterior inferimos que x = 2 es la tinica asintota vertical de la funcién. Para obtener las
horizontales calculemos

3

1+ =
3 140 1

lim f(x) = lim 0 lim x _2H9_ 2y,

x—>=%o0 x—>Foo X —2  x—+oo 1— E 1-0 1

x

obtenemos que y = 1 es asintota horizontal.
d. Esta es la grafica de la funcién f:
y
y=sx

x? —

> determine:
X

33. Parala funcién f(x) =

a. Dominio, raices y paridad.

b. Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.
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c. Discontinuidades y su clasificacién.

d. Esbozo grafico y rango.

a. Dominio: Dy =R —{0}.
Raices: x = £1, que son las raices de x2—-1=0.
Es impar pues

y = 0 es asintota horizontal pues

x—+o0 \ X x3

lﬁf f(x) = lim (l—i>=0.

c. Se trata de una funcién racional y por lo tanto es continua en su dominioR —{0}. Enx = 0la
discontinuidad es infinita por lo visto en lo anterior .

d. Esta es la grafica de la funcién f:

Su rango es todo R.

» x2—x-2 .
34. Para la funcién f(x) = — determine:
x*—2x
a. Los puntos de discontinuidad y su clasificacién.
b. Las ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

c. Un esbozo de la gréfica.

a. Como es una funcién racional, los puntos de discontinuidad son las raices del denominador
2-2x=x(x—-2)=0=> x=0&x =2.

Como
X—x-2=x-2)x+1)=0 = x =2&x =—1,
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C.

35. Dada f(x) =

/oo

X = 2 es un punto de discontinuidad removible; lo vemos en:

Cx2—x-2 (x-2(x+1) x+1
S0 = x2—-2x  (x-=-2x s

X #2;
y en:

. 3
lim ) =3

3
Por lo que si definiésemos f(2) = X la funcion f resultaria continua en x = 2.

En x = 0 hay una discontinuidad esencial infinita, pues ll'mjE f(x) = fo0.
x—>0

. Segtin lo que acabamos de calcular, x = 0 es asintota vertical.

Para hallar las asintotas horizontales, calculamos
1
lim f(x)= lim (1+—-)=140=1;porloquey = 1 es laasintota horizontal.
x—>=+o00 x—>to0 X

Vemos que x = —1 es la tinica raiz de f(x), estoes, que f(—1) = 0. La grafica de la funcién f es:

2x2+x -3
x24x-=2"

a. Determinar su dominio y sus raices.
b.

Clasifique sus puntos de discontinuidad.
Encuentre las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.

Haga un bosquejo de su grafica.

Dominio:
Dy={xeR|x>+x-2#0}={xeR|(x+2)(x—1)#0} =R—{-2,1}.

Raices:

—1+/T+24 —1£v25 -1+£5 |

2x2 —3= =
x“+x—-3=0<% x 1 1 1 3

N W

Luego, la tnica raiz es x = —5spuesenx = 1 la funcién no esté definida.
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b. En x = —2 hay una discontinuidad esencial infinita, pues
2 x+ 3 ( 1)
lim f(x)= I T T2) " im 23 T2 L s
m = m = P . —
- - T R ) =) o x4 2 0~

También

2x + 3 “" _1 ”
1 = i = ([—) =-o0.
v /6 ot x 12 (0+>

En cambio en x = 1 la discontinuidad es removible ya que si definiésemos f(1) como

3 ., 2x+3 5
tim ) = lim 252 = 3

la funcién f resultaria continua en x = 1.

c. Delo visto en (b) se desprende que la recta x = —2 es la asintota vertical y como
2+ >
2x +3 x _2+0 2
1/ = 1/ = 1/ X = = - = 2’
x—y’:{loo f(X) x—y’:{loo x+2 x—lI:?oo 2 1+0 1

14+ =
X

obtenemos que y = 2 es la asintota horizontal.

2x0°+0-3 2x0-3 0-3 -3 3
d. Podemos tabular f(0) = PI0-2 - 0= “02- 2%

La gréfica de la funcién f es:

2
—1

36. Para la funcién f(x) = %, obtener:

—X

a. Dominio y puntos de interseccién con el eje x.
b. Intervalos de continuidad.
c. Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

d. Bosquejo gréfico.

a. Como se trata de una funcién racional, su dominio es todo R excepto las raices del denominador,
es decir, los x tales que

4—x?=0 6 x’=4 & |x|=2 & x==2.
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Por lo que el dominiode f es: Dy =R —{+2}.
La grafica de la funcién interseca al eje x cuando f(x) = 0, esto es, cuando
-1l=0& x*=1%|x|=1¢& x==1.

b. En (—o0, —2) U (—2,2) U (2, +00) la funcién f es continua debido a que es una funcién racional.

c. Observamos que
21

X
lim X)= lim —— = Foo.
x——2F /6 x—>—2F 2+ x)(2—x)
Por lo que la recta x = —2 es una asintota vertical; pero, como la funcién es par, la recta x = 2
también es asintota vertical. Ahora vemos que
| 1
) 1-0 1
If: = I X" = = =],
Am S = Tm 7 0—1 -1
— —1
32
Por lo que la recta y = —1 es asintota horizontal.
1
d. Tabulamos f(0) = —7
La gréfica de la funcién f es:
y
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
\ \
2 111 2 *
77777 40 1 e
| |
| |
| [ oy=rw
| |
| |
| |

3x3 —3x

a3

Hallar el dominio y las raices, clasificar sus discontinuidades, encontrar sus asintotas verticales y
horizontales y hacer un bosquejo de la grafica.

37. Seala funcién f(x) =

Y Dominio:

Dp={xeR[x*+X°=x"x+ 1) #0}={xecR|x#0&x# -1} =

Raices:
33 —3x =3x(x2 =D =3x(x-Dx+1)=0 & x=0,x=—1&x = 1.

Esas son las raices del numerador, pero como 0 ¢ D s &—1¢ Dy, latnicaraizde f esx = I.
Discontinuidades:

La funcién f es continua en su dominio, pues es una funcién racional.
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En x = —1 la discontinuidad es removible, pues:
o 3x(x—=Dkx+1 . 3(x—=1  3(-2
i = frd 1 = = —0:
m_ f) = lim, B+ ) o T 2 =8
por lo que, si definiésemos f(—1) = —6, entonces f resultaria continua en x = —1.
En x = 0 la discontinuidad es esencial infinita, pues:
. 3Ax(x—=-Dkx+1 . 3(x-—-1)
x_lf(r)lﬂF Sx) x—lf(r)lﬂF x3(x+1) x_lf(r)lﬂF x2
Asintotas:
Se ve que x = 0 es una asintota vertical y ademads
3 3
3x% —3x Yy x3_0-0_0
1/ = 1/ _— = 1/ x x = = — = 0
Jp S = M e =L A T
x
por lo que y = 0 es asintota horizontal.
Un bosquejo de la grafica de f es:
¥
—‘1 L — .
!
!
!
!
| y=50)
\
'—6
|
38. Para la funcién f(x) X +x—6 determine
. Parala funcién f(x) = ————, :
x2+4x+3

a. Dominio y raices.
b. Intervalos de continuidad. Puntos de discontinuidad y su clasificacién.

c. Asintotas verticales y horizontales.

Q.

. Esbozo gréfico y rango.

a. Por ser f una funcién racional su dominio es

Dy=R—{x|x>+4x+3=0}=R—{x|(x+3)x+1)=0};
Dy=R—{-3,—1}.

Para que f(x) =0, esnecesarioque x> +x—6 =0 < (x +3)(x —2) =0 & x = —3 o bien que
x =2

Es decir, f(x)serfa0enx = —3 yenx = 2, pero x = —3 no esta en el dominio de f; por lo tanto
f tiene solamente una raiz que es x = 2.
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b. Discontinuidad:
Por ser f una funcion racional es continua en todo su dominio:
Df=R—-{-3,—1}.
Es decir, f es continua en los intervalos
(—00,-3), (=3,-1) y (=1,4+00).
Esta funcién tiene discontinuidadesen x = =3 y enx = —1.
3(x—2 -2
lim f(x) = lim STO=D e X222
x—>—3 =3 x+3)x+1) x—>-3x+1
_—3-2 -5 5
341 22
= f tiene en x = —3 una discontinuidad removible;
3)(x—2 -2 Y /=3\"
lim f(x) = lim SO =D g x=2 TSN
x——1 x—>—1 (x +3)(x+1) x—>—1x+1 0
Por lo cual ll'm1 f(x) no existe. Esto es, f tiene en x = —1 una discontinuidad esencial infinita.
x——

c. Asintotas verticales:

i. Cuando x — —17:

. . x—2 )
Jm_ S = lm T = oo

yaque (x —2) > -3<0&(x+1) > 0conx +1<0.
ii. Cuando x — —17:

-2
i )= i, 22 = o
yaque (x —2) > -3<0&(x+1) > 0conx +1>0.
Luego, la recta x = —1 es una asintota vertical y ademas es la tinica.
Asintotas horizontales:
x—=2 * (1 B %) 1= 2 1
xEI—iI-loo Jx) = xEI—iI-loo x+1 - xEI—iI-loo 2 xEI—iI-loo )i - 1 -

También Iim f(x) = 1.
X—>—00
Por lo tanto la recta y = 1 es la tinica asintota horizontal de f.
d. La gréafica de f es:

y
I
I
y=r@ /|
I 5
P e b
| I y=1
U U S B
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El rango de la funcién es:

5 5
Ry = (—o0, 1)U (15) u (§,+oo> ;

5
Observe que 3 & Ry, pues

5 x> 4+x—6 5
== = 7 - = 2x2 4 2x — 12 = 5x% +20x + 15
fx) 2<:>x2+4x+3 2<:> X<+ 2x x4+ 20x + &
& 3x2418x4+27=0 & x> 4+6x+9=0 & (x+3)*=0 &
& x = -3,
perox = -3¢ Dy.
x> 4+x—6

Andlogamente 1 ¢ Ry, pues f(x) =1 & =1 & xX>+x-6=x>+4x+3 &

x24+4x+3
3x+9=3x+3)=0 & x =-3,pero—3¢ Dy.

2x2 4+ 2x — 4

39. Parala funcién f(x) = 3
x —

, determine:

a. Dominio y raices.

b. Puntos de discontinuidad y su clasificacién.
c. Asintotas verticales y horizontales.
d

. Esbozo grafico de f.

a. Dominio:

2 _
Df:{xeR|f(x)eR}:{xeR‘2x;:#eR}

={xeR|x*—4#0}={xeR|[x*#4} ={xeR|x#+2};
Df=R—{-2,2}.
Las raices de f son

fX)=0 & 2x2+2x—4=0 & 2(x2+x-2)=0 &
& 2x+2)(x—1)=0 & x =—2o0bienx =1,

pero x = =2 ¢ D ¢, por lo que cual f tiene s6lo una raiz que es x = 1.
b. Por ser una funcién racional, /" es continua en todo su dominio Dy =R — {-2,2}.
Tiene discontinuidadesen x = —2yenx = 2.
i o 2x?+2x—4 L 2(x+2)(x—1)
lim f(x)=lm ——— = lim ————— =
x—>—2 x>-2  x2—4 x=>=2 (x —2)(x +2)
. 2(x=1) 2(-2-1) 2(-3) -6 3
= 1lmm = = = — = —;
x>—2 (x — 2) —2-2 4 4 2
entonces f tiene en x = —2 una discontinuidad removible o evitable.
2(x—1)

lim f(x) = lim = no existe,
x—>2

x—=2 x =2
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2 _ 1 " 2 7
ya que limi[Z(x -D]=2% lin}(x —2) = 0, entonces LZ) - (6) , por lo que
X—> xX—> X —

limi f(x) = +o00 obien — co.

Tiene en x = 2 una discontinuidad esencial infinita.
c. Para las asintotas verticales pensamos en la recta x = 2. Para corroborarlo calculamos los limites

laterales lim f(x) & lim f(x).
xX—27 x—2+

i. Six > 27 ,entonces x <2 & x —2 < 0.
Como 11'%1 2c—-1)=2>0& 11'%1 x—2)=0"
x—2— x—2—

. 2(x—1)
Iim ——= =
x—>2— x =2
ii. Six — 2%, entonces x > 2 & x —2 > 0.
Como lim 2(x—-1)=2>0& h’er(x—Z):O+

x—2+ x—2

2(x -1
lim 20— 1) = +00.
x—2t x—2
Por lo tanto la recta x = 2 es una asintota vertical de /' y ademaés es la tinica.

Para las asintotas horizontales calculamos los limites en el infinito.

,_2
2x —2 Ty

lim f(x)= lim = Ilim
X——00 x—>—00 X — 2 xX—>—00 2
X
5 2
V)
I X _ 2 _
===
X

También lim f(x) = 2.
x—>+00
La recta y = 2 es una asintota horizontal de ' y ademaés es la tinica.

d. Un bosquejo de la gréfica es
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2x2% + 6x

40. Parala funcién f(x) = ————, determinar:

x2+5x 46
Dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades; asintotas verticales y hori-
zontales; dibujar la gréfica.

Y Dominio:

Df:{xeR|f(x)eR}:{xeR 207 + 6 ER}

x2+5x+6
:{xeR|x2+5x+6750}:R—{x|x2+5x+6:0}.

Pero como

X2 45x4+6=0 & (x+3)(x+2) =0 & x+3=00bienx+2=0 &
& x = —-3o0obienx = -2,

entonces Dy =R —{-3,-2}.
Raices:

Para que f(x) = 0, es necesario

262 4+6x=0 & 2x(x+3)=0 &

& 2x =0obienx +3=0 & x =0o0bienx = —3.
Aparentemente x = 0 & x = —3 son raices de f, pero debido a que x = —3 ¢ D, entonces f tiene
sélo una raiz que es x = 0.
Intervalos de continuidad y tipo de discontinuidades.
Por ser una funcién racional, f es continua en todo su dominio Dy = R —{-3, -2}.
Es decir, f es continua en el conjunto (—oo, —3) U (=3, —2) U (=2, +00).
Entonces f tiene discontinuidades en x = -3 yen x = —2.

Veamos qué tipo de discontinuidades son:

) ) 2x2 4 6x ) 2x(x +3)
lim f(x)= lim ——— = lim ————— =
x—>—3 x>-3x24+5x+6 x=>=3 (x +3)(x +2)
3 2x 2(-3) —6
= lim = = — =6.
x—>-3 X +2 342 —1
Entonces ll'm3 f(x) = 6, por lo cual la discontinuidad que f tiene en x = —3 es removible o evitable.
xX——

; . 2x £’ _4 7
xlin—lzf(x) n x11>n—12x+2 n (T) =

Entonces ll'm2 Jf(x) no existe por lo que la discontinuidad es esencial y ademads infinita.
x——

Asintotas verticales y horizontales.

Una posible asintota vertical es larecta x = —2, por lo cual precisaremos los limites laterales h'rr; f(x)
x—>—2"
& lim f(x).
x—>—2%

. . 2x “ _4 ”
im0 = tim Z = ()

x <=2 = x+2<0;

Si x — —27, entonces
2x > —4 = 2x <0
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1 2x >0 1 . 2x 1
or lo que , por lo mismo, — +o0; luego:
P q X +2 yp X +2 &

11'1_1}_ f(x) = +o0;

2 ' _4 7
lim f(x)= lim r o ( )

x—>—2 x—>—2+ X + 2 0+

x> -2 = x+2>0;

Six —> —27T, entonces
2x > —4 = 2x <0.

2x
Por lo que < 0y, por lo mismo, — —00, entonces, lim X) = —o0.
d x+2 yP x+2 x—>—2+f()
Con lo cual podemos afirmar que la recta x = —2 es la tiniva asintota vertical.

Para determinar las asintotas horizontales, calculamos Iim f(x) & lim f(x).
X—>—00 xX—>+00

2 2
lim f(x)= lim —2— = lfm —~2 __ _
X—>—00 x—>—o00 x + 2 X—>—00 ( 2)
x(1+—=
X
2
= lim —2 :T:Z.

x —ool+_
X

Por lo tanto la recta y = 2 es la tinica asintota horizontal, ya que de igual manera se puede verificar
que lim f(x)=2.
x—>+00

Un esbozo de la grafica de f:

1 1
41. Parala funcién f(x) = — + —;, determine:
X X
a. Dominio, raices y paridad.
b. Clasificacién de discontinuidades.

c. Ecuaciones de las asintotas verticales y horizontales.

Q.

. Esbozo gréfico y rango de f.
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v

a. Dominio.

Por ser f una funcion racional, su dominio es

Df=R—{x|x*=0}=R—{0}.

Raices: |
f(x):O<:>x+3 =0 x+1=0< x=-1.
X
Paridad:
1 1 1 1 1 1
S(x) 2t Sf(=x) - + P a2 a3

1 1 1 1
‘f(x’:‘(xT*ﬁ) =TT s
Luego, f(—x) # f(x), pues siigualamos
1 1 1 1

¥2  x3  x2 3
y multiplicamos por x3, x # 0;
x—1=-x—-1 = x = 01lo cual es absurdo.

También directamente pues, por ejemplo, f(—1) =0& f(1) = 2.
Por lo tanto f no es par ni tampoco es impar.

. Por ser una funcién racional f es continua en todo su dominio Dy = R — {0}. Estoes, f es

continua en el conjunto (—oo, 0) U (0, +00).
Entonces f tiene una discontinuidad en x = 0.

= 00. Es decir la discontinuidad es

X

Como lim(x + 1) = 1 & lim x3 = 0, entonces lim
x—0 x—0 x—=>0 X

esencial; puede decirse también que la discontinuidad es infinita.

. Precisamos HH}) f(x) determinando los limites laterales:
x—

. ; x+1 " 1 4
N (I

Puesto que x — 07, entonces x <0& (x +1) — 1> 0.

1 X
Como x3 <0 & (x + 1) > 0, entonces al +3 < 0, por lo que 3 — —00.
X

Por otro lado:

x + 1 " 1 4
1/ = 1/ = —_— = .
o )= 1 73 (0+> e

Puesto que x — 0%, entonces x > 0 & (x + 1) — 1 > 0.

1
Como x3 > 0y (x + 1) > 0, entonces s > 0, por lo que al — +o00.

De lo anterior se desprende que la recta x = 0 es una asintota vertical y que ademas es la tinica.
Ahora bien,

1 1
lim f(x)= lim (—2+—3>=0.

x—>—+4o00 x—>+o0 \ X X

La recta y = 0 es una asintota horizontal y ademads es la tinica pues

. . ox+1 o ox(1+3) R A U
Am o= dm s = e T e T ) T
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d. La gréfica de la funcién f es:

El rango de f es todo R.

O

242x—8
42. Para la funcién f(x) = %

de discontinuidades; asintotas verticales y horizontales; esbozar su grafica.

, determinar: dominio y raices; intervalos de continuidad y tipo

Y Dominio:
Dy={xeR[x*—4#0}={xeR[(x+2)(x—2) #0} =R —{+2}.

Raices:

Para hallar las raices se resuelve x2 4+ 2x — 8 = 0; como x2 + 2x — 8 = (x + 4)(x — 2), se ve que
xX24+2x—8=0 & x=2&x = —4; pero como 2 ¢ D¢, la nicaraiz de f es x = —4.

Continuidad:
La funcién por ser racional es continua en su dominio, es decir, en (—oo, —2) U (—2,2) U (2, +00).

Calculamos
x+Hhx-2) . x+4

Iim x) = Ilim = Ilim = Foo.
x——2F /6 x—>—2F (x +2)(x — 2) x—>—2F x +2
Pues lim (x +4)=2>0& Ilim (x +2)=0+F.
xX—>=2 x—>—2F
Asintotas:
Analizando el limite anterior, la discontinuidad en x = —2 es esencial infinita, y entonces la recta
x = —2 es asintota vertical.
Anélogamente

x+4 6 3

1i; =1 - ==,
Jim fo=lm s =173
3
por lo que la discontinuidad en x = 2 es removible, pues, si se definiese f(2) = X entonces f(x)

resultaria continua en x = 2.

Y ahora:
2 8 2 8
2
x?+2x -8 (! ;_ﬁ> I+--3 1
Iim Iim Iim X X" —_ =
x—+oo x2—4 x—=+o0 4 x—+o00 4 1
x21-— - —
x2 x?

Por lo tanto la recta y = 1 es asintota horizontal.

La gréfica de la funcién f es:
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O

x3 4 3x2

43. Sea la funcién f(x) = ——— . Encontrar el dominio y las raices; clasificar sus discontinuidades,
X3 —Xx

encontrar sus asintotas verticales y horizontales; ademas hacer un bosquejo de la gréfica.

¥ Dominio: por ser f una funcién racional su dominio es:

Df=R—{x|x’-x*=0}=R—{x|x*(x—=1)=0} =R—{0,1}.

Raices:

fx)=0 & x34+3x2=0 & x2(x +3) =0 = x = 0asi como también x = —3.
Pero como x = 0 ¢ D s, entonces s6lo x = —3 es raiz.
Discontinuidades:

Por ser f una funcién racional es continua en todo su dominio Dy = R — {0, 1}, por lo que f es
discontinuaenx =0yenx = 1.

Para averiguar los tipos de discontinuidades calculamos
x34+3x2 . x?’(x+3) . x+3 3
= lim =

MO = e e T e T T T

Por lo cual f tiene en x = 0 una discontinuidad removible o evitable.

3 £’ 4 17
lim f(x) = lim o (—) no existe.
x—1 x—=1x—1 0

a. Cuando x — 17, sucede que (x +3) — 4 > 0y que (x — 1) — 0 con valores negativos; por lo

x 3 ' 4 7
tanto o _ (—) = —o0; entonces 11'1{1 f(x) = —o0.
x—>1"

x—1  \0-
b. Cuando x — 17, sucede que (x + 3) — 4y que (x — 1) — 0 con valores positivos; por lo tanto
X + 3 _ “
x—1

4 7
(0_+> = +00; entonces xl_I;I{lJr f(x) = +oo.

Por lo cual f tiene en x = 1 una discontinuidad esencial, mas atin, una discontinuidad infinita.

Asintotas:

Asintotas verticales

Debido a que 11'1{1 f(x) =—ocoyaque 1fm+ f(x) = +o00, se puede afirmar que la recta x = 1 es una
x—>1" x—1

asintota vertical de la funcién f. Ademads es la tnica.

Asintotas horizontales
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3 3
x3 4 3x2 31+ =) I+—-
Vemos que lim f(x)= lim —/——— = lim ——% = lim X —_=1.
x—+o00 x—>+o00 x3 —x2 x—>+00 4 1 x—+o0 1 1
x3(1— —) 1——
X X
Entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal y es la tinica, ya que lim f(x) = 1.
X—>—00
El bosquejo de la gréfica de la funcién f es el siguiente:
¥
!
!
!
} y=
!
!
7777777 1 -+ ——
‘ X
_\ k
!
30 |
!
!
!
!
!
|

44. Parala funcién f(x) =

a
b

Q. n

4x% —8x , .
5 , realice lo siguiente:
x*—4
Determine su dominio y raices.
Mencione sus tipos de discontinuidad.
Encuentre las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

Haga un esbozo de la grafica de f.

Dominio:
Df=R—{xeR[x*—4=0}.

Perox?—4=0 & x2=4 & |x|=2 & x = £2.
Porloque Dy =R —{£2}.

Raices:

Para hallar las raices se considera cuando f(x) = 0, esto es, cuando

4x*—8x =0 & 4x(x—2) =0 & x =0ycuando x = 2.

Pero como 2 ¢ Dy, entonces la tinica raiz es x = 0.

. Se sabe que

4x? —8x 4x(x —2)
f(‘x) = 2 = .
x2—4 x+2)(x—2)
Se calcula
4x? —8x 4x(x —2) 4x 8
i = i — = 1i — = =i -  =—=—=2
I ) =l =M e ey "M 57

Por lo que en x = 2, la funcién tiene una discontinuidad removible, ya que, si se definiese

f(2) = 2, 1a funcién resultaria continua.
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Por el contrario como

4x? —8x 4x(x —2)
1/ = 1/ —_— i _— = s
Jm feo= tm = M e -
pues
lim [4x(x —2)] =32y lim [(x +2)(x —2)] = 0v,
x—>=2 x—>—2%
ya que
lim (x —2) = —4y lim (x +2) = 0%,
x—>=2 x—>—2%
La discontinuidad en x = —2 es esencial infinita.

¢. Por los resultados obtenidos en el inciso anterior [ ll'mjE f(x) = Foo], se concluye que la recta
X—>—2
x = —2 es asintota vertical.

Para hallar las asintotas horizontales se determina

1i =1 —— =1 _ -/ =
A se= I e = ( 3 )
x2|1-—
32

8
42

4-0 4

= lim X = = =4

x—+o0 4 1-0 1
1— —
2

Entonces la recta y = 4 es asintota horizontal (la tnica).
d. La gréfica de la funcién f es:
y

|
|
|
|
|

7777777 ‘7 — 4 - - — — —

2 — —
I y=f®

O

2x?2 . . . . .
21 obtener: dominio, raices y paridad; intervalos de continuidad, discon-
x —
tinuidades y su clasificacién; asintotas verticales y horizontales.

45. Para la curva y =

Y Dominio:
2

X .. . ..
] una funcion racional, su dominio es

Porser f(x) = 2

Dy=R—{x|x>-1=0}=R—{x[x*=1}=R—{-1,1}.

Raices: 5

x1=0<:>2x2=0<:>x2=0<:>x=0.

f) =0+ —
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Paridad:

2
f(—=x) = (fi;zx)_zl = xgx—l = f(x) = f esuna funcién par.

Intervalos de continuidad, discontinuidades y su clasificacién:

Por ser f una funcién racional, es continua en todo su dominio Dy = R — {—1,1}. Es decir, f es
continua en el conjunto (—oo, —1) U (-1, 1) U (1, +00).

Esta funcion tiene dos discontinuidades en x = —lyenx = 1.

Para decidir qué tipo de discontinuidades son vemos si existen o no ll'm1 f) & lin} f(x).
xX—>— x—>

En ambos casos notamos que el denominador (x? — 1) — 0 y que el numerador 2x? — 2, por lo cual

2x2 “ 2 17
— —
x2—1 0

Es decir, lim f(x) & h'n} f(x) no existen, entonces las discontinuidades son esenciales, mas aun,
x—>—1 x—>

infinitas.
Asintotas verticales:
De lo anterior podemos decir que las rectas x = —1 & x = 1 son asintotas verticales.

Determinaremos los limites laterales:

2 2X2
Six > 1 ,entonces0 <x <1 = x?2<1 = x>-1<0 = 5 1<O,porloc:ual 5 — —00; €s
x2— x2—
decir, lim f(x) = —o0.
x—>1"
2 2

Six > 1t,entoncesx >1 = x2>1 = x2—-1>0 = 1>O,porlocual 1—>+<>o,'es

x2 — x2 —

decir, lim f(x) = +o0.
x—>17F

Atin més, por la simetria de la gréfica de f con respecto al eje de las ordenadas ( f es par), se puede
asegurar que

lim f(x)= lim f(x) = +oc;
x—>—1- x—171

Iim f(x)= xl_i)r{l_ f(x) = —o0.

x——1t
Asintotas horizontales:
. ) 2x? ) 2x?
S S = M m = ﬁ =

X 1——
32

) 2 2

= Ilim =-=2
x—>+o00 | 1 1
-

Esto implica que la recta y = 2 es una asintota horizontal. Ademas es la tinica, ya que por la paridad
de f setiene que lim f(x) =2.
X—>—00

La gréfica de la funcién f es:
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2x2+7x+6
2x2+x -3
Dominio y raices; intervalos de continuidad y puntos de discontinuidad (clasificados); asintotas ver-
ticales y horizontales.

v Dominio:Df:{xeR|2x2+x—37é0}.

1+J1+24 —14+25 —1+5 1
= = = 3

4 4 4 _2.

2

46. Dada la funcién f(x) =

, obtenga:

Pero,2x> 4+ x—-3=0 & x =

)

2
Para hallar las raices resolvamos:

3
entonces Dy =R — { ——, 1 }

—7+£V49-48 —7+V1 741 2

2x24+7x4+6=0 = -
X“+/x + & X 1 1 1 ~ 22
. . 3 L 3 o .
Las raices serian x = 5 y también x = —2; pero como 5 ¢ D r, entonces la tinica raiz es x = —2.

3 3
La funcion es continua en su dominio: (—oo, —§> U (—5, 1> U (1, +00); es discontinua en x = —3 y

en x = 1. Ahora como

3 _
2(x+§>(x+2) 2 3+2 344 1 1
lim f(x) = lim = lim = 2 = 2 = — = ——,
x—>—3 x—>—§2 3 1) x—>—§ x—1 —é—l -3-2 -5 5
2 2 x4+ 7 (x — 2 7 2
enx = —3 la discontinuidad no es esencial, es removible, a diferencia de lo que ocurre en x = 1, pues
ahi: o
X
Iim f(x) = lim = to0;
x_>1if() Jim,

Por lo que la discontinuidad en x = 1 es esencial infinita, y la recta x = 1 es asintota vertical.

Para determinar las asintotas horizontales calculamos:

2
x|1+-— 1 2
, ox 42 X e
lim f(x)= lim = lim ——= lim —=—-=1.
x—+o0

x—>too X —1  x—>xoo < 1) x—>%o0 11
x 11—

1—=
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Entonces la recta y = 1 es asintota horizontal.

La gréfica de la funcién f es:

47. Hallar dénde es continua la funcion

2x2./x +3x —2x./x =3
h(x) = x—1
5 six =1.

six #1,x >0;

¥ Enel tinico punto x > 0 donde hay duda es en x = 1; luego, calculamos h'n} h(x) y observamos
x—
que
2x2/x +3x —2x/x =3  2xJx(x-D+3x—-1) (x-DQ2xyx+3)
x—1 B x—1 B x—1 '
Six #1 = x —1 # 0, entonces por lo anterior

h(x) =2x/x +3.

h(x) =

Por lo que
lim h(x) = 1frx}(2xﬁ+3)=2x1ﬁ+3=2x1+3=5.
xX— xX—

Comprobamos que la funcién / resulta continua en x = 1, pues h'n} h(x) = h(1).
x—

También comprobamos que / resulta continua en todo su dominio que es el intervalo [0, +00).

48. Sila representacion grafica de una funcién f es:

et

[

I

I

I

[

I

I

L x
-2 4

[

[

[

[

[

[

[

[

[

I
I
I
I
| —4
I

b

b. Encontrar ademas los siguientes limites:

a. Hallar su dominio.
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i lim f(x); iii.  lim_ f(x); v. lim f(x).
x—>+00 x—>a— x—>a
ii. lim f(x); iv. lim f(x);
X——00 x—a+t
Paraa =-2,0,4.
. Obtener las asintotas horizontales y verticales, los intervalos de continuidad y la clasificacién de
las discontinuidades
. Dominio: Dy =R — {0, 4}.
b. Limites:
i lim f(x)=0; vi. lim f(x) = —4; x. lim f(x) = —oc;
x—+o00 x—>0— x—4+
i, lm  f(x) = —o0c; vil. lim f(x) = -4 xi. Ifm f(x) no existe;
x—i_oo x—0+ x—4
1. xl}g_ fx) =12 viii. lirr}) f(x) =—4,queesel
X—>
iv. HII;J’_ f(x) =-6; limite lateral de f tanto
X o
v. fm f(x), no existe, por la izquierda como
x—>—2 o por la derecha;
pues l.os limites laterales ix. lim f(x) = 4o0;
son diferentes; x—>4=
. De aqui se sigue que la recta y = 0 (el eje de las x) es la tinica asintota horizontal y que x = 4 es
la tnica asintota vertical.
La funcién f(x) es continua en (—oo, —2], (=2, 0), (0,4) y en (4, +00).
En x = —2 hay una discontinuidad (esencial) de salto, en x = 0 la discontinuidad es removible
y en x = 4 la discontinuidad también es esencial pues es infinita. O
49. . Dar una posible gréfica para una funcién f que sea continua en su dominio R — {-2,0, 2} y que

satisfaga las condiciones:

i lim f(x)=0; iv. Hm+ f(x)=3; Vii. h’n} f(x)=0;
X—>—00 x—>—2 x—
ii. xEToo J(x) = +oo; V. lir{)l_ f(x) = +o0; Viii. lirr; f(x)=3;
iii. xl}r_r;_ fx)=1, vi. xli)r(r)\:r f(x) = —o0; ix. f(1)=0.

. Clasifique sus discontinuidades.

. Una posible grafica de la funcién f es la siguiente:
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b. Discontinuidades:
En x = —2 se tiene una discontinuidad esencial de salto.
En x = 0 se tiene una discontinuidad esencial infinita.
En x = 2 se tiene una discontinuidad evitable o removible.
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CAPITULO

5

La derivada

5.1 Larectatangente

Ejercicios 5.1.1

1. La funcién # tiene la siguiente tabla de valores:

X h(x)
2.99 | 769.605
2.995 | 795.755
2.999 | 816.801

3 822.08
3.001 | 827.366
3.005 | 848.58

3.009 | 869.907

Calcule la pendiente de dos rectas secantes a la gréfica de 4 que pasen por el punto P[3, 2(3)].
V¥ SeaS; una recta secante que pase por un punto (xi, #(x1)) con x; < 3.
Tomamos la otra secante S, que pase por un punto (x2, #(x2)) con x, > 3.

Consideramos que S; pasa por los puntos (2.999, 816.801) y (3, 822.08). La pendiente de S es:

822.08 — 816.801  5.279

T T3 2999 T 0001

Consideramos que S, pasa por los puntos (3.001, 827.366) y (3, 822.08). La pendiente de S> es:

827.366 —822.08  5.286
m = =
2 3.001 — 3 0.001

=5279.

=5286.

277



278

Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

2. La funcién A tiene la siguiente tabla de valores:

X h(x)
—-1.9 | 20.9701
—1.99 | 26.3638

—1.999 | 26.936
-2 27
—2.001 | 27.064
—2.01 | 27.6438
—2.1 | 33.7901

Calcule la pendiente de dos rectas secantes a la gréfica de 4 que pasen por el punto Q[-2, #(-2)].

V¥ Consideramos una recta secante S; que pase por los puntos (-2, #(—2)) y (x1, h(x1)), y otra secante
S» que pase por los puntos (=2, #(=2)) y (x2, h(x2)), donde x; = 2.01 & x» = —1.99.

La pendiente m; de la recta secante S es

_ h(xi) —h(=2) 27643827 _ 0.6438

my = = = —64.38.
x1 —(=2) —2.014+2 —0.01
La pendiente m» de la recta secante S, es
h —h(=2 26.3638 —27  —0.6362
my = Mo2) Zh(ZD - — —63.62.

x2—(=2)  —1.994+2 0.0l

La grafica de la funcién
f(t)=—t>+2t+3

pasa por los puntos [1.999, f(1.999)] y [2.001, f(2.001)].

Obtenga el valor de la pendiente de las dos rectas secantes a la grafica de f que pasan por el punto
(2,3) y por los puntos dados.

V Efectivamente, (2,3) € G 7, pues f(2) = =22 +2(2) + 3 = 3.

3—f(1.999)  3—(-3.996001 +3.998 +3) 3 —(3.001999)  —0.001999

my = = = =-1.999;
2-1.999 0.001 0.001 0.001
o 3— f(2.001)  3—(—4.004001 +4.002+3) 3—(2.997999)  0.002001 5001
2T 22001 —0.001 B —0.001 - —0.0001 T

(|
La recta tangente a la curva y = x® + 2 en el punto P(—1, 1) tiene pendiente 3. Obtener las ecuaciones
de las rectas tangente y normal a la curva en el punto P.

Y Lafunciénes f(x) = x3 + 2.
P(xo, f(xo)) =P(-1,1) = xo=-1 &f(X()) =1.

La pendiente de la recta tangente t en P esm; = 3.

—1 1
La pendiente de la recta normaln es m, = — = ~3
my
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La ecuacién de la recta tangente ¢ es:

y—fxo) =mi(x —x0) = y—1=3x+1) =
= y=3x+3+1= y=3x+4,0bien3x—y+4=0.

La ecuacion de la recta normal n es:
1
y—f(xo)=mn(X—Xo)iy—1=—§(x+1)i
= ! 1+1¢ 1+2 bi +3y—-2=0
= ——x— = =——x+ -, obienx —-2=0.
Y=73%73 YET3v T3 Y
O

2 1
5. Larecta normalalacurva y = — en el punto Q(1, 2) tiene pendiente > Determinar las ecuaciones de

las rectas normal y tangente a la curva en el punto Q.

¥ Lafunciénes g(x) = %
Q(xo0,8(x0)) = 0(1,2) = xo=1&g(xo) =2.

1
La pendiente de la recta normal n en Q es m, = >

-1
La pendiente de la recta tangente f en Q es m; = — = —2.
mpy

La ecuacion de la recta normal n es:
1
y—8Xo) =mu(x —x0) = y—2= E(x— 1) =

1 1 1 3
= y:ix_ijtz = y:§x+§obienx—2y+3=0.

La ecuacién de la recta tangente ¢ es:

y—gxo) =m(x —xo) = y—2=-2(x-1) =
= y=-2x+242 = y=-2x+4obien2x +y—-4=0.
|
6. La recta tangente a la curva y = x? — 2x en el punto R(1,—1) tiene pendiente cero. Obtener las
ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva dada en el punto R.
¥V Por tener pendiente m, = 0, la recta tangente ¢ es una recta horizontal; y por pasar por el punto
R(1,—1),suecuaciénes y = —1.
Por ser horizontal la recta tangente ¢, la recta normal n es vertical; y por pasar por el punto R(1,—1),
su ecuaciéon es x = 1.
|
7. La recta normal a la curva y = x? — 4x + 4 en el punto P de abscisa 2 es vertical. Determinar las
ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva dada en el punto P.

Y Si f(x) = x?—4x+4ysixg = 2, entonces la ordenada del punto P es f(xo) = (2)*—4(2)+4 =0,
por lo cual P(xq, f(x9)) = P(2,0).

Por ser vertical la recta normal y por pasar por el punto P(2,0), su ecuacién es x = 2.

Por ser vertical la recta normal 7, la recta tangente ¢ es horizontal (con pendiente 0); y por pasar por
el punto P(2,0), suecuaciénes y = 0.
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8. Obtener las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y = 3 — x? en el punto P(—1,2).

¥ Lafunciénes f(x) =3 — x2.
P(—1,2) = P(xo, f(x0)) = x0=-1& f(x9) =2.
La pendiente de la recta tangente ¢ a la curva en P es:

fo+h) = flxo) _ . fELHR) - FED _

Iim

m; = Iim

h—0 h h—0 h
o 3—(h—-1)2-2  3—(W2—2h+1)-2

= lim = lim =
h—0 h h—0 h

—h24+2h—1-2 2h — h? h2—nh

—pfm 2 — lim —1im PP -y = 2

h—0 h h—0 h h—0 h—0
m; = 2.

La ecuacién de la recta tangente ¢ en P es:

y—flxo) =mi(x —x0) = y—2=2(x+1) =
= y=2x+2+2 = y=2x+4obien2x -y +4=0.

-1 1
La pendiente de la recta normaln es m, = — = —3
my

La ecuacion de la recta normal n en P es:

Y= fG0) = m(x = x0) = y=2= (1) =

= y= ! 1—|—2$ _ ! —|—3 bien x + 2 3=0
= —— —_ = = —— — 1 _ = .
y 2X 5 y 2X 2O en x y

O

9. Determinar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y = 3x% — 6x en el punto Q de
abscisa 1.

Y Lafunciénes f(x) = 3x2 — 6x.
La abscisa del punto Q es xo = 1.
La ordenada de Q es f(xo) = 3(1)®> — 6(1) = —3.

La pendiente de la recta tangente ¢ a la curva en Q es:

fo+h) = flxo) _ . SA+m)—=FD) _

me = lim h Jim, h
30+ )2 —6(1+h) — (=3)
= lim =
h—0 h
h h?—6—6h h?
i 2O OO I imn) = o
h—0 h h—0 h—0
m; = 0.

La recta tangente ¢ es una recta horizontal; y debido a que pasa por el punto Q(1, —3), su ecuacién es
y=-3.

Ademas, la recta normal n a la curva en Q(1, —3) es una recta vertical cuya ecuacién es x = 1. O
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5.2 La derivada de una funcion
Ejercicios 5.2.1

1. Sea h(x) = . Usando la definicién de la derivada, calcular i'(a).

3
V3x+2
Calcular también, usando lo anterior, 2’(0) asi como /’(8).
V¥V Calculamos el cociente diferencial:

3 3
h(x) — h(a) _ A3x+2 C 3a+2 _
X —a X —a
V3a+2—4/3x+2
_ araSatl
X—a
_ V3x+2—/3a+2 _
T T Ax+2VBat+2x—a)
_ 3 V3x+2—3a+2 N V3x+2+ 3a+2 _
V3x+23a+2(x —a)  3x+2+43a+2
3 Bx+2)—Ba+2) _
V3Bx +23/3a +2(x —a)(v/3x + 2+ /3a +2)
X —a
S AoVt —a(x 24t
1
OV T Y7 TV T SRV s

ix—a#0.

Por lo que:
h(@) = lim "M@
x—>a X —a

1
= 1/ —9 frd
xoa (vV3x +2)(V3a +2)(V3x + 2+ V3a +2)

1
- _9(J3a T220)V3a+2
91
2(3a+2)3

Hemos obtenido, por lo tanto, que en todo punto:

2
l[a,h(a)] = (a,ﬁ), cona > 3 pues Dy = (—
1

WIN

) +oo>, de la gréfica de la funcién 4, la

pendiente de la recta tangente vale 2'(a) = —=

Ba + 2)%
. 9 _ 2
Concluimos con esto que A'(x) = —3 g six>—3.
(Bx+2)2
Usando este resultado:
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4
2. Utilizando la regla de los cuatro pasos, calcular la derivada de la funcién f(x) = — en

3x
a. x =
b. x =2.
2
. xX=——.
3

Obtener ademas:
d. La ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto P de abscisa 2.

2
e. La ecuacién de la recta normal a la gréfica de f en el punto Q de abscisa ~3

A\
a. 4 4
fx) == = fla) =
3x 3a
4 4 4a —4x  4(a —x)
y=/0=J@ 3x 3a 3xa 3ax
A 1 1 4(a — x) 4(a — x)
= A = = ;
Ax  Ax X —a 3ax (x —a)3ax
lim (22 = pim 200 gy A7)
Ax>0 \ Ax ) x—a3ax(x —a) x—a3ax(x—a)
4 4 4
=lm—=—=——.
x—a 3ax  3aa 3a?
Por lo tanto: f/(a) = -
' © 3a?’
b S0 = Ma=2) == = [ =
' B 7302 3 3
()= @)=
. S )=—=—(>)]=-3= —- | =-3
«/ ( 3 ( 2)2 3\4 / 3
3( =
3
d. La abscisa del punto P es x = 2.
4 2
La ordenada del punto P es y = f(2) = ﬁ =3
1
La pendiente de la recta tangente en P es m; = f'(2) = ~3
La ecuacioén de la recta tangente en P es:
2 1 1 2 2
y=fQ=m(x-2) = y—gz—g(X—z) = y:—§x+§+§ =
1 4 .
=y :—§x+§ob1enx+3y—4:0.
. 2
e. La abscisa del punto Q es x = —3
4
La ordenada del punto Q es y = f(-%) = N = —2.
)
3

W —

myg -3
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La ecuacion de la recta normal en Q es:

S 2 2) o +2 ! 2) o ! +2 2 =
—_ —_— =m — = — — = — —_ —
y 3 nx+3 y 3 X+3 y 3x 9
1 16
= y:§x—?obien3x—9y—1620.

3. Parala funcién g(x) = +/2x — 1, y mediante la regla de los cuatro pasos, determinar:
a. g'(a).
5
b. g’ | =)
' (3)

c g'(3).
Obtener ademas:

5
d. La ecuacién de la recta tangente a la curva y = +/2x — 1 en el punto P de abscisa >
e. La ecuacién de la recta normal a la curva y = +/2x — 1 en el punto Q de abscisa 3.

v

a. gx) =+2x—1;g() = «/Za——lyademés Ax =x—a;
Ay =g(x)—gla) = vV2x—1-2a—1;
Ay V2x—1=+2a—-1

Ax X —a
. Ay C V2x—1-V2a—-1 | (V2x—1=2a—-D(2x—1+2a—-1)
Iim (— ) = Iim = lim =
Ax—0 \ Ax x—a x—a x—a (x—a)(V2x =1+ +2a—1)
3 2x—-1)—QRa-1) 3 2(x —a)
= lim = lim =
x>a (x —a)(V2x — 14+ 2a—1) *>a(x —a)(v/2x =1+ 2a—1)
; 2 2 2 1
= lim = = = .
x=a 2x — 14+ 2a—1 V2a—14 V2a—-1 24/2a — 1 V2a—1
1 1
Por lo tanto: g'(a) = ———, paraa > —.
g'(a) Nt

be(3) e =t e(3) =2
2 5 Vi 2 2) 2
2(3) -

=t b= L

5
d. La abscisa del punto P es x = 7

La ordenada del punto P es y = g(%) = 2(;) —1=.4=2.

1
La pendiente de la recta tangente en P es m; = g’ (;) =3

La ecuacion de la recta tangente en P es:

> =m > = 2—l > = —lx §+2$
Y=gl )= mlx -5 y =3\¥=3 y=3 1

1 3
= y:§x+zobien2x—4y+3:0.
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e. La abscisa del punto Q es x = 3.
La ordenada del punto Q es y = g(3) = \/2(3) — 1 = /5.
. |

La pendiente de la recta normalen Q esm, = — = - = = —./5.
mg g'(3)

Sl =

La ecuacion de la recta normal en Q es:

y—gB) =mp(x—3) = y—V/5=-/5(x-3) = y=—-V5x+3/5++/5 =
= y = —/5x + 4v/50bien V5x + y —4/5 = 0.

5.3 Velocidad instantanea

Ejercicios 5.3.1

1. Si se lanza verticalmente un objeto hacia arriba desde el nivel del suelo con una velocidad inicial de
320 pies/s, entonces su distancia / arriba del suelo esta dada por

h(t) = —161% + 320t .
a. Encuentre las velocidades promedio durante los intervalos [3, 4], [3.5, 4], [4, 5], [4,4.5].
b. Calcule v(4), usando la definicion de la derivada.

v

a. La funcién posicién es h(r) = —161% + 320z, cont > 0.
La velocidad promedio en el intervalo [3, 4] es:

U1

h(4) —h(3 1024 — 816
= (i 3(): 1 =208 = v; = 208 pies/s.

La velocidad promedio en el intervalo [3.5, 4] es:

@) —h(35)  1024—924
2Ty T35 T 05

=200 = v, = 200 pies/s.

La velocidad promedio en el intervalo [4, 5] es:

_ h(5)—h(4) _ 1200—1024
T 5—4 1

U3

=176 = v3 = 176 pies/s.

La velocidad promedio en el intervalo [4, 4.5] es:

_ h(d5)—h@4)  1116—1024
Vg = =
4 45— 4 0.5

= 184 = v4 = 184 pies/s.

b. Siendo asi,

o h(t)—h4) . (—161%2 +3201) — 1024
v(4) = lim ———= = lim =
t—4 t—4 t—4 t—4
. —16(t> — 20t + 64) . —l6(t —4)(@ —16)
= lim = lim =
t—4 t—4 t—4 ([ — 4)

= lim[~16(t — 16)] = —16(4 — 16) = —16(~12) = 192.

Entonces: v(4) = 192 pies/s. O
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2. En un movimiento rectilineo, la posicién de una particula a los 7 segundos es s (1) = 2t% — 3¢ + 1.

a. Encontrar la velocidad promedio en el recorrido efectuado entre los 3 y los 5 s.

b. Encontrar la velocidad instantdnea a los 3 s. Obtenerla mediante la definicién de la derivada.
\{

a. Vemos que

_ 2 %52 D—(2x3%2— 1 26
525(5; ;(3):( X5 —3x5+ )2( x3"-3x3+ )=7:13unidades/s.

b. Calculamos el cociente diferencial ent = 3

s(t)—s(3)  202=3t+1-10 21*—3r—9

*
t—3 t—3 =3 )

Si tratamos de calcular el limite por evaluacién, obtenemos una indeterminacién del tipo ’ (g) ”,
lo cual nos dice que ¢ — 3 es un divisor del polinomio del numerador.
Hagamos la divisién
2t +3
t—3] 2:2-3r-9
—21> + 6t
3t
=3t+9
0.

Sustituyendo en (*)

s() —s@) _ =321 +3)

=2t+3, sit# 3,esdecir,sit—3#0.

t—3 t—3
Entonces: 3
t —
v(3) =s5'(3) = Iﬁ% s(?fs() = }in%(Zt + 3) = 9 unidades/s.
t— - -

3. En un movimiento rectilineo, la posicién de un automévil a las ¢ horas es:
(1) = 50¢ ! k
s(t) =50t — —— km.
t+1

a. ;Cudl es la velocidad promedio durante las 2 primeras horas?

b. ¢Cudl es la velocidad instantanea a las 2 horas? Obtenerla mediante la definicién de la derivada.
v

a. La velocidad promedio se calcula como

7 7
@0 _ (100—§>—(—7) _ 100— 3 +7 _

2—-0 2 2
321 -7
3 314 _
> ; 52.3km/
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b. Calculamos el cociente diferencial

(50z - L) 293 1501(t + 1) —21-293( + 1)

3 3¢+ 1)

t—2 t—2 N t—2
15062 + 1500 —21 —293r —293 15012 — 1431 — 314 N
N 3(t+ D —-2) 3+ D -2 )

Si tratamos de calcular el limite por evaluacién cuando ¢ — 2, obtenemos una indeterminacién
(6) . Esto significa que ¢ — 2 es un divisor del polinomio 1507* — 143; — 314.
Hagamos la divisién:

150t + 157
t—2| 150t%2—143t—314
—150¢* + 300¢
+ 157t
—157t + 314
0.

Sustituyendo en (*):

s(t)—s(2) (150t +157)(t —2) 150t + 157 | o
- = 2 2, ', _2 .
t—2 3+ Dt —2) 3¢+ 1) sit # 2, es decir, si t £0

Calculando el limite

t)—s(2
v(2) =s5'(2) = }1%“37;“ —
150t + 157 300+ 157 457 -
= Jim T T DT BT 507 km/h.
5 T30+ 1) 9 9

O

4. Un caracol baja por una pared. Su posicién a las ¢ horas est4 dada por s(t) = 1 — 0.2/ m. Usando la
definicién de la derivada, calcular su velocidad instantanea para ¢ = 4 h.
¥ Lavelocidad media del caracol en las cercanias de t = 4 viene dada por el cociente diferencial de
la funcién s(¢):

s —s@ _d —02/1) — (1 —0.2x V/4) _ —0.2/1 + 02 x (2) _ —0.2(/1 —2) _

t—4 t—4 t—4 t—4
ﬁ—Z)(ﬁ+2> t—4 1 -0.2
=02 =02—— =02 - ,parat # 4.
(z—4 Vi+2 (t—H(V1+2) Jir2 o Jir2 P #

Tenemos entonces que la velocidad instantdnea en el momento ¢ = 4 viene dada por:

Los(@)—s@4) . =02 -0.2 -0.2 -0.2
Iim =1

>4 (—4 3112 JAt+2 2+2 4

Lo cual nos dice que el caracol en el instante 1 = 4 se estd moviendo hacia abajo (en la direccién
negativa del eje) con una velocidad de —0.05 m/h. O

5. Se deja caer una pelota desde lo alto de un edificio; la posicién de la pelota en el tiempo ¢ es:

s(t) = 78.4—4.9¢%.
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a. Calcule la velocidad instantdnea en el tiempo ¢t = 4, usando la definicién de la derivada.
b. Calcule la posicion de la pelotaen ¢t = 4.
c. Dé una interpretacién de su resultado.
\{
a. Tenemos
s(44+h)=784—494+h)* =78.4—4.9(16 + 8h + h*) =
=78.4—78.4—392h — 4.9h* = —39.2h — 4.9h*;
s(4) =78.4—4.9(4*) = 78.4 —4.9(16) = 78.4 — 78.4 = 0;
s(4+h) —s(@) = —39.2h —4.9h* — 0 = h(—39.2 — 4.9h);
4+h)—s4 h(=39.2 —4.9h
s( +}3 s@ _ A : ) 390 4.9hsih #£0:

44 h)—s(4
im SEED 5@ e 300 - g.0m) =
h—0 h h—0

=-392-49(0) =-392-0=-39.2.

Que nos indica la velocidad de la pelota en el instante ¢ = 4.
b. s(4) = 0, ya calculado en el inciso (a), en ese instante llega al suelo.

c. Al llegar al suelo la pelota tiene una velocidad de —39.2.

O

6. Un helicoptero se estd elevando verticalmente desde el suelo. La distancia del helicéptero al suelo ¢
segundos después del despegue es s(f) metros, donde

sty =1>+1.

a. ¢En qué instante se encuentra el helicéptero a 20 m?

b. Use la definicién de la derivada para determinar la velocidad instantanea del helicéptero cuando
éste se encuentra a 20 m.

a.s5(1)=20 & t2+1=20 & t2+1—-20=0 & (1 +5)(—-4) =0 & t =—50bient = 4.
Luego, s(¢) = 20 metros cuando ¢t = 4 segundos, ya que ¢t = —5 se desecha por ser negativo.

b. La velocidad instantdneaen ¢t = 4 es:

s+ —s@) _

[(4+R)>+ (4 +h)]—[4% + 4] _

v(4) = lim A Jim, I
o 164+8h+h>+4+h-20 . 9h+h? . h(O+h)
= lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h

=i h) =9.
hl_I)I‘(l)(9+) 9

Es decir, v(4) = 9 m/s.

7. Un objeto se lanza hacia arriba segtin la ley de movimiento:
s(t) = 15t —4.912

donde s(7) denota la posicion en metros del objeto a los ¢ segundos. Calcular la velocidad instantanea
del objeto alos 2 s.
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¥V Calculamos el cociente diferencial de la funcién s(f) en el tiempo t = 2:

s(1)—s(2) (151 —4.91*) — (15x2—-49x2%) 151 —-2)—4.9(>—4)
t—2 t—2 n t—2 n
15(t =2) —4.9(t —2)(t +2) (1t —2)[15—4.9(t + 2)]

— p— 5 9(t +2) parat #

Esta expresion representa la velocidad media para valores de ¢ cercanos a 2 s.

La velocidad instantanea del objeto a los 2 segundos se calcula mediante

) = im0 =50 _

t—>2

m[15 - 4.9¢ +2)] = 15— 4.94) = —4.6 m/s.

O
8. Se lanza una pelota al aire desde un puente. La posicién de la pelota en el tiempo ¢ > 0 estd dada por
y(t) = —16t% + 50t + 36.

a. ;Cudl es la altura del puente?

b. ;Cudl es la velocidad instantdnea de la pelota cuando se encuentra a 70 pies sobre el suelo?

a. Ya que y(¢) es la posiciéon, medida en pies, de la pelota (con respecto al suelo) en el segundo
t > 0, entonces la altura del puente es, precisamente,

y(t = 0) = 36 pies.
b. La velocidad instantaneaent > 0 es:

d d
= — = — —1 2 =
v(t) dty(t) dz( 61% + 50t + 36)
st +h)—s@) —16(t + h)*> + 50(t + h) + 36 — (161> + 501 4 36)

= Jim i = Hm 7

—32th — 16h2 + 50k (=321 — 16h
_ lim 2t LORT A S0y P22 16RH50) (<320 — 16k + 50) =
h—0 h h—0 h —0

= (—32¢ 4 50) pies/s.
La pelota esta a 70 pies sobre el suelo cuando y(t) = 70.

y(t) =70 & —16t24+50t +36 =70 & —16t> +50t —34=0 &
& 282425t —17)=0 & —8t>+25(—17=0 =
25+ /(252 —4(=8)(—17)  —25++/625—544 2549 N

=t =

2(-8) N —16 - —16
—254+9 —16 —25-9 34

=1 = =—=1&t, = = — =2.125;
! ~16 ~16 T 16 —16

es decir, la pelota estd a 70 pies sobre el suelo en los instantest; = 1s &, =2.125s.
Las velocidades en esos instantes son:

vi =v(t =1) = -32¢; + 50 = =32(1) + 50 = 18 pies/s.
V2 = v(tr = 2.125) = =324, + 50 = —32(2.125) + 50 = —18 pies/s.

Esto es, vi = 18 pies/s (de subida) & v, = —18 pies/s (de bajada). O
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9. El desplazamiento en metros de una particula que se mueve en linea recta est4 dado por
s(t) =12 — 6t +10,
donde el tiempo ¢ se mide en segundos.

a. Calcule la velocidad instantdnea en el tiempo ¢ usando la definicién de la derivada.
b. Determine la velocidad instantanea cuando la posicién de la particula es 10 m.

v

a. La velocidad instantanea es:
st +h)—s(t)
—
s(t) =t>—6t+10;
st+h) =@ +h)?>—6(t+h)+10=1>+2th+h*—6t —6h+10;
s(t +h)—s(t) = (t* + 2th + h? — 61 — 6h + 10) — (1> — 61 + 10);;
st +h)—s(t) =2th+h*>—6h =hQ2t +h—6);
s(t+h)—s() hQ2t +h—6)

= 1i = 1i
v(®) hl—rg h hl—rg h

= Ii
v =i

}llin})(Zt +h—6)=2t—6)m/s,

que es la velocidad instantdnea en cualquier instante 7.
b. Primero determinamos el instante en que s(f) = 10 m.

s) =10 & t2—6t+10=10 & >’ -6t =0 & t(t—6)=0 &
< t=0obient-6=0 & t=0o0bient =6.
Luego calculamos las velocidades en estos instantes
vit=0)=20)—-6=—-6 = v(0) =—-6m/s;
vt =6)=2(6)—6=6 = v(6) =6m/s.

10. Se lanza una pelota hacia arriba. La funcién de posicién de la pelota en el tiempo ¢ es:
s(t) = 5t —10¢2.
a. Calcule la velocidad instantanea (v) en el tiempo ¢ = 1/4 usando la definicién de la derivada.

b. Calcule la posicién de la pelota en el instante t = 1/4.
c. Dé una interpretacién de sus resultados.

v

a. Vemos que
s(t) =5t — 102 =

1 1 1\? 5 1 5 5
— = — —1 — :——1 —_— = _—_= =
=s(g)=s(3)-0(5) =3-v(E)=i-5=¢

1 1 1 2 5 2
—4+h)=5(-4+h)=-10(=4+h) =Z2+51-10 “h+h?) =
s(4+> 5(4+> (4+> i (1+4+ )

|,_ ENNV

[o)}

:§+5h—§—5h—10h2:§—10h2;
4 8 8
1 1 5 5
—4h)—s[=)=2-10n2— = = —10h2;
s(4+) (4) > 1o

14+ h)—s(1/4 10k
jim ST =5/ = lfm (—10k) = 0.
h—0 h h—0 h h—0
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1
La velocidad instantdneaent = 1 esv =0.

1 1 5
b. La posiciénent = 7655 (Z) = -.

1
c. Se infiere que la posiciénen ¢t = 768 la altura méxima de la pelota, ya que su velocidad instan-
1
tdneaent = 28V = 0.
(|

11. Laley de Newton de la gravitacién afirma que la magnitud F de la fuerza ejercida por un cuerpo de

masa m sobre otro de masa M es:
GmM

F=""

’

donde G es la constante gravitacional y donde r es la distancia entre los cuerpos.

) ) dF ) D
a. Silos cuerpos se estdn moviendo, encuentre Y explique su significado.
r

b. Suponga que se sabe que la Tierra atrae un objeto con una fuerza que disminuye a razén de
2 N/km, cuando r = 20000 km. ;Con qué rapidez cambia esa fuerza cuando r = 10000 km?

v

a. Calculamos:

GmM GmM

dF . (r+h?  r2 . [r2—(r +h)?
dr ~ hoo I GmM i S T )2
 GmM I —2rh — h?  GmM li —2r—h ]
= on hl—% hr2(r +h)2| m hl—% r2(r +h)2|
-2 26mM
— GmM [_] _ 2GmM
r r
b. Por un lado tenemos
F
aF
dr |,—20000
y por otro
dF . 2GmM
dr |,—s0000  (20000)3°
luego,
26mM
————— =2 = GmM = (20000)*;
(20000)> = GmM = (20000)
por lo que
F —2x (2 3
ar o T2X @000, s 16 N/km.
dr | _ 10000 (10000)?
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12. Si se lanza verticalmente un objeto hacia arriba desde el nivel del suelo, con una velocidad inicial de
320 pies/s, entonces su distancia / arriba del suelo después de ¢ segundos esta dada por

h(t) = —161% + 3201 .

a. ¢Para qué valores de ¢ el objeto estara a més de 1536 pies sobre el suelo?
b. Calcule v(4) usando la definicién de velocidad instantanea.
c. ¢A qué velocidad impactard contra el suelo y en qué momento?

a. Se cumple la condicién si:
h(t) > 1536 < —161% + 320t > 1536 < —1612 + 320t — 1536 > 0 <
& —16(t2 =20t + 96) > 0 < 12 —20t + 96 < 0.

Primero resolvemos la igualdad % — 207 + 96 = 0.

P —(=20) £1/(=20)2 —4(96) 20 £ +/400—384 20+ /16 20+ 4 N
= 3 = = =

2 2 2
2044 24 20—4 16
=t = = &= = =g
! 2 2 2 2 2

Debido a que la variable ¢ representa el tiempo, debemos considerar que ¢t > 0. Esto nos lleva a
generar los intervalos [0, 8), (8, 12) y (12, +00), en los cuales veremos el signo de t2 — 20t + 96.

Valor de prueba | t? — 20t + 96
0<t<38 t=5 21>0
<t <12 t =10 —4<0
12 <t <0 t =20 96 >0

La desigualdad % — 207 + 96 < 0 se cumple para 8 < < 12.

Luego, el objeto estara por encima de los 1 536 pies, cuando 8 < ¢ < 12.

b. Suvelocidad en el instante t = a segundos es:

h(t) — h(a) . (=162 4 320¢) — (=16a? + 320a)
v(a) = im —————= = lim =
t t—a t—a r—a
. —161% + 320t + 16a? — 320a . —16(t%2 —a?) + 320(t — a)

= lim = lim =
t—a t>a t—a

—16(f —a)(t +a) +320(t —a) lm —16(t —a)[(t +a) —20]

t—a Ci>a t—a) N

= lm[-16(1 +a —20)] = ~16(a +a — 20) = ~16(2a — 20) = —32a + 320;
—a

v(a) = —32a + 320 pies/s.

Por lo tanto, para a = 4:

v(4) = —32(4) + 320 = —128 4+ 320 = 192 pies/s.

c. El impacto contra el suelo:
h(t) =0 & —16t2 +320t =0 & —16¢t(t—20)=0 &
& —16t =00bient —20=0 < t = 0obient = 20.
v(a) = —32a + 320 = v(0) = 320 pies/s hacia arriba.
v(20) = —32(20) + 320 = —640 + 320 = —320;

v(20) = —320 pies/s hacia abajo = velocidad con la que el objeto choca contra el suelo .
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13. Si se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una velocidad de 25 m/s, entonces su altura
después de ¢ segundos es:
s(t) = =512 4+ 25¢ .

a. Determine el dominio de la funcién.
b. ¢Para qué valores de ¢ la pelota se encuentra a mas de 30 m del suelo?
c. ¢Cuadl es la velocidad de la pelota cuando estd a 20 m?

a. La funcién altura o de posicién con respecto al suelo es: s(r) = —5¢% + 25t¢.
El dominio de esta funcién es:

Dy={t>0|s()=0}={t>0| —=5>+251 >0} =
={t>0|5t(-t+520}={r>0| —r+5>0} =
={1>0]|5>r}={r>0|r<5}={1|0<1<5} =
=1[0,5].

b. Se cumple si:
s(t)>30 & =512 4+25t>30 & —5t2+25t—-30>0 & —5(1t>-5t+6)>0 &
S 12-5t4+6<0 & (t—2)(t—3)<0.
Desigualdad que se cumple cuando

t—2<0&t—3>0 obien t—-2>0&t—-3<0;
t<2 &t >3 o bien t>2 &t <3;
t<2 &t >3 o bien 2 <t <3.

Ya que no hay ¢ € R tales que ¢t < 2 &t > 3, entonces la desigualdad se cumple s6lo cuando
2<t<3.
Por lo tanto, la desigualdad s(¢) > 30 se cumple cuando, y sélo cuando, 2 < ¢ < 3.

c. Primero determinamos los instantes en que la pelota esta 20 metros arriba del suelo.
s(1) =20 & 512 +25t=20 & —5t24+25t-20=0 &
& S5t -5t4+4)=0 & t1>°-5t4+4=0 &
& (t—-1)@—4)=0 < t=1obient = 4.

Luego calculamos la velocidad intantdnea de la pelota en cualquier instante ¢.

v(t) = %s(t) = %(—Szz +251) =
s(t+h) —s@) _ —5(t + h)* +25(t + h) — (=5t + 25¢) _

=1If Ii
k) A k) I
. =5(t% +2th + h?) + 25t + 25h + 5t% — 25¢
= lim =
h—0 h
—10th — 5h% + 25h
= lim N lim (=10 — 5h 4 25) =
h—0 h h—0
= —10¢ + 25.

Finalmente, obtenemos v(1) = v(t = 1) & v(4) = v(t = 4):
v(l) =—10(1) +25=—-10+25=15 = v(l) = 15m/s.
v(4) =—10(4) +25=-40+25=—-15 = v(4) = —15m/s.

El signo positivo de v(1) = 15 m/s nos indica que la pelota va hacia arriba y el signo negativo
de v(4) = —15m/s nos dice que la pelota se dirige hacia abajo.

O



CAPITULO

6

Reglas de derivacion

6.1 Reglas basicas de derivacién

Ejercicios 6.1.1 Utilizando reglas de derivacion, calcular la derivada de las funciones siguientes:

1. f(x) =1—2x +3x2—4x3.

v
d
f(x) = E(l —2x +3x%2 —4x3) = 0-2(1) 4+ 3(2x) — 4(3x?);
f/(x) = =2 + 6x — 12x2%,
3x10 4x6  5x3 9
2 = _ - 4= _Z
s =—Z -5 t5 3
v oy L (B0 59
EW =0 s 3 "6 2)7

_3 oy 4 5 30 — (19 5,22
_5(10x) 3(6x)+6(3x) 0=6x" —8x +2x.

2 3 4 5
M= - a5 T

293
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\/
d (2 3 4 5
Wty=—[—-—=+——-— ) =
® dt (3t 4t2+5t3 6t4>
d (2., 3 _, 4 5 5_,
=— |zt -t -t — =t =
dt(3 R 6
2 -2 3 -3 4 —4 ) -5
= —(—t7°) — = (-2t —(=3t77) — = (—4r =
FT) = 2T+ (3T = 2 (4

2 3 12 10

32 20 5 s

O
4.y =4/x3 —6/x* +8Vx5.
dx dx dx dx dx B
= G"“> ¢ (5’“”) + (ﬂ”“) = OV SRR I0VR
O

1 1 1
u —_— e _—— -
YOy Yy
\{
du _ d (L _ L _ > d (y—l/z A y—1/4) -
_ L5 Y 1 -
- _Ey + §y +7 4 T 2y32 + 3y4/3 + 4y5/4 ~
1 1
= -+

‘ 32 —4y +5
' 6y
Voux d (3% —4y+5\ d (3,1 4,1 5
_— = — - = — —yz_i —_ —yl_i + _y—l/Z =
dy dy 6.y dy \6 6 6
_d (Y s 2 0 S a3 a2 (0 L S s
_dy(Zy 37T —2\2” 3127 Tl -
3 1 5 3 1 5
:Z 1/2___—:_ﬁ_

3VF 1257

YT T 132 T g
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O directamente:

1 1
d (3y2—4y+5> _ (6y —4)6y2 —3y 2(3y> —4y +5)

dy 6.y 36y
3 L 3 L _1
36y2 —24y2 —9y2 4+ 12y2 — 15y 2
= 36 =
3 L _1 L _1 _3
_27y2—12y2—15y 2 _9y2—4y 2 -5y 2
N 36y N 12 N
3 1 5
=TS T e
O
1 1 1
7.y=(x—~-+— ——).
r= (i) (- 5)
A\
d 1 1 1
r 4 T —— | =
el n) (- )
1 1 d 1/2 _1/2) 1 d -1 -2
—(x x+x2>dx(x —x + | Vx— - dx(x—x +x7?) =
I W4 BT YA 1 PN
1 1 1 1 1 1 2
=(x—=—+=)(=—=+—1= —— ) (1+=-=).
(i) o) (- 5) (055
O efectuando el producto primero:
(e 1 SN N
y=x-—-x"4+x)x2—x"2)=
3 L _1 _3 _3 _3
=X2—X2—X 2+4+x 24+Xx 2—x 2 =
3 L _1 _3 _3
=x2—x2—x 24+2x 2 —x 2.
Y derivamos después:
! dy—3x% 1x_%+1x_% 3x_%+5x_%—
Cdx 2 2 2 27 T
EEN- SR N 3,5
2 2Jx 0 2Jx3 0 xS 24T
[l

8. z=(x3+1)2(x2-1)>.
v d
Z/ — E [(X3 + 1)2(X2 _ 1)3] —
— (X3 + 1)Zi(x2 _ 1)3 + (XZ _ 1)3i(x3 + 1)2 —
dx dx

=3+ 1)Zi(x6 —3x* 32— 1)+ (x2 - 1)3i(x6 +2x3+1) =
dx dx

= (x> + D26x° — 12x3 + 6x —0) + (x% — 1)3(6x° + 6x2 4+ 0) =
= (x3 4+ D2(6x° — 12x3 + 6x) + (x2 — 1)3(6x° + 6x2).
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1+ 3
9. =3
Y 1 3 d 1 3 1 3 d 1 3
dx _d (140 _ U=+ —UHOTA=) (1 -23)3R2) - (1 +2)33) _
dt dr \1-13 (1—13)2 (1—13)2
32— 41417 62
B (1—13)2 (1137
O
10 . 2x
IR
v dy d [ 2x \ _ (+42)-20)2x) _
dx dx \x2+4) (x2 + 4)2 N
w48 -4x?  2x2 48 2(4—x?)
2442 (242 (2442
O
3u+2
Vodw  d (3u+42\ @u2—903)—Gu+2)Eu)
du  du \4u2-9) (4u? —9)? N
_ 12u? — 27 — 24u? — 16u _ —12u? — 16u —27 _ 12u? 4+ 16u + 27
B (4u? —9)2 o (4ur-92 (4u? —9)2
O
VT w1
\ 2
dv _ d 1 L @r—w DO —1Qw—1)
dw dw \w2-—w+1) (w2 —w + 1)? N
_ —2w + 1 _ 1—2w
w2—w+ 12 w2—w+ 1)’
O

6.2 Regla dela cadena

Ejercicios 6.2.1 Utilizando reglas de derivacion, calcular la derivada de las funciones siguientes:

1.y =(3x*-2)°.

v dy

dy d 4 5 _ 4 4 d o4 _
dx(3x —2) =53x"-2) dx(3x 2) =

dx
=503x* —2)*(3)(4x>) = 60x3(3x* — 2)*.
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1\ 10
2. U= (t + —> .
t

v du_d (VY L
dt  dt +t n +t dt(+ n

3 1\’ o 1\’ 1
_10(z+;> (1—1 )_10(z+;> (1_72)‘

Il
3. z=4\/1—-y2
Y d_Z_i4 1— 2_41(1_ /2 =y 1 (1- 2)—1/21(1_ 2y =
dy dy = dy Y N 2 Y dy y=
2 —4y
(1_y2)1/2( ») 1—y2
([
5
4 W= ———.
YT Guz )2
' dw_d[_5 —1[5(3u2+1)—2]—si(3u2+1)—2—
du  du [Qu2 +1)2]  du "~ Tdu N
d —10 —60u
=52)Cu*+ )P —Gu’+ )= ————(6u) = ———.
()G + D G+ D = G s = Gz
O
5. x = 6
3y5_2
v d d 6 d d
X
R :_6 5_2—1/3:6_ 5_2—1/3:
dy dyls/—ys_zl dy (y ) dy(y )
1 _aa d -2 —10y*
=6(—=)0° -2’ -2)=—" _(5pH = ———.
( 3)(y ) dy(y ) (y5_2)4/3(y) o5 2
Il
1
6. y=+4[x+4/—.
X
A\
dy d _1\2 1 d _1
dx ax\tr )= Tax\" "7 7
2 -
x+ﬁ
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1—3x?

X

7. fx) =

1— 2\ 2
Y Escribimos f(x) = ( 3 >
X

b 1 —6x xx—(1-3x%) 1 x  —6x®—143x?
fix) = =3 =
5 [1—3x2 x? 2V 1—3x2 x?

X
_ —3x%2-1 x 3x2 4+ 1 X
T2 Vo3 2x2 1—3x2°

y de aqui

8. f(z) = V4z2 + /27 -2z
¥ Tenemos
) = ! [82 PN S (—2)] =
2V 422 + /27 -2z 2427 =2z
1 1
_ 8z—7> .
2\/4224—«/27—22( V27— 2z
RS
Y=oy
v 1 1,
dy d L fartl d (+1\3 14+ I\Td (a1
dt — dt\ 2—5t dt\2-5) 3\2-5¢ dt \2—-5t)
d d
| 4141\ "3 (2= 51) (41 + 1) = (4 + (2 = 51)
_5(2—5t> (2—51)2 -
2
1@ +1)73 [(2 —5t)4 — (41 + 1)(—5)]
= - . _
3 2—503 (2 —5t)?
2 2
4+ )32 =50 + 564+ )] (4 +1)73(8 =200 +201 +5)
- 4 - 4 -
32-51)3 32-50)3
2
(4t +1)73(13) 13
- i = 4 2
3(2—5t)3 3(2—50)3(4f +1)3
Luego
dy 13

dt 33/ Q2=50)*(@41 + 1)*
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10, y=xvx+/x+1.

A\
dy d /
= - / 1) =
I — dx (x X+ x+>
d 7 S ——d
:xa(x+«/x+1)2+ x+«/x+la(x):
1
1 77l d /
:xi(x+«/x+1)2 E(x+«/x+1)+ x+vx+1(1) =
1 -3 [d d 1
= §(x+«/x+1) 2[—(x)+—(x+1)5]+ x+/x 1=
1
=3 il l[1+ Y412 (x—l—l)]—i— x+/xrl=
(x+«/x+ 2
:2 [1+ x+1) 2(1+0)] X+ Vvx+1=
al I — F/x+ vl
= X X =
2vVx+v/x+1 2(x+1)%
24/
_ X x+1+1+ et T T
2Vx+Vx+1 2vx+1
2 1
_ xQVx+1+1) et l=
4x +IvVx+Vx+1
xRV F T D4+ I+ VX + 1)
4x +1vVx +/x+1
C xx+l+x+dxVx+1+4x+1)
Avx+1vVx+Vx+1
_ bxVx+1+5x+4
4x +1 x+«/x+1‘
dy  6xy/x+1+5x+4
Luego, — . O
dx  4x ¥ IVx+ Jx 1
2
11.x=L.
Vi +1
A\

dx _d (3 \_
dy  dx Vy2+1 N
d d 1
V2 +1—0Cy?) =3y*— (> + 1)2
y+dy(y) ydy(y+)

VY2 +1)?
1 1..d
V2 + 1(6y) — 3y2(5)(y2 +1)2 lg(yz +D 2+ 1(6y) - 3y2(%)(y2 + 1)_%(2y)
- y2+1 N y2+1 B

S 1
C6y/y2+ =332 + 1) 2
_ b ,
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1
Multiplicando y dividiendo por (y* + 1)2:

1 1 1 2
dx (P +D2[6y(* + D2 =3°(0* + D72] _ 690> +1)2 =3°(* +1)° _
B 1 = 3 -
@ 02+ D22+ 1) 02 + 1)
_ 6y(y* +1)—3y3 _ 6y3 + 6y —3y3 _ 3y3 + 6y

62 +1)2 prrpi VOTEDT

_ 0’42
VO + 1D
dx  3y(y>+2)
Entonces, E = W |
1
TN
¥ Observamos que
y=@x—-vx2-1)"' =
= /__(1_21);—1)_ —(sz—l—x) _ x—A/x2-1 _
Y= (x —V/x%2—-1)2 B VX2 —1(x —V/x2—1)2 B VX2 —1(x — V/x2-1)2 B
1 1
B VxZ—1(x —vx2-1) a2 o1-x2410
O
_ VEAl
¥ Derivamos
1 1
P (Vz +3)? (ﬁ) - (Vz+1D2(Jz+3) (ﬁ) _
[(VZ +3)2)?
CEY) (g (ED—| i
B (Vz +3)* B
JZ+3 Jz+1
N
(Vz +3)3
JZ+3-2(J/z+1)
_ 2z _ =z
B (Vz +3)3 S 2V/Z(JZ+3)
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Jw+1+3
(w2+1)3

¥ Derivamos

14. Si f(w) = , calcular f/(1).

w2+ 1) (2\/%_“ + 0) - (Vw+1+3)3w?*+ H)*2w
= @2+ P -

1
2 2 | (a2 —(
(w”+1) [(w + 1)2Jw—H Ww+ 1+ 3)6w

(wZ + 1)6
—6w(vw +1+3)
(wZ + 1)4

w2+ 1
_ 2Jw+1

y entonces,

Pl 6T T43) 2 —6(v3+3)
2T +1 _2V2 _
(12 + 1)4 24

1
V2 6v2-18 07071 —8.4853 — 18
16 - 16

[ =

~ —1.6111.

15. Sean @(s) = /1 — ¥ (s), ¥(~2) = =3 & y'(-2) = 3, calcule ®'(-2) .
¥ Observamos que
o) =1y (o))2
Luego, por la regla para derivar una funcién potencia y la regla de la cadena:
@'(5) = L1y = S0yl Ly =
2[1=y(9)]2

Por lo que

/ _1// /(_2) -3
®'(=2) = - -
2 -2z 2V

3 =3 3
24 2x2 47

6.3 Derivadas laterales

Ejercicios 6.3.1 Determinar cudles de las derivadas laterales [ f'(xy), f'(xg)] existen y decidir la derivabilidad de
la funcién f dada en el punto xo mencionado.

2

1. xozo&f(x):{x )

—X six >0.

six <0;
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2 . )

—h? sih>0;
- - _ fo+h) = flxo) . K .
’ Yy _ _ _ — 0
f(xo)—f(O)—hh_f(r)L h T h _}lll—l;r(l)h_o’
Ity — ety — 17 f(X0+h)—f(X0)_ p h?> — Ve (B
S ) =170 )—h1_1>r(r)1+ h oo K _}lll—l;r(l)( h) = 0.

Entonces f/(07) = 0 = f/(0T). Por lo tanto, f es derivable en xo & f'(0) = 0.

Ambas derivadas laterales valen cero

2_1 : —1:
2. xO:—l&f(x)z{x ste=—h

1—-x? si—-l<x<l.

fo)=f=)=1-(=1)"=1-1=0;

(h=12%2-1 sih—1<-1 h?—2h sih<O0;
= —1 = =
flothy=f=1+h) {1_(;1_1)2 sih—1>—1_)2h—h? sih>0:
Iio—\ / -\ 1z f(x0+h)_f(XO)_ . h2_2h_0
f) = £117) = lim m

—— = lim(h —2) = -2;
h h—0 h h—0
Tty — £l 1FYy — 11 f(X0+h)—f(XQ)_ P 2h—h2—0_ P A
f(xo)_f(l)_hl—lgh h = o h = im@—h) =2.

Entonces f/(—17) = =2 # f/(—1%) = 2. Por lo tanto, f/(—1) no existe. Esto es, f no es derivable en
X = —1.
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<

y=x2-1

y=1—x

Derivadas laterales distintas

O
3 3/2
3. xp = 5&f(x)z(2x—3) +1.
v 3
f(@:Eax—a”%m+o:xm>4fﬂ=3¢n—&
3
f'(x) = 3+/2x — 3 existe cuando 2x — 3 > 0, es decir, para x € Dy = [5, +oo> .
. 3
Estoes, f'(x) existe cuando x > 7 Entonces,
f'(xg) = f/(37) no existe, ;
+
flexd) = f'G") =3y2(3)-3=3(0)=0.
3 . . 3
Por lo tanto, 1’ 3 no existe. Esto es, f no es derivable en xo = 7
y
y=f(x)
Sélo existe la derivada por la derecha
X
3
2
O

x3-1 six <1:
—x24+5x—4 six>1.

4m:1&ﬂm:{
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fxo)=f)=—=1245(1)—4=—-14+5-4=0;
(1+h)* —~1 sil+h<l;

f(xo+h)=f(1+h)={_(1+h)2+5(1+h)_4 sil+h>1;

) 1+3h43R2+ 02 -1 sih <0;
| —-1—-2h—h*+5+5h—4 sih>0;

B {3h+3h2+h3 sih < 0;

3h —h? sih > 0.
_ _ . flo4+h) = fxo) .. 3h4+3R%Z+0> 2
/ — / — J— ) frd N
S =700 =l Rl S— iy G A3y =3
FrvAN . fr1HY 14 f(X0+h)—f(X0)_ . 3h—h* . N
filxg) = £ = lim, h = im g im G —h) = 3.

Por lo tanto, f es derivable en xo = 1; ademas f'(1) = 3.

> X

j \ Las derivadas laterales son iguales

-

(x—2)? six <3;

> xo:3&f®€):{m six >3

v

flo)=fB)=3B-2>=1=1;

B _JIB+m =22 si3+h<3 _ [[B+h)-2> sih<0;
f(x°+h)_f(3+h)_{,/2(3+h)—5 si3+h>3_{,/2(3+h)—5 sih>0;
_Ja+m? sih<0  [1+2h+h* sih<O0;

)\ VI+2h sih>0 | J1+2h sih > 0;
flxo+h) — f(xo) 1+2h+h2—1

/ ) = / ) = i i _ = i = N
()= f'G7) = lim . = lim - Jim 2+ h) =2
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' ~rpaty e S0+ h) = flxo) o VI+2R—1
f(xo+)—f(3+)—h1ir(r)5r - = lim ———— =

— m (VA +2h—D(/A+2h+1)
T ot h(VT+2h+ 1) B
) 1+2h—1

= lim ———
h>0+ h(v/1+ 2k + 1)
2

2
= lim —— =
h—0t+ /1 +2h + 1
2 2

T ir200+1 Vi1 2

Concluimos que f no es derivable en xo = 3.

f(x)

La funcién es continua en xo = 3, pero no es derivable es ese punto.

6.4 Derivadas infinitas

Ejercicios 6.4.1

Para las siguientes funciones, encontrar dénde la derivada se hace infinita y determinar si es +00 0 bien — oo.

1. f(x) =+x—4.
M 1 1
SO =Va—d=(-9" = fl)=06-4" = ——.
2 2Vx —4

Entonces,

f'(x) € R para cada x > 4;

f/(x) no existe cuando x < 4.

La tnica posibilidad para una derivada infinita es f/(4™).

i JGED @ V@R -4 VA4
im =——— = |lim
-0+ h h—>0+ h

[ =
h
Puestoqueh - 0t = h >0 = Vh? = | h| = h, entonces:

r(aty — 1 = {; —_— = { —_ =
S = h1—1>I(I>1+ N h1—1>I(I>1+ h? h1—1>I(I>1+ B oo

Por lo tanto, f/(47) = +o0.

<«——— Las derivadas laterales son diferentes
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2. gty =135 .

3 3 3
YV gt)=15 = g'(t) =172 = =—=.
g() g'(1) z 525 = 553
Observamos que g’(¢) € R para cada ¢t # 0, por lo cual la tinica posibilidad para una derivada infinita
estient = 0.

También v72 — 01, cuandot — 0~ y cuando t — 0t:

poy e 8O —g© -0 1
g (0) = lim p— = lim . —}13(1”2/5_+<>0.
Por lo tanto, g’(07) = +o0 & g’ (0") = +o0. .
3.9 =0 -2 +1.
2 2
A\ =(y=22541 = &' (y) = =(y —2)73/5 = .
p(») =0 -2+ '(y) S(y ) 55 =27

Encontramos que ¢’(y) € R para cada y # 2, por lo que la tinica posibilidad para derivadas infinitas
estieny = 2.

y—>2T =2y<2=y-2<0= (1y-2°3<0= YO -23<0= VYOHr-23->0 =

imé—oo = ¢'(27) = —o0;

y=>2T =2y>2=9-2>0= (y-2>3>0= J(r-23>0= JY(r—-23->0" =

Ity
iS(y—2)3/5_>+oo = ¢'(27) = +o0.

Por lo tanto, ¢'(27) = —00 & ¢'(21) = +0. .
4o w=(1-u?P+1.

2 -2
V w=>0-u?B+1=fw = f'u)=1-u3-1)= -—=.
(1-u) F) = fw = 50— ) = e
Vemos que f'(u) € R para cada u # 1, por lo cual la tnica posibilidad para derivadas infinitas estd
enu = 1.
-2
Uu—-1" su<l =2 1-u>0= V1-u>0= V1-u->0" = —— <0 =
3V1l—u
-2
=5 ——— > -0 = f/(17) = —c0.
w S
-2
u—-1" z2u>1=21-u<0= V1-u<0= V1-u-0 = ——x>0 =
3Vl—u
-2
= ——— 400 = f'(17) = +o0.
T S1an)
(|
5. y=1++V3-2x.
v 1
y=14++4/3-2x=g(x) = g’(x) = 5(3—2)()_1/2(_2) =
—1 -1
= g'(x) = = =
§ =T o0 T A

3 3
= g'(x) € R para cada x < 3 & g’(x) no existe cuando x > 3
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La dnica posibilidad para una derivada infinita es g’ (% )

()= i f(3+n)-¢(3) _

2 h—0— h h—0— h

Yaqueh -0~ = h<0 = Vhi2=|h|=-h = h=-Vh? =

:—limm:—lim _—Zh:—h'm _—2:
h—0~ \/h_z h—0~ h? h—0~
=— lim —g = —00
h—0— h
Por lo tanto, g’(% ) = —00. O

6.5 Derivadas de orden superior

Ejercicios 6.5.1 Calcular la sequnda derivada de cada una de las siguientes funciones:
1. f(x) =2x%—15x*—1.

v
f(x)=2x—15x* -1 = f'(x) = 12x° — 60x> =

= f"(x) = 60x* — 180x2 = 60x%(x% —3) =
= f"(x) = 60x%(x* - 3).

O
2. g(x) = (Bx2—-1)°.
g(x) = (Bx%2—1)° = g'(x) =53x% — D*6x) =30x(3x2 - 1)* =
= g”(x) =30 [(x)43x? — 1)*(6x) + 3x* — D*(1)] =
=30(3x>— 1) [24x? + 3x*> — )] =303x* — 1)’[27x* - 1] =
= g”(x) =303x2 = 1)>Q7x% - 1).
O
2u+1
Sy= 3Ju—2"°
v S 2u+l dy Gu-2)@-Qu+13  6u—4—6u—3
YT 32 T au Gu —2)? T Gu-22
dy _ =7 _ 2
d*y _ -39} — -3 _ 42
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t2
4. w=
e
v o N dw (=42t —1?Q1) -8t N
124 dt (12 —4)2 S (12 —4)2
. d?w (1 —4)%(—8) — (=81)2(12 —4)2t  —8(1> —4)> +321%(1> —4)
dr2 (t2 —4)* B (t2 —4)* ’
d?w 8> — 4[> —4) +41?]  8[-12 + 4+ 417
d2 (12— 4)4 N EE E R
d*w _ 8(3t2 +4)
iz~ (12 —4)3"°
O
3y
5. u=
u 2+
\ 2 2
g du _ (y*+1)3-3yQ2y) _ 3-3y
y2+1 dy (2 +1)? (2 +1)?
N du (2 +D?(=6y) =301 = y*)2(y* + D2y _
dy? O+ D*
_ (2 + D2 +1+2-2y%]  —6y(3—y?)
O+ D* (O +1)3
d*u _ 6y(y* =3) _ 6y(y = V3 +V3)
dy?  (y*+1)3 2+ 13 ’
O
6. y =x24—
v 8
y=x?4+-—=x?4+8x"' = y =282 =
X
16 16
= y'=2+416x7=2+— = y' =2+ .
X X
O
7.z=3-1%3%2.
M 3 dz 3
z=03-123% = - =50 — )2 (<2t) = =313 - H)/? =
L 2z (305G =212 (-20) + (3 - 12)1/3(-3) =
dt? 2
_ 3t2 3 2\—1/2 3(3 2\1/2 __ 3t2 3(3 2\1/2 __
=33 —1°) -33-17) —m—(—f) =

32 =33—1%)  3*—-9+3> 612-9
G O RV RV
d?z 3212 —3)
arr 32
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" —4
8.w:( > .
u+1

v
u \7* u=*4 (u + 1)* u+1\* 1\*
u+1 (u+ 1)+ ut u u
w=>1+uhH* = fl—l;’ =41 +u ")) =421 +u ") =
d*w Y —1\2 2 —1,3 -3
= s = )3+ )+ () AT =
=1R2u 1+ u )2 +8u 31 +uh) =
RO+uH2 s +uhH 120 +u1H? +8u(l+ul)3
= 1 + 3 = 1 =
u u u
41 +u')? 41+ u")? 4 1\?
S Ul s B S S G [l 0 9 A (1 + —) Qu + 5);
u u u u
d*w 4 [(u+1\? 4
qu_‘*( ) (2u+5)=u—6(u+1)2(2u+5).
O
o 1
X = .
yi-y+1
v
L 1 dx (P’ —y+1D0-1Qy—-1)  1-2y
Sy —y+1 T ody (2 —y+1)2 -y 12
Px (- y+ D22 -1 =292 -y + D2y -1 _
dy? =y +D?
_ (D02 -y + D02 -y + D+ =22y = D] _
2=y +D*
22—y 4+ l—4y? Hay— 1] 2(=3y2+3y)  6(y*—y) |
2=y +1D3 O02=y+D>  (2-y+D¥
d’x _ 6y(y—1)
dy>  (y*—y+ 13
O también
dx dO?—y+ 1)1
dr A 0rD ey ney-n -
dy dy
d?x 202y —1)2 2
= —— =2(y>— D32y -1 -2 - D22 = — =
2 O=y+D "2y -D"=0"—y+1 -y T 1P OI—yrI)p
2@y -1 =20 —y+1) 6y —6y  6y(y—1)
2=y +1)3 02=y+D> (2-y+D¥
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10. y =xv/1—x2.
v
y=xvVl—x2=x(1-x»)? =
=y =x@0 =220 + (1= 2))2(1) = (1 )T+ (1 =D =

= y" = (=x)(=H = xH) 72 (=2x) + (1 = xH) 72 (=2x) + 11 = x?) V2 (=2x) =
3

P 3x X3 =3x(1—-x?)  —x?—3x+43x*  2x3-3x
=)y = (1—x2)3/2 o (1 —x2)1/2 - (1 —x2)3/2 - (1 —x2)3/2 - (1—x2)3/2 =
" x(2x2 B 3) .
=——— ,six e (—1,1).
(1—x2)/T—x2 1D
([
Determinar la n-ésima derivada de cada una de las siguientes funciones, para el niimero n dado:
1. n=4 = _
n=4& (0=
A\
1
S =5 = @x+ D= flo)=-12x+1D)7?Q) =22x+ 1) =
= fx)==2(2)2x+ D3 =222x+ 173 =
= fO1) =22=3)2x + DT*2) = -3*ex + D =
= [P0 =304 + D7) =30 + D7) =
_ 3(2)7 2\’
D) =307+ 1) = —>— =12 :
= [P0 =3Q)7Cx+ 17 = 5s 2+ 1
Il

2
12. n =5&g(t) :z3+;.
M 2
gty =1+ - = Prul s g =3>-202 >
= g’ =61+4> = g®n)=6-12t"* = g®P@O)=0+48"° =
240
= g® @) = 48)(=5t7%) = 2407 = -

Il
au —
1B.n=4&w = (con a, b constantes) .
au +b
A\
au—>b dw  (au +b)a — (au —b)a 2ab _
— g = = 2ab b
v au +b = du (au + b)? (au + b)? ablau+ by =
2
= Ccli 1;1 = 2ab(=2)(au + b)3a = —2%a*b(au + b)3 =
u
d3w

= 5= —22a2b(=3)(au + b)"*a = 32¥)a’b(au + b)™* =
u
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311
d*w
= = 322)a*b(—4)(au + b) 2a = 32%)a*b(—2%)(au + b)° =
d*w —3(2)4a4b
i, _3 24 4 -5 = " -
o 2%a"*b(au + b) (au 1 b)°
O
14. n=3&x=0(p%2+1)°.
A\
2 5 dx 2 4 2 4
x=0p"+1) = E:S(y +1D)%2y =10y(y"+ D" =
dzx 2 3 2 4
= 7 10[(»4(y" + D2y + "+ D*D)] =
d*x 2 31g.,2 2 2 30042
= W:m(y + D78y + (" + DI =100"+1)°Oy" + 1) =
d*x 2 3 2 2 2
= 55 = 10[(y* + 1)°(18y) + (9y* + D)3(y* + 1)*2y] =
=100 + DXONBO* + D+ Oy + 1] =
d3
= 5 = 6007 + 1201257 +49) = 240007 + 173y + 1)
Il
2
15.n=3&y = 2-1
A\
2 2 2
X , (" =D2x—x"(2x)  —2x
L ¢
L e =GR DPED) (20262 - 02x 26— )4 8626~ 1)
(x2—1)* (x2=1)*
vy 202 =D[=(x* = 1) +4x?]  23x*+1)
= yi(x) = (2 —1)* T o(x2-1)3
2 3 2 2 2
@ (2= 1)32(6x) — 2322 + 1)3(x> — 1)2(2x)
R (2= 18 -
@ _ 12x(x2 =1 —12xGx? + D(x? = 1)?  12x(x* —1)2(x? —1-3x - 1)
Yo (xZ—1)8 N (x2—1)°
12x(—2x2—-2) —24x(x%2+1)
3 — =
= (x2_ 1) (x2— 1)
Il

6.6 Derivacion implicita
Ejercicios 6.6.1
1. Dada la curva definida por y3 + 3y? = x* — 3x2.

a. Obtener la ecuacién de su recta tangente en el punto (-2, 1).
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b. Calcular las abscisas de los puntos sobre la curva con rectas tangentes horizontales.
v
a. Efectivamente el punto (-2, 1) pertenece a la curva, pues sus coordenadas satisfacen a la ecuacién:

P43x12=(-2)*-3(-2)2 © 1+3=16-34) & 4=16—12.

d
Suponemos que y = ¢(x) y calculamos d_y derivando implicitamente con respecto a x.
x

d 3 2\ d 4 2y.
dx(y +3y)—dx(x 3x%);
a
dx

Aplicando la regla de la potencia y la regla de la cadena:

o =3Lx2).

d d .
a()’ )+3E(Y )= Ix

3y2d—y +3 ( yﬂ> = 4x3 —3(2x);

dx dx

dy dy
3y?—= + 6y—— = 4x> — 6x;
ydxjL ydx o Y

d
3y* + 6y)ﬁ = 4x3 — 6x;

dy _ 4x*—o6x
dx  3y2 46y’
d
Calculamos la pendiente m de la recta tangente evaluando d_y en el punto P(-2,1):
x
422 -6(=2)  4(=®)+12 32412 —20 e 20
T332 +6(1) 0 346 9 9 Ch
Usando y — y1 = m(x — x1), la ecuacién de la recta tangente es:
20
y—1=—-Sk— (2
20
y—1 =—g(x+2);
20 40 T
= ——X — — ’
Y=79%
20 31
= ——X — —
Y=79"

b. En los puntos Q(x, y), donde la curva tiene rectas tangentes horizontales, se cumple que m = 0,

0 sea que, & =0.

dx
3
Z—iz%zO@4x3—6x:0<:>2x(2x2—3):O<:>
@{ 2x:o@{x:o@{xz%@’“‘03i
2x2-3 = 0 2x2 = 3 x2 = = x = 44/
2 2
x = 0
3
= x:\/;
_ \f
X——E.
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Hallamos que son 3 puntos donde esta curva tiene rectas tangentes horizontales y que las ab-

scisas de dichos puntos son:
3 3
x| = —\/;,xz =0 &x3 = \/;

2. Dadala curva 2(x? + y2)? = 25(x2 — y?).

d
a. Obtener & = y'.
dx
b. Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto P(3, 1).

v

d
a. Suponemos que y = ¢(x) y calculamos d_y derivando implicitamente con respecto a x.
x

d d
—[2(x* + y*)?] = ——[25(x* — y?)];
dx dx
d d
142 22 _ 554 2 2y
SR =25 =)
2002 + 2P L2 1) =25 L (2 - )2,
dx dx
d d d d
4 2 2 2 = v2) = 2 2 2.
(x +y)(dxx +dxy> 5<dxx dxy>’
4(x* + y?) 2x—|—2yd—y =25 2x—2yd—y ;
dx dx

d d
8x(x* + y?) + 8y(x? + yz)—y = 50x — 50y—y;
dx dx

d d
8y(x? + yz)—y + 50y—y = 50x — 8x(x% + y?);
dx dx
d
[8y(x* + y*) 4 50y] ﬁ = 50x — 8x (x> + y?);

dy  50x —8x(x% + y?)

dx ~ 8y(x2+y2) + 50y
2 [25-4(x 4+ yY)]
C 2y [4(x2 4+ y2) +25]
_ x[25—4(x% 4 y?)]
oy [A(x2 +y2) +25]°

b. Efectivamente el punto P(3, 1) estd sobre la curva 2(x? + y?)? = 25(x? — y?), pues sus coorde-
nadas la satisfacen:

2324172 =25(32-1%) & 209+ 1)? =25(9—1) & 2x 10> =25%x8 & 2x 100 = 200.
dy .
Valuamos I el punto P (3, 1) para tener la pendiente m de la recta tangente:
x

C3[25-4(37+1%)]  3[25-4(9+ 1]  3(25-36—4)
CO1[4(32+12)+25] 409+ 1)+25  36+4+25
3(-15)  3(=3) 9

65 13 13




314 Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

Usando y — y1 = m(x — x1), la ecuacién de la recta tangente es:

9
y &3

| 9 4 27
— = ——X —
Y 37713

9 4 27 T

= ——X _— ’
RN ERREE
9 n 40
RN ERRNEY

O
. . 4y? —3x2y
3. Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva e —lenelpunto (-1, 1).
—4x

¥ Observamos primero que el punto (-1, 1) si pertenece a la curva, pues sus coordenadas x =
—1 & y = 1 satisfacen la ecuacién
4X12—3(—1)2X1_4x1—3x1x1_4—3 1
3—4(-1)2 - 3-—4x1 S 3—-4 -1

Para hallar la pendiente de la recta tangente, se deriva implicitamente con respecto a x (pensando que
y es funcion de x):

4y? —3x2 3
A0 AU RN 4y2—3x2y:—3+4x2,(si3—4x2760,osea,x7é:l:£),'
3 —4x? 2
obtenemos
d d
a(4y2 —3x%y) = E(_3 +4x?) =
= 8y xy’ —6xy—3x?y = 8x.
y de aqui despejamos y’
8x + 6xy
8y —3x%)y’ =8x +6 e
8y —3x%)y x+6xy =y 8y —3x2

En el punto (-1, 1), la pendiente es:

oy~ BEDH6CDXT_ —8—6 14 14
m = —1, = = = = ——
Y 8x 1—3(—1)2 8—3 5 5

La ecuacién de la recta tangente pedida es

= Bein o LV SR
J— = ——(Xx = ——X — —
Y 5 YETSY TS
. 4 l4-5 14 9
=——x—-—" =——x—-2.
Y=77% 5 y="%%75

O

4. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva 5x2y + 8x*y? — 3(»° + x3)2 = 1 en el punto
(1, 1.
¥V El punto estard sobre la curva si sus coordenadas x = 1 & y = 1 satisfacen a la ecuacién de la
curva. Vedmoslo; ponemos 1 en lugar de x & y, con lo cual tenemos:

512 x 1+8(M*(1)* =3[(1)° + ()PP =5+8-3x22=13-3x4=13-12=1
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y verificamos que el punto efectivamente est4 sobre la curva.
Hallemos ahora la pendiente de la tangente derivando implicitamente con respecto a x
10xy + 5x2y" +32x3y% + 16x*yy’ —6(»° + x>)(5y*y’ + 3x2) = 0.
Trasponiendo términos y factorizando y’:
y/(5x2 + 16x*y —30y° —30x3y*) = —10xy — 32x3y% + 18x2y° + 18x°;

despejando y’
,  —10xy —32x3y? + 18x2y° + 18x°
C 5x2 4 16x4y —30y° —30x3y4

y ahora en el punto (1, 1):

, —10—-32+4+ 18 4+ 18 —6 2
Y1) = ===
5416—-30-30 -39 13

es la pendiente de la recta tangente; su ecuacién entonces es:

5. Obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva definida implicitamente por
(xy% +9)? = (y +2)*/? en el punto (0, 25) .

¥V Efectivamente el punto (0, 25) pertenece a la curva, pues sus coordenadas satisfacen a la ecuacién
(04 9)% = (25 +2)*/3, pues 81 = (¥/27)* & 81 = 3%,
Calculamos la pendiente de la tangente a la curva derivando con respecto a x:
4
20y* +9)0% +2xyy) = 2 + 2"y

Trasponiendo términos,

2(xy? + 9)2xyy’ — g(y +2)1/3y" = —2xy* — 18y2.
Factorizando
y’“ﬂmﬂ+%—gw+%”3=—%mﬁ+%f:
luego, por ultimo, despejando y’
_ —2(xy* +9)y*
4xy(xy2—%9)"g(y—%2)”3’

y

y en el punto (0, 25), la pendiente de la tangente es
—18x252  18x625 5625

/
y (O’ 25) = - ’
—Z@5+ 21 4 2
. 2 . .
y la pendiente de la normal es ~3¢25’ POT lo que las respectivas ecuaciones son:
5625 5625 .
y—25= — * =y = 7 * + 25 es la ecuacién de la tangente;
25 2 = 2 +25esl i6n de 1 1
—25=——= = — x es la ecuacién de la normal.
Y 5625 7T 5625
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6. Encuentre la pendiente de la recta tangente en el punto P(1, 1) de la Lemniscata de Bernoulli

(x? + y?)* = 4xy.

¥V Efectivamente el punto P(1, 1) estd sobre la Lemniscata, pues sus coordenadas la satisfacen:
(1 +1°)? =4x1x1 = 4=4.

Calculemos la pendiente de la recta tangente derivando implicitamente con respecto a x:

2(x% 4+ y3)(2x +2yy’) = 4y + 4xy’.
Trasponiendo términos, para despejar y’

4y(x? 4+ y?)y' —dxy’ = dy —dx(x* + y?).

Dividiendo toda la ecuacién entre 4 y factorizando y':

VG2 +y?) =]y =y —x(x* +y?).

Por lo que:
, Yy —x(x2+y?)
YT —x
Y en el punto P(1, 1), la pendiente es:

1-112+1%)  1-1(1+1) 1-1x2 1-2 -1

= = = =— =1
112412 =1 10+0)—1 1x2—-1 2—-1 1

m=y'(l,1) =

7. Encuentre todos los puntos de la curva x?y? + xy = 2, donde la recta tangente es horizontal.

Y Suponiendo que la curva es la grafica de una funcién derivable y = f(x), la cual esta definida
implicitamente, su derivada esta dada por

2xy* +2x%yy' +y +xy' =0 =
= 2x%y +x)y' =-Q2xy* +y) =

ooy = _Cxy+Dy  @xy+ Dy
2x2y + x 2xy + Dx’

1
y'=0siy =0o0bien2xy +1=0 & y:—z—,xyéO.
x

Ahora bien, y = 0 no corta a la curva dada, pues no existe x tal que x? x 0> + x x 0 = 2.

1
Veamos ahora si hay puntos de la curva tales que y = 5y resolviendo el sistema:
x
x2y? +xy = 2;
—_— 1 .
T
. 1 . . .
sustituyendo el valor de y = —5, la primera ecuacién (la que determina a la curva):
x

x? n 1 ) = I 1 )
— tx|—= )= ——5=2.
4x2 2x 4 2
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Por lo que tal curva no tiene tangente horizontal.

Este resultado lo podemos comprobar pues podemos hallar explicitamente la funcién y = f(x).

Despejando y de la ecuacion:

1 -1
- —x £ V/x2+8x2 —x=+3x ~
Xy 4+xy—2=0=y= = —Jx
2X2 2x2 —Z = 2y
Entonces las derivadas de cada una de las funciones y = x~! & y = —2x7!, respectivamente, son:
1
y{ = —x7?> = —— & y; = — nunca son igual a 0, por lo que no tiene tangentes horizontales. O
X X
dy o 02002 2 3 2
. Encuentre Ix en la ecuacién y“(x* — 1) +3(2y° — 1) = 0.
x
¥V Derivemos implicitamente con respecto a x:
2yy' (22 = 12 4+ 2y2(x2 = D2x + 6(2y> — 1) x 6y?y' =0 =
= [2y(x* = D> +36y*(2y° — D]y’ =4xy*(1 —x%) =
oy 4xy%(1 — x?) _ 2xy(1 — x?) Sy £0
2y(x2 —1)2 +36y%2(2y3 —1) (x2—12+18y(2y3—1) '
Vemos que (x2 — 1)? + 18y(2y® — 1) tiene que ser # 0. O

. Determine la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién definida implicitamente por

3x2—x2/y + y* =3enelpunto (1, 1).

¥ Enefecto, el punto (1, 1) pertenece a la grafica de la funcién, pues sus coordenadas x =1 & y =1

satisfacen la ecuacién ya que

3x (12— (1)2V1+ (1) =3-14+1=3.

La pendiente de cualquier tangente esta dada por

x2
6x—2xf—2ﬁy’+3y2y’=0 & y’(3y2—
2x./y — 6x
¢> y/:\/—ixz.

3y2 —
2y

En el punto (1, 1) la pendiente es
2x1/1—-6(1) 2-6
y'(1,1) = 12( =—

2_ - 3=
3(1) o >

Por lo que la ecuacién de la recta tangente es

8 8 8 8
y—1=—§(x—1) =>y=—-x+t_-+l=>y=—-x+—_.

5 5

X

2

vy

>:2xﬁ—6x &

5

Y Vemos que:

V3x2y3 +2x2 —y =44 2x = 3x2yd 202 —y = (4 +2x)2

13
5

10. Obtener la ecuacién de la recta normal a la curva /3x2y3 + 2x2 — y = 4 + 2x en el punto (-1, 1).
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Verificamos que, en efecto, el punto (-1, 1) pertenece a la curva
31213 +2(-1) 1 =[4+2(-D]? = 4=4.

Suponemos que y = g(x) y derivamos implicitamente respecto a x toda la ecuacién:

3i(x2y3) + Zixz - iy _x(4 +2x)> =

dx dx
d d
= 3 23yd +2xy3 +2(2x)——i—2(4+2x)2$
d d
= o222 Ly pax— L — 648 =
dx dx
= (9x2y2—1)—: 16 + 8x —4x — 6xy° =
d 16 + 4x — 6xy°
_ dy _ 16+ 4x—6x)®
dx 9x2y2 —1

Valuando en el punto (—1, 1) se obtiene la pendiente m; de la recta tangente a la curva en el punto

(-1,1).

C164+4(-)—6(-1(1)®  16-4+6 18 9
e 9(=1)2(1)2 -1 T o9-1 8 4
4
La pendiente de la recta normal es m, = ~9

La ecuacion de la recta normal es

1= dein o LV g2
—l=—=(x =——x—- =——x+=.
Y 9 YT Ty YT Ty

11. Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva 2x3y + 3xy® = Sen el punto (1, 1).

¥V Verificamos que, en efecto, el punto (1, 1) pertenece a la curva
23 +3(1)(1)° =5 = 5=5.

Suponemos que en la ecuacién 2x3y + 3xy>® = 5 se tiene implicitamente definida la funcién y = ¢(x)
que es una funcién derivable.

Derivando implicitamente respecto a x se obtiene
d
2—(x y)+3 (xy)——S =
3 dy 2 2 dy 3
$2x—+y(3x) +3 |x (3y? + 1)y’ =0 =
dx dx
3dy 2 2 dy
= 2x°—= 4 6x%y +9xy?’— +3y3 =0 =
dx dx

d
= x>+ 9xy2)d—y =-3y® —6x%y =
X

dy 3y’ +6x2y
dx  2x3+9xy?

Valuamos en el punto (1, 1) y hallamos que la pendiente de la recta tangente es:

312 +6(D%1)  3+6 9
20 912~ 2+9 117

my = —
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Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (1, 1) es:

1= ( Do ym ot bl = y=—ox
Y * YTt T YTt T
([l
12. Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva x?y? = (y + 1)2(4 — y?) en el punto (0, —2).
¥V Verificamos que, en efecto, el punto (0, —2) pertenece a la curva
0*(—2)> = (2 + 1)*[4—(-2)*] = 0=0.
Suponemos que en la ecuacién dada se tiene implicitamente definida la funcién y = ¢(x).
Derivando implicitamente con respecto a x se obtiene:
d d
—((x*y?) = —[(y + D24 -y =
dx dx
d d
= Xy =0+ 1)2 —@=y)+ (- yz)—(y +1)? =
d
= X2y 25 )220 = (v + 12 2y) L -0+ 1)— =
d
= 22yt 4 2xy? = —2)(y + 1)2— 26—+ 5
dx dx dx
d d d
= 22y 42+ 12 20— )0+ DE =20 =
dx dx dx
d
= ZRy 4250 + 1D 26—y + D) = 202 =
d
= 2[x2y + y(y2 +2y4+1)— @4y +4— y3 —yz)]ﬁ = —2xy2 =
d
= 2y + 37+ 2%y —dy — 4+ +y2]ﬁ = -2y =
d
= 2[x%y +2y3 +3y2 -3y — 4]% = 2xy? =
dy —2xy? _
dx — 2(x2y +2y3 +3y2 -3y —4)
dy —xy?
dx  x2y4+2y3+3y2-3y—4~
Valuamos en el punto (0, —2); esto es, hacemos x =0 & y = —2:
d 0 0
_y(o,_z): = =0
dx 0+2(—8)+3(4) +6—4 -2
Encontramos que la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto (0, —2) es m = 0.
Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente es:
y=(2)=mx—-0) = y+2=0x-0) = y+2=0= y=-2.
(I

13. Muestre que las rectas tangentes a la elipse x> — xy + y?> = 3 en los puntos (1,—1) & (—1,1) son
paralelas.

¥V Verificamos que, en efecto, los puntos (1, —1) y (=1, 1) pertenecen a las curvas.
Para(1,-1): 1?—=1(-1)+(-1)?=3 = 3=3.
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14.

Para (—1,1): (=1)2—(=1)(1)+12=3 = 3=3.

Suponemos que en la ecuacién x? —xy + y? = 3 se tiene implicitamente definida a la variable y como

funcion de la variable x.

Derivamos implicitamente con respecto a x toda la ecuacién:

d , d d , d
dy dy

= 2x—|x—+y|+2y—=0 =
dx dx

in—xd—y—y+2yd—y:0¢
dx dx

d
= —y(2y—x):y—2x =
dx
dy _y-2

dx 2y—x'

d
Valuando la derivada d_y en el punto A(1, —1) se obtiene,
X

dy —l-2) _—1-2 3

P — = = —" = =My,

dx| ~2-H)—-1~ —2-1 -3 4
que es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto 4.

d
Valuando la derivada d_y en el punto B(—1, 1), se obtiene,
x

dy 1-2(-1) 1+2 3

—_— = = = — = 1 = mBa

dx z M- 241 3

que es la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto B.

Ya que m 4 = mp, entonces las rectas tangentes son paralelas.

O

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva definida por 3x% + 5y% — 3x%y? = 11 en el punto

(1,2).

¥ El punto si pertenece a la gréafica de la funcién, pues sus coordenadas x = 1, y = 2 satisfacenala

ecuacion ya que

32 4+52)2 =31’ =Bx 1)+ (5x4)—3x1x4)=3+20-12=11.

La pendiente de la recta tangente es la derivada, por lo que derivamos implicitamente con respecto a

x, obteniendo:

6x + 10yy’ —6xy? —6x%yy’ =0 = (10y —6x%y)y’ = —6x + 6xy> =

,  6xy*—6x  3xy*>—3x

© 10y —6x2y 5y —3x2y
En particular, en el punto (1, 2) la derivada vale

3x122-3x1  3x4-3 12-3

y'(1,2) =

5x2-3(1)22  10—-6 4
y la ecuacién de la recta tangente es
9 9 9 9 9-8
—2=2(x—1 =2x—242 =2x-_2
y 4(x )=y 4x 4+ =y 4x 1 =

_2..1
y=7 :
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15. Determine las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva definida por la ecuaciéon

3x°
2y2 4+ 1

+Vx24+xy> =4

en el punto (1, 0).
¥V Verificamos que, en efecto, el punto (1, 0) pertenece a la curva

3(1)°

412410 =4 = 341 =4
207 +1 TVETIO +

Derivando implicitamente con respecto a la variable x,
15x4(2y% + 1) —4yy’ x 3x>  2x + y° + 5xy*y’
EIEEE N e
= [15x*Q2y% + 1) —dyy’ x3x°12¢/x2 + x95 + 2x + y° +500*Y)2y2 + 1)2 =0 =
= Y [5xy*(2y? + 1)? —24yx°/x2 + xy3] = —15x* 2y + 1)2v/x2 4+ xy5 — 2x + y°)2y? + 1)? =
o y= —30x*(2y% + 1)/x2 + xy5 — 2x + y°)(2y% + 1)?
5xy4(2y2 + 1)2 — 24x5y/x% + x)°

y valudndola en el punto (1, 0),
—30x1*2x 02+ V12 +1x0°—(2x14+0)2x0*+1)> ~ (—30—2)”
S5x1Ix0%2x02+1)2—24x 15x0/12+ 1 x 05 B 0 '

Por lo que la recta tangente en el punto (1, 0) es paralela al eje de las y, en cuyo caso su ecuacién es
x = lyladelanormales y =0 (el eje de las x). O

0=

y'(1,0) =

2
16. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a 2x2 — 3y3 + —yl = —5enel punto (0, 1).
X

¥ Las coordenadas del punto (0, 1) satisfacen a la ecuacién

2x1

—— =-3-2=-5.
Ox1-—1

2x02-3x13+

Suponemos que existe una funcién derivable y = ¢(x) definida implicitamente. Vamos a derivar la
ecuacién con respecto a la variable x para obtener:

(xy =Dy —y(y +xy’)

4x —9y*y' +2 oy =12 =0 =
= 4x—9y2y’+27(;);/__1y; -0 =
= ooty - - (xyzizl)z -0
= —9y2—7(xy2_1)2 y’=—4x+7(xy2y_21)2 =
2y?
L _4x+7(xy;1)2 |
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17.

18.

Valuamos y’(0, 1):

2
y por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente que pasa por el punto (0, 1) con pendiente 11 &

y -1 LN 2 i
=—— =——x+1.
x—o0o 11 7Y 1

Encontrar en el punto (-2, 2) la ecuacién de la recta tangente a la curva x* 4+ y3 =24

¥ Vamos a comprobar que el punto dado (—2,2) esta en la grafica de la funcién definida implicita-
mente:
(=2)* +23 =16+ 8 = 24.

Derivamos la expresién implicitamente

4 3
4x3+3y2y/:0 = 3y2 /:_4x3 = y/:_g‘x_z
y

Para calcular la pendiente de la recta tangente, valuamos la derivada en (-2, 2):

La ecuacién de la recta tangente es:

y-2 _8 8 16 _ 8 2
x—(—2) 3 Y TeT Ty T YET S

El ejercicio no pide hacer los célculos de manera implicita y en este caso podemos despejar y:
y= Y23t = 24— xY)3.
Derivamos:
y' = %(24 — I (40,

Para calcular la pendiente de la recta tangente, valuamos la derivada en x = —2:

1 _2
3 [24 — (-2)*] 3

32 1 32
= — X — = X

3 8 3

y'(=2)

42" = 38362 =

Bl= —

8
- Z
5 3

y la ecuacién de la recta tangente se calcula como antes. O

Seay = f(x) definida implicitamente por x*+3x2y +y3 = 5. Obtener la ecuacién de la recta tangente
a la gréafica de esa funcién en el punto (—1, 1).

¥V  Verificamos que, en efecto, el punto (—1, 1) pertenece a la curva

D*+3-D*(1)+1*=5 = 5=5.
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Derivando

4x3 +3Q2xy +x2y) +39%y =0 = 4x3 4+ 6xy +3x2y' +3y%2y' =0 =

4x3 + 6xy
= 3 2 2 / — _4 3 _ 6 = / - '
(x*+y9)y x—6bxy =y 36212
y valuando en el punto (-1, 1)
, 4(=1)3 + 6(=1)(1) —4-6 -10 5
y(—l’l):— ) ) = — = - = —,
3[(=1D2 + (1)?] 32) 6 3

calculamos la ecuacién de la recta tangente

- —éi l—é(x+1)—§x+§é —§x+§
x—(—nh 3 77 73 3Ty T VT Ty
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CAPITULO

7

Razones de cambio relacionadas

1. Suponga que un incendio forestal se propaga en la forma de un circulo cuyo radio cambia a razén
de 1.8 m/min. ;A qué razdn esta creciendo el area de la regioén incendiada cuando el radio alcanza
60 m?

V¥ Para un radio arbitrario r, el area del circulo es A = nr2.

Considerando que r varia en el tiempo, y que r es funcién del tiempo, es decir, que r = r(¢), entonces
A= AQ@).

Luego,
A=nr* = A@) = 7r().

Derivando respecto a ¢ obtenemos

d d . dA dr
A0 = [r?()] = 7 =

dA d
donde —— es la razén de cambio del 4rea y d_: es la razén de cambio del radio, ambas derivadas con

respecto a r.

Parar =60my d—: = 1.8 m/min tenemos

f{—f = 27(60 m)(1.8 m/min) = 2167 m*/min.

Por lo tanto, la razén o rapidez de cambio del area es:

dA
= ~ 679 m?/min.

dt
O

2. Sea{lalongitud de la diagonal de un rectangulo cuyos lados tienen longitudes x & y respectivamente.

Si x aumenta con una rapidez de ;m /sy siy disminuye con una rapidez de 7 /s:

325
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a. ¢A qué razén esta cambiando la longitud de la diagonal cuando x =3 m & y = 4m?

b. ;La diagonal estd aumentando o disminuyendo en ese instante?
v

a. Usamos la figura

£(1)

(1)

x(1)

De la figura, tenemos
C@) = x>@) + y* ()

derivando con respecto a ¢:

d 2 _i 2 2 .
E[K 0] = T [x=(@) + y“ @

20() (1) = 2x(t)x"(t) + 2y 1)y ' (1);
2x(t)x'(t) +2y@)y'(1) _ x(@®)x'(t) + y(1)y'(t)
24(1) N o(t)

() =

Por lo tanto en un momento, digamos 7o, en el que x(tp) = 3 & y(fo) = 4, se tiene
Ltg) = V32442 =+/25=5.

1 1
Sabemos que x'(fp) = 3 & y'(ty) = -7

Sustituyendo estos obtenemos

0 (to) = = =

w
N
| =
N~

|
S
N
=
N~
N W
|
—_
no] —
—

V

o

b. La longitud de la diagonal crece en ese momento, pues £'(ty) > 0.
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3. Un anuncio publicitario tiene forma de un cilindro circular recto. Determinar la variacién de su volu-
men en el proceso de inflado, sabiendo que la altura permanece constante.
¥V Sabemos que Veilindro = 772 y que h es constante, por lo que la tnica variable es r = r (7).
Entonces:
d Veilindro dr

=2nrh—.
dt T dt

dr
Conociendo r(¢) en un cierto instante y la razén de cambio del radio 2 e dicho instante, se puede
calcular la razén de cambio del volumen del cilindro. O
4. Dos automéviles empiezan a moverse a partir del mismo punto con velocidad constante. Uno viaja

hacia el sur a 60 km/h y el otro hacia al oeste a 25 km/h ;Con qué razén aumenta la distancia entre
los dos automoviles 2 h mas tarde?

¥ Usamos la siguiente grafica para representar la posiciéon de los automéviles:

Por el teorema de Pitagoras:
02 =x2 42

Obsérvese que tanto £ como x & y varian con respecto al tiempo.
Derivamos con repecto al tiempo esta relacién entre las posiciones:

d d

L2y =22 4 2y

() =2 4 9?)

d d d

L) =22 + L (2.

) = (D) + 07

208 =2x x"+2y y'.

Despejamos la derivada que deseamos evaluar:

0 C2xx'+2yy
N 20 ’

o X x'+yy
==

Por ultimo sustituimos por las condiciones proporcionadas:
x(2)=50; x'(t) =25; y(2)=120&y’'(t) = 60.

Entonces hallamos:

0= (50)(25) + (120)(60)

= 65km/h;
+/50% 4 1202
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¢’ = 65km/h es la razén con que aumenta la distancia entre los dos automdviles 2 h mds tarde de
haberse iniciado los desplazamientos.

Podemos resolver el problema de otra forma usando la siguiente grafica:

25km/h

60 km/h

3

s
El espacio que recorre el autémovil que va hacia el sur (en km) es 607, con ¢ en horas; y el del otro
automovil es 25 ¢, por lo que, por el teorema de Pitagoras, la distancia entre ambos automéviles es:

£(1) = \/(601)% + (251)% = V360012 + 625¢2 = /4225¢ = 65¢ km.

Entonces: J
ZZ(I) ={'(t) = 65km/h,

y en particular

ie(t) = 6’(t)|t_2 = 65 km/h.
dt = =

2
(|

5. Dos trenes parten de una estacién con 3 h de diferencia. El que parte primero se dirige hacia el norte
con una rapidez de 100 km/h. El otro tren se dirige hacia el este con una rapidez de 60 km/h. ;A qué
razon esta cambiando la distancia entre los trenes 2 h después de que parti6 el segundo tren?

v

L(t)
y(@)

x(1)
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Digamos que para todo valor de ¢, la posicién del primer tren es y(¢), la posicién del segundo tren es
x(t) y la distancia entre los trenes es L(¢).

Se cumple entonces que:

L? = x>+ y%
Derivando implicitamente con respecto a ¢

d d

L= L2 407

gL =7

2LL =2xx"+2yy’ = LL = xx"+yy’;
L= XXy

7 .

Si denotamos con 7 el momento en el cual han transcurrido 2 h después de que parti6 el segundo tren,
tenemos

x(f) = 120, x'(r) = 60;
y(t) = 500, y'(t) = 100;
L) = V(x[0)? + ()% = V1202 + 5002 = /14400 + 250 000 = /264 400 ~ 514.19841.

Sustituyendo, tenemos

Ly = 120X 00+ 500X100 o
514.19841

La distancia entre los trenes estd cambiando a razén de 111.2411km/h, 2 h después de que parti6 el
segundo tren. O

6. Un controlador aéreo sittia 2 aviones a la misma altitud, convergiendo en su vuelo hacia un mismo
punto de encuentro (ver figura). Uno de ellos (avién 1) esta a 150 millas de ese punto y vuela a 450
millas por hora. El otro (avién 2) esta a 200 millas del punto y vuela a 600 millas por hora.

1

Avién 1

()

Avién 2

-<
-«

x()

a. (A qué velocidad decrece la distancia entre los aviones?

b. ¢De cuédnto tiempo dispone el controlador para situarlos en trayectorias diferentes?

a. En todo momento, ¢ arbitrario, se tiene la relacién:
d*(t) = x*(1) + y*(1):
derivando con respecto a ¢:
2d(t)d’(t) = 2x()x' () + 2y(0)y (1)

y despejando d’(¢):

xX(Ox"(0) + Oy’

VX2 + y2 (@)

d'(t) =
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Si denotamos con ¢ el instante al que se refiere el enunciado:

x(to)x'(to) + y(to)y'(t0) _

d’(to) =
(t0) V/x2(t0) + y2(t0)

200 x (—600) + 150 x (—450) 187500

= —750 millas/h.
v/ (200)% + (150)2 250

b. El tiempo que tienen los aviones para llegar al punto de encuentro (0, 0) es

200

@ = g hora, avidn 1
150 1

—— = — hora, avién 2
450 3

Es decir, los aviones chocarian en 20 minutos si no se cambia la trayectoria.
|

7. Cuando un tanque esférico de radio a contiene liquido con una profundidad #, el volumen de este
liquido esta dado por

1
V = gnh2(3a — h)

20
Suponga ahora que un tanque esférico de 5 m de radio se esta llenando de agua a razén de 5 {/s.
Calcule la raz6n de cambio del nivel de agua cuando & = 1.25m (1£ = 1 dm?).

¥ Consideramos que en la férmula
1 1
V= gnh2(3a —h) =nh*a — gnh3,

tanto la profundidad / como el volumen V' estan en funcién del tiempo ¢.

Cuando a = 5m = 50 dm: .
V = 50mh? — §h3.

Derivando con respecto a ¢ se obtiene:

d d i
—V =— h*— =h?
dt dt [50m 3 ]
av dh ,dh dh
av : . dh : . .
donde T la rapidez de cambio del volumen y 2 e la rapidez de cambio de la profundidad.
| 2
Cuando av_2 l/s= 20 dm3/s &h =125m=12.5dm:
dt 3 3
20 dh dh 20
— = n(12.5)(100 — 12.5)— 12. S)— = —
3 7(12.5)(100 5) T m(12.5)(87.5) T 3 =
dh 20 dh 20
1093. 757 — = — — = ——————— ~0.00194017 dm/s.
= "7 T3 T @ T 31093750 m/s
. . : dh
Por lo tanto, la rapidez de cambio de la profundidad es i 0.00194017 dm/s. O

8. Un avién vuela horizontalmente a una altitud de 1 milla a una velocidad de 500 millas/h y pasa sobre
una estacién de radar. Encuentre la razén a la que aumenta la distancia del avién a la estaciéon cuando
el avién estd a 2 millas de la estacion.

¥ Usamos la figura siguiente:
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Ay x millas 2

1 milla

y millas

LS
I
I
I
I
I
I
I
I
I

R
(Estacion de radar)

Por el teoréma de Pitagoras, y> = x% + 12, donde y & x dependen del tiempo . Derivando implicita-
mente con respecto a f,

d , d , dy  dx dy  dx
di” _dt(x +D izydt _zxdt =V T

Donde j—); = 500 millas/h.

Considerando que cuando y =2, x2 4+ 12 =22 = x2 =3 = x = /3, entonces:

dy dx dy dy  500+/3 dy .
— =Xx— 2— = +/3(500 —_— = = 250+/3 &~ 433 — & 433 millas/h
Yar =V ar = dt V3(500) = dt 2 V3 = dt millas/

es la razén a la que aumenta la distancia del avién a la estacién cuando y = 2 millas.

O

9. Una placa en forma de tridngulo equilatero se expande con el tiempo. Cada lado aumenta a razén
constante de 2 cm/h.
¢Con qué rapidez crece el area cuando cada lado mide 8 cm?

¥ Veamos esos datos con la siguiente figura

De ella tenemos

2 3 3
hZ = 2_ _X = — 2 h = —X.
x rEimirtiling 7 X
El 4rea del tridngulo es un medio de la base por la altura:
1 V3 3
A=—x ix - £x2‘

2 2 4
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Suponemos que los lados x dependen del tiempo x(¢), de hecho crecen. Por lo tanto, el drea también
depende del tiempo:

3
A() = %ﬁ(z).
Derivando con respecto a ¢ tenemos
d d |V3
—[A@®)] = — |—=x*()|;
AW = o [ o ()]
3 3
A't) = %2x(z)x’(z) - % x x(t) x x'(0).
Si suponemos que en un tiempo g, no conocido, se tiene que x (t3) = 8, en ese tiempo se tiene también
x'(tg) = 2. Por lo tanto:
3 3
Al(tg) = % x x(tg) x x'(t3) = % x 8 x 2 = 8+/3 ~ 13.856406 cm? /hora .
(|
10. Una placa en forma de tridngulo equiladtero se expande con el tiempo. Cada lado aumenta a razén

constante de 2 cm/h. ;Cuadl es la razén de crecimiento del area en el instante en que el valor de ésta
es /75 cm??

V¥ Llevemos estos datos a la siguiente figura

El 4rea del tridngulo es un medio de la base por la altura:
A= ! h (A)
= 5xh.

Deseamos que la funcién anterior dependa sé6lo de x. Para esto, usando el teérema de Pitagoras,
vemos en la figura que:

2 23 3
h2+(§) =x? = hzzxz—xT:sz = hz%x;

sustituimos por este valor en (A4)

1 V3 V3

A= —x——x = ——x2

Xy X=

y puesto que x es una funcién de ¢:
3
A = L) (B)

4
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derivamos con respecto a ¢:

V3 .
[ ()]_d—l— 2(1)],

A’(t):?xex(t)xx’(t):?xx(t)xx’(t). ©)

Sabemos lo siguiente:

a. x'(t) siempre es igual a 2 cm/h.
p g

b. En un cierto momento, digamos fy, el valor del area es +/75 = 543 cm?2.
Usamos (B) para encontrar el valor del lado del tridngulo en ese momento:

A(ty) =53 = £x 2(to) = x2(tg) =20 = x(tg) = 2+/5.

Utilizando estos valores en (C), obtenemos la variacion deseada del area:

3
A'(ty) = g x 2+/5 %2 = 24/15 cm?/h

11. Laley adiabatica (sin pérdida ni ganancia de calor) para la expansién de un gas es
PVt =

(donde P es la presion, V el volumen y C una constante). En cierto instante, el volumen es de 1 pie3,
la presion es de 40 libras/pie? y ésta esté creciendo a razén de 8 libras/pie? en cada segundo. Calcular
la razén de variacion del volumen en dicho instante.

¥ Derivando implicitamente P vi4 = C:

d d
— [PV = —[C];
L J= 1€

d(PV'* | ,dP 0adV
S oy L PAVHE =0 =
dt ar " (14) dt
dp dp
_pyl4e | /g
v _ di  ___ dri
dt — (14HVO4. P~ (14P°
. dp
Y sustituyendo por los valores V =1, T 8 & P = 40 obtenemos:
dv 8 1 Y
— = ie’/s.
dr (1430 (145 p
Otra forma de resolver este problema:
De PV!# = C se tiene que
C 1 C 7 C
yl4 == V1o = — Vs = —.
p - p - p

Despejamos V' elevando ambos miembros de la igualdad a la potencia 2:

5
7 5 5
V= (£> _cipi
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12.

13.

Derivando con respecto al tiempo, tenemos

av

5
5 dP™7
— =C7
dt

12 Jp
X — 7
dt

dt’

El
7

:—éxC x P~
7

Cuando V =1, P = 40 y como C = PV1#, entonces:

C = 40.

dp
Ademiés, — = 8.
dt
Utilizando por tltimo estos valores tenemos

v -5 5 12 v -5
Y _ 2 40)7 (4 EAA——

T 7 (40)7 (40 7)(8) = T 7 078 =
av _ ipe
dt ~— 7 s’

dv 40 pie’
di — Tx40 s

Cuando se expande aire a temperatura constante, su presiéon y su volumen, satisfacen
Pvl.4 =C ,

donde C es una constante. Si en un momento determinado el volumen es de 400 cm? y la presion es
de 80 KPa, disminuyendo ésta a razén de 10 KPa/min, jcon qué razén aumenta el volumen en ese
instante?

Y Enlaecuacién PV!# = C se tiene que P & V son funciones de 7. Derivamos entonces implicita-
mente respecto a f:

d d d d dv dP
—(PV'* = —C = PV 4V —_P=0= PAHV**— + V4 =0;
dt( ) dt = dt * dt = P4 dt * dt

d . dv
mos ——:
espejamos —

dP dP

1.4
14PV0.4dV:_V1.4dP v _ v dt dV__th .
' dt dt dt

- = i - ;
1.4PV04 dt 1.4P
o 3 dp .
sustituimos por los valores V' = 400 cm”, P = 80 KPa y T —10 KPa/min y obtenemos

dV _ (400 cm*)(~10 KPa/min)

= = 35.7 cm® /min.
dt 1.4(80 KPa) cm”/min

av
Entonces (ya que — > 0), el volumen aumenta a razén de 35.7 cm?®/min. O

dt

Una lampara se encuentra suspendida a 15 pies sobre una calle horizontal y recta. Si un hombre de 6
pies de estatura camina alejandose de la lampara en linea recta con una velocidad de 5 pies/s, ;con
qué rapidez se alarga su sombra?

¥V Usamos la figura
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Lampara

Hombre

Por la semejanza de los tridngulos rectangulos con un angulo agudo comtin, tenemos, considerando
que el espacio recorrido por el hombre después de ¢ segundos es 5¢ pies y que la longitud de la sombra

es x(t):
6  x(1) ] 4=,
1_5_75t+x(t) = 30t+6-x(t) =15-x(t) =
10 e 10
ix(t):?tix(t)— 3

10
La sombra esté creciendo a una velocidad de Y pie/s.

O

14. Una lampara proyectora situada sobre el piso ilumina una pared que estd a 12 m de distancia. Si un
hombre de 2 m de alto camina desde la ldmpara hacia la pared a una velocidad de 1.6 m/s ;con qué
rapidez decrece su sombra proyectada sobre la pared cuando se encuentra a 4 m de ésta?

¥ Veamos la figura A, en el momento que el hombre se encuentra a 4 m de la pared:

Lampara

Hombre

Figura A

Y la figura B, en un momento cualquiera:
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Lampara

Hombre

Figura B

De esta tiltima figura, por la semejanza de los tridngulos rectangulos, se tiene la relacién:

2
—=— = xy =24
y
(Observacion. Tenemos x (¢) & y(¢), funciones que dependen del tiempo).

Derivando esta igualdad con respecto al tiempo ¢:

d d
= lxy] = —[24];
L) = 4]

—xy
y

x'y+xy'=0= x'=
. 24
En el momento de la figura A tenemos los valores: y' = 1.6m/s,y =8m & x = 5= 3m.

Por lo tanto, en ese momento, su sombra decrece con una rapidez igual a

3x1.6 3
x'=- X8 =z m/s.

15. El radio de una esfera se incrementa a razén de 2 cm/s.
a. ¢Cudl es la razén de cambio del volumen cuando el radio mide r = 5 cm?
b. ¢Cuél es la medida del radio cuando la razén de cambio del volumen es 512 cm?3/s?
v

4
a. Sabemos que V = gnr3.

Luego,
V() = gnr3(t) y ‘;—It/(z) = 47r2(t) x r'(1).

Como r(fp) = 5cm = r?(fp) = 25 cm? y como r'(fp) = 2 cm/s:

dVv(t
d(tO) =47 x 25 x 2em3 /s = 200 cm?/s.
dVi(t 512 64 8
b. 81%247”20))(2:512 = rz(t): gz ; = r(t): ﬁcm.
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O

16. Se infla un globo esférico introduciendo aire a razén de 50 cm?/s. Calcular la velocidad de cambio
del radio del globo cuando su didmetro es de 26 cm.

¥ Dibujamos la correspondiente figura

4
Se sabe que el volumen de una esferaes V = gnr3.

Considerando que el volumen y el radio cambian con el tiempo, tenemos entonces:
4
V) = gnr3(t).

Derivando con respecto a t:

d d
o= |

4 3 .
< (z)] :

3
V') = gn3r2(t)r’(t) =dxr?(t)r'(1).

Despejando r'(2):

_ Vo
C dnr2()

r' ()

Segtin los datos proporcionados: V’(t) = 50 cm? /s, en todo momento; entonces existe un momento,
digamos ty, cuando el didmetro 2r(fp) = 26 = r(tp) = 13. Para ese momento #y calculamos la
variacién del radio:

V'(to) 50
"(to) = = ~ 0.0235 .
r(to) Inr2) A (13) cm/s

O

1
17. Un derrame de petrdleo adopta una forma circular y tiene un espesor de 0 pie. Si el petréleo se esta

escapando a razon de 40 pies®/min, ja qué razén estd aumentando el radio de la mancha de petréleo
cuando el radio es de 50 pies?

YV  Seala figura:
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- L1
= 50 pie
Notamos que el derrame tiene la forma de un cilindro recto circular, con una altura o espesor constante
h= 0 pie y un radio variable r en funcién del tiempo ¢ > 0.
Considerando que r = r(t) esta en pies, el volumen del derrame V, medido en pies3, es
V =nr’h =nar? i = ir2
50 50 7
es decir,
V) = SlroP
"~ 50 ‘
Derivando implicitamente:
d d i
—V =— [—rz} = X2xr—r,
dt dr 150 50 dt
esto es,
dv. —m [(dr
—=—r| .
dt 25 \dt
. . . o3 av
Como el petrdleo se estd escapando a razén de 40 pies® /min, entonces o= 40.
Por lo tanto
m (dr
—r | — | =40.
25 ( dt >
. . . b1 dr
En el instante en que el radio es r = 50 pies, sucede que % (50) i 40, de donde
dr _ (40)25 20
dt  50m  m’
que es la rapidez de cambio del radio.
. , B dr 20 . .
Esto es, el radio estd aumentando a razén de i pies/min.
i
(|
18. Un cohete es lanzado en direccién vertical y rastreado por una estacién de radar situada en el suelo

a 4 millas de la rampa de lanzamiento. ;Cual es la velocidad del cohete cuando est4 a 5 millas de la
estacién de radar y su distancia aumenta a razén de 3 600 millas/h?

¥V Usamos la figura siguiente:
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Cohete

L)
H(t)

Radar

Donde H(t) es la altura del cohete, L(¢) es la distancia del cohete a la estacion de radar.

De la figura, por el teorema de Pitagoras:
L*(t) = 16+ H?(1).

Derivando implicitamente con respecto a ¢:

d o2y 4 27y
L0 = 216+ H )

2LOL'(0) =2HWH (1) = H'(1) = W

Usando las condiciones proporcionadas, para el cohete cuando esta a 5 millas de la estacién de radar
y llamando a ese momento 7, L(71) = 5& L'(f) = 3 600.

Sabemos que
H2() =L*()—16=25—-16=9 = H() = /9=3.

Sustituyendo ahora por estos valores

5% 3600
H'(f) = % — 6000 millas/h.
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CAPITULO

8

Aplicaciones de la derivada

8.1 Derivabilidad y monotonia
Ejercicios 8.1.1 Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguientes funciones:
1. f(x) =x2—4x+3.
f)=x*—4x+3 = f'(x)=2x—4

f'lx)>0 & 2x—4>0 & 2x>4 & x>2 = x€(2,+00);
fl(x) <0 & 2x—4<0 & 2x <4 & x<2 = x€(~-00,2).

Por lo tanto,

a. f escreciente en el intervalo (2, +00).

b. f es decreciente en el intervalo (—oo, 2).
y y

y=f'(x) y=fx)

341
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2. g(x) =x3—6x24+9x—2.

gx)=x>—6x2+9x -2 = g'(x) =3x2—12x + 9;
g(xX)=0 ¢ 3x>—12x+9=0 & 3(x?—4x+3)=0 &
& 3x-1Hx-3)=0 =
= g'(x) = 0cuando x = 1 y cuando x = 3.

En base en lo anterior generamos los intervalos (—oo, 1), (1, 3) y (3, +00), donde se determina el signo

de g’(x).

Intervalo Valor de prueba | Signo g'(x) | La funcién g es
—co<x <1 x=0 + creciente
l<x<3 x =2 - decreciente
3<x <400 x=4 + creciente
y y
y=g'(x) y =gx)
g'(x)>0
g'(x)>0
é}é{& Creciente
2 &
I\
1 3 | 3
X T X
Z 1 \/
|
_2 777777
g'(x) <0

Creciente
3. h(x) = —2x3+6x—1.

h(x) ==2x3+6x—1 = h'(x) = —6x24+6 =
= hx)=0& 6x246=0& x’=1& x==+1 =
= h'(x) = 0cuando x = —1y cuando x = 1.

Con la informacién anterior se generan los intervalos (—oo,—1),(—1,1) y (1, +00), donde se deter-
mina el signo de h’'(x).

Intervalo Valor de prueba | Signode h'(x) | La funcion h es
—00 <x < —1 x=-2 - decreciente
—-l<x<l x=0 + creciente
I <x <400 x=2 —

decreciente
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h'(x) >0

y=h'(x)

h'(x) <0

4. f(x) = x*—4x3.

v

1

h'(x)<0

Decreciente

f(x)=x*—4x3 = f/(x) = 4x> —12x%

¥)=0& 4x’—12x"=0 & 4x*(x-3)=0 =
f'(x)=0 4x3—12x2 =0 4x%(x —3) =0
X) = VU Ccuando x = cuando x = 5.

f'(x) = 0 cuand 0y cuand 3

Generamos los intervalos (—c0, 0), (0, 3) y (3, +00), donde se determina el signo de f/(x).

Intervalo Valor de prueba | Signode f'(x) | La funcion f es
—c0o<x <0 x=-1 — decreciente
0<x<3 x=1 — decreciente
3<x <400 x=4 + creciente

De hecho como f(x) = x3(x —4) > 0six € (—00,0), f(x) =0six = 0& f(x) < 0six e (0,3),
entonces f(x) resulta ser decreciente en (—oo, 3).

y

y=f'(x)

S'(x)>0

flx)<o0

X

fx) <o

o
%
%
%%

—27
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5. g(x) = (x2=1)2.
A\
gr) = (* =1 = g'(x) = 2(x* = DQ2x) = 4x(x* - 1);
g(xX)=0 & 4x(x>-1)=0 & 4x(x+DH(x—-1)=0 =
= g'(x) = 0cuando x =0, cuando x = —1 y cuando x = 1.

En funcién de lo anterior se generan los intervalos (—oo, —1),(—1,0), (0,1) y (1, +00), donde se de-
termina el signo de g'(x).

Intervalo Valor de prueba | Signode g'(x) | La funcion g es
—o0 < x < —1 x=-2 — decreciente
-1<x<0 X = —% + creciente
0<x<1 x = % decreciente
I <x <400 x=2 + creciente
Todo concuerda con el hecho de que g(x) es par.
y y
, y=28(x)
y=2¢8'(x)
g'(x)>0 g'(x)>0 ;é 5
—1 1 . 6. g
%
2/(x) <0 g'(x) <0 N . .
—1 0 1
O
16
6. h(x) =x2+ —.
X

v 2, 16 2 1
hx)=x"4+—=x"+16x"" =
X

16
= h'(x) =2x—16x"2 =2x —

x2’

16 16

Hx)=0 & 2x—— =0 & 2x=— & =8 & x=2.
X X

Ademas h'(x) no existe cuando x = 0.

Con esta informacién se generan los intervalos (—o0, 0), (0,2) y (2, +00), donde se determina el signo
de i’/ (x).
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Intervalo Valor de prueba | Signo de h'(x) | La funcién h es
—00<x <0 x=-1 - decreciente

0<x<2 x=1 - decreciente
2 <x <400 x=3 + creciente

y
Y =h')
<% y=hx)
\‘\ X
2
12
|
- X
v 0 2
2
: &
,\Q’\
ol
N
O
2
X
7. f(x) = 2 1
v PR R ot L ) N
S x2—4 B (x%2 —4)? (k2 -4y
-8
flx) =0« (xzi);)z:o & 8x=0& x=0=

= f'(x) =0cuando x = 0.

Ademas f'(x) no existe cuando x> — 4 = 0, esto es, cuando x = £2.
Se generan los intervalos (—o0, —2), (=2, 0),(0,2) y (2, +00), donde se determina el signo de f'(x).

Intervalo Valor de prueba | Signode f'(x) | La funcién f es
—co<x <2 x=-3 + creciente
—2<x<0 x=-1 + creciente
0<x<2 x=1 — decreciente
2 <x <400 x=3 — decreciente

Otra forma de analizar el ejercicio:

Como (x> —4)*> >0enel Dy = R — { £2}, el signo de f'(x) lo da —8x; luego:
f'(x)>0 & —8x >0 & x <0&x # —2. Entonces f(x) es creciente en (—oco, —2) y en (—2,0);
f'(x) <0 & —8x <0 & x>0&x # 2. Entonces f(x) es decreciente en (0,2) yen (2,400).
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y=rf'(x)

—
)
&
0
=
@
Q.
9]
=
@

y=fx)

La informacién del analisis anterior concuerda con que f(x) es par.

8. g(x) = v9—x2.
gxX)=vV9—x2=09-xH? =
rey 1o w2 =1/2 4oy -X _ X
= g x)=30-x9) ( 2x)—(9_x2)1/2— NoErk
g/(x)=0<:>7_x =0& —x=0& x=0;

V9 —x2

g'(x) =0cuando x = 0.
Ademas g’(x) existe s6lo cuando
9-x2>0 & x2<9 & Vx2</32 &

Es decir, g’(x) existe cuando —3 < x < 3.

Con esta informacién se generan los intervalos (—3,0) y (0, 3), donde se determina el signo de g’ (x).

Crecienga
9juaraIdd(l

| x| < 3.

Intervalo Valor de prueba | Signo de g’ (x)

La funcion g es

—-3<x<0 x=-1 +

creciente

0<x<3 x=2 —

decreciente

Otra forma de resolver el ejercicio:

El signo de g’(x) lo da —x, luego:

gx)>0 & —x >0 & x <0&x € (-3,3), esdecir, x € (—3,0) donde g(x) es creciente;

g'x)<0 & —x<0 & x>0&x € (—3,3), estoes, que g(x) es decreciente en (0, 3).
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y y

y=g'(x)

g'(x) >0

g'(x) <o

Todo concuerda con el hecho de la funcién g es par, de hecho su grafica es la semicircunferencia
superior de centro en el origen y radio 3 (incluyendo sus extremos). O

9. h(x) = Ix*—4Yx.

v
h(x) = Vx4 —4Yx = x*3 —ax'? =

4 1/3 4 —2/3 4 1/3 1 4 (x—1
éh’(x):?c —gx =§ X —W =§ W =
4(x—1)
3J/x2

Ademas h'(x) no existe cuando x = 0.

= hx)=0 & =0& x—-1=0<«< x=1.

En funcién de esto se generan los intervalos (—o0,0),(0,1) y (1, +00), donde se determina el signo

de h’/(x).
Intervalo Valor de prueba | Signo de h'(x) | La funcién h es
—00<x <0 x=-1 - decreciente
1 .
0<x<l x=3 - decreciente
I <x <+o0 x=2 + creciente

Otra forma de analizar el problema:
De hecho el signode /(x) enR — {0} = Dy loda x — 1, por lo que
h(x)escreciente & h'(x)>0 & x—1>0 & x>1 & x€(1,+00);

h(x) es decreciente & h'(x) <0 & x—1<0,x#0 & x<1,x#0 & x € (—00,0) obienx € (0,1).

En realidad /(x) es decreciente en (—oo, 1), pues en (—o0,0) , h(x) = x3(x —4)es positiva, #(0) = 0
y en (0, 1) es negativa.
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348
y y
y="h'(x)
0
()7
W y = h(x)
x
1

h'(x) <0 S

v Decreciente
=
=

1
T x
Decreciente w
O
48
10. f(x) =x3+—.
X
v 3 48 3 -1
fx)=x"4+—=x"+48x"" =

X

, 48 3x*—48  3(x*-16)
= = =
x2

= f/(x) =3x> —48x7? =3x* — — 3
X X

3(x* - 16
M:O©x4—l6:0<:>(x2—4)(x2+4):0<:>

= ffx)=0 ¢« 3
X
& x?—4=0o x2=4 & x=+2.

Ademas f'(x) no existe cuando x = 0.

Con esta informacién se generan los intervalos (—oco, —2), (=2, 0),(0,2) y (2, +00), donde se deter-

mina el signo de f’(x).

Intervalo Valor de prueba | Signode f'(x) | La funcién f es
—co<x <2 x=-3 + creciente
—2<x<0 x=-1 — decreciente
0<x<2 x=1 — decreciente
2 <x <400 x=4 + creciente

Otra forma de resolver el ejercicio:
El signo de f'/(x) ensudominio Dy = Dy, =R —{0}loda x* — 16 = (x? + 4)(x*> — 4).
Como x? + 4 > 0:

f(x) es creciente si
x?—4>0 & x*>4 & |x|>2 & x>20bienx <2;

f(x) es decreciente si
X2 —4<0&x#0 & x?<4&x#0 & |x|<2&x#0 & x € (—2,0) obienx € (0,2)
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Todo concuerda con que /(x) es una funcién impar.

y y
B
N
R y
o
X
-2 2
S
v
= —~
= - ,
< > y=r'(
A
(=]

8.2 Maximos y minimos locales

Ejercicios 8.2.1 Utilizando el criterio de la primera derivada, determinar los mdximos y minimos locales o relativos
de las siguientes funciones:

1. f(x) =x?>—4x+3.
¥V Por el gjercicio 1 de la pagina 341, se sabe que:

fx)=x>—4x+3& f'(x) =2x—4;

[ es creciente en el intervalo (2, +00) y decreciente en el intervalo (—o0, 2).

Ahora bien,
f/(X)ZO S 2x—4=0 < x=2.

Entonces f tiene un sélo punto critico en x = 2.

Por ser f decreciente para x < 2 & creciente para x > 2, se puede afirmar que f tieneen x = 2 un
minimo local estricto.

La ordenada de este punto minimo es
y=fQ@)=2"-4@)+3=-1
Por lo tanto, la funcién f tiene un minimo local estricto en el punto 4(2, —1).

y

y=fx)

X
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El minimo local estricto resulta ser minimo absoluto y es el vértice de la pardbola y = x? — 4x + 3.
O
gx) =x3—6x2+9x—2.

¥V Por el gjercicio 2 de la pagina 342, se sabe que:
g(x) = x> —6x2 +9x —2&g'(x) =3x% —12x + 9;

g es creciente en los intervalos (—oo, 1) y (3, +00), y decreciente en el intervalo (1, 3).
Ademas

g'(x)=0 & x =1obienx = 3.
Entonces g tiene dos puntos criticos: enx = 1 yen x = 3.

Por ser g creciente para x < 1 cerca de 1 y decreciente para x > 1 cerca de 1, se puede asegurar que g
tiene en x = 1 un méximo local estricto.

La ordenada de este punto es:
y=g() =(1)>-6(1)2+9(1) -2 =2.

Por ser g decreciente para x < 3 cerca de 3 y creciente para x > 3 cerca de 3, se puede afirmar que g
tiene en x = 3 un minimo local estricto.

La ordenada de este punto es: y = g(3) = (3)> —6(3)* + 9(3) —2 = 2.

Por lo tanto:

a. La funcién g tiene un maximo local estricto en el punto A(1, 2).

b. La funcién g tiene un minimo local estricto en el punto B(3, —2).

y=gx)

Maximo local

Minimo local

3. h(x) = —2x3+6x—1.

¥V Por el gjercicio 3 de la pagina 342, se sabe que:
h(x) = —2x3 4+ 6x — 1 & h'(x) = —6x2 + 6;

h es decreciente en los intervalos (—oo, —1) y (1, +00), y es creciente en el intervalo (-1, 1).

Ademas
h(x)=0 & x =+1.

Entonces / tiene dos puntos criticos: en x = —1 yenx = 1.
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Como cerca de —1, & es decreciente para x < —1 y creciente para x > —1, se puede asegurar que /
tiene en x = —1 un minimo local estricto.

La ordenada de este punto es
y=h(=1)==2(=1)>+6(=1) =1 = —5.

Como cerca de 1, h es creciente para x < 1y decreciente para x > 1, se puede afirmar que % tiene en
x = 1 un maximo local estricto.

La ordenada de este punto es
y =h(1)=-2(1)> +6(1) -1 = 3.

Resumiendo: la funcién £ tiene un minimo local estricto en el punto A(—1, —5) y tiene un maximo
local estricto en el punto B(1, 3).

y =h(x)

/ Maximo local

‘ 1
\/
> —— =5

Minimo local

4. f(x) =x*—4x3.

¥V Por el gjercicio 4 de la pagina 343, se sabe que:
fx) = x*—4x3 & f(x) = 4x3 —12x%,

f es decreciente en el intervalo (—o0, 3) y es creciente en el intervalo (3, +00).
Ademas

flx)=0 & x=0&x =3.
Entonces f tiene dos puntos criticos: enx = 0y en x = 3.

Por ser f* decreciente para x < 0y decreciente para x > 0 cerca de 0, se puede afirmar queen x = 0la
funcién f no tiene un minimo local ni un maximo local.

Por ser f decreciente para x < 3y creciente para x > 3 cerca de 3, se puede asegurar que la funcién
f tiene en x = 3 un minimo local estricto.

La ordenada de este punto minimo es
y=f0)=03)"-43)°=-27.

Por lo tanto, la funcién f tiene un minimo local estricto en el punto P (3, —27) y no tiene méaximos
locales.
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¥ = h(x)

Punto critico. No es
minimo local

Punto critico
No es méximo local

Minimo local

5. g(x) = (x2-1)2.

¥V Por el gjercicio 5 de la pagina 344, se sabe que:
gx) = (x* = 1)? & g'(x) = 4x (x> — 1);

g es decreciente en los intervalos (—oo, —1) y (0, 1), y creciente en los intervalos (—1,0) y (1, +00).
Ademas

g'(x) =0cuando x = 0 o bien x = —1, obien x = 1.
Entonces g tiene tres puntos criticos: enx = —1,enx =0yenx = 1.

Considerando el crecimiento (") y el decrecimiento () de la funcién g en el siguiente esquema

podemos afirmar que la funcién g tiene

e en x = —1 un minimo local estricto;
e en x = 0 un méaximo local estricto;

e en x = | un minimo local estricto.
Las coordenadas de estos puntos criticos son:

A[-1, f(—=1)] = A(—1,0) minimo local estricto;
B[O, £(0)] = B(0,1) maximo local estricto;
C[l, f(1)] = C(1,0) minimo local estricto.

Lo cual concuerda con que g sea par.
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Yy =g(x) Méximo local

Minimo local Minimo local

1
6. h(x):x2+—6.
x

¥V Por el gjercicio 6 de la pagina 344, se sabe que:

16 16
h(x) = x>+ — &h'(x) = 2x — —:
X X
h es decreciente en los intervalos (—oc0, 0) y (0, 2), y es creciente en el intervalo (2, +00).
Ademas
hM(x)=0 & x=2.
Entonces / tiene un punto critico en x = 2.

Por ser i decreciente para x < 2y creciente para x > 2 cerca de 2, se puede asegurar que en x = 2 la
funcién /4 tiene un minimo local estricto.

La ordenada de este punto es

1
y:h(2)=22+76=12.

Ademas, h’(x) no existe para x = 0. Pero debido a que x = 0 no estd en el dominio de la funcién 4,
sucede que en x = 0 no se tiene un punto critico.

Por lo tanto, la funcién £ tiene solamente un punto critico que es un minimo local estricto y se en-
cuentra en el punto P (2, 12).

¥ = h(x)

12 == —— Minimo local

‘ x
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2
7. = .
¥V Por el gjercicio 7 de la pagina 345, se sabe que:
x? —8x
= & / = — Q.
f0 = 3 & /0=
[ es creciente en los intervalos (—co, —2) y (=2, 0), y es decreciente en los intervalos (0, 2) y (2, +00).
Ademas
f'x)=0 & x=0.
Entonces f tiene un punto critico en x = 0.
Por ser f creciente para x < 0 y decreciente para x > 0 cerca de cero, se puede afirmar que en x = 0
la funcién f tiene un maximo local estricto.
La ordenada de este punto es
2
= O = = O‘
y=/0=5-
Ademds, f'(x) no existe para x = —2 ni para x = 2. Pero debido a que x = —2 & x = 2no estdnen el
dominio de la funcién f, sucede que f no tiene puntos criticos en dichos ntimeros.
Por lo tanto, la funcién f tiene sélo un punto critico en P (0, 0) y es un maximo local estricto.
La informacién anterior concuerda con que f(x) es par.
¥
| | y=rw
| \
! !
! !
! !
! !
! !
| P__| .
-2 12 Maximo local estricto
! !
! !
! !
! |
\ \
\ |
\ |
|
8. g(x) = v9—x2.
¥V Por el gjercicio 8 de la pagina 346, se sabe que:
—X
g =vVI-x2&g'(x) = —=:
V9 —x2

g es creciente en el intervalo (-3, 0) y decreciente en el intervalo (0, 3).
Ademas

gx)=0 % x=0.
Entonces g tiene un punto critico en x = 0.

Por ser g creciente para x < 0 y decreciente para x > 0, se puede asegurar que en x = 0 la funcién g
tiene un maximo local estricto.

La ordenada de este punto es

y =g(0)=+v9-0%=+9=3.
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Ademds, g’(x) no existe para x = —3 ni para x = 3. Entonces en x = —3 y en x = 3 la funcién g tiene
puntos criticos.

Por lo tanto, la funcién g tiene puntos criticos en A(0, 3) que es un maximo local estricto, en B(-3, 0)
y en C(3,0) donde tiene minimos locales estrictos.

El méximo local resulta ser maximo absoluto y los minimos locales resultan ser también absolutos.

y Maximo local

y =g(x)

9. h(x) = Ix*—4Yx.

¥V Por el gjercicio 9 de la pagina 347, se sabe que:

W) = Vi — 4y &h'(0) = 2 (21)).

3\ X2 )’
h es decreciente en el intervalo (—co, 1) y es creciente en el intervalo (1, +00).
Ademas
hM(x)=0 & x=1;

h'(x) no existe en x = 0, que es un ntimero del dominio de la funcién 4.
Entonces la funcién £ tiene dos puntos criticos: enx =0yenx = 1.

Por ser /i decreciente para x < 0 y también decreciente para x > 0 ( cerca de cero), se puede asegurar
que en x = 0, la funcién & no tiene un minimo local ni un maximo local estricto.

Por ser i decreciente para x < 1y creciente para x > 1 ( cerca de uno), se puede afirmar queen x = 1
la funcién /£ tiene un minimo local estricto.

La ordenada de este puntoes y = h(l) = J1% — 43/1 = —3. Por lo tanto, la funcién h tiene sélo un
punto critico en Q(1, —3) y es un minimo local estricto.

y

¥ = h(x)

Punto critico
No es maximo local
No es minimo local

1N

0 T—

Minimo local



356

Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

10. f(x) =x3+—.
X

48

¥V Por el gjercicio 10 de la pagina 348, se sabe que:

4 _
fo =2+ D =0
X X

[ es creciente en los intervalos (—co, —2) y (2, +00), y es decreciente en los intervalos (-2, 0) y (0, 2).
Ademas

f(x)=0 & x = +2.
La funcién f' no estd definida en x = 0, que es un nimero que tampoco estd en el dominio de la
funcién f.
Entonces la funcién f tiene dos puntos criticos: en x = -2y en x = 2.

Por ser f creciente para x < —2 y decreciente para x > —2 ( cerca de —2), se puede afirmar que en
x = —2la funcién f tiene un maximo local estricto.

Por ser f decreciente para x < 2y creciente para x > 2 ( cerca de 2), se asegura que en x = 2 la
funcién f tiene un minimo local estricto.

Por lo tanto, la funcién f tiene un

e maximo local estricto en el punto P[-2, f(—2)] = P(-2,-32);
e minimo local estricto en el punto Q[2, f(2)] = Q(2,32).

Maximo local

Minimo local

Lo anterior concuerda con que la funcién f es impar. O

8.3 Concavidad y convexidad

Ejercicios 8.3.1 Determinar los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexion de las si-
guientes funciones:

1. g(x) =4—-3x2.

V g(x) =4-3x> = g'(x) = —6x = g”"(x) = —6.
Como g”(x) = —6 para cada real x, entonces g”(x) < 0 para cada x € R.

Por lo tanto, la funcién g es convexa, es decir, céncava hacia abajo en todo su dominio.
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y y

y=g"(x) ¥y =gx)

g"(x) <0

2. f(x)=(x—1)>.
V /=== f0)=30x-1* = f"(x)=6(x-1).

Concavidad (concavidad hacia arriba)

f"x)>0 & 6(x—1)>0 & x—1>0 & x> 1.
Convexidad (concavidad hacia abajo)

f"(x)<0 & 6(x—1)<0 & x—1<0 & x<1.

La funcién f es concava (hacia arriba) en el intervalo (1, +00) y es convexa (céncava hacia abajo) en
el intervalo (—oo, 1).

La funcién f tiene en x = 1 un cambio de concavidad y ademds f es continua ahi, por lo tanto f
tiene en x = 1 un punto de inflexién. Las coordenadas del punto de inflexién son:

I11, f(D] =1(1,0).

y = f(x)
y=f"x)
£7(x) >0

1 1
() Convexa
"(x) <0

Coéncava

3. h(x) =x*—6x2+49.
V hx)=x*—6x24+9 = h/(x) =4x3—12x = h"(x) = 12x> - 12 = 12(x> — 1).

Concavidad (concavidad hacia arriba)

h'(x)>0 & 12x2—12>0 & x?>>1 & |x|>1;h"(x) >0 & x < —lobienx > 1.
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Convexidad (concavidad hacia abajo)
h'(x) <0 & 12x*—12<0 & x* <1 & |x|<1 & —l<x<]l.

La funcién / es concava (hacia arriba) en el conjunto (—co, —1) U (1, +00) y es convexa o cédncava hacia
abajo en el intervalo (—1, 1).

La funcién & tiene cambios de concavidad en x = —1 y en x = 1 donde ademaés es continua. Por lo
tanto 4 tiene puntos de inflexién en x = —1 y en x = 1. Las coordenadas de los puntos de inflexién
son:

L[=1h(=D] = Li(=1.4) & L[1,h(D)] = (1. 4).

Lo anterior es natural, pues / es una funcién par.

y
y=h"(x)
¥ = h(x)
4\@."&\
h”(x) >0 h”(x) >0 C/OQ
() > x) Concava Coéncava
L 74| U2
x ‘ ‘ x
-1 1
-1 1
h"(x) <0

d(x) = x® —3x*.
Vo o(x) =x%—3x* = ¢/(x) =6x° —12x3 = ¢"(x) = 30x* — 36x2.

Para determinar donde ¢”(x) > 0y donde ¢”(x) < 0, primero vemos donde ¢”(x) = 0y luego
construimos una tabla con los intervalos obtenidos al eliminar los puntos donde ¢”(x) = 0.

$"'(x) =0 & 30x*—36x2=0 & 6x2(5x> —6) =0 &
& 6x2=00bien5x?—-6=0 <

6
& x2 =0o0bien x? = 3 =12 &
& x=0o0bienx = £+1.2;
¢"”(x) = 0 cuando x = —+/1.2, cuando x = 0y cuando x = +/1.2.
Con esta informacién se generan los intervalos (—oo, —A/ 1.2) ; (—«/ 1.2, 0) ; (0, \/1.2) y (\/ 1.2, +oo).

Intervalo Niimero de prueba | Signo de ¢”(x) | Concavidad de la funcion
—00 <x <—+/12 x=-2 + hacia arriba
—/12<x<0 x=-1 — hacia abajo
0<x<+12 x=1 — hacia abajo
V12 <x < 400 x=2 + hacia arriba
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Por lo tanto, la funcion ¢ es céncava (hacia arriba) en los intervalos (—oo, —+/ 1.2) y («/ 1.2, +oo), y
es convexa (céncava hacia abajo) en el intervalo (—\/ 1.2, +/ 1.2) .

La funcién ¢ tiene puntos de inflexién en x = —+/1.2 yen x = +/1.2. Las coordenadas de estos puntos

son:
L[~V12,¢(=v12)] = [(=v1.2,-2.6) & L[vV12,$(v/1.2)] = L,(v/1.2,-2.6).

y y
y=9"(x) y = (x)
z_
¢"(x) >0 ‘2 ¢”(x) >0
Vo N
_m m Coéncava Concava
G
—J/1.2 O’@F J12
T T X
7777777777 |
O
—2x
5. = —.
A\
—2x
= =
o) =
o fa) = (x> + D(=2) = (2x)(2x)  —2x2—2+4x>  2x*-2  2(x*—1)
- (x2 +1)2 - (x2 +1)2 - (x2 +1)2 - (x2 +1)2
o ) = (x> + 1)2(4x) —2(x? — D2(x* + 1)2x _ 4x(x® + D[x* 4+ 1 —2x> + 2]
- (x2 + )4 - (x2 + )4
4x(3 —x?)
" _
i f (x) - (xz + 1)3 .
Obtenemos primero donde f”(x) = 0 para luego ver si hay valores de x donde f”(x) no exista.
4x(3—x2
f"(x)=0 & 4x(3=x7) =0 & 4x3—x%) =0 & x =0o0bienx? =3;

(XZ + 1)3
F"(x) =0 < x =0o0bienx = ++/3.
Ademads x? +1#0 = f”(x) existe para cada x € R.

Con esta informacién se generan los intervalos (—oo, _ﬁ) , (—«/g, O) , (0, «/5) y («/g, +oo).

Intervalo Niimero de prueba | Signode f"(x) | Concavidad de la funcion
—00<x <—+3 x=-2 + hacia arriba
—/3<x<0 x=-1 — hacia abajo
0<x<+3 x=1 + hacia arriba
V3<x<+oo x=2 — hacia abajo




360 Calculo diferencial e integral I. Problemas resueltos

Por lo tanto, la funcién f es céncava (hacia arriba) en los intervalos (—oo, _ﬁ) y (0, «/5) y es

convexa (céncava hacia abajo) en los intervalos (—«/g, O) y («/g, +oo).

La funcién f tiene puntos de inflexionen x = —+/3,x = 0yenx = /3. Las coordenadas de estos
puntos son:

L[-V3, f(=V3)] = (-3, ?);

LIV3, [(V3)] = (V3 ,—%.

Todo concuerda con que la funcién f es impar.

y y
y=7"G) y=r®
. I,
cone® | Q
A
g
f//(x) >0 f//(x) <0 } 12 ﬁ
—@ = o— X ) T X
—ﬁ v 0 ﬁ -3 0 o% }
g 2 oo
~ [
I
O
2
X
6. = .
g(x) = —5—,
\{
2
X
gV =5— =
x2 —4)2x — x2(2x 2x3 — 8x —2x3 —8x
= g/(x) — ( )2 ( ) — — =
(x2 —4)2 (x2 —4)2 (x2 —4)2
o o) = (x2 —4)2(=8) — (—8x)2(x% —4)2x _ —8(x? —4)[(x? — 4) — 4x?]
(x2 —4)4 (x2 —4)4
—8(—3x2—4) 8(3x2 +4)
” _ _ ]
TN ey T e

Vemos primero donde g”(x) = 0 para luego determinar los valores de x donde g”(x) no existe.

8(3x2 + 4)

g’'x)=0 & Eoap =0 < 3x%+ 4 =0, lo que nunca sucede.

La funcién g” no existe cuando x? — 4 = 0, esto es, cuando x = +2.
Con esto generamos los intervalos (—oo, =2), (—2,2) y (2, +00).

Obtenemos el signo de g”(x) en cada intervalo.
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Intervalo Niimero de prueba | Signode g"(x) | Concavidad de la funcion
—00 <X <=2 x=-3 + hacia arriba
—2<x<2 x=0 — hacia abajo
2<x <400 x=3 + hacia arriba

La funcién g es concava (hacia arriba) en los intervalos (—oo, —2) y (2, +00), y es convexa (céncava
hacia abajo) en el intervalo (-2, 2).

La funcién tiene cambios de concavidad en x = —2 y en x = 2, pero en ellos no esta definida. Por lo
tanto, la funcién no tiene puntos de inflexién.

Lo cual concuerda con que g(x) es una funcién par.

y y
| | | o
‘ | | 2
| | | =
| | 18
S | |
A | |
S/ | |
/) | |
| | |
= x -y 2 x
| . | |
I [o |72 | o\l
I \ ERI
NG | g g |i
IR 1B s
N | & |
| 1 |
| | |
|
7. h(x) =x2+ —.
X
\{
2 8 2 -1 / )
hx)=x"+—-=x"4+8"" = h'x) =2x—-8x"° =
X
16 2x3+16 2(x3+8
:h”(x):2+16x‘3:2+—3: ol j; = (x;L )
X X X
2(x3 + 8
= h"x)=0 & L;L):O & xXP48=0o x=-8=-2
X
La funcién 4" no esta definida cuando x = 0.
Considerando lo anterior generamos los intervalos (—oo, —2), (2,0) y (0, +00)
Obtenemos el signo de /1”(x) en cada intervalo.
Intervalo Niimero de prueba | Signode h”(x) | Concavidad de la funcién
—0<Xx <=2 x=-3 + hacia arriba
—2<x<0 x=-—1 — hacia abajo

0<x <400 x=1 + hacia arriba
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La funcién & es céncava (hacia arriba) en los intervalos (—oo, —2) y (0, +00), y convexa (céncava hacia
abajo) en el intervalo (-2, 0).

La funcién tiene cambios de concavidad en x = -2y en x = 0, pero sélo es continua en x = —2ya que
h(x) no existe para x = 0. Por lo tanto / tiene un sélo punto de inflexién en x = —2. Las coordenadas
de este punto son:

1[-2,h(=2)] = I(=2,0).

! ¥y
y=fll(x)
c?‘&
oo
h"(x)>0 h"(x)>()
:2 X .
s
o
|
8. ¢(x) = x5/3 —x2/3.
\
5 2
P(x) = ¥5/3 23 ¢ (x) = §x2/3 _ §x_1/3 N
10 & 2/ 5 1 2 (5x+1
Moy o —1/3 £ —4/3 < _ 5x+1
= 9700 = a4 o _9(—x1/3+—x4/3>_9( o )

2(5x +1) 1
" _ _ — —
$¢(x)_0©79x4/3 _0©5x+1_0¢>x_—§.

La funcién ¢ no esta definida en x = 0.

1 1
Con la informacién anterior generamos los intervalos (—oo, ——> ) (—§,0> y (0, 4+00)
Obtenemos el signo de ¢ (x) en cada intervalo.
Intervalo Niimero de prueba | Signode ¢ (x) | Concavidad de la funcién
1 . .
—00 < Xx < —3 x=-1 — hacia abajo
1 . .
——<x<0 X =—-—— + hacia arriba
5 10
0<x <400 x=1 + hacia arriba

. . . . 1 . .
La funcién ¢ es convexa (céncava hacia abajo) en el intervalo (—oo, -3 y es céncava ( hacia arriba)

1
en los intervalos (—§,0> y (0, +00).
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. . . . 1 .
La funcién ¢ sélo tiene un cambio de concavidad en x = —3 donde adema4s es continua. Por lo tanto

¢ tiene un sélo punto de inflexién:

1 [—l ¢ (—l>] =1 (—é, —536—25> [observamos que ¢ (x) = x23x =1

y=¢"(x)

y=¢"(x)

I~~~

Céncava

$"(x) <0

9. f(x) =x*—2x3.
V fx)=x*-2x3 = f'(x)=4x3-6x2 = f"(x) = 12x2 — 12x = 12x(x — ).

Concavidad (concavidad hacia arriba)

f"x)>0 & 12x2-12x>0 & 12x(x—1)>0 &

& 12x<0 & x—1<0 obien 12x>0 & x—-1>0 &
& x<0 & x<1 o bien x>0 & x>1<¢
& x€(—00,0)N(—00,1) obien x € (0,400)N(1,+00) &
& x € (—00,0) o bien x €(l,+00) &

& x<0 o bien x>1.

S (x) > 0 enlos intervalos (—o00, 0) y (1, +00)
Convexidad (concavidad hacia abajo)

Por lo anterior se tiene que

f"(x) < 0en el intervalo (0, 1).

Resumiendo: la funcién f es céncava (hacia arriba) en los intervalos (—oo, 0) y (1, +00), y es convexa
en el intervalo (0, 1).

La funcién f tiene puntos de inflexién en x = 0y en x = 1. Las coordenadas de estos puntos son:

Iy = [0, f(0)] = 1:1(0,0) & I>[1, f(1)] = I>(1, —1).
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364
y y
y=2g"(x) y=gXx)
Q
A
2
f7(x)>0 f7(x)>0 B -
& O
&
0 1 o] & 1
X I X
B \/
I

”(x) <0
f7(x) < -

10. g(x) =2—+4—x2.
A\

gx)=2—+V4—-x2 = g'(x) = —%(4—)62)_%(—2)6) = x(4—x2)_% =

= 87(0) = ¥ =) F 20 + ) = 1

+ - =
(4-x2)2

(423

x2 + (4 —x?) 4

=g (x)= (4_x2)% = ﬁ4—x2)3$

=g¢g"xX)eR & 4—x?>0 & 4>x? & Vx2<2 & |x|<2 & 2<x<2.

En este intervalo g”(x) > 0.

Por otra parte:
g)eR & 4—x2>0 & 4>x? & Vx2<2 & |x|<2.

Entonces el dominio de g es Dy = [-2,2] y g”(x) > 0 en todo Dg excepto en los extremos £2, por lo
cual se puede afirmar que la funcién g es concava hacia arriba en todo su dominio. La funcién g no

tiene puntos de inflexién.

y=g(x)

-2

O

Ejercicios 8.3.2 Utilizando el criterio de la sequnda derivada, determinar los mdximos y minimos locales de las

anteriores funciones, es decir, de:
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1. g(x) = 4—3x2.
V og(x)=4-3x? = g'(x) = —6x = g’ (x) = —6.
Puntos criticos:
gx)=0 —6x=0 < x=0.
La funcién g tiene sélo un punto critico: en x = 0.

Tipo de punto critico:
g"(x) =—6paracadax eR = g”"(0)=-6 = g"(0) <0.

Entonces g tiene en x = 0 un méaximo local estricto.
Las coordenadas del punto méaximo son A[0, g(0)] = A(0, 4), el cual resulta ser méximo absoluto.

Lo anterior concuerda con que la funcién es par.

y=g(x) Méximo local
4 /

A

2. f(x)=(x—1)>.
V f)=@x-13 = f'(x)=3(x-1% = f"(x)=6(x—1).
Puntos criticos:
flx)=0 & 3x—1)°=0& x—-1=0& x=1.
La funcién f tiene sélo un punto criticoen x = 1.
Tipo de punto critico:

[y =6(x—-1) = f"(1)=0.

Entonces, por el criterio de la segunda derivada, no podemos asegurar la existencia de un maximo ni
de un minimo en x = 1, puesto que f”(1) = 0.

Veamos ahora el criterio de la primera derivada.

f'x)=3x—-1)?* = f/(x)>0paracadax # 1 =
= f'(x)>0parax <1& f'(x) >0 parax > 1.

Lo cual implica que f es creciente para x < 1 asi como para x > 1. Por lo tanto el punto critico que
tiene f en x = 1 no es un maximo local ni tampoco un minimo local.
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y=fx)

Punto critico
No es minimo local

No es maximo local \

3. h(x) = x*—6x2+49.
Y h(x)=x*—6x24+9 = h'(x) =4x3 - 12x = h'(x) = 12x> —12.
Puntos criticos:
H(x)=0 < 4x3*—12x =0 & 4x(x>—3) =0 & x = 0o0bien x? = 3;
h'(x) = 0 cuando x = 0 0 bien cuando x = ++/3.
La funcién # tiene tres puntos criticos.
Tipos de puntos criticos:
h'(x)=12x>—12=12(x*>-1) =
= h"(=+/3) = 12(3 = 1) = 24 > 0, minimo.
h"(0) = 12(0—1) = —12 < 0, méximo.
h"(x/3) = 12(3 — 1)24 > 0, minimo.

Las coordenadas de estos puntos criticos son:

A[—+/3,h(—+/3)] = A(—+/3,0) minimo local estricto;
B[0,h(0)] = B(0,9) maximo local estricto;

C[v/3,h(+v/3)] = C(+/3,0) minimo local estricto.
y

\

¥y =h(x)
Maéximo local
\ ,
Minimo local Minimo local
A C
? . x
—3 0 NE)

Lo anterior concuerda con el hecho de que la funcién / es par. Los minimos locales resultan ser
absolutos. O
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4. p(x) = x®—3x*.
YV o(x) =x%—3x* = ¢/(x) =6x° —12x3 = ¢"(x) = 30x* — 36x2.

Puntos criticos:

p'(x)=0  6x°—12x3=0 & 6x3(x2—-2) =0 © x> =0o0bienx? =2;
¢'(x) = 0 cuando x = 0 o bien cuando x = ++/2.

La funcién ¢ tiene tres puntos criticos.

Tipos de puntos criticos:

¢ (x) = 30x* —36x? = 6x*(5x% — 6) =
= ¢"(—v/2) = 12(10—6) = 48 >0 minimo.
¢"(0) = 0(—6) =0 no se sabe.
¢"(¥2) =12(10—6) =48 >0 minimo.

La incertidumbre que se tiene en x = 0 se resuelve viendo que el signo de ¢”(x) = 6x%(5x* —6) lo da
el factor 5x2 — 6. Entonces:

6 6
5x2-6<0 & x2<g & |x|<\/;%1.1 & —ll<x<I11.

Es decir, la funcién ¢ es concava hacia abajo en el intervalo (—1.1, 1.1) que contiene a x = 0. Entonces
¢ tiene en x = 0 un maximo local estricto.

Las coordenadas de estos puntos criticos son:

P[—V2,¢(—+/2)] = P(—+/2,—4) minimo local estricto;
010,¢(0)] = Q(0,0) maximo local estricto;
R[V2,¢(~/2)] = R(¥/2,—4) minimo local estricto.

y
y=¢x)
Maéximo local
-2 (¢ V2
T o T *
. | | iy
Minimo local \ | \‘/‘/ Minimo local
p -4 R
Lo cual concuerda con el hecho de ser la funcién ¢ par.
Los minimos locales también son absolutos. O
—2x
5. =—.
/() x2+1
¥V Por el gjercicio 5 de la pagina 359 se sabe que:
- 2(x2—1) 4x(3 —x?)
X) = = ff)=——m = )= ——.
f0 =gy = S W= = W= T
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Puntos criticos.
2(x2—1)
‘X)=0& S—= =06 x>-1=06 x’=1¢& x==*L
/) (xZ2+1)?
La funcién f tiene dos puntos criticos.

Tipos de puntos criticos:

4x(3 —x?)
" _
ri = 2R
—4Q2
= f'(-1)= 2§ ) =—-1<0 maximo local.
402
O % =1>0 minimo local.

Las coordenadas de estos puntos criticos son:
M[-1, f(=1)] = M(—1,1) maximo local estricto;
N[1, f(1)] = N(1,—1) minimo local estricto.

Lo cual concuerda con que f es impar. Ambos valores extremos resultan ser absolutos.

y
Maximo local y=f(x)
M
— 1
|
|
! 1
| ‘ X
-1
|
|
|
_1 I —
N
Minimo local
|
2
6. = .
g =7
¥V Por el gjercicio 6 de la pagina 360 se sabe que:
2 2
X , —8x ” 8(3x* +4)
= = = _ = =
gX) =7 = & azoag ¢ (x) 24
Puntos criticos: g
—8x
/ — —_— — — .
g(x)—O =4 m—o & —8x=0 <& X—O,

g'(x) no existe cuando x? — 4 = 0, esto es cuando x = +2. Pero g(x) tampoco existe cuando x = +2
(no estdn en el dominio de g). Entonces g tiene un sé6lo punto critico en x = 0.

Tipo de punto critico:

8(4) 1

g"(0) = CaF =2 <0 maximo local.

Las coordenadas de este punto critico son:

M0, g(0)] = M(0,0) maximo local estricto.
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Maéximo local

8
7. h(x) =x2+ —.
x

8 1
V hx)=x>+— = h’(x)sz—i2 = h”(x):2+—§.
x x x

Puntos criticos:

8 8
h’(x):0<:>2x—;:0<:>2x:; s =4 & x= V4

h'(x) no existe cuando x = 0. Pero /(x) tampoco existe cuando x = 0. Entonces / tiene un sélo punto

e 3
criticoen x = «/Z

Tipo de punto critico:
17 3 1 6 .
h'(V4) =2+ 7= 6 >0 minimo local.
Las coordenadas de este punto critico son:

12
N[E/Z, g(f/Z)] =N (3/1, 3—4> minimo local estricto.

Minimo local

@b 4=

wiN

8. ¢(x) = xg -X

3 2 5
V ¢(x)=x3-x3 = ¢’(x):§x

wiN
|
W N
><I
W
<
—~
=
p—
I
O N
N
)]
=
wia| 4
—_
~—
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Puntos criticos:

, 52 2 1 1 2 2 1 [5x—-2 2
P X)=06 -x3--x3=0& |53 -—F|=0& - (—F]=0&5x-2=0% x=_;
3 3 3 <3 3\ .3 5

’(x) no existe cuando x = 0, pero ¢ (x) si estd definida en x = 0. Entonces ¢ tiene dos puntos criticos
p p

2
x=-=-&x=0.
5

Tipos de puntos criticos:

5 N
()
5

#"(0) = noexiste, nada se puede asegurar.

2 2
¢ (_> = & >0 minimo local;

Para decidir el tipo de punto critico que tiene ¢ en x = 0, recurrimos al criterio de la primera derivada.

. 1 ({5x—-2 1
E151gnode¢’(x):§< I >lodan5x—2 & x3.
X

Puesto que HII(I) (5x —2) = —2, entonces 5x — 2 < 0 para valores x cerca de 0.
X—>

Ahora bien, alrededor de x = 0 hallamos:

5x =2
x<0 & Yx<0=> xl >0 = ¢'(x)>0;
x3
3 5x — l
x>0 & Jx>0=> — <0 = ¢'(x) <0.
x3

Sucede entonces que ¢ es creciente para x < 0y es decreciente para x > 0 ( cerca de cero). Por lo tanto
la funcidon ¢ tiene en x = 0 un maximo local.

Las coordenadas de estos puntos criticos son:

2 2 2 4
A [g#ﬁ (g)] =A (E’ —g ¥ E) [se observa que ¢(x) = x?3(x —=1)] minimo local estricto;

B[0, ¢(0)] = B(0,0) méaximo local estricto.

y=¢(x)

) % /
T X
\

AS~—_

Méximo local

Minimo local
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9. f(x)=x*—-2x3.
V fx)=x*-2x3 = f'(x) =4x3—6x% = f'"(x) = 12x%— 12x.

Puntos criticos:
3
F'x)=0 & 4x3—6x2=0 & 2x?2(2x —3)=0 & x =0o0bienx = >

La funcién ¢ tiene dos puntos criticos.

Tipos de puntos criticos:

f(x) = 12x% — 12x = 12x(x — 1);
f7(0) =0 nada se puede asegurar;
3 1
f"1=)=18(=]) >0 minimo local.

2 2
Para decidir sobre el punto critico en x = 0, utilizamos el criterio de la primera derivada.
Como f’(x) = 2x%(2x — 3), y ademds x? > 0 para x # 0, entonces el signo de f’(x) esta dado por el
factor 2x — 3.

3 3

Ahora:2x -3 <0 & 2x <3 & x < X Entonces f'(x) < 0 para x < 5 yparax # 0. Por lo tanto

J es decreciente alrededor de x = 0. Con esto podemos afirmar que en x = 0 la funcién f no tiene
minimo local ni méximo local.

Las coordenadas del punto critico son:

-2
B B, f (%)] =B (;, 1—67> [observe que f(x) = x3(x —2)] minimo local estricto.
y

y=fx)

3
2
T x

Punto critico — |
No es méximolocal | L — _— _ "

No es minimo local \

Minimo local

El minimo local resulta ser absoluto. O

10. g(x) =2—+4—x2.

¥V Por el gjercicio 10 de la pagina 364 se sabe que:

X 4
= 2— 4— 2 / = " = —
g(x) Va—x2 = g'(x) a—x2iz 78 (x) DT
Puntos criticos. X
gx)=0 <« =0<¢ x=0.
4 — x2

Ademas g’(x) no existe en x = +2 donde g(x) si estd definida, por lo que la funcién g tiene 3 puntos
criticos.
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Tipo de puntos criticos:

4

"
X)) = —.
g (x) T ap
4
g"(0) = ﬁ >0 minimo local.

Las coordenadas de los puntos criticos son:

P[0, g(0)] = P(0,0) minimo local estricto;
0[-2,g(-2)] = Q(-2,2) maximo local estricto;

R[2,g(2)] = R(2,2) maximo local estricto.
y

Minimo local

El minimo local resulta ser absoluto y los otros dos puntos criticos resultan ser méximos absolutos.

O



CAPITULO

9

Grafica de una funcion

9.1 Bosquejo de la grafica de una funcién
Ejercicios 9.1.1 Grdfica de una funcién polinomial.

1. Seala funcién f(x) =1 — (x — 3)3.

Encuentre los extremos relativos y absolutos (si tiene), los intervalos donde sea creciente y donde sea
decreciente, también calcule dénde es céncava hacia arriba y dénde es céncava hacia abajo. Final-
mente haga la gréafica.

¥ Lafuncién f es un polinomio
f(x)=1—(x>—9x2+27x —27) = —x> 4+ 9x% — 27x + 28.
Calculamos sus puntos criticos
fl(x)=-3x>+18x—-27= 3(x*-6x+9) =0 &

& X2 -—6x+9=(x-32=0 &
& x = 3 que es el inico punto critico.

Como f/(x) = —3(x —3)* < 0six # 3,la funcion f es decreciente en R y no tiene valores extremos.

Analicemos su concavidad

<0, x> 3.

F(x) = —6(x —3) {>0’ si {x <3

Luego, f es concava hacia arriba en (—oo, 3) y cédncava hacia abajo en (3, +00).
En x = 3 hay un punto de inflexién que es (3, 1).

Notemos que f(0) =28 & f(4) =0.

La gréfica de f es:

373
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y=sx

Punto de inflexién

X

2. Dada la funcién f(x) = x* — 2x3, determinar:

a. Puntos criticos y clasificacién.
b. Intervalos donde crece o bien decrece.

Puntos de inflexién.

/oo

Los intervalos de concavidad.
e. Gréfica de f.

a. Los puntos criticos seran las raices de la derivada, esto es:
l 3 2 2 3
fl(x) =4x> — 6x° =2x (2x—3):O<:>x:O&x:§.

Veamos como es la segunda derivada en ellos:

f”(x) = 12x2—12x = 12x(x —1),
f”(O) =0,

por lo que no podemos decidir si es maximo o minimo relativo con el criterio de la segunda
derivada; analicemos la primera derivada:

3
flx)>0 & 2x—-3>0 & x>

3
f'(x) <0en (—oo, 5) )
3 . .
Por lo que en x = 0 no hay valor extremo ya que en | —oo, 3 la funcién f es decreciente.

f”(%):le%x(%—l>>O.

Por lo que en x = = la funcién tiene un minimo local lo cual coincide con que la funcién f

3 3
decrece en | —oo, 3 y crece en §,+oo .

En cambio

3 3
b. Acabamos de ver que la funcién f es decreciente en (—oo, 5) y es creciente en (5, +oo>.
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c. En x = 0y en x = 1 hay puntos de inflexién, pues ahi la segunda derivada vale cero y cambia
de signo como se puede ver en la tabla:

Signo de
Intervalo | x | x—1| f"(x) =12x(x — 1) | f es concava hacia
x<0(<1 |- - + arriba
0<x<1 | + - - abajo
Ol <x | + + + arriba

d. Como acabamos de ver, la funcién f es céncava hacia arriba en (—00,0) y en (1, +00), y es
céncava hacia abajo en (0, 1).

e. Tabulamos f(x) = x3(x —2) en algunos valores

; (g) _ (5)3 (§_2> _Z (_l> =2 16875
2 2) \2 8 \ 2 16

f(0)=0;
S =1P1-2)=1(-1)=—-1;
f2)=0.
La gréfica de la funcién f es: )
y=fx)
/ i
Punto critico
Es un punto de inflexién 1
No es maximo local
No es minimo local 27
" 16

7
El minimo local (5, ——> resulta ser minimo absoluto.

3. Para la funcién h(x) = x* — 8x? + 18, encuentre:

a. Los intervalos en los cuales & es creciente o bien decreciente.
b. Los valores maximos y minimos locales de 5.
c. Los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Los puntos de inflexién.

d. Bosqueje la grafica de esa funcién.
v
a. Calculamos su derivada

h'(x) = 4x3 —16x = 4x(x? —4) = 4x(x + 2)(x —2)
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y averiguamos su signo mediante la tabla siguiente:

Signo de
Intervalo X+2|x | x=2]h"(x) hes
x<-2(<0<2) — — — — decreciente
—-2<x<0(<2) + - - + creciente
(—2<)0<x<2| + + — — decreciente
(—2<0<)2<x + + + + creciente
b. Los puntos criticos de la funcién son -2, 0 & 2.
En x = —2 la funcién tiene un minimo local, pues la funcién ahi pasa de ser decreciente a ser

creciente.
Eso mismo ocurre en x = 2, comprobando que la funcién es par; el valor minimo es

h(£2) = (£2)* —8(£2)> +18=16—324 18 = 2.

En x = 0 la funcién vale 4(0) = 18 y se trata de un maximo, pues ahi la funcién pasa de ser
creciente a ser decreciente.

. Calculamos la segunda derivada de la funcién

h'(x) =[h'(x)] = 4x3 —16x)" = 12x> — 16 =

n{e-) (e ) (- )

Su signo nos lo da la tabla siguiente:

Signo de
Interval + 2 2 h'”(x) | h es concava hacia
ntervalo X4+ —|x——|h"(x) | hesc c
V3 V3
< 2 (< 2 > + ib
X< —— — - - arriba
V3 V3
2 <x< 2 + baj
— <X < — - - abajo
V3 V3 ]
( 2 <> CH + o+ ib
- — <X arriba
V3 V3
E 2 2 la funcidn ti d tos de inflexié 1 bia el
nx =———yenx = —— la funcién tiene sendos puntos de inflexién, pues la curva cambia e
Ve V3 P P

sentido de su concavidad y es continua:

h<i2>_<i2>4 8(iz>2+18_16 2 gle-9%6+162 82 o
V3) V3 V3 9 3 B 9 R

2
d. Dado + 5 = £1.1547005. La grafica de la funcién 4 es:
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Los minimos locales resultan ser absolutos.

4. Sea la funcién f(x) = x3 4+ 6x2 4+ 3x + 1.

a. Encontrar los intervalos de monotonia de la funcién. Es decir, aquellos intervalos donde la fun-
cién es creciente y aquellos donde es decreciente.

b. Encontrar los intervalos de concavidad de la funcién. Es decir, aquellos intervalos donde la
funcién es concava hacia abajo y aquellos donde es céncava hacia arriba.

c. Hacer un bosquejo de la grafica de la funcién.

a. Derivamos
fl(x) =3x2 4+ 12x + 3 =3(x% +4x + 1).

Para calcular los puntos criticos calculamos los ceros o raices de la derivada, usando la férmula
de la cuadratica:

—4+J16—4 —4+23 0.2
x = = f:—Zﬂ:«/?% 0.268
2 2 —3.732.

Con estas raices la factorizacién de la derivada queda como sigue:
Fx) =32 +4x + 1) =3 [x—(—z—ﬁ)} [x—(—2+ «/5)} -
=3(x 42+ V3)(x +2—-3).

Para conocer los intervalos de monotonia, usamos la siguiente tabla:

Signo de
Intervalo Xx—=(2=V3) | x=(2+V3) | fl(x) =3(x>+4x+ 1)
x < —2-+3(<=2+3) — — +
2-3<x<-2443 + — —
x> -2+V3>-2-+3) + + +

Por lo tanto, la funcién f crece para x € (—oo, -2 - ﬁ) y para x € (—2 + /3, +oo),'
y decrece para x € (—2 — 3,2+ ﬁ)
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b. Calculamos la segunda derivada
S (x) = 6x + 12 = 6(x + 2).

La tnica raiz es x = —2 donde hay un punto de inflexién.

Se ve claro que

S (x) <0parax € (—oo,—2) osea f es concava hacia abajo ahi;
f"(x) > 0parax € (—2,+00) o sea f es concava hacia arriba ahi.

c¢. Valuamos la funcién en algunos puntos

x f(x)
—2—4/321.39
-2 11
-2+ /3| 0.6
0 1

y damos un bosquejo de la grafica de la funcién f:

y=sx

5. Para la funcién f(x) = (x? — 4)3, determine:

a. Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento. Los extremos relativos.

b. Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo. Los puntos de in-
flexion.

c. La grafica.
Y Calculemos:

a. f'(x) =3(x% —4)22x = 6x(x +2)%(x —2)2.
Los puntos criticos estinen x = —2, 0y en 2.
f'(x) >0six > 0& x # 2;luego, f(x) es creciente en (0, 2), en (2, +00) y también en [0, +00).
f/(x) < 0six < 0&x # —2; luego, f(x) es decreciente en (—oco, —2), en (-2, 0) y también en
(=00, 0).
Entonces el tinico extremo relativo es (0, —64), donde la funcién pasa de ser decreciente a ser
creciente; por lo tanto es un minimo.



9.1 Bosquejo de la gréfica de una funcién 379

b. Calculemos la derivada de f'(x) = 6x(x? — 4)2:

c. La gréfica de la funcién f es

F7(x) = 6(x% —4)? + 6x x 2(x% —4) x 2x = 6(x> —4) (x> — 4 + 4x?) =
= 6(x2 —4)(5x%2 — 4) = 6(x + 2)(x — 2)(v/5x + 2)(v/5x —2).

2
La segunda derivada es 0 en £2 y en +—= & £0.89, y su signo estd dado en la tabla siguiente:

NG
Signo de
Intervalo X+2 | VSx+2 | V5x=2|x=2| f"(x)| f esconcava hacia
<=2 (< 2 < 2 < 2) + ib
X< — ——— <= - — — — arriba
V55
2<x< 2 (< 2 < 2) + baj
—2<Xx<—— — - - - - abajo
NG ’
(-2 <) 2 <x< 2 (<2 + + + ib
- - <x<—= — — arriba
NE NE
( 2 < 2 <> 2 2 + + + baj
D<——<|—=<x< - - abajo
NN ’
( 2 < 2 < 2 <> 2 < + + + + + ib
< =< — x arriba
V55

2 2 L . . .
Vemos entonces queen | —2,——= | yen 7 2 | la funcién es concava hacia abajo.

V5

Vemos también que en (—oo, —2), en ( > yen (2, +00) lo es hacia arriba.

2 2

V55
L tos (£2,0) & [ % 2 -le (£0.89, —32.77) son de inflexié

0s puntos , —,— | & .89, —32. n de inflexion.
P 75123 son de inflexio

Tenemos ademés que f(0) = —64 & f(£2.8) = 56.62.

y
y = f(x)
Céncava Céncava
2
N
T x
Punto critico / ’ I
Es un punto de inflexién & ‘ o
P ) | 2
No es maximo local _ e
No es minimo local ?
“
—64 %,
)

Todo concuerda con que f es par; (0, —64) resulta ser minimo absoluto y f no tiene méaximo
absoluto.

O
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6 4

6. Considere la funcién f : R — R definida por f(x) = x_ + 7 —x2+3.

a. Determinar dominio, intervalos de continuidad y lim f(x), lim f(x). (No determine las
X—>—00 Xx—>+o00
raices de f.)
b. Determine los puntos criticos y los intervalos de monotonia.
c. Clasifique los puntos criticos (extremos) y determine los intervalos de concavidad.

d. Obtenga los puntos de inflexién, la gréfica de f y el niimero de raices de f. (No intente calcular
las raices de f.)

a. Dominio: Dy = R donde f es continua.

1 1 1 3
h’rjr; fx) = h’rjr; [xG (——}—————}-—)]:4_00‘

6 2x2 x* xS

)y =x4+2x3—2x=x(x*+2x2-2)=0 & x=0&x*+2x2 -2 =0.

Resolviendo esta tltima ecuacién para x?

24 J4+8
xzz%z—li«/}

Como estamos entre niimeros reales, desechamos los valores de x tales que x2 = —1-4/3, por
ser —1 — /3 < 0:

x =4V -1+ 3~ £/—1+ 1.7320508 = ++/0.7320508 ~ +0.8555997.

Estos dos Valores, junto con x = 0 constituyen los puntos criticos; ademas
0= )= 1)) -
=x(x>+1+ ﬁ)(x— -1+ «/§)(x +/-1+ «/5)
Como x? + 1 + /3 > 0 siempre, el signo de f’(x) nos lo da

x(x— —1+«/§> (x+ —1+«/§>.

Veamoslo:

Signo de

Intervalo X+ V-l+V3| x| x=V-14+V3|f'(x)
—V-1+V3(<0<V-1+3) - - - -

—m <x <0(< m) +
(—V-1+/3<0<x<V-1++3 +
(—m<0<)m<x +
(V=
y

+
|
|

_|._
_|._
_|._
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c. Enx = £v/—1 + /3 tenemos minimos relativos y en x = 0 méaximo relativo pues la funcién f
pasa de ser creciente a decreciente, a diferencia de los otros dos anteriores en que esa funcién
pasa de ser decreciente a ser creciente.

Para determinar los intervalos de concavidad calculemos la segunda derivada

F(x) = 5x* + 6x2 — 2.

Veamos ahora dénde es positiva y dénde es negativa.

Nuevamente desechamos los x tales que x?

5x* 4+ 6x2

—2=0< x

2 6436440  3£4I19

3

10

puntos x tales que anulan la ecuacién de cuarto grado:

5

— V1
x== %%:&:0.521325
y ademas
6 2
" =35 4 2= —
f7(x) (x +5x 5
, 3+ 19 -3+ V19 -3+ V19
=5(x2+ 2222 S S —y =
5 5 5
3+ V19
Como x2+% > 0 siempre, el signo de f”(x) noslo da
-3+ 19 -3+ V19
5 5
Veamoslo:
Signo de
-3+ 419 -3+ 419
Intervalo x + * X — R f7(x)
5 5
-3+ 419 -3+ 419
X <—{| ——— — - - +
5 5
-3+ 419 -3+ V19
| ——— < x < — + — —
5 5
-3 1 — 1
SEERER N . s
5 5
. . . . -3+ V19 -3+ V19
La funcién f es concava hacia arriba en | —oo, — —5 3 , o0

9
—3~ —5 Ppuesnoson reales, y tenemos sélo dos
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-3+ 419 [=34+ /19
La funcién f es concava hacia abajo en —\/ +5 ) \/ +5 ) :

[=3+ V19
d. Los puntos de inflexién se tienen para x = =+ %, pues en ellos la segunda derivada

vale cero y cambia de signo.

4 6

Ahora bien como f(x) =3 —x? + x? + %,

3-23+1  3/3-3x3+3V3-1
f(ﬂ: —1+«/§>:3+1—«/§+ “2f+ NELE X6+ CEll

5 13
=4—«/§+2—«/§+«f—§:?— 3~ 2.6012825.

Hallamos que (£v/—1 + +/3,2.6012825) son puntos de la grafica de f donde hay minimos rela-
tivos.

En (0, 3) hay un maximo relativo.
La gréafica de f es:

Resulta que los minimos relativos son también minimos absolutos.
Los puntos de inflexién son

— /1 _ 1
oy 2D 2V
5 5
v19—3 19—-6 9 31128 — 6
%<10.521325,3_ - SVO 9+9 W19 ]7[50 Vi ])

—1504/19 4 450 + 420 — 90/ 19 + 46+4/19 — 198

= [ £0.521325,3 + + + + =
750

—194/19 4 672

= | £0.521325,3
( + 750

) ~ (£0.521325,2.7684981).

La funcién no tiene raices.
Todo concuerda con que la funcién f es par.
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Ejercicios 9.1.2 Grdfica de una funcién racional.

2

T2 determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los
- X
puntos criticos y su clasificacién, asi como los intervalos de concavidad hacia abajo y hacia arriba.

Finalmente, con estos elementos haga un bosquejo de la gréfica de la funcién.

1. Para la funcion f(x) =

Y Vamos a derivar dos veces la funcién f

v (I=x?)2x —x2(=2x) 2x —2x3 +2x3
P =2 S = S
éf’(x)=4-(1_x7)2. *)

De aqui calculamos la segunda derivada

(1=x2)2x1—xx2(1—x?)(-2x) _ 4 (1—x%) [(1 —x?) + 4x?]

/i) =4 (1—x2)* (1—x2)*

1+ 3x2
(1—x2)3"

La funcién f esta definida en todos los reales excepto en la raices del denominador (1 — x2)3:

= f(x) =4 )

1-x*=0 & x*=1% |x|=1¢% x=1obienx =—1.
De aqui concluimos que:
Dominio de la funcién = Dy =R — {—1, 1}.
Las raices de f son las raices de su numerador (siempre y cuando estén en el dominio de la funcién)
=04 x=0.
Laraizde f: x =0.

Las asintotas verticales de f* vienen dadas por los ceros o raices del denominador que no son ceros
del numerador, en este caso:

Las asintotas verticalesde f: x = -1 & x = 1.

Para las asintotas horizontales calculamos

m f()= lim 2—- lim — 2
= = lim = -2.

x—y’:?oo * x—y’:{loo 1— x2 x—>*+o0 x1_2 —1

Asi: y = —2 es la asintota horizontal de la funcién f.

Las raices de f’ son las raices de su numerador
x = 0, que representa un punto critico de f.
De la expresién (x) vemos que el signo de la derivada nos lo proporciona el numerador x. Por lo que
concluimos que:
La funcién f crece en (0, 1) yen (1, +00).
La funcién f decrece en (—oo, —1) yen (—1,0).
También obtenemos de aqui que f(0) = 0 es un minimo relativo.
El signo de la segunda derivada nos lo proporciona el denominador (1 — x2)3, pero esta expresion

tiene el mismo signo que g(x) = 1 —x?2. Usamos por tanto esta expresion. Las raices son —1 y también
1. Si evaluamos en puntos intermedios apropiados obtenemos

f"(=2) <0 f"(x) <0en (—oo,—1);
f£70) >0 = < f’(x)>0en (-1,1);
f72) <0 f"(x) <0en (1,+00).
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2. Para la funciéon f(x) =

Esto nos dice que:
La funcién f es concava hacia abajo en (—oo, —1) U (1, +00) .
La funcién f es concava hacia arriba en (-1, 1).

La concavidad cambia en x = %1, pero como f no est4 definida en esos valores, la funcién no tiene
puntos de inflexién.

Con toda la informacién anterior estamos listos para dar un bosquejo de la gréfica. Para precisarla,
vamos a evaluar la funcién f* en dos puntos, notando que f es par:

2(=2)? 8

8
fO = D=1 =15 = 5

También notamos que:

] ] 2x? ]
AR = I a0
lim /()= Jim = joo= lim /()
m f(x)= lim ——— =400 = lim f(x).
x—>1- x—=>1- (1 + x)(l —X) x—>—17F
La gréfica de la funcién f es:
y

y=s(x

|
N

w]oo| |
—y

O

(x—1)?
2
puntos criticos y su clasificacién, asi como los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.

Finalmente, con estos elementos haga un bosquejo de la grafica de la funcién.

, determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, los

¥ Vemos que el dominiode fesDy =R —{0}.
Intervalos de monotonia: calculemos la derivada de la funcién

2(x — Dx? —2x(x — 1)?
x4 '

fx) =

Simplificando x y factorizando 2(x — 1):

Py = 2 —x—x+1) _ 2(xx; 1),(Conx o)

x3

De donde vemos que el punto critico es 1 (ahi la derivada vale 0).
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Veamos ahora el signo de la derivada y de aqui inferiremos dénde la funcién es creciente y dénde

decreciente.
Signo de
Intervalo | x3 | x =1 | f/(x) fes
x<0<1)| — - + creciente
0<x<1 | + — — decreciente
Ol <x | + + + creciente

Vemos que para x = 1, es decir, en el punto (1, 0) de la grafica de la funcién hay un minimo local
pues la funcién ahi pasa de ser decreciente a ser creciente; ademas resulta ser minimo absoluto, pues
f(x)>0parax e Dy.

Intervalos de concavidad: calculemos la segunda derivada de la funcién

2x3 —3x22(x — 1)
fr(x) = e :

simplificando x?:

f,,(x):2x—i(4x—1) :2x—6x+6: —4x+6 2(3—2x)

’

x4 x4 x4

3
f"(x) >0si3—2x >0, esdecir, si2x <3 0seax < 5;

3
por lo que la funcién f es céncava hacia arriba en (—oo, 0) U (0, 5),

3
f"(x) <0si3—2x <0, esto es, cuando 2x > 3 o bien cuando x > 3

3

3 3
De donde inferimos que esta funcién f es céncava hacia abajo en (5, +oo> y que en [5, f (§>]

hay un punto de inflexién; y como

7N
N W |
~

N
|0
O] —

| punt 31

el puntoes | =, - |.

P 29

Para bosquejar la gréfica de la funcién, enfaticemos que f es continua en su dominio R — {0} y ob-
servemos que la recta y = 1 es asintota horizontal ya que

—1y2 2 oy 41 2
im o= lm S o g T2 g 220 Ly gp0=
x—>to0 X X

x—>to0 x2 x—>to0 x2 x—>to0

y que x = 0 es asintota vertical pues

—1)?
lim /()= lim S~ oo

x—07F —0*

Conjuntando todos estos elementos, la gréfica de la funcién f es:
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y=f

—4
3. Sea la funcion f(x) = xiz Proporcione:

(x—=1)
El dominio de la funcién.
Las raices de la funcion.
Los intervalos de monotonia.
Los intervalos de concavidad.

oo TP

La grafica de la funcién.

o

Dominio: Dy = R —{1}.
b. Las raices: {—2,2}.
¢. Vamos a derivar la funcién (x — 1 # 0):

df d X2—4 _ (X—l)zj—x(xz—4)—(x2—4)j—x(x—1)2 _

dx _dx(x—12 (x—1)*
= D220) - (2 =H2(x— 1)  (x—=D[(x —DQ2x) — (x> —4)2]
B (x—=1D* B (x—1D* B
(- 1EN) —2(x2—4) 2P —2x 2248
B (x=1)3 B (x—=1)3 B
_ —2x+8 x—4
- T D3

La raiz de la derivada es x = 4. La derivada no estd definidaen x = 1.
x—4

El signo de la primera derivada viene dado por la expresién —

Los intervalos de monotonia los calculamos con la tabla siguiente:

x—4
Intervalo | Valor de prueba _— 1 Signode f'(x)
X —
—4
x <1 0 s -
—1
l<x<4 2 24 +
§ 21
10—-4
4 10 — -
= 10— 1
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La funcién es decreciente en (—oo, 1] y en (4, +00).

La funcién es creciente en (1, 4).

4
En[4, f(4)] = (4, §> hay un maximo local estricto.

d. Calculamos la segunda derivada

d d
de:i[_ x_4]:_(x—1)35()(—4)—()6—4)%()6—1)3:
dx2 ~ dx (x—1)3 [(x —1)3]2
_ 2(x—1)3(1)—(x—4)3(x—1)2 _ 2(x—1)3—3(x—4)(x—1)2 _
- (x — 1)6 - (x — 1)6 -
(x = D?[(x = 1) = 3(x — 4)] (x—=1)=3(x—4)
(x —1)° (x —1)*
x—1—-3x+12 —2x + 11
=2 =2 =
(x —1)* (x—1)*
L 2x—11
(x —D*’
11

La raiz de la segunda derivada es x = ER

El signo de la segunda derivada viene dado por la expresién 2x — 11.

Los intervalos de concavidad los calculamos con la tabla siguiente:

Intervalo | Valor de prueba | 2x — 11 | Signode f"(x)
x <1 0 —11 -
11
l<x<— 2 =7 -
2
11
> <x 10 20—-11 +

11
La funcién es céncava hacia abajo en (—oo, 1) U (1, ?>

. . . 11
La funcién es concava hacia arriba en (7, +00 .

e. Para calcular las asintotas horizontales obtenemos

4
x2—4 x2—4 1__2
Ii = lim = Sy = im —— =1
A T - S I
x  x?

Tenemos una tnica asintota horizontal: y = 1.

Tenemos igualmente una tnica asintota vertical: x = 1.
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4. Seala funcién f(x) =

/oo

Vamos a evaluar la funcién en algunos puntos

x| f)

0 —4

4 | 1.3333

= 1.296

2
: > : . L ox?—4 e
Usando toda la informacién anterior y dado que hn} f(x) = hn} G2 = —o0, la grafica de
x— x— —_
la funcién f es: )
y=fx
——— - —1+ fﬂ:& .

I
I
I
I
I
[
-2 1 /2 42
! 2
—4 |
I
I
|
I
I
I
I
I

El méaximo local estricto (4, 1.3) resulta ser absoluto.

T Proporcione:
x

a. El dominio de la funcién.
b.

Los intervalos de monotonia.
Los intervalos de concavidad.
Los puntos de inflexion.

La grafica de la funcién.

a. Dominio: Dy =R & f no tiene raices.

Vamos a derivar la funcion
d
df _ d TN ol G ot B P
dx dx \14+x2) (1+x2)2  (1+4x2)?2°

La raiz de la derivada es x = 0.
El signo de la primera derivada viene dado por la expresién —x.
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Los intervalos de monotonia los calculamos con la tabla siguiente:

Intervalo | Valor de prueba | —x | Signode f'(x)
x <0 —1 1 +
x>0 1 -1 -
La funcién es creciente en (—o0, 0).
La funcién es decreciente en (0, +00).
En [0, f(0)] = (0, 1) hay un mé&ximo local estricto.
c. Calculamos la segunda derivada
dzf_i[ Zix]_i[ 2#]_
dx?2  dx | (14+x22]  dx | “(14+x22]

d d
1+ XZ)ZE(X) —xa(l + x%)? _ _2(1 +x2)?2 —x x2x (1 + x2)(2x) _

- [+ 2P I+ 32

_ 5 (14 x2)%2 —4x2(1 + x?) _ 5 (14 x)[(A + x?) — 4x?] _
(1 +x2)° (1 +x2)*

(0 x?) —4x? 1-3x>

T A+’ T T+

32—

=

La raices de la segunda derivada las obtenemos al resolver la ecuacién

1 3
32— 1=0 = 3x2=1= x=4— ix:iéxiO.SW.

V3

El signo de la segunda derivada viene dado por la expresién 3x% — 1.
Los intervalos de concavidad los calculamos con la tabla siguiente:

Intervalo Valor de prueba 3x2 -1 Signo de f"(x)
3
x < —‘/T— ~10 3(=102 - 1 +
V3 V3
—_—— <X < — 0 -1
3 3
3
% <x 10 3(10)2 — 1
3 3
La funcién es concava hacia arriba en <—<>o, —%) U <§, +oo> .
3 V3
La funcién es céncava hacia abajo en <—§, %) .

d. En{—?,é

3

} hay puntos de inflexién que son:

Ry (ﬁ)
3 3
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e. Notemos ademas que es una funcién par y que la asintota horizontal es y = 0, pues
+

lim =0
x—doo 1 4+ x2

Ahora, la grafica de la funcién f:

El maximo local (0, 1) resulta ser un maximo absoluto.

O

X2 —
5. Considere la funcién 7 : R — R definida por h(x) = ———
x
funcién. Las asintotas verticales y las horizontales. Los puntos criticos. Los intervalos de concavidad.
Haga un bosquejo de esa funcién.

V¥ El dominio de la funcién: D, =R —{0}.

. Halle el dominio y las raices de la

La funcién es impar.

Las raices de la funcién son aquellos valores que hacen cero el numerador (y no hacen cero el denom-
inador), entonces:

x2-3=0% x*>=3 & |x|=+3 & x =—+v30bienx = V3.

Asintotas verticales: ceros del denominador que no son ceros del numerador. En este caso se ve
claramente que la tinica asintota vertical es x = 0y que h'ril f(x) = Foo.
x—>=+0

Asintotas horizontales. Para esto calculamos

x—>+o0 x—>too X x—Foo \ X x3

2_ 1
lim h(x) = lim = — lim (——i>:o.

Entonces la tinica asintota horizontal es y = 0.

Calculamos la derivada de la funcion

B2x) - (2 =3)Gx?) _ x2x2x) - (> =3)@)] _

h'(x) = G NG
2x2—-3x249
—x249
= h'(x) = - *)

La funcién /' es par.

Para encontrar los puntos criticos, igualamos a cero la primera derivada:

Hx)=0 & —x?49=0& x>=9 & |x|=3 & x =3o0bienx = 3.
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Puesto que en x = 0 hay una asintota vertical, consideramos como intervalos para el analisis del signo
de la primera derivada a (—oo, —3), (=3, 0), (0,3) y (3, 00).

Sélo consideramos el numerador, pues el denominador de la primera derivada siempre es positivo.
Asi tomando como valores de prueba en esos intervalos a x = +4 y a x = %2 tenemos:

x=44 = x> +9=—(4)?4+9<0 = h'(£4) <0 = h'(x) <0six € (—o0,—3) U (3, +00);
x=42 = x?2+9=—(£2?+9>0 = h'(£2) >0 = h'(x) > Oparax € (-3,0)U (0,3).

Entonces la funcién &’ es continua en tales intervalos.
Concluimos que:
La funcién £ es creciente en (—3,0) y en (0, 3).

La funcién & es decreciente en (—oo, —3) y en (3, +00).

-2 _
Para x = —3 hay un minimo local, #(-3) = o5 = —0.2, pues ahi la funcién pasa de ser decreciente

a ser creciente y para x = 3 hay un maximo local, #(3) = 0.2, pues ahi, por lo contrario, pasa de ser
creciente a ser decreciente.

Calculamos ahora la segunda derivada de la funcién, a partir de (x):

B ) = (9— x2> ' _ —2x% —4x3(9 — x?) _
x4 x8
—2x° —36x3 +4x>  2x°—36x3 2x3(x2—18) 2(x2—18)

Six > 0, el signo de la derivada nos lo da x? — 18, entonces:

Parax > 0: h"(x) >0 <& x2—18 = (x +3v2)(x —=3v2) >0 &

& x+3/2>0 & x—3/2>0 obien x+4+3v2<0 & x-3/2<0 &
& x> 32 & x>32 obien x < —342 & x<32 &
& x € (3«/§,+oo) obien x € (—oo, —3«/5).

Entonces, si x > 0:

h es concava hacia arriba para x € (3 V2, +oo).

h es concava hacia abajo para x € (O, 3«/5) por ser el complemento.
Como & es impar concluimos que:

h es concava hacia arriba si x € (—3«/5, O) U (3«/5, +oo).

h es concava hacia abajo si x € (—oo, —3«/5) U (O, 3«/5)

-5 5
Luego, los puntos | —3+/2, 7> ~ (—4.243,—0.1964 (3«/5, 7> son de inflexion.
& P ( 18 x +/2 ( )y 18 x +/2

Con todos estos datos, podemos hacer el bosquejo de la grafica de la funcién /:
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y
1 y = h(x)
N B VA e e S
\Qﬁ‘—é I — ﬁ 3 3ﬁ
—-0.2
_l -
O
6. Sea la funcién
f) = 5—.
x2+1
Diga en qué intervalos es concava hacia arriba, céncava hacia abajo, determine los puntos de inflexién
y grafique.
V¥ Calculemos primero la primera y la segunda derivada
x2+1—-2x? 1 —x?
J'x) = 2 2 2 2
(x2+1) (x2+1)
F) = —2x(x*+ 12 =2(x> + D2x(1 —x?)  —2x(x*>+ 1) —4x(1—x?)
- (xz + 1)4 - (xz + 1)3 -
23 —2x —dx 4 4x3 2x3 —6x
- (xz + 1)3 - (xz + 1)3 .

Luego, los puntos de inflexién se encuentran cuando
2x% —6x =2x(x2=3) =2x(x + V3)(x —V3) =0 & x =0& x = £/3.

El signo de la segunda derivada nos lo da esta misma expresién, pues el denominador (x? + 1)3
siempre es positivo.

Determinemos el signo de la segunda derivada:

Signo de
Intervalo x+ 3| x | x=+3| f"(x) | f esconcava hacia
x < —+/3(<0 < 3) - - - - abajo
—/3 < x <0(< V3) + — — + arriba
(—v/3<)0<x<+3 + + - - abajo
(—v/3<0<)V/3<x + + + + arriba

Como 2x(x2 —3) = 2x(x + V/3)(x — V/3), su signo nos lo da x (x + V3)(x — V/3).
Ademas:
Dy =R;la tinica raiz de f es x = 0y la funcién f esimpar.

1

Dado que lﬁf f(x)= lim = 0, entonces y = 0 es asintota horizontal.
X—> 00

x—>to0
14+ —
X
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Los puntos criticos de f sonx = %1 cuando f'(x) = 0.

Elsignode f’/(x) nosloda 1 —x2 = (1 4+ x)(1 — x), luego:

Signo de
Intervalo l+x|1—x]| f'(x) f es
x<-—l(<1) - + - decreciente
—-1<x<l + + + creciente
1)1 <x + — — decreciente
En x = 1, hay un maximo relativo pues f pasa de ser creciente a ser decreciente y también f(1) = X
En x = —1, hay un minimo relativo pues f pasa de ser decreciente a ser creciente y también f(—1) =
1
-5
e +3 )
Las ordenadas de los puntos de inflexién son f(+ V3) = 7 ~ £0.4330127 asi como f(0) =0.
Y con toda esta informacién la grafica de f es:
¥
y=rf( 1
2
0433 7/~ T
3 o
-1
L x
I
1
I I NE
Lo
L/ {-0433
1
2
|

1
7. Dada la siguiente funcién: f(x) =x + 1+ T3 determine sus intervalos de monotonia, los puntos
X —

extremos y grafique esa funcién.

Y Como f(x) = x + 1+ (x —2)7!, entonces:

flo=1-

Luego, f es creciente en

y decreciente en

Observequex =2 ¢ Dy.

_
(x—=2)

2>0<:>>

(x =2

<lo x=-2°>1% |x=2|>1 ¢

& x—2>1lobienx—2<—-1 & x> 3,0bienx < 1.

(=00,1) yen (3, +00)

(1,2) yen (2,3).
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8. Graficar la funcién f(x) =

Los puntos criticos aparecen cuando

f’(X)=1—%:O &

72 s=16 x-2"=1¢

1
(x—2)
& |x=2|=1<& x—2==+1 & x=1obienx = 3.

Como en x = 1 la funcién pasa de ser creciente a ser decreciente, en el punto

1
[1, f(H)] = (1, 1+1+ ﬁ) = (1, 1), la funcién tiene un maximo relativo.

Y en x = 3, un minimo relativo pues la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente;

1
El minimoes f(3) =3+ 1+ 3= 5.

También vemos que lim f(x) = £ooyque lim f(x) = —oco, lim f(x) = +oo0.
x—+o00 xX—>27 x—2+
Ademas
1 22 -2+1 x?2—x-1
fx)y=x+1+ . Xy T =0 &
x=2 x—=2 x—=2
1£v1+4 1.6
<:>x2—x—1:0<:>x=7+% son las raices.
2 —0.6
La gréfica es:
y
5 — — —
et .
~1 1

X .
T2 determinando:
—X

a. Dominio, raices y simetria.
b. Asintotas.

Intervalos de monotonia.

/oo

Intervalos de concavidad.

e. Puntos criticos y su clasificaciéon. Puntos de inflexion.
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v

a. Como se trata de una funcion racional, su dominio son los reales menos las raices del denomi-
nador, esto es, las x tales que

1-x>=0 & x*=1& |x|=1¢& x==I.
Dominio: Dy =R — {£1}.

Por lo tanto la funcién tiene una raizen x = 0, yaque f(x) =0 & 7 xxz =0 & x=0.
Y es impar, pues
fex) = s = = =)
1 —(—x)? 1—x2 i
b. Calculamos
P s X _ .
Am S = MM A a—g T T
X
lim x)= lim — =-00
x—>—1+ A x——1+ (1 + x)(1 — x)
Por lo que la recta x = —1 es una asintota vertical y, por paridad, la recta x = 1 también es
asintota vertical:
P Y X _ .
xlg?— J(x) = xlg?— 1+x)1—-x) oo}
X
Iim f(x)= lim ——— =—
x—17+ /() x—=1+ (1 + x)(1 —x)
Por otro lado: .
X 0 0
1/ = 1/ X = = — = .
S fe= m o1 1

Por lo que la recta y = 0 es asintota horizontal.
c. Calculemos la derivada
F(x) = (1—x%(1) —x(—2x) _ 1 —x%+42x? _ 1 + x2 .
(1—x22 (I—x27  (1-x2p

La funcién es creciente en (—oo, —1), (—1,1) y en (1, +00) ya que f’(x) > 0 para cada x # £1.

d. Calculemos la segunda derivada de la funcién f:

(1 =x?)?(2x) — (1 + x?) x 2(1 — x*)(—2x) _ 2x(1-— x2) 4+ 4x(1 + x?) _

S =10 d—x2) =227
2x —2x3 +4x +4x3  6x 4 2x3
- (1 —x2)? (T2
2x(3 + x?)
-

El signo de la segunda derivada lo dan x & 1 —x? = (1 — x)(1 + x) = —(x — I)(x + 1). Usamos
la tabla que sigue para determinar los intervalos de concavidad:

Signo de
Intervalo x+1| x| == f"(x)
x<—-1(<0<1) - - + +
-1<x<0(<1 + + -
-1 <0<x<1 + + + +
x>1>0>-1) + + - -
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9. Seala funcién f(x) = —

e

Por lo tanto:
La funcién f es concava hacia arriba en (—oco, —1) U (0, 1).
La funcién f es concava hacia abajo en (—1,0) U (1, +00).

. La funcién f no tiene puntos criticos; en (0, 0) tiene un punto de inflexién ya que ahi su grafica

cambia el sentido de su concavidad (pasa de ser hacia abajo a ser hacia arriba) y ademas es
continua.

Y ahora veamos su grafica:

y=f(x)

X2

(x =52

a. Encuentre los puntos criticos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b.

Encuentre los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad.
Encuentre las asintotas verticales y horizontales.

Haga un bosquejo de la gréfica.

Puntos criticos:
Primero necesitamos calcular la derivada de la funcion

—2x(x =5 +2x*(x —5)  —2x(x—5+2x>  10x

fie = (x—57 =5 @-5

El tinico punto critico es x = 0 y observamos que 5 ¢ D ¢, entonces los intervalos de monotonia
son:

x<0<5 = f’(x)> 0; puesto que tanto 10x como (x — 5)> son negativos, = f es creciente.

0<x<5= f'(x) <0, puestoque 10x > 0y tanto x — 5 como (x — 5)> son negativos, = f es
decreciente.

x >5> 00 = f'(x) > 0, puesto que tanto 10x como x — 5 y también (x — 5)3 son positivos,
= f(x) es creciente.

Su méximo local estricto: [0, f(0)] = (0, 0).

Puntos de inflexién:

Calculemos la segunda derivada de la funcién

_ 10(x —5)> = 10x x 3(x —=5)*>  10(x —5) —30x
B (x =5)° - (=5

_ —20x-50 ' —2x—5

B N

VAEY
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d.

El signo de esta derivada segunda lo da el numerador, ya que (x — 5)* > 0 para x # 5:

5
2x-5>0 & 2x>5 & x<—§.
En | —oo, —7) la grafica de la funcién es céncava hacia arriba:
5
“2x—=5<0 & -2x<+5 & x>=3.
> g . o 5
En —3 5 y en (5,400), la grafica es concava hacia abajo; y para x = —5 hay un punto de

inflexién, pues ahi la gréfica cambia el sentido de la concavidad y la funcién f es continua.
Tal punto de inflexién es:

25 25
5 5 5 T 5 T 5 1
__af 5 = __’72 = __372 = A A .
2 2 2 5 5 2 15 29
2 2
X 2
lim f(x) = lim [— ( ) ] = —o0, por lo que la recta x = 5 es asintota vertical.
x—5 x—5 x—5
—x?2 —1 —1 —1
1/ = 1/ —— = 1/ = = — = _1.
Jm = i ok 35 rkoo |10 25 T 12040
x = x?
La recta y = —1 es asintota horizontal.
La gréfica de f es: y

1 1
10. Para la funcién f(x) = — + —, determine:
X

ISR

- 0o 2N

x
Dominio, raices y paridad.
Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo y puntos de inflexién.
Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.
Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.

Maéximos y minimos relativos y absolutos.
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g. Esbozo gréfico y rango.
v

a. Su dominio es:
Dy=R—{x|x=0}=R—{0}.

x+1
Raices: como f(x) = +3 ,
X
1
f(x):0<:>x; =0 x+1=0 & x=-1.

Paridad:
1 1 1

1 1
f(x)—ﬁjtﬁ = f(—x)—(_T)zwL(_TP—ﬁ—F,
1 1 1 1
‘f(x’:‘(xT*ﬁ) =TT
Luego, f(=x) # f(x) & f(=x) # —f(x).
Por lo tanto, la funcién f no es par y tampoco es impar.
b. Derivamos:

2x +3
-

f)=x74x7 = fl) =207 -3x" = (33 + %) -
X X

Aqui es importante observar que, para cada x # 0, se tiene que x* > 0. Por esto:

2 3 2 3 3
f’(x)>0<:>—)hL >0 & X <0 & 2x+3<0 & x<—=;
x4 x* 2

2 3 2 3 3
f’(x)<0<:>—xj <0 & xj S0 & 244350 & x>—2.
X X 2

3 3
Por lo tanto, f es creciente en el intervalo (—oo, —§> ; es decreciente en los intervalos (—5, O)
y (Oa +OO)‘
c. Segunda derivada:

6 12 6 12
fl)y=-2x2-3x"* = f/x)y=6x"*+12x7° = pri s ox+ 2

Primero vemos que

6 12
f'x)=0 & x+5 =06 6x+12=0<¢ x=-2.
x
Considerando este ntimero x = —2 y excluyendo a x = 0, generamos los intervalos (—oo, —2),

(—2,0) & (0, +00), en los cuales veremos el signo de f(x).

Intervalo Valor de prueba | f"(x) | f es concava hacia
2 .
—oco<x <—2 x=-3 8_1>0 arriba
—2<x<0 x=-1 —6<0 abajo

0<x <400 x=2 >0 arriba
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Luego, f es concava hacia arriba en los intervalos (—oo, —2) y en (0, 4+00).
Y es concava hacia abajo en el intervalo (-2, 0).
Existen cambios de concavidad en x = —2y en x = 0, pero la funcién no es continua en x = 0,
de hecho x ¢ D y. Entonces hay un punto de inflexién en x = —2.

d. Por ser una funcién racional, f es continua en todo su dominio Dy = R — {0}. Esto es, f es
continua en el conjunto (—oo, 0) U (0, +00).
La funcién f tiene una discontinuidad en x = 0.

1 " 1 7
Como lim(x + 1) = 1 & lim x3 = 0, entonces lim f(x) = lim i — = oo. Es decir,
x—0 x—0 x—0 0

x—>0 x3
la discontinuidad es esencial; se dice también que la discontinuidad es infinita.

e. Precisamos h'rr}) f(x) determinando los limites laterales:
x—

1 i 1 7
lim f(x) = lim E (—) .

x—=0— X 0~

Puesto que x — 07, entoncesx <0& (x +1) — 1> 0.

1
Como x3 <0 & (x + 1) > 0, entonces al < 0, por lo que al — —00.

x3 x3

Por lo tanto
lim f(x) = —o0.
x—>0—

Por otro lado,

x—0t x—0tT X

1 i 1 7
lim /()= lim 2 = (—) .

Puesto que x — 0%, entonces x > 0& (x + 1) — 1 > 0.

1 X
> 0, por lo que — +00.

X
Como x3 > 0 & (x + 1) > 0, entonces +3 3
X X
Por lo tanto:

lim f(x) = +4o00.
x—>07F
De lo anterior se desprende que la recta x = 0 es una asintota vertical y que ademas es la tnica.
Ahora bien,

1 1
Iim f(x)= lim (—2+—3>:0& Iim f(x)=0.
X X X—>—00

x—>+00 x—>+00
Luego, la recta y = 0 es una asintota horizontal y ademas es la tinica.

f. Vemos que:

2x +3 3
'x)=0 - =0 2x+3=0 =—=,
S < ! < 2x+ & X 7
lo cual implica que f tiene un tinico punto critico en x = —5

3
Por el inciso (b) se sabe que f es creciente para x < -3y decreciente para x > —5

Entonces, por el criterio de la primera derivada, f tiene en x = —3 un punto maximo local
estricto.
La funcién f no tiene maximo ni minimo absoluto, ya que

lim f(x) =—-o0c0& lim f(x)=+4o00.
x—>0— x—0t
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g. Precisamos las coordenadas del punto de inflexién y del maximo local estricto.

Punto de inflexién = I [-2, f(-2)] =1 <_2, é)

3 3 3 4
axi 1 1: M —_ —_— = M _—,— .
Maéximo loca [ 2,f( 2)] ( X 27>

La gréfica de f es: y

El rango de f(x) es todo R.

2

X .
— determine:
x*—4

11. Para la funcion f(x) =
. El dominio y las raices de la funcién.
. Los intervalos en los cuales f es creciente o bien decreciente.

. Los valores maximos y minimos locales de f.

a
b
c
d. Los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo.
e. Las asintotas verticales y horizontales.

f

. La grafica de esa funcién.

a. Vemos que

Dy={xeR[x*—4#0}={xeR|[(x+2)(x—-2) #£0} =
=R—{-2,+2}.

Raiz:
2

x4=0<:>2x2=0<:>x=0.

f) =0« =

b. Calculemos la derivada de la funcién
4x(x?—4) —2x2x2x  4x3—16x —4x3 —16x

TO=" ey ST e W

Observamos que f/(x) > 0six <0 = f(x) es creciente en (—oo, —2) y en (-2, 0);
yque f'(x) <0six >0 = f(x) es decreciente en (0,2) y en (2, +00).

¢ f/(x) =0 & x = 0. Entonces la funcién f tiene en x = 0 un maximo local, pues esta funcién
ahi pasa de ser creciente a ser decreciente.
El maximo local es f(0) = 0.
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d. Calculamos la segunda derivada

—16(x* —4)> + 16x x2(x*> —4)2x _ —16(x> — 4) + 64x?

" _ —

f (‘x) - (xz _ 4)4 (XZ _ 4)3
_ —16x2 4+ 64+ 64x2  48x2 + 64 16(3x2 +4)
- (x2 —4)3 - (x2 —4)3 - (x2 —4)3 °

El signo de la segunda derivada nos lo da x* — 4 = (x + 2)(x — 2). Luego:

Signo de
Intervalo X+2|x=2|x2—4| f"(x) | f es céncava hacia
x<-2(<2) - - + + arriba
—2<x<2 + - - - abajo
(-2<)2<x + + + + arriba
e. Las asintotas verticales sonx =2 & x = —2 pues
. 2x?
Am )= lm oy - T
2x?
Iim X Im —M = —o¢;
x——271 f( ) x——271 (X —+ 2)(X — 2)
2x?
lim f(x)= lim —— = —o0;
x—>2~ S = x—=27 (x +2)(x —2)
2x?
hm x)= lim ———— = +o0.
S0 = x—>2+ (x +2)(x —2)
Para los calculos anteriores se usa:
. Loy =
Jlim (5 -2)
lim (x+2)=07;
hm (x +2)=0";
x——2t
lim(x +2) = 4;
x—>2
lim 1 (x —2)=07;
lim (x —-2)=0".
x—2+
Por lo que la funcién no tiene valores extremos absolutos.
2x? 2x? 2 2 2
lim Y e lm — — lim =——=-=2.
x—>+o0 X2 —4  x—>+too ( 4 > x—>4o00 4 1-0 1
- — - —
x2 x2

Luego, y = 2 es asintota vertical.

f. La gréfica de f es:
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Todo concuerda con que la funcién es par.

12. Considere la funcién f(x) = @

a. El dominio, raices e intervalos de continuidad.

b. Asintotas verticales y horizontales.

2x d o
T“')Z y determine:

c. Los intervalos de monotonia, los puntos maximos y minimos (absolutos y relativos).

d. Los intervalos de concavidad y puntos de inflexién.

e. Bosquejo grafico y rango.

a. Su dominio: Df:{xeR|2x—47éO}: {xeR|x7é2}:R—{2};

Suraizesx = 0.
La funcién f es continua en su dominio.

b. Si escribimos:

2x X 1
= = = 5 0
f(X) 4(X—2)2 2(X2—4X+4) 2()(?—4—%) parax7é
vemos que:
Iim f(x)=07;
X—>—00
lim f(x)=0".
xX—>+00
por lo tanto, y = 0 es una asintota horizontal.
Vemos también que x = 2 es una asintota vertical.
Encontramos:
Iim f(x) = +oo.
x—2F
c. Partiendo de
1 X
f(x) = 5 X m,
calculamos la derivada
, I (x—=22%2—xx2(x-2) 1 (x—2)—2x
fi(x)=2x =X =
2 (x —2)* 2 (x —2)3
1 —2—-x x+2
= - X — = —— X —F
27 (x—2)3 2 (x—=2)3
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El signo de esta derivada viene dado por —(x —2) y por (x + 2).
Construimos la tabla:

Signo de
Intervalo x+2|—-(kx=2)| f(x)
x<-2(<2) - + -
—2<x<2 + + +

x>2(>-2) + - -

y concluimos que esta funcién f es creciente para x en (—2,2) y que es decreciente para x en
(=00, —2) yen (2, +00).
Con la informacién obtenida se ve que la funcién f no tiene maximo relativo ni absoluto y que

en
x = =2, f(x) tiene un minimo local, en el punto
—4 1
2. 1) =(-2.—)=(-2.-——).
2500 = (2.5 ) = (25
d. Partiendo de:
1 x+2
/ —_— —_—
S0 =5 o

calculamos la segunda derivada

lx()6—2)3—(x+2)><3(x—2)2 _ 1 G=2)-Bx+6) _

S ==3 (x —2)5 2T =2t
1 x—2-3x—-6 1 —-2x-38 x+4
=X — = —— X = .
2 (x —2)* 2 (x=2* (x—2)

El signo de la segunda derivada lo produce x + 4, ast:
La funcién f es céncava hacia abajo en (—oo, —4) pues f”(x) < 0 ahi;
La funcién f es cdncava hacia arriba en (—4,2) yen (2, +00) yaque f ”(x) > 0 en tales intervalos;
1
En x = —4 hay un punto de inflexién que es [—4, f(—4)] = (—4, —E> .
e. La gréfica de la funcién f es:

y=f(x)

1
Rango: Ry = [—R, —l—oo) .
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3

13. Para la funcion f(x) = , determine:

a. Dominio, raices, paridad.

b. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

c. Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién.
d. Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.

e. Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.

f. Maximos y minimos relativos y absolutos.

. Esbozo gréfico y rango.

aQ

a. Dominio: Dy =R —{0}.
Raices:
1 1
fX)=0 e x*4+2=0 & x*=-2 & x=(-2)3 =—(2)3 = -2~ —1.26.
142 142
Paridad: puesto que f(1) = % =3 & f(-1) = +
f() = f(=Dni f(-=1) = —f(—1). Conlo cual queda probado que la funcién no es par ni impar.

= —1, entonces no se cumple ni

b. Podemos escribir

3
X 2 2
f(x): + :x2+—:x2+2x_1;
X X

derivamos esta tiltima expresion

2 2x¥-2

2
1
fl) =2x— = = hxr .
X

’
x2

2 =2(x—1)

el discriminante de la cuadratica x2 + x + 1 es:

P—4x1x1<0 =

= la cuadrética no tiene raices reales y se ve que siempre es positiva. Por ejemplo, en x = 0
vale 1 > 0.

Por lo tanto el signo de la derivada viene dado sélo por el factor x — 1.

Concluimos entonces que:

f/(x) <0six € (—oo,1) —{0} = f esdecreciente si x € (—o00,0) obien x € (0, 1).
f/(x) >0six € (1,+00) = f escrecientesix € (1, +00).

2
c. Calculamos la segunda derivada a partir de f'(x) = 2x — — = 2x —2x™>:
x

1 1 2
1 2x3 44 2 x342 2 (x +23)(x2-23x+23

x3 x2  x x2 X
1 2
La cuadratica x2 — 23 x + 23 tiene discriminante:

2 2
23 —4x23 <0 = no tiene raices reales y ademds siempre es positiva.
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2
Por ejemplo, en x = 0 vale 23 > 0.

1
Asi, el signo de la segunda derivada viene dado por x + 23 & x.
Usamos la tabla siguiente para ver el signo de la segunda derivada:

Signo de
Intervalo x4+ V2| x| f(x)
x < —v2(<0) - - +

—J2 <x<0) + — —
x>0>-v2)| + |[+| +

Hallamos:
f"(x) >0six e (—oo, —«3/5) U (0, +00) = f escbcava hacia arriba ahi;
f"(x) <0six e (— J2, 0) = f es cécava hacia abajo ahi;
En x = — /2 hay un punto de inflexién que es [— V2, f(— «3/5)} = (— 2, O).
d. La funcién es continua en todo su dominio y en x = 0 tiene una discontinuidad esencial infinita.

e. Vemos que

x—>0—

2
lim f(x) = lim (x2 + —) = —00;
x—>0— X

2
lim f(x) = lim <x2+ —) = +o0;
x—0+ x—0+ X

2
lim f(x) = lim (x2 + —) = +00.
x—+o0 x—+o0 X

La recta x = 0 es una asintota vertical y no tiene asintotas horizontales.

f. Analizando el cambio de signo de la primera derivada, vemos que en x = 1 hay un minimo local
que tiene por coordenadas (1, 3). No existen maximos ni minimos absolutos.

g. La grafica de la funcién f es: y

y=f(x)

Elrango: Ry = R.

14. Para la funcion f(x) = determine:

_r
(xr = 1)’

a. Dominio, raices, paridad.
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o

. Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

. Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo; puntos de inflexién.
. Intervalos de continuidad y la clasificacién de discontinuidades.

. Ecuaciones de las asintotas verticales y de las asintotas horizontales.

. Méximos y minimos relativos y absolutos.

Q -~ O & n

. Esbozo gréfico y rango.
v

a. Dominio: Dy =R —{1}.

Raices: x = 0.

2 -2 2
Paridad: puesto que f(2) = = 2yque f(-2) = = =~y entonces no se cumple que
f(@2) = f(=2)ni que f(2) = —f(—2). Es decir, la funcién no es par ni es impar. Es claro que no
puede ser par ni impar pues el dominio no es simétrico con respecto al origen.

b. Derivamos

(= 1?(1) = xR - 1] _

(x) =
_ =D =-D=2x]  —x-1 _ x+1 _
N (x = 1* B L
x4+ 1 ]
x—1(x—1)2"
vemos que el signo de la derivada lo proporciona x + 1, x — 1 y el signo exterior. Usamos la tabla
siguiente:
Signo de
Intervalo x+1|x—=1[=1] f'(x)
x<-—-1(<1 - - - -
—-1l<x<l + - - +
x>1(>-1) + + - -

Concluimos entonces que:
La funcioén es decreciente para x € (—oo, —1) y para x € (1, +-00).
La funcion es creciente para x € (—1, 1).

c. Calculamos la segunda derivada

G =DM) -G+ D B 1)

f”(x): (x_l)G =
=D’ [x—-D=3x+1)] —2x—4
T (x—1)° ENCE
X +2 2 ]

vemos que el signo de la segunda derivada lo proporciona el factor x + 2:

X+2<0 & x<-2 & xe(—00,-2);
X+2>0& x>-2 & xe(-2,4x).
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Por lo tanto:
La funcién es céncava hacia abajo para x € (—oco, —2).
La funcién es céncava hacia arriba para x € (=2, 1) U (1, +00).

2
En x = —2 hay un punto de inflexién [-2, f(-2)] = (—2, —§> .

d. La funcién es continua en su dominioR — {1 }.
En x = 1 encontramos una discontinuidad esencial infinita, pues h'n} f(x) = +o0.
X—>

e. Siescribimos

X 1
X) = =
Sx) x2—-2x+1 x-2+

Jm f(x) =075
lim f(x)=0".

xX—>+00

T para x # 0, vemos que:

X

Por lo tanto, la recta y = 0 es asintota horizontal de f(x).
También se comprueba que la recta x = 1 es asintota vertical de f(x), pues ll'mjE f(x) = +oo.
x—1

f. Punto critico: x = —1, ya que es el tinico para el que f’/(x) = 0.
De la tabla anterior [inciso (b)] se desprende que la primera derivada cambia de signo en este
punto de negativo a positivo. Con esto podemos decir que en x = —1 hay un minimo local. De
hecho, conjuntando informacién que obtendremos inmediatamente, es un minimo absoluto.

La funcién no tiene méaximo absoluto.

1
g. Evaluamos la funcién f en x = 1 y se obtiene f(—1) = —7
La gréafica de f es:
y
!
y=fx }
!
!
!
!
!
!
!
!
!
!
-2 1 } .
=

1
Rango: Ry = [—Z, —l—oo).

Ejercicios 9.1.3 Grifica de una funcion con radicales.

1 2

1. Sea f(x) = x3(x + 3)3, determinar D s; intervalos de monotonia y de concavidad; méaximos y mi-
nimos locales, y puntos de inflexién. Usando esta informacién, dibujar un esbozo de la gréafica de la
funcién f.

Y Escribamos

f(xX) = V/x(x +3)2 = [x(x + 3)2]%.
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Vemos que Dy = R y calculamos la primera derivada:

(x +3)2 +2x(x +3) _ (x + 3)[(x + 3) + 2x] _
3Y/x2(x +3)* 3x3 (x +3)3
3+ +) . x+1 x+1
= 2 T T 2 T = T
3x3(x +3)3 x3(x +3)3 [x2(x +3)]3

) =

six #0&x # 3.

2
3

1 1
Six € R —{0,—-3}, el signo de f’(x) noslo da L = (x3)? es positivo para x # 0.

- pues x
(x +3)3

1
Averigiiemos pues el signo de (x + 1)(x + 3)"3 que es el de f'(x), teniendo en cuenta que x €
R—{0,-3}yque f'(x) =0six = —1I:

Signo de
Intervalo (x + 3)7% x+1] f'(x) fes
x<-3(<-1<0) - - + creciente
-3 <x<-1(<0) + - - decreciente
(-3<)—-1<x<0 + + + creciente
(-3<-1<)0<x + + + creciente

Para hablar de concavidad, tenemos que calcular

2 | 4 2
x3(x +3)3 — g(x + 1) xx 3(x +3)732x(x +3) + x2]

S = it x 1 3)2 -

3x2(x +3) — (x + DBx% +6x)  3x> +9x2 —3x3 — 6x2 — 3x2 — 6x

4 2 4 2 8 4
x3(x +3)33x3(x +3)3 3x3(x 4+ 3)3
_ —6x _ -2 _ -2
8 4 = 5 4 7 3 :
W3 (x+3)3  x3(x+3)3 VI

Determinamos su signo

f"(x)>0six <0&x # -3 = f"(x) > 0six € (—o0,—3) U (=3,0);
f"(x) <0six > 0.

Six € (—o00,—3) U (=3,0), f es céncava hacia arriba y si x > 0, f es céncava hacia abajo.

Los puntos criticos de f son 0, -1y —3,ya que f'(x) = 0six = —1, y ademds f’(x) no existe en
x = 0 & x = —3 donde la funcién es continua.

Maximos y minimos:
Tanto a la izquierda como a la derecha de 0, f es creciente; luego, en 0 no hay valor extremo.

Como f”(—1) > 0 en —1 hay un minimo local que vale

f(=1) =[-1(-1+ 3)2]% = J—4 ~ —1.587401;
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La gréfica de f contiene al punto (—1, —/4).

En —3 hay méximo local, pues esta funcién pasa de ser creciente a decreciente y vale f(—3) = 0. Por
ser f/(—3) = +o00, en —3 se tiene un pico.

Puntos de inflexién:

Dado que en 0 la segunda derivada cambia de signo y la funcién es continua, ahi tenemos un punto
de inflexién el cual, como f(0) = 0, es el origen.

La grafica de la funcién f*:

O

5 3 . . . . s .
2. Sea f(x) = ¥x2 — Vx>, determinar los intervalos de monotonia y de concavidad de f; maximos y
minimos locales, y puntos de inflexién.

Usando esta informacién, esbozar la grafica de f.

2 5
V¥ Calculemos la derivada de f(x) = x5 — x3:

2 3 52 6-25¢3t3  G—25¢18
_ 5173 — 15
f/(x):—x_g——x§: X3 = ); SiX?éO.
5 3 15x5 15x5

—_

9

19

Para x > 0, f(x) es creciente si 6 —25x15 >0 & x15 <

15

—_

611
La funcién f es creciente en | 0, [E]

15

6 ]19
Y decreciente en [E] , +oo

Anélogamente para x < 0:

15

19 v 6 6\1
f es decreciente si 6 —25x15 <0 & x15 > % & x> (E)

—

5

6\ 1
Pero como (E) > 0, f nunca es creciente para x < 0,y si es decreciente en (—o0, 0).
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Calculemos ahora la segunda derivada de f(x):

2519 14_5 x 15 % 153 _% 6—25 % 13 2 13
e 15" o 5% o —475xT5 — 54x75 4 22515
X = 3 = 3 =
225x5 225x5
19 19 19
_ —475x15 — 54 + 225x 15 _ —250x15 — 54
- 8 - 8 N
225x5 225x5

8 19
Como x5 > 0, siempre que x # 0, el numerador —250 x 15 — 54 no da el signo de la segunda derivada.

La funcién f es concava hacia arriba si

1

—_

5

250 13 54 >0 250 13 54 13 >4 4\ 27\ P
— 15 — 15 < — 15 < ——— <= === .
X >0 & x15 < S X 250<:>x (250 5
15
27 |1
Es decir,six € | —00, — | —
125
15
27 119
Y es convexa si x € _[E] ,0 ] obien x € (0, +00).

Calculemos los puntos criticos, ademas de x = 0, donde la funcién f tiene un minimo relativo, el
origen (0, 0), pues ahi pasa de ser decreciente a ser creciente:

—_
W

e}

19 19 19 6 6\1
f(x)=0 & 6-25x15 =0 & 6=25x15 & x5 = — & x= | —
25 25
donde la funcién f tiene un maximo relativo, pues ahf la funcién pasa de ser creciente a ser decre-

ciente en el punto
15 6

25
6119 6119 6119
—_ _ — | — ~ (0.324,0.484).
5" (5] - [5]") < 0ns0me

Los puntos de inflexién se obtienen donde la segunda derivada cambia de signo; es decir, calculemos
cuando f(x) = 0:

—_
W
—_

5

19 19 19 54 54\ 19 27 \ 10
—250x15 =54 =0 & 250x15 = —54 & x1 =25 <:>x:—<g> :_(E> .
15 6
. . . . 27719 [27]19 27 119
y donde la funcién f tiene un punto de inflexién, pues en el punto | — [E] ) [E] + [E]
(—0.298,0.749) la curva grafica de f(x) pasa de ser concava hacia arriba a ser céncava hacia abajo o
convexa.

Encontramos que:

La funcién f es creciente en (0, 0.32411).

Esta funcién f es decreciente en (—oc0, 0) y en (0.32411, 4-00).
Es concava hacia arriba en (—oo, —0.298242).

Es concava hacia abajo en (—0.298242, 0) U (0, +00).

(0,0) es un minimo local; en x = 0 la tangente es vertical.
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La gréfica tiene un pico, ya que f/(0¥) = + oo.
(0.324,0.484) es un méaximo local;
(—0.298242,0.7494817) es punto de inflexién;
2 5
fX)=0 & x5=x3 & x°=x® & xx?-1)=0 & x=0&x°=1 & x=0&x =1son
las raices de f.

Dibujamos ahora la grafica de la funcién f*:

¥y
y=fx)
] 0.749
|
|
| I 1
L4 .
—-0.29 ]0.32

3. Considere la funcién f(x) = 4x — +/2x — 1. Determinar:

a. Dominio, raices, intervalos de continuidad.
b. Intervalos de monotonia y puntos extremos.
c. Intervalos de concavidad.

d. Bosquejo grafico. Proporcione el rango.

a. Dominio:

sz{x€R|2x—120} & XZ% & Dy = [%’4_00)‘

Raices:

4x —2x—1=0 & dx=+/2x—1 & 16x2=2x—-1 &
2+ /464

16x2—2x+1=0 -
=4 X X + < X 32

Que no son reales, pues 4 — 64 < 0: la funcién no tiene raices reales. De hecho f(x) > 0 siempre.

Continuidad:

La funcién es continua en todo su dominio.

b. Primera derivada:

1 1 1
"X)=4———=>0 & ——— <4 & JV2x—1>- &
f®) 2x —1 V2x —1 4

& 2 1 1@2 17@ 17:f() ient 17+
J— > — > — > — JR—
X 16 X 16 X 32 X ) es creciente en 32, (0.0)
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asi como
1 1 17 1 17
f/(x):4_«/T——1 <0 & 3 <x< o = f(x) es decreciente en (5,3—2>

Luego,

) 1 1 17

ffx)=4———=06 4= — & 4V2x—-1=1 & 32x—-16=1 & x = —

2x —1 2x —1 32

asi como

2 1
= =
2Qx =132 oy —1)3

1 1
N f”(—7> S S
32 17

(R”f

Existe un tnico punto critico y sus coordenadas son:

) =@ =@ -7 =

17 17 17 17 1 15
X=—,y=——4/——1=— — - = —; se trata de un minimo local absoluto.

32 8 16 8 4 8

c. Segunda derivada:

1 1
f(x) = (ZxT)% >0 parax € (§,+oo> .

Luego, la funcién es cédncava hacia arriba.

d. La gréfica de la funcién f:

y=fx)

Y E—

15
Rango: Ry = [?’ —l—oo).

1
4. Parala funciéon f(x) = x5 (x + 3) determine:

a. Dominio y raices.
b. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c. Méaximos y minimos relativos.

d. Intervalos de concavidad hacia arriba y de concavidad hacia abajo.
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. Puntos de inflexién.
f. Méaximos y minimos absolutos (si los hubiese).

. Gréfica de la funcion.

. Dominio: Dy = R.
Raices: x =0 & x = -3.

. Derivamos para conocer los intervalos de monotonia:

1 _4 I x4+345x
S0 = xSy a5 = T
35 4
5x5
6x+3 3 2x+1
5x5 x5
1
El signo de la primera derivada lo da 2x + 1. Vemos que x = =3y también x = 0 son puntos
criticos;
1
La funcién f es decreciente si x € (—oo, —§>
. . . 1
la funcion f es creciente si x € —3 400 |.
1
. Por lo anterior x = —= es un minimo local, basdndonos en el criterio de la primera derivada. En

1
x = 0 no hay valor extremo, ya que en (—5, O) y en (0, +00) la funcién es creciente.

d. Calculamos la segunda derivada:

4 4 1 4 4dx+2
3 x§x2—(2x+1)x§x_§ 6 - 5%
f//(X):g 8 :gX §‘x =
X5 X5
5x —4x —2
1
5 6 -2
:EX SXSS _—Xx9 =
5 X5 25 X3
6 1 x—2
= — X — X
25 4 x
x5

vemos entonces que x & x — 2 son los que dan el signo de la segunda derivada. Puesto que se
anulan en x = 0 y en x = 2, nos ayudamos de la tabla siguiente para conocer los intervalos de
concavidad de la funcién f(x):

Signo de
Intervalo | x | x =2 | f"(x)
x<0(<2)| — - +
O0<x<2 | + - -
x>2>0) |+ + +

La funcién f es concava hacia arriba en (—o0, 0) U (2, +00).

La funcién f es concava hacia abajo en (0, 2).
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e. Por lo anterior, en x = 0 y en x = 2 cambia la concavidad, y por lo tanto (0,0) y (2,5v/2) ~
(2,5.74) son puntos de inflexién.

1
f. Enx = 3 tiene un minimo absoluto.
Esta funcién f no tiene méximo absoluto pues 11'13 f(x) = +oo.
X—>T00

g. La gréfica de la funcién f es:
y

\

sY3 |-

y=fx)

9.2 Interpretacion de graficas y simbolos

Ejercicios 9.2.1 Grifica de una funcién sujeta a ciertas condiciones.

1. Bosquejar la grafica de una funcién continua f* que satisfaga todas las condiciones siguientes:

a. f(=4)=0; h. f'(0) no existe;

b. f'(—=4) =-1L i lim f/(x) = 4o0;

e f-1) =3 o

d f'(=1) =0 jo f'(x) <0six e (—oo0,—1);

e. f2)=5; k. f'(x) >0six €[], +o0) —{0};
f. ') =1; . f"(x)>0six € (—0o0,0);

g. f(0)=0; m. f”(x) <0six € (0, +00).

¥V Un gréfica posible de la funcién f es:




9.2 Interpretacion de gréficas y simbolos 415

2. Dar un bosquejo de la grafica de una funcién f que cumple los requisitos siguientes:

f'(x) <Opara—2<x <1;

—

a. Er_n fx)=-3;

b. lm f(x) =0; k. lm f(x) =2
c. lim_f(x)=+oo; L f@=-L
e m. f/(3) =0;
d. f'(x) > O0parax < —2;
n. f/(x) <Oparal <x <3;
e. f”(x)>0parax <—2;
o. f/(x) > Oparax > 3;
f. lim f(x)=0; Y
x——2+ p. f'(x)>0paral <x <5;
g f(0)=-3; q- f&=0;
h. xl_i)r{l_ f(x) = —o0; r. f”(x) <Oparax >5;
i f'(x)<Opara—-2<x<1; S. XEToof(x)zz-

Y Unbosquejo posible de la grafica de f es el siguiente:

y

3. Dibuje una grafica de una funcién f que satisfaga las condiciones siguientes:

a. Hm+ fx)=-2; e. Hm+ f(x) = —o0; i. f’(-=1) no existe;
x—0 x—2
b. lim f(x)=1; f. lim f(x)=3; o f7(1) =0;
x—07 x>teo k. f"(x) <Opara0 <x < I;
c. f(0)=-1; g. xll;l’_noo fx) =4 |
d. 11'151_ f(x) = 4o0; h. f(-1)=-2; Ls (5) =0

V¥ Por las condiciones dadas: la recta x = 2 es una asintota vertical, las rectas y = 3 asi como y = 4
son asintotas horizontales, la gréfica tiene un pico en x = —1 y finalmente podemos considerar que
existe un punto de inflexién en x = 1.

Una posible grafica de f es:
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4. Trace una posible gréfica para una funcién f continua en su dominio: (—oo, 5] — {-2, 3}

y que satisfaga:
o f(5 =3 o lim f(x) =4
1 X—>
)=
.« ) =3;

o lim f(x) = +o0; im f(x) =2;

o f()=0; o f/(x)>0sixe(l,4)—{3};
: ;:ﬁ;zg o f/(x) <0six e (=2,1);

o f/(x)>0six e (—o0,—2); f'(x) <0six € (4,5).

Especifique los intervalos de concavidad de su grafica, los médximos y minimos locales, y absolutos.

V¥ Una grafica posible de la funcién f es:

y=/f

IS

N | —

3) U (2,3).

La funcién es concava hacia arriba en x € (—o0, —2) U (—2, 2

3
La funcién es céncava hacia abajo en x € (5’ 2) U @3,5).

En x = 1 hay un minimo local. Es también un minimo absoluto.
En x = 4 hay un maximo local.

La funcién no tiene méximos absolutos.
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5. Trace una posible gréfica para una funcién f continua en su dominio: [—4, +00) — {—3,2}

y que satisfaga:
e f(=H =12 o lim f(x) = +o0;
. f)=-

o lim f(x)=3; lim f(x) =1;

° /

2) =0; f'(x) <0six e (=2,1)—{-1};

S=

/(=

° f’(l)—O
f'(x) >0six e (—4,-2)—{-3};

f'(x)>0six € (1,2);

f'(x) <0six € (2,0).

Especifique los intervalos de concavidad de su grafica, los médximos y minimos locales, y absolutos.

V¥ Una grafica posible de la funcién f es:

y
|
y=f(x) }
|
|
|
|
|
|
) |
/\ﬁ 3
===\t 2 |
I ' |
[ [ N |
L | } | X
—4 —3-2-1 2
-1

3
La funcién f es concava hacia arriba en (—5, —1> ,(0,2) y (2, +00).

3
Es concava hacia abajo en ( > yen (—1,0).

Hay un maximo local en x = —2 y un minimo local en x = 1 que ademés es minimo absoluto. O
6. Dar un bosquejo de la gréfica de una funcién f que cumpla las siguientes condiciones:

e f/(x) > 0parax € (—oo0,—2) U(-2,4);
e f/(x) <Oparax e (4, +00);
e tiene asintota vertical en x = —2;

e y = | es asintota horizontal de f".

¥ Bosquejo la gréfica de la funcién f(x), con las condiciones dadas:
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Ejercicios 9.2.2 Interpretar la grifica de una funcién.

1. Considere la siguiente gréfica de la funcién f

y determine:

Los puntos donde la derivada no existe.
Los puntos donde f'(x) = 0.

Los intervalos donde f'(x) > 0.

ISR

/oo

Los intervalos donde f'(x) < 0.

o

Los intervalos donde f”(x) > 0.

)

Los intervalos donde f”(x) < 0.

f’'noexisteenx = -3 & x = 2.
f'(x)=0enx =0& x = 3.

f'>0en (0,2) & (2,3).

S’ <0en(—o0,-3), (-3,0) y (3, +00).
f”>0en(-3,2).

S <0en(—o0,-3) y (2, +00).

ISR

- 0 20
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2. Sila grafica de f es

y=fx)

N
—— = — NI
(9)]

halle:

. Dominio, raices, paridad y rango.

T o

. Monotonia, mdximos y minimos locales y absolutos.

0

. Concavidad y puntos de inflexién.
. Intervalos donde f'(x) > 0, donde f'(x) < 0,donde f"(x) > 0y donde f"(x) <O0.
e. Puntos donde f’(x) = 0 e intervalos donde f(x) > 0y donde f(x) < 0.

Q.

a. Dominio: Dy = (—o0,5].
Raices: x = -7, x=0& x = 5.
No es par ni impar.

Rango: Ry = (—o0, 3].

7
b. Es creciente en (—oo, —3) y en (5, 5).
. 7
Y decreciente en (—3, 5)

7
Tiene un maximo local en (-3, 3) y un minimo local en (5, —3) ; (=3, 3) es maximo absoluto y
no tiene minimo absoluto.

c. Es concava hacia arriba en (—2,0) y en (2, 5)
y céncava hacia abajo en (—oo, —2) y en (0, 2); los puntos de inflexién son (-2, 2), (0,0) y (2, —1).

d. f/(x) > 0en(—o0,—3)yen (;,5);

f/(x) <0en(-3,0)yen (0, ;),
S (x)>0en(-2,0)yen (2,5);
S (x) <0en(—oo0,—2)yen(0,2).
e. f'(x)=0en(-3,3),en (0,0) yen (;, —3),‘

f(x)>0en (-7,0);
f(x) <0en (—o0,—7) yen (0,5).
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3. A partir de la gréfica dada de f, cuyo dominio es [-0.5, o)

determine:

a. Los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento.
b. Los intervalos de concavidad hacia arriba y los de concavidad hacia abajo.

c. Los méximos y minimos relativos, los méximos y minimos absolutos, y los puntos de inflexién.

a. La funcién f es creciente en [-0.5,0], [1, 3], [4, 5] y en [6, +00);

la funcién f es decreciente en [0, 1], [3, 4] y en [5, 6].
b. La funcién f es cdncava hacia arriba en [0.5,2] y en [3.5,4.5];

la funcién f es céncava hacia abajo en [-0.5,0.5], [2,3.5] y [4.5, +00]
c. Los maximos relativos son (0,2), (3,4) y (5. 3).

Los minimos relativos son (1,0), (4,2) y (6, 1).

No tiene méximo absoluto y el minimo absoluto es (1, 0).

Los puntos de inflexién son (0.5, 1), (2,2),(3.5,3) y (4.5, 2.5).

4. A partir de la grafica de f

I
= y=/@)
[

\

[

[

[

}

-5 —4 -3 —2 -1

determine el conjunto de puntos del dominio de f que satisfacen:
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a. f'(x)>0,f'(x)<0, f'(x)=0.
b. f7>0, f"(x) <0, f"(x) = 0.

c. f’(x) no existe.

a. f'(x)>0parax e (-2,-1)U(1,2);
f'(x)=0six =-3,—-1&1;
f'(x) <0six € (—oo,—4) U (—4,-2)U (—1,1)U (2, +00).
b. f”>0six € (—o0,—4) U (—4,-3)U (0,2) U (2, +00);
f7"=0six=-3&x=0;
f" <0six e (-3,-2)U(-2,0).

c. Enx = —4,x = -2 & x = 2 no existe la derivada.
O
5. La figura siguiente muestra la grafica de la derivada de una funcién f la cual es continua en todos los
reales.
y

LA
Col

y=f'(x) | |
F ]
L
‘ [
‘ [
I o iy =N € )
\ [ [
| | |
I | I
| \ } 10

-10 s 1lid 3 *
| | |
| | |
| | |
} -+ — —¢7(3,-5)
!

I
I
I
c
Flo
bl

A partir de ella, determine:

. Intervalos donde f es creciente o decreciente.

a
b. Puntos criticos de f.

N

Extremos relativos de f.
Concavidad de f.

e. Abscisas de los puntos de inflexién de f.

e

a. La funcién f es creciente donde f’ > 0, lo cual sucede en los intervalos (—oo, —1), (0, 1) y (1.2, 3).
La funcién f es decreciente donde f’ < 0, lo cual sucede en los intervalos (—1,0), (1,1.2) y
(3, +00).

b. La funcién f tiene puntos criticos donde f’ = 0, lo que sucedeen x = Oyen x = 1.2, 0 en
puntos del dominio de f donde f’ no existe, lo cual sucede en x = —1.
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c. Debido a que f'(x) < 0, f es decreciente en el intervalo (—1,0); f'(0) = 0; f es creciente en

el intervalo (0, 1), ya que f/(x) > 0; entonces se puede afirmar (por el criterio de la primera
derivada) que la funcién f tiene en x = 0 un minimo local estricto.

Andlogamente por ser f decreciente en el intervalo (1,1.2); f’(1.2) = 0y, puesto que f es
creciente en el intervalo (1.2, 3), se puede afirmar (por el criterio de la primera derivada) que
la funcién f tiene también en x = 1.2 un minimo local estricto. En x = —1 podria haber un
maximo local estricto en el caso en que x = —1 estuviese en el dominio de f.

. La funcién f es céncava hacia arriba donde f” > 0, es decir, donde f’ es creciente.

En este caso, f' es creciente en todo su dominio, por lo cual f es concava hacia arriba en los
intervalos (—oo, —1), (-1, 1), (1,3) y (3, +00).

e. Por no existir cambios de concavidad, f no tiene puntos de inflexién.

6. Sea f la funcién que tiene la siguiente grafica

determine:

a. Los intervalos de continuidad y los siguientes valores

Am f(x), Um f(x), m f(x) & f(a)

paraa = —2,a =2,a = 5.

. La clasificacion de discontinuidades. ;En cudles puntos y con qué valores se puede redefinir f

para convertirla en una funcién continua en esos puntos?

. Los intervalos donde f/(x) > 0, f/(x) < 0y los puntos donde f/(x) = 0, o donde no existe la

derivada.

. La funcién es continua en

(—00, —2) U[=2,2) U (2,5) U (5, +00) .

Tenemos
limﬁ fx)=2; Hm+ f(x)=3; 11'm2 f(x) no existe; f(—2) =3;
xX—>—2" x—>—2 X—>—
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11’151 f(x) = —o0; Hm+ fx)=5; limi f(x) no existe; f(2) no esta definido;
x—2— x—2 x—

h’r? fx)=2; Hm+ fx)=2; h’n} fx)=2; f(5) =4

X—>57 x—5 xX—
b. En x = —2 se tiene una discontinuidad de salto.

En x = 2 se tiene una discontinuidad esencial infinita.

En x = 5 se tiene una discontinuidad removible. Si redefinimos la funcién como f(5) = 2, la
funcién se hace continua para x = 5.

c. f/(x) <0en(—o0,-2),(—1,2)yen (2,4);
f/(x)>0en(-2,—-1)yen (4, +o0)—{5};
f'(x)=0enx = —1;
f/(x)noexisteenx = —2,x =2,x =4nienx = 5.

7. Sea f: R — R una funcién continua en R cuya primera derivada f’ tiene la siguiente gréfica:

y=f'(x)

-2 —1\_/5 3

Determinar dénde la funcién f es creciente y dénde es decreciente. Explicar ademés, como es la
tangente a la graficade fenx =—-2,x=—-1,x =2 & x =3.

¥ La funcién es creciente cuando la derivada es positiva, esto es, para x € (—oco,—-2) U (=2, -1) U
(2, 4+00).

La funcién es decreciente cuando la derivada es negativa, es decir, para x € (-1, 2).
En x = -2 la tangente es vertical.
En x = —1 la tangente es horizontal, paralela al eje x, con pendiente cero.
De hecho tiene aqui un maximo local porque la derivada cambia de signo de positivo a negativo.
En x = 2 la tangente es horizontal, paralela al eje x, con pendiente cero.
De hecho tiene aqui un minimo local porque la derivada cambia de signo de negativo a positivo.
O
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CAPITULO

10

Optimizacion

10.1 Problemas de optimizacion

Problemas de optimizacién

Ejercicios 10.1.1

1. Hallar dos ntimeros positivos cuya suma sea S y cuyo producto sea maximo.

¥ Sean x & y los nimeros positivos que cumplen la restriccién dada

x +y =S8, donde
S (la suma) es una constante. Y sea
P =xy

el producto de ambos ntimeros. Deseamos encontrar los niimeros que hacen maximo este producto
con la restriccién anterior. Despejando de la restriccion:

y=S5—x.

Sustituyendo por lo anterior en el producto obtenemos una funcién de una sola variable.
P =x(§—x)=Sx—x%

Derivando se obtiene:

P =8 —2x:
P"=-2

La segunda derivada es siempre negativa para toda x.

425
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Para encontrar los puntos criticos:

S
PP=0=S-2x=0=2x=3S ix:E.

Ya que
i S S s .
P 3 = —-2en Xmax = 5 tenemos un maximo.
Ademas
S S
Ymax = S — E = E
Observacion. Ambos nimeros X;uqx & Ymax son iguales. O

2. Hallar dos ntiimeros positivos cuyo producto sea P y cuya suma sea minima.

Y Sean x & y dichos ntimeros positivos que cumplen la restricciéon dada
xy = P,
donde P (el producto) es una constante. Y sea
S=x+y
la suma de ambos nimeros. Deseamos encontrar los ntimeros que hacen minima esta suma con la

restriccion anterior. Despejando de la restriccién:

y==
X

Sustituyendo por lo anterior en la suma obtenemos una funcién de una sola variable.

P
S=x+—.
X
Derivando se obtiene:
P
! .
S'=1-— ﬁ’
2P
" o__
S —_ F.

La segunda derivada siempre es positiva, puesto que x es positivo.

Para encontrar los puntos criticos:.

, P x2—P 5 5
$'=0=1-5=0="5—=0=x-P=0=x"=P = x=VP.
Ya que
S”(«/F)—L>O en Xmin = v/ P tenemos un minimo
_(ﬁ)3 7 min — .
Ademas,
P
ymmzﬁ:ﬁ.

Observacion. Ambos nimeros Xuin & ymin son iguales. O
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3. Hallar dos ntimeros positivos cuyo producto sea P y la suma del primero maés tres veces el segundo
sea minima.

¥ Sean x el primero & y el segundo de dichos niimeros positivos que cumplen con la restriccién
dada

xy = P,
donde P (el producto) es una constante. Y sea
S =x+43y

la suma del primero mas el triple del segundo. Deseamos encontrar los niimeros que hacen minima
esta suma con la restriccién anterior. Despejando de la restriccién:

y=—.
X

Sustituyendo esto en la suma obtenemos una funcién de una sola variable.

P
S=x4+3—.

X

Derivando:

P
I __ .
S’ = 1—3;,

P

i
S —_ 6;.

La segunda derivada siempre es positiva, puesto que x es positivo.

Para encontrar los puntos criticos:

' P x2—3P ) 5
§'=0=1-35=0=""—=0= x>-3P=0= x*>=3P = x=+3P.
X X
Ya que
S”(V3P)=L>O = hay un minimo en xmin = V3P;
(/3P)3 min s
P 1 3P 1 P 1
(P e i = — Xmin-
Ymin="/3p " 343P 3 3o

O

4. Hallar dos ntimeros positivos tales que el segundo niimero sea el inverso multiplicativo del primero
y la suma sea minima.

¥ Sean x & y dichos ntimeros positivos que cumplen con la restriccion dada

y =
X

La suma de ambos niimeros es

S=x+y.
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Deseamos encontrar los niimeros que hacen minima esta suma con la restriccién anterior.

. 1 . .
Sustituyendo y = — en la suma obtenemos una funcién de una sola variable:
x

1
S=x+—.
x

Derivando se obtiene:

La segunda derivada siempre es positiva, puesto que x es positivo.

Para encontrar los puntos criticos:

1 -1
§'=0=21-5=0= =0=x2-1=0= x=1.
X

Ya que

2
S§"(1) = — = 2> 0 = hay un minimo en xpy;, = 1,

(13
ademas
1
Ymin = I =1.

Observacion. Ambos nimeros X;uin ¥ Ymin son iguales. O

Hallar dos ntimeros positivos tales que el primero mas n veces el segundo sumen S y el producto sea
méaximo.

¥ Sean x & y dichos ntimeros positivos que cumplen con la restriccion dada
x+ny =S,
donde S es una constante. Sea también
P =xy

el producto de ambos ntimeros. Deseamos encontrar los niimeros que hacen maximo este producto
con la restriccién anterior.

Despejando x de la restricciéon
x =S8 —ny.
Sustituyendo en el producto obtenemos una funcién de una sola variable, en este caso y.

P = (S —ny)y =Sy —ny?.
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Derivando:

P’'=S —2ny;
P’ = -2n.

La segunda derivada es siempre negativa, pues n > 0.
Para encontrar los puntos criticos:

S
P’:OiS—ZnyinZny:Séyzﬂ;

Ya que
" S axi S
P" | — ] =-2n<0 = hayun maximoen ymsx = —;
n 2n
S s S
xmax:S_nﬂ:S_E: g = [max

O

6. La suma de tres niimeros positivos es 30. El primero mas el doble del segundo, mas el triple del
tercero suman 60. Elegir los niimeros de modo que el producto de los tres sea el mayor posible.

¥ Seanx, y, z los tres nimeros, entonces claramente lo que tenemos que maximizar es el producto
xyz. Como aparecen tres variables, vamos a tratar de expresarlo en términos de una tinica variable, x
por ejemplo. Para ello tenemos un par de condiciones adicionales:

x+y+z=230; (E1)
X 42y + 3z = 60; (E2)
dex+y+z=30 = z=—x—y+ 30. )

Sustituimos z en (E2)

xX+2y+3z2=60 = x+2y+3(-x—-y+30)=60 = 2x—y=60—90 =
= 2x+y=30 = y=30-2ux.

Sustituyendo esta expresion en (*) queda

z=—-x—-304+2x+30 = z =x.
Por tltimo, la funcién a maximizar es
xyz = x2(30 — 2x) = 30x2 — 2x3, esto es f(x) = —2x> + 30x2.

Ya expresado en funcién de una sola variable, se puede buscar un méximo hallando los puntos criticos
de de la funcién f, (f/(x) = 0).

f(x) = —6x% +60x = —6x(x —10) =0 & x = 0 0bienx = 10.
Calculando la segunda derivada,
S (x)=-12x +60 = f"(10) <O.

Por lo que en x = 10 se tiene un méximo.
Entonces z = 10 & y = 30— (2 x 10) = 30 — 20 = 10, es decir:

x=y=z=10
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7. Un granjero que tiene 24 m de cerca desea encerrar un area rectangular y dividirla en tres corrales,
colocando cercas paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Cuél es el drea total maxima posible de

los tres corrales?
\{

———— & —— — —

El total de la cerca que se tiene, segtin la figura, es:
24 =2y 4 4x.
El area de los 3 corrales es:
A=xy.

Deseamos encontrar las dimensiones de la cerca que hacen esta drea méxima.

Despejamos y de la restriccién anterior

_ 24—4x
2

=12 —2x.

y
Sustituyendo en A obtenemos una funcién de una variable.
A =x(12—2x) = 12x — 2x°.

Derivamos:

Al = 12— 4x;
e

Observacion. L segunda derivada siempre es negativa.

Para obtener los puntos criticos:
A'=0= 12-4x=0 = 4x=12 = x =3.
Ademas

A"(3) = -4 <0 = en xmax = 3 hay un maximo;

Ymax = 12— 6 = 6 = 2Xmax.
El 4rea total maxima de los tres corrales es:

A=6x3=18.
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8. Un granjero que tiene C m de cerca desea encerrar un area rectangular y dividirla en cuatro corrales,
colocando cercas paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Cuél es el drea total maxima posible de

los cuatro corrales?
\{

———— & —— —

El total de la cerca que se tiene, segtin la figura es:
C =2y + 5x.

Deseamos encontrar las dimensiones de la cerca que hacen méxima el area.
El 4rea rectangular total es A = xy.
Despejamos y de la restriccién anterior:

_C—Sx_g
Y= 2

5
— —X.
2 2

Sustituyendo en A obtenemos una funcién de una variable.

Derivamos:

Observacion. La segunda derivada siempre es negativa.

Para obtener los puntos criticos:
C C C
A'=0 Z _5x=0 S5y = — - =
= 3 X = X 3 = X 10
Ademas

c c

A" (E) =-5<0 = enxzmhayunméximo;
_C_s5C_C_C_C_5C_5
Ymax = ToT0 T 2 4 4 210 2 mex

El 4rea méaxima para los cuatro corrales es:
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9. Un granjero que tiene C m de cerca desea encerrar un area rectangular y dividirla en n corrales,
colocando cercas paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Cudl es el drea total maxima posible de

los n corrales?
\{

— — — — % — — —

e —— = — — = ncorrales @ 0—————— —

El total C de la cerca que se tiene, segtin la figura es:
C=2y+@n+1x.
Deseamos encontrar las dimensiones de la cerca que hacen maxima el area. El area es:
A=xy.
Despejamos y de la restriccién anterior

_C-m+Dx C n+1x
N 2 2 2 7

Sustituyendo en A obtenemos una funcién de una variable.

1 1
A:x(g_njL x>:£x_n+ x2.

2 2 2 2
Derivamos:
C
Al = E—(n+1)x;
A" =—m +1).

Observacion. La segunda derivada siempre es negativa.

Para obtener los puntos criticos:
C C C
A/ = 0 - — 1 = O 1 = — =
éz (n+ Dx = (n+1)x zéx D)

Ademads, como A" < 0, entonces en

se tiene un maximo. Y también,

T2+
_C n+l_C _C C_C_n+l € _n+l
Ymax = T T 2y 1) 2 4 4 2 241 2 ‘mex
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El 4rea total maxima de los n corrales es:

4 _C C_ C?
S 2m+ 1) 4 8m+ 1)
O

10. Un ranchero quiere bardear dos corrales rectangulares adyacentes idénticos, cada uno de 300 m? de
drea como se muestra en la figura.

e ——— ( ——— >

e ——— = ——— >

(Cuanto deben medir s & £ para que se utilice la minima cantidad de barda?

V¥ Labarda que se quiere construir tiene una longitud
P=3s+4

que depende de las variables s & ¢, las que a su vez estan relacionadas por el drea s x £ = 300; de

donde
_ 30

s

14

Al sustituir en P se obtiene
300 -1
P(s):3s+4xT:3s+1200s ,

que ahora depende de la tinica variable s. Ademaés

1200 300
P'(s) =3—-1200s2=0 & s% = T:400 & s =20 asi como £ = 0 = 15.

Observacién. P"(s) = 2400s~2 > 0 para s > 0, luego en s = 20 hay un minimo de P (s). O

11. Un ganadero desea cercar un prado rectangular junto a un rio. El prado ha de tener 180 000 m? para
proporcionar suficiente pasto. ;Qué dimensiones debe tener el prado para que requiera la menor
cantidad de cerca posible, teniendo en cuenta que no hay que cercar en el lado que da al rio?

¥V Dibujamos el prado:
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El area del prado es:
A = xy = 180000 m?.

El perimetro que queremos minimizar es:

P =2x+y.
Despejando y de la expresién del drea:
180 000
y =
x

y sustituyendo en la expresion del perimetro, tenemos una funcién de una sola variable:

180000
P(x) =2x + .
X

Sus puntos criticos se hallan cuando P’(x) = 0, es decir, cuando

180 000 180 000
2— =0 & x?= =90000 < x + 300 m.

x2
Desechamos x = —300
Como 180000 360000
P//(x) — 2 x3 = x3 s
vemos que
P"(300) > 0.

Luego, para x = 300 m & y = 600 m tenemos la menor cantidad de cerca posible.
(|
12. Un terreno rectangular esta delimitado por un rio en un lado y por una cerca eléctrica de un solo cable
en los otros tres lados.
(Cuales son las dimensiones del terreno que nos dan el drea maxima?
(Cual es la mayor area que pueda cercarse con un cable de 800 m?

V¥ Veamos la figura siguiente

El area del terreno es:
A=xy.
El perimetro del terreno es:

P = x + 2y = 800 m, segtin los datos proporcionados.
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De aqui obtenemos:
x =800 —2y.
Sustituyendo en la férmula del area se obtiene una funcién de una variable
A(y) = (800 —2y)y = 800y — 2y?
que es la funcién cuyo maximo deseamos calcular.

A'(y) = 800 — 4y
A'(y)=-4<0.

La segunda derivada es negativa, por lo que el punto critico sera un maximo

800
A'()=0 = 800—4y =0 = y=—==200.

Para calcular la longitud del otro lado de terreno (la x), sustituimos:
x = 800 — 2(200) = 400.

Por lo tanto, las dimensiones del terreno que nos dan el drea maxima son x = 400 & y = 200.
La mayor drea que se puede cercar con estas condiciones es de 4 = 80000 m?.
|
13. Se desea hacer una caja abierta con una pieza cuadrada de material de 12 cm de lado, cortando cuadri-
tos iguales de cada esquina. Hallar el maximo volumen que puede lograrse con una caja asi.

¥V Una figura posible es

——————— 12 —————- -
X p
X X
a S |
|
|
|
|
‘ ‘
12—2x< | [
|
|
|
|
‘ ‘
‘ ‘
5 |
X X
X X

El volumen, que nos piden es:
V(x) = (12 —2x)%x = x(4x? — 48x + 144) = 4x3 — 48x% + 144x .
Sus puntos criticos son:

V() =12x2—9%6x + 144 =0 & 12(x2—8x+12)=0 & 12(x —2)(x —6) =0 &

x—2=0 X =2;
< <
x—6=0 x=6.
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Podemos desechar x = 6, pues fisicamente no tiene sentido. Para x = 2 cm el volumen es:
V(2) = 4(2)* —48(2)% + 144(2) = 32— 192 4+ 288 = 128 cm?.
Como:
V'(x)=24x—-96yV"(2) =48—-96 <0,
se trata de un maximo.
|
14. Se va a construir una caja con la parte superior abierta a partir de un trozo cuadrado de cartén que

tiene L metros de lado, recortando un cuadrado en cada una de las cuatro esquinas y doblando los
lados hacia arriba. Encuentre el volumen mas grande que puede tener la caja.

v

X X
X X
a S ‘
I
I
I
I
| I
L—2x < | I
| I
I
I
| I
| I
N |
X X
X X

Segtin la figura,

V = (L —2x)*x.
. . L
El dominio de esta funcién es Dy = [O, E] .

V= (L —-2x)*4+2(L —2x)(—2)x = (L —2x)?> —4x(L —2x) = (L — 2x)(L —2x — 4x) =
= (L —2x)(L —6x) = L*> —8Lx + 12x?%;
V" = —8L + 24x.

Los puntos criticos son los niimeros que satisfacen
V' =0 = (L—-2x)(L—6x)=0.
. L L L . . .
Es decir, x; = 0y & xy = ra Desechamos x; = EX pues fisicamente no tiene sentido.

L
Para x, = 3

4 L —_ —
V|5 )= 8L +4L=—4L <.



10.1 Problemas de optimizacién 437

15.

. L . . .
Lo cual nos dice que en 3 existe un maximo relativo del volumen.

Tenemos que evaluar la funciéon volumen en los extremos de su dominio y en el punto critico anterior.
L
V(©0)=0,V (E) =0;
L L\’ L L\N>L (2 \°L 41 _, 2 ,
v(Z)=(L-22) Z=(L-2) Z=(2L) = =2213= =213
6 6/ 6 3) 6 3 6 96 27
L -
El valor e donde el volumen es maximo. O

Halle las dimensiones del rectangulo de drea méxima que se puede inscribir en un circulo de radio r.

v

Se trabaja con la cuarta parte del rectangulo.

Segtin la figura, la funcién que deseamos optimizar es el area:
A=xy=xvr?—x2

El dominio de esta funcién es D4 = [0, r].

Para facilitar las operaciones vamos a trabajar con el cuadrado de esta expresién, el cual tiene los
mismos puntos criticos.

Usaremos la notacién A = A2

Asf hallamos que
A=x*r?—x?) =r’x? - x4
A’ =2r%x — 4x3;

A" =2r —12x%
Para calcular los puntos criticos:
A'=0 = 2r2x —4x3 =0 = 2x(r? —2x%) = 0.

. . . . . r
Esto se cumple si x = 0 o biensi r2 —2x2 =0, es decir, si x = E Desechamos x = 0, pues no se

tendria un rectangulo.

Evaluando la segunda derivada en el dltimo punto critico:

T 2 r’ 2 2 - r Lo
— )| =2r°— 123 =2r-—6r“ <0 = enx = — encontramos un maximo.

V2 V2
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El valor correspondiente de y es:

_ > > 5 r2 r2 r _
y:«/r — X = re — — = —_— = —— = X.
2 2 2

En los extremos del dominio se ve que la funcién A4 se anula.

Regresamos a la funcién A.

Las dimensiones del rectdngulo con area maxima son

Xmax «/5
Es decir, es un cuadrado. O

16. Una caja con base cuadrada y parte superior abierta debe tener un volumen de V cm?. Encuentre las
dimensiones de la caja que minimicen la cantidad de material usado.

v

El volumen de la caja, segtin la figura es:
vV =x2y.
El area de la caja sin tapa es:
A =x?+ 4xy.
Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del volumen y sustituimos en A:

_V-
y_ﬁv

14
A:x2+4x<—2>:x2+—.
X X
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Derivando:

4V 2x3 -4V

x2

Calculamos puntos criticos:
A'=0 = 2x3—4V =0 = x> =2V = xpin = V2V.
Hay un minimo, ya que

A"(V2V)=2+4=6>0.

Luego:
Xmin = 3\/ 2V;
4 1 2v 1 L] 1
Ymin = 2 = 5 2 = E(ZV)3 = 5 3\/ 2V = Exmin-
@3 e

O

17. Una caja con base y tapa cuadradas debe tener un volumen de 50 cm?. Encuentre las dimensiones de
la caja que minimicen la cantidad de material usado.

v

El volumen de la caja, segtin la figura es:
50 = x2y.
El area de la caja con tapa es:

A =2x% +4xy.
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Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del volumen y sustituimos en A:

— 50-
y = ﬁv

200
A =2x>+4x (5—(2)> =2x2 + —.
x

Derivando:

200 4x®—200

[
A —4X—x—2 _xz
400
AN:4+—3.
X

Calculamos puntos criticos:

A'=0 = 4x3-200=0 =

= x> =50 = x = V/50.
Hay un minimo, ya que

A"(V/50) =44+8=12>0.

Luego:
Xmin = 3\/ 50;
50
Ymin = — > = y 50 = Xmin-
(50)3

O

18. Una caja con base y tapa cuadradas debe tener un volumen de V cm?. Encuentre las dimensiones de
la caja que minimicen la cantidad de material usado.

v
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El volumen V de la caja, segtin la figura es:
V = x?y.

El area de la caja con tapa es:
A =2x%+4xy.

Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del volumen y sustituimos en A:

Derivando:

’

Calculamos puntos criticos:
A'=0=4°-4V=0=x>=V = x=V.
Hay un minimo, ya que

A"(VV)y=4+8=12>0.

Luego:
Xmin = ‘3/7;
1%4
Ymin = 3 = ‘3/7: Xmin-
(V)3

O

19. Se quiere construir una cisterna con base rectangular y sin tapa, de manera tal que el ancho de la base
sea el doble de la altura de la cisterna. Calcular las dimensiones que debe tener la cisterna para que el
volumen sea de 20 m? y se requiera la minima cantidad de material en su construccién.

v

El volumen de la cisterna es 4rea de la base (2x x y) por la altura (x) y es igual a 20 m? (dato que se
proporciona).

V = (2xy)x = 2x%y = 20. (A)
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El érea total (cantidad minima de material deseada):
A=2xxy+22x xx)+2(x xy) =2xy + 4x% +2xy =
= A =dxy +4x> (B)
Despejamos y de (4)
10
y=12 ©
Sustituyendo en (B) obtenemos:
10
A:4x(—2> +4x? = — 4 4x?
Derivando esta titima funcién: 40
/
A= - + 8x
Calculamos la segunda derivada:
80
" o__
A’ = F+8>O,puesx>0.
Tenemos entonces que la grafica de 4 es céncava hacia arriba para x > 0, lo cual nos dice que el punto
critico que calculemos serd un minimo absoluto.
Para calcular los puntos criticos igualamos la primera derivada a cero:
40 —40 4 8x°
A=0= -2 4sr=0= 0 g5
x x
s , 40 ; 1
= —40+8x*=0= x’=2>=5= x=V5=53.
Sustituimos en (C) para hallar la dimension del otro lado de la base de la caja:
10 5 1
y = 1 :2_2:2X53:2X.
(537 53
Concluimos entonces que las dimensiones de la cisterna con la minima cantidad de material en su
1 1
construccién son: base cuadrada de lado 2 x 53 y de alto 53.
O
20. Un recipiente rectangular para almacenamiento, con la parte superior abierta, debe tener un volumen

de V m3. El largo de su base es el doble del ancho. El material para la base cuesta B pesos el metro
cuadrado. El material para los costados cuesta L pesos el metro cuadrado. Encuentre las dimensiones
para tener el mas barato de esos recipientes.

v
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El volumen (V) del recipiente, de la figura, es una constante:

vV =2x%y.
El costo total C de los materiales es la funcién que deseamos optimizar:

C =2x?B +2xyL + 4xyL = 2x*B + 6xyL. *
Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del volumen

14
y=5-
2x2
Sustituimos en (*); en la funcién costo para obtener una funcién con una variable:

4 1
C =2x?B + 6x (—2> L =2xB+3LV—;
2x X

1 4Bx3 —-3LV
I _ .
C' =4xB _3LVx2 = 2 ;

1
C" =4B + 6LV —.
x
La segunda derivada es positiva para x > 0:

3LV [3LV
C'=0 = 4Bx>—3LV =0 3 - = 2=
= X = x 1B = X 1B

Hay un minimo absoluto para

o 3/3LV‘
Xmin = 4B °

3LV

1
14 14B g 2B (3LV>§ 2B
ymin=72=——72=—— — = -~ Xmin-
(3L 3 23L ;4 pn2 3L\ 4B 3L
4B 4B

O

21. Si se cuenta con 1000 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte superior
abierta, encuentre el volumen méaximo posible de la caja.

v
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El total de material usado en la caja sin tapa, segtin la figura, es:
A= x?+4xy = 1000.

El volumen de la caja es la funcién que se desea optimizar:
V =x2y.

Despejando y de la restriccion, esto es, de la férmula del area y sustituyendo en V:

1000 —x2 1 /1000
y=—— —x .
4x 4

X

Sustituyendo en V' se obtiene una funcién de una sola variable:

1 1000 1
V=:x?—-—x)= —(1000x—x3);
4 by 4

1
V= Z(1 000 — 3x2);
1
V" = Z(—6x) <0,parax >0.

Para calcular los puntos criticos, igualamos la primera derivada a cero:

V' =0 = 1000—3x>=0 = 3x>=1000 = x = @.
Hay un maximo absoluto para
1000
Xmax = Ta
1000
1 1000 1000 | 3 T3 1 /1000 | 3 1000 1 /1000)
Ymax =3\ Tmooo V3 | T 4| Jrooo 3V 73 _Z<\/ 3 _5\/ 3 )‘
3 3
3 2 /1000 1 /1000 1
=X =\/—— = =\ —— = —Xmax-

4 3 3 2 3 2

Luego,

Vmax:xzy:—_ s = A 3

3
10001 /1000 1 /10002
3 2 3 2 ’
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22. Sise cuenta con M cm? de material para hacer una caja con base cuadrada y la parte superior abierta,
encuentre el volumen méaximo posible de la caja.

v

El total de material usado en la caja sin tapa, segtin la figura, es:
A=x*+4xy =M.

El volumen de la caja, la funcién que se desea optimizar, es:
V =x2y.

Despejando y de la restriccion, esto es, de la férmula del area y sustituyendo en V:

CM-x* 1 (M O\
y= 4x 4\ x )

V:lx2 (M—x> :%(Mx—x3).

El volumen se encuentra ahora con una sola variable.

1
V= Z(M —3x?);

1
V" = Z(—6x) <0, parax > 0.
Para calcular los puntos criticos, igualamos la primera derivada a cero:

! 2 __ 2 __ _ M
Vi=0=> M-3x"=0=3x"=M = x = 3
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Hay un maximo para

M-
Xmax = ?a
M
_1 M M _3 EY 1 /M _3 M 1 /M _
Y"M4(mv3 —i| w3V —z< 373 ?>—
3 3
_3 2 M_l M_l
=373V 5 =35 =gt
Ademas,
3
o= 2L B2 (0
3 2\3

O

23. Si se cuenta con 1000 cm? de material para hacer una caja con base cuadrada, encuentre el volumen
maximo posible de la caja.

v

El total de material usado en la caja con tapa, segtin la figura, es:
A =2x% + 4xy = 1000.

El volumen de la caja, la funcién que se desea optimizar, es:
vV =x2y.

Despejando y de la restriccion, esto es, de la férmula del area y sustituyendoen V:

1000 — 2x2 1 /1000
y=——"—=- —2x |
4x 4 X
1 1000 1
V = —x2 —2x)=-(1 —2x3).
4x ( o x> 4( 000x x)
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El volumen se encuentra ahora con una sola variable:
U 1 2
V= Z(l 000 — 6x7);
1
V' = Z(—12x) <0, parax > 0.
Para calcular los puntos criticos, igualamos la primera derivada a cero:

1000 500
V' =0 = 1000—6x>=0 = 6x2=1000 = x = — =\

Hay un maximo para

/500
Xmax = Ta
1000
1 1000 500 61 6 1 /500 _6 500 1 /500 _
Ymar =4\ Trmee V3 | Ta| so0 3V s _Z<\/T_§\/T>_
V3 3
62 [500  [500
=33V 3 TV T e

Gy, S0 500
max = y = 3 3

Luego:

O

24. Si se cuenta con M cm? de material para hacer una caja con base cuadrada, encuentre el volumen
maximo posible de la caja.

v

El total de material usado en la caja con tapa, segtin la figura, es:

A=2x>+4xy =M.
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El volumen de la caja, la funcién que se desea optimizar, es:
V = x?y.

Despejando y de la restriccion, esto es, de la férmula del area y sustituyendo en V:

El volumen se encuentra ahora con una sola variable

1
V' = Z(M — 6x2);

1
V' = Z(—12x) <0, parax > 0.
Para calcular los puntos criticos, igualamos la primera derivada a cero:

! 2 __ 2 __ _ M
Vi=0=> M-6x"=0=6x"=M = x= ¢

Hay un maximo para

M
Xmax = ?;

M
1| M M 6| & 1\/ﬁ 6 \/ﬁ 1\/ﬁ
L v Bl s N :z< I ?)z
/% &
6 2\/ﬁ \/ﬁ
“173Ve TV T mer

s M [M
max—6 6‘

25. Demuestre que, de todos los rectdngulos con un area dada, el que tiene el menor perimetro es un
cuadrado.

v

Luego:

O

———— < —— — —
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De la figura se tiene que el drea A constante es:
A=xy.
El perimetro es la funcién que deseamos optimizar:
P =2x+2y. *

Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del area:

y=—
x
Sustituimos en (*) que ahora queda con una sola variable:

A
P =2x+2—.
X

Derivando, obtenemos:

Observe que la segunda derivada siempre es positiva, para x > 0.
P'=0=x>-A4=0= x=+A

Hay un minimo para

Xmin = ‘/Z;
A
Ymin = —1 = ‘/Z: Xmin-
A2
(|
26. Demuestre que de todos los rectdngulos con un perimetro dado el que tiene el drea maxima es un
cuadrado.
v

———— < —— — —
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De la figura dada se tiene que el perimetro P constante es:
P =2x+42y.
El area es la funcién que deseamos optimizar:
A=xy. *)
Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del perimetro:
P -2x
YT
Sustituimos en (*) que ahora queda con una sola variable:
pP-2 1
A=x 2) = (Px—2x2).
2 2
Derivando, obtenemos:
A = l(P 4x);
=3 :
1
A" =-(—4) =-2<0.
2
Observacion. La segunda derivada siempre es negativa.
, p
A'=0=> P—-4x=0 = x:?.
Hay méximo para
p
Xmax = ?;
P p p
y = 2 = l = £ = X
max 2 2 4 max-
|
27. Un recipiente rectangular para almacenamiento, con la parte superior abierta, debe tener un volumen

de 10 m3. El largo de su base es el doble del ancho. El material para la base cuesta 3 pesos el metro
cuadrado. El material para los costados cuesta 2 pesos el metro cuadrado. Encuentre las dimensiones

para tener el mas barato de esos recipientes.
v
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De la figura, el volumen del recipiente es:

V =10 = 2x?%y.
Considerando que se trata de una caja sin tapa, el costo de los materiales C es:

C = 6x% + 4xy + 8xy = 6x% + 12xy, ésta es la funcién que deseamos optimizar.
Despejamos y de la restriccién dada, esto es, de la férmula del volumen:

10 s

YT T

Sustituimos en C (la funcién costo que ahora queda con una sola variable:)
2 S 2 !
C=6x"+12x | | = 6x" + 60—.
x x

Derivando, se obtiene:

1 12x3 — 60
I __ — .
C'=12x —60—x2 =——

1
C”:12+120—3>0.
X

Observacion. La segunda derivada siempre es positiva para x > 0.

3

60
C'=0= 12x°-60=0 = x> = — = x = 5.

12
Hay un minimo para
Xmin = ‘3/5;
5 5
Ymin = 7 = 7 = ‘3/5: Xmin-
()3 (93
28. Halle el punto de la recta y = —2x + 3 mads cercano al origen.

v

y=-2x+3
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Un punto arbitrario sobre la recta tiene las coordenadas (x, y) = (x, —2x + 3).

La distancia de un punto arbitrario de la recta al origen es:

d =\/x2+y2 = /x2 + (=2x + 3)2.

Vamos a trabajar con el cuadrado de la funcién anterior pues tiene los mismos puntos criticos.

Usaremos la notacion

D =d?*
D = x? 4+ (—2x + 3)%;
D' =2x +2(—2x + 3)(—2) = 10x — 12;
D" =10>0.

La segunda derivada siempre es positiva

, 12 6
D'=0=10x-12=0 = x= — = —.
10 5
Hay un minimo para
Xmin = g;
6 —12 3
Ymin=—2(§>+3=T+3=§‘

Asf, observamos que:

Xmin = 2Ymin-

El punto sobre la recta més cercano al origen es:

6 3
(xmina ymin) = (ga g) .

29. Halle el punto de la recta y = mx + b més cercano al origen.
v

Un punto arbitrario sobre la recta tiene las coor-
y=mx+b denadas (x, mx + b).
Distancia de un punto de la recta al origen.

d = \/x2+ y2 = \/x2 + (mx + b)2.
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30.

Vamos a trabajar con el cuadrado de la funcién anterior, pues tiene los mismos puntos criticos.

Usaremos la notacion

D = d*
D = x? 4 (mx + b)>.

Derivando, se obtiene:

D' = 2x + 2(mx + b)m;
D" =2+2m?>0.

La segunda derivada siempre es positiva

bm
D=0 = 2x+2m*x+bm) =0 = x+m?*x +bm =0 = x(1+m?) = —bm = x =T
Hay un minimo para
—_— bm .
Xmin = —m,
— m( bm " _—bm2+ _ —bm*>+b+bm*> b
Ymin = I e 1+ m? B 1 + m? S L+ m?
Asf, observamos que:
Xmin = —MYmin-
El punto més cercanoal origen sobre la recta es :
. bm b
(Xmin, Ymin) = —m, m .
(|

Una ventana normanda tiene forma de un rectdngulo rematado por un semicirculo. Si el perimetro
de la ventana es de P m, encuentre las dimensiones de la ventana de modo que se admita la cantidad
mas grande posible de luz.

v

Considerando la figura, el perimetro P de la ventana que es cons-
****** R tante debe ser:

2
P:x+2y+ﬂz—x:x(1+%)+2y=x(¥>+2y.

Y El area de la ventana 4, la funcién que deseamos optimizar es:

T
—XZ.
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31.

Despejamos y de la restriccién, esto es, de P:

1( 2+n> P 2+4nm
y==|P- X | === X

2 2 2 4

Sustituimos en 4 y queda en funcién de una sola variable:

P 2+ 7 P 2+m 7
A=x[=— T2 L 277 > T o
x(2 4x>+8x > 4x+8x
p +—4—271+71 , P 4+ ,
=X+ ——"—Xx"=—x— x*.
2 8 2 8
Derivando, se obtiene:
A’=£—4+ﬂx;
2 4
ar=2ET
La segunda derivada siempre es negativa.
p
P 4+ > 2P
= —_ = = = =
A—Oé2 1 0=x T+7 i+ n
4

Hay un maximo para

2P

4+7°
P 2+4m 2P _

1 » 2+nP 1/ 2P 1
=3 - == =-X .
A+7 2 447 2\4+ 7 g max

Una pista de entrenamiento consta de dos semicirculos adosados en los lados opuestos de un rec-
tangulo. Si su perimetro es de P m, hallar las dimensiones que hacen méaxima el 4rea de la regién
rectangular.

v

Xmax =

Ymax = 5 4

O

Considerando la figura, el perimetro constante P es:
x P =2x+4+ny.

La funcién que se desea optimizar es el drea A del rectangulo:

77777777777 A=xy.
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32.

Despejamos x de la restriccion, esto es, de P:
(P =)
x=—(P—my).

5 y

Sustituyendo en el 4rea A se obtiene una funcién de una sola variable:

1 1 1

A=—-(P— = -Py——my*
2( my)y 7Py —3my
Derivando, se obtiene:
A = 1P Ty,
= 2 y’
A" =—m <.

La segunda derivada es siempre es negativa.

Puntos criticos:
A =0= ! P 0= P
= — — T = = —,
2 Y Y=o
Hay un maximo para

)’max:2 5
1 P P x P T
xmaxzi P—n—|=—=—-—= —Ymax.

O

Un tridgulo rectangulo esta formado por los semiejes positivos y una recta que pasa por el punto
(a, b). Hallar los vértices de modo que su drea sea minima.

\{ y

0,y)

Segtin la figura, el drea del tridngulo es:

1
A=-xy.
2"

Esta es la funcién que deseamos minimizar.

La relaciéon que guardan las variables es:

b X
=X$y= b.
X—a x X—a
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Derivando, se obtiene:

1 (x—a)2x—x> 1, 2x>—2ax—x> 1 x*>—2ax

A 2 x—a)2 2 (x —a)? T2 (x—a)?’
A7 lb(x —a)?(2x —2a) — (x2 —2ax)2(x — a) _ lb(x —a)(2x —2a) — 2(x% — 2ax) _
2 (x—a)* 2 (x—a)?
:bx2—2ax+a2—x2+2ax:b a*
(x —a)? (x —a)¥’

A'=0 = x>—2ax=0 = x(x—2a) =0 = x = 0o0bien xpyi, = 2a.

Considerando que con x = 0 no se tiene un tridngulo, evaluamos la segunda derivada en x = 2a.

2
A" (2a) = bZ—3 =-> 0 = hay un minimo.

El area A es minima para

2a

= 2b.
2a—ab b

Xmin = 2a &ymin =

O

33. Se quiere construir un recipiente cilindrico de base circular con tapa y una capacidad para 600 £.
Calcular las dimensiones que debe tener para que se requiera la minima cantidad de material en su
construccion.

(Considerar que 1 £ =1 dm?3.)

¥V Usamos la figura

F-——— & ————H

El 4rea total que deseamos que sea minima es el drea lateral 27rh mas el drea de las dos bases 2772
A =2nrh+2nr?,

donde r & h estan en decimetros, pero como V = 600 dm?3 y como V = 7r2h , tenemos

600 = 7r2h;
luego, despejando &
y o 600
Coar?’

Sustituyendo por este valor en 4, la podemos expresar como funcién de una tinica
variable r:

600
A(r) =2mr—; + 2mr?.
wr
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34.

Simplificando,
1200
A(r) = —— 4+ 2r? =1200r ! + 2772,
r
Busquemos el valor de r que hace que A sea minima.
Derivando A(r)

dA(r) —1200
dr 12 o
Igualando a cero:
—1200 1200 3 1200 3/300

+4nr =0 = 4nr =

= r
r? r? 4 b4

600
Sustituyendo este valor de r en h = —, se obtiene:
mr

600 2)(300 2)(300)1/3 300
oS0, @60) L @G0 R0
2 3002/3 wl/3 e
(300)3 ol
"\ x m2/3

+ 4mr = —1200r~2 + 47r, calculamos la segunda derivada:

dA —1200
a partir de ir) =

r2

d>A(r) 2400

= 4,
dr? PER
o 300 . .
la cual es positiva para r > 0, por lo que para r = y/ — & h = 2r, tenemos efectivamente un area
i
minima. O

Un cilindro circular recto ha de contener V cm? de refresco y usar la minima cantidad posible de
material para su construccién. ;Cudles deben ser sus dimensiones?

v

F-——— & ————H

De la figura, se tiene que el volumen V' del cilindro es:
V = mr?h.
El area total del cilindro, que es la funcién que se desea optimizar, es:

A =2xrh + 2mr2.
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Despejamos & de la restriccion (esto es, de V) y sustituimos en A:

14
ar?’

14 2V
A=2nr (—2> +2nr2 = 4 2772,
nr r

Al sustituir nos queda una funcién de una sola variable a la cual derivamos:
2V
A= —=— +4nr;
2
4v
" o__
A" = r—3+4n > 0,yaquer > 0.

—2V +4nr3

1
V\3
3 :0:—2V+4nr3:0:r:(—> )

, 2V
A'=0= —+4nr=0 =
r? 2w

Hay un minimo para

1
V\3
I'min = g ;

1
14 > V\3
Rmin = =22 ___> (—) =2r.

O

35. Determine el volumen maximo posible de un cilindro circular recto si el 4rea total de su superficie,
incluyendo las dos bases circulares, es de 150 m?.

¥V Usamos la figura

F-——— & ————H

Sea r el radio de la base del cilindro y / su altura, luego:
V =nr’h& A =2nrh+2rr? = 1507

Despejando / de la restriccién dada por el drea 4

b 150w —27r% 75— 7r?
n 2rr oy

Si sustituimos este valor en la férmula del volumen V, lo tendremos expresado como funcién de una

variable: 5 5
75—
V()= ) ( r) = 75mr —r3;
r
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36.

y de aqui

V'(r)=75m =37 =0 & r?=25 & r =5

y también:

_75-25 50

h z ?=10yV:nx25x10=250nm3

Notamos que

V"(ry=—6nr <0, parar > 0,

por lo que para el valor de r = 5 m se tiene un volumen maximo.

O

Dos puntos A4, B se encuentran en la orilla de una playa recta, separados 6 km entre si. Un punto C
esta frente a B a 3 km en el mar. Cuesta $400.00 tender 1 km de tuberia en la playa y $500.00 en el
mar. Determine la forma més econémica de trazar la tuberia desde A hasta C. (No necesariamente
debe pasar por B.)

¥ Hagamos un croquis

C

£

1

Ll

1

'

3 km

Ll

1

1

1

1

:

1

1 6—x x

RA
B D A
L e 6km ~  meeem-meeee----- >

Pensemos que vamos a llevar la tuberia desde A hasta D, un punto sobre la playa a x km de 4, y de
ahi a C por el mar; la distancia CD, como hipotenusa de un tridngulo rectangulo con vértice en B es:

1 1
CD =+(6—x)2+32=x%2—12x+36+9)2 = (x> — 12x + 45)2.

Queremos pues minimizar la funcién costo

1
C(x) = 400x + 500(x? — 12x + 45)2.

Derivamos

2502x — 12 400+/x2 — 12 45 + 500(x — 6
C'(x) = 400 + (2x ) _ Vx X + 45 + 500(x ).
Vx2—12x +45 Vx2—12x + 45
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Puntos criticos:
C'(x) =0 = 400v/x2 —12x +45+500(x —6) =0 =
= 400/x2 — 12x + 45 =500(6 — x) =

5
= x2—12x+45:z(6—x) =

25
= x2—12x +45 = 1—6(36—12x+x2) =

25 5 25 25 % 36
=S |—==1)x"—12x| —=—-1) + —45=0 =

16 16 16
9 , 9 225
—xX2-12(= T 45 =
= 16x (16>x+ 1 5=0 =
$3x2 2_7)C 225—180_0i
16 4 4 a

= 9x2—-108x + 180 =0 =
= x2-12x4+20=0 =

_12j:«/144—80_12j:«/64_1218_{10;
N 2 N 2 22

= X

entonces x = 2y desechamos x = 10, por ser ilégico.

Por otro lado, C(x) es derivable en toda la recta, ya que x*> — 12x + 45 no tiene raices reales, pues
b? —4ac = 12> — 4 x 45 < 0. De hecho x? — 12x + 45 > 0. Por ejemplo, en x = 0 la funcién continua
x? — 12x 4 45 vale 45.

Calculemos la segunda derivada de C(x), derivando de
500(x —6)
VxZ—12x +45

—6)(2x — 12
500/xZ " Tox 745 _ 200 —6)2x — 12)

Jx2 —
C//(x) — 2 X 12X + 45 —

(Vx2 —12x + 45)?
500[(x> — 12x +45) — (x —6)*] _ 500(x* — 12x + 45 — x> 4+ 12x — 36) _

C'(x) = 400 +

3 3
(x%2—12x + 45)2 (x%2 — 12x + 45)2

500 x 9
= X T > 0.

(x%2 —12x + 45)2

Luego, efectivamente para x = 2 hay un minimo.

En este caso el costo es
C(2) = 800 + 500+/4 — 24 + 45 = 800 + 500 x 5 = 800 + 2500 = 3 300 pesos.
Si se hubiera tendido la tuberia por el mar, desde A hasta C, el costo hubiese sido:
C(0) = 500+/45 ~ 500 x 6.7082039 = 3354.102 > C(2).

Y si se hubiese tendido desde A hasta B por la playa y desde B hasta C por el mar, ambos en linea
recta, el costo hubiese sido:
C(6) = 400 x 6 + 500+/36 — 72 + 45 = 2400 + 500 x /9 =
= 2400+ 1500 = 3900 pesos > C(2) también.



10.1 Problemas de optimizacién 461

37.

38.

Dos barcos salen al mismo tiempo; uno de un muelle, con direccién sur y con velocidad de 20 km/h.
El otro parte hacia el muelle desde un punto que se encuentra a 15 km al oeste, a 10 km/h. ;En qué
momento se encuentran mas préximos estos dos navios?

¥ Usamos la siguiente figura, donde el tiempo ¢ esta en horas:

—————

d(t) 2

e ——

La distancia entre ambos barcos es

d(1) = /(=15 + 101)2 + (—=201)2 = /50012 — 3007 + 225,
de la cual queremos hallar su minimo, por lo que buscamos sus puntos criticos

10007 — 300 3
d'(t) = =0 & t=—h
® 24/500¢2 — 3007 + 225 10

en donde d(t) pasa de ser decreciente a ser creciente; entonces el minimo es:

3
d (1—0> = /144 + 36 = /180 &~ 13.416408 km.

O

A las 13:00 horas un barco A4 se encuentra 20 millas al sur del barco B y viaja hacia el norte a 15
millas/h. El barco B navega hacia el oeste a 10 millas/h. ;A qué hora se alcanza la distancia minima
entre las dos embarcaciones?

¥ Usamos la figura siguiente, donde ¢ son las horas transcurridas a partir de las 13:00 horas:

10¢
- Py
< * B
~ [
N
~ [
N
~ |
N
~ [
N | 20—15¢
\\ ‘
di) S~ |
~ \
N
~ |
N
} 15¢
'y
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39.

El espacio que recorre el barco A es 15¢ millas y el recorrido por el barco B es 10¢, por lo que la
distancia entre ambos barcos, cuyo minimo es el que buscamos, segtin el teorema de Pitagoras es:

d(t) = +/(101)2 + (20 — 151)2 =
= /10072 + 400 — 600¢ + 225¢2 =
= /325¢2 — 600t + 400 .

El minimo de esta funcion coincide con el minimo de la funcién
[d(1)])* = 325t% — 600t + 400 = 25(13t> — 241 + 16).

Por lo que basta con que encontremos el minimo de la funcién g(r) = 131> — 247 + 16, que por otra
parte es el vértice de la pardbola y = g(¢):

"(t) = 26¢ 24—0<:>t—§—2
&= - 2% 13

. L. . . 12
Y como g”(t) = 26 > 0, se trata de un minimo y la minima distancia se alcanza a las 13 + B horas.
Il

Se va a construir un tanque metélico de almacenamiento con volumen de 10 £ en forma de un cilindro

circular recto rematado por dos hemisferios (medias esferas). Tomando en cuenta que el volumen de
4 3 . . 2 . . . . .

la esfera es —nr> y que la superficie es 4 r*, encontrar las dimensiones del tanque que minimicen la

cantidad de metal.

¥ Usamos la figura siguiente que es la de una seccién vertical del tanque:

Considerando un cilindro circular recto de radio r y largo £, medidos ambos en decimetros (dm),
el volumen de este tanque es

4
V =nar?+ gnr3;

debe ser V = 10£ = 10 dm?3; por lo cual se debe cumplir que
y P pir q
4
ar?l + gnr3 = 10.

Minimizar la cantidad de metal es equivalente a minimizar el area de la superficie del tanque.

El area del tanque es:
A=2nrl+4nr?.

Se tiene entonces:
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40.

4
Una ecuacién, 7r2f + gnr3 = 10.
Una funcién, A = 2xrf + 4nr2.

De la ecuacion se despeja una de las variables (la que convenga) para luego sustituirla en la funcién.
Conviene despejar ¢:

43
4 10 — gnr
il —ard=10 = L= —=—
3 wr?
Sustituyendo en A se obtiene:
4
10— —7r3
A =2nrl +4nr? =2xr 732 +dnr? =
r

2 4 20 8
=Z(10=Zar®) +4ar? = = — —nr? + dur?;
r 3 r 3

20 4
A(r) = = + z7r?,
r 3
que es la funcién a minimizar:

20 8
Al(r) = - + —7r;

3
20 8 8 20
A'r)=0 & —r—2+§nr:0<:> —nr=— &

3 r?
;60 15

& & i/ 15 1.3365
rv=——=_— r=4/—~1 .
87 27 27

Entonces la funcién A(r) tiene un punto critico en r; ~ 1.3365:

40 8
A" =3+ 31 >0,

Se tiene un minimo local estricto.

Por lo tanto, las dimensiones del tanque que minimizan el area son:

r = 1.3365;
4 47 (15
_ro3 10— — (=
0T N (2n>_ 10-10
o omr2 w(1.33652 7(1.3365)2

Es decir, el tanque debe ser una esfera de radio r; = 1.3365 dm.
O
Una lata de aceite tiene la forma de un cilindro con fondo plano en la base y una semiesfera en la parte

superior. Si esta lata debe contener un volumen de 1 000 pulgadas ctibicas y se desprecia el espesor del
material, determine las dimensiones que minimizan la cantidad de material necesario para fabricarla.
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¥V Usamos la figura siguiente:

El volumen total consta de dos partes: el volumen del cilindro més el volumen de la semiesfera:
2 1 4 5
V=nr h+§x§nr = 1000. (A)

El material usado coincide con el drea total de la superfice exterior que consta del area de la base, mas
el drea lateral del cilindro y el area de la semiesfera:

1
M =nr® 4 2nrh + 3 % 4mr2. (B)

Esta es la funcién que deseamos minimizar y consta de dos variables.

De la relacién (A) despejamos h:

1000 2

2
wr2h =1000—27r® = h=—5 —3r. ©
Sustituimos este valor en (B) y obtenemos:
1000 2
M) =nr®>+2nr ( — —Zr | + 271 =
arz 3
2000 4 5 2000
=3nr? + ——nr?=Zar* + .
r 3 3 r
Calculamos primera y segunda derivada:
5 2000 10773 — 6000
1Y) — _ .
M'(r) = §n2r— 2= 32 ;

10 1
M"(r) = 37t 4000— >0, parax > 0.
r

Calculamos puntos criticos igualando a cero la primera derivada:

W=

600 600 (600
M'(r)y=0 = 10mr>—6000=0 = r’> = — == \ — = (7> A 5.75882.

Sustituyendo este valor en (C):

1 1

h— 1000 2 (600) 31000 y 600 2 (600) 3
600 (600) 3

7 =

4

2
(600)5 3
L (8%
b4
600 1 1 1 1
_S5\= %(@)3_§(@>3 %(@)3_(@>3_,
: = =7

= 5 =
3 @ z 3 b4 3 b4 b4 b4
bis

T

wiN

T
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Como M "(r) > 0, entonces hay un minimo para M(r), es decir, hallamos que la lata con las condi-
ciones dadas debe tener la altura del cilindro igual que el radio de la base.

O

41. Se desea construir un tanque de acero con la forma de un cilindro circular recto y semiesferas en los
extremos para almacenar gas propano. El costo por pie cuadrado de los extremos es el doble de la
parte cilindrica. ;Qué dimensiones minimizan el costo si la capacidad deseada es de 107 pies?

Y Elvolumen del tanque es el volumen del cilindro, més el volumen de la esfera:
2 43
V=mnrh+ gnr = 10mx. (A)
El area total del tanque es el area lateral del cilindro, més el area de la esfera:
A =2nrh+4nr?
Si « por pie? es el costo del material de la parte cilindrica, se tiene que el costo total es:
C =2nrhxa+4xr’Qu) = C = 2an(rh + 4r?). (B)

Esta es la funcién que deseamos minimizar. Tiene dos variables r, i. Usamos (A4) para encontrar una
relacién entre estas variables.

4 4 10 4
r2h+§r3=10:r2h=1o—§r3:h=r—2—§n ©)

Sustituimos este valor en (B):

10 4 1 4 1 8
C=2an|r|—=—=r|+4r?| =2an (10— — =r> +4r? | = 2an ( 10— + =r?).
rz2 3 r 3 r 3

Calculamos la primera y segunda derivadas
1 16 —30 + 1673
Cl =2am (—10r—2+ ?r> =2am (T) 5

2 16
C" =2un (10—3 + —) > 0.
r 3

Calculamos puntos criticos:

30 15 15
C'=0= -30+16r°=0 = r3:R:§ = r= 3§~,1.23311.
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Usando (C):
10 4
h=————= —=(1.23311) ~ 4.93238.
(1.23311)2 3( )
Los valores de r, h encontrados son las dimensiones que minimizan el costo del tanque de acero con
capacidad 107 pies? O
42. Una pégina ha de contener 30 cm? de texto. Los margenes superior e inferior deben ser de 2 cm y los
laterales de 1 cm. Hallar las dimensiones de la pagina que permiten ahorrar mas papel.
¥ Hagamos un croquis con el tamario de la pagina y los datos
lem —— — xcm — — — lcm
\ \
! !
| | 2 cm
R
! !
! ! !
\ \ }
} 30 cm? de texto } y cm
!
! ! ‘
! ! ‘
\ \
T B
} } 2 cm
\ \
Se sabe que xy = 30 cm?.
Se quiere minimizar el drea de la pagina de papel, estoes: A = (x + 2)(y + 4).
Entonces el area es una funcién de dos variables: x, y.
30
Pero como xy =30 = y = —, sustituyendo este valor en la expresién para el drea de la pagina (4),
queda como funcién de la tinica variable x, a saber:
30 60
Ax)=(x+2) (?+4> :30+4x+?+8=4x+60x_1+38.
Para hallar los puntos criticos se deriva
60 60
A)=4-5=064=—= & x*=15 & |x|=VI5
x x
Por lo que
x = +15;
30 30415
= — = =2+/15=2x.
TR
4 —2\/ 120 £
Como A”(x) = (4 —60x7%)" = — > 0, se trata, en efecto, de un minimo.
x
(|
x
43. Los costos de la empresa Alfa estan dados por la funciéon f(x) = ———, donde x representa miles
p P /( Vo P

de articulos vendidos. Se pronostica que los costos seran minimos si se venden entre 1700 y 1800
articulos. ;Es verdadero el pronéstico? Justifique su respuesta.
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44.

Y Eldominio de la funcién esR — { +1},pues Vx2—1=0 & x2—1=0 & x*’=1 &
&S |x|=1<% x==+1:
22
3)@—1—%
3(x2—-1)3  3(x?—1)—2x2 x2-3
f = e = %
(x2—-1)3 3(x2—-1)3 3(x2-1)3

f'x)=0 & x2-3=0 & x>=3 & |x| =+3 & x~ +1.7320508.

Se toma el valor positivo por tratarse de costos en una empresa.

Para saber si son extremos calculamos la segunda derivada:

6x(x2 — 1)§ —4(x2 - 1)%2)6()62 -3 _ 6x(x2 —1) —8x(x2 —3) _

f//(x) = S 7
9(x2—-1)3 9(x2—-1)3
_6x —6x —8x3 +24x  —2x3 4+ 18x
= 7 = 7
9(x2—-1)3 9(x2—-1)3

Como

3
f,,(ﬁ):—2x32+18x«/§:—6><«/§+18><«/§>

7 7 0,
93 —1)3 9x23
se trata de un minimo, luego, efectivamente, este minimo se produce cuando se venden 1 732.0508 de

articulos.
O

Un hombre se encuentra en un punto A de la orilla de un rio rectilineo de 2 km de ancho. Sea C el
punto enfrente de A4 en la otra orilla. El hombre desea llegar a un punto B situado a 8 km a la derecha
y en la misma orilla de C.

El hombre puede remar en su bote cruzando el rio hasta el punto D entre B y C. Sirema a 6 km/h
y corre a 8 km/h ja qué distancia debe estar D del punto C, para llegar al punto B lo més pronto
posible?

¥ Hagamos un bosquejo figurado de la situacién:

A
‘T\
\
N
[N
| \ Rio
2 \
| \
‘ \
\
} \
. x \\. 8—x .
c D B
—————— 8§ ————= —i

Queremos hallar x de manera que el tiempo para ir de A a D por el rio, y de D a B por la orilla, sea
minimo. Por el teorema de Pitagoras AD = v/4 + x2, el tiempo empleado para recorrer esta distancia

; V4 + x2 h i lead espacio recorrido

es t; = —— horas, ya que tiempo empleado = -

! 6 yad P P velocidad
—X

El tiempo para recorrer DB es t, = h.
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La funcién de la que vamos a buscar su minimo es:
V4+x2  8—x
T(x)=t1+t = + .
6 8
Puntos criticos,
T'(x) = 2x R N N N/ i S
2x64/4+x2 8 64 +x2 8
= 36(4 + x?) = 8%x? & 144 = 64x? —36x% & 28x* =144 &
144
xzz—zﬁix: ﬁ:i%226km,
28 7 7 V1
éste es el inico punto critico.
Calculamos la segunda derivada:
6x2x
/ 7 _
) VA = T 604+ 12) — 62 24+ 6x2 — 622
X) = = = =
(64 + x2)? 36(4 + x2)V4+x2 36(4+ x2)V4 + x?
_ 24 _ 2
36(4 +x2)VE+x2 34+ x2)VAd+x2
Observemos que T'” > 0 siempre y, en particular 7"(2.26) > 0, por lo cual existe un minimo local
en x = 2.26 km; podemos considerar que el dominio de la funcién 7 es D7 = [0, 8], pues no tendria
sentido desembarcar a la izquierda de C ni mas alld de B; luego, el minimo es el menor de los tres
ndmeros:
2 8-0 1 4 -
TO)=-+——=-+1=-h =13h;
© 6 8 3 * 3
V4412262 8-226 +/9.1076 574
T(2.26) = +6( ) + 3 ~ ; + = ~ 1.22048 h;
V4+82 8-8 J4+64 O
TE®) = i + = ki + - ~ 1.374368542 h.
6 8 6 8
Efectivamente el tiempo minimo se logra si desembarca a 2.26 km de C.
|
45. La suma del perimetro de un circulo y un cuadrado es de 16 cm. Hallar las dimensiones de las dos

figuras que hacen minima el 4rea total encerrada por ambas figuras.

¥ Eldibujo de ambas figuras es:

De ambas tenemos:

El perimetro del circulo: 2xr.
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El perimetro del cuadrado: 4x.

El perimetro de ambas figuras (usamos la restriccion dada):
2rxr 4+ 4x = 16. *

El area del circulo: wr?.
El drea del cuadrado: x2.
El 4rea de ambas figuras: nr? + x2.
Esta es la funcién de la que deseamos calcular el minimo con la restriccién dada:

A=nmr?+x2 **)
Esta funcién depende de dos variables. La relacion entre estas variables viene dada por la condicién
(). De aqui despejamos una variable. Elegimos arbitrariamente r:

16 —4x 8—2x

r = — . i d
2 b )

Sustituimos en ()

8§ —2x
b4

2
A(x)zn( > +x2 = A@x) = %(8—2)6)2—}—)62

derivando, con respecto a x:
, 2 4
A'(x) = ;(8 —2x)(=2) +2x = —;(8 —2x) + 2x;
calculamos la segunda derivada:
4 8
A'x)=——(-2)+2=—+2>0.
i1 i1

Esto nos indica que la funcién A siempre es céncava hacia arriba, es decir, vamos a encontrar un
minimo.

Igualamos a cero la primera derivada, para encontrar los puntos criticos:

4 4
——@—2@+2x:0:>—;@—2m:>4x:¢8—2x:gx:¢
T

T +4 16
X = x= .
2 7 +4

i i
= 8= —x 2x:(—+2)x:
2 + 2
Este es el valor de x que hace minima el drea A(x).
Para encontrar el valor de r correspondiente, sustituimos en (x * )

1 16 1 (87 +32-32 1 8w
r=—|(8-2 =——|)=— =
b4 T+ 4 b4 T+ 4 T \mw+4

8 1

r+4 2"

= r =

O sea, el lado del cuadrado es el doble del radio del circulo.

Estos valores, de x & r son las dimensiones de las figuras que hacen minima el 4rea total encerrada
por ambas figuras. O



