Algoritmos e Teoria dos Grafos

Exercicios
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13 Distancias entre Todos os Pares de Vértices

Os exercicios estao classificados de acordo com a seguinte legenda.

-: exercicios de interesse marginal: complementam o assunto de
alguma forma mas podem ser ignorados sem comprometer o
entendimento.

@: exercicios programados para discussao em aula: procure faze-
los antes de serem discutidos em aula.

*: exercicios prioritarios: na impossibilidade de fazer todos, dé
prioridade a estes.

#: exercicios mais dificeis e/ou trabalhosos: nao comece por es-
tes.
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1.

2%,

3*.

4.

5%.

6*.

1 Fundamentos

Exiba a fronteira do conjunto {dy, di, d3} no grafo da direita do Exercicio 8.

Quantas arestas tem um grafo completo de n vértices? Justifique sua
resposta.

Se um vértice tem k vizinhos em G, quantos vizinhos ele tem em G?
Justifique sua resposta.

Quantos grafos diferentes existem com o conjunto de vértices {1,...,n}?
Justifique.

Seja G um grafo. Dados X C V(G) e n € N vamos definir I'%(X) como
segue.
X, sen =0,

Fe(X) = {PG(Fg—l(X)), sen > 0.

(a) Exiba os conjuntos I'%:({ag, b2}) para n € {1,2,3,4,5}, onde G ¢é
o grafo da esquerda no Exercicio 8.

(b) E verdade que para qualquer grafo G e qualquer conjunto X de
seus vértices, existe um valor de n € N tal que I'%(X) = V(G)?
Justifique.

(c) E verdade que para qualquer grafo G' e qualquer conjunto X de
seus vértices, existe um valor de n € N tal que I'%,(X) = T4 (X)?
Justifique.

Seja F = {Ay,..., A} uma familia de subconjuntos de um conjunto
A. O grafo de intersecao de F é o grafo Zr dado por

V(Zr) = F,
E(Zr) = {{AL A} AiNA; #0}

(b) Desenhe G.

(¢) Verifique que G é (isomorfo a)o Grafo de Petersen.
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Dados inteiros n e k, o complemento do grafo intersecao de ({1",'6""}) é
conhecido como grafo de Kneser com parametros n e k.

7*. Um grafo G é um grafo de intervalo se é o grafo de intersecao' de um
conjunto de intervalos fechados de R.

(a) Os grafos G; e G abaixo s@o grafos de intervalo? Justifique.

: T ®
(b) Dé um exemplo de um grafo que nao é grafo de intervalo e prove
que seu exemplo esta correto.

G

8*. Prove que os grafos abaixo sao isomorfos.

9*. Um grafo é auto—complementar se é isomorfo ao seu complemento.

(a) Dé um exemplo de um grafo auto—complementar nao trivial.

(b) Prove se G é auto-complementar, entao |V (G)| ou |V(G)| —1 é
multiplo de 4.

Weja o Exercicio 6


https://en.wikipedia.org/wiki/Kneser_graph

10*.  (a) Se G é um grafo de 14 vértices e 25 arestas cujos vértices tem
graus 3 ou 5, quantos vértices tem grau 3 e quantos tem grau 57

(b) Generalize o raciocinio para um grafo de n vértices e m arestas
cujos vértices tem graus d; ou ds.

11*. Prove que se G é um grafo satisfazendo

i(G) > 0,
[E(G)] < [V(G)],

entdo G tem (pelo menos) dois vértices de grau 1.

12*.  Existe algum grafo nao trivial em que todos os vértices tem graus dis-
tintos? Justifique.

13.  Assim como se define o grau minimo e o grau maximo, é possivel definir
o grau médio de um grafo G.

(a) Denotando por _S(G) o grau médio de um grafo GG, proponha uma
expressao para 0(G) em funcao de |V(G)| e |E(G)|.
(b) Prove que, para todo grafo G,
2|E(G)

C) < T < AG)

14. Proponha uma definicao para o conceito de densidade de um grafo nao
trivial de tal maneira que se p(G) é a densidade de um grafo nao trivial
G, entao

(a)
(b)
(c)
(d) fixado o nimero de vértices de um grafo, p(G) é estritamente

crescente em funcdo do ndmero de arestas, isto é, se |[V(G)| =

|[V(G")|, entéao p(G) > p(G’) se e somente se |E(G)| > |E(G')|.

p(G) = 0 se e somente se E(G) = 0.
p(G) =1 se e somente se G é completo.
p(G) =1 — p(G), para todo grafo G.

Prove que sua definicao satisfaz cada uma destas propriedades.



15.

16*.

17",

18.

Prove que, para todo grafo G temos

MZ[v,v] = da(v), para todo v € V(G).

Prove que, se G é um grafo direcionado, entao

Y ) =1AG) = Y 6 (v),
)

veV (G veV(Q)

Prove que
MGT = (MG)T7

para todo grafo direcionado G, onde M7 denota a matriz transposta
da matriz M.

Prove que, para todo grafo direcionado G temos

MgME[v,v] = 8 (v), para todo v € V(G).



2 Representacao Computacional

19*.  Descreva como computar eficientemente o grafo transposto de um grafo
direcionado G, quando G é representado

(a) por listas de adjacéncia, ou
(b) pela matriz de adjacéncia.

Expresse a eficiéncia de ambas as solugoes em termos assintoticos em
funcao do tamanho do grafo G.

20. Considere a idéia de evitar o desperdicio de espaco na representagao da
matriz de adjacéncia de um grafo G com V(G) = {1,...,n} usando um
vetor m contendo somente os elementos abaixo da diagonal principal
de Mg, de tal maneira que

m[f(u,v)], sewu>wv,
Mglu,v] =<0, se u =,
m[f(v,u)], sewu<wv,

onde f: {(u,v) € V(G) x V(G) | u <v} = {0,...,N(n) — 1} é a fungao
que faz a correspondéncia entre os elementos de Mg e m, e N(n) é o
tamanho do vetor m.

a) Dé uma expressao® para N(n).

—~ o~

Dé uma expressao® para f(u,v).

¢ uma expressao’ para f~1(k): 0 < k < N(n).

/-\A

o o

S— N N N
)

Escreva a funcao
unsigned int vizinho(unsigned int *m, unsigned int u, unsigned int v);

que devolve o valor de Mg|u,v], onde Mg é representado pelo
vetor m tal como descrito acima.

21*. Suponha que a representacao de um nimero inteiro consome i bytes e a
representacao de um apontador consome a bytes e considere o problema
de representar um grafo ponderado de n vértices e m arestas nesta
linguagem.

2Sugestao: Descreva N(n) por meio de uma recorréncia e daf resolva esta recorréncia.
3Sugestao: Observe que f(u,1) = N(u—1) e que f(u,v) = f(u,1) +v — 1.
4Sugestao: Observe que f(u,1) < f(u,v) < f(u,u —1).
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(a) Expresse o total de memdria consumido na representacao do grafo
em funcao de ¢, a, n e m ao usar

i. matriz de adjacéncia

ii. listas de adjacéncia

(b) Indique como decidir, em funcdo de i, a, n e m, qual das duas
representacoes ocupa menos memoria.

3 Subgrafos

22*. Deé um exemplo de um grafo G com subgrafos Hy, Hy e Hj tais que

(a) o grafo H; é um subgrafo induzido por vértices;

(b) o grafo Hy é um subgrafo induzido por arestas mas nao é um
subgrafo induzido por vértices;

(c) o grafo H3 ndo é um subgrafo induzido por arestas nem por
vértices.

23. Seja G um grafo e seja X um conjunto de vértices de G. E verdade
que todo subgrafo de GG induzido por vértices pode ser obtido a partir
de G pela remogao de um conjunto de vértices?

24. Se G é um grafo e a e  sao arestas de GG, é verdade que
(G—a)=pB=(G-p)—a?

Justifique.

25*.  Seja G um grafo e seja X um conjunto de arestas de G. E verdade que
G- X=G[EG) - X]?

Justifique.

E verdade que todo subgrafo de GG induzido por arestas pode ser obtido
a partir de G’ por uma sequéncia de remocoes de arestas?



26*. Seja G um grafo e seja v um vértice de G. Prove que

[E(G = )| = |E(G)] = da(v),

27. Seja G um grafo e sejam A C E(G) e V = J,eq @
E verdade que G[A] = G[V]? Justifique.

28*.  Prove que se G é um grafo, entao,

(a) Um conjunto X ¢ independente em G se e somente se X é clique
em G.

(b) a(G) = w(G).

29%.  Considere o seguinte algoritmo guloso para computar um conjunto in-
dependente de um grafo G.

Independente(G)

I+ 0

Enquanto V(G) # ()
v < vértice de grau minimo em G
acrescente v a [
remova v e ['¢(v) de G

Devolva [

(a) Sejam n e A, respectivamente, o nimero de vértices no grafo G e
seu grau maximo ao inicio do algoritmo. Prove que, ao inicio do
lago, sempre é verdade que’ n < |V(G)| + [I|(A +1).

V(&)

| { >
(b) Conclua dai que a(G) > AG) +1

, para todo grafo G,

(¢) Conclua também que w(G) > |V(G)|‘V_((§()|Gv) —
G,

®Sugestao: Para facilitar a expressdo do seu raciocinio, defina G; e I; como os valores
das variaveis G e I no algoritmo ao inicio da i-ésima iteragao

, para todo grafo




30%.

Prove que todo grafo com pelo menos 6 vértices tem uma clique ou um
conjunto independente com 3 vertices.
6

31*.  Prove que para todo grafo G, w(G) < A(G) + 1.
32*. Seja H um subgrafo de um grafo GG. Decida se as afirmagoes abaixo
sao verdadeiras ou nao, justificando sua resposta em cada caso.
(a) a(H) < a(G)?
(b) a(G) < a(H)?
(¢) w(G) <w(H)?
(d) w(H) <w(G)?
33®. Prove que o problema de determinar o tamanho méaximo de um con-
junto independente de um grafo é um problema N P-Dificil”.
34°. Prove que o problema de determinar se um grafo dado é subgrafo in-
duzido de outro grafo também dado é um problema N P-Dificil®.
35*.  Prove que um grafo G ¢ bipartido se e somente se E(G) = 0g(X) para
algum X C V(G) e que, neste caso, {X,V(G) — X} é uma biparticao
de G.
36*. Prove que um grafo bipartido de n vértices tem no maximo L%J ares-
tas.
6Sugestao:

Pense na seguinte formulacao, equivalente a do enunciado: qualquer coloragao das ares-
tas de um grafo completo de 6 vértices com 2 cores vai ter um tridngulo monocromatico
como subgrafo.

"Sugestao: Pense em como resolver o Problema do Conjunto Independente a partir de
um algoritmo para este problema

8Sugestao: Pense em como resolver o Problema do Conjunto Independente a partir de
um algoritmo para este problema
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37. Prove que o complemento de um grafo bipartido G é conexo se e so-
mente se G nao é (bipartido) completo.

38¢. Prove que o problema de determinar o ntimero cromético de um grafo
é N'P-Dificil.

39*.  Prove que o algoritmo abaixo nem sempre devolve uma coloracao minima

do grafo G.

Colore(G)

C+10
Enquanto eziste vértice de G que nao pertence a nenhum conjunto
em C
v < vértice de G que nao pertence a nenhum conjunto em C
Se v nao tem vizinho em algum conjunto K € C
acrescente v ao conjunto K
Sendo
acrescente o conjunto {v} a C
Devolva C

11



4 Passeios, Caminhos e Ciclos

40*. Seja G um grafo e seja M sua matriz de adjacéncia, considerada como
uma matriz booleana.

(a) Prove’ que, para todo k € N, e todo u,v € V(QG),

ME[u,v] = 1 se e somente se existe passeio de tamanho &k de u a v em G

(b) Conclua que

M [u,v] =1 se e somente se existe passeio de v a v em G.

41*. Baseado no enunciado do Exercicio 40, proponha um algoritmo que
recebe como entrada um grafo G e dois de seus vértices, u e v e devolve
a distancia de u a v em G.

42*. Baseado no enunciado dos Exercicios 40 e 40, proponha um algoritmo
que computa o diametro de um grafo dado.

43*.  Seja M uma matriz quadrada booleana e seja

M* = ZM’“.

keN

Prove que
n

M* = ZM’“, para algum n € N.
k=0

44*.  Seja G um grafo e seja My sua matriz de adjacéncia, considerada como
uma matriz de inteiros. Prove!’ que, para todo k € N, e todo u,v €
V(GQ), M&[u,v] é o ntimero de passeios de tamanho k de u a v em G.

9Sugestao: Inducio em k.
0Sugestao: Inducdo em k.

12



457,

46™.

47.

489,

49.

50.

51¢.

527,

Um estudante propos o seguinte algoritmo para contar o nimero de
triangulos de um grafo G dado.

NumeroTriangulos(G)

M <+ matriz de adjacéncia de G
T + M3

Devolva § 37 ey (e Tlv, vl

(a) Prove que o algoritmo esta correto''.

(b) Proponha uma modificagao do algoritmo para contar o ntiimero de
ciclos direcionados de tamanho 3 num grafo direcionado.

Um grafo e seu complemento podem ser

(a) ambos conexos?

(b) ambos desconexos?

Justifique.

Descreva em palavras os grafos k—regulares para k € {0,1,2}.

Prove que um grafo é bipartido se e somente se nao tem passeios de
paridades diferentes com as mesmas pontas.

Formule e prove uma versao para grafos direcionados do enunciado do
Exercicio 40.

Formule e prove uma versao para grafos direcionados do enunciado do
Exercicio 44.

Prove que todo segmento de caminho minimo em um grafo G é caminho
minimo em G.

Prove que se P e () sao dois caminhos de tamanho maximo em um
grafo conexo GG, entao P e () tem um vértice em comum.

HQugestao: Use o resultado enunciado no Exercicio 44.

13



53.

54,

95.

56*.

S7*.

58*.

59*.

60*.

61*.

Seja G um grafo conexo e seja P um caminho de tamanho maximo em
G. Prove'” que o tamanho de um caminho de tamanho maximo em
G — V(P) é menor que |P|.

Prove que se P é um caminho direcionado maximal em um grafo dire-
cionado G, entao
e todos os vizinhos de entrada de seu vértice inicial estao em P, e

e todos os vizinhos de saida seu vértice final estao em P.

Seja G um grafo direcionado sem lagos e seja m := min {0~ (G), 67 (G)}.
Prove que
(a) o grafo G tem caminho direcionado de tamanho m.

(b) se m > 0, entdo G tem ciclo direcionado de tamanho pelo menos
m+ 1.

Prove que todo passeio direcionado de tamanho minimo entre dois
vértices de um grafo direcionado é um caminho direcionado.

Prove que o grafo condensado de um grafo direcionado é um grafo
direcionado aciclico.

E verdade que existe ciclo em um grafo G se e somente se existem
passeios distintos com as mesmas pontas em G7 Justifique.

E verdade que existe ciclo num grafo se e somente se existe um passeio
fechado nesse grafo? Justifique.

Prove que v(G) > 3 se e somente se as vizinhangas de u e v sdo disjuntas
para toda aresta {u,v} € E(G).

Prove que os componentes de um grafo G sao todos caminhos ou ciclos
se e somente se A(G) < 2.

12Qugestao: use o Exercicio 52
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62*.

63*.

64*.

65*.

66°.

67*.

68*.

69*.

70*.

Prove que todo grafo G tem

(a) caminho de tamanho (pelo menos) §(G) e,
(b) ciclo de tamanho pelo menos §(G) + 1, se §(G) > 2.

Prove que'®, se k > 1, entdo todo grafo k-regular tem

(a) um caminho de tamanho k;

(b) um ciclo de tamanho pelo menos k + 1.

Prove que se um grafo G nao é aciclico, entao

son(c) > [ 1]

Prove que todo grafo direcionado aciclico tem fonte.

Prove que determinar o tamanho do maior ciclo de um grafo é um
problema N P-dificil.

Seja G um grafo nao vazio e seja v € V(G). Seja G, o grafo obtido
ao acrescentar-se a G trés novos vértices, v, u e w e as arestas {u, v},
{w,v'} e {{v/,7} | r € Tg(v)}. Prove que G ¢é hamiltoniano se e so-
mente se (G, tem caminho hamiltoniano.

Prove que decidir se um grafo tem caminho hamiltoniano é um pro-

blema N P—dificil*.

Prove que o problema de decidir se um grafo direcionado tem caminho
hamiltoniano é N P—dificil.

Um grafo directonado hamiltoniano é um grafo direcionado que tem
ciclo hamiltoniano direcionado.

13Sugestao: Use o Exercicio 62.
4 Sugestao: Use o Exercicio 67
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1.

2.

Seja G um grafo e seja D(G) o grafo direcionado dado por

V(D(G)) = VI(G),
A(D<G)) = U {(u,v),(v,u)}.

{u,v}€E(G)

(a) Prove que G é hamiltoniano se e somente se D(G) é hamiltoniano
e conclua, a partir dai, que o problema de decidir se um grafo
direcionado é hamiltoniano é NP-Dificil.

(b) Conclua que o problema de decidir se um grafo direcionado é ha-
miltoniano é A"P-Dificil.

Seja G um grafo e seja G’ o grafo que se obtém ao acrescentar a G um
novo vértice v e uma aresta ligando v a cada vértice de G.

Prove que G’ é hamiltoniano se e somente se G tem caminho hamilto-
niano.

Seja G um grafo direcionado e seja (G',w) um grafo direcionado com
pesos nas arestas completo com o mesmo conjunto de vértices de G
onde w é dada por

Prove que G é hamiltoniano se e somente se a resposta da instancia
(G',w) do problema do Caixeiro Viajante tem peso 0. Conclua dai que
o problema do Caixeiro Viajante é N P-dificil.

16



3.

Considere o seguinte algoritmo para o Problema do Caixeiro Viajante

CV(G,w)

(1, f) < arco de peso minimo em G
P« (i, f)
Enquanto V(P) # V(G)

u 4— origem de um arco de peso minimo em 0 (i) fora de V(P)
v < destino de um arco de peso minimo em 0% (f) fora de V(P)
Se w(u,i) < w(f,v)

14U

acrescente ¢ ao inicio de P
Sendo

f+<w

acrescente f ao final de P
acrescente ¢ ao final de P
Devolva P

(a)

(b)

Mostre que o algoritmo estd errado, exibindo uma instancia do
Problema do Caixeiro Viajante para a qual o algoritmo nao computa
uma resposta correta.

Mostre que o algoritmo estda muito errado, provando que sua
resposta pode ficar arbitrariamente longe da resposta correta, isto
é, prove que para todo n € N existe uma instancia (G,w) do
Problema do Caixeiro Viajante tal que

OPT(G,w) < w(CV(G,w)) — n,

onde OPT(G, w) denota o peso de uma solugao da instancia (G, w).

17



5 Trilhas e Grafos Eulerianos

74°. Prove que um grafo conexo tem trilha euleriana aberta se e somente se
tem exatamente dois vértices de grau impar.

75*.  Um grafo conexo onde todos os vértices tem grau par pode ter aresta
de corte'®? Justifique.

15Sugestao: considere um componente de G — e onde G é um grafo como no enunciado
e e é uma aresta de corte em G.

18



76°.

7.

78*.

79*.

80*.

817,

82.

83*.

6 Arvores, Florestas e Arborescéncias

Prove que todo grafo conexo com n vértices e n— 1 arestas é arvore'®.

Prove que o grafo G é uma floresta se e somente se

[E(G)] = V(G| = [C(@)]-
Prove que toda drvore T' tem (pelo menos) A(T') folhas.

Prove que se T' é uma arvore entao
IC(T" = v)| = dr(v),
para todo v € V(7).

E verdade que todo grafo de n vértices com n (ou mais) arestas tem
ciclo? Justifique.

Um vértice v é central em um grafo G se a maior distancia de v a
qualquer outro vértice de GG é a menor possivel, isto é, se

max {dg(v,u) |u e V(G)}
é minimo.

(a) Seja T uma arvore com pelo menos 3 vértices e seja T" =T — F
, onde F' é o conjunto das folhas de T'. Prove que T e T" tem os
mesmos centros,

(b) Conclua dai que toda a arvore tem um tnico centro ou tem dois
centros vizinhos.

Prove que um grafo direcionado G tem arborescéncia geradora se e
somente se G tem um vértice r a partir do qual todo vértice de G é
alcangavel.

Prove que o grafo subjacente de uma arborescéncia é uma arvore.

16Qugestao: Use o Exercicio 11.
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84*.

85*.

86.

87*.

88*.

89*.

90.

91.

7 Cortes e Conectividade

E possivel que toda aresta de um grafo nao trivial seja de corte? Jus-
tifique sua resposta e, em caso positivo, caracterize tais grafos.

Prove que um grafo G é conexo se e somente se

Jc(X) # 0, para todo ) C X C V(G).

Prove que um grafo direcionado G ¢ fortemente conexo se e somente se

0% (X) #0, paratodo 0 C X C V(G).

E possivel que todo vértice de um grafo nao trivial seja de corte? Jus-
tifique sua resposta e, em caso positivo, caracterize tais grafos.

Dé um exemplo de um grafo conexo GG para o qual

K(G) < ANG) < §(Q).

E verdade que
K(G) < AG) <0(G),

para todo grafo conexo G7

Justifique.

Seja G um grafo, T" uma arvore geradora de G e v € V(G).

(a) E verdade que se v tem grau maior que 1 em T, entdo v é vértice
de corte em G?7 Justifique.

(b) E verdade que se v é vértice de corte em G entfio v tem grau maior
que 1 em 77 Justifique.

Prove que todo vértice de corte em um grafo é vértice de corte em
qualquer arvore geradora deste grafo.

20



92*.

93%.

94~

95*.

Considere o jogo em que o jogador recebe um grafo conexo. O objetivo
¢é remover os vértices deste grafo, um a um, sem desconectar o grafo
em nenhum momento. O jogador vence se conseguir remover todos os
vértices.

(a) Sempre é possivel vencer o jogo'’? Justifique.

(b) Descreva um algoritmo para vencer o jogo nos casos em que é
possivel vencer.

Prove que um vértice de um grafo G faz parte de dois blocos distintos
de G se e somente é vértice de corte.

E verdade que se u e v sao vértices de corte vizinhos em um grafo entao
a aresta {u,v} é de corte neste grafo? Justifique.

Um vértice de corte em um grafo conexo pode ser folha de uma arvore
geradora deste grafo? Justifique.

1"Sugestao: Use o ex. 87
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8 Busca em Largura

96*. Sejam
Al = {17 47 8}7
AZ = {17 5a 9}7
A3 - {27 47 6}7
A4 = {Qa 57 7}7
As = {3,6,10} e
AG - {37 77 8}
e seja G o grafo de intersegao'® de {A;, ..., Ag}.

(a) Faca um desenho deste grafo.
(b) Faga uma busca em largura em G a partir do vértice A; e apresente

i. os niveis de cada vértice, e
ii. as arestas que nao estao na arvore enraizada resultante desta
busca.
(c) Baseado nesta busca, diga se G é conexo. Justifique sua resposta.

(d) Baseado nesta busca, diga se G é bipartido. Justifique sua res-
posta.

97*. Seja T uma arvore de distancias minimas de raiz r» de um grafo G.

Prove que
diam(7T") < 2diam(G).

98*. Prove que se (T, r) é a arvore enraizada resultante de uma busca em
largura em um grafo conexo G, entao rI'v é um caminho minimo em

G para todo v € V(G).

99*. Prove que se (7T,r) é arvore enraizada resultante de uma busca em
largura sobre um grafo conexo G, entao

|de(r,u) — dg(r,v)| <1, para todo {u,v} € E(G —T).

18Veja o Exercicio 6.
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100*.

101*.

102*.

103*.

104*.

105%.

106*.

107~

108™.

Seja (T',r) a arvore enraizada resultante de uma busca em largura sobre
um grafo conexo G. Prove que G é bipartido se e somente se d(r,u) e
d(r,v) tem paridades diferentes para toda aresta {u,v} € G—FE(T)."”

Proponha um algoritmo que recebe um grafo de n vértices e m arestas
e responde se este grafo é bipartido em tempo O(n + m).

Seja (T',r) a arvore enraizada resultante de uma busca em largura sobre
um grafo conexo G. Prove que G é bipartido se e somente se d(r, u) #
d(r,v) para toda aresta {u,v} € G — E(T).

Proponha um algoritmo baseado no algoritmo de busca em largura para
detectar um ciclo de tamanho impar em um grafo, caso exista.

Prove que se F' é a floresta direcionada resultante de uma busca em
largura entao toda aresta em G — S(F') é cruzada com relacao a F'.

Prove que se T' é a arvore enraizada de raiz r resultante de uma busca
em largura em um grafo conexo G, entao

dr(r,v) = dg(r,v), para todo v € V(G).

Caracterize as arvores enraizadas resultantes de uma busca em largura
em um grafo bipartido completo.

9 Os Algoritmos de Prim e Dijkstra

E verdade que se um grafo com pesos (G,w) é tal que os pesos das
arestas sao todos distintos entre si entao o grafo tem uma tnica arvore
geradora minima? Justifique.

Prove que se (G, w) é um grafo conexo com pesos nao negativos entao
existe uma arvore de caminhos minimos geradora de G enraizada em v
para todo v € V(G).

9Qugestao: Use os resultados dos Exercicios 98 e 99
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109*.

110™.

Seja T' uma arvore de distancias minimas de raiz r de um grafo com
pesos (G, w). Prove que

diam(7T") < 2diam(G).
O seguinte algoritmo foi proposto para determinar um caminho de com-

primento maximo em um grafo conexo com pesos positivos. O algo-
ritmo esta correto? Justifique.

CaminhoMaisComprido(G, w)

P < caminho vazio

Para cada r € V(G)
(T,r)

arvore enraizada obtida pelo Algoritmo de Dijkstra a partir do vértice r

u < vértice mais distante de r em T'
v ¢ vértice de V(T') — V(rTw) mais distante de r em T'
Se [uTv| > |P|

P <« uTv
Devolva P
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10 Busca em Profundidade

111*. Caracterize
(a) as drvores enraizadas produzidas por busca em largura em um
grafo completo, e

(b) as arvores enraizadas produzidas por busca em profundidade em
um grafo completo.

112*. Caracterize as arvores enraizadas resultantes de uma busca em profun-
didade de um grafo bipartido completo.

113*.  Um estudante propoe o seguinte algoritmo para encontrar um caminho
mprimento maximo em um grafo.
de co ento maximo e afo

CaminhoMaisLongo(G)

encontre um vértice r de G que nao é de corte
(T,r) «

arvore enraizada de busca em profundidade em G a partir de r
Devolva caminho de distancia maxima de r a uma folha de T

O algoritmo esta correto? Justifique.

114*. Considere a seguinte ideia para determinar se um grafo de n vértices
tem ciclo hamiltoniano.

Se o grafo tem ciclo hamiltoniano, entao uma busca em pro-
fundidade “iniciada pelo vértice certo” vai encontré-lo, pois
havera um vértice v a distancia n — 1 do vértice inicial r e v
serd vizinho de r.

Para garantir que o ciclo hamiltoniano seja encontrado, sera
suficiente executar n buscas em profundidade, cada uma ini-
ciando por um dos vértices do grafo. Se nenhuma delas lo-
calizar um ciclo hamiltoniano é porque o grafo nao tem ciclo
hamiltoniano.

A ideia esta correta? Justifique sua resposta.
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115*.

116*.

117~

118™.

11 Busca em Grafos Direcionados

Explique como decidir em tempo O(n + m) se um grafo direcionado
com n vértices e m arcos é aciclico e, em caso negativo, encontrar um
ciclo direcionado.

Apresente um algoritmo que recebe um grafo direcionado G e devolve
a arborescéncia resultante de uma busca em largura em G7. Para cada
v € V(G), as vizinhangas de entrada e saida de v estdo disponiveis.

Apresente um algoritmo que recebe um grafo direcionado G e devolve a
arborescéncia resultante de uma busca em profundidade em GT. Para
cada v € V(G), as vizinhangas de entrada e saida de v estao disponiveis.

Seja G um grafo direcionado e considere uma execucao do algoritmo
BuscaProfundidade(G). Seja F' a floresta direcionada induzida pelos
valores de v.pai | v € V(G) e, para cada v € V(G) sejam v.pre e v.pos
os indices de pré—ordem e pés—ordem computados.

Prove que
(a) o arco (u,v) é arco de F ou arco de avanco com relagao a F', se e
somente se u.pre < v.pre < v.pos < u.pos.

(b) o arco (u,v) é arco cruzado com relagao a F, se e somente se
v.pre < v.pos < u.pre < u.pos.

(c) o arco (u,v) é arco de retorno com relacao a F', se e somente se
v.pre < u.pre < u.pos < v.pos.

(d) A ordem < induzida sobre V(G) dada por
u < v :=u.pre < v.pre, para todo u,v € V(G),

é uma pré—ordem de F'.

(e) A ordem < induzida sobre V(G) dada por
u < v := u.pos < v.pos, para todo u,v € V(G),

é uma pos—ordem de F'.
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120*.

121~

122~

Prove que um grafo direcionado G é aciclico se e somente se qualquer
floresta direcionada resultante de uma busca em profundidade sobre GG
nao tem arcos de retorno.

Prove que um grafo direcionado G admite ordenacao topoldgica se e
somente se € aciclico.

Modifique o algoritmo de Ordenag¢do Topoldgica discutido em aula de
maneira que ele receba como entrada um grafo direcionado G e devolva,
(a) uma ordenagao topolégica de G, se G é aciclico, ou

(b) um ciclo direcionado de G, caso contrario.

O seguinte algoritmo, conhecido como Algoritmo de Kahn, que recebe
um grafo direcionado G e devolve (uma lista com) a ordenagao to-
polégica de GG ou um subgrafo de GG sem fontes, caso G seja ciclico.

Qual o seu tempo de execugao no pior caso (em termos assintéticos)

em funcao de |V(G)| e |E(G)|?

Com relagao ao desempenho de pior caso (em termos assint6ticos) como
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123*.

124~

125™.

ele se compara ao algoritmo discutido em aula?

OrdenaTopologica(G)

Se V(G) =10
Devolva ()

Se G nao tem fonte
Devolva G

v + fonte de GG
R < Ordena(G — v)

Se R ¢ uma lista
acrescente v ao inicio de R

Devolva R

Ordena(G)

Q) < lista vazia
Enquanto V(G) # ()
Se G nao tem fonte
Devolva G
v < fonte de GG

remova v de G e enfile em @)
Devolva @)

Um estudante argumenta que um algoritmo mais simples do que o es-
tudado para ordenar topologicamente um grafo direcionado seria o que
devolve a pré—ordem induzida por uma busca em profundidade sobre o
grafo a partir de suas fontes. O estudante esté correto? Justifique.

Prove que (v, .. .,v,) é uma ordenacao topoldgica de um grafo direcio-
nado aciclico G se e somente se (v, ..., v;) é uma ordenagao topologica
de G7T.

Seja G um grafo direcionado e seja r € V(G). Sejam ainda T e T7,
respectivamente, arborescéncias maximais de G e GT com raiz r. Prove
que G[V(T)NV(T")] é componente forte conexo de G.
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127~

128*.

129~

12 Emparelhamentos

Seja M um emparelhamento em um grafo G e seja P um caminho
M—-aumentante. Prove que

(a) O conjunto M @ E(P) é um emparelhamento em G.
(b) |[M @ E(P)| = |M|+ 1.

Seja G um grafo bipartido e seja X C V(G). O Teorema de Hall afirma
que, se nao € possivel cobrir o conjunto X por um emparelhamento,
entdo |I'¢(5)| < |S| para algum S C X.

Explique como modificar o algoritmo que computa um emparelhamento
maximo num grafo bipartido discutido em aula de maneira que, se o
emparelhamento devolvido nao cobre todos os vértices de G, entao
o algoritmo devolve também um conjunto S C V/(G) satisfazendo

Ca(S)] <15l

Prove, usando o Teorema de Hall, que o grafo abaixo nao tem empare-
lhamento que cobre todos os vértices.

Seja G um grafo e sejam M; e M, dois emparelhamentos em G. E
verdade que o grafo G[M; U M| é bipartido? Justifique.
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13 Distancias entre Todos os Pares de Vértices

130*.  Seja (G, w) um grafo com pesos nas arestas, sendo V(G) = {vy,...,v,}.
Prove que

” sek=0e(v;,v) ¢ G,

de,w(i, J, k) = wlvi, vj), se k=0e (v;,v)) € G,

min{daw(vi, Uj, IC — 1),

dew(Vi, v, k — 1) + dgaw(vg, v;,k — 1)}, caso contrario.

para todo i, j € [1..n] e todo k € [0..n], onde dg (i, 7, k) denota o peso
de um caminho minimo de v; a v; em (G, w) cujos vértices internos
estao em {vy,..., v}

131*. Seja G um grafo direcionado com pesos nas arestas, sendo V(G) =

{v1,...,v,}, e seja M a matriz indexada por [1..n] x [1..n] x [0..n] dada
por

0, sek=0ce (v,v;) ¢ G,
Mli,j, k] =< 1, se k=0e (v;,v;) € G,

Mli,j, k= 1]V (M[i, k, k — 1] A M[k, j, k —1]), caso contrario.

Prove que MTJi,j, k] = 1 se e somente se existe caminho direcionado
de v; a v; em G cujos vértices internos estao em {1,...,k}, para todo
i,7 € [l.n] e todo k € [0..n].

132*.  Uma certa biblioteca de rotinas para grafos implementa os algoritmos
de Dijkstra e de Floyd—Warshall. Apds alguma experimentacao um
programador concluiu que

TD (TL, m)7
fn?,
onde d e f sdo constantes e Tp(n, m) e Tr(n) sdo os tempos de execugao

das implementacoes dos algoritmos de Dijkstra e de Floyd-Warshall,
respectivamente, para um grafo com n vértices e m arestas.

dmlgn

<
Tp(n) <

O programador deseja implementar uma nova rotina para computar as
distancias entre todos os pares de vértices de um grafo que escolhe, em
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funcao do numero de arestas e vértices do grafo, qual dos algoritmos
usar.

Como deve ser feito o teste para tomar esta decisao? Justifique sua
resposta.

133*. Seja G um grafo direcionado com pesos e seja (vy,...,v,) uma or-
denacao de V(G).

Dados 7,7 € [1..n] e k € [0..n], definimos o grafo
G(LJ.? k) = G[{Uia UJ} U {Ulv s 7Uk}]

(a) E verdade que os grafos G(i, j, k) s@o conexos para todo i, j € [1..n]
e todo k € [0..n]7 Justifique.

(b) E verdade que P é (i, j, k)-caminho em G se e somente se ¢ cami-
nho em G(i, 7, k) para todo ,j € [1..n] e todo k € [0..n]7 Justifi-
que.

134*. Seja G um grafo direcionado conexo com pesos e seja (vq,...,v,) uma
ordenagao de V(G). Dados i,j € [1..n] e k € [0..n], definimos o grafo
G(imjv k) = G[{Uia U]} U {U17 s 7Uk}]

(a) Desenhe os grafos G(vy,vs, k) para 0 < k < 5, onde G é o grafo
abaixo.

(b) E verdade que os grafos G(i, j, k) sdo conexos para todo i, j € [1..n]
e todo k € [0..n]? Justifique.
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