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“Uma comunidade se define em

fungdo de um amor comum.”

(Santo Agostinho)

“Qualquer inferéncia se baseia em hipdteses. Tais hipdteses ou sao
evidentes em si e dispensam prova ou somente podem ser sustentadas
quando baseadas em outros teoremas. Jd que ndo é possivel proceder
deste modo AD INFINITUM, foda ciéncia dedutiva, a geometria em

particular, terd de apoiar-se num certo niimero de axiomas ndao
demonstrdveis. Por isto todos os livros diddticos de geometria iniciam

»”

com a numeragdo desses axiomas.

(Henri Poincaré - Ciéncia e Hipotese)



Introducao

Este texto tem por objetivo, numa primeira aproximag¢ao, introduzir as no¢des fundamentais da
Topologia Geral, as técnicas utilizadas em seu desenvolvimento e certos tipos de questdes de seu
interesse.

Seu fim é duplo: o de servir como material auxiliar nos cursos de Topologia do bacharelado
em Matemadtica e no de pds-graduacdo em Matemdtica em nivel de mestrado, do Departamento
de Matemadtica do IBILCE-UNESP. Para o curso de pds-graduacdo propomos o texto integral,
eventualmente com algum tépico adicional (por exemplo grupos topoldgicos, homotopia e
revestimentos, grupo fundamental, entre outros) e no curso de graduagdo algumas omissdes podem ser
feitas, que ficam a critério do professor. Nao € feito aqui um estudo especifico dos Espacos Métricos
(que sdao exemplos de espacos topoldgicos). Uma referéncia basica para o estudo de Espacos Métricos
€ o livro de Domingues [A]. Uma outra referéncia interessante ¢ Lima [[3]. Contudo, Espacos
Métricos ndo se constitui num pré-requisito para o que propomos. O presente texto estd edificado
na Teoria dos Conjuntos, de modo que alguma familiaridade com a Teoria dos Conjuntos se faz
necessdria para que se consiga algum resultado aqui.

O texto contém um desenvolvimento detalhado dos topicos, muitos exemplos e contraexemplos e
um grande nimero de exercicios. Os exemplos/contraexemplos devem ser aprendidos, pois com eles
€ que a intui¢do € adquirida e os exercicios fornecem o treinamento adequado ao estudante, além de
em alguns casos serem utilizados para introduzir algum assunto que nao foi por nds abordado.

O conteudo do texto € o seguinte, no Capitulo I: Elementos da Teoria dos Conjuntos, se
faz um apanhado de toda a Teoria dos Conjuntos que se utiliza neste trabalho, ¢ um resumo dos
pré-requisitos. A proposta é que esse capitulo ndo seja desenvolvido num curso de topologia, a
menos de seu final que trata dos produtos infinitos, do axioma da escolha e do Lema de Zorn, caso
seja necessario. No Capitulo B: Espacos Topologicos, tem o seu inicio com a nocdo de topologia
sobre um conjunto e espacos topoldgicos, inclue exemplos de espacos topoldgicos, 0s conceitos
de interior, fecho, fronteira, as nog¢des de base e sub-base para uma topologia, os axiomas de
enumerabilidade, espagos Separdvel e de Lindelof, e propriedades hereditaria e transferivel para
o produto. No Capitulo B: Continuidade, se estuda as aplicacdes continuas, aplicagdes abertas,
aplicacdes fechadas, homeomorfismos. Também, a topologia induzida por uma familia de func¢des,
a topologia coinduzida por uma fun¢ao e a topologia quociente sdo consideradas. No Capitulo H:

Compacidade, sao estudados os vérios tipos de compacidade: espacos compactos, pré-compactos,

Vi
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contavelmente compactos, sequencialmente compactos, localmente compactos. A equivaléncia das
varias nocoes de compacidade para os espagcos métricos e o Teorema de Tychonoff sdo demonstrados.
Também, é construido o compactificado de Alexandroff de um espaco que € de Hausdorff e localmente
compacto. No Capitulo B: Conexdo, sdo vistas as varias formas de conex@o para espagos topoldgicos:
espacos conexos, localmente conexos, conexos por caminhos. No Capitulo B: Axiomas de Separagdo,
sdo introduzidos os axiomas de separagdo, divididos em trés grupos: separacdo de dois pontos,
separacdo de ponto e conjunto fechado e separacdo de dois conjuntos fechados. A terminologia
adotada € a de Alexandroff e Hopf. Neste capitulo se demonstra o Lema de Urysohn, aborda a questao
de metrizabilidade: o Teorema de Metrizacdo de Urysohn que dd uma condi¢do suficiente para a
metrizabilidade de um espaco topoldgico, e ainda, com o Teorema da Extensdo de Tietze, o problema
da extensdo de funcdes continuas. Uma no¢do dos Teoremas de Metrizacdo de Nagata/Srminov,
que dao condi¢des necessdrias e suficientes para a metrizacao, € também apresentada. O Capitulo
@: Espacos Métricos Completos é dedicado ao estudo dos espagos métricos em que toda sequéncia
de Cauchy é convergente. O Teorema de Baire é demonstrado e o completamento de um espaco
métrico é construido: tal constru¢do oferece, como caso particular, uma contru¢do do conjunto
dos numero reais a partir do conjunto dos nimeros racionais. Por fim, no Capitulo B: Espacos de
Fungoes, abordamos as topologias da convergéncia pontual ou simples, da convergéncia uniforme, da
convergéncia uniforme nas partes compactas e a topologia compacto-aberta para espacos de funcoes.
Caracterizamos os conjuntos compactos no espago de fungdes C([0,1],R) e mais geralmente em
C(X,R"), para X um espaco topolégico compacto (Teorema de Arzela-Ascoli e Teorema de Ascoli
versao cléssica). Por fim comparamos, quando possivel as topologias para espacos de fungdes, acima
mencionadas.

A primeira edi¢d@o desse trabalho foi feita em 1998, como “Notas de Aula N? 5 do Departamento
de Matematica do IBILCE/UNESP (Fanti e Izar, 1998). Nessa ocasido contamos com a colaboracao
de varias pessoas, as quais agradecemos aqui: a Mitico Hayashi pela digitacdo dos primeiros
capitulos, ao Prof® Dr. Adalberto Spezamiglio pela grande ajuda com os editores de texto e a
Alex Antonio dos Santos e Mauricio Borim, do Setor de Grafica do IBILCE pela aten¢do que nos
dispensaram. Em 2007, por solicitagdo dos autores, as notas foram redigitadas (usando o WinEdt)
por uma aluna do 4° ano do bacharelado em Matemética do IBILCE - UNESP, Fernanda de Andrade
Pereira, que também expressamos nossos agradecimentos.

Nesta segunda edicdo foram feitas algumas corre¢des bem como algumas adequacdes/
complementacOes realizadas durante o primeiro semestre de 2020 quando a Profa. Erminia de L.
C. Fanti teve a oportunidade de ministrar a disciplina Topologia II, de forma remota, para os alunos
de Bacharelado em Matematica do IBILCE/UNESP.

Sao José do Rio Preto, novembro de 2020.

Erminia de Lourdes Campello Fanti

Sebastidao Antonio Izar



Generalidades sobre Topologia

A Topologia Geral compreende tudo o que se pode dizer de um modo geral sobre os conceitos
relacionados com proximidade, vizinhanca e convergéncia.

O nome Topologia provém do grego: topos significa lugar e logos significa estudo, de modo que
Topologia é o estudo do lugar. Analisis situs é o nome adotado para esta disciplina em latim.

O surgimento de um novo conceito matematico € quase sempre fonte de um longo e complexo
percurso. As nogdes de limite e continuidade remontam a antiguidade, de modo que ndo se pode
fazer uma histéria completa sem estudar sistematicamente deste ponto de vista e ndo somente oS
matematicos, mas também os filésofos gregos (vide Bourbaki [M]).

Contudo a reunido destes temas no contexto da disciplina matematica “Topologia”, ou o
surgimento da Topologia como uma disciplina matemética onde os conceitos acima encontram o
seu lugar, € relativamente recente.

George Friederich Bernard Riemann (1826-1866) € considerado o criador da Topologia, por ser
o primeiro a considerar a no¢ao intrinseca (abstrata, fora do espaco euclidiano) de espago topoldgico,
estabelecendo uma teoria autonoma destes espacos. Definiu invariantes topolégicos (os nimero de
Betti) que mais tarde teriam um grande papel no desenvolvimento da Topologia e fez as primeiras
aplicacdes a Andlise Matematica com as integrais abelianas. Isto ocorreu por volta de 1851.

O primeiro livro de Topologia foi escrito por um astronomo alemao Johann Benedict Listing
(1808-1882), publicado em 1847 por sugestdo de Karl Friederich Gauss (1777-1855). O livro
continha resultados muito curiosos de pesquisa sobre as superficies de “um lado s6” (a faixa de
Mobius, o espago projetivo, a garrafa de Klein sido superficies de um lado s6). Os resultados de
Listing também foram obtidos simultaneamente por August Ferdinand Mébius (1790-1863).

A Topologia pode ser definida como o estudo de certas transformagdes (aplicacdes) chamadas
homeomorfismos que sdo as transformagdo bijetoras, continuas e com inversa continua entre dois
espacos topoldgicos. Nao se permite que pontos distintos sejam identificados e também nao se permite
cortes. Espacos homeomorfos podem ser deformados continuamente um no outro.

A Topologia estuda as propriedades dos espacos topoldgicos que ficam invariantes, isto €, sdo
preservadas por estas transformacdes e seu objetivo principal € encontrar invariantes em quantidade
suficiente para que se possa decidir se dois espacos topoldgicos dados “a priori” possam ou ndo ser
transformados um no outro do modo permitido. Este objetivo € andlogo ao de qualquer outro ramo

da geometria.
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Em seu “Programa Erlanger”, Felix Klein (1849-1925) observou que os diferentes ramos da
geometria se diferenciavam pelas espécies de transformagdes bijetoras que adotavam: movimentos
rigidos na Geometria Euclidiana, colineagcoes na Geometria Projetiva, etc...

Na formulacdo geral de Klein, uma geometria é um estudo da forma:

Dados um conjunto X, um subconjunto Xo e um subgrupo G do grupo de todas as bijecoes de X

em X, achar um conjunto completo S de propriedades (G-invariantes) tais que:
(i) Xo possui cada propriedade de X e também g(Xo), para cada g € G;

(i1) Se X é qualquer subconjunto de X possuindo todas as propriedades em S, entdo existe g € G
tal que g(X1) = Xo.

Isto define a geometria com relagdo a G de Xy em X (vide Griffths e Hilton [@], Cap. 17 - §11 e
Cap. 25).

Até agora se considerou as propriedades das figuras que se estuda em Topologia. Nada se falou
sobre os tipos de figuras estudadas em Topologia. Pode-se considerar, a priori, como uma figura,
um conjunto qualquer de pontos. A topologia obtida desta forma € a Topologia Conjuntista ou a
Topologia Geral, que € baseada na Teoria dos Conjuntos introduzida por Georg Cantor (1845-1918)
por volta de 1879. Como as figuras estudadas na Topologia Conjuntista sdo conjuntos de pontos
extremamente gerais, € natural que os resultados obtidos neste contexto escapem a intui¢do e, muitas
vezes, entram em contradicdo com ela. Isto pode nos proporcionar uma oportunidade de corrigir
nossa intui¢do, que muitas vezes falha e também nos apresentar fatos patolégicos inerentes a nossa
area. Apesar de sua extrema generalidade, a topologia conjuntista encontra numerosas aplicacdoes em
Andlise Matemadtica. Cantor definiu no espago euclidiano n-dimensional os conceitos fundamentais
da Topologia e obteve resultados essenciais sobre a estrutura topoldgica da reta e do plano.

Em 1914, Felix Hausdorff em seu livro “Grundziige der Mengenlehre” dedicado a Georg Cantor,
comeca a Topologia Geral tal qual a entendemos hoje. No Capitulo 7 deste livro sdo definidos os

conceitos mais importantes da topologia dos conjuntos de pontos.



Capitulo 1

Elementos da Teoria dos Conjuntos

“Nenhum outro problema impregnou tdo profundamente a alma do
homem como o infinito. Nenhuma outra idéia atuou com tanto
estimulo e fertilidade sobre a mente como o infinito. Nenhum outro
conceito necessita de esclarecimento como o infinito.”
(David Hilbert - Sobre o Infinito - 1926)

“Se se deseja um slogan que expresse o cerne da Matemdtica, pode-se
dizer que ela é a ciéncia do infinito.”

(Hermann Weyl)

1.1 Introducao

As nocdes de conjunto, elemento e relacio de pertinéncia ndo siao definidas.  Num
desenvolvimento axiomatico da teoria, estas no¢des sdo consideradas primitivas e os axiomas t€ém
a finalidade de estabelecer propriedades cruciais destes elementos que ndo sao definidos.

Neste capitulo faremos um apanhado, de um ponto de vista bastante informal, da parte
elementar da Teoria dos Conjuntos que € da maior importancia para o desenvolvimento dos capitulos
subsequentes. Para maiores detalhes sugerimos os livros: Halmos [B], Izar e Tadini [[0], Lipschultz
[IE], Sims [3F] e Spanier [PA], da bibliografia apresentada no final do texto.

1.2 Conjuntos - Pertinéncia e Inclusao

Um conjunto € constituido de elementos e determinado por eles. Dois conjuntos sdo iguais se eles
tém os mesmos elementos. Os conjuntos sdo denotados, de um modo geral, por letras maidsculas e
os elementos por letras minusculas de algum alfabeto.

Se X € um conjunto e x um elemento, escrevemos x € X (x pertence a X) para indicar que x ¢ um

elemento de X, e, x € X, caso contrario.

Definicao 1.2.1. Diz-se que um conjunto X é subconjunto de um conjunto Y ou que X estd contido



emY, e denotamos X CY (ou X CY), se todo elemento de X é também elemento de Y, ou seja,
XCYe (Vx,xeX=xeY).

Quando X CY mas X #Y, ou seja, existey € Y tal que y ¢ X dizemos que X estd contido estritamente
emY. Neste caso, se quer destacar que a inclusdo é estrita, a notacdo X C Y é mais indicada. Usa-se

também a notagdo X & Y.

Um conjunto fica determinado pelos seus elementos. Existem duas maneiras de se descrever um
conjunto: a primeira € dar a lista completa de seus elementos, e na segunda, um conjunto € constituido
pelos elementos de um dado conjunto que satisfazem a uma dada propriedade. O principio acima é o
seguinte:

Dado um conjunto X e uma propriedade P, existe um tinico subconjunto de X cujos elementos

satisfazem a propriedade P.

Notagaoes:
(i) Lista dos elementos entre chaves: A = {1,2,3}, B={a,b,c,d,e, f,g,h}.
(ii)) A={xe X :xsatisfaz P} = {x € X : P(x)}.

P representa uma propriedade que deve ser ou ndo satisfeita pelos elementos de X e deve ser

verdadeira para todos os elementos de A.

Propriedades da Inclusdo:
A relagdo de inclusdo entre conjuntos €:
(1) Reflexiva, istoé, VA, A CA.
(i) Antissimétrica, ACB e BCA=A=B,VA,B.
(iii) Transitiva, ACBeBCC=ACC, VA,B,C.

Neste ponto observamos que somente uma propriedade nao determina um conjunto, € necessario
um conjunto (universo) que contém os elementos que a propriedade deve selecionar. A ilustragao
abaixo mostra isso claramente.

Seja A ={A:A & A}. 4 ¢é o conjunto de todos os conjuntos que ndo se tem como elemento.
A € um conjunto, assim dado um objeto qualquer, deve ser possivel decidir se este objeto € ou nao
elemento de 4. Seja dado o préprio 4. Entdo, se 4 € 4, vem que A4 ¢ A4 pois A4 satisfaz a propriedade
que define 4, o que é um absurdo, e se 4 ¢ A4, entdo 4 € A4, pois A ndo satisfaz a propriedade que
define A4 e tem-se, novamente, uma contradi¢do. A conclusdo € que A nao existe.

O argumento acima € conhecido como paradoxo de Russel. Paradoxo porque no inicio da Teoria

dos Conjuntos adotava-se o principio de que toda propriedade determinava um conjunto.



1.2.1 Alguns Conjuntos Especiais

Conjunto Vazio: O conjunto vazio , denotado por 0, é o conjunto que ndo possui elementos. Se A

¢ um conjunto, o conjunto vazio € definido por
0={xecA:x#x}.

O conjunto vazio é definido como o conjunto dos elementos que deixam de satisfazer uma propriedade
que € satisfeita por todos os elementos do universo. Assim, como € usual, para demonstrar que o
conjunto vazio tem uma determinada propriedade, demonstra-se que ele ndo pode deixar de té-la. O

conjunto vazio é considerado um conjunto finito (com zero elementos).

Conjunto das Partes: Se X é um conjunto, denotamos por 2X ou P(X) o conjunto de todos os

subconjuntos de X. Tal conjunto € denominado conjunto das partes de X .

P(X)={A:ACX}.

Conjuntos Numéricos

e Conjunto dos nimeros naturais: N =1{0,1,2,3,4,...}.

Conjunto dos nimeros inteiros: Z={...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Conjunto dos niimeros racionais: Q = {§ Py qEL, qF O} .

Conjunto dos niimeros reais: R.

Conjunto dos miimeros complexos: C = {a+bi:a,b € R}, onde i é tal que i* = —1.

Tem-se NCZ CQCRCC, e as inclusdes sdo estritas, pois, por exemplo, —1 € Z, % € Q,
V2€eR e 4i € C, enquanto —1 ¢ N, %gz, \/§¢Q e 4i ¢ R.

A defini¢do de nimero real é extremamente complicada quando comparada a de ndmero racional.
Ela pode ser dada através dos Cortes de Dedekind de nimeros racionais ou através de classes de
equivaléncia de sequéncias de Cauchy de nimeros racionais. No Capitulo @ (Espacos Métricos
Completos) apresentamos a constru¢do dos numeros reais utilizando as sequéncias de Cauchy de
ndmeros racionais, de fato isso serd um caso especial (considerando M = Q) da construcdo do

completamento de um espago métrico M qualquer (Proposicao [477).

1.2.2 Exercicios

1) Mostre que, se X € um conjunto entdo @ C X.



2) Demonstre as propriedades de inclusdo de conjuntos, isto €, que a inclusdo de conjuntos satisfaz

as propriedades reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

3) Sejam P e Q duas propriedades. Verifique que:
a)Se {x € X : P(x)} C {x € X :Q(x)} entdo a propriedade P implica a propriedade Q.
b)Se {x€X:P(x)} ={x € X :Q(x)} entdo a propriedade P é equivalente a propriedade Q.

4) Calcular P(X) se X é:
a) 0.
b) {0}.
¢) {0,{0}}.
d){1,2, {12}, {1.2.3}}.

5) Prove que X C Y se, e somente se, P(X) C P(Y).

6) Verifique que se X tem n elementos, entdo P(X) tem 2" elementos.

1.3 Operacoes com Conjuntos

Todos os conjuntos considerados a partir daqui serao subconjuntos de um conjunto fixado U.
Definimos, a seguir, as operacdes envolvendo os conjuntos e enunciamos suas principais propriedades.

As demonstragdes destas propriedades sdao deixadas como exercicios para o leitor.

Reunido: Se A e B sdo subconjuntos de U, a reunido de A e B é o conjunto
AUB={xeU:x€AouxcB}.

Intersecd@o: Se A e B sdo subconjuntos de U, a intersecdo de A e B € o conjunto
ANB={xe€U:xc€Aex€cB}.

Diferenca: A diferenga entre os conjuntos A e B, nesta ordem, € o conjunto
A-B={xecU:xcAex¢B}.

Diferenca Simétrica: A diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B € definida por

AAB=(A—B)U(B—A).



Complementagdo: Se A € um conjunto, o complementar de A (em U ) €
A=U—-A={xecU:x¢gA}.
Observacao 1.3.1. Por indugdo define-se a reunido e a intersecdo de uma colecdo finita de conjuntos:
AjUA U---UA, = (A1 U---UA,_1)UA,,

AINAN--NA,=(A1N---NA,_1) NA,.

Propriedades das Operacaes:

i) A-A=0, A—0=A, 0—-A=0;

(i) AUA=A, ANA=A;

(ili) AUB=BUA, ANB=BNA;

(ivy ACB < AUB=B < ANB=A;

(v) ACAUB, ANBCA;

(vij ACCe BCC & AUBCC(C, CCAe(CCB < CCANB;
(vil) AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC;
(viii)) AU(BNC)=(AUB)N(ANC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
(ix) (A=A, (AUB)*=A‘NB°, (ANB)‘=A“UB;

(x) ACY < A°DB°, ANB=0 < ACB® < BCA’, AUB=U =B CA < A°CB.

1.4 Produto Cartesiano - Relacao Binaria

O produto cartesiano A x B dos conjuntos A e B é o conjunto dos pares ordenados (a,b), onde
a € Aeb € B. O par ordenado (a,b) é conjunto dos elementos a e b dispostos na ordem: primeiro a,

depois b; (a,b) = (c,d) se, e somente se, a = c e b =d. Assim
AxB={(a,b):acAebcB}.
Propriedades:

(i) AxB=0se, e somente se, A=0ouB=0;

(i) SeAXB#0,entaio A X BC X x Y se, e somente se, ACXeBCY;



(iii) (AxB)U(CxB)=(AUC) x B;
(iv) (AxB)N(CxB)=(ANC) xB.

A nocdo de produto cartesiano, definida para dois conjuntos estende-se de maneira natural a
qualquer nimero finito n > 2 de conjuntos. Assim, o produto cartesiano de n conjuntos A1,A»,...,A,
representado por Ay X Ay X --- XA, ou []iL,A; consiste de todas as n-uplas (x1,x2,...,X,) ordenadas,
onde x; € A;, para cada i. No caso particular em que A| = A = --- = A, = A, o produto cartesiano é
representado por A”. Na Secdo 9 apresentamos a nog@o geral de produto cartesiano de uma familia

de conjuntos.
Observacio 1.4.1. i) Definindo-se (a,b) = {{a},{a,b}} vem que (a,b) = (c,d) se, e somente se,
a=ce(b=d).

ii) A defini¢do de par ordenado acima foi dada pelo matemdtico polonés K. Kuratowski. A vantagem
da definicdo de Kuratowski é que ela introduz a nocdo de par ordenado ndo como uma nocdo

primitiva, mas define-a em funcdo de objetos jd considerados.

Uma relagdo bindria entre dois conjuntos € um subconjunto de seu produto cartesiano, isto €, R ¢
uma relagdo entre A e B se, e somente se, & C A x B. Escrevemos x Ky para indicar que (x,y) € K.
Se A = B dizemos que X € uma relacdo sobre A.

Exemplo 1.4.2. 1) 0 é uma relacdo entre A e B (a relagcdo vazia).
2) A X B também é uma relacdo entre A e B.

3) A= {(x,y) € AXA :x =y} é a relagdo de igualdade para elementos de A. Esta relagcdo é
denominada diagonal de A x A .

4) Dado um conjunto X, R = {(x,A) € X x P(X)} é a relacdo de pertinéncia entre elementos de X e

subconjuntos de X.

5) R ={(x,y) € ZXZ: x—y émuiiltiplo de m} é a relacdo de congruéncia médulo m sobre o

conjunto 7 dos niimeros inteiros.

Propriedades:

As propriedades mais consideradas de uma relagdo X sobre um conjunto A sio as seguintes:
(i) Reflexiva, Vx €A, x Rx;
(i1) Simétrica, Vx,y €A, x Ry =y Rx;
(iii) Transitiva, Vx,y,2€A, xRy ey Rz=x Rz;

(iv) Antissimétrica, Vx,y€A, xRy ey Rx=x=1.



Uma relagdo sobre A que satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) acima é denominada relacdo de
equivaléncia, e uma relacio que satisfaz (i), (ii) e (iv) é denominada uma relagcdo de ordem parcial
sobre A. Um conjunto A munido de uma ordem parcial € dito parcialmente ordenado. Quando R
for uma relacdo de ordem parcial sobre A e quaisquer dois elementos x,y € A estdo relacionados por
R (isto é, x Ry ou y Rx), dizemos que a relagdo de ordem € total e que o conjunto A ¢ totalmente

ordenado por R..

Exemplo 1.4.3. 1) A relacdo de congruéncia médulo m é uma relagdo de equivaléncia sobre o
conjunto 7. dos niimeros inteiros.

2) A relagdo menor ou igual é um relagdo de ordem total sobre o conjunto dos niimeros inteiros.

3) Dada uma colecdo qualquer de conjuntos, a relacdo de inclusdo (de conjuntos) é uma relacdo de

ordem parcial sobre esta colegdo.

1.5 Aplicacoes ou Funcoes

Definicao 1.5.1. Uma relacdo f de A em B é uma aplicacd@o, ou fungdo, ou ainda, uma

transformagdo se:
(1) paratodo x € A, existe y € B tal que xfy;
(2) para todos x,y,z € A, se xfy e xfzentdo y=z.

O termo funcgdo €, reservado, as vezes, apenas para o caso em que B € um conjunto numérico.
O conjunto A € o dominio da fungdo f e B € o contradominio de f. O tunico y associado a x pela
aplicacdo f é a imagem de x por f e é denotado por f(x).

A condicao (1) da definicao acima diz que o dominio da relagdo é o conjunto A e condi¢do
(2) exige que o elemento associado a cada x € A por f € Unico. Uma aplicacdo f é usualmente

representada assim:
f:A — B
x = y=f(x).

O conjunto
Im(f)={yeB:3xcAcomy= f(x)}

€ o conjunto imagem da aplicacdo f.

Exemplo 1.5.2. 1) Se X é um conjunto, a correspondéncia A — X — A (complementar de A em X)
define uma aplicagdo de P(X) em P(X).



2) Sdo aplicagoes
p1: XxY — X e p2: XxXY — Y

(x,y) = x (o) =y
Elas sdo denominadas projegoes do produto nas primeira e segunda coordenadas, respectivamente.

Duas aplicacdes f e g sdo iguais se, e somente se, t€m o mesmo dominio, 0 mesmo contradominio

e para cada x no dominio de f e g, tem-se f(x) = g(x).
Restricao de Aplicagdo: Sejam f : A — B uma aplicacdo e C C A. A aplicagdo

f|C:C — B
x = flx)

€ a restricdo de f ao subconjunto C de A.

Extensdo de Aplicagcdo: Sejam A e B conjuntos, C CA,e f:A — Be g:C — B aplicagdes. Se

g = flc, entdo dizemos que f é uma extensdo de g.

Grdfico de uma Aplicacdo: Seja f : A — B uma aplicacdo. O grdfico de f é o conjunto

Gr(f)={(x,y) €AxB:y=f(x)}

Observacao 1.5.3. Apresentamos, neste ponto, uma formulacdo do Axioma da Escolha (existem
outras formulagoes, vide Secao Q). O Axioma da Escolha é um principio da Teoria dos Conjuntos

que sob determinadas condicdes garante a existéncia de uma aplica¢do/fungdo escolha:

Dada uma aplicacdo F : X — P(Y) tal que F(x) # 0, para todo x € X, existe uma aplica¢do
f:X =Y tal que f(x) € F(x), para todo x € X.

O Axioma da Escolha garante a existéncia de uma aplicagdo sob as condi¢cdoes mais gerais
possiveis. Em alguns casos uma funcdo escolha pode ser efetivamente definida. O axioma se faz
necessdrio quando ndo existe um critério para “escolher” um elemento f(x) em cada subconjunto

ndo vazio F(x) de Y.

Exemplo 1.5.4. Dada uma aplicacdo F :N — P(R) tal que F(n) # 0, paratodon € N, o Axioma
da Escolha garante a existéncia de uma fungdo f : N — R tal que f(n) € F(n), para todo n € N.

Exemplo 1.5.5. Dada uma aplicacdo F :N — P(7), uma funcdo escolha pode ser definida assim:
dé aZ aordem 0,—1,1,—2,2,—-3,3,—4.4,... Relativamente a esta ordem, todo subconjunto ndo
vazio de 7 tem primeiro elemento. Defina f : N — 7, f(n) = primeiro elemento de F (n). Neste caso

ndo é necessdrio utilizar o Axioma da Escolha.



Imagem Direta: Sejam f : X — Y uma aplicacdo e A C X. O conjunto
f(A)={yeY :y=f(x) paraalgumx € A}

¢ a imagem direta de A por f. Notemos que se A = X, entdo f(X) = Im(f).

Propriedades
(i) f(A) = p2(Gr(f)N(AxY));
(i) A#0 < f(A)#0;

(i) f({x}) ={f ()}

(ivy ACB = f(A) C f(B);
(v) f(AUB) = f(A)Uf(B);
(vi) f(ANB) C f(A)N f(B).

Imagem Inversa: Sejam f : X — Y uma aplicagdo e B C Y. O conjunto

7 (B)={xeX: f(x) € B}
€ a imagem inversa ou pré-imagem de B por f.

Propriedades:
@ f~'(B) = p1(Gr(f) N (X xB));
i) f'(B)=f'(BNf(X));
(i) f1(0) =0
(iv) ACB= f~'(A) C f(B);
V) fHAnB)=f1A)nf 1 (B):;
v fHAUB) = fFHA)Uf(B);
(vii) f7(A—=B)=f"1(A)— ! (B), assim ' (B°) = f ' (B);
(vii) f(f~'(B))=BNf(X) CB e [~'(f(4)) 24,

(ix) f(f~'(B))=B,YBCY < fésobrejetorae, f~!(f(A)) =A,VACX < féinjetora.
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x) pi'(A)=AxY e p,'(B)=XxB;
(xi) C C (p1(C) x p2(C)), paratodoCC X x Y.

Observacao 1.5.6. Dada uma aplicagdo f: X — Y, as imagens direta e inversa por f de subconjuntos

induzem
) o:P(X) — PY) e u:PY) — PX)
A = f(A) B — fiB)

Estas aplicacées sdo denominadas aplicacbes imagem direta e imagem inversa por f,
respectivamente e, como veremos no Capitulo B, sdo importantes para mostrar porque as aplicagcoes

abertas e as aplicacoes continuas sdo as aplica¢oes consideradas e estudadas em Topologia.
Definicao 1.5.7. Seja f : X — Y uma aplicacdo. Dizemos que:
(1) f éinjetora se f(x) # f(y) quando x # y. Equivalentemente, f(x)= f(y)=x=y.
(2) f ésobrejetora se f(X) =Y, ouseja, Vy€eY, Ix € X tal que y = f(x).
(3) f é bijetora se f é injetora e sobrejetora.

Exemplo 1.5.8. 1) Se A C X, entdo a inclusdo iy : A — X dada por iy(x) = x € injetora. E temos que

is € sobrejetora se, e somente se, A = X.

2) Seja f : X — Y uma aplicagcdo. Entdo a aplicacdo F :X — X XY, dada por F(x) = (x,f(x)) é

injetora.
3) As projecoes pi e p> sdo sobrejetoras.
4) c:P(X)— P(X), c(A) =X —A = A° é bijetora.
Proposicao 1.5.9. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f : X — Y uma aplicagdo.
() f:X —Y éinjetora se, e somente se, f~'(f(A)) = A, para todo A C X.
(i) f:X — Y é sobrejetora se, e somente se, f(f~'(B)) = B, para todo BCY.
Demonstragcdo. A demostracao € deixada como exercicio. [

Aplicagdo Inversa: Seja f: X — Y uma aplicagdo bijetora. Entdo, dado y € Y, existe um Unico x € X
tal que y = f(x). Definimos f~! : ¥ — X por f~!(y) = x. Nessas condi¢des, £~ é uma aplicacio,
chamada aplicacdo inversa de f.

Composigao de Aplicacdes: Sejam f: X — Y e g: Y — Z duas aplicacdes. A aplicacio gof: X —Z
definida por (go f)(x) = g(f(x)) é chamada a aplica¢d@o composta de f e g.
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Propriedades:

(i) Se f e g sdo aplicacdes injetoras (sobrejetoras, bijetoras), entdo g o f € injetora (sobrejetora,

bijetora);
(ii) (fog)oh=fo(goh);
(iii) se f: X — Y, entdo foix =iyo f = f;
(iv) se f: X — Y, entdo fof ' =iye flof=ix;
(v) paratodo A C X, go f(A) =g(f(A));
(vi) paratodo BCY, (gof) " Y(B)=f~(g"'(B));

(vii) se f e g sdo aplicagdes bijetoras, entdo (go )~ ! = flog™l.

1.6 Familias

Algumas vezes o dominio de uma aplicagcao € usado como um conjunto de indices e a aplicacdo

procede a indexacdo de elementos de seu contradominio.
Uma familia de elementos de um conjunto B com indices num conjunto A € uma aplicacdo

f A — B. A aplicagio ou a familia é representada por {b, },c4 onde b, = f(a).
Uma sequéncia de elementos de X € uma familia de elementos de X indexada por N*. f: N* — X

que é representada por (x1,x2,...,X,,...) ou simplesmente (x,),cn:.
Seja {Ay } ke uma familia de subconjuntos de um conjunto X indexada pelo conjunto L. A reunido

dessa familia é o conjunto

UAk ={x€X :x €Ay, paraalgum k € L},
keL

e a intersecao da familia é o conjunto

ﬂAk ={x€X :x €Ay, paratodok € L}.
keL

Exemplo 1.6.1. Considere a familia A, =]—1/n, 1/n[, n € N* de intervalos abertos da reta. E fdcil
verificar que Jpen<An =]—1,1] e Npen<An = {0}.

Propriedades:
(D (UkexAk)" = Nkek AL

(i) (MeexAr) = Urex A%
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(i) (Urex Ak) N (Umem Bm) = Ukm) ek xm (Ak N Bi);
(V) (MkexAk) N (Nmenm Bm) = Ngmyek m (AN Bm);
) f(Ureka,) = Ure f(Ar):
Vi) f(Mkeka,) € Niek f(Ar);

Vi) S (e Bm) = Ninem £~ (Bm):

i) ™ (Unenm Bm) = Unem £~ (Bm)-

1.6.1 Exercicio

1) Prove que o conjunto dos nimeros naturais pode ser representado como uma reunido infinita de

subconjuntos infinitos, dois a dois disjuntos.

1.7 Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Uma parti¢d@o de um conjunto X é uma familia ndo vazia e disjunta {X;},c; de subconjuntos néo

vazios de X, cuja reunido € X.

Exemplo 1.7.1. 1) {[n,n+ 1] },cz € uma particdo de R.

2) {{(x,y0) : x € R} }y,er € uma partigio de R>.

Seja ~ uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto X. Dado x € X, a classe de equivaléncia

determinada por x € o conjunto
]={yveX:y~ux}.

Proposicao 1.7.2. As classes de equivaléncia distintas formam uma particdo de X e dada uma
particdo de X, existe uma relagdo de equivaléncia sobre X cujas classes de equivaléncia sdo os

conjuntos da particdo.

Demonstragcdo. Exercicio. [

1.7.1 Exercicio

1) Seja f: X — Y uma aplicacdo. Considere a relacdo em X

x~x & flx)=f(X).

Prove que ~ € uma relacao de equivaléncia sobre X e determine suas classes de equivaléncia.
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1.7.2 Conjunto Quociente

Se ~ ¢é uma relagdo de equivaléncia sobre X e [x] indica a classe de equivaléncia do elemento
x € X, o conjunto
X/~ ={}x]:xeX}
€ o conjunto quociente de X pela relacdao de equivaléncia ~.
A aplica¢do q:X — X/ ~ dadapor ¢(x) = [x] é aaplicacdo quociente ou projecdo quociente.
Notemos que g é sobrejetora e g(x) = g(y) se, e somente se, x ~ y.
Proposicao 1.7.3. Seja f : X — Y uma aplicagcdo. Considerando a relacdo sobre X dada por x ~ x'

se, e somente se, f(x) = f(x), existe uma unica aplicacio o:X/~—Y tal que a.oq = f, que é

injetora. Se f é sobrejetora, entdo . € bijetora.

1.8 Equipoténcia de Conjuntos

Dois conjuntos sao equipotentes, e escrevemos X = Y, se existe uma bijecdo entre eles.
Exemplo 1.8.1. 1) N=N—{0}.

N7,
(x+y)(x+y+1)

3) N= N x N. (Considere f:NxN — N, dada por f(x,y) = 2ty

que f é bijetora pode ser encontrada em Izar e Tadini [U0], p. 47).
4 1-1,1[ 2 R, (f:]—1,1[— R dada por f(x) =

. A justificativa de
g bijetora).
1 —|x]
Propriedades:
(i) Para todo conjunto X, X = X;
(i1) Para quaisquer dois conjuntos X, ¥, tem-se X =Y =Y = X;
(iii) Dados X, YeZ, X=ZYeY=E2Z=>XZ=2Z.

Logo, equipoténcia € uma relagdo de equivaléncia.

Seja I, = {1,2,3,...,n}. Dizemos que um conjunto X é finito se X = @ ou X é equipotente a I,,,

para algum n € N. O conjunto X é infinito se ndo € finito.
Exemplo 1.8.2. 1) N, Z, Q, R e C sdo conjuntos infinitos.
2) Se A é um conjunto finito, entdo P(A) ¢é finito.
O teorema abaixo estabelece a equipoténcia entre os conjuntos de uma maneira indireta.

Teorema 1.8.3 (Teorema de Schréeder-Bernstein). Se X ¢é equipotente a um subconjunto de Y e Y é

equipotente a um subconjunto de X, entdo X e Y sdo equipotentes.
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1.8.1 Exercicio

1) Prove que A e P(A) nio sdo equipotentes (Teorema de Cantor). (Sugestdo: Se f: A — P(A) é
uma bijecdo, considere Ag = {a € A:a & f(a)}. Existe ag € A tal que f(ap) = Ag. Verifique

que a existéncia de ag produz uma contradi¢ao.)

1.8.2 Conjuntos Enumeraveis
Definicao 1.8.4. Um conjunto X é enumerdvel ou contdvel se X é finito ou X é equipotente a N.
Proposicao 1.8.5. Se A é enumerdvel e f : A — B é sobrejetora, entdo B é enumerdvel.

Uma familia enumerével € uma familia cujo conjunto de indices € enumerdvel.

Exemplo 1.8.6. 1) N, Z e Q sdo enumerdveis.
2) |0, 1| ndo é enumerdvel.

3) R ndo é enumerdvel.

1.9 Produtos Infinitos, Axioma da Escolha e Lema de Zorn

Definicao 1.9.1. Seja 4 = {Ay}rer uma familia de conjuntos (subconjuntos de um conjunto U)

indexados em L # 0. O produto cartesiando da familia 4 é o conjunto

HAk ={f:L— UAk; f éaplicacao e f(k) € Ay, Vk € L}.
kel keL

Um elemento f € [[vcr A serd denotado por f = (f(k))rer, ou ainda, f = (x¢)xer, considerando
xp = f(k), k€ L.

Note que [TrerAx € F(L, UrerAx) :={f : L = UrerAk; f aplicagdo}, mas estes dois

conjuntos, em geral, ndo sdo iguais.

Exemplo 1.9.2. Caso finito. No caso em que a familia L ¢ finita, digamos L = {1,... ,n}, podemos
identificar o produto cartesiano [|j—1, . Ak definido acima, com o produto cartesiano (finito)
Al XAp X --- X A, apresentado na Secdo L3, pois:

e a cada aplicacdo f:{1,2,...,n} A1 UAy---UA, tal que f(k) € Ay, Vk=1,...,n, pode-se
associar uma n-upla (f(1),...,f(n)) € A1 XAy x--- XA, e, reciprocamente,

e toda n-upla (x1,x3,...,xX,) € Aj XAy X --- XA, pode ser vista como uma aplica¢cdo
f:{1,2,...,n} - A1UAy---UA, tal que f(k)=x, €Ay, k=1,2,...,n.

Exemplo 1.9.3. Sejam L # 0 um conjunto de indices e Y um conjunto ndo vazio, se Ay =Y para
todo elemento da familia {Ay}rer, entdo [lrepAx =38 (L, Y) o conjunto das aplicaces de L em Y,

também denotado por YL,
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Exemplo 1.9.4. Se L=N"e¢ Ay =R, para todo k € L, entdo um elemento f do produto cartesiano
[Ten:Ax = S(N*,R) é tal que f(k) =x; € R, para todo k € N*. Assim os elementos do produto

cartesiano sdo as sequéncias (x)xen+ de niimeros reais. Esse conjunto é também denotado por RP.

Exemplo 1.9.5. Se Ay =0 para algum k € L, entdo []ierAx = 0.

1.9.1 Axioma da Escolha

Seja {Ay }rer, uma familia de subconjuntos de um conjunto S. Uma aplicagdo f : L — (< A tal
que f(k) € Ay, para todo k € L é chamada uma fungdo escolha para a familia {A;}ic;.

Observamos que produto cartesiano da familia € o conjunto de todas as funcdes escolha da familia,
e que para estabelecer que o produto cartesiano de uma familia de conjuntos nao vazios é nao vazio,
¢ suficiente mostrar a existéncia de uma funcdo escolha para a familia. O fato de cada conjunto Ay
ser ndo vazio ndo € suficiente para se definir uma funcdo f : L — ;¢ Ak, cuja definicdo supde uma
definigdo precisa do que é f(k), para cada k. Ndo basta Ay ser ndo vazio, é necessdrio um critério de
escolha do elemento de Ay que seria a imagem de k por f. De fato isso ndo é demonstravel para L um
conjunto qualquer de indice. Tal afirmacao € uma das formulacdes do Axioma da Escolha.

No caso finito o problema acima ndo ocorre, pois dados A; e A>, um elemento do produto
cartesiano é um par f = (f(1),f(2)) cuja existéncia é confirmada por exibi¢do. Porém, quando
quando L é um conjunto infinito e ndo existe uma maneira explicita e bem determinada de escolher
um unico elemento de A, cada k € L o axioma € necessario.

Uma comparacao bastante interessante e curiosa para explicar o axioma da escolha foi apresentada
por Bertrand Russell (1872-1970): para escolhermos uma meia de cada par de meias, dentre uma
colecdo infinita de pares de meias, precisamos usar o axioma da escolha; se forem sapatos, nao
precisamos. Isso porque, no caso dos sapatos, podemos escolher o pé direito de cada par, e, no
caso das meias, os pés de cada par s@o indistinguiveis.

Note que se consideramos Y = |Jyc; Ak e aaplicagdo F : L — P(Y) definida por F (k) = Ay, k€L,
entdo cada elemento de []ic; Ak, ou seja, cada aplicagdo f: L — Y =y Ax tal que f (k) € Ay = F (k)
€ uma funcdo escolha (relacionada a aplicagdo F'), como na Observacao [33.

Axioma da Escolha (1): O produto cartesiano de uma familia ndo vazia de conjuntos ndo vazios
€ ndo vazio.

Uma formulacao equivalente para o Axioma da Escolha é:

Axioma da Escolha (2): Toda familia ndo vazia de conjuntos ndo vazios tem uma funcdo escolha.

O Axioma da Escolha admite outras formulagcdes equivalentes. Damos abaixo duas delas que
estdo relacionadas com as ordens em um conjunto. A primeira é o Teorema de Zermelo e a segunda
€ o Lema de Zorn.

Sejam X um conjunto com uma relacdo de ordem parcial <. Se todo subconjunto ndo vazio de X

tem um menor elemento relativamente a esta ordem, isto é, para todo A C X, A # 0, existe a € A tal
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que a < x, para todo x € A, diz-se que < é uma boa ordem ou uma boa ordenacdo para X e que que

X é bem ordenado.

1.9.2 Teorema de Zermelo

Teorema 1.9.6 (Zermelo). Todo conjunto pode ser bem ordenado.

O Teorema de Zermelo € equivalente ao Axioma da Escolha. A demonstracdo do Teorema de
Zermelo a partir do Axioma da Escolha € muito dificil (vide Izar e Tadini [[d], p. 66), mas a reciproca

¢ facil e é deixada como exercicio para o leitor.

1.9.3 Lema de Zorn

Definicao 1.9.7. Sejam X um conjunto e < uma relacdo de ordem parcial sobre X. Um elemento
m € X é elemento maximal de X se ndo existe x € X, x # m, tal que m < x. Uma cadeia de X é
um subconjunto ndo vazio A de X totalmente ordenado, ou seja, para todos x,y € A, tem-se x <y ou

y < x. Um elemento s € X é um limite superior (ou majorante) de A se a < s, para todo a € A.

Lema 1.9.8 (Zorn). Seja X um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado. Se toda cadeia de X tem

um limite superior, entdo X tem um elemento maximal.

O Lema de Zorn € muito usado na Matemética. Faremos uso do Lema de Zorn (no Cap. 4) para
demonstrar o Teorema de Alexander que dd uma condi¢@o necessdria e suficiente para a compacidade
de um espaco a partir de uma sub-base para a topologia do espaco.

Damos a seguir uma ilustra¢do do uso do Lema de Zorn, demonstrando um teorema importante

da Algebra Linear.
Teorema 1.9.9. Todo espaco vetorial tem uma base.

Demonstragdo. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma base de V € um subconjunto
B C V linearmente independente que gera o espago, ou equivalentemente, um conjunto linearmente
independente maximal, no sentido que acrescido de qualquer vetor do espago, o conjunto B passa a
ser lineramente dependente.

Definimos U = {A C V : A é linearmente independente}. O Teorema fica demonstrado se
provarmos que U tem um elemento maximal com relagdo a relacdo de ordem parcial dada pela
inclusdo de conjuntos. Entdo, sobre U considere a ordem parcial dada pela inclusdo e seja 4 =
{Aj }rer uma cadeia de elementos de U. A cadeia 4 tem um limite superior M = J c; Ay. Deixamos
como exercicio a verificacdo de que M ¢ linearmente independente e que é maximal.

Assim, pelo Lema de Zorn, U tem um elemento maximal B, que € uma base de V. OJ



Capitulo 2
Espacos Topologicos

“A Topologia é precisamente a disciplina matemdtica que permite a

passagem do local ao global.”

(René Thom, Stabilité Structurelle et Morphogenese- 1926)

2.1 Topologias

Iniciamos com a defini¢dao da estrutura matematica de topologia sobre um conjunto, e definimos
espaco topoldgico como um conjunto munido de uma estrutura topoldgica. Alguns exemplos sdo
dados, dentre os quais o mais importante: a topologia natural de um espaco métrico, ou seja, a
topologia definida sobre um espagco métrico a partir de sua métrica.

Num curso de Topologia Geral, exemplos de espagos topoldgicos sao de fundamental importancia.
E uma tarefa s vezes muito dificil exibir um espago topolégico que tem determinadas propriedades e
deixa de ter outras propriedades consideradas, de modo que quanto maior o nimero de exemplos
conhecidos, mais interessantes serdo as ilustracdes para os conceitos introduzidos e maior é a
probabilidade de se exibir contraexemplos para mostrar que uma determinada propriedade nao €

verdadeira, nao € implicada, ou ndo implica em outra.

Definicao 2.1.1. Seja S # 0. Se 6 C P(S) (onde P(S) é o conjunto de todos os subconjuntos de S) é
tal que:

(1) 0coceSco;
2) se G;ec,i=1,2, entdo GiNGy € G;
(3) se Gy €6, A€ L, entdo Uy Gy, € ©;

entdo dizemos que G é uma topologia em S. O par (S,6) é denominado um espago topoligico e os

elementos de 6 sdo chamados conjuntos abertos do espago S.

Observacao 2.1.2. A condicdo (2) da definicdo anterior é equivalente a afirmar que, se G; € G,
i=1,2,...,n entdo (., G; €0.

17
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Exemplo 2.1.3. 1) Seja S = {a,b,c} e considere os seguintes subconjuntos de P(S): o1 = {0,S},
o = {0,{a},S}, o3 ={0,{a},{b,c},S}, 64 = {0,{a},{a,b},{a,c},S}, o5 = P(S). Todos eles

determinam topologias em S.

2) Para qualquer conjunto ndo vazio S, 61 ={0,S} e 6o = P(S) sdo topologias em S (com G| # G
se S possui mais de um elemento). G| é denominada topologia cadtica ou indiscreta e G, é chamada
de topologia discreta. Em geral usaremos G.q, € ©g4is para denotar as topologias caodtica e discreta,

respectivamente.

3) Sejam S um conjunto infinito e
Ceof :={0}U{G C S:S— G éfinito}.

Gcof € uma topologia em S, denominada topologia cofinita.

2.1.1 Topologia usual de um Espaco Métrico

Definicao 2.1.4. Um espago métrico é um par ordenado (M,d), onde M é um conjunto ndo vazio e
d: M xM — R é uma aplicacdo (chamada métrica ou fungdo distancia), que satisfaz as seguintes

condigoes:
(1) d(x,y) >0 e d(x,y) =0< x =y, paratodos x,y € M;
(2) d(x,y) =d(y,x), para todos x,y € M;
(3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),; para todos x,y,z € M.

Dados uma métrica d sobre M, e x,y € M, o nimero real d(x,y) é chamado a distdncia entre x e y
na métrica d.

Se r > 0exg €M, abola aberta de centro x( e raio r € o conjunto
B(xo,r) ={x €M :d(x,x0) <r}.

Este conjunto é denotado também, as vezes, por B,(xp), ou ainda By(xo,r), se queremos destacar a
métrica d usada. Dizemos que um subconjunto G de um espaco métrico (M, d) é aberto se, para todo
x € G, existe r > 0, de modo que B(xp,r) C G.

Dado (M,d) um espago métrico, vamos denotar 6, = {G C M : G é aberto}.

Proposicao 2.1.5. Se (M,d) é um espaco métrico entdo 64 ={G C M : G é aberto} é uma topologia
em M e, portanto, (M,6,) é um espaco topoldgico. (64 é denominada topologia induzida pela

métrica d).

Demonstragcdo. (1) 0 e M estdo em G, pois claramente sao abertos em M.



(2) Sejam G1,G, € 65 ¢ p € G1NG,. Como G e Gy sdo abertos, existem ry, rp > 0 tais que B(p,r1)
Gi e B(p,r2) € Gy. Seja r = min{ry,r,}. Entdo, r >0 e B(p,r;) C G;, i = 1,2. Logo B(p,r)
G1 NGy e portanto G1 NG, C 6.

-
C

(3) Sejam Gy, € 64, A € L. Se p € Uy Gy, entdo p € Gy, para algum Ay € L. Como Gy, € Gy, existe
r > 0 tal que B(p,r) C Gy, € Uper Ga. € portanto [y, Gy, € 6. O

A topologia usual da reta R € a induzida pela métrica

d(x,y) = pe—yl.

Nesta topologia, um conjunto A é aberto se, para cada a € A, existe € > 0 de modo que (a—€,a+¢) C
A.
A topologia usual do plano R? é a induzida pela métrica euclidiana

d(x.y) =/ —y)?+ (2 - 322

onde x = (x1,x2) e y = (y1,52)-
Mais geralmente, a topologia usual do R", n > 3, é a induzida pela métrica

d(x,y) = \/(xl = y1)? e (=),

comx = (xy,...,x,) €y = (y1,...,yn). Denotaremos a topologia usual do R", n = 1,2,..., por Gysyal-

Sado também métricas sobre R”:
dpmod (X,y) = [x1 = y1|+ -+ 4 X0 = yul,

dmax(x7y) :max{|x1 _y1|a"' ,|xn_yn|}-

Ainda, se (My,d,),...,(M,,d,) sdo espagos métricos podemos falar no produto de espagos
métricos (e consequentemente nas topologias induzidas no produto) por considerar em M = M X
... X M, métricas similares as definidas acima em R”, mais precisamente, as aplicagcdes/métricas
(verifique!) D,Dy,D> : M — R, definidas por

D(xuy) = \/dl (xl»)’1)2 + +dn(xnayn)2»

DI(X,)’) :dl(XI;YI)—F"‘—Fdn(Xn,)’n),
D2(X7y) = max{dl (x17y1)7"' ;dn(xmyn)}:

sendo x = (x1,--- x,), ¥y = (y1--- yn) elementos de M.

As seguintes relacdes entre essas métricas sao validas:
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D2<x7y) < D(x7y> < Dl('x7y) < nD2(x7y)7
para todos x,y € M.

Defini¢io 2.1.6. Dizemos que duas métricas d e d' sobre um conjunto néo vazio M séo equivalentes
se para cada p € M, dada uma bola qualquer B;(p,€), existe .. > 0 de modo que By (p,\) C By(p,€)
e, também, para qualquer bola By (p,€), existe Y > 0 de modo que By(p,Y) C By (p,€).

Observacao 2.1.7. Duas métricas d e d’' sobre M sdo equivalentes se, e somente se, determinam a
mesma topologia sobre M (isto é, 64 = G.,, verifique!) Pode-se mostrar que as trés métricas para R"
e para M = M| X ... X M, definidas anteriormente sdo equivalentes, assim determinam os mesmos
abertos fornecendo a mesma estrutura topologica para R" e M, respectivamente. (Domingues [R], p.
58-59.)

Defini¢ao 2.1.8. Dizemos que um espaco topoldogico (S,0) é metrizdvel se existe uma métrica
d:SxS— Rtal que 6 = 6, (isto é, a topologia do espaco é a topologia induzida de uma alguma

métrica).

Exemplo 2.1.9. 1) (R", G,5,q1) € metrizdvel (pela forma que foi definida a topologia).

2) Para todo conjunto S ndo vazio, (S,6 = P(S)) é metrizdvel pois © = Gy, onde a métrica “zero-
um” sobre S, do; : S X S — R, é assim definida:
d(x,x) =0, paratodox €S e d(x,y) =1, sempre que x # y.

Reconhecer se um dado espago topoldgico é metrizavel é um problema extremamente dificil. A
topologia induzida por uma métrica tem propriedades muito interessantes e, € claro, se uma topologia
deixa de ter alguma propriedade que a topologia induzida de uma métrica tem, ela ndo provém de uma
métrica. Por exemplo, se (S,G) é um espago topolégico e S —{a} & 6 para algum a € S, entdo (S,0)
ndo é metrizdvel, isto €, ndao existe uma métrica d em S tal que 6 = G4, pois em um espaco métrico,
o complementar de um ponto, ou mais precisamente de um conjunto unitdrio, é sempre um aberto
(uma vez que dado p € S—{a}, tomando € =d(p,a)/2 >0, temos B(p,e) CS—{a}). Desta
forma, estabeleceremos, estudando propriedades dos espacos métricos, muitas condi¢cdes necessarias
para que um espacgo topoldgico seja metrizdvel (dentre elas a condicdo de ser Hausdorff, dada
abaixo). Condicdes suficientes sdo raras e condi¢des necessdrias e suficientes foram estabelecidas
posteriormente, mas sdo muito complicadas. Neste texto veremos, no Capitulo 6, uma condicao
suficiente dada pelo Teorema de Metrizagdo de Urysohn (Teorema B3 T2). Uma condi¢do necessdria
e suficiente é dada pelo Teorema de Nagata-Smirnov e Teorema de Smirnov. As demonstragdes
desses dois ultimos resultados ndo serdo apresentadas aqui. Daremos apenas uma no¢ao dos mesmos
(Teorema B.6.3; Teorema B6.TTl).

Definicao 2.1.10. Dizemos que um espago topologico (S,0) é de Hausdorff se, dados x,y € S, x # y,
existem abertos Gy e Gy tais que x € G, yE Gy e GiNGy =0.
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Exemplo 2.1.11. (R,G,q1) € um espago de Hausdorff.
Mais geralmente, temos:
Proposicao 2.1.12. Todo espagco métrico (M,d) é de Hausdorff.
Corolario 2.1.13. Se um espago topoldgico (S,0) ndo é de Hausdorff entdo (S,G) ndo é metrizdvel.

Exemplo 2.1.14. 1) (R,6.,r) ndo é um espago de Hausdorff (pois, dados x #y em R, se Gi e G2
sdo abertos contendo x, y, respectivamente, entdo G1 NG, # 0), logo ndo é metrizdvel. Note que para

todo ponto x € R, R —{x} é aberto.

2) Se S tem pelo menos dois pontos, S O {p,q}, entdo (S,0cq0) ndo é de Hausdorff e assim ndo é
metrizdvel. Note que nesse caso poderiamos concluir que (S,Gcq0) ndo é metrizdvel usando que o

complementar de conjuntos unitdrios ndo sao abertos.

Definicao 2.1.15. Sejam (M,d) um espaco métrico e X um subconjunto de M. Dizemos que X é
limitado quando existe um numero real k > 0 tal que d(x,y) < k quaisquer que sejam x,y em X. O
menor desse niimeros chama-se didmetro de X e denota-se d(X) ou 8(X). Assim, didmetro de X é o

nvimero real positivo
d(X) = sup{d(x,y) : x,y € X}

2.1.2 Subespaco Topologico e comparacao de topologias

Sejam (S,06) um espago topoldgico e X C S. Entdo ox = {GNX : G € 6} ¢é uma topologia
sobre X, de modo que (X,0x) € um espago topoldgico. ox é chamada topologia do subespaco
X, topologia relativa em X ou ainda topologia induzida por ¢ sobre X e (X,0x) é denominado

subespaco topologico de (S,0).

Observacao 2.1.16. Se X é subespaco de S e A é aberto em X, entdo existe G aberto de S tal que
A=GNX.

A titulo de ilustragdo temos:

Exemplo 2.1.17. 1) A topologia usual do plano R?* induz a topologia usual na reta R, quando
identificamos R com o subconjunto {(x,0): x € R} de RZ
2) A topologia usual da reta real induz a topologia discreta no conjunto dos niimeros inteiros.

Definicao 2.1.18. Seja (S,0) um espaco topolégico. Um subconjunto F C S é fechado relativamente

a o se, F¢ =S —F é aberto.

Exemplo 2.1.19. 1) Seja S = {a,b,c} com a topologia ¢ = {0,S,{a},{a,b}}. Os subconjuntos
fechados de (S,0) sdo 0, S, {b,c} e {c}.
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2) No espago topolégico (R, Gysua1), N é fechado, pois
R—N=]—e,0[ U]J0,1[] U]|L,2[U---
é aberto (reunido de abertos).
3) No espago (S,0¢or) 0s conjuntos fechados sdo os subconjuntos finitos e S.
Proposicao 2.1.20. Seja (S,0) um espaco topoldgico. Entdo:
(1) 0 e S sdao conjuntos fechados;
(i1) se Fy e F, sdo fechados, entdo Fy UF, é fechado;
(iii) se F, C S é fechado, para todo A € L, entdo <y F), € fechado.

Demonstragdo. (1) 0 e S sdo fechados, pois S =S5—0e 0 =S — S sdo complementos de abertos.

(ii) e (iii) Pelas leis de Morgan, (F{UR)" = FfNF; e (MherF)) = Uner Fy. Assim, os
complementares da reunido de dois fechados e da interse¢do qualquer de fechados sdo expressos
por uma intersecdo de dois abertos e uma reunido qualquer de abertos, respectivamente, e portanto
abertos. ]

Observacio 2.1.21. E possivel definir uma topologia para S partindo dos “subconjuntos fechados”.

Seja F uma familia de subconjuntos de S satisfazendo as trés condicoes da Proposi¢cdo U120, isto é,
1 0,Se¥*F;
(ii) se F\, F, € F, entdo FyUF, € F;
(iii) se F,, € F, para todo \ € L, entdo (e F, € F.

Definimos 6:={G CS: S—G € F}. Entdo G é uma topologia em S e os conjuntos fechados desta

topologia sdo os elementos da familia ‘F. Verifique.

Definicao 2.1.22. (Comparacdo de topologias). Sejam & e ¢ duas topologias em S. Dizemos que G é

mais fina que & (ou que que & é menos fina que 6) se & C o.

Exemplo 2.1.23. Seja (S,0) um espago topologico qualquer. Claramente G é mais fina que a

topologia cadtica e menos fina que a topologia discreta em S.

2.1.3 Exercicios
1) Prove que se {0) })<; ¢ uma familia de topologias em S, entdo 6 = ()< G, € topologia em S.

2) Sejam S#0 e Gepen :={0} U{A CS: S—A é enumeravel }. Mostre que Gy, € uma topologia
em S. Esta topologia é denominada topologia coenumerdvel.
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3) Seja S um espaco topoldgico e A e B subconjuntos de S tais que A C B. Prove que as topologias

de A como subespago de B e como subespago de S coincidem.

4) Sejam S um conjuntoe p € S. Mostreque 6; ={GCS:p¢ZG}U{S} e 5, ={GCS:pe
G} U{0} sao topologias em S.

5) Considere em R as topologias usual e cofinita. Mostre que a topologia usual de R € mais fina

que a topologia cofinita.

6) Sobre R defina 6={GCR: VpeG,Je>0talque [p,p+¢€] C G}. Mostre que G € uma
topologia em R e compare ¢ com a topologia usual em R.

7) D& um exemplo para que mostrar que, se (S1,071) e (S2,02) sdo espagos métricos, G| X Oy =

{AxB: A€oy, B€E o} ndo é em geral uma topologia para S = S; X .

8) Dados (S,0) espaco topoldgicoe 0 #Y C S, mostre que X C Y € um fechado em Y se, e somente
se, existe F' C S, F fechado de S tal que X = FNY. Mostre ainda, que se Y é fechado em S
entdo X € fechado em Y se, e somente se, X € fechado em S. (Sims [[3], Cap. 1, Exerc. 1-22,
p- 30.)

2.2 Fecho, Interior, Derivado e Fronteira de um Subconjunto

Nesta secao, a um dado subconjunto de um espago topoldgico sao associados varios subconjuntos
do espaco: fecho, interior, derivado e fronteira e consideraremos algumas de suas propriedades.
Ressaltamos que qualquer um destes quatro conceitos poderia servir de conceito primitivo para definir

topologia. Neste texto, como € mais frequente, o conceito primitivo escolhido foi o de conjunto aberto.

Definicio 2.2.1. Sejam (S,6) um espago topoldgico e A C S. Considere F = {F : F C § é fechado
e F D A}, a familia de todos os fechados de S contendo A. O fecho de A é o conjunto

A= F

FefF
Os pontos do fecho de A sdo denominados pontos aderentes a A.
Proposicao 2.2.2. Com as notagées da definicdo acima, temos:
(i) A é fechado,
(i) A CA;
(iii) x € A se, e somente se, para todo G € 6 tal que x € G tem-se GNA # 0;

(iv) A é fechado se e somente se A = A
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(vy ACB=ACB.

Demonstracdo. (i) A é intersecdo de fechados, logo é fechado.
(i) A é a intersecdo de todos os fechados que contém A, logo A C A.

(iii) (=) Seja x € A. Suponhamos por absurdo que exista um aberto G com x € G e GNA = 0. Entio
F=8—G ¢ fechado, x ¢ F e F O A. Dali, ACF e em consequéncia, x & A, o que nos da uma

contradicdo. Assim a condi¢do € necessaria.

(<=) Suponhamos x € A. Entdo existe G= (S—A) € o tal que x € Ge GNA =0, pois GNA C GNA =

0, contrariando a hipdtese. Desta forma, a condicdo € suficiente.

(iv) (=)ACF, para todo F fechado com F C A, entdo, como A é fechado e A C A, temos ACA.
Pelo item (ii) segue que A = A.

(<) Como A é fechado e A = A, A é fechado.

(v) Seja x € A e considere G € 6 tal que x € G. Por (iii), tem-se que GNA # 0. Dai, usando a hip6tese
A C B, segue que GN B # 0, e portanto x € B (por (iii)). [

Observacio 2.2.3. i) A é o menor (com relacdo a inclusdo) subconjunto fechado de S que contém A.
De fato, se F é um fechado que contém A, entdo F serd um dos fechados da intersecdo que define A,
de modo que A C F.

ii) Segue da Proposicao 22 (iii), que, um ponto x € S é ponto aderente de A se, e somente se, para
todo G € 6 com x € G tem-se GNA # 0. Alguns autores definem A como o conjunto dos pontos que

tem essa propriedade, isto é, sdo aderentes.

Exemplo 2.2.4. No espago topolégico (R, G ysuar), Q=R Jjd que todo intervalo aberto da reta real

contém um niimero racional, assim todo ponto real é ponto aderente. (Q ndo é fechado uma vez que

Q#Q

Proposicao 2.2.5 (Axiomas de Kuratowski). Se (S,0) é um espaco topoldgico e A,B C S. Entdo

Demonstragdo. (1) 0 € fechado, logo 0=0;
(i1) Este item € o item (ii) da Proposi¢ao IZ27;

(iii) A é fechado, logo coincide com o seu fecho;
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(iviACAeBCB,logo AUB C AUB que é fechado. Entio AUBCAUB =AUB.
Por outro lado, A CAUB CAUBe BCAUB C AUB, logo A CAUB e B C AUB, entio
AUBCAUB. Assim, AUB =AUB. O

Observacio 2.2.6. E possivel definir uma topologia sobre S a partir da nogdo primitiva de fecho de
um conjunto. Mais precisamente, seja f : P(S) — P(S) uma aplicacdo. Vamos denotar f(A) por
A e suponhamos que os quatro axiomas de Kuratowski estejam satisfeitos (ou seja, (i) f(0) = 0,
(i) A C f(A), (i) f(f(A)) = f(A) e (iv) f(AUB) = f(A)U f(B)). Dizemos que um subconjunto F
de S é “fechado” se f(F) =F, e os abertos sdo os complementos dos fechados. Podemos facilmente
verificar que
6={GCS: Géaberto} ={GCS: f(S—G)=S—-G}
é uma topologia sobre S, na qual f(A) é exatamente o fecho de A. Inicialmente justificaremos o
seguinte fato:
A CB = A CB, mais precisamente, que AC B = f(A) C f(B).
Para concluir isso, observemos que:
B=AU(B—-A)) =B=AU(B—A) = B=AU(B—A) = AC B,
onde, na peniiltima implicagcdo, usou-se o axima (iv).
e Para mostrar que G é topologia verificaremos as condicoes para os fechados, de acordo com a
Observagdo I 21:
(1) 0 e S sdo fechados, pois, 0 = 0 (axioma (i), e S C S, por axioma (ii), donde S = S (claramente
S C S, visto que f(S) € P(S));
(i1) que a reunido de dois fechados é um fechado, segue diretamente do axioma (iv);
(iii) seja agora {F, A € L} uma familia qualquer de fechados de S. Temos B, C NF, (%), pelo
axioma (ii). Como (\F) C F,, para todo u € L, segue, do fato justificado acima, que NF. C I*T, =Fy,,
donde NF, C NF,=NF, (xx). De (x) e (xx), vem NF. = NPF, e a intersecdo de fechados é um
fechado.
® Resta a verificacdo de que, nesta topologia, f(A) é o fecho de A. Para maior clareza, nesta parte
ndo usaremos a notagdo A para representar f(A). Sejam A C S e F um fechado que contém A. Vem,
de ACF, que f(A) C f(F)=F. Assim f(A) estd contido em todo fechado que contém A, de modo
que f(A) estd contido na intersegdo de todos os fechados que contém A, ou seja f(A) C A. Agora,
f(A) é fechado de acordo com a defini¢do considerada, pois f(f(A)) = f(A) (axioma (iii)) e, por
(ii), A C f(A). De onde segue, claramente, que f(A) contém a interse¢do de todos os fechados que
contém A e assim, f(A) é o fecho de A.

Definicdo 2.2.7. Dizemos que um subconjunto A de um espaco S é denso (em S) se A = S.

Exemplo 2.2.8. 1) Com a topologia usual, o conjunto os niimeros racionais é denso no conjunto dos

niimeros reais.

2) Na topologia cofinita, um subconjunto é denso se e somente se é infinito.
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Definicao 2.2.9. Sejam (S,6) um espago topoldgico e A C S. Considere G ={G € o; G C A}, a

familia de todos os abertos de S que estd contido em A. O interior de A é o conjunto

A=J G
Ge G

Os pontos de A° sdo chamados pontos interiores de A.

Notemos que:
peEA’ & IJGeo, peG: GCA.

Proposicao 2.2.10. (i) A° éaberto e A° CA;
(i1) A° € o maior aberto de S (com relacdo a inclusdo) contido em A;
(iii) A = A° se, e somente se, A € G;
(iv) §°=S5,0°=0;
(V) (A°)° = A%;
(vi) (ANB)° =A°NB".
(vii) Se A C B entdo A° C B°.

Demonstragdo. (1) A° é reunido de subconjuntos abertos de A. Assim, A° € aberto e A° C A.

(i1) Se B é um aberto tal que B C A, entao
Bc |J =4
Geo; GCA
(iii)) A = A° implica que A € aberto. Se A € aberto, entdo € o maior aberto contido em A, logo A = A°.
(iv) S e 0 sdo conjuntos abertos.

(v) Como A° ¢ aberto, por (iii), A° coincide com o seu interior.

(vi) O aberto (ANB)° étal que (ANB)° CAe (ANB)° C B. Assim, (ANB)° CA°e (ANB)° CB°,
donde (ANB)° C A°NB°. Por outro lado, A° N B° é um aberto contido em A N B. Em consequéncia,
A°NB° C (ANB)°. Das duas inclusdes, resulta a igualdade (ANB)° = A° N B°.

(vi1) (Exercicio). ]

Exemplo 2.2.11. 1) Na reta real, o interior de um conjunto finito é vazio. Também, N° =0 e Z° = 0.
Agora, |a,b]° =la,b], [a,b[°=|a,b].

2) Em N com a topologia cofinita, um conjunto ndo vazio tem interior ndo vazio se, e somente se, ele

¢ aberto.
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Definicao 2.2.12. Sejam (S,0) um espago topolégico e A C S.

(1) Um ponto a € A é ponto isolado em A se {a} € G4. Dizemos que A é um espago discreto quando

todo ponto de A é ponto isolado.

(2) Um ponto x € S é ponto de acumulagdo ou ponto limite de A se, para todo G € 6, com x € G,
tem-se (G —{x})NA #0.

(3) O conjunto derivado de A, denotado por A', é o conjunto dos pontos de acumulacdo de A, isto

z

é, A ={x€S:xépontoacumulacdo de A}.

(4) Um ponto x € S é chamado ® - ponto de acumulagdo de A ou ponto ® de acumulagdo de A
(®-accumulation point of A) se, para todo G € ©, com x € G, tem-se que G A é um conjunto

infinito.

Observacao 2.2.13. i) Se (S,0) é um espaco topoldgico com a propriedade de que {p} é fechado
em S para todo p € S (os “Ty espacos” - Definicdo B23), em particular se S é de Hausdorff ou
metrizdvel, entdo

x€A" & xéum - ponto de acumulagdo de A . (x)

Para ver isso, seja x € A’ e suponhamos que exista um aberto G contendo x tal que GNA e portanto
também (G —{x}) N A seja finito, digamos (G —{x}) N A= {p1,p2,....,pr}. Como {pi} =
S—{pi} € um aberto de S contendo x, existe um aberto V; C {p;}¢, comx €V, i=1,...,r. Tome
V=WViN..NV,)NG. Entdox €V e (V—{x})NA=0, o que é uma contradi¢do. A outra implicagdo
> obvia.

ii) A equivaléncia (x) acima ndo ocorre para espagos topolégicos gerais. Por exemplo, para o espago
topoldgico finito (S = {1,2,3},1={0,{1},S}) e A = {1,3}, temos que 2 € A’ e, claramente, para o

(dnico) aberto G = S, que contém 2, GNA ndo é infinito.

iii) Se x € S ndo é ponto de acumulagdo de A entdo existe G € 6 com x € G tal que (G—{x})NA=0.
Assim, se x € A, entdo GNA = {x}, ou seja, {x} = GNA € G4. Portanto, se x € A ndo é ponto de
acumulacdo de A, segue que x é ponto isolado. E, claramente, todo ponto x € A isolado ndo é ponto
de acumulagdo de A. Assim, se x € A C S, entdo x é ponto de acumulagdo ou ponto isolado de A, ndo

podendo ocorrer as duas coisas.

iv) Se (S,0) é um espaco finito em que todo subconjunto unitdrio é fechado entdo ¢ = P(S) e
necessariamente, A' = 0, para todo subconjunto A de S.

Exemplo 2.2.14. 1) Seja A = {% : neN, n> 1} com a topologia induzida da reta real. Entdo 0 é o
tinico ponto de acumulagdo de A e todo ponto p = }l é isolado em A.

2) No espago (N,G¢or), se A € finito, A ndo tem ponto de acumulagdo e todos os pontos de A sdo

isolados. Se A é infinito, qualquer ponto é ponto de acumulagdo de A e A ndo tem pontos isolados.
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Proposicdo 2.2.15. (i) A=AUA’;
(ii) A é fechado se, e somente se, A’ C A.

Demonstragdo. (i) Segue da Proposicao 227, item (iii), que se x € A e x € A, entiio:
VGeo, xeG, tem-se GN(A—{x})=GNA#0=xc A

Assim, A C AUA’. Por outro lado, A C A, e, A’ C A, pois x € A’ se e somente se todo aberto que

contém x intersecta A — {x}, o que implica que todo aberto que contém x tem interse¢cdo ndo vazia
comA. AssimA =AUA'.

(i1) E uma consequéncia imediata de (i). ]
Exemplo 2.2.16. Em (R, G,5q1) tem-se:

1) O derivado de qualquer conjunto finito é vazio;

2) N = 0;
3)Z =0;
4 Q =R

Definicao 2.2.17. Sejam (S,0) um espago topolégico e A C S. A fronteira de A é o conjunto
Fr(A) =AnNAc.
Observacao 2.2.18. Pela defini¢do temos:
x€Fr(A) & VGeo,xeG, tem-se GNA#0 e GNA“=GN(S—A) #0.

Proposicio 2.2.19. (i) A=A°UFr(A);
(ii) A € fechado se, e somente se, Fr(A) C A.

Demonstragdo. (i) Do fato de A° CA CA e Fr(A) =ANA°c CA, segue que A°UFr(A) C A.
Também, se x €A e x € Fr(A), entio x €A e x € ANA°. Logo x & A°. Assim, existe G € G,
com x € G, tal que GNA® =0, portanto existe G €6 com x € G talque G C A, ouseja, x € A°.

Desta forma, A CA°UF r(A). Estabelecidas as duas inclusdes, tem-se a igualdade.

(i1) E consequéncia trivial de (i). ]

2.2.1 Exercicios

1) Seja N ={0,1,2,3,...} o conjunto dos nimeros naturais ¢ ¢ = {0,N,{0},{0,1},{0,1,2},
{0,1,2,3},...}. Prove que ¢ é uma topologia para N. Calcular A, = {0,1,2,...,n}, n € N.

Determine os subconjuntos densos de (N, o).
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Prove que um subconjunto de um espago topoldgico € denso se, e somente se, ele intersecta

todo aberto ndo vazio do espago.

Sejai: P(S) — P(S) uma aplicagdo satisfazendo as seguintes propriedades:

a)i(S) =S5,

b)i(A) CA, YACS,

c)i(i(A)) =i(A), VACS,

d)i(ANB) = i(A)Ni(B), VA,BCS.

Sejac={A C S:i(A) =A}. Mostre que 6 é uma topologia em S e que nesta topologia i(A) é
o interior de A.

Verifique que (A€)° = (A)¢ e (A°)¢ = A¢c.

Mostrar que A°UB° C (AUB)° e dar um exemplo para mostrar que em geral ndo vale a
igualdade (AUB)° = A°UB°.

No espaco (R, Gyguar), calcular:

2)Q, Q°, Fr(Q)eq;
b) [0,1], [0,1]°, Fr([0,1]), [0,1]", ]0,1[°,]0,1[, [0,1[°, Fr(]0,1]);
c)A, A°, Fr(A)eA',onde A=1{0,1,1/2,1/3,...}.

Mostre que se A C B, entdo A’ C B'.

Se p > 2 ¢ inteiro, um nimero racional p-ddico, ¢ um nimero racional da forma r = k/(p"),
para algum k € Z, e n € N. Prove que o conjunto dos racionais p-adicos é denso em [0,1], em
particular, o conjunto dos racionais diddicos é denso em [0,1]. (Vide Lipschutz [[2], Cap. 10,
Probl. 14, p. 193.)

(Conjunto de Cantor) O conjunto de Cantor é o que resta do intervalo [0, 1] depois da seguinte
operacao: retira-se primeiramente o terco médio aberto } 3,5 [ do intervalo [0,1]. Retira-se
depois o tergo médio aberto de cada um dos intervalos restantes, [1,1] e [3,1]. Sobra entdo
[O, %] U [%, %] U [%, %] U [g, 1}. Em seguida, retira-se o terco médio aberto de cada um desses
intervalos, e repete-se o processo indefinidamente. O conjunto K dos pontos de [0, 1] ndo

retirados € o conjunto de Cantor. Com a topologia usual induzida da reta, mostre que:

a)K =K.

b) K° = 0.

Um subconjunto ndo vazio A de um espago topoldgico S € perfeito se A = A’. Prove que um

conjunto € perfeito se, e somente se, € fechado e ndo tem pontos isolados. Prove que o conjunto

de Cantor ¢é perfeito. Mostre todo intervalo fechado [a,b] em R com a topologia usual é perfeito.
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11) Mostre que Fr(A) = 0 se, e somente se, A é aberto e fechado.

12) Verificar que, em geral, A’ # Fr(A) e Fr(A) € A’. (Sugestdo: considere em (R,Gyzq1) O
conjunto A = {0,1,1/2,1/3,...} dado no Exercicio 6 - ¢, acima.)

13) Seja (S,0) um espaco topoldgico. Dizemos que A C S é denso em lugar nenhum ou nunca

denso (nowhere dense) se (A)° = 0.
a) Verifique se Q, Z e o conjunto de Cantor K sdo subconjuntos nunca densos em (R, Gy5q1)-

b) O conjunto dos numeros pares € nunca denso em N com a topologia cofinita?

14) Mostre que:

a) Um subconjunto fechado X de um espago S € nunca denso se, e somente se, X € denso.
Isto é verdadeiro para conjuntos arbitrdrios? (Sugestdo: use que X¢ = (X°)¢. Sobre a pergunta,

observe que Q¢ € denso em R.)

b) Se X é fechado (ou aberto) de um espago S, entdo Fr(X) é nunca denso. Esta afirmacio é
verdadeira de um modo geral? (Sugestdo: suponhamos X fechado e seja U é um aberto tal que
U C Fr(X), mostre que U C Fr(X)NX? =0 (vide Exercicio Z8-13 abaixo). Para X aberto, use
que X¢ é fechado e que Fr(X) = Fr(X¢). Com relac@o a pergunta anterior, analise X = Q C R.)

2.3 Sequéncias em Espacos Topologicos

As sequéncias desempenham um papel fundamental no estudo os Espacos Métricos. Ja na
Topologia Geral, as sequéncias ndo tém muito interesse: existem espacos topoldgicos que possuem
sequéncias que convergem para qualquer ponto do espaco, de modo que, nestas condi¢des, o conceito
nada acrescenta. Veremos, mais adiante, as propriedades que um espago deve ter para que, a exemplo
dos espagos métricos, as sequéncias possam ser usadas como uma ferramenta eficiente. Da mesma
forma que a nogdo de espaco topoldgico estende a no¢do de espaco métrico, os filtros (vide Sims
[23]) e as redes (vide Kelley [[2]) proporcionam duas extensdes das sequéncias para 0S espacos

topoldgicos.

Definicao 2.3.1. Sejam (S,G6) um espaco topoldgico e (xn)nen+ uma sequéncia de pontos de S.
Dizemos que a sequéncia (x,),cn+ converge para x (ou que x é limite da sequéncia (x,)) e indicamos

Xp — x ou x = lim x,, se, para todo G € 6 com x € G, existe ng € N tal que n > ngy implica x, € G.

Uma sequéncia em um espago topoldgico pode ndo ter nenhum limite, ter um tnico limite, ou

varios limites, dependendo da topologia.

Exemplo 2.3.2. Em R considere ¢ ={0,R} U {]a,+eo[ : a € R}. Temos que G é uma topologia

sobre R e:
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1) se x, = n, entdo x,, — x, para todo x € R;
2) a sequéncia x, = —n ndo converge;
3) se x, = (—1)", entdo x, — x, para todo x < —1.
Proposicao 2.3.3. Sejam (S,0) um espago topolégico e A C S.
(i) Se (x,) € uma sequéncia de pontos de A e x,, — x, entdo x € A.

(i) Se (x,) € uma sequéncia de pontos dois a dois distintos de A e x, — x, entdo x € A'.
Demonstragdo. (1) Como x,, — x, para todo G € 6 com x € G, existe np € N tal que x,, € G, para todo
n > ng. Logo, para todo G € 6 com x € G tem-se GNA # 0. Portanto x € A.

(i) Se a sequéncia tem os pontos dois a dois distintos, entdo para todo aberto G, com x € G,

G—{x})NA #0,de modo que x € A'. O
(G—{x})NA# q

Na Secao 3 veremos uma reciproca (parcial) do item (i) da proposi¢do anterior.

2.3.1 Exercicios

1) Determine as sequéncias convergentes de R com a topologia:
a) discreta.
b) cadtica (ou indiscreta).

¢) cofinita. (Sugestdo: analise, separadamente, as sequéncias (x,) sem subsequéncia constante;
com uma Unica subsequéncia constante (i. €, existe um dnico elemento ¢ € R tal que x, = c,
para infinitos n); com duas ou mais subsequéncias constante. Mostre que que no primeiro caso
(x,) converge para qualquer x € R, no segundo caso converge apenas para x = c € que no

ultimo a sequéncia ndo converge.)

d) coenumeravel (Ggpen = {0}U{A CR: R—A é enumerdvel}). (Sugestdo: mostre que x, — p

< (x,) € estaciondria em p.)

2) Se N tem a topologia ¢ = {0,N,{0},{0,1},{0,1,2},...}, determine as sequéncias

convergentes de (N, o).

2.4 Bases e Sub-bases

Nos espagos métricos as bolas abertas desempenham um papel fundamental: a partir delas define-
se os conjuntos abertos e, a partir dai, a topologia do espaco métrico. As bolas abertas constituem
uma “base” para a topologia do espaco métrico, no sentido que qualquer aberto é uma reunido de

bolas abertas. Vejamos o conceito de base para espacos topoldgicos.
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Definicao 2.4.1. (Base) Seja (S, ) um espago topoldgico. Uma familia B de abertos de S é uma base
para G se todo elemento de G é uma reunido de elementos de uma subfamilia de B. Os elementos

de B sdo chamados abertos bdsicos. Mais precisamente, dado G € o, existe B’ C B tal que
G — UBE%’B'

Exemplo 2.4.2. 1) A familia das bolas abertas de um espago métrico é uma base para sua topologia

usual (induzida da métrica).

2) Para S ={1,2,3} com o =P(S) entdo*B = {{1}, {2}, {3}} ¢ uma base para c.

Observacao 2.4.3. Se B é uma base para uma topologia & de S entdo qualquer familia de conjuntos

abertos que contém ‘B é também base para G.

Proposicao 2.4.4. Sejam (S,G) um espago topoldgico e B C 6. B € base de G se, e somente se, para
todo G € 6 com x € G, existe B € *B tal que x € B C G.

Demonstragdo. *5 € base para ¢ se, e somente se, para todo G € 6, G = Uy By, By € B, ou
equivalentemente, para todo G € G, qualquer que seja x € G, existe B € ‘B tal que x € B C G. [

Observacao 2.4.5. Uma pergunta natural que surge é:
Dado B C P(S), existe uma topologia & para S que tem B como base?

Isto é em geral falso, pois, por exemplo, se S = {1,2,3} ¢ B = {{1}, {2}}, B ndo é base para uma
topologia sobre S porque S # Jgesg B. Também, para S =R e

B ={]—o0,b[, Ja, 4| : a,b R} C P(R),

se B fosse uma base de uma topologia 6 em R, entdo para a < b, |a,b] =] —eo,b[N]a,+[EC ¢

portanto seria reunido de elementos de *B, o que é um absurdo.
A proposicdo seguinte nos d4 uma condi¢@o para que ‘B seja base de uma topologia para S.

Proposicao 2.4.6. Seja B C P(S), S # 0. Entdo B é base para uma topologia em S se, e somente se,

satisfaz as seguintes condigoes:
(i) S=UpepB (i. 6 Vxe€§, BB : x €‘B),

(i1) Para todos B1,B, € B, B N By é reunido de membros de B, ou equivalentemente, se p €
B1 N By, entdo existe Bz € *B tal que p € B3 C B1 N By.

Demonstragdo. (=) E deixada como exercicio.

(<) Seja B uma familia de subconjuntos de S, satisfazendo (i) e (ii). Considere G o conjunto de todos
os subconjuntos de S que sdo reunides de membros de B. Entdo ¢ é uma topologia em S. De fato,
tem-se :

(1) S € o por (i). Também, 0 = (Upe oc » B) € 0.
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(2) Sejam G1,G; € 6. Entdo G| e G, sdo reunides de membros de B, isto é, G = J;;B1,is
G,=U je 7 B2, j. Assim, pelas leis distributivas,

GiNGy = (UBU) N <U32’j) = U(B]JﬂBQJ).
i J

i7j
Por (ii), B;; N By, j € reunido de membros de B e portanto, G; N G pertence a ©.

(3) Seja {G;} uma familia de membros de ¢. Por defini¢do de o, todo G; é reunido de membros

de *B, logo |J; G; é também reunido de membros de ‘B e portanto pertence a G. [

Definicao 2.4.7. A topologia G, obtida a partir de B como na proposi¢cdo anterior, é chamada

topologia gerada por °B.

Exemplo 2.4.8. (Topologia produto para dois espagos topoldgicos) Sejam (S1,01), (S2,02) espagos
topolégicos. Entdo,
B={G, xGy: G €01, G, €0y}

¢ base para uma topologia em Sy x S». Tal topologia é denominada topologia produto para S| x S.
Por simplicidade denotaremos essa topologia por Gprq o G = 01 X G3. Note que, em geral, o
conjunto {Gy x Gy : Gy € 61, Gy € G2} ndo é uma topologia para Sy x Sy (Exemplifique!).

Mais geralmente, pode-se definir a topologia produto para qualquer produto finito S| X - -- X S, de
espagos topoldgicos (S1,01),...,(Sn,0n), apartirde B ={Gy x Gy x---xXGy: Gi€0;, i=1,...n}.

Observacao 2.4.9. i) A proposicdo anterior nos diz que a definicdo de base apresentada aqui é
equivalente a dada em Munkres [20) (Cap. 2, §13, p. 78).

ii) Dados (My,dy),...,(My,,d,) espacos métricos, usando a métrica D, do mdximo no espaco produto
M =M, X --- XM, é facil ver que para x = (x1,...,x,) € M,

BDz(X,S)ZBdl(X1,8>><--~><Bdn(xn,8) (1)
Denotemos por G; a topologia em M; induzida pela métricas d;, i = 1,...,n, respectivamente. Seja
Op, a métrica em M induzida por D3 e G o4 a topologia produto em M. Da igualdade (1) segue
facilmente que a topologia produto em M coincide com a topologia induzida por D3, isto é, G proq =
Op, (e consequentemente, a topologia em M obtida por qualquer uma das 3 métricas equivalentes

D, D, D; coincide com a topologia produto).

Apresentamos a seguir a defini¢cdo de sub-base. A nocdo de sub-base aparece, proporcionando
uma topologia (a menor topologia) que contém uma dada familia de subconjuntos de S. O conceito é
importante, pois veremos que muitas propriedades que teriam que ser verificadas por todos os abertos
do espaco, ficam estabelecidas quando os abertos de uma sub-base para a topologia as verificam. Isto
introduz uma boa simplificagcdo, pois, de um modo pratico, os abertos da sub-base t€m uma forma
mais simples que um aberto qualquer do espaco. Sua importancia ficard aparente nos capitulos de
continuidade e compacidade.
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Definicao 2.4.10. (Sub-base) Seja (S,G) um espago topoldgico. Uma sub-base para G é uma familia
G de abertos de S cujo conjunto ‘B das intersecdes finitas de elementos de S forma uma base para
G. A base ‘B é denominada base gerada pela sub-base G e os abertos da sub-base sdo chamados

abertos sub-bdsicos. Diz-se também que a topologia G é gerada pela sub-base S.

Observacao 2.4.11. Seja S um conjunto ndo vazio. Claramente, qualquer familia G de subconjuntos
de S cuja reunido é igual a S dd origem a uma topologia 6 para S (dada pela reunido de todas as
intersecoes finitas de elementos de S - ou seja que tem o subconjunto ‘B de todas as intersecoes
finitas de elemento de G como base). Tal topologia tem S como sub-base, de modo que a definicdo
acima estd de acordo com a definicdo de sub-base apresentada em Munkres [ZQ] (Cap. 2, §13,
p. 82). O conjunto ‘B de todas as intersecoes finitas de elemento de S serd uma base para a

topologia G.
Exemplo 2.4.12. 1) A familia dos intervalos infinitos de R, | —oo,a|, |b,+e[, a,b € R, é uma
sub-base para a topologia usual de R.

2) Sejam (S1,061),...,(Sy,0n) espagos topoldgicos. Entdo,
S={G1 xS X x8,:G€C}U---U{S1 X+ X8-1 XGy : G, € Oy}

é uma sub-base para a topologia produto em S = S1 X Sy X ... X §,,.

2.4.1 Exercicios

1) Sejam B ={]a,b[: a,b €R, a<b} e Br={|a,b]: a, beR,a<b}. Mostre que B e
B, sdo bases para topologias em R. A topologia em R que tem B, como base ¢ denominada
topologia do limite inferior (lower limit topology) . O espaco R com tal topologia é conhecido
como reta de Sorgenfrey (devido ao matematico americano Robert Sorgenfrey). Note que as

topologias dadas por essas duas bases sdo, respectivamente, a usual e a referida no Exercicio
- 6.

2) Considere em R? com a topologia induzida pela métrica euclidiana d(x,y) =

= \/ (x1 —y1)%>+ (x2 —y2)%. Seja B a familia dos retdngulos abertos de lados paralelos ao

eixos em R?. Prove que B é base para a topologia usual do plano.

3) Seja K ={1/n:n € N*}. Dados a,b € R, a < b considere o conjunto |a,b[—K, de todos os

elementos em |a, b[ que ndo estdo em K.

a) Mostre que B = {|a,b[—K : a,b € R, a < b} forma uma base para R. A topologia em
R assim obtida é as vezes referida como K—topologia em R e denota-se Rg para indicar que

estamos considerando R com esta topologia.
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b) Mostre que a K— topologia (Tx) € mais fina que a topologia usual (T,,,) em R e que a K—
topologia e a topologia do limite inferior (t;) ndo sdo comparaveis. (Sugestdo: [0,1[ € T;, mas
0,1[¢tk; ]—3,1[-K €1k, porém|— 1, 1[-K & 1,.)

2.5 Sistemas de Vizinhancas/Base Local e Axiomas de Enume-
rabilidade

Para um estudo de algumas propriedades topoldgicas em um ponto de um espaco topoldgico s
interessam aqueles abertos que contém o ponto. Assim, da mesma forma que na se¢do anterior,

considera-se os sistemas de vizinhangas desse ponto (ou base para o conjunto das vizinhancas).

Definicao 2.5.1. Sejam (S,6) um espago topoldgico e p € S. Um subconjunto V de S é uma
vizinhanga de p se p € V°.

Definicao 2.5.2. Uma familia *5, de vizinhangas de p é chamada uma base para o sistema de
vizinhangas de p, ou uma base local em p, se qualquer vizinhanca de p contém um elemento desta

Sfamilia.
Observacao 2.5.3. i) Seja (S,6) um espago topoldgico. Todo ponto p € S possui pelo menos uma
base local, a saber B, ={G € 6: p € G}.

ii) Se B, é uma base local em p, entdo B) = {B°: B € B} é também uma base local em p, além
disso B}, € formada por elementos da topologia 6. Em fungdo disso podemos supor, na defini¢do,

que a base local °5,, em p seja tal que °B,, C G, isto é, que os elementos de *B, sejam abertos.
iii) Alguns autores, definem vizinhanga de um ponto p como um subconjunto aberto que contém p.

Exemplo 2.5.4. Num espago métrico (M,d), B, = {By(p,€) : € € R* } é uma base local. Também
B'), ={Ba(p,r);r € Q' } é uma base local em p.

Definicao 2.5.5. Dizemos que um espaco topoldgico (S,0) satisfaz o primeiro axioma de

enumerabilidade, ou é e espago, se todo ponto de S tem uma base local enumerdvel.

Exemplo 2.5.6. 1) (R,G,5,a1) € 1.

2) Mais geralmente, todo espago espaco métrico (espago topoldgico metrizdvel) é ey. Para cada p no
espago tome B, ={B(p,1/n),n € N*}, ou B', como no Exemplo Z34.

3) Todo espago topoldgico finito é e.
4) Para todo S # 0, (S,G4isc) € (S,Cca0) sd0 €1 espacos.

5) (R,Gcor) nao é ey. (Verifique! Sugestdo: suponha que exista B, base local enumerdvel em p;
B, = {B1,B2,...}, com Bi =R —F, F; finito. Tome q € R —[(U;F;) U{p}] e analise o que ocorre
com G=R—{q}).
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Lema 2.5.7 (Base Local Encaixada). Sejam (S,G) um espago topoldgico e, p € Se V ={Vy,Va,...}
uma base local enumerdvel em p. Entdo existe uma base local em p, U= {U,Us,...}, tal que
Uy DU DUz D ---,eU; CV, paratodoi=1,2,... Neste caso dizemos que U é uma base local (em

p) encaixada.

Demonstracdo. Definimos a base local U por recorréncia: tome U :=V; e defina U, := U,,_1 NV,
para todo n > 2. Deste modo, temos U; 1 C U; e U; CV;, paratodo i > 1. Além disso, U={U,:n €
N*} é uma base local em p. De fato, dado G € 6 com p € G, como V é base local em p, existe V;, € V
talque pe V, CG. Dai, Uy =U_1 NV, CV, C G, com p € U, € U. O que conclui a prova. ]

Proposicao 2.5.8. Sejam (S,0) um ey espaco e A C S. Entdo, x € A se, e somente se, existe uma

sequéncia (x,) de pontos de A tal que x,, — x.

Demonstragédo. (=) Seja x € A. Como S é e, pelo Lema I3, existe uma base local em x
(enumerével) encaixada, digamos U = {U, : n € N*}. Como x € A, todo G € 6 com x € G, temos
GNA # 0, logo, para todo n € N*, temos U,, NA # 0. Agora, para cada n € N*, escolha x, € U, NA.
A sequéncia (x,) é formada por elementos de A. Mostremos que x,, — x. De fato, dado G € 6 com
x € G, existe ngp € N* tal que x € U,, € G. Entdo, para todo n > no, x, € U, C U,, € G. Portanto

Xy — X.

(<=) Vale para qualquer espago topologico (ver Proposi¢ao Z373). H
Como todo espago métrico € e, tem-se:

Corolario 2.5.9. Em um espaco métrico M, dado A C M, x € A se, e somente se, existe uma sequéncia

(xn) de pontos de A tal que x, — x.

Observacio 2.5.10. i) Se um espago topolégico (S,6) ndo for ey, ndo vale, em geral, que se x € A
(A C8), entdo existe uma sequéncia de pontos de A convergindo para x. Por exemplo, considere o
espaco (R, Gcpen), onde Gepen = {0,R}U{G C R : G é enumerdvel}. Temos que (R, Gcpen) ndo é e;
(verifique!). Os conjuntos fechados sdo 0, R e F C R com F enumerdvel. Considere A =[0,1] C R.
Entdo o menor fechado que contém A é R (o tinico). Logo, A =R. Deste modo, 2 € A, mas ndo
existe sequéncia de pontos de A que converge para 2, pois se existisse, deveria haver ny € N* tal que
Xn, =2, para todo n > ng, o que ndo ocorre, pois 2 & A (lembre-se que as sequéncias convergentes em

(R, Gcoen) sGo as estaciondrias).
ii) No Cap. 6, Exercicio B2 - 6, é apresentada uma condigdo necessdria e suficiente, em termos de

sequéncia, para que x pertenga a A’ (com A C S, S espaco topoldgico).

Definicao 2.5.11. Dizemos que um espago topoldgico (S,G) satisfaz o segundo axioma de enume-

rabilidade ou que (S,0) € ez espago se existe uma base enumerdvel para a topologia G de S.

Exemplo 2.5.12. 1) (R, Gysa1) € 2.
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2) (S,04i5) € ea se, e somente se, S é enumerdvel. Em particular, (R,645) (ou, equivalentemente, o

espago métrico R com a métrica dyy) ndo é e.
3) (R,0c0r) ndo é es.
Proposicao 2.5.13. Se (S,0) € ey entdo (S,0) € ey.

Demonstracdo. Se B = {B1,B,,...} é base enumeravel para G, entdo dado p € S, o conjunto dos

abertos bdsicos que contém p constitui uma base local enumerdvel em p. Assim (S,0) € e;. [

Observacao 2.5.14. i) Ser e| ndo implica em e;. Por exemplo, (R,Gy;s) é e) mas ndo é e;.

ii) Também ser métrico ndo implica em ser e espaco, como vimos no exemplo anterior, item 2.

2.6 Espacos Separavel e de Lindelof

Definicao 2.6.1. Dizemos que um espago topoldgico (S,0) é separdvel se ele tem um subconjunto

enumerdvel D denso em S (D = S).

Exemplo 2.6.2. 1) Um espago topoldgico enumerdvel é separdvel.
2) (R, Ousual) € separdvel, pois Q é enumerdvel e denso em R.

3) (R, 04i5) ndo é separdvel.

Proposicao 2.6.3. Todo espaco topologico e, é separdvel.

Demonstracdo. Sejam (S,6) um espaco topoldgico e {B,,},c; uma base enumerével de S. Para cada
n € J, tomemos x, € B,. Entdo o conjunto D = {x, € S:n € J} é denso em S, pois se x € Se G é um
aberto contendo x, entdo existe um aberto bésico B, tal que x € B,, C G (Proposi¢ao 44, de modo

que GND # 0, ja que x, € GN D, e em consequéncia, x € D. 0

Observacao 2.6.4. A reciproca da proposicdo anterior em geral ndo é vdlida, isto é, ser separdvel
ndo implica em ser ep (vide Munkres [2Q|, Cap. 4, §30, Exemplo 3, p. 192). Em espagos métricos a

reciproca é verdadeira, como mostra o resultado seguinte.
Proposicao 2.6.5. Todo espaco métrico separdvel é e;.

Demonstragcdo. Seja (M,d) um espago métrico separdvel. Entdo, existe D = {x1,x2,x3,...} C M
denso enumerédvel. Considere B = {B(x;,r) : r € Q% , x; € D}. *B ¢ enumerdvel e ¢ uma base para
a topologia ¢ de M induzida pela métrica d. De fato, dado G € &, para todo p € G, existe € > 0 tal
que B(p,e) CG. Como D é denso em M, temos B(p,€/3)ND # 0, assim, existe x; € D tal que
d(p,x;) <€/3. Sejarec Qcom €/3 <r<2¢/3. Entao B(x;,r) C B(p,€), pois, paratodo y € B(x;,r),
d(p,y) <d(p,xi)+d(xi,y) <€/3+2¢/3=¢, e p€B(x;,r),umavezque d(p,x;) <€/3 <r. Assim,
dado G € 6 e p € G, mostramos que existe B(x;,r) € B tal que p € B(x;,r) C G, isto é, B é uma
base enumeravel para G. 0
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O resultado seguinte é consequéncia das duas proposicdes anteriores.
Corolario 2.6.6. Um espaco métrico é e) se, e somente se, é separdvel.
Introduziremos agora os conceitos de cobertura, subcobertura e espaco de Lindelof.

Defini¢ao 2.6.7. Uma familia {A)})c; de subconjuntos de S é uma cobertura de X C S se X C
UperAx. A cobertura é finita se L ¢é finito, enumerdvel se L é enumerdvel e é aberta se todos os
subconjuntos A, _sdo abertos em S. Se {A, } é uma cobertura de X, uma subcobertura de {A) } é uma

subfamilia de {A)} que também cobre X.

Definicao 2.6.8. Um espaco topolégico (S,06) é denominado espaco de Lindelof quando toda

cobertura aberta de S admite uma subcobertura enumerdvel.

Exemplo 2.6.9. 1) (S,6.40) € de Lindelof (e também separdvel), para todo S # 0.
2) (R,0¢of) € um espago de Lindeldf.

Proposicao 2.6.10 (Teorema de Lindelof). Sejam (S,6) um espago topolégico e G um subconjunto
aberto e ndo vazio de S. Se (S,0) é ey, entdo toda cobertura aberta de G admite uma subcobertura

enumerdvel, em particular, S é um espaco de Lindelof.

Demonstragdo. Sejam B = {B},B;,B3,...} uma base enumeravel para ¢ e {G;};c; uma cobertura
aberta para G (ndo necessariamente enumerdavel), i. é, G = J;c; Gi, G; € 6. Seja N ={n € N*: B, C
G;, para algum i € I}. Para cada n € A\ escolha um G;, tal que B, C Gj,. Entdo G = U,cq G,
(cobertura enumerdvel) , pois se x € G entdo x € G;, para algum i. Pela Proposicdo 244, existe
By, € N\ de modo que x € B, C G;. Logo m € N[ e pela escolha dos G;,,, x € B, C G;, C Unea Giy»

0 que completa a prova. [

Proposicao 2.6.11. Seja (S,0) um espaco e. Entdo qualquer base de S contém uma subfamilia

enumerdvel que é também uma base para a topologia de S.

Demonstragdo. Sejam {By},c;jcn+ uma base enumerdvel para 6 e {C) })ca uma base qualquer para
6. Dado que B, = Uyecp, Cas A}, C A, para cada n € I, segue do Teorema de Lindeldf, que B, =
Un,ea, Cr;» com A, enumerdvel, A, C A;,. Entdo, {Cy, : A; € Ay,n € I} é enumerdvel e constitui uma

base para a topologia ¢ de S. [
Proposicao 2.6.12. Subespaco fechado de um espago de Lindeldf é um espaco de Lindeldf.

Demonstragdo. Sejam (S,6) um espago de Lindelof e F C S um subconjunto fechado. Mostremos
que (F,oF) é espaco de Lindelof. De fato, se F = |J;<; G, € uma cobertura aberta em (F,Gr ), entdo,
como cada G € aberto em F, existe U, € ¢ tal que G) = Uy NF. Assim,

F=JG = unF)= (U Ux> NF.

A€L A€L AEL
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Logo S = (Uper,Up) UF€ é uma cobertura aberta de S. Como S € de Lindeldf, tal cobertura
admite subcobertura enumerdvel, digamos S = (U;c;Uj,) U F€¢, com J enumerdvel. Deste modo,

F C ;e Uy, donde segue que F' = | J;c; Gy, (cobertura enumerdvel), e portanto F' € de Lindelof. [
Proposicao 2.6.13. Num espaco métrico M, as trés condigcoes sdo equivalentes:
(1) M é ey espaco.
(i) M é um espaco de Lindelof.
(iii) M é separdvel.

Demonstragdo. Falta provar apenas que (ii) = (iii). Para cada m € N*, considere a cobertura de
M por bolas abertas C = {B(x,1/m), x € M} de M. Como M ¢é Lindelof, existe uma subcobertura
enumerdvel C' = {By1,Bm2,...} de M, onde B,y = B(x, 1/m). Tome X = {x; m,k € N*}. X é

enumerdvel e X = M. Assim M é separavel. 0

2.7 Propriedades Hereditarias e Transferiveis para o Produto

Definicao 2.7.1. Uma propriedade é denominada hereditdria se todo subespaco topologico de um
espaco que verifica a propriedade, também a verifica, isto é, se (S,0) tem a propriedade P e A C S,

entdo (A,G4) também satisfaz a propriedade P.

Definicao 2.7.2. Dizemos que uma propriedade é transferivel para o produto cartesiano se, o produto

cartesiano de espagos topoldgicos que satisfazem a propriedade, também verifica a propriedade.

Exemplo 2.7.3. Metrizabilidade é uma propriedade hereditdria e é uma propriedade que se transfere
para o produto finito.

Mostremos a hereditariedade. Seja (S,06) um espago metrizdvel (assim, existe uma métrica d tal
que G = G4 e todo aberto de S ¢é reunido de bolas abertas). Dado A C S, queremos mostrar que o
subespaco (A,Gy) € metrizdvel, ou equivalentemente, que todo aberto de A é reunido de bolas abertas
em A. Temos que U € G4 se, e somente se, existe G € 6 tal que U = GNA. Logo, G = e B(x,€x),
pois (S,0) € metrizdvel. Assim, U = (UycgB(x,€x)) NA = Uyeg(B(x,€x) NA), de modo que U é
aberto em A se, e somente se, U é aberto na topologia de A como subespaco métrico de S.

Que a propriedade se transfere para o produto finito, isto é, se (My,61),...,(M,,0,) sdo espacos
metrizdveis (em que G; é a topologia proveniente de uma métrica d;, i = 1,...,n) entdo M = M| X
o XM, com Gprq € metrizavel, segue do fato que G,,,q = Op, (a topologia produto coincide
com a topologia induzida pela métrica do mdximo em M, e portanto pelas outras métricas D e D

equivalente a D>) como jd mencionado na Observagdo - 1.

Exemplo 2.7.4. O primeiro e o segundo axioma de enumerabilidade sdo propriedades hereditdrias e

também se transferem para o produto finito. (Exercicio I8 - 32.)
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A propriedade de ser Lindelof ndo € hereditdria como ilustrado no exemplo/contraexemplo
seguinte. Observamos, entretanto, que subespagos fechados de um espaco de Lindelof € de Lindelof,

como vimos na Proposi¢ao 26172

Exemplo 2.7.5. Considere 6 ={GCR:0¢ G ou R—{1,2} C G}. © ¢ uma topologia em R e
(R,0) é um espaco de Lindeldf. O subespaco R —{0} com a topologia induzida ndo é de Lindeldf,

pois a cobertura aberta {{r} : r € R—{0}} ndo admite subcobertura enumerdvel.

A propriedade de ser um espago de Lindelof também ndo é transferivel para o produto. Um
exemplo desse fato é dado a seguir e serve também para mostrar que a separabilidade ndo é uma

propriedade hereditéria.

Exemplo 2.7.6. Seja (R,0), onde 6 é a topologia em R gerada pelos intervalos |a,b[, a,b € R
(topologia do limite inferior - Exercicio - 1). Entdo:

1) (R,0) é separdvel.

2) (R,0) é um espago de Lindeldf.

3) (R?,6prq = © X G) ndo é um espago de Lindeldf.

4) (R%,610q) € separdvel, mas A = {(x,y) € R? : x+y =0} C R? ndo é separdvel.

Com efeito: 1) (R,G) é separdvel, pois o conjunto dos niimeros racionais QQ é enumerdvel e denso

em R com essa topologia.

2) E suficiente mostrar que toda cobertura de R por elementos bdsicos admite uma subcobertura
enumerdvel. (Exercicio !) Seja C = { [ay,b)| }rer uma cole¢do de abertos em G tal que R =
UseLlan, br]- Queremos encontrar uma subcolegdo enumerdvel de A que também cobre R. Considere
o subconjunto de R, W := ¢y |ay,by|. Afirmamos que R —W é um subconjunto enumerdvel. De
fato, seja x € R—W. Entdo x ¢ lay,by|, para todo A € L (jd que x ¢ W). Logo devemos ter
x = ay,, para algum Ay € L. Escolha q, € Q, com g, € |ay,,by,| © W. Temos assim uma fungdo
de R—W em Q, x> qy, e essafungdo é injetora, pois se x,y € R—W, comx <y, entdo g, < qy
(caso contrdrio, teriamos x <y <qy <(qy, eassimy € W). Logo R—W ¢é enumerdvel. Portanto
existe uma subfamilia enumerdvel C' de C que cobre R —W. Mostremos que existe também
uma subfamilia enumerdvel de C que cobre W. Com efeito, considere agora R com a topologia
Ousual, com essa topologia, W é um aberto de R. Pelo Teorema de Lindelof (Proposi¢ao Z610), W
admite uma subcobertura enumerdvel, digamos C". Consequentemente, C'UC" é uma subfamilia

enumerdvel de C que cobre R e assim (R,G) ¢ de Lindeldf.
3) Considere A = {(x,y) € R? : x+y =0} CR% A é fechado em (R?,Gn0q) € a topologia induzida
em A é a topologia discreta. Em consequéncia, A ndo é espaco de Lindeldf, pois A é discreto e ndo

enumerdvel. Logo (Rz,cpmd) ndo é de Lindelof, pois se fosse, como A é um subespago fechado,

pela Proposicdo 6T, A também seria de Lindeldf, o que ndo ocorre.
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4) (R?, Gprod) € separdvel pois Q? é enumerdvel e denso em R?, mas o subespago A = {(x,y) € R?:

x+y =0} de R? ndo é separdvel, pois A é discreto e ndo enumerdvel.

2.8 Exercicios Gerais

1) Sejam (S,0) um espago topoldgicoe 0 #C CAUB C S. Mostre que se C € G4p entdo

CNA oy e CNB e op. DE um contraexemplo para mostrar que a reciproca € falsa.

2) Prove que se U € aberto em S e F € fechado em S, entdo U — F € aberto em S e F — U € fechado

em S.

3) (Topologia da Ordem). Seja E um conjunto totalmente ordenado. Dizemos que um subconjunto
A C E é aberto se, para todo x € A, o conjunto A contém um intervalo ]x;,x;[, onde x| < x < xp,
ou um intervalo [x, x;[ se ndo existe x; < x, ou um intervalo ]x;,x| se ndo existe x, > x, ou ainda,

A = {x} no caso em que E = {x}.

a) Demonstre que a classe dos conjuntos abertos definidos acima constitui uma topologia sobre

E. Tal topologia é chamada topologia da ordem sobre o conjunto totalmente ordenado E.
b) Verifique que, em R, a topologia usual da reta e a topologia da ordem coincidem.
4) Considere a topologia ¢ = {E,0,{a},{b},{a,b}} no conjunto E = {a,b,c}.
a) Encontre os fechados de (E, o).
b) Sendo A = {b,c}, determine A°, A, A¢, A’ e Fr(A).
¢) Para que pontos de E a sequéncia (a,c,a,c,a,c,...) converge?
5) Sejac ={0,R} U{]g,+oo[: g € Q}. Mostre que G ndo é uma topologia sobre R.
6) Seja E =[—1,1]. Considereaclassse 6={GCE: 0¢G ou |—1,1][ C G}.
a) Prove que ¢ é uma topologia sobre E;

b) Descreva os fechados de E.

7) Seja f: E — F uma fung¢do. Admitindo que exista uma topologia & sobre F, mostre que G =
{f~Y(G): G € o} éuma topologia sobre E.

8) Seja {G;}ic; uma colecgdo de topologias num conjunto X. Prove que 6 =();¢; G; € também uma
topologia sobre X. Em particular, se 61 e 6, s@o topologias, entdo 61 NG, € topologiaem X. A

reunido 61 U0, € uma topologia em X?

9) Sejam S um espago topolégico e A C S. Suponha que para todo x € A, exista um aberto U

contendo x tal que U C A. Mostre que A € aberto em S.



10)

11)

12)

13)

14)

15)
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Seja S um conjunto totalmente ordenado com a topologia da ordem. Mostre que |a,b[ C [a,b].
Sobre quais condi¢des vale igualdade?

Sejam A, B e Aj, A € L, subconjuntos de um espago S. Verifique que:

a) ANB C ANB, e que em geral nio temos a igualdade.

b) UA, € UA,;, para qualquer familia de subconjuntos Aj, e dé um exemplo para mostrar que

a igualdade falha. (Sugestdo: tome A, = {1/n}, n € N* em R com a topologia usual.)
¢) (AUB) =A'UB.

d) (ANB)'=A'NB.

e)AxB=AXB.

Mostre que:

a) Subespaco de um espaco de Hausdorff € um espaco de Hausdorff (i. é, ser Hausdorff é

propriedade hereditdria).

b) O produto de dois espacos de Hausdorff é de Hausdorff (ser Hausdorff € transferivel para o

produto).

¢) Um espago totalmente ordenado com a topologia da ordem é de Hausdorff.

Sejam (S, 6) um espaco topoldgico e A C S.
a) Mostre que A°NFr(A) =0.
b) Se A € aberto, € verdade que A = (A)°? (Sugestdo: tome (R,0.,¢) e A=R—{2}.)

c) Prove que A é aberto se, e somente se, Fr(A) =A — A.

d) Prove que A ¢é aberto se, e somente se, ANFr(A) =0.

Determine a fronteira e o interior de cada subconjunto do R? seguinte:

a)A={(x,y):y=0}

b) B={(x,y) :x>0ey#0};

c)C=AUB,;

d) D ={(x,y) : x é racional };

E={(x,y): 0<x®—y* <1} F={(x,y): x#0ey<1}

Sejam R := R U {—oo, +oo} com relagio de ordem usual entre os elementos de R e com
—oo < x < 400, se x € R. Considere sobre R a topologia da ordem. Mostre que:

a) R é aberto em R e R ndo é fechado em R;

b) R é separdvel, isto €, tem um subconjunto denso enumeravel.
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16) Verificar que:
ANB=0= Fr(AUB) = Fr(A) UFr(B);

17) Sejam ‘B uma base para a topologia ¢ em S e (x,) uma sequéncia em S. Mostre que x, — x se,

e somente se, para todo B € B com x € B, existe ng € N tal que n > np implica x,, € B.

18) Mostre que se B é uma base para a topologia ¢ em S, entdo G € a intersecdo de todas as

topologias em S que contém B. O mesmo ocorre se ‘B € uma sub-base.

19) Prove que se A € fechado em S e se B € fechado em 7, entdo A X B € fechadoem S X T, com a

topologia produto.

20) Prove que um espago topoldgico S é de Hausdorff se, e somente se, a diagonal A = {(x,x) :x €
S} é fechada no produto S x S.

21) Sobre o conjunto S = [0, 1] x [0, 1] considere a ordem lexicogrdfica, isto é, (a,b) < (c,d) se e
somente se a < c ou a = c ¢ b < d. Determine os fechos dos seguinte conjuntos em S com a

topologia da ordem:

a) {(+,0):n e N*}.

b) {(1-1,3):neN}.
) {(x,0):0<x<1}.
d){(x,1):0<x<1}.
e) {(3,):0<y<1}.

22) Seja (S,0) um espago topoldgico. Uma vizinhanga fechada de x € S é um subconjunto fechado
de S cujo interior contém x. Mostre que um espaco topoldgico (S,6) é de Hausdorff se, e
somente se, a interse¢do de todas as vizinhangas fechadas de x € S se reduz a {x}, para todo
xes.

23) Seja S um conjunto e, para cada x € S, considere uma classe V; C P(S), tal que:
HxeV,VVev,

(i) Vi,Va € Vo= 3V3 € VY tal que V3 C Vi NVy;
() Ve =30V, UCVtalqueVecl,Vyel.

Demonstre que existe uma dnica topologia em S tal que, para todo x € S, ¥, é o sistema
fundamental de vizinhangas de x nesta topologia. (Sugestdo: defina 6 = {G € P(S): Vx €
G,3V e VicomV C G}.)
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24) Determine as sequéncias convergentes de R com a topologia que t€ém como base a familia dos

intervalos da forma [a, +oo[, a € R.

25) Prove que o conjunto dos pontos isolados de um espago que satisfaz o segundo axioma de

enumerabilidade é enumeravel.

26) Prove que a familia de todos os semiplanos abertos constitui uma sub-base para a topologia

usual do plano R.

27) Seja S um conjunto infinito. Mostre que a topologia em S gerada pelos subconjuntos infinitos

de S € a topologia discreta.

28) Seja d uma métrica qualquer em M # 0. Prove que d(x,y) := min{l, d(x,y)} e d'(x,y) :=
d(x,y)

I+d(x,y)
as topologias correspondentes (induzidas por essas métricas) sao iguais. (Sugestdo: vide

sdo também métricas sobre M e que d é equivalente a d e a d’. Conclua que

Observagio IZI71.) A métrica d é chamada métrica limitada padrdo correspondente a d.

29) Demonstre que G é aberto em um espaco S se, e somente se, GNX = GNX, para todo X C S.

30) Prove as seguintes afirmacdes para um espago topoldgico S:
a) se {X;,t} é uma familia de subconjuntos de espaco S entdo JX;° C (JX;)°.
b) Fr(X) = (XNX°)U (X —X), para todo X C S.
¢) X = XUFr(X), para todo X C S.
d) Fr(X)UFr(Y)=Fr(XUY)UFr(XNY)U[Fr(X)NFr(Y)], paratodos X, Y CS.
e) Fr(X°) C Fr(X), paratodo X C S.
f) (AxB)°=A°xB°,paraA C S, BCT, T espago topoldgico e S x T com a topologia produto.
g) Fr(Ax B) = (Fr(A) x B)U (A x Fr(B)).

31) Verifique que R com a topologia 6 = {0,R} U{ |a,+oo[ : a € R} é separédvel.

32) Prove que e; e ez sdo propriedades hereditarias e que se transferem para o produto cartesiano

finito de espagos topoldgicos.



Capitulo 3

Continuidade

“A Matemdtica oferece as ciéncias exatas um certo grau de seguranga

que sem ela ndo poderiam alcangar.”

(A. Einstein)

3.1 Aplicacoes Continuas

No curso de Calculo Diferencial e Integral, uma funcdo f: A — R, A C R € dita continua em
p € A se, para todo € > 0, existe d > 0, de modo que |x — p| < & implica |f(x) — f(p)| <&, isto é, f(x)
fica arbitrariamente préximo de f(p) quando x se torna suficientemente préoximo de p. Uma outra
maneira de escrever a definicdo anterior € a seguinte:

f € continua em p se, para todo € > 0, existe d > 0 tal que f(B(p,9d)) C B(f(p),¢€)

(isto é, a imagem da bola aberta de centro p e raio  estd contida na bola de centro f(p) e raio €).
Assim, a no¢do de proximidade é formulada em termos de bolas abertas.

Num espago topolégico, definimos continuidade de uma aplicacdo substituindo as bolas abertas
(da reta ou de um espaco métrico mais geral) por abertos da topologia. Mostramos, em seguida, que
desta forma obtém-se uma extensao natural do conceito.

Com a notagéo f : (S,6) — (T, &) representaremos uma aplicagéo de S em T, sendo S e T espagos

topolGgicos com as topologias ¢ e &, respectivamente.

Definicdo 3.1.1. Dizemos que f : (S,06) — (T,&) é continua num ponto p € S se, dado U € & com
f(p) €U, entdo existe G € o, tal que p € G e f(G) CU.

Dizemos que f ¢é continua em S se for continua em todos os pontos de S.

Exemplo 3.1.2. 1) Sejam (T,&) um espaco topoldgico, X C T e Ex a topologia induzida sobre X.
Entdo, a aplicacdo inclusdo i : (X,Ex) — (T,§) dada por i(x) = x é continua. De fato, sejam x € X
eU €& tal que i(x) =x € U. Entdo UNX € &y, além disso, xcUNX ei(UNX)=UNX CU.

2) Dados S e T ndo vazios, toda aplicagdo f : (S,64is) — (T,E) é continua, quaisquer que seja a
topologia & em T.
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3) Toda aplicagdo f : (S,6) — (T,Gcq0) € continua, considerando qualquer topologia G em S.

4) As projecdes de S| X Sy em S| e Sy sdo continuas (S) X S, com a topologia produto). Vejamos que
p1:8S1 xSy — S, pi(x,y) =x € continua (a prova de que a projecdo sobre a outra coordenada é
continua é andloga). De fato, sejam (xo,y0) € S1 X S» e U um aberto de Sy contendo xo. Entdo U X S,
é aberto em S| X Sy relativamente a topologia produto, (xg,y9) € U X Sy e p1(U x S3) = U, donde p;

é continua em (xo,yo)-

Proposi¢ao 3.1.3. (Continuidade da aplicacdo identidade) Sejam S um conjunto ndo vazio, G e &
topologias em S. A aplicagdo identidade id : (S,6) — (S,§) € continua se e somente se G é mais fina

que & (ou seja, & C ).

Demonstra¢do. Suponhamos id : S — S continua. Seja U € . Se U = 0, entdo U € 6. Se U # 0,
para todo x € U, como id é continua existe Gy € ¢ tal que x € G, e G, = id(G,) C U, de modo que U
¢ aberto em 0. Assim U € G e, em consequéncia, § C ©.

Reciprocamente, se § C 0, dadox € Se U €& tal que id(x) =x € U, considerando G=U € & C o,
tem-se id(G) =id(U) =U. Assim id : (S,06) — (S,&) é continua. O

Proposicdo 3.1.4. Seja f: (S,06) — (T,&) uma aplicagdo. Sao equivalentes as seguintes afirmagdes:
(i) f é continua;
(i) f~Y(U) € o, para todo U € &;
(ii) f~U(F) é fechado em S, para todo F fechado em T.

Demonstragdo. (i) = (ii) Seja U um aberto em T. Se f~1(U) = 0, entdo f~'(U) € 6, de modo que
podemos supor f~1(U) # 0. Sejam x € f~'(U) e y = f(x) € U. Como f é continua em x, existe
Gcotalquex € Ge f(G) CU. Assim G C f~1(U), de modo que f~!(U) é aberto.

(ii) = (iii) Seja F um fechado de T. Entdo F€ é aberto e por (ii), f~1(F¢) = (f~!(F)) é aberto.
Logo f~!(F) é fechado.

(iii) = (i) Dados x € S e U um aberto de T tal que f(x) € U, segue que F = U° é fechadoem T e
f(x) € F. Assim, pela condigio (iii), f~!(F) é fechadoem Se x & f~!(F), donde x € (f 1 (F))*. Se
G=(fYF))=f"1U),entdio G€oc,x< Ge f(G) CU. Portanto f é continua. O

Observacio 3.1.5. Seja f : (S,6) — (T,&) uma aplicacdo. Entdo podemos definir a “aplicacdo
imagem inversa” f~':P(T) — P(S) que associa a cada U € P(T) o conjunto f~(U) ={x€ §:
f(x)eU} € P(S), istoé, que a cada subconjunto de T, associa-se a sua imagem inversa por f, que
é um subconjunto de S (lembramos que 6 C P(S) e que & C P(T)).

A Proposicdo afirma, entre outras coisas, que f é continua se, e somente se, f l(&) Co,
isto é, f~ aplica a topologia de T na topologia de S. De outro modo, f é continua se, e somente se, a

aplicacdo (imagem inversa) f~ ! restrita a € ¢é uma aplicagdo entre as topologias, isto é, f~ ! | gt E—o
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¢ uma aplicagdo. Esta é a razdo principal pela qual as aplicacdes continuas sdo as aplicacoes

consideradas em topologia.

Proposicao 3.1.6. Se f: (S,0) — (T,§) e g: (T,&) — (X,u) sdo aplicagdo continuas, entdo go f :
(S,0) — (X,u) € continua.

Demonstragdo. Dado V aberto em X, g~ (V) é aberto em T (pois g é continua) e como f é continua,

g Y (V)= (gof)~1(V) é aberto em S, o que implica que go f é continua. O

Proposicao 3.1.7. Seja f: (S,6) — (T,§) uma aplica¢do. Entdo f é continua se, e somente se,

f(A) C f(A), para todo A C S.

Demonstracdo. (=) Seja y = f(x) com x € A. Vamos mostrar que y € f(A). Seja U € &, com
y = f(x) € U. Como f é continua, existe G € 6, x € G tal que f(G) CU. Agora,x CAex € G €0,
logo GNA # 0, isto é, existe z € GNA. Dai, f(z) € f(G)Nf(A) CUNf(A). Portanto UN f(A) # 0

e assim y € f(A). Em consequéncia, f(A) C f(A), paratodo A C S.

(<) Seja F C T um fechado. Mostraremos que A = f~Y(F) é fechado, isto é, A C A. De fato, por
hipétese, f(A) C f(A), de modo que, A C f~'(f(A)), donde segue, substituindo A e usando que F é
fechado, que

ACF Y fA) = tF) = Ff©S) C I (F)=r'(F)=A

Assim, A=A, e portando A € fechado. O]

A proposicao seguinte reduz a verificagao da continuidade aos aberto bdsicos, ou mais ainda, aos

abertos sub-basicos.

Proposicao 3.1.8. Sejam f : (S,0) — (T,§) uma aplicagdo, B = {Uy : A € L} uma base para & e
S = {V, : u € M} uma sub-base para &. Entdo:

(i) f é continua se, e somente se, para todo U, € B, tem-se f~1(U,) € ©.
(i1) f € continua se, e somente se, para todo V, € S, tem-se f -1 (Vy) €o.

Demonstragdo. Mostraremos (ii). Se f € continua e V), sub-bdsico, entdo f -1 (Vy) € o, pois aimagem
inversa de aberto € aberto, de modo que a condi¢ado € necessaria. Para estabelecermos que a condicao
¢ suficiente, seja U € § um aberto. Como & € sub-base, U € a reunido de intersegdes finitas de
elementos de &, isto &, U = U;¢; (M2, Vi, )> onde I é um conjunto qualquer e n; € N*. Assim, usando

as propriedades de imagens inversas de reunides e interse¢des, temos

o= r" (U ( i V)) =UJr! (ﬂ V) =U ( i f1<vik)) -
iel \k=1 i€l k=1 i€l \k=1

Como, por hipétese cada f~!(V;,) é aberto, segue que f~!(U) € aberto, donde f é continua. O
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3.1.1 Continuidade em Espacos Métricos

Sejam (M,d) e (N,d") espagos métricos, ¢ e 6’ as topologias induzidas pelas métricas d e d’,

respectivamente. O conjunto das bolas abertas de centro num ponto p e raio r > 0 forma uma base

para as topologias induzidas pelas métricas dos espagos M e N. Deste modo, f : (M,d) — (N,d’) é

continua em p € M se, e somente se:

VUed, f(p)eU,3Geo, peG: f(G)CU &

& VB(f(p),e), e>0,3B(p,0): f(B(p,d)) CB(f(p),e) =

&Ve>0,30>0: d(x,p) <d=4d(f(x),f(p)) >e.

3.1.2 Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Justifique as equivaléncias apresentadas acima em BTl

Sejam (M,d) e (N,d") dois espagos métricos. Uma aplicagdo f : M — N é uma imersao
isométrica se d'(f(x), f(y)) = d(x,y), para todos x,y € M. Uma imersdo isométrica é sempre
injetora (porque?). Uma imersdo isométrica sobrejetora (e portanto bijetora) ¢ denominada
isometria (assim, se f : M — N é uma imersdo isométrica entdo f : M — f(M) é uma isometria).

Mostre que toda imersdo isométrica (e portanto toda isometria) € uma aplicagdo continua.

Sejam S um espaco topoldgico, 7 um espaco de Hausdorff e f,g : S — T aplicagdes continuas.

Mostre que {x € S: f(x) = g(x)} € um subconjunto fechado de S.

Sejam S um espaco topoldgico, 7 um espaco de Hausdorff e f : S — 7 uma aplicagdo continua.

a) Mostre que o grafico Gy = {(x, f(x)) € SxT :x€ S} é fechado no produto S x T'. (Sugestdo:
tome (x,y) € Gy, usando a continuidade de f mostre que toda vizinhanca de f(x) intersecta
toda vizinhanca de y, donde segue da condig¢do de T ser de Hausdorf que y = f(x) e assim
(x,y) € Gy.)

b) Verifique que a reciproca € falsa através do contraexemplo f : [0, 1] — R dada por f(0) =0
ef(t)=1/t,se0<r<1.

Sejam f: § — T continua e E C S. Prove que a restricdo f|g de f a E é continua.

Mostre que f : X — Y € continua se, e somente se, f : X — f(X) é continua (f(X) tem a
topologia induzida de Y).

Seja f : X — Y uma aplicag@o, onde Y € um espago topoldgico e X é um conjunto nao vazio.
Considere a topologia sobre X dada por 6 = {f~!(A) C X : A é aberto em Y} (ver Exercicio

DR - 7). Prove que f € continua (considerando em X essa topologia).
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8) Sejam X um espago topoldgico, ¥ um espaco métrico e A um subespaco de X. Mostre que, se
f:A —Y é continua, entdo f pode ser estendida a uma aplicacdo continua f : A — Y que é

unica.

9) Sejam X um espaco topoldgico e A C X. A funcgdo caracteristica de A é a fungaocy : X — R,
dadaporca(x) =1,sex €A, e, ca(x) =0, se x € A. Prove que, com a topologia usual em R, c4

é continua em p € X se, e somente se, p &€ Fr(A).

10) Determinar todas as fungdes continuas f: (R,0) — (R,0),com o ={R,0}U{]a,+oo[:a € R}.

3.2 Continuidade em Espacos ¢,

Aplicagdes continuas levam sequéncias convergentes em sequéncias convergentes. A reciproca
desta fato €, em geral, falsa. No entanto, no caso em que o dominio da aplicacdo satisfaz o Primeiro
Axioma de Enumerabilidade (€ e1), a reciproca é verdadeira, de modo que neste caso, a continuidade

pode ser deduzida a partir da convergéncia de sequéncias.

Proposicao 3.2.1. Se f: (S,6) — (T,&) é uma aplicagdo continua em x € S e (x,) é uma sequéncia

de pontos de S tal que x, — x, entdo a sequéncia (f(x,)) converge para f(x) em T.

Demonstragdo. Suponha que f: S — T é continua e seja (x,) uma sequéncia em S convergindo para
x. Mostremos que f(x,) — f(x). Para isso, seja U € & tal que f(x) € U. Como f é continua em x,
existe G € 6, com x € G, tal que f(G) CU. Como x, — x, e x € G, existe ng € N* tal que x,, € G, para
todo n > ng. Nestas condi¢des, para n > ng, como x, € G, segue que f(x,) € f(G) C U. Portanto

f(xn) = f(x). O

Definicdo 3.2.2. Dizemos que f : (S,0) — (T,§) é sequencialmente continua se f(x,) — f(x),

quando x, — x, para toda sequéncia (x,) e x € S.

A Proposi¢ao BT implica que, se f € continua, entdo f é sequencialmente continua. A reciproca

deste fato € falsa, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 3.2.3. Sejam S =R, com a topologia 6 = Gcpen = {0} U{G C S: G° =S5—G é enumerdvel},
T =[0,1] C S com a topologia & de subespaco de S (& ={GN[0,1]:Gec}) e f:S— T dada
por f(x)=ux,se x€[0,1], e f(x)=0, sex¢&[0,1]. Afuncdo f ndo é continua e é sequencialmente
continua. De fato, f ndo é continua pois, por exemplo, tomando F = {0}, tem-se que F ¢é fechado em
T (visto que {0}¢ = (R—{0})N[0,1] €& ), mas f~1({0}) =] —o0,0] U]1,+oo[ ndo é fechado em .
Agora, que f é sequencialmente continua segue do fato que, em (R,0), as sequéncias convergentes
sdo as estaciondrias, ou seja, em (]R,G) uma sequéncia x, — p se, e somente se, existe ny € N* tal
que x, = p, para todo n > ngy (Exercicio Z371-1). Logo, f(x,)= f(p), para todo n > ny, e portanto,

fn) = f(p)-
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Proposicao 3.2.4. Seja (S,6) um espago satisfazendo o primeiro axioma de enumerabilidade. Entdo

f:(S,0) = (T,§) é continua se, e somente se, f é sequencialmente continua.

Demonstracdo. (=) E verdadeira mesmo que (S, 6) nio seja e (Proposicdo BZZT).

(<) Suponhamos f sequéncialmente continua. Se f nao fosse continua em algum x € S, teriamos
um aberto U € & contendo f(x) tal que, para todo aberto G de S contendo x, tem-se f(G) € U.
Em particular, se U, = {U;};cn+ € uma base local encaixada em x (que existe pois S € e;), entdo
f(U;) € U, paratodo i € N*. Sejax; € U; com f(x;) ¢ U. A sequéncia (x;) converge para x, mas f(x;)
ndo converge para f(x), contrariando a hipétese. Desta forma, f é continua em x, para todo x € S,

logo f é continua. O

Corolario 3.2.5. Em espacos métricos, uma aplicacdo é continua, se e somente se é sequencialmente

continua.

3.2.1 Exercicio

1) Prove que se X e Y sdo espagos métricos entdo f : X — Y € continua se, e somente se, f €
sequéncialmente continua (coroldrio anterior). O resultado vale se X € um espago métrico e
Y é um espaco topoldgico qualquer? E se X é um espago topoldgico qualquer e ¥ um espago

métrico? Justifique.

3.3 Aplicacoes Abertas, Aplicacoes Fechadas e Homeomorfismos

Nesta se¢do definimos aplicacOes abertas, fechadas e homeomorfismos entre espacos topoldgicos.
Definicdo 3.3.1. Seja f: (S,06) — (T,§) uma aplicagdo. Dizemos que:

(1) f é aberta se a imagem de qualquer aberto de S é um aberto em T, isto é,
Geo = f(G)e&, VGeo.

(2) f éfechada se a imagem de qualquer fechado de S é fechado em T, isto é, se F é fechado em S
entdo f(F) fechado em T, para todo F fechado em S.

Exemplo 3.3.2. 1) Seja A C S. A inclusdo i : (A,64) — (S,0); i(x) = x, é uma aplicacdo aberta
(aplicacdo fechada) se, e somente se, A é um subconjunto aberto (subconjunto fechado) de S.

2) As projecdes py : Sy X Sy — S1 e py: S X Sy — Sy, dadas por pi(x,y) = x e pa(x,y) =y sdo
aplicagées abertas (S1 X S» com a topologia produto).

3) Uma aplicagdo pode ndo ser aberta nem fechada. Sejam S =T = {a,b,c}, 6 = {0,{a},S} e
£=1{0,{a,b},{c},T}. A aplicacdo identidade id : (S,c) — (T,&) ndo é aberta e nem fechada.
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Definicdo 3.3.3. Dizemos que uma aplicag¢do f : (S,6) — (T,§) é um homeomorfismo se f ¢é
continua, bijetora e f~' é continua. Dizemos que dois espacos sdo homeomorfos se existe um

homeomorfismo entre eles.

Notemos que a relagdo ‘“ser homeomorfos” é uma relagdo de equivaléncia entre espagos
topolégico. Se f : (S,0) — (T,§) é um homeomorfismo, entdo aplicagio imagem inversa (ja
referida na Observagio BI3) f!: P(T) — P(S) que associa a cada U € P(T) o conjunto
U U)={x€S: f(x) €U} € P(S) ébijetora e satisfaz £ (£) =G (e existe uma correspondéncia
entre os abertos de S e 7). Assim, homeomorfismo € a equivaléncia topoldgica:

“no estudo das propriedades topologicas ndo se distingue dois espagcos homeomorfos”.

Exemplo 3.3.4.

1) Sejam S =T =R, 6 ={0,{a},R} topologia em S e & = {0,{b},R}. A aplicagdo f:S — T dada
por f(a) =b, f(b) =ae f(x) =x para x # a e x # b é um homeomorfismo.

2) A reta real com a topologia usual é homeomorfa ao subespaco A = {(x,0) € R?> : x € R} com a
topologia induzida do plano, através da aplicacdo f : R — A definida por f(x) = (x,0).

3) (Projecio estereogrifica) Considere S' = {(x,y) € R? : x> +y> = 1}, com a topologia de
subespaco de R? (usual). S' —{(0,1)} e R com a topologia usual sdo espagos homeomorfos,
uma vez que a aplicacdo p : S' —{(0,1)} = R; p((x,y) = x/(1 —y) é um homeomorfismo.
Mais geralmente, considerando S" = {(x1,...,x,11) € R"1 : x% + .. —i—x%Jrl = 1}, a esfera n-
dimensional, com a topologia (usual) de subespago. S" —{(0,...,1)} e R" sdo espacos homeomorfos
com P(X1, .o Xn, Xnt1) = (X1/(1 = Xn1)5 o Xn/ (1 = Xn1)) = [1/(1 = Xn41)].(x1, .0, %0) sendo um
homeomorfismo.

4) (R, Gysuar) ndo é homeomorfo a (R, G q).

5) Todo espago métrico (M,d) é homeomorfo a um espagco métrico limitado. Para ver isso tome,
por exemplo, a métrica d = min{1,d(x,y)}, d e d sdo equivalentes (vide Exercicio I8 - 28), logo as

topologias 64 =065 e assimid : (M,d) — (M,d) é um homeomorfismo.
Proposicdo 3.3.5. Se h: (S,0) — (T,&) é bijetora, entdo sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(1) h é um homeomorfismo.
(i1) h € aberta e continua.
(iii) h é fechada e continua.

(iv) h(A) = h(A), para todo A C S.

Demonstragdo. (1) = (i1) Seja U um aberto S. Como h=!':T — S é continua e U é um aberto S,
vem que A(U) = (h=')~!(U) é aberto de T, donde segue que & é aberta. Agora h é continua pois é

homeomorfismo.
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(i) = (iii) Se F C S ¢é fechado de S, entdo S¢ € aberto em S. Assim, como h € aberta, segue que
h(F€¢) = (h(F))¢ é aberto de T. Logo h(F) é fechado. Portanto % é fechada.

(iii) = (iv) Como h é continua, pela Proposi¢do B2, temos h(A) C h(A). Agora, como h(A) é um

fechado que contém h(A), temos h(A) C h(A), e assim segue a tese.

(iv) = (i) Como h(A) = h(A), pela Proposi¢ao BI72, h é continua. Agora, dado B C T, seja A =
h~1(B). Temos

h(h~'(B)) = h(h~'(B)) = B,
consequéntemente, 4~ (B) = h~!(B) e h~! é continua, novamente pela Proposicio B2, O

Definicdo 3.3.6. Uma aplicagdo f : (S,06) — (T,§) é um homeomorfismo local se, para todo x € S,
existe GC S, Geocomx € G, tal que f(G)=H, H € § e a restricdo fic : G — H é homeomorfismo.

Exemplo 3.3.7. Considere R e R* com as topologias usuais. A funcdo f :R* — R definida por
f(x) = x? é um homeomorfismo local. Note que se consideramos g : R — R com g(x) = x?, g néo é

homeomorfismo local.
Proposicao 3.3.8. Todo homeomorfismo local é uma aplicacdo aberta.

Demonstragdo. Sejam f : (S,6) — (T,&) um homeomorfismo local e V um aberto de S. Para todo
x €V, existe G, C S, G, € 0, com x € Gy, tal que f(Gy) = H,y, Hy, € &, e a restri¢éo fiG, 1 Gx — Hy €
homeomorfismo. Notemos que U, := G, NV & aberto de Gy e como f|Gx : G, — H, é homeomorfismo,
f(U,) é aberto de Hy. Dai, f(V) = f(Uyey (GxNV)) =Uyey f(Uy) é aberto em T. O

Exemplo 3.3.9. A funcio f : R — S' definida por f(t) = (cos2nt,sen2nt), considerando em R e
S! as topologias usuais, é um homeomorfismo local e uma aplicacdo aberta. Para ver que f é um
homeomorfismo local observe que:

(a) R é coberto por intervalos do tipo In, n+ %[, Jn—3,n}, ln—3, n+%} Jn+i n+3) nez;
(b) Ar={(x,y) €8 y>0}, Ap={(x,y) €Sy <0}, As={(x,y) €S, x>0}, As={(x,y) €
sl x< 0} sdo abertos de sl e

(c) as restricoes f : |n, n+ 3 — Ay, fi: n—1%, n[ = Ay, fi: In—1 n+3[ = A3 e
fiiln+ i, n+ ?T[ — A4 sd@o homeomorfismos.

Que f é aberta segue da proposicdo anterior.

Observacao 3.3.10. Uma aplicacdo pode ser continua, bijetora e ndo ser homeomorfismo (vide

Exercicio B3 - 1). Isto ndo acontece quando o dominio e o contradominio é o espago R com a

topologia usual (Exercicio B30 - 2).
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3.3.1 Exercicios

1) D& um exemplo para mostrar que uma aplicagdo bijetora e continua entre dois espacos
topolégicos pode nio ser um homeomorfismo. (Sugestdo: considere a aplicagdo f : [0,1] — S!
dada por f(r) = (cos2nt, sen2nt).)

2) Considere R com a topologia usual. Mostre que se f : R — R € continua e bijetora entdo f é

um homeomorfismo (vide Lima [[3], Cap.7, §2, Teor. 5, p. 78).

3) Prove que as projecdes p; : S; x S — §;, i = 1,2, sdo aplicagdes abertas (Exemplo -2).

Dé um exemplo para mostrar que podem ndo ser fechadas.

4) Seja M um conjunto nio vazio munido de duas métricas: d e d’. Demonstre que as métricas
d e d’ sdo equivalentes se, e somente se, a aplicagdo identidade id : (M,d) — (M,d’) é um

homeomorfismo.

3.4 Propriedades Topologicas

Definicao 3.4.1. Uma propriedade (em espacos topologicos) é chamada propriedade topologica
quando é preservada por homeomorfismos, isto é, todo espaco topologico homeomorfo ao espaco

que satisfaz a propriedade, também deve satisfazé-la.

Exemplo 3.4.2. Seja (S,0) um espago topoldgico onde todo subconjunto unitdrio é fechado. A
propriedade de que todo subconjunto unitdrio é fechado é uma propriedade topologica, pois, se
f:8S— T é um homeomorfismo e 'y € T, entdo existe x € S tal que y = f(x); assim f({x}) = {y} e

{y} é fechado por ser imagem de um fechado por um homeomorfismo.

Exemplo 3.4.3. Metrizabilidade é uma propriedade topoldgica. De fato, sejam (S,G) um espago
topoldgico metrizdvel e (T,§) um espaco homeomorfo a (S,6). Se d:S xS — R é a métrica que
induz a topologiac e [ : (T,&) — (S,0) é um homeomorfismo. Definimos e : T x T — R por e(x,y) =
d(f(x),f(y)). E ficil ver que e é uma métrica sobre T. Além disso, se U € &, entdo f(U) € o, de
modo que f(U) = Uxe pv) B(x,7x), rx > 0. Assim,

v=5"1 U Bxr)|= U r'Bxn) u UB( (%), 7).
xef(U) xef(U)

Justificativa de (x):

z€ [TH(B(x,)) & f(2) €Blx,ry) & d(f(2).x) <rx & e(f~ (f(2), /7' (x) <rx

e ez, f 1 x) <re © zeB(f 1 (x),r).
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Logo, U é uma unido de bolas abertas relativamente a métrica e, de modo que U é aberto na
topologia de T como espaco métrico com a métrica e.

Por outro lado, se U é aberto de T relativamente a métrica e, entdo U = J,cy B(x,ry), e > 0.
Assim f(U) = f(UB(x,ry)) = UB(f(x),ry) € 6, de modo que U = f~'(f(U)) € & pois f é um
homeomorfismo. Portanto § coincide com a topologia induzida pela métrica e, e consequentemente,

(T,&) é metrizdvel.

Exemplo 3.4.4. Separabilidade é uma propriedade topolégica. De fato, suponhamos que f : (S,6) —
(T,7) seja um homeomorfismo e que exista A = {xy,x,,...} tal que A= S. Entdo T = f(S) = f(A) =
f(A) = {f<x1)7f<x2)7 .. }

Exemplo 3.4.5. Os dois axiomas de enumerabilidade (e; e ey) sdo propriedades topologicas.
(Verifique!)

Note que a propriedade de ser limitado (em espagos metrizaveis) ndo € propriedade topoldgica,
pois, por exemplo, X = | — 1, 1] e R sdo espacos homeomorfos (com a métrica usual), X € limitado,

enquanto que R nao é.

3.5 Topologia Induzida por uma Familia de Funcoes

Sejam S um conjunto ndo vazio e (7,§) um espago topoldgico. Dada uma aplicagdo f: S — T,
ndo tem sentido perguntar se f é continua ou ndo, pois aplicacdes continuas sdo definidas entre dois
espacos topoldgicos e S ndo é um espaco topologico.

Problema: dar a S uma topologia relativamente a qual f resulta continua.

E ficil imaginar/acreditar que o problema acima tem, geralmente, muitas solu¢des. Uma solugio
(geral) € obtida considerando em S a topologia discreta, de fato neste caso toda aplicagdo torna-se
continua, independente da topologia de 7. Reformula-se entdo a questdo, pedindo (dado f e uma
topologia § em T') que se dé uma topologia sobre S que seja a menos fina com esta propriedade, dado

que a resposta para o problema como proposto acima € trivial.

Proposicao 3.5.1. Sejam S um conjunto néo vazio, (T,&) um espaco topolégico e f:S— (T,§) uma
aplicagdo. Entdo, 6= {f~'(U):U €&} éumatopologiaemSe f:(S,6) — (T,&) é continua. Além
disso, G € a topologia menos fina (menor topologia com relacdo a inclusdo) com esta propriedade.
Mais geralmente, se (T;,&;), i € I sdo espagos topoldgicos e f;:S — (T;,&;) sao aplicagdes, entdo
T ={f'(U):U €&, i€} éuma sub-base para uma topologia & em S (dada pelas reunides de
intersecdes finitas de elementos de ‘T'), relativamente a qual as aplicacdes f; da familia {fi}ic; sdo

todas continuas, e G é a topologia menos fina em S com esta propriedade.

Demonstracdo. O caso de uma dnica aplicagdo f : S — (T,§) é bem simples. Para o caso de uma
familia de aplicagdes f;: S — (T;,&;), notemos que T = {f; '(U):U €&;, i € I} é uma sub-base
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para uma topologia G em S (pois S é reunido de elementos de 7). E 6 € a menos fina que torna todas
as f; continuas porque qualquer topologia T em S que torna todas as f; continuas, necessariamente

deve conter 7. O

Definicao 3.5.2. A topologia em S obtida como na Proposicdo B3 é chamada topologia induzida
sobre S pela aplicagdo f e topologia &, ou pela familia de aplicacdes { f;}icj e topologias &;’s.

Exemplo 3.5.3. 1) Dados um espaco topoldgico (T,E) e X C T, a topologia Ex do subespaco X é a
topologia induzida pela inclusdo i : X — T, dada por i(x) = x.

2) Dados S| e Sy espagos topoldgicos, a topologia produto em S = S X Sy € a topologia induzida
pelas projecoes nas coordenadas, p;: S — S;, i = 1,2. (Verifique!)

3.5.1 Exercicios

1) Mostre que para qualquer aplicagdo constante f : S — (T,§); x— ¢ (c € T), a topologia
induzida em S € a cadtica 6 = {0, S}.

2) Dados S um conjunto arbitrério, (7;,&;)ic; uma familia de espagos topoldgicos e {f; : S —
(T;,&;) }icr uma familia de aplicagdes constantes, determine a topologia induzida em S por essa

familia de aplicagoes.

3) Mostre que a topologia 6 em R induzida pela funcdo f : R — (R,0ueaw); f(x) =2x+1¢€
a topologia usual. (Sugestdo: note que |c,d| € o, para todos ¢ < d, ¢,d € R, pois |c,d[=
FH)2c+1, 2d+1]).)

4) Determine a topologia em R induzida pela aplicagdo, f: R — (R,Gugq); f(x) =0sex<0e
fx)=1sex>0.

5) Considere em R a topologia do limite inferior gerada pelos intervalos [a,b[,a,b € R,a < b.
Mostre que a topologia induzida em R por todas as aplicagdes lineares f: R — (R, Gy 5a1)
é a topologia discreta. (Sugestdo: para cada u € R, {u} = f;'([0,1]) N £5 '(]0,1[), sendo
filk)=x—ue fr(x) = —x+u)

3.6 Topologias Coinduzida e Quociente

A questdo aqui é semelhante a tratada na Se¢do B3. Sejam (S,6) um espago topoldgico, T um

conjunto ndo vazio e f : S — T uma aplicagdo.
Problema: determinar uma topologia sobre T que torna f continua.

A topologia indiscreta ¢ = {0, 7} sobre T tem a propriedade, independentemente de (S,0) e f,

sendo deste modo uma solugio trivial para o problema. Também, se f : (S,6) — (7,&) é continua
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(ou seja se & é uma solugdo) e 6 é menos fina que &, entdo f: (S,0) — (7,0) é continua. Nestas
condi¢des, queremos agora obter a topologia mais fina (“maior”) em 7 que tem esta propriedade.

Obviamente ela vai ter que depender de f e (S,0).

Proposicao 3.6.1. Sejam (S,0) um espago topolégico, T # O um conjunto e f : S — T uma aplica¢do.

Entdo:
(i) E={UCT:f Y (U)€c}éumatopologiaemT.
(i) f:(S,0) — (T,) é continua.
(iii) & ¢ a topologia mais fina sobre T que torna f continua.

Demonstragdo. (i) Temos que 0 e T sio abertos em T pois f~1(0) =0e f~!(T) = S € 6. Também,
U, e&= fHUINU) =1 U)NfF ) €=U NU, € Agora, Uy €& VAEL=
F Y Urer Un) = Usper 71U € 6, pois f~1(Uy) € o, para todo A € L, e © é topologia. Assim
UneLUr €.

(i) £ : (S,06) — (T,&) é continua, pois se U € & entdo f~ ! (U) € o (pela definigio de &).

(iii) Se 8 é uma topologia em T tal que f : (S,6) — (T,0) é continua, entdo, dado V € 0, tem-se
f~1(V) €6, eassimV €& (pela defini¢io de §). Logo 0 C &, isto é, & é mais fina do que 6. O

Definicao 3.6.2. Seja f : (S,06) — T uma aplicagdo, com (S,G) espago topolégico e T # 0. A
topologia em T como na Proposicao B61 é chamada topologia em T coinduzida pela aplicacdo

f e é denotada, as vezes, por Gy.

Exemplo 3.6.3. 1) Considere S = {1,2,3} com a topologia 6 = {0,{1},S}, T ={a,b}, e f: S—T
dada por f(1) = f(3) =a e f(2) = b. Entdo a topologia 6y em T, coinduzida por f, é a cadtica.

2) Sejam (S1,01), (S2,02), espacos topoldogicos. Considere em S = S| X Sy a topologia produto
G =G| X 0y e sejam p; : (S,06) — S;, i = 1,2 as projecdes, entdo a topologia em S; coinduzida por p;,

Gp;, coincide com Gj, i =1,2.

Observacao 3.6.4. Sejam (S,6) um espaco topolégico, T um conjunto ndo vazio, f :S — T uma
aplicagdo e Sy a topologia coinduzida em T. Se f : S — T ndo é sobrejetoraey € T — f(S), entdo
{y} € oy, pois f~1({y}) =0 € ©. Assim, a topologia coinduzida & definida em T é discreta fora
da imagem de S. Por esta razdo quando se considera em T a topologia coinduzida por f:S — T,
ndo se perde muito em trabalhar com f : S — f(S), de modo que podemos supor que f : S — T é

sobrejetora.

Um caso interessante e bastante util de topologia coinduzida é o seguinte.
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Definicao 3.6.5. Seja (S,0) um espaco topoldgico munido de uma relacdo de equivaléncia R
e considere S/R = {[x]; x € S} o conjunto das classes de equivaléncia (conjunto quociente).
Entdo podemos considerar em S/R a topologia coinduzida pela aplicacdo q : S — S/R;
x — q(x):= [x] (aplicagdo candnica). Nesse caso a topologia (coinduzida) em S/R_é chamada de

topologia quociente e o espago topolégico S/R._é chamado espagco quociente de S pela relacdo R .

Exemplo 3.6.6. 1) Considere no espaco S = R dos niimeros reais, a relacdo de equivaléncia
x~Yy & x—y€Z. Entdo podemos considerar em R/ ~ a topologia quociente. Note que hd
uma bijecdo entre R/ ~ e S'. o circulo de raio 1 (R/ ~ — S'; [x] — e*™* = (cos2mx, sen2nx)).

Esse espago quociente é as vezes também denotado por R /Z.

2) Se tomarmos R? com a topologia usual e a relacdo de equivaléncia
(x1,31) ~ (x2,y2) & x1—x2 e y1 —y2 €Z,
obtemos uma estrutura de espago topoldgico para o espago quociente R?/ ~, também denotado por

R?/(Z x 7Z.), usualmente referido como o “toro bidimensional”.
Observacao 3.6.7. A topologia coinduzida ndo torna f aberta ou fechada, necessariamente.

Exemplo 3.6.8. Em |0, 1] consideremos a topologia induzida da reta real e seja f : [0,1] — {0,1} a
fungdo caracteristica de [%, 1}, isto é, f(x) =1, sex € [%, 1}, e f(x)=0, sex€ [O, % [ A topologia
coinduzida sobre {0,1} ¢ a topologia & = {0,{0},{0,1}}. Tem -se que:

f ndo é aberta, pois f(}%,%[) = {1} ndo é aberto em {0,1}, e

f ndo é fechada, pois f ( [O, %]) = {0} ndo é fechado.
S =1{0,1} com a topologia {0,{0},{0,1}} é chamado Espago de Sierpinski.

Proposicao 3.6.9. Sejam (X,6) e (Y,0) espacos topologicos e [ : (X,6) — (Y,0) uma aplicacao.
Se [ é sobrejetora, continua e aberta (ou fechada), entdo © = Gy, isto é, a topologia 6 de Y ¢é a

coinduzida.

Demonstragdo. Seja f : (X,06) — (Y,0) continua, sobrejetora e aberta. Considere 67 a topologia
coinduzida em Y, entdo G € a topologia sobre ¥ mais fina que torna f continua, de modo que 6 C G¢.
Por outro lado, seja V € 6 um aberto na topologia coinduzida. Entdo, por defini¢do de o, f “Lv)é
aberto em (X,G) e, como f é aberta e sobrejetora, f(f~!(V)) =V é aberto em (¥,0). Assim, V € 0

e 67 C 0. Desta forma, 6 e 6 coincidem. Se f € fechada, a prova € anéloga. O]
Proposicdo 3.6.10. Seja f: (X,0) — (Y,&) uma aplicagdo sobrejetora e continua. Entdo:

(i) A relagdo em X, definida por R = {(x,y) € X x X : f(x) = f(y)} é uma relacdo de

equivaléncia.

(i) Se considerarmos no conjunto quociente X /R a topologia quociente G, coinduzida da
aplicacdo quociente q : X — X /R, entdo existe uma vinica aplicacdo continua g : X /R —Y

tal que goq = f. Além disso, g é bijetora.
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(iii) Se ainda f for aberta, entdo g é um homeomorfismo, e podemos considerar (Y,§) = (X /R, 6 ),

a menos de homeomorfismo.

(X/R, o4)

7

(X,0) 8

T

y
(¥,8)
Demonstragdo. (i) Imediata.

(ii) Definimos g : X /R — Y como g([x]) = f(x). Temos que g estd bem definida e é injetiva, pois

bl =D & xRy & f(x)=f0) < glx]) =)

Vejamos que g é continua. Seja U € & Como f é continua f~!(U) € 6. Queremos concluir que
g 1(U) € o,, ou equivalentemente (pela defini¢do de 6,), que g~ ' (g1 (U)) € 6. Mas ¢ ! (g7 (U)) =
(g0q) '(U)=f"'(U)€o.

Para mostrar a unicidade de g, suponhamos que g1 e g> sdo tais que g1 og = g>oq = f. Entdo

g1([x]) = g1(q(x)) = (g109)(x) = (8209)(x) = g2(q(x)) = g2([x]),

donde segue que g1 = g>.
Por fim, g € bijetora, pois ja vimos que g € injetora, e temos g que € sobrejetora, pois gog = f é
sobrejetora (por hipétese). Consequentemente, g =g~ ! o f.

1

(iii) Por (ii) temos que g é continua, bijetora, e que ¢ = g~ ! o f. Resta mostrar que g~! é continua.

(X/‘R» Gg)

e

(X,0) g_lé
e

Sabemos, pela Proposi¢do B89, que se f : (X,06) — (¥,&) € continua, sobrejetora e aberta entéo

v.8)

€ = o/, a topologia coinduzida por f. Seja V € 6, (logo g~ ' (V) € 6). Temos que verificar que
g(V)= (g ) (V) € E =0y, ou seja, que f1(g(V)) € 6. Mas isso é verdade, uma vez que
V) =@"of) ' (V)=q'(V)€o. O

No exemplo seguinte ilustramos uma interessante consequéncia do resultado anterior.

Exemplo 3.6.11. Considere em R a relacdo de equivaléncia x ~y < x—y € Z, e o espaco R/Z
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com a topologia quociente (Exemplo B68). Entdo R/Z é homeomorfo a S U com a topologia usual.
De fato, considere a aplicagdo (exponencial) f : R — S'; x — (cos2mx, sen2nx) = €™ e a
relacio xRy < f(x)=f(y) & x—y€Z. Entdo f é continua, sobrejetora, e xRy < x—y € Z.
Assim R/Z =R /R, Pela proposicdo anterior existe g : R/7 — S'; [x] — f(x) tal que g é continua
e bijetora. Além disso, como f é um homeomorfismo local e portanto aberta (Exemplo B39), g é um

homeomorfismo entre R/Z e S'.

Finalizando apresentamos duas proposi¢cdes envolvendo topologia quociente. Observamos que
na prova da proposi¢do anterior, a continuidade de g, no item (ii), pode também ser concluida
da Proposi¢io (abaixo) por considerar a aplicagdo ¢ : (X,0) — (X/®,0,) (em que o
contradominio X /R tem a topologia quociente G,) e usar que gog = f & continua. E a continuidade

1

de g7, no item (i1), pode der obtida da Proposi¢cdo B-6 13, por considerar a aplicacdo continua e

1

sobrejetora f : (X,0) — (Y,07) e observarque g~ o f =g e ¢ é continua.

Proposicao 3.6.12. Sejam f: (X,0) — (Y,0y), sendo G a topologia coinduzida em'Y e (Z,0) um
espago topoldgico. Entdo uma aplicagdo g : (Y,65) — (Z,0) é continua se, e somente se, go f :
(X,0) — (Z,9) é continua.

(Yv Gf)
7
(X,0) 8
gof
(Z,6)

Demonstragdo. (=) Esta implicagdo é imediata, pois f : (X,0) — (Y,0r) é sempre continua e

composta de aplicagdes continuas é continua.

(<) Suponha que g : (Y,67) — (Z,0) é tal que go f é continua. Se U C Z ¢ um aberto, entio
(gof)~'(U) = (g ' (U)) é aberto em X. Como 6 € a topologia coinduzida e f~ (g1 (U)) é
aberto em X, segue que g~ (U) € 6. Assim g € continua, pois g~ (U) € aberto em Y quando U ¢
aberto em Z. [

Proposi¢ao 3.6.13. Seja f : (X,6) — (Y,&) uma aplicagdo continua e sobrejetora. Entdo, & = Gy
(a topologia em Y ¢é a coinduzida por f) se, e somente se, para todo espago topoldgico (Z,0) e toda

aplicagdo g : (Y,&) — (Z,8), a continuidade de g o f implica a continuidade de g.

Demonstragdo. (=) Se { =06y, dados (Z,0) e g: (Y,06¢) — (Z,0) tal que go f € continua segue, da
Proposi¢cao B6 17, que g € continua.

(«<=) Por hipétese, para qualquer espaco (Z,0) e g: (Y,E) — (Z,0), a continuidade de g o f implica a
continuidade de g. Seja 6 atopologiaem Y coinduzida pela aplicacdo f de (X,0) em Y, e considere
(2,0) .= (Y,07) eg=id: (Y,§) — (Y,6¢) = (Z,6). Dado que f' =idof=f:(X,0) = (Y,0f) é
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continua (pois a topologia em Y ¢ a coinduzida), segue, da hipétese, que id : (Y,§) — (Y,0y) é

continua.

(¥, §)

/

(X,0) id=g

m

(Y;07) = (2,6)

Da mesma forma, id ' o f' = f: (X,6) — (¥,&) é continua, sendo id ! = id : (Y,o7) — (¥,&). Logo,

como a topologia coinduzida por f’ é igual a G ¢, obtemos, da proposigdo anterior, que id ~1 ¢ continua.

Assim id : (Y,£) — (Y,6¢) ¢ um homeomorfismo e portanto devemos ter & = 6. Deste modo, & é a

topologia coinduzida por f emY. 0

3.7

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Exercicios Gerais

Determinar todas as aplicagdes continuas do espaco (S,0), onde S = {a,b,c} e c =
{0,{a},{a,b},{a,c},S}, no espago de Sierpinski ({0,1},{0,{0},{0,1}}) (Exemplo BBR).

Considere o espago de Sierpinski (S,t) = ({0,1};{0,{0},S}). Verifique que a aplicagdo
identidade f: ({0,1},7) — ({0,1},P({0,1}); f(x) = x, ndio é continua, mas que f~' é continua.

Seja ¢ : R — R a fungdo caracteristica de [0, 1| C R. Esta funcéo é continua em x = 0? E em

x = 1? A restrigdo || ;| € continua?

Sejam X um espago topoldgico e ¢4 a fungdo caracteristica de A C X. Mostre que ¢4 : X — R

¢é continua se, e somente se, A € aberto e fechado em X.

Sejam X e Y espagos topoldgicos e f : X — Y uma aplicagdo. Suponhamos X = X; U X5.

a) Se as aplicacoes restricdes f|x, e f|x, sdo continuas em x € X; N X, prove que f é continua
em x. (Sugestdo: dado U aberto de Y que contém x, existem A; = G1 N X e A» N X3, com G
e G, abertos de X tais que f(A;) C G, i =1,2. Tome o aberto G = G; NG, de X e use que
G=GNXjUXy)=(GNX;)U(GNX;y)eassim f(G) CU.)

b) Dar um exemplo de uma aplicagdo f : X — Y tal que as aplicacdes restricdes f|x, e f|x,
sdo continuas, mas f ndo € continua. (Sugestdo: tome, por exemplo em R, X;, X, tais que
X1NX,=0.)

Sejam f : X — Y uma aplicacdo e A C X. D& um exemplo onde f|4 é continua e f é descontinua
em todos os pontos. (Sugestdo: tome A = (Q C R e considere a funcdo de Dirichlet dada por

fx)=1se xeQe f(x) =0sex<R-Q.)
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7) Prove que f : (S,6) — (T,&) é continua se, e somente se, f~!(A°) C (f~'(A))°, para todo
ACT.

8) Seja f: (S,06) — (T,§) continua. Mostre que f : (S,6) — (f(S),Ef(s)) também € continua.

9) Seja f: (S,06) — (T,04i) uma aplicagdo. Prove que f é continua se, e somente se, S é uma

reunido de abertos dois a dois disjuntos, sobre cada um dos quais f € constante.

10) Seja f uma fungdo de um espago topoldgico X no intervalo unitério [0, 1] com a topologia usual
induzida de R. Mostre que se f~!(]a,1]) e £~1([0,b[) sdo abertos de X, para todos a,b € ]0,1],

entdo f é continua.

11) Sejam A e B conjuntos ambos abertos ou ambos fechados em um espaco X e f uma funcao
definida em A U B. Mostre que se f € continua em A e f € continua em B, entdo f é continua
emAUB.

12) Seja f uma funcdo definida num espaco X. Se X = J,_;A,, onde A, C A, 4 e a fungdo é

continua em cada um dos conjuntos A,, entdo f € continua no espago X.

13) Dar um exemplo de funcdo f : R x R — R continua em cada varidvel separadamente, porém

descontinua sobre R x R. (Sugestdo: ver exercicio seguinte.)

14) Verifique que f : R — R dada por f(x,y) = % se (x,y) # (0,0) e f(0,0) = 0 ndo é
AT Ty
continua em (x,y) = (0,0). (Sugestdo: Considere a sequéncia (x,,y,) = (1/n,0) se n é par e

(xn,yn) = (1/n,1/n) se n é impar.)

15) Verifique que a proje¢do p; : R x R — R; py(x,y) = x é aberta e ndo é fechada. (Sugestdo:
considere p;({(x,y) :xy=1}).)

16) Prove que uma fun¢do polindmial em R é uma aplicacdo fechada.

17) Verifique que uma aplicacio f : X — Y é aberta se, e somente se, f~ ! (Fr(B)) C Fr(f~'(B)),
para todo B C Y. (Sugestdo: (=) Dado x € f~!(Fr(B)), entdo f(x) € BNB® = Fr(B), e dado
U aberto tal que x € U, como f ¢é aberta, para o aberto f(U), tem-se f(U)NB e f(U)NB° ndo
vazios, e assim U N f~1(B) e UN f~1(B°) sdo ndo vazios. Disso segue que x € Fr(f~!(B)).
(<) Sejam U aberto de X e B = f(U). Mostrar que B ¢ aberto é equivalente a mostrar (vide
Exercicio I8 - 13) que BN Fr(B) = 0. Note que se existir y = f(x) € BNFr(B), com x € U,
entio x € £~ (Fr(B)) C Fr(f~'(B)) (pela hipétese). Logo, U N £~ (B¢) # 0, e assim existiria
ucU; f(u) € BNBC, o que é uma contradi¢do.)

18) Seja f : X — Y uma aplicacdo fechada e sobrejetora. Prove que se U C X € aberto, entdo

Fr(f(U)) C f(U)NfU°).
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)
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Prove que, em R? com a topologia usual, a bola fechada unitdria de centro na origem é

homeomorfa a [0, 1] x [0, 1].

Sejam f: X — Y uma aplicagdo e G(f) = {(x,f(x)) : x € X}. Mostre que a aplicagio g: X —

G(f), dada por g(x) = (x, f(x)), ¢ um homeomorfismo se, e somente se, f é continua.

Sejam f : X — Y um homeomorfismo e A C X com a propriedade ANA" = 0. Mostre que

fA)N(fa) =eo.
Verifique que f : R — R, dada por f(x) = x? nio é aberta.

Sejam f: X —Y e g:Y — Z continuas. Mostre que, se go f : X — Z € um homeomorfismo,

entdo g injetora (ou f sobrejetora) implica que f e g sio homeomorfismos.

Verifique que o intervalo fechado [a,b] é homeomorfo ao intervalo unitdrio [0,1], com as

topologias induzidas pela topologia usual de R.

Paracada p € R, sejam f(p) =L, :={(x,y) e RxR:y=px}eS={L,: peR}.
a) Prove que f: R — S € bijetora.
b) Denote (L4, Ly) = {L, € S: a < p < b}. Represente graficamente (L_1,L1) e f~'(L_1,Ly).

¢)Sejac={GCS:f(G)ck), onde £ é a topologia usual de R. Mostre que ¢ é uma

topologia em S.

d) Verifique que (R,§) e (S,0) sdo homeomorfos.

O conjunto de todas as sequéncias de numeros naturais forma um espaco métrico tomando
como distincia entre as sequéncias distintas x = (x1,x2,...) € y = (y1,y2,...) o nimero 1/r,
onde r € o primeiro indice tal que x, # y,. Mostre que este espaco métrico ¢ homeomorfo ao

conjunto dos nimeros irracionais do intervalo [0, 1] com a topologia induzida pela topologia

usual de R. (Sugestdo: Associe a fracdo continua a sequéncia de nimeros

N S
n2+ 1 1
n3+——

ny+

naturais x = (ny,n,...).)

Mostre que a drea de uma regiao plana nao é uma propriedade topoldgica, ou seja, a drea ndo €

preservada por homeomorfismos (entre subespacos de R?).

Mostre que a topologia em R induzida pela familia composta de todas as fungdes lineares
R = (R,Ousuar), tal que f(x) =ax+b, a,b € R, a # 0, é a topologia usual.

Se f: S — T é uma aplicagdo bijetora e 7 um espaco topoldgico, entdo a topologia induzida

por f sobre S torna f um homeomorfismo.
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30) Seja f: S — T uma aplicagdo sobrejetora. Se (7,&) é um espaco de Lindelof prove que S, com

a topologia induzida por f, € também um espaco de Lindelof.

31) Sejam S e T espagos topoldgicos, R uma relacdo de equivalénciaem Se ¢:S — S/R a
proje¢do candnica ao quociente. Prove que uma aplicagio sobrejetora f:S/R — T é continua

se, e somente se, fog:S— T é continua.

32) Mostre que o espago quociente obtidode I = [0, 1] identificando-se 0 com 1 é homeomorfo
a S

33) Usando a aplicacio “exponencial” de R? em S! x S', mostre que (o toro bidimensional)

R?/(Z x 7)) é homeomorfo a S! x S! (considerando R? e S' x S' com a topologia usual).

34) O espago quociente obtido de I x I identificando-se (0,7) com (1,7) e (¢,0) com (¢,1), para
todo t € [0,1], é o toro T. Verifique que T é homeomorfo a S' x S'.

35) Seja S um espago topoldgico. Prove que se A é um espago quociente de S, isto é, A = S/R_, onde
R € uma relagdo de equivaléncia em S, e B € um espacgo quociente de A, entdo B € homeomorfo

a um espaco quociente de S.

36) Mostre que a projecdo ao quociente em geral ndo € uma aplicagdo aberta. (Sugestdo: particione
R (com a topologia usual) em duas classes de equivaléncia | — o0,0] e |0, +oo[ e verifique que a

imagem do aberto | — e, 0] ndo serd um aberto de R/ ~.)



Capitulo 4

Compacidade

“Ndo devo imaginar que ndo concebo o infinito por uma verdadeira

idéia, mas somente pela negagdo do que é finito.”

(René Descartes - Meditacio)

4.1 Espacos Compactos

Lembramos que, dados (S,0) um espago topoldgico e X C S, uma cobertura aberta de X ¢ uma
familia C = {Gj } )¢, de abertos de S cuja reunido contém X, isto é, X C |y, Gy. Uma subcobertura
é uma subfamilia de ' = {Gj } e, L' C L, que também é uma cobertura de X. (Note que para X = S
tem-se a igualdade S = Uy <1 G-

Definicao 4.1.1. Um espago topoldgico (S,0) é compacto se toda cobertura aberta de S admite uma
subcobertura finita, isto é, se S = )¢ Gy, com Gy, € G, entdo existem indices Ai, Ay, ..., Ay, tais que
S=G,U---UG,.

Definicao 4.1.2. Sejam (S,0) um espago topolégico e K C S. K é um subconjunto compacto de S se

o subespago (K,ok) é compacto (i.é, K =Uyc Uy, Uy =GrNK, Gy €c = TN, A,..., Ay tais
que K =Uy, U---Uly).

Observacao 4.1.3. i) Um espago topoldgico (S,0) é compacto se, e somente se, para toda familia
A = {Gy })er de abertos de S que ndo possui uma subfamilia finita que cobre S, necessariamente 4

também ndo cobre S.

ii) K C S é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de K por abertos de S admite
subcobertura finita. Isto é, se K C Uy ;. Gy, com Gy, € G, entdo existem indices hi,\p, ..., A, tais
que K C Gy, U---UG,, .

A justificativa é deixada como exercicio.

Exemplo 4.1.4. 1) Se (S,0) é um espago topoldgico com S finito, entdo S é compacto.

2) (S, O4is = P(S)) é compacto se, e somente se, S é finito.

64
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3) Dado S # 0, (S,06cq40) € compacto, sendo G4, a topologia cadtica.

4) Seja S um conjunto infinito. (S,0cor) € compacto, pois se S = Uyep Gy, com Gy € Ocof, entio
existe \y € L tal que Gy, =S —{a1,...,a;}, coma; €S, i=1,....,k. Tome Gy, A; € L tal que a; € G,
i=1,....k Entdo § = G, UGy, U---UGy,.

5) (R,Ousuar) ndo é compacto, pois, por exemplo, a cobertura R = J,cz |n,n+2[ ndo admite
subcobertura finita.

6) (10,1 ,Ousuar) ndo é compacto. De fato, a cobertura 10,1[ = U,en+ |1/n,1] ndo admite

subcobertura finita.
Observacao 4.1.5.
i) Todo espagco compacto (S,G) é, claramente, um espago de Lindeldf (Defini¢do Z638).

ii) (Z,0g4i5) € de Lindeldf, mas ndo é compacto.
Veremos a seguir algumas propriedades gerais dos espagos compactos.
Proposicao 4.1.6. Subconjunto fechado de um espaco topoléogico compacto é compacto.

Demonstracdo. Sejam (S,0) um espago topoldgico compacto e F C S um subconjunto fechado.
Se F =y Uy, Uy € oF, entdo existe Gy € otal que Uy = G, NF, de modo que F C |Jy; Gy.
Como F ¢é fechado, F*=S—F ¢& aberto. Assim S = (Uyc; Gy) UF® € uma cobertura aberta de
S. Sendo S é compacto, tal cobertura admite uma subcobertura finita, digamos S = (UL Gy,) UF*.
Logo, F =UL(G),NF)=UL, Uy, e (F,or) é compacto. O

Observacio 4.1.7. i) Sejam (S,0) um espago topolégico compacto e (T,E) um espago topoldgico
tal que SCT e o =Es. Entdo S é compacto como subconjunto de T. Isto segue diretamente da

definicdo.

it) Podemos ter K C S, com K compacto e ndo fechado. Tome, por exemplo, K =10, 1] em (R,Gco5).

Proposicao 4.1.8. Se S é um espaco topologico de Hausdorff e K C S é um subconjunto compacto,
entdo K é fechado.

Demonstragdo. Seja x € K¢. Como S é de Hausdorff, para todo y € K existem abertos G, e H, de
S tais que x € Gy, y€ Hy e GyNH,=0. Entdio K C J, ¢ Hy € uma cobertura aberta de K (por
abertos de S). Sendo K compacto, existem yq,y2,...,y, € K taisque K C Hy, U---UH,, . Considere
G=NL;Gy,€0, entioxc G e GNK =0. De modo que G C K, mostrando que K¢ é aberto e
portanto K € fechado. 0

Corolario 4.1.9. Sejam (M,d) um espaco métrico e K C M. Se K compacto entdo K é fechado.

As duas proposi¢oes anteriores auxiliam na caracterizacdo dos compactos de R com a topologia

usual.
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Proposicao 4.1.10 (Teorema de Heine-Borel). Todo subconjunto fechado e limitado de (R, Gy5,q1) €

compacto.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que [a,b], a < b, a,b € R é compacto. De fato, seja C uma
cobertura aberta de [a,b]|. Podemos supor que a cobertura é formada por intervalos abertos (abertos
basicos). Considere
A = {x € [a,b], tal que uma subcobertura finita de C cobre [a,x]}.

Deste modo a € A e b € um limite superior de A. Assim existe ¢ =supA, a < c¢ < b. Ainda, se x € A,
a < x' <x,entdox’ € A. Logo A é um intervalo da forma [a,c[ ou [a,c]. Mostremos que ¢ € A (de
modo que A = [a,c]) e depois que ¢ =b. Com efeito, seja G € C tal que ¢ € G. Tome xp € G com
a < xp < c. Entdo xo € A visto que ¢ = supA, assim existe uma subcobertura finita ' de C que
cobre [a,xp], e entdo a subcobertura finita ' U{G} cobre [a,c] e ¢ € A. Vejamos que ¢ = b. Se
¢ < b, existe x; € G (mesmo G) tal que ¢ <x; <b e [c,x;] CG. Dai, C'U{G} cobre [a,x]. Isto
implica que x; € A x; > ¢, contradizendo o fato que ¢ = supA . Portanto ¢ = b, A =[a,b] e |a,b] é
compacto.

Para concluir a prova da proposicao, seja F C R, F fechado e limitado. Entdo existem a,b € R
tais que F C [a,b]. Como visto anteriormente, [a, b] é compacto, dai F' é compacto, pois fechado num

compacto € compacto (Proposicao ET6). [l

Proposicao 4.1.11. Um subconjunto K C R (com a topologia Gyg,,;) € compacto se, e somente se, é

fechado e limitado.

Demonstragdo. (=) Como R é um espago de Hausdorff e K C R é compacto, pela Proposi¢ao BETR,
K é fechado. Além disso, K CR = J,cn+ | —n,n| é uma cobertura aberta de K. Como K é compacto,
existe subcobertura finita K C |—ny,ni[ U---U | —ny,n,[. Tomandoa =max {n; :i=1,2,...,r},

temos F C |—a,a[, donde segue que K é limitado.

(<) Ja foi provado na proposigdo anterior. 0

Proposicao 4.1.12. Imagem continua de um compacto é compacto, isto é, se f : (S,6) — (T,§) é

continua e (S,G) é compacto, entdo (f(S),Es(s)) é compacto.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade podemos supor que f € sobrejetora. Nestas condicoes,
seja T = [Upcz, Vo, uma cobertura aberta de T. Entio S = f~(T) = £~ (Urer Vo) = Uner f 1 (V)
e {f~'(V4)}rer € uma cobertura aberta de S que é compacto, logo admite uma subcobertura finita,
digamos S =, f1(Va.). Assim T = f(S) =, V.. Portanto T é compacto. O

Corolario 4.1.13. Compacidade é uma propriedade topoldgica.

Corolario 4.1.14. Quociente de um compacto é compacto, isto é, se (S,06) é compacto e R é uma

relagdo de equivaléncia sobre S, entdo (S/R,,6,) é compacto.

Demonstracdo. A aplica¢do quociente g :S— S/R ¢ continua e sobrejetora. 0
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Definicao 4.1.15. Dizemos que um espaco topologico S tem a Propriedade de Bolzano-Weierstrass

se todo subconjunto infinito de S tem um ponto de acumulagdo.

Proposicao 4.1.16. Em um espaco topologico compacto todo subconjunto infinito tem um ponto de

acumulacdo. Ou seja, espacos compactos tem a Propriedade de Bolzano-Weierstrass.

Demonstracdo. Seja S um espago topoldgico compacto e A C S. Vamos mostrar que A" = 0 implica
que A é finito. De fato, se o conjunto dos pontos de acumulacio A’ = 0 entio A = A|JA’ = A e assim
A é fechado. A sendo fechado em S e S compacto, segue que A é compacto. Para cada a € A, o fato
de a ndoestarem A’ implica que existe U, aberto em S contendo a tal que (U, —{a})NA =0,
de modo que U,NA C {a}. Sendo A compacto, e A C J,cqUs existem aj,an,...,a, tais que
ACU,UU,U...UlU,, eassim, A= (ANUy,)UANU,)U...UANU,,) C{ai,az,...,ar}, de
modo que A é finito. 0

Definicao 4.1.17. Seja S um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma familia § = {Vy,A € L} de
subconjuntos de S tem a Propriedade da Intersecdo Finita (PIF) se toda subfamilia finita dela tem

intersecdo ndo vazia.

Exemplo 4.1.18. Em |0, 1], a familia § = {F,, n € N*}, com F,=0,1/n], tem a PIF (Propriedade

de Intersegdo Finita).

Proposicao 4.1.19. Um espaco topoldgico (S,G) é compacto se, e somente se, toda familia de

fechados de S com a PIF tem intersecdo ndo vazia.

Demonstracdo. (=) Suponhamos por absurdo que § = {F }5<; seja uma familia de fechados de
S com a PIF tal que (e, F = 0. Entdo S=0°¢ = (M F) = Uner Fy. Assim {Ff}y¢c; € uma
cobertura aberta de S, e como S é compacto, admite uma subcobertura finita, ou seja, S = | F{ =
( ?ZIF;W.)C e em consequéncia, (i, F,, = 0. Logo a subfamilia finita {F_} , tem interse¢do
vazia, e assim a familia {F) },<; ndo tem a PIF, absurdo! Desta forma, toda familia de fechados num
espago compacto com a PIF tem interse¢do ndo vazia.

(<) Suponhamos agora que toda familia de fechados de S com a PIF tem interse¢do nao vazia. Seja
{Gy}rer uma cobertura aberta de S. Entdo 0 = S = (Upe, Go)" = Mrer G5 € {Gjrer € uma
familia de fechados com intersecdo vazia. Consequentemente, segue da hipotese que esta familia
{G5 }rer de fechados em S ndo tem a PIF, logo existe uma subfamilia finita com intersegdo vazia,
digamos N\, Gy, = 0. Assim, §= U= Gy, e, em consequéncia, a cobertura aberta {Gj }yecr

admite uma subcobertura finita. Portanto (S,0) € compacto. O]

Exemplo 4.1.20. Em ]0,1] com a topologia usual, a familia de fechados § = {F,, n € N*} com
F, =10,1/n] tem a PIF (exemplo anterior), mas (\,cn+Fn =0 e assim |0,1] ndo é compacto.
Similarmente, § = {F,, n € N*} com F,:=[1—(1/n),1] é uma classe de fechados em [0, 1], que
tem a PIF, mas (\,cnFn = 0. Logo [0,1] ndo é compacto.
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Corolario 4.1.21. Um espago topolégico (S,G) é compacto se, e somente se, toda familia de fechados

de S com interse¢do vazia tem uma subfamilia finita com intersegdo vazia.

Demonstragdo. Segue da proposi¢do anterior, visto que um espago topolégico (S,6) é compacto se,
e somente se, toda familia de fechados de S com interse¢do vazia nao pode satisfazer PIF, o que é

equivalente a ter uma subfamilia finita com intersecdo vazia. [

As préximas duas proposi¢des vém simplificar a verificagcdo de que um espago é compacto, no
sentido que podemos trabalhar com coberturas abertas formadas apenas por abertos bdsicos ou sub-
basicos. A primeira € bastante imediata enquanto a segunda é delicada pela propria natureza de sua

formulacao, ela requer o Lema de Zorn (Lema [C9R).

Proposicao 4.1.22. Um espaco topoldgico (S,G) é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta

de S por abertos de uma base para a topologia 6 tem uma subcobertura finita.

Demonstragdo. (=) Imediata.

(<) Seja S =, Gy, uma cobertura abertade S e B = {B,}, uma base para (S,5). Assim, para
cada x €S, existe Gy € 6 tal que x € Gy, e para cada par (x,G,) existe B, € B tal que
S B'u(x) C Gy. Dai,

S =JBuw

xes
¢ uma cobertura aberta de S por abertos basicos. Por hipétese, tal cobertura admite uma subcobertura
finita, de modo que

n n

§= UB,U(xi) < UG%‘ = §= UG7w
i=1 i=1 i=1

onde cada G, € tal que € tal que B,,;) C Gy, (podendo ter Ai =A;j, com i # j). Logo a cobertura
{Gy}y. de S admite subcobertura finita. Portanto (S,0) é compacto. O

Para a prova do préximo resultado usaremos, como ja observado anteriormente, o Lema de Zorn
(Lema [COR).

Proposicao 4.1.23 (Teorema de Alexander). Seja (S,06) um espaco topoldgico. Entdo (S,G) é
compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de S por abertos de uma sub-base de G admite

uma subcobertura finita.

Demonstracdo. (=) E imediata.

(<) Seja & C 6 uma sub-base para a topologia ¢ satisfazendo a condigio da hipétese. Suponhamos
que uma familia F C & seja tal que nenhuma subfamilia finita de F cobre S. Vamos mostrar que
F ndo é uma cobertura de S. Assim, toda cobertura aberta de S admite uma subcobertura finita e

portanto S é compacto. Seja

C={F'Co: F C F' e nenhuma subfamilia finita de F’ cobre S}.
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Claramente ¥ € C e C é parcialmente ordenado pela inclusdo. Note que se F” C ¢ ¢é tal que
F C F", mas F" & C, entdo existe uma subfamilia finita de F" que cobre S.

A prova consistird, essencialmente, em dois passos principais:
19) mostrar que todo subconjunto totalmente ordenado (cadeia) de C tem um limite superior, e
consequentemente, pelo Lema de Zorn (Lema TIR), C tem um elemento maximal M ;
2%) que M ndo cobre S, donde seguird que F ndo cobre S (pois F C M, visto que M € ().

1) Seja entdo () = { %o : & € L} um subconjunto ndo vazio totalmente ordenado (cadeia) de C,
isto é, dados ¥, € }'B em (i, Fo C TB ou TB C 44 e considere

U:= U Fo.-
acl
Entdo, obviamente U ¢ um limite superiorde (1 e U € C,pois UC o, F C U e, se alguma
subfamilia finita de U cobrir S, por exemplo, S=UL;Gy,, Gy, € U, como (i & cadeia, deve
existir o € L tal que G, € Fq,, paratodoi=1,...,n. Assim a subfamilia finita {G,,_,...,G), } de
Fo, € C1 C C cobre S, o que é uma contradi¢do. Logo nenhuma subfamilia finita de U cobre Se
entdo U € C.

Deste modo (C € parcialmente ordenado e toda cadeia em (C tem um limite superior. Aplicando
o Lema de Zorn para C, segue que C tem um elemento maximal M, ou seja M € C (de modo que
M Co, F CM enenhuma subfamilia finita de M cobre S), e ndo existe M' € C, M’ # M tal
que M C M.

22) Mostremos que M ndo cobre S.

Seja M € M (logo M € G). Paracadax € M, como & é sub-base para 6, existe {H;,H,,...,H,} C
G Co talque xeB=L H CM.

Afirmamos que H; € M, para algum i. De fato, suponhamos, por absurdo, que H; & M, para
todoi=1,2,...,n. Como M é elemento maximal de C e para cada i, M C M U{H;}, segue que
M U{H;} nio pertence a C e assim alguma subfamilia finita M; U{H;} de M U{H;} cobre S, onde
M; ={M;,,... 7Mini} indica a subfamilia finita de M, i = 1,2,...,n. Consequentemente,

M]UMQU---U%U{ﬂHi}
i=1

cobre S, pois dado a € S, se a ndo pertence a nenhum elemento de M;, para i = 1,...,n,
necessariamente a € H;, para todo i = 1,...,n, visto que M; U {H,} cobre S, e portanto a € (", H;.

Agora, como ﬂ;‘zl H; C M, segue que
MUMU--- UM, U{M}

também cobre S, e assim M UM U---UM,U{M} é uma subfamilia finita de M que cobre S, o
que € absurdo, pois M € C.
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Portanto, dado x € M, existe algum H; € S, comx € H;, talque H; € M (i=1,2,...,n). Vamos
denotar tal H; por H,.

Assim, para cada x € M, existe H, € & (aberto sub-bdsico) tal que x € H, € M.

Temos entdo que M C U,y Hy, com Hy e GNM.

Dai, se M ={M: M e M} cobre S, entdao S =UpycarM < Upear(Uren Hx), de modo
que a familia de elementos sub-bdsicos {H,; H, € SNM, xe M, M € M} também cobre S.
Pela hipotese, existird uma subfamilia finita desses elementos {H,,,...,Hy } que cobrird S. Como
H,, € M, terfamos uma subfamilia finita de elementos de M cobrindo S, o que é uma contradigao,
visto que M € C.

Portanto M ndo cobre S, e o resultado segue. O]

O teorema seguinte € um caso particular (se consideramos o produto cartesiano de um nimero
finito de espacos) do Teorema de Tychonoff (a ser provado mais tarde) que afirma que o produto de
uma familia qualquer de espacos compactos (com a topologia produto) € compacto. Apresentaremos
duas demonstragdes para o caso do produto de dois espagos (o caso de um numero finito segue por
inducdo), uma delas usa o Teorema de Alexander e a outra usa a caracteriza¢do da compacidade pela
Propriedade da Intersecdo Finita (PIF). A demonstracdo usando o Teorema de Alexander se estende

literalmente para um produto qualquer de espacos, como veremos na se¢ao seguinte.

Proposicao 4.1.24. O produto cartesiano de dois espacos topologicos compactos (com a topologia

produto) é compacto.

1 Demonstragdo. (Usando sub-base/Teorema de Alexander) Sejam (S,05) e (7,07) espagos

topoldgicos compactos. Tomemos a sub-base
S={A xT: AxEGs}U{SXBNZ B,uEO-T}

para a topologia produto de S x 7. Suponhamos que uma familia de abertos sub-bésicos F C G ¢é
tal que nenhuma subfamilia finita de # cobre S x 7. Mostremos que isto implica que ¥ nao € uma
cobertura de S x T, e assim o resultado seguird pelo Teorema de Alexander.

De fato, sejam Fs={Ay cos: Ay xT € F} e Fr={B,cor: SxB, € F}.
Nenhuma subfamilia finita de g cobre S, pois

SCAy UALU---UAy A € Fs = SXT CJ(A, xT), A, xT € ¥F,

-

1

1

o que é absurdo. Assim, como S é compacto, Fs ndo € cobertura de S e, portanto, existe xog € S,

C
X € <UAx € % Ax) =8 — (Ua, e % Ax)- De modo andlogo, conclui-se que Fr ndo cobre T e,

(&
portanto, existe yo € T, yo € <UB,,6 7 BN> . Dai, existe (xo,y0) € S x T tal que (xo0,y0) € Uyes V.
Deste modo ¥ nio € cobertura aberta de S x T, o que conclui a prova. O]
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Para a segunda demonstragdo da proposi¢dao anterior (usando PIF) é necessdrio o resultado

seguinte, referido as vezes como Lema do Tubo:

Lema 4.1.25. Seja S X T o produto cartesiano de um espaco topologico S por um espagco compacto

T e considere em S X T a topologia produto.

(i) Sexo €S e W éumabertoem SXT tal que {xo} x T CW, entdo existe um aberto U C S
com xocU e UxT CW.

(ii) A projecdo p1:SxT — S; pi(x,y) =x, éuma aplicacdo fechada.

Demonstragdo.

(i) Temos que {xp} x T é compacto, pois {xp} x T é homeomorfo a T e T é compacto. Como W é um
aberto contendo {xo} x T', paracada y € T, existe um aberto basico A, x By, de SxT com (xg,y) €
Ay x By CW e entdo, da compacidade de {xo} x T, segue que {xo} xT C Uy __, Ay, X By,.
Tome o aberto U == ,Ay, contendoxo. Entdo U XT C U=y, Ay, x By, CW, pois dado
(u,y) €U xT, u€A,,, paratodoi. Poroutrolado, (xo,y) €Ay, x By, paraalgum j=1,---,n e
assim, (u,y) € Ay, X By, CW.

(ii) Seja F C S x T um fechado, temos que provar que p;(F) é um fechado de S. Tome um elemento
qualquer x € pi(F) “=S—pi(F). Entdo (x,y) ¢ F,paratodoy € T. Assim {x} x T CW :=F¢, que
¢ um aberto em S x T. Por (i), existe um aberto U C Stalque xe U e U x T C W = F€ e, portanto,
(UxT)NF =0. Disto segue que UNp;(F) =0 (poisa € U ea € pi(F) implica (a,y) € (UxT)NF
para algum y, o que nos dd uma contradi¢do), em consequéncia, x € U C p;(F)¢. Logo p;(F) é

aberto em S e p; € uma aplicagdo fechada. 0

2% Demonstragdo (da Proposicdo BT 24). Seja § = {F) }) e, uma familia qualquer de fechados em

S x T com a PIF. Mostremos que

() F.#0.

AeL
Note que podemos acrescentar a familia § todas as intersegdes finitas Fy, N---NF, , onde
{A1,22,..., A} sdo subconjuntos finitos de L, de modo a obter uma nova familia {F} : k € L'} que

ainda tem a PIF e, obviamente,

(N #0 = [ F#0.

kel kel
Assim podemos supor que § = {F) })er é “fechada com relagdo a intersecdo finita”, isto é, se
By ....F, €Fentdo K, N---NF = F €, paraalgum A. Considerando a projegdo p; : S x T — S,
como T é compacto, segue do lema anterior, que {p;(F),) }»cr € uma familia de fechados em S, e que

tem a PIF, pois
p1<F7»1)mpl(FM)m"'ﬂpl(FM) 2 PI(FM m'“kan) 7&0
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Como S também € compacto, existe xo € [z P1(Fy.). Logo xo € p1(F,,), para cada A € L, e entdo
FoN ({XO}XT) %07

pois, para cada A existird um y) € T tal que (xg,y3) € F.. A familia {F, N ({x0} X T)}pcr € uma

familia de fechados em {xo} x T, com a PIF. Esta dltima afirmacdo segue do fato que
(B, N({xo} xT)) N -0 (B, N({xo} X T)) =0 = (F, N---NF, )N ({xo} xT) =0,

o que é um absurdo, visto que Fj, N---NF, = F, para algum Ag € L (porque a familia {F) },¢; é
fechada em relagdo a interse¢do finita) e F N ({xp} x T') # 0, para todo A.

Como {xp} x T é compacto (pois por hipétese T é compacto) existe, pela Proposi¢cao BETT19,
(x0,50) € Maer(FaN({xo0} xT)). Deste modo (xg,yo) € Fy, paratodo A € L, e portanto (< F). # 0,

como queriamos mostrar. 0

Corolario 4.1.26. O produto cartesiano de um niimero finito de espacos topolégicos compactos é
compacto. Em particular, [ay,by] X --- X [ay,by) CR", a;, b; € R, a; < b; é compacto em R" (com a

topologia usual).
Demonstragdo. Segue por indugdo, a partir da Proposi¢ao ET.74. [l

Compactos no espaco euclidiano R": Ja caracterizamos os compactos de R (Proposicao BET-TTI).

Queremos caracterizar, mais geralmente, os subconjuntos compactos do espaco euclidiano R".

Proposicao 4.1.27. Um subconjunto do espaco de R" (com a topologia usual) é compacto se, e

somente se, é fechado e limitado.

Demonstragcdo. (=) Seja K C R" um compacto. Como R" é um espaco de Hausdorff, segue da
Proposi¢ao BT 8 que K € fechado. Agora, para mostrar que K € limitado, tomemos a cobertura aberta
K C Upen+B(0,n), de bolas abertas com centro na origem e raio n > 1. Entdo, como K é compacto,
existe uma subcobertura finita

K CB(0,n;)U---UB(0,n,).
Dai, tomando m = max{nj,...,n,}, temos que K C B(0,m), donde segue que K é limitado.

(<) Suponhamos K C R" fechado e limitado. Como K € limitado, existe ¢ > 0 tal que
K C [—c,c]x---x[—c,c] CR"

Logo, pelo Teorema de Heine-Borel (Teorema BET10) e pelo Corolario BT 28, [—c,c] X - X [—c,c] é

compacto, assim K € fechado em um compacto. Portanto, pela Proposi¢ao BT, K € compacto. [

Observacao 4.1.28. Em um espaco métrico (M,d) ndo vale, em geral, que K C M é compacto se, e

somente se, K é fechado e limitado. Por exemplo, considerando (R,dp), K =R é fechado e limitado,
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mas ndo é compacto, pois R = J,cr{x} € uma cobertura aberta de R que ndo admite subcobertura

finita. Mas a implicagdo “compacto em espaco métrico é fechado e limitado”, é sempre vdlida

conforme veremos adiante, no Coroldrio B43.

4.1.1 Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Prove que um subconjunto compacto de um espago métrico é fechado (Corolario E1°9).

Mostre que, se 61,67 sdo topologias em S tais que 61 C G5 e (S,0,) é compacto, entdo (S,07)
€ compacto.

Mostre que a reunido finita de subconjuntos compactos de um espago topoldgico S é um

compacto.

Seja S um espaco de Hausdorff.

a) Se p € S e K € um subconjunto compacto de S, com p ¢ K mostre que existem abertos

disjuntos U eVem StaisquepecUe K CV.

b) Se W e K sd@o subconjuntos compactos de S e disjuntos mostre que existem abertos disjuntos
UeVemStaisqueW CUeKCV.

(Sugestdo: no item a, para cada g € K, considere abertos disjuntos U}l e V,/, com p € U}l e

g €V, e use que K é compacto. Para provar o item b use o fato anterior.)

Seja f:§ — T uma aplicagdo entre espagos topoldgicos. Se T € compacto e o grifico Gy =
{(x,f(x)) € SX T :x €S} é fechado em S x T (com a topologia produto) mostre que f é
continua. (Sugestdo: supondo Gy C S x T fechado conclua, usando o Lema ET73, que a
restricao pi ]Gf : Gy — S € uma aplicagdo fechada, e portanto um homeomorfismo (uma vez
que é também continua e bijetora) e assim sua inversa é continua, donde segue, compondo tal

aplica¢@o com a restri¢do de ps a G, que f € continua.)

Seja f : S — T uma aplicacio entre espacos topoldgicos. Se T é compacto e de Hausdorff,
mostre que f € continua se, e somente se Gy € fechado. (Sugestdo: vide Exercicio -4eo

exercicio anterior, ou Lima [[4], Cap. 7, §2, Corolario, p. 183.)

Um espago topolégico compacto é separdvel? (Sugestdo: tome (R,6,), em que 6, = {R}U{G:
G CR—{p}}, sendo p um nimero real qualquer fixado. (R,c,) é compacto (e ej-espago),
mas qualquer D CR, comD =R, DDR—{p}.)

Prove que todo espago métrico (M,d) compacto é separavel. (Sugestdo: para cada n € N*,
existe uma subcobertura finita %, = {B(x,/,1/n), x, € M, i = 1,...,k,} que cobre M. Tome
D= Upen-{x; €M, i=1,....k,}.)
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10)

11)

12)

13)

14)
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Demonstre que toda aplicacdo bijetora e continua de um espaco topolégico compacto sobre um

espaco de Hausdorff € um homeomorfismo. (Sugestdao: mostre que f € fechada.)

Sejam § um espago topoldgico compacto e F a familia das funcdes reais continuas (com
dominio S) tais que: (a) se f, g € F entdo o produto f-g € F, e, (b) paracaday € § existe
uma vizinhanga V(y) e uma fungdo f € ¥ que se anula identicamente sobre V. Prove que F

contém a funcdo nula. (Dugundji [B], Cap. 11, Exerc. 3 da Secao 1, p. 251.)

Seja S um espaco topoldgico. Prove ou dé um contraexemplo:

a) Reunido de compactos em S é compacto. (Sugestdo: o caso finito estd estabelecido no

Exercicio 3 acima, e para o caso infinito observe, por exemplo, que R = J,,cry<[—1,1].)

b) Interse¢do de compactos é compacto. (Sugestdo: considere R com a topologia T = {0,R} U
{la,4e<[, a € R} e os compactos K; = [0,2[ U ]4,5] e K> =[3,6][.)

¢) Interior de compacto € compacto.

d) Fecho de compacto é compacto. (Sugestdo: observe que m = ] —oo,p|, para p € R,

tomando R com a topologia como no item b.)

e) Fronteira Fr(K) de um compacto K C § é compacto. E se S for de Hausdorff? (Sugestdo:
verifique se vale Fr(K) C K.)

Mostre, usando a Propriedade de Interse¢do Finita, que S = [4,7[ com a topologia induzida de

R nao é compacto.

Dizemos que um espaco de Hausdorff S € um k-espaco se: dado F C S, F € fechado de S se, e

somente se, para todo compacto K C S, KNF é fechado. Mostre que:
a) Todo espago compacto Hausdorff S € um k-espaco.

b) Todo espago Hausdorff S que satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade € um k - espaco.
(Sugestdo: Suponhamos que S seja um e; espago Hausdorff e que K N F € fechado, para todo
compacto K de S. Se F ndo é fechado existe x € F —F. Com S € e, existe (x,), x, € F,
convergindo para x. Tome K = {x} U {x,:n € N*}, entdo K é um compacto, mas K N F nio é
fechado em S.)

Observagdo: Na defini¢do de k- espaco dada em Lima [I4] (Cap. 7, §6, Exerc. 39, p. 214) nédo
¢ exigido que S seja Hausdorff, e KN F deve ser fechado em K, ao invés de ser fechado em S.
Note que supondo S Hausdorff, a implicacio “F fechado implica KN F fechado (em §)”, sendo
K compacto, € sempre vélida. Na referéncia citada tal espaco é também denominado de espaco

“compactamente gerado”. Espaco compactamente gerado serd abordado no Exercicio E8-9.

Sejam S um k-espaco e T um espago topoldgico. Mostre que uma aplicacao f : S — T € continua
se, e somente se, sua restri¢io a todo compacto K C S é continua. (Sugestdo: (f |x)~! (Y) =
f~1(Y)NK, para todo Y fechado em T.)
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15) Dé uma demonstracdo da Proposicao (de que o produto S X T de dois espacos
topolégicos compactos é compacto com a topologia produto) usando a defini¢do inicial de
espaco compacto. (Sugestdo: suponha S X T = ;1 (G; x H;), uma cobertura aberta de S x T
por abertos basicos. Para cada x € S, como {x} x T ¢ homeomorfoa T, {x} x T C J;c;(G; x H;)
e T é compacto, existe Ly C L, Ly finito tal que {x} x T' C U;¢; (Gi x H;). Podemos supor
que x € Gj, para todo i € Ly, uma vez que os G; X H; com x ¢ G; podem ser desprezados.
Tome Gy = ¢y, Gi e observe que G, x T C U, (Gi x H;) (pois, dado (a,b) € G, x T, como
(x,b) € {x} x T, existe iy € L, de modo que (x,b) € Gj, x H;,. Dai, (a,b) € Gj, x H;,). Agora
S C Uyres Gy € S € compacto, logo S = Gy, UGy, U---UGy,. SejaJ =L, U---UL,, C L. Entdo
J € finito e S X T C U;e;(Gj x Hj) (visto que (u,t) € S X T = u € Gy, para algum k. Daf
(u,t) € Gy, x T, e entao existe algum jo € Ly, tal que (u,7) € Gj, x Hj,), 0 que mostra que

S x T é compacto.)

16) (Lema do Tubo Generalizado) Considere espagos topoldégicos X e Y e subespacos compactos
SCXeTCY. Seja W um aberto no produto X x Y, com S x T C W. Prove que existem
abertos U e V em X e Y, respectivamente, tais que S X7 C U xV C W. No caso em que
T =Y, verifique que a compacidade de S pode ser omitida da hipétese. (Sugestdo: para cada
(x,y) € S x T C W, existe um aberto bdsico A,, X Byy em X x Y tal que (x,y) € Ay, X By CW.
Para cada x € § fixado, {Byy,y € T} cobre T (compacto), assim existem By, , ..., By, abertos
em Y tais que T C Vi = By, U...UByy,,. Considere U, = Ay, N...NA,y,, € verifique que
{x} xT CU, xV, CW. Agora, {Uy,x € S} cobre S (compacto), logo S C Uy, U...UU,,,. Tome
U=U,U..UU,, eV=V,N..NV )

4.2 Produtos Infinitos e Teorema de Tychonoff

Nesta secao definimos a topologia produto para o produto de uma quantidade qualquer de espagos
topoldgicos, estudamos algumas de suas propriedades e demostramos o Teorema de Tychonoff.
Observamos que poderiamos definir uma topologia no produto de uma familia qualquer de espagos
topoldgicos de dois modos que seriam naturais a partir da definicao da topologia dada no caso dos
produtos cartesianos finitos. No primeiro modo, a topologia é a que tem como base 0 conjunto
dos produtos cartesianos dos conjuntos abertos de cada fator e, no segundo, a topologia é a que
tem como sub-base (topologia gerada) o conjunto dos produtos de abertos dos fatores, sendo que o
numero de abertos distintos do espago todo, em cada caso, € finito. As duas topologias generalizam
o caso de produto finito (uma vez que em produtos finitos as duas formas de definir levam a mesma
topologia). Com a segunda topologia o produto de uma familia qualquer de espacos compactos é
compacto (Teorema de Tychonoff), porém com a primeira esse resultado nao vale. Essa € uma das
principais razdes pela qual a segunda topologia € a escolhida como a topologia produto, tal topologia
¢ também denominada topologia de Tychonoff.
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Seja {(Sy,0%) }rer uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos e considere o produto S =
[ e Sy, definido no Cap.1, Definicdo Y1, Como mencionado, queremos dar a S uma topologia
que estende a topologia produto dada no caso em que L € finito. Apresentamos as duas topologias

(que sdo naturais).

Definicao 4.2.1. Dado S =[S0 seja B ={[lycr Gr: Gy € Oy, para todo h € L}. Entdo B é
base para uma topologia em S (verifique). Tal topologia é chamada topologia box e iremos denotar
por Gpoy. Claramente esta topologia estende a topologia produto no caso em que L é um conjunto
finito.

A segunda topologia que vamos definir para o produto S =[], S € menos fina que a topologia
box e preserva propriedades interessantes no produto, como a compacidade.

Considere, para cada a € L, a “projecdo sobre o o-ésimo fator”

Pa:S= HSW — Sa; x= () ner — Po(x) == xq.
AEL

Para cada G aberto de S,

Po ' (Go) ={x=(x)reL €S+ palx) € Go} ={x=(x))reL €S+ Xa € Ga} = Go X IT s.
reL—{a}

Definicao 4.2.2. Seja {(Sy,00) }aecr uma familia ndo vazia de espagos topoldgicos. A topologia
produto ou topologia de Tychonoff sobre o produto cartesiano [y Sy, € a topologia que tem para

sub-base a familia
S ={pg'(Gy): €L, Gy €0y},

onde py : [her Sy — Sw Po(x) = xo, € a projecdo na a-ésima coordenada. Denotaremos esta
topologia por [[06q, ou Gproq. Com esta topologia [ ¢y Sy, € chamado espago produto. Tal topologia

também estende a topologia produto no caso em que L é um conjunto finito (Exemplo IZ412- 2).

Proposicao 4.2.3. Seja {(Sy,0) }aecr uma familia ndo vazia de espagos topolégicos e considere em

S = [Iner Sy a topologia produto. Entdo:

(1) As projecoes pqy : S = [Irer S — Sa sdo continuas, para cada o. € L, e a topologia produto é
a topologia induzida sobre [ <1 Sy, por essas projecoes. Assim, ela é a topologia menos fina

(“menor”) que torna as projecdes continuas.

(i1) Um aberto bdsico na topologia produto é da forma

Go, X -+ X Gg, X H S
AEL, 7\,79(1,'

onde G, é aberto em Sy,
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(ii1) As projecoes pq : [Irer Sn — So sdo aplicagoes abertas.

(iv) Dados (X,0) um espago topoléogico e f : X — [xer Sa uma aplicacdo. Entdo f é continua se,

e somente se, pgo f : X — Sq € continua, para todo o € L.
Demonstracdo. Demonstraremos o item (iv). As demonstragcdes dos itens (i), (ii) e (iii) sdo deixadas
como exercicios. (=) Se f € continua, entdo pgy o f € continua, pois € composta de fun¢des continuas.

(<) Suponhamos que pgo f: X — Su € continua para todo o € L. Seja U um aberto bésico de
[ e Sy Temos

n
U=Gg x %Gy, x [ S2= ()P (Ga)

XEL, 7\75(X,' i=1
Assim,
n n n
o= (ﬂ pa}(Ga,J) =/ (ra, (Ga)) = (Pe; 0 ) (Ga),
i=1 i=1 i=1
de modo que £~ (U) é aberto, logo f é continua. O

Observacao 4.2.4. O item (iv) da proposi¢cdo anterior ndo vale se consideramos no produto S =
[Ther Sy, a topologia box. Tome, por exemplo (vide Exemplo [LI4), R com a topologia usual, S =
R® = F(N*,R) =[L,en+ (R)n com a topologia box, X =R e f:R—R® a— f(a) = (a,a,...).
Entdo, p,of=id:R — R ¢ continua para todo n € N*, mas f ndo é continua em a = 0, pois para
o aberto da topologiabox, V=]—1,1[ x |—=1/2,1/2[ x -+ x| —=1/n,1/n[ X ---, V contém f(0)
e ndo existe aberto G em X =R contendo 0 tal que f(G) CV, uma vez que, para cada G, existe
€>0, tal que 0 €| —¢,e[ C G, mas f(] —¢,€[) ndo estd contido em V. Obviamente, a implicagdo

“se f é continua entdo pgo f:X — So € continua, para todo o € L” é verdadeira.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Tychonoff). Se (S),0)) é compacto, para todo A € L, entdo (S,0) =
(ITyez Sa, [1oy) € compacto.

Demonstragdo. Nessa prova vamos usar o Teorema de Alexander, e é andloga a apresentada para
dois espagos topoldgicos. Ou seja, vamos mostrar que toda cobertura de S por abertos sub-basicos
admite uma subcobertura finita, ou equivalentemente, se uma familia de abertos sub-bdésicos € tal
que nenhuma subfamilia finita cobre S, entdo tal familia ndo cobre S (Observagao - D).

Seja & = {py'(Go): €L, Gy € Gy} asub-base que define a topologia produto e suponhamos
que ¥ C & ¢ tal que nenhuma subfamilia finita de F cobre S. Para cada o € L, seja

Fo=1{Go €0y : Poc_l(Goc) €F}.

Entdo nenhuma subfamilia finita de ¥y cobre Sy, pois caso contrdrio, So = GlqU...UG "y com
Glg € Foedai S=py!(Sq)=pg(GlqU..UG ) = pg'(G'e)U...Upy'(G o), e assim uma
subfamilia finita de F cobriria S, contradizendo a suposicao inicial. Como cada Sy, é compacto, segue
que ¥y ndo € cobertura de Sy, para cada o € L. Portanto existe xo € So — UGae 7, Ga, para cada

o € L. Isso da origem a um elemento
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x=()rer em S=[Ier S
Tal elemento ndo pertence a (Jyc4 V, pois caso contrério, existiria V € # tal que x € V. Como
VEFCG, entio V= py '(Gy) para algum «, daf terfamos pg(x) = xo € Go, com Gy € Fy
(pois po ' (Gy) =V € F). O que é uma contradiciio visto que (pela escolha) x¢ nio pertence a G,

paratodo Gq € Fo. Assim F ndo é cobertura aberta de S e, portanto, S é compacto. U

Claramente a reciproca do teorema anterior € verdadeira, uma vez que as projecdes sdo continuas

e a imagem de compacto por uma aplicacdo continua € um espago compacto. Assim, tem-se:

Corolario 4.2.6. Dada uma familia de espacos topolégicos (Sy,0y), A € L. O produto S = [Tycr S,

com a topologia produto, é compacto se, e somente se, cada fator (Sy,0; ) é compacto.

Observacao 4.2.7. i) O Teorema ndo vale se consideramos no produto S =[]y S» atopologia
box, que é a topologia gerada pela base formada pelos produtos cartesianos dos abertos de cada
fator. Tome, por exemplo, a familia de espacos compactos S, = ({0,1}, Oyisc). A topologia box
em S = Ten-({0,1}), = F(N*,{0,1}) (vide Exemplo TI3), também denotado por {0,1} | é a

topologia discreta e assim S ndo é compacto (pois o espago produto é infinito).

ii) O Teorema de Tychonoff pode ser provando usando PIF ver, por exemplo, Lima [IA] (Cap. 9,
Prop. 11, p. 255-257). No entanto para tal prova também é necessdrio o Lema de Zorn (que foi

usado no Teorema de Alexander).

4.2.1 Exercicios

1) Considere em [0, 1] a topologia usual induzida de R. Justifique porque o conjunto das fungdes
(R, [0,1]), visto como um espago topoldgico com a topologia produto, é compacto. (Sugestdo:
lembrar que F(R,[0,1]) =[Trer ([0, 1]); e usar o Teorema de Tychonoff.)

2 Mostre que o produto S = [, Sy de espacos topoldgicos (com a topologia produto) é de
Hausdorff se, e somente se, cada fator §; ¢é de Hausdorff (Lima [I4], Cap. 4, Prop. 9,
p.- 253). Mostre que isso vale também para a topologia Box.

3) Mostre que uma sequéncia (wy), no espago produto S = [[p<z Sy converge para w € S se, e
somente se, para cada A € L, a sequéncia (py(wy)), converge para p,(w), para cada A € L.
(Munkres [2d], Cap. 2, §19, Exerc. 6, p. 118 ou Lima [[4], Cap. 9, Prop. 3, p. 245.)

4.3 Espacos Sequencialmente e Enumeravelmente Compactos

Passaremos a destacar outros “tipos de compacidade” para espagos topoldgicos e estabeleceremos
as relacoes que existem com a compacidade definida na Sec¢do E-Il. Mais precisamente, trataremos

aqui dos espagos “Sequencialmente e Enumeravelmente (ou Contavelmente) Compactos’.



79

Defini¢ao 4.3.1. Dizemos que um espago topoldgico (S,G) é sequencialmente compacto se toda

sequéncia em (S,G) admite uma subsequéncia convergente.

Exemplo 4.3.2. Todo espago topoldgico finito (S,0) € sequencialmente compacto, pois para toda
sequéncia (x,) de S, o conjunto {x,, n > 1} € finito, de modo que a sequéncia (x,) possui uma

subsequéncia constante, que obviamente é convergente.

Observacao 4.3.3. Compacidade ndo implica compacidade sequencial. De fato, sejam I =[0,1] CR,
G a topologia usual sobre I e S = F(R,[0,1]) = [lherl, onde I, =1, para todo A € R,
com a topologia produto & Pelo Teorema de Tychonoff, (S,§) é compacto. Vejamos que S ndo
é sequencialmente compacto. Considere T o conjunto de todas as subsequéncias da sequéncia
(1,2,3,4,...). Entdo T tem a mesma cardinalidade de R (que é igual a cardinalidade de P(N)),
de modo que existe uma aplicagdo bijetora f:R — T. Seja r € R e denotemos f(r) = (n{,n5,...).
Definamos agora uma sequéncia (xp),, de fungcdes em S, da seguinte forma:

e x,(r)=0, se n=n! e iéimpar (i. é, x,(r) =0, sempre que n aparece na sequéncia f(r) e
em uma posi¢cdo impar), e

e x,(r) =1, caso contrdrio.
Entdo x, : R — 1 ¢ uma fungcdo e (xXy)pen+ € uma sequéncia em (S,§) que ndo tem
subsequéncia convergente. De fato, se (X, )icn+ fosse uma subsequéncia convergente, tomando
r=fYn,ny,n3,...) teriamos (fixando esse r), que a subsequéncia (x,,(r))ien = pr((xs;)i)
converge em I, = I, mas (x,,(r))ien+ = (0,1,0,1,0,1,...) que ndo converge em I, obtendo assim
uma contradi¢do. Entdo (x,) ndo tem subsequéncia convergente.

Portanto (S,&) ¢é compacto, mas néo é sequencialmente compacto. (Um exemplo similar é dado
em Lima [[A], Cap. 7, §4, Exemplo 26, p. 193-194.)

Também, compacidade sequencial ndo implica em compacto (vide Bourbaki [M], Cap. 1, §10,
Exerc. 22 e Cap. 9, §2, Exerc. 15, apud Lima [[4], p. 193). O

Proposicao 4.3.4. Se (S,0) é sequencialmente compacto e F C S é fechado, entdo (F,0f) é

sequencialmente compacto.

Demonstragcdo. Seja (x,) uma sequénciaem F C S. Como S é sequencialmente compacto, existe uma
subsequéncia (x,, ) convergindo para um ponto x € S. Como (x,, ) é uma sequénciaem F,x € F =F,

de modo que (x,, ) converge em F. O

Proposicao 4.3.5. Se (S,0) é sequencialmente compacto e f : (S,6) — (T,7) € continua e sobrejetora,

entdo (T,T) é sequéncialmente compacto.
Demonstragdo. Exercicio. [
Corolario 4.3.6. Compacidade sequencial é propriedade topoldgica.

Definicao 4.3.7. Um espaco topoldgico (S,G) é enumeravelmente compacto se toda cobertura

enumerdvel de S admite uma subcobertura finita.
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2

Exemplo 4.3.8. 1) Todo espaco compacto é enumeravelmente compacto (em particular todo
espaco finito é enumeravelmente compacto). A reciproca ndo é verdadeira. Um exemplo de
espaco enumeravelmente compacto que ndo é compacto pode ser visto em Steen e SeeBach
[C4] (Contraexemplo 42 - Open Ordinal Space [0,Q], p. 68). De fato esse espaco é também
sequencialmente compacto (e ndo compacto). Na proxima proposigdo é apresentada uma reciproca

parcial.

2) (R,o ndo é enumeravelmente compacto, pois, por exemplo, a cobertura enumerdvel R =
s Qusual

Unens | —n,n| ndo admite subcobertura finita.

3) [a,b] C R ¢ enumeravelmente compacto, pois é compacto, mas |a,b| C R ndo é enumeravelmente

compacto. Assim, a propriedade de ser enumeravelmente compacto ndo é hereditdria.

4) Se (S,0) é enumeravelmente compacto e M| é uma topologia em S tal que | C G entdo (S,m) é

enumeravelmente compacto.

Proposicao 4.3.9. Se (S,6) é um espaco e, entdo (S,G) é enumeravelmente compacto se, e somente

se, (S,0) é compacto.

Demonstragdo. (=) Se (S,0) € e, entdo (S,6) é um espago de Lindelof (Proposi¢do ZZ6TM),
assim toda cobertura aberta de S admite uma subcobertura enumerdvel. Agora, como (S,0) é
enumeravelmente compacto, toda cobertura enumerdvel admite uma subcobertura finita. Portanto
(S,0) é compacto.

(<) Vale, obviamente, para espago quaisquer (como ja observado no Exemplo B3R - 1). [

Proposicao 4.3.10. Se f : (S,6) — (T,7) é continua e sobrejetora, e (S,0) é enumeravelmente

compacto, entdo (T,t) é enumeravelmente compacto.
Demonstragdo. A demonstracao € deixada como exercicio. 0
Corolario 4.3.11. Compacidade enumerdvel é propriedade topoldogica.

Proposicao 4.3.12. Sejam (S,6) um espaco enumeravelmente compacto e A C S fechado. Entdo

(A,04) € enumeravelmente compacto.
Demonstragdo. Exercicio. [
Proposicao 4.3.13. Seja (S,6) um espaco topoldgico.

(1) Se S é enumeravelmente compacto entdo S tem a propriedade de Bolzano-Weierstrass
(Definigao B113).

(i) Se S tem a propriedade de Bolzano-Weierstrass e todo subconjunto unitdrio de S é fechado
(o que significa, como veremos posteriormente na Definicdo B23, S ser “Ty espaco”), em

particular se S é Hausdorff, entdo S é enumeravelmente compacto.
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Demonstracdo. (i) Suponhamos que exista A C S, com A infinito e A’ = 0. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que A é enumerdvel, A = {ay,as, ...} (com g; distintos). Notemos que todo BC A é
fechado (pois p€ B—B = pe B’ C A'=0, jaque B=BUB'). Defina G, =S—{an,ans1,...}, n=
1,2,.... Temos entdo que os G, sao subconjuntos abertosde Se Gi=S—AC G, C.... Se x€A,
digamos x = a,,, entdo x € G,+1, € se x € S—A entdo pertence a Gj (de fato a todo G,).
Assim {G,}, é uma cobertura aberta enumerdvel de S que ndo possui subcobertura finita, visto que
G U...UGn, = Guaxin,,..i,} 7 S-

(i) Vamos supor que S ndo seja enumerdvelmente compacto. Assim existe uma cobertura aberta
{U,}n de S que ndo admite subcobertura finita. Para cada n, existe x, € S— (U UU,U...UU,). Note
que podemos tomar x, ¢ {xi,...,x,—1}. Considere (o conjunto infinito) A = {x1,x2,...}. Mostremos
que A’ =0, o que é uma contradi¢do. Seja p € S, entdo p € U,, para algum m. Pela escolha dos xs,
U, pode conter somente x;, parai <m. Assim U,NA (etambém U, N(A—{p}) € um conjunto
finito e portanto p & A’, pois, da hipétese, de que todo subconjunto unitério de S é fechado, segue
(vide Observacgao - i) que deveriamos ter que U, NA infinito (se p € A"). [

Corolario 4.3.14. Um espaco de Hausdorff (em particular um espaco métrico) é enumeravelmente

compacto se, e somente se, tem a propriedade de Bolzano-Weierstrass.

Demonstragcdo. Segue da proposicdo anterior, uma vez num espaco Hausdorff todo conjunto unitario
¢ fechado. [

Proposicao 4.3.15. Se (S,0) é enumeravelmente compacto, e espago e todo subconjunto unitdrio de

S é fechado (“Ty espaco”) entdo (S,G) é sequéncialmente compacto.

7z

Demonstragcdo. Seja (x,),en+ uma sequéncia em S. Se o conjunto dos pontos A = {x, : n € N*} &
finito, entdo (x,) tem uma subsequéncia constante, logo convergente. Suponhamos A infinito. Pela
proposicdo anterior, item (i), A tem um ponto de acumulacdo x € S. Como (S,0) é ej, existe uma
base local enumeravel encaixada em x, suponhamos B, = {U;, Ua,...}. Como todo subconjunto
unitério é fechado de S, x € A" implica que ANU; € infinito, para todo i € N* (Observagao -1).
Entdo, para cada i, seja x,, € ANU; com xp, & {xnl,...,xnifl} e n; > n;_1. Assim, obtemos um

subsequéncia (x,,);en+ de (x,) converge para x (verifique!), o que conclui a prova. [

A proposicdo seguinte nos dd uma equivaléncia para espagcos enumeravelmente compactos em

termos de sequéncias, para tanto vamos introduzir um novo conceito.

Defini¢ao 4.3.16. Sejam (S,G6) um espaco topoldgico e (x,)nen+ uma sequéncia de pontos de S.
Dizemos que p € S é um ponto limite (cluster point) da sequéncia (x,),cn+ se, dado G € G, com
p € G, paratodo N €N, tem-se GN{x,: n> N} #0. (Sims [C3], Cap. 3, Definicdo 3-8, p. 68.)

Observacao 4.3.17. Dada uma sequéncia (x,),en+ em um espago topolégico, temos vdrios conceitos
distintos associados: limite da sequéncia, ponto limite da sequéncia, ponto de acumulacdo do

conjunto A = {x, : n € N*} e ® - ponto de acumula¢do do conjunto A.
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i) Sabemos que em espagos topolégicos em que todo subconjunto unitdrio é fechado (o que inclui

espacos de Hausdorff) os dois iiltimos conceitos sdo equivalentes (Observacdo 213 - i).

ii) Se x é um limite da sequéncia (x,) (i. é, x, — x), ou de uma subsequéncia de (x,), entdo x é um

ponto limite da sequéncia.

iii) Todo ® - ponto de acumulag¢do de A é um ponto limite de (x,). Logo, em espagco em que todo

subconjunto unitdrio é fechado, se x € A’ entdo x é um ponto limite da sequéncia (x).

iv) Em geral, x ser ponto limite de (x,) ndo implica que x € A" e nem que x é limite de (x,). Por
exemplo, tome em (R, Tuga1), (x2) = (0,4,0,8,0,...), em que x, =0, sen é impar, e x, =2n,
se n é par. Tem-se que O é um ponto limite de (x,), mas 0¢ A" e (x,) ndo converge para O.
Ou, considere S=N*, 1={0, N*, {1}, N*—{1}} e (x,) = (1,2, 1,2,3, 1,2,3,4, 1,...). Todo
elemento de N* ¢ ponto limite da sequéncia, nenhum ponto de N* é limite da sequéncia (a sequéncia

ndo converge), ainda A' = N*—{1}, de modo que 1 ¢ ponto limite, néo é limite de (x,), e 1 €A

v) Podemos ter um elemento x em A’ e x ndo ser limite da sequéncia (x,) e nem ponto limite. Tome,
por exemplo, S ={1,2,3} com ©=1{0,5,{1},{2,3}} e (x») =(2,3,1,1,...). Entd@o A" = {2,3},
porém (x,) ndo converge para 2 e nem para 3 e, ainda, 2 e 3 ndo sdo pontos limites da sequéncia.

Observe também que x,, — 1 (de modo que 1 é limite e ponto limite), mas 1 ¢ A'.

Proposicao 4.3.18. Um espaco topoldgico (S,0) é enumeravelmente compacto se, e somente se, toda

sequéncia em (S,G) tem um ponto limite.

Demonstragcdo. (=) Suponhamos, por absurdo, que alguma sequéncia (x,),cn+ em S ndo tem ponto
limite. Entdo, para todo x € S, existe Gy € 6e N € N* talque x € Gy e GyN{xy+1,Xn+2,--.} =0 (ou
seja, x; ¢ Gy, se k > N). Note que podemos ter o mesmo N para elementos x # y em S. Para cada
ne N seja F,={G,€06: G:N{xyt1,%n+2,...} =0} e considere

U= |J Gx
GreFn

Entdo {U,},en+ € uma cobertura aberta e enumerével de (S,0) que ndo admite subcobertura finita
(uma vez que para todo V =U,, U...UU,,, tomando m > max{ny,...n;}, x, ¢ V), donde (S,0)

nao é enumeravelmente compacto, uma contradi¢ao!

(<) Suponhamos agora que S ndo é enumeravelmente compacto. Assim, existe uma cobertura aberta
enumerdvel {G,, n € N*} de S que ndo possui subcobertura finita. (Note que podemos supor o
conjunto de indices da cobertura igual a N*, pois se for finito, a cobertura ja seria finita). Considere
Vi = G e denote por V, o primeiro G; da cobertura que ndo estd contido em V; = Gy, por V3 o
primeiro G; que ndo estd contido em V; U V5, e assim por diante, de modo que V;, denotard o primeiro
G; que ndo esta contido em U?;ll V;. Claramente {V,, n € N*} & também uma cobertura aberta
de S. Seja x, € V,— Ul’.‘:_l1 Vi. Observe que x;,+1 € Vjy+1 € ndo pertence a V,, de fato, x,1¢

ndo pertence a V,, para todo k > 1. Entdo (x,) ndo tem ponto limite, pois para todo x € S, existe um
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(aberto) V,, talque x € Viy e ViuN{xpms1,Xm+2,...} =0, 0 que contraria a hipétese. Assim (S,0)

é
enumeravelmente compacto. 0
Corolario 4.3.19. Se (S,0) é sequencialmente compacto entdo (S,0) é enumeravelmente compacto.

Demonstracdo. E consequéncia da Proposi¢do E3T8, pois o limite de uma subsequéncia convergente

€, como ja observamos, um ponto limite da sequéncia. [

2z

Corolario 4.3.20. Um espaco métrico é enumeravelmente compacto se, e somente se, ¢é

sequencialmente compacto.

Demonstracdo. (=) Segue da Proposi¢do B3T3, uma vez um espago métrico € um e espago e num
espago métrico todo subconjunto unitério € fechado.
(«<=) Vale para qualquer espago topoldgico (coroldrio anterior).

[

Proposicao 4.3.21. Se (S,0) é enumeravelmente compacto e f : (S,6) — (R, Gysuar) € continua, entdo

f assume um valor mdximo e um minimo sobre S.

Demonstracdo. Mostremos primeiramente que f € limitada superiormente. De fato, se f nao
¢ limitada superiormente, para n = 1, existe x; € § tal que f(x;) > 1, para n = 2 existe xp
tal que f(x2) > max{1,f(x;)} e, de modo geral, para cada n > 2 existe x, € S tal que
f(xn) > max{n, f(x,—1)}. Sendo S enumeravelmente compacto ¢ f continua, seque que f(S) é
enumeravelmente compacto, mas a sequéncia y, = f(x,) ndo tem ponto limite em f(S), visto
que para cada x € R existe N >0; x < f(xy). Tomando d € R, 0 <3 < f(xy) —x, tem-se
x€G =|x—08x+0] e GN{ym, m>N} =0, o que nos dd uma contradi¢cdo pela proposi¢do
anterior. Portanto f € limitada superiormente.

Seja entdo ¢ = sup{f(x) : x € S}. Para todo n € N*, existe x,, € S tal que
1
c—— < flx)<ec.
n

Como (S,0) é enumeravelmente compacto, pela Proposicdo B3 TR, toda sequéncia em S tem um
ponto limite, de modo que a sequéncia (x,),en+ tem um ponto limite x € S, e f(x) serd um ponto
limite da sequéncia (f(x,)). Mas (f(x,)) converge para c, logo f(x) = c e f assume o seu valor
maximo.

A prova de que f assume um minimo € andloga. 0

4.3.1 Exercicios

1) Encontre um espaco topoldgico no qual todo subconjunto ndo enumerdvel tem um ponto de

acumulacdo, enquanto nenhum subconjunto enumeravel tem.
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2) Prove que S € enumeravelmente compacto se, e somente se, toda familia de fechados tendo a

propriedade da intersecdo finita tem a propriedade da intersecao enumeravel.

3) Mostre que S é enumeravelmente compacto se, e somente se, quando {F;, },en+ € uma sequéncia

decrescente de fechados ndo vazios, entdo [(),cn+ Fn 7 0.

4) Mostre que se S € e> e enumeravelmente compacto, entdo toda bijecdo continua f: S — 7 € um

homeomorfismo.

5) Se S é enumeravelmente compacto e f : S — T € continua, entdo f(S) é enumeravelmente

compacto (i. €, prove a Proposicao E3110).

6) Mostre que se (S,0) é compacto e (7,T) é enumeravelmente compacto, entdo o produto S x T

com a topologia produto é enumeravelmente compacto.

4.4 Compacidade em Espacos Métricos

Nesta secado mostraremos que para os espacos métricos, a compacidade, a compacidade
sequencial, a propriedade de Bolzano-Weierstrass e também a compacidade enumerdvel sdo

equivalentes.

Definicao 4.4.1. Sejam (M ,d) um espaco métrico e € > 0. Uma e-rede para (M,d) é um subconjunto
finito F = {xy,...,x,} de M tal que, para todo x € M, existe x; € F com d(x,x;) < €, ou seja M =
B(x1,€)U...UB(x,¢).

Definicao 4.4.2. Um espagco métrico (M, d) é totalmente limitado ou pré-compacto se, para todo € >
0, existe uma €-rede para (M,d), i.é, ¥V € > 0, 3{x1,...,x,,} CM tal que M = B(x1,€) U...UB(x,,€).

Observacao 4.4.3. Todo espaco métrico totalmente limitado é limitado. Pois, por exemplo, para
e=1, existe {x1,...,x,} CM tal que M =B(x1,1)U...UB(x,,1). Tome c=max{d(x;,x;), i # ],
i,j=1,...,r}. Entdo, d(M)<2+-c.

Proposicao 4.4.4. Todo espaco métrico compacto é totalmente limitado.

Demonstragdo. Para todo € > 0, considere a cobertura aberta de M, M = (J,cy B(x,€). Como M
¢ compacto, existe {xi,....x,,} CM tal que M = B(x;,€)U...UB(x,,€), e assim M ¢é totalmente
limitado. U

Corolario 4.4.5. Todo subconjunto compacto K de um espaco métrico M é fechado e limitado.

Demonstracdo. Se K é compacto entdo, pela proposicdo anterior que K é totalmente limitado e,

portanto, pela observagdo acima, K € limitado. Que K € fechado segue do Corolario EET9. U
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Proposicao 4.4.6. Se (M,d) é um espaco métrico sequencialmente compacto, entdo (M,d) é

totalmente limitado.

Demonstra¢do. Suponhamos que (M,d) ndo seja totalmente limitado. Entdo, existe € > 0 tal que
(M,d) nao tem uma €-rede. Seja x; € M. Como {x;} ndo é uma e-rede, existe x, € M tal que
d(x1,x2) > €. Como {xj,x} ndo é uma e-rede, existe x3 € M com d(x1,x3) > € e d(x,x3) > €.
Deste modo, define-se {xj,x2,...,X,,...} tal que d(x,,x;) > €, para todo i = 1,2,...,n— 1. Temos
assim uma sequéncia (x,),cn que ndo admite subsequéncia convergente, dado que d(x;,x;) > €, para

todo i, j, logo (M,d) nao pode ser sequencialmente compacto, o que contradiz a hipdtese. 0

Corolario 4.4.7. Todo espagco métrico M sequencialmente compacto é separdvel, isto é, existe X C M

tal que X é enumerdvel e denso em M.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao B4 A, (M,d) é totalmente limitado, logo, para todo n € N*, (M,d)

X:=J X,

neN*

tem uma % -rede X,. O subconjunto

¢ enumeravel e denso em M. (Verifique!) ]

Definicao 4.4.8. Sejam (M,d) um espaco métrico e {G;}ic; uma cobertura de M. Dizemos que um
niimero real a > 0 é um niimero de Lebesgue para a cobertura {G;}ic; de (M,d) se cada subconjunto

X de M com diametro menor que a estd contido em algum G; da cobertura.
Note que se a € um nimero de Lebesgue de uma cobertura entdo b também &, para todo 0 < b < a.

Proposicao 4.4.9 (Lema da Cobertura de Lebesgue). Num espaco métrico sequencialmente

compacto, toda cobertura aberta tem um niimero de Lebesgue.

Demonstracdo. Seja {G;}ic; uma cobertura aberta de M. Diremos que um subconjunto B C M é
grande se ndo existe i € [ tal que B C G;. Temos duas situacdes a considerar:

1%) M ndo possui subconjuntos grandes, neste caso qualquer nimero real serve como nimero de
Lebesgue da cobertura (pois, V X C M,di € I tal que X C G, independente do valor do didmetro
d(X)).

2%) Existem conjuntos grandes em M. Neste caso considere @’ = inf{d(B): B C M e B é grande}
(o infimo do conjunto dos didmetros dos subconjuntos grandes de M), temos 0 < a’ < +oo.

e Se d' = +oo, entdo qualquer nimero real a serve como niimero de Lebesgue (visto que, neste
caso d(B) = +oo, para todo B grande, e assim, se d(X) < a entdo X ndo é grande).

e Se 0 < d < oo, entdo podemos tomar a = a’ como nimero de Lebesgue.

e Afirmamos que o caso @' = 0 ndo ocorre. De fato, suponhamos @’ = 0. Note que todo
subconjunto grande B tem pelo menos dois pontos e portanto d(B) = sup{d(x,y) : x,y € B} > 0.
Se d’ =0, segue que para todo n € N*, existe B, grande tal que 0 < d(B,) < 1/n. Para cadan > 1,
escolha x, € B, e considere a sequéncia (x,). Como M é sequencialmente compacto, existe x € M e
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uma subsequéncia (x,,) de (x,), tal que (x,,) — x. Visto que {G;}ic; € cobertura aberta de M, x € G,
para algum iy € I. Sendo G, um aberto, existe 6 > 0 tal que B(x,6) C Gj,. Como (x,,) — x, existe
n; € N* tal que x,, € B()@%), para todo n; > n;. Escolha xn € B(x, %) com ny, > max{n;,2/8}.
Do fato de d(By, ) <1/ny,, vemque Vy € By, ,

5 1
d(x.y) < d(xyx, ) +d(n,3) < 540 <8

Assim By, C B(x,d) € Gj,, o que nos dd uma contradigdo, pois By, € grande. Portanto a #0.

Assim, em qualquer situacao existe numero de Lebesgue para a cobertura. [
Proposicao 4.4.10. Todo espaco métrico sequencialmente compacto é compacto.

Demonstracdo. Sejam (M,d) um espaco métrico sequencialmente compacto e {G;};c; um cobertura
aberta de M. Seja a um nimero de Lebesgue para {G;}ic; e tome € = a/3. Como vimos,
M sequencialmente compacto implica que M € totalmente limitado, logo existe uma &-rede A =

{x1,x2,...,xn} para M, e, para todo k = 1,2,...,m. Temos que

A(Blw.e) <2 = <a.

logo, como a € um nimero de Lebesgue da cobertura, para todo k, existe G;, com B(xy,€) C Gi,.

Como
m
M = JB(x;e),
i=1
a classe finita {G;,Gj,,...,G;,} € uma subcobertura finita de {G;}, donde M é compacto. O

Proposicao 4.4.11. Seja (M,d) um espaco métrico. Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(i) M é sequencialmente compacto;
(i1) M é compacto;
(iii)) M tem a propriedade de Bolzano - Weierstrass.

Demonstragdo. Que (1) implica (ii)) segue da proposi¢ao anterior. Que (i1) implica (iii) foi
provado na Proposi¢do BETTA. Para ver que (iii) implica (i), seja (x,),en+ uma sequéncia em M e
considere A = {xy,x2,...,Xp,...}. Se A é finito, entdo claramente (x,),cn+ tem uma subsequéncia
convergente. Se A é infinito, segue da hipétese, que existe x € A’ e ainda, x é um w - ponto de
acumulacdo (i. €, as vizinhancas de x possuem infinitos pontos de A, pois o espaco € métrico).
Para cada k € N*, tome x,, € (B(x,1/k) —{x})NA, com ny > ny_;. Entdo x,, — x. Assim M ¢

sequencialmente compacto. O

Corolario 4.4.12. Um espaco métrico é compacto se, e somente se, é enumeravelmente compacto.
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Demonstragdo. Segue do resultado anterior e do Corolario B3 T4 ou Corolario E371. [

No resultado seguinte comparamos aplicagdo continua com uniformemente continua quando o
dominio € um espago métrico compacto. Recordemos a definicdo de uma aplica¢cdo uniformemente

continua.

Definiciio 4.4.13. Uma aplicagdo f : (M,d) — (N,d') é uniformemente continua se, para todo
€ > 0, existe & > 0 tal que para todos x,y € M, com d(x,y) < 8 tem-se d(f(x),f(y)) <€ Um
homeomorfismo uniforme de M em N é um homeomorfismo f: M — N tal que f e f~' sdo
uniformemente continuas. Chamamos propriedade uniforme a toda propriedade que é preservada

por homeomorfismo uniforme.

Proposicao 4.4.14. Toda aplicagcdo continua de um espago métrico compacto em um espago métrico

qualquer é uniformemente continua.

Demonstragdo. Sejam M e N espagos métricos, com M compacto € f : M — N uma aplicagdo
continua. Suponhamos que f nd@o seja uniformemente continua. Entdo existe € > 0 tal que para
todon =1, 2,..., podemos obter x, e y, em M tais que d(x,,y,) < 1/ne d(f(x,),f(y,)) > €. Como
M é compacto, e portanto sequencialmente compacto, a sequéncia (x,) possui uma subsequéncia
convergente. Assim, considerando uma subsequéncia convergente e mudando de notacdo se
necessario, podemos supor que (x,) converge para x € M e dai (y,) também converge para x € M,
visto que d(x,,y,) < 1/n. Do fato que f é continua, segue que lim d(f(x,), f(y»)) =d(f(x), f(x)) =0,

contradizendo a condic@o d(f(xy), f(yn)) > €. Assim f é uniformemente continua. O

Definicao 4.4.15. Sejam M um conjunto ndo vazio e dy, dy duas métricas sobre M. Dizemos que
as métricas dy e dp sdo uniformemente equivalentes se, e somente se, a identidade id : (M,d,) —

(M,d,) for um homeomorfismo uniforme.

Notemos que se d; e d» sdo uniformemente equivalentes entdo d; e d, sdo métricas equivalentes.

4.4.1 Exercicios

1) Sejam X um espaco métrico e f : X — X uma aplicagdo tal que d(x,y) = d(f(x),f(y)),
para todo x,y € X (f € uma imersdo isométrica de X em X - vide Exercicio B172-2). Se
X é compacto prove que f é um homeomorfismo. (Sugestdo: claramente f é continua, se
mostrar que f é sobrejetora entdo f sera bijetora e, como f~! também sera imersdo isométrica,
f~! serd continua. Para ver que f é sobrejetora, tome y € X e considere a sequéncia
O, fO), FUFO)), FUFUfD))), --istoé, yi =y, yp= f(¥n—1), n > 2. Como X é compacto,
existe uma subsequéncia convergente de (y,). Tal subsequéncia serd de Cauchy, assim, dado
€ > 0, existe ngp € N* tal que d(yn,ym) <€ V n, m>ng. Dai, d(y,f(X)) <d0,f(y)) =

d(y1, y2) =d(f(n),f(02)) = d(y2,y3) = -+- = d(yng, ynp+1) <& Logo, d(y,f(X))=0 e
como f(X) éfechado y€ f(X).)
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2) Um espagco métrico M € compacto se, e somente se, toda funcdo real continua f: M — R é

limitada.

3) Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Mostre que A é totalmente limitado se, e

somente se, A é totalmente limitado.

4) Sejam M e N espaco métricos.

a) Demonstre que toda aplicagao uniformemente continua f : M — N leva conjunto totalmente
limitado em conjunto totalmente limitado. Conclua que ser totalmente limitado € propriedade

uniforme.

b) Mostre que aplicagdes continuas em geral ndo tém, necessariamente, esta propriedade.

5) a) Se d é uma métrica sobre M mostre que as métricas d(x,y) = min{l, d(x,y)} e d'(x,y) =
d(x,)

1+d(x,y)

sdo equivalentes, vide Exercicio IR - 28.

sdo uniformemente equivalentes a d (Lima [[4], Cap. 5, Exemplo 10, p. 139). Que

b) Se existirem m, k > 0 tais que md, (x,y) < da(x,y) < kdi(x,y), Vx, y € M, onde entdo d,

e d» sao métricas sobre M, mostre que d; e d» sdao métricas uniformemente equivalentes.
c) Considere as métricas em R, d(x,y) = |x — y| (métrica usual) e d(x,y) = |x* —y?|. Mostre

que d e d; sdo equivalentes, mas ndo sao uniformemente equivalentes.

6) Se A é um subconjunto compacto de um espaco métrico mostre que o derivado de A € compacto.

4.5 Espacos Localmente Compactos

Nesta secao apresentamos 0s conceitos de espagco localmente compacto e de compactificagdo de
um espaco topoldgico. Veremos que os espagos localmente compactos e de Hausdorff, grosseiramente
falando, sao “compactos a menos de um ponto” no sentido que possuem uma ‘“‘compactificacdo por

um ponto” (compactificagdo de Alexandroff).

Definicao 4.5.1. Dizemos que um espago topoldgico (S,0) é localmente compacto se, para todo
x € S, existem G € 6 e um subconjunto compacto K de S tal que x € G C K (ou equivalentemente,

existe K compacto, tal que x € K° C K).

A Definicdo B35 1 diz que um espaco topoldgico € localmente compacto se, e somente se, todo
ponto tem uma vizinhanca compacta. Existe uma outra formulacdo para compacidade local que €
equivalente a apresentada aqui quando o espaco é de Hausdorff (vide Exercicio B4 - 5).

Exemplo 4.5.2. 1) (R,Gy5uq1) € localmente compacto (e ndo é compacto).

2) (S,064is) € localmente compacto.
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Notemos que (Q,0), com ¢ induzida da topologia usual de R, ndo é localmente compacto, pois
dado x € Q, se existisse G € ¢ e um subconjunto compacto K de Q tal que x € G C K C QQ, podemos
supor G bdsico da forma |a,b[ N Q. Tomando y € R—Q, com y € ]a, b], existe sequéncia (y,), com
yn € la,b|NQ CKe(y,) —y. Dai,y € K=K (pois K é fechado visto que K € compacto em Q,

que é de Hausdorff), o que € uma contradicéo, pois y & Q.

Nas proposicdes seguintes sao descritas algumas propriedades dos espacos localmente compactos.

Proposicao 4.5.3. (i) Todo espaco compacto é localmente compacto. (A reciproca é falsa vide
Exemplo -1).

(ii) Subespago fechado de um espago localmente compacto é localmente compacto, isto é, se (S,0)

é localmente compacto, e F C S é fechado, entdo (F,GF) é localmente compacto.

(iii) Se para todo ponto x € S existe um aberto G, contendo x tal que G, é compacto, entdo (S,0)

é localmente compacto. Em espacos de Hausdorff vale a reciproca.

(iv) Se f: (S,0) — (T,r) é continua, sobrejetora e aberta, e (S,06) é localmente compacto,
entdo (T,t) é localmente compacto. Consequentemente, compacidade local é propriedade

topologica.

(v) O produto finito de espagos topologicos (com a topologia produto) é um espago localmente

compacto se, e somente se, cada um dos fatores é um espaco localmente compacto.
Demonstragcdo. Exercicios B8 - 3 a 6. O item (i) € imediato. ]

Proposicao 4.5.4. O produto infinito de espagos topoldgicos S = [[yc. Sy (com a topologia produto)
é localmente compacto se, e somente se, cada Sy, é localmente compacto e S), é compacto para quase

todo A\ € L, isto é, exceto um niimero finito de elementos.

Demonstracdo. (=) Se S é localmente compacto, para ver que cada Sy é localmente compacto, use
que as projecdes pg : [Ier Sn — So sdo aplicacdes continuas, sobrejetoras e abertas. Para concluir
que somente um nuimero finito dos S sdo ndo compactos, seja p = (x))rez € [Iner Sp- Por hipétese
existe G € Oproq € K C[laerSn, K compacto, tal que p € G C K. Podemos supor G aberto
bdsico, G=Gy, X Gy, X ... xGy_ X [z, S Temos que paracada A# A, i=1,....,r, py(G) =S$),
e visto que Sy = pa(G) C py(K) C Sy, segue que Sy = pp(K) eassim S ¢é compacto, se A # A,;.

(<) Agora suponhamos que cada S é localmente compacto. Se todos os S, forem compactos, pelo
Teorema de Tychonoff § = [Ipc;. S5 € compacto e portanto localmente compacto. Sejam entdo
Sy sShys -5 Sy, 08 espagos ndo compactos. Tome p = (py)rer € [TaerSa- Como py, € Sy, que é
localmente compacto, i = 1,...,r, existem Gj, € Gy, € K;, compacto tais que p). € Gy, C K)_.
Entdo p € G:= Gy, X Gy, X ... XGy, X [hap, S © K:=Ky, X Kj, X ... XKy, X [z, Sp, com
G aberto e K compacto (pelo Teorema de de Tychonoff). 0
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Observacao 4.5.5. i) Produto infinito de espagos localmente compactos ndo é, necessariamente,
localmente compacto. Por exemplo (vide Exercicio -10), considerando R com a topologia usual,
R® =TT,en+ (R), com a topologia produto ndo é localmente compacto (Munkres [20], Cap. 3, §29,
Exemplo 2, p. 182).

ii) Se f:(S,0) — (T,T) € continua, sobrejetora e (S,0) é localmente compacto ndo é verdade, em
geral, que (T,t) é localmente compacto. Tome, por exemplo, id : (Q,P(Q)) — (Q, Tysuar). Tem-se

que f é continua, sobrejetora, (Q,P(Q)) é localmente compacto, mas (Q, Tysuq1) néo é.

4.5.1 Compactificacao - Compactificacao de Alexandroff

Definicdo 4.5.6. Uma compactificacio de um espaco topolégico (S,6) é um par ((S,6),h), em que:
(1) (§ ,6) € um espago topolégico compacto e de Hausdorff,
(2) h:S— 8 éuma aplicacdo tal que h: S — h(S) é um homeomorfismo,
(3) h(S) é denso em S.

Observacao 4.5.7. A definicdo acima estd de acordo com a apresentada em Sims [C3], porém hd

autores que ndo exigem que o espaco seja de Hausdorff como, por exemplo, em Lima [[4].

Exemplo 4.5.8. Se (S,0) é compacto (e de Hausdorff) entdo ((S,0),id) é uma compactificagdo de

S. Assim, compactificacdo é interessante para espacos ndo compactos.

Exemplo 4.5.9. 1) Considere S = |0,3] com a topologia usual, uma compactificacdo de S é o par
((§ =10,3],6 = Tusua), h =inclusao). Note que S — h(S) = {0,3}. Agora se consideramos S = 0,3,
S =1[0,3] é uma compactificacdo de 10,3] e S — h(S) = {0}.

x
1+ |x
— [

2) O par ([—1,1),Tysuar), h), em que h: R — [—1,1] é tal que h(x) :=
de R (com a topologia usual) com h(R)=]—1,1] e [—1,1] — h(R)
{x e R"; ||x|| < 1} (com a topologia usual) e h : R" — D"; h(x) = X ¢uma compactificagcdo

14 |fx
de R" (e tem-se D" — h(R") = §"~ 1),

, é uma compactificag¢do

1,1}. Similarmente D" =

3) S' ¢ uma compactificacio de R (com a topologia usual). Mais precisamente, considere o
e h=

homeomorfismo dado pela projecdo estereogrdfica p :S'—{(0,1)} — R; (x,y) — 7 *

jop™':R — S'—{(0,1)} — S, sendo j ainclusdo de S' —{(0,1)} em S' (Exemplo =3).
Verifica-se que ((S',Tusuar),h) é uma compactificacdo de R e tem-se S' — h(R) = {(0,1)}.

Definicdo 4.5.10. Seja (S,0) um espaco topoldgico. Uma compactificagido de Alexandroff
(Alexandrov) ou compactificacdo por um ponto, ou ainda um compactificado de Alexandroff de
(S,0) é um par ((S*,6%),h), em que:

(1) (§*,6%) € um espago topoldgico compacto e de Hausdorff,
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(2) h:S— S* éuma aplicacdo tal que h : S — h(S) é um homeomorfismo,

(3) S* =h(S)U{p}, sendo p um elemento ndo pertencente a h(S).

O ponto p é usualmente denotado por w ou o e é chamado ponto no infinito.

Observacao 4.5.11. Toda compactificacdo de Alexandroff ((S*,6%),h) de um espaco topoldgico
ndo compacto S é uma compactificagdo de S de acordo com a defini¢do anterior. Para concluir isto
basta ver que h(S) = S*. Claramente h(S) C S* e do item (3) da definicdo, segue que h(S) = h(S)
ou h(S) = h(S)U{p} = S*. Se h(S) = h(S), entdo h(S) é fechado em S* e portanto compacto. Dai,
como S é homeomorfo a h(S), S seria compacto. Como estamos supondo S ndo compacto, segue que

h(S) = S*.

Exemplo 4.5.12. S' é uma compactificacdo de Alexandroff de R (exemplo anterior, item 3). Mais

geralmente, 8" é uma compactificagdo de Alexandroff de R .

Proposicao 4.5.13. Todo espago localmente compacto e de Hausdorff possui uma compactificagdo
de Alexandroff.

Demonstracdo. Sejam (S,6) um espago localmente compacto e de Hausdorff, p um ponto/objeto
ndo pertencentea S e S*:=S U {p}. Tome h:S— S* como sendo a inclusdo e

6" : =0 U {GU{p}: Geoc e G°=S—G éum subconjunto compacto de S}.
Entdo 6* é uma topologia para S* (verifique!) e (S*,6*) € um espaco compacto e de Hausdorff.
® (5*,0") é compacto, pois se S* = Uy, V. existe Vy, tal que p €V e V3 = Gy, U{p},com Gy, €C
e G"0 = § — G),, € compacto. Mas entdo G;;O C Upa, Vo onde podemos considerar V), € o, para
todo A # Ap. Sendo G&O compacto, GKO =V, U...UV, e, consequentemente, S* =V, UVy U...UV) .
e Para ver que o espago € de Hausdorff, observe que se x # y com x, y € S entdo x e y possuem
vizinhancas disjuntas, pois S é de Hausdorff. Consideremos entdo x € S e y = p. Como S € localmente
compacto, existe G € 6 tal que x € G C G, com G compacto. Neste caso podemos tomar G, =G e
G, = (S—G)U{p}, que sdo disjuntos e pertencem a G*.
A inclusdo i : S — §* é um homeomorfismo sobre 4(S), pois a inclusdo é continua, bijetora (sobre
h(S)) e aberta. Ainda, obviamente, S* = h(S)U{p}. Assim, o par ((S*,0%), ) é uma compactificacao
de Alexandroff de (S,0). O

Observacao 4.5.14. Pode-se mostrar que os subconjuntos abertos de uma espago localmente
compacto e de Hausdorff sdo localmente compactos (vide Exercicio B - 2, abaixo). Disto segue que:
“se um espago (S,0) tem uma compactificagcdo de Alexandroff entdo, necessariamente, tal espago é

de Hausdorff e localmente compacto” (Exercicio -11).

Proposicao 4.5.15. (Unicidade a menos de homeomorfismo) Dado um espago topoldgico (S,0),
se  ((S*,0%),h) e ((8%,6%),h') sdo duas compactificacbes de Alexandroff de (S,0), com
S*=hn(S)U{p} e S® =K (S)U{p'} entdo a aplicagdo ® : S* — S¥; ®(h(s)) =N (s), se s€ S
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(ou equivalentemente, ®(x) = (h' o h™')(x), se x € h(S)) e ®(p) = p', estd bem definida e é um

homeomorfismo.

Demonstracdo. Note que em h(S), tem-se que a aplicagio @ é o homeomorfismo sobre #'(S),
W oh™!: h(S) — W (S). Para ver que ® é continua em p, seja V um aberto em S® que contém
p' = ®(p). O complementar S¥ —V é um fechado em S® e portanto compacto contido em 7'(S).
Assim existe um compacto K C h(S) tal que ®(K) =S¥ — V. Como S* é de Hausdorff, K é fechado
em S*, e assim U = §* — K = K¢ é um aberto de $*, com p € A. Agora, S® —V =®(K) =d(X*—U).
Como @ é uma bije¢do entre X* e X%, ®(X* —U) =X® —d(U), e entdo S¥ -V = X® —P(V),
donde segue que V = ®(U) e portanto ® é continua em p. Que ® é um homeomorfismo segue do
Exercicio BT - 8, observando que & ¢ uma aplicag@o continua e bijetora do espaco compacto X* no
espaco Hausdorff X®. O

(O resultado anterior é apresentado em Lima [I4], Cap. 7, §5, Prop. 22, p. 206.)

4.6 Exercicios

1) Prove que um espaco topoldgico Hausdorff é localmente compacto se, e somente se, cada ponto
possui uma base local de abertos que tem fechos compactos. Ou seja, se S é Hausdorff, entdo
S € localmente compacto se, e somente se, dado x em §, para todo aberto U de S contendo x,
existe um aberto V, contendo x, tal que V C U e V é compacto. (Munkres [20], Cap. 3, §29,
Teor. 29.2, p. 185.)

2) Se (S,0) é localmente compacto e de Hausdorff e A C § é aberto, mostre que (A,G4) €
localmente compacto. (Sugestdo: dado x € A, pelo exercicio anterior, existe uma aberto V
de Stalque x €V CV C A, com V compacto.)

3) Se (S,0) é localmente compacto e F C S é fechado, mostre que (F, or) é localmente compacto
(item (i1) da Proposicao E33). (Munkres [2d], Cap. 3, §29, Corol. 29.3, p. 185.)

4) Prove que se S € de Hausdorff e localmente compacto entdo para todo ponto x € § existe
um aberto G,, contendo x, tal que G, é compacto (Proposicdo B33, item (iii) - reciproca).
(Sugestdo: observe que x € G C K, com G aberto e K compacto, implica G C K = K, visto que

compacto em Hausdorff é fechado. Disto segue que o fechado G é compacto.)

5) Prove quese f: (S,6) — (T,7T) é continua, sobrejetora e aberta, e (S, 6) é localmente compacto,
entdo (T,T) é localmente compacto. Conclua que compacidade local é propriedade topoldgica.
(Proposicao B33, item (iv)).

6) Prove que o produto S; x §» é localmente compacto se, e somente se, cada um dos fatores Sy,
S, € localmente compacto. Estenda o resultado para um nimero finito de espagos. (Proposi¢cao
B, item (Vv)).
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8)

9)

10)

11)
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Demonstre que um subespago A de um espago localmente compacto e Hausdorff S € localmente
compacto se, € somente se, A € interse¢do de um aberto G com um fechado F' de S. (Dugundji
[8], Cap. 11, Teorema 6.5, p. 239.)

Mostre que, se T € um espaco de Hausdorff e S C T € denso e localmente compacto em 7,
entdo S € aberto em 7'. (Lima [I4], Cap. 7, §5, Corol. 2, p. 201.)

Um espago topoldgico S diz-se compactamente gerado se satisfaz a seguinte condi¢do: G é
aberto em S se, e somente se, GN K & aberto em K, para todo compacto K em S. Mostre que
todo espaco localmente compacto S é compactamente gerado. (Munkres, [Z0], Cap. 7, §46,
Def. e Lema 46.3, p. 283.)

Observacdo: supondo S Hausdorff, a definicio de compactamente gerado é equivalente a
definicdo de k- espaco dada anteriormente no Exercicio BET°T -13 (Munkres, [20], Cap. 7,
§46, p. 283.)

Considere em R a topologia usual. Mostre que R®, com a topologia produto, ndo é localmente
compacto (Observacao B33- i). (Sugestdo: Suponha R® localmente compacto entdo, para
x=(0,0,...) € R?® existe um aberto, que podemos supor basico (em que na posi¢do k, k> n+1
tenhamos sempre R) G = |aj,bi[x -+ X |ay,by[ x R x Rx--- e um compacto K de R tal
que x € G C K. Observe que a restri¢do da projecdo, p,+1 |x: K — R, é continua e sobrejetora,

o que nos da uma contradicao, uma vez que R nao é compacto.)

Prove que se (S,0) tem uma compactificacdo de Alexandroff ((S*,6), h) entdo (S,0) é de
Hausdorff e localmente compacto. (Sugestdo: se S* = h(S)U{p}, como S* é de Hausdorff
entdo {p} € fechado em S* e assim A(S) = S* — {p} € um aberto de S*. Agora S* ¢ um espago
de Hausdorff e localmente compacto (pois é compacto) e, portanto, /(S) sera de Hausdorff
e localmente compacto (pelo Exercicio 2 anterior). Assim S é homeomorfo a i(S) que é de

Hausdorff e localmente compacto.)



Capitulo 5

Conexao

“A matemdtica nasce quando uma pessoa abstrai todas as
caracteristicas individuais da dualidade que resulta em consequéncia
do aumento no tempo. A forma vazia que permanece, que é comum a

todas essas dualidades, é a intui¢do primdria da matemdtica. Ela é

repetida sem fim e dd origem a novos objetos matemdticos.”

(Luitzen E. J. Brouwer)

Um espago topoldgico é conexo se, a grosso modo, € constituido de uma Gnica “pega-componente”
relativamente a topologia dada. Neste capitulo introduzimos a no¢@o de conexao e consideramos os
varios tipos de conexdao. Mostramos que conexao ¢ uma propriedade topoldgica e demonstramos que
os subconjuntos conexos da reta real sdo os intervalos. Uma consequéncia deste fato é o Teorema do
Valor Intermediario para func¢des continuas f : X — R, que afirma que uma funcdo continua de um

espago conexo na reta real tem como imagem um intervalo.

5.1 Espacos Conexos

Definicao 5.1.1. Dizemos que um espaco topolégico (S,G) é conexo se ndo pode ser representado
como uma reunido de dois abertos disjuntos e ndo vazios, ou seja, ndo existem G, H € G, ndo vazios,
disjuntos, tais que S = GUH. Caso contrdrio dizemos que (S,G) é desconexo. Um subconjunto A C S

é dito conexo se (A,G4) é conexo.

Observacao 5.1.2. i) Da definicdo dada segue que (S,G) é conexo se, e somente se, para todos
G,Hecocom S=GUH e GNH =0, tem-se G =0 ou H = 0. Ainda, (S,0) é desconexo se existem
G, H € 6—{0} tais que GNH =0 ¢ S = GUH. Neste caso dizemos que G e H proporcionam uma

desconexdo de S e denota-se, as vezes, S=GUH ou S=G | H.

ii) Se S=GUH com G e H abertos disjuntos, entdo G e H sdo também subconjuntos fechados de S.
Como consequéncia, (S,0) é conexo se, e somente se, os unicos subconjuntos abertos e fechados de
S sdo 0 e S (verifique!).

94
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Exemplo 5.1.3. 1) (S,6cq0) € conexo, sendo S ndo vazio e 6.4, = {0,S} a topologia cadtica.

2) Seja S um conjunto infinito e considere em S a topologia cofinita Ger. Entdo (S,Gcr) € um espago

topologico conexo.
3) Se S tem pelos menos dois pontos entdo (S, Gyis) € desconexo, onde G5 denota a topologia discreta.

4) Todo subconjunto unitdrio de um espaco topoldgico é conexo. Também, O é conexo, pois ndo

contradiz a definigdo.
Consideremos agora algumas propriedades de conexao.

Proposicao 5.1.4. (i) A propriedade de um subespaco ser conexo é intrinseca, isto é, se (A,T) é
conexo e (S,0) é qualquer espago topoldgico tal que A C S e T= Gy, entdo A é um subconjunto

conexo de (S,0).

(ii) Sejam (T,0) um espago topolégico e A C S C T. Considere em S e A a topologia induzida de
T. Se ACT éconexo, entdo A C S também é, ou seja, A também é conexo quando visto como

subespago de S.
Demonstragdo. Exercicio. [
Proposicao 5.1.5. A imagem continua de conexo é conexo.

Demonstracdo. Sejam (S,6) um espago conexo ¢ f : (S,06) — (7,7) uma aplicagdo continua. Sem
perda de generalidade podemos supor f sobrejetora, pois f(S) C T é conexo se, e somente se,
(f(S),04(s)) € conexo. Isto posto, se T = f(S) fosse desconexo, existiriam G e H abertos disjuntos e
ndo vazios tais que 7' = GUH, e assim

S=f"T)=1"(GUH) =1 (G)Uf'(H),
onde f~1(G) e f~!(H) sio abertos disjuntos nio vazios em S. Logo S seria desconexo, o que nos di
uma contradi¢do. 0
Corolario 5.1.6. Conexdo é uma propriedade topoldgica.

Proposicao 5.1.7. Sejam (S,0) um espaco topoldgico e A um subespago conexo de S. Se B C S é tal

que A CBC A, entdo B é conexo. Em particularZ é conexo.
Demonstragcdo. Se B C S fosse desconexo existiriam abertos, ndo vazios e disjuntos, G = Gy N B e
H=H NBem B, com G,H| € G, tais que B=GUH. Assim,

A=BNA=(GUH)NA=(GINA)U(H|NA),

onde G; NA e H; NA sdo abertos disjuntos em A. Além disso, G{ NA # 0 # H; NA, pois como G # 0,
existe x €EG,entiox € Gy €exc BCAe,dai, GiNA = (, e analogamente, Hi NA # 0. Logo A
seria desconexo, contrariando a hipétese. OJ
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Proposicao 5.1.8. Em R com a topologia usual, um subconjunto ndo vazio e ndo unitdrio A C R é

conexo se, e somente se, A é um intervalo.

Demonstragdo. (=) Mostraremos que se A ndo € um intervalo, entdo A ndo é conexo. De fato,
se A ndo € um intervalo, existem x,y € A e z € R — A tais que x < z <y. Assim, 0s conjuntos
G=]—o0,z[ NA e H=AN |z,+oo| sd0 abertos em A, ndo vazios, disjuntos e A = GUH. Logo A é

desconexo.

(<) Seja A um intervalo e suponhamos, por absurdo, que A = GUH, com G e H abertos em A,
disjuntos, e G # 0 = H. Entdo existem x,y € A com x € G e y € H. Podemos supor x < y ja que x # y.
Como A € um intervalo, [x,y] C A, de modo que, se a € [x,y], tem-sea € Ae assima € Goua € H.
Seja z = sup([x,y] N G). Segue que x < z <y, e portanto z € A. Como G é também fechado em A,
z € G e, em consequéncia, z ndo pertence a H (ja que GNH = 0) e entdo z # y, logo z < y. Assim,
pela definicao de z, z+ € € H, para todo € > 0 tal que z+€ < y. Como H ¢ fechado em A, segue que

z € H, o que nos da uma contradi¢do (pois z ndo pertence a H). Portanto A € conexo. 0

Proposicao 5.1.9 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam (S,G) um espaco topolégico conexo e
f:(S,0) = (R, OCusuar) uma fungdo continua. Entdo

(i) f(S) é um intervalo.

(ii) Seu,ve f(S) e weRétal que u<w <v, entdo existe x € S tal que f(x) =w.
Demonstragdo. (i) Segue das Proposicoes BT 3 e BETH.
(i1) E consequéncia imediata de (1). L]

Corolario 5.1.10. (Teorema do Ponto Fixo de Brower em R) Se f : [a,b] — [a,b] é continua entdo

existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

Demonstragdo. Note que se f(a) = a ou f(b) = b, entdo ndo ha nada a demonstrar. Suponhamos
fla) #a e f(b) # b. Considere g : [a,b] — R, definida por g(x) =x— f(x). Tem-se que g é

continua, e g(a) <0 < g(b). O resultado segue entdo da proposi¢do anterior. O

Proposicao 5.1.11. Um espaco topolégico (S,0) é desconexo se, e somente se, existe uma fungdo

f:8—1{0,1} continua e sobrejetora (considerando {0,1} com a topologia discreta).

Demonstracdo. (=) Suponhamos S desconexo. Entdo existem abertos disjuntos e nio vazios G e H
tais que S = GUH. Neste caso, a fungdo f: S — {0, 1} dada por

0, sexeq,
X)) =
f() { 1, sexeH,

¢ continua e sobrejetora.
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(<=) Suponhamos que exista f : § — {0,1} continua e sobrejetora. Sejam G = f~1({0}) e H =

F~1({1}). Temos G e H abertos, disjuntos e ndo vazios de S, e

s=r'{o,1}) = ({oyus ({1}) =GUH,

donde segue que S € desconexo. U

Corolario 5.1.12. Um espaco topoldgico (S,0) é conexo se, e somente se, as tinicas fun¢des continuas
f:S—{0,1} sdo as constantes.

Proposicao 5.1.13. Seja S um espaco topologico. Se {A;}ic; é uma familia de subconjuntos conexos
de S, ndo vazios e tais que (;c;A; # 0, entdo A =J;c;A;i € conexo.
Demonstragdo. Exercicio. 0

Proposicao 5.1.14. O produto cartesiano de dois espagos topologicos é um espaco conexo (com a
topologia produto) se, e somente se cada um dos espacos é conexo.

Demonstracdo. Sejam (S,6) e (T,1) espagos topoldgicos. (=) Use que as projegdes p; : Sx T — S
e p2: S X T — T sdo continuas. (Exercicio).

(<) Suponhamos que (S,0) e (7,7) sejam espacos conexos. Consideremos a topologia produto em

SxT,esejaf:SxT — {0,1} uma aplicagdo continua. Para cada (a,b) € S x T, definimos

i*:S—SxT, pori®(x)=(x,b);
ig: T — ST, poriy(y)=(a,y).

b sdo continuas, logo f* = foi’ e f, = foi, sdo aplicacdes continuas de S e T em {0,1},

igel
respectivamente. Para cada para (a,b) € S x T, como S e T sdo conexos, f*: 8 — {0,1} e f,: T —
{0,1} sd@o constantes e assumem o valor k = f(a,b) € {0,1}. Assim, fixado (a,b) e considerando

k= f(a,b), se (c,d) € S x T é um outro elemento qualquer, temos

f(C,d) :fd(c) :fd(a) :f(avd) :fa(d) :fa(b) :f(avb) =k,

de modo que f € constante. Portanto S x T é conexo. [
Corolario 5.1.15. Se (S;,0;), i=1,2,...,n, sdo espagos topoldgicos conexos, entdo []i_, S; € conexo.
Corolario 5.1.16. R" ¢ C" sdo conexos.

Observacao 5.1.17. i) Vale um resultado mais geral: “se (Sy, 63), A € L é uma familia de espagos
conexos entdo ([Trer Sa, Oproa) € um espago conexo” - Exercicio BI1-12 abaixo. (Munkres (a first
course) [[9], Cap. 3, §3 — 1, Teor. 1.6, p. 150, ou Lima [[2], Cap. 9, §4, Prop. 10 a, p. 254.)

ii) Pode-se verificar que, considerando R com a topologia usual (espaco conexo), o espago R" :=
[Tien(R)x com a topologia Box ndo é conexo, uma vez que o conjunto A de todas as sequéncias
limitadas é aberto e fechado em R". (Munkres [2Q], Cap.3, §23, Exemplo 6, p. 151.)



98

5.1.1 Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

10)

11)

Mostre que um espago topoldgico é conexo se, e somente se, ndo pode ser descrito como a

reunido de dois conjuntos fechados, disjuntos e ndo vazios.
Prove que (S, ) é conexo se, e somente se, para todo G € 6, G # 0 e G # S tem-se Fr(G) # 0.

Mostre que a reunido de dois conexos com um ponto em comum € conexo. (Sugestdo: usar o

Corolario BTT2.) Generalize este resultado (ou seja, prove a Proposi¢ao BET13).

Seja S = GUH, onde G e H sdo abertos disjuntos e ndo vazios, uma desconexdo de um espago
topoldgico S. Mostre que para todo subconjunto conexo A de S, teremos ANG=00uANH =0,
eassimA CGouACH.

Mostre que (S,0) é conexo se, e somente se, para todos p, g € S, existe um subespago conexo
de S contendo p e g.

Diz-se que dois subconjuntos nao vazios A e B de um espaco topologico S sdo conjuntos
separados em S se A e B sdo disjuntose ANB =0 =ANB. Seja S um espago topoldgico.

a) Se A e B sdo subconjuntos ndo vazios de S, separados, prove que AU B € desconexo.

(Sugestdo: AUB = [(AUB)N(B)°)]U[(AUB)N(A)].)
b) Se AUB é uma desconexdo de X C S, sendo A=GNX e B=HNX, G e H abertos de S,

prove que A e B sdo separados.
¢) Mostre que X C § é desconexo se, e somente se, X € a reunido de dois conjuntos nao vazios

separados.

Demonstre que o grafico de uma fungdo real continua definida sobre um intervalo é um

subconjunto conexo do plano.

Seja S um espaco topologico conexo. Se existe uma fungdo real continua e nao constante

f:S — R, prove que S € infinito e ndo enumerdvel.
Se (S,0) tem um subconjunto A conexo e denso, prove que S é conexo.

Sejam A C S, onde A e S sdo conexos. Se U é um subconjunto aberto e fechado em § — A prove
que AUU ¢€ conexo. (Munkres [[0], Cap. 3, §23, Exerc. 12, p. 15.)

Prove que os espagos abaixo ndo sdo homeomorfos. (Sugestdo: usar o fato que f:S — T
homeomorfismo implica que f: S—{p} = T — {f(p)} também é homeomorfismo.)
a) Um intervalo aberto e um intervalo fechado na reta real.

b) A circunferéncia S' = {(x,y) € R? : x> +y? = 1} com a topologia usual induzida do plano e

um intervalo da reta real.
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12) Se {(Sy, o)), A € L} é uma familia de espagos conexos entdo ([Tycz S, Oproq) € UM espago
conexo. (Sugestdo: considere um ponto arbitrario p = (p) )yer, € S. Para cada subconjunto finito
F={A1,...., M} de L, seja Sp =8y, x...Sy, X [In..,{pr}- Entdo p € Sp, S €é conexoe W =
Urc 1: Ffinito SF € conexo. Agora, S = W, pois todo aberto elementar Uy, X ..Uy, X T, {S0}

contém algum ponto de W.)

5.2 Componentes Conexas

Nesta secao mostraremos que todo espago topoldgico se decompde como uma reunido disjunta de

subespagos conexos maximais.

Definicao 5.2.1. Seja S um espaco topologico. Um subespaco conexo e maximal de S, isto é,
um subespaco conexo que ndo estd contido propriamente em nenhum subconjunto conexo de S, é
chamado uma componente conexa de S.

Exemplo 5.2.2. 1) Se S é conexo, entdo S tem somente uma componente conexa.

2) Num espago discreto, as componentes conexas sGo 0s conjuntos unitdrios.

3) Em Q com a topologia usual, as componentes conexas sdo conjuntos unitdrios. Note que esse

espago ndo é discreto.

Proposicao 5.2.3. Seja S um espaco topologico. Entdo:

(1) Todo subespago conexo de S estd contido em uma componente conexa de S.
(i) As componentes conexas de S (distintas) sdo subconjuntos (conexos) disjuntos.

(iii)) Cada ponto p de S pertence a exatamente uma componente conexa de S, que denotaremos por

C,, e nos referimos como a componente conexa de p.
(iv) Cada componente conexa de S é um subconjunto fechado.

(v) Um subconjunto ndo vazio de S, conexo, que é aberto e fechado é uma componente conexa

de S.

Demonstragdo. (i) Imediata.

(i1) Sejam G e H componentes conexas de S. Se existe p € GNH entdo GUH ¢é conexo. Como
G C GUH e G é conexo maximal, tem-se G = GUH e assim H C G. Como também H é um conexo

maximal, o mesmo se aplica, logo G C H. Portanto G = H.

(iii) Dado p € S, {p} é conexo e assim existe (por (1) e (ii)) um tnico conexo maximal que contém

{pr}.
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(iv) O fecho de um subconjunto conexo A C § é conexo (Proposicdo B177), de modo que se A € uma

componente conexa de S, entdo A = A, pois A é maximale A C A. Portanto A é fechado.

(v) Seja A C S aberto, fechado, conexo e ndo vazio. Vamos mostrar que A € uma componente conexa.
Seja B C S, B conexo, tal que A C B. Como A € aberto e fechado, B=AU (B — A) é reunido disjunta
dos abertos A e B— A de B. Como B € conexo, devemos ter A =0 ouB—A =0, logo B—A =0, visto
que A € ndo vazio, e assim B = A. Portanto A ¢ uma componente conexa, pois € um conexo que nao

estd contido propriamente em nenhum outro subconjunto conexo B de S. [

Observacao 5.2.4. i) A condigdo (iii) da proposi¢cdo anterior nos diz que o conjunto das componentes

conexas de S forma uma particdo do conjunto S.

ii) Uma componente conexa ndo é necessariamente um conjunto aberto. Por exemplo, no espago
topolégico (Q,Cyusuar), as componentes conexas sdo conjuntos unitdrios, que ndo sao conjuntos

abertos.

5.2.1 Exercicios

1) Seja S € um espaco topoldgico. Defina em S uma relagao R por:
xRy < 3 A C S conexo tal que x,y € A.

Prove que R € uma relacao de equivaléncia. Mostre que a classe de equivaléncia de um elemento

qualquer p de S € a componente conexa Cj, de S (a componente conexa que contém p).

2) Seja (S,0) espago topoldgico. Se p € S e X € a reunido de todos os subconjuntos conexos que

contem p, mostre que X = Cp.

3) Se um espago topoldgico S tem um nimero finito de componentes conexas, mostre que essas
componentes conexas sao conjuntos abertos do espaco S. Em particular, se S € finito toda

componente conexa de S é um aberto de S.

5.3 Espacos Localmente Conexos

Definicao 5.3.1. Um espaco topologico S é localmente conexo em p € S se, todo aberto G, com
p € G, contém um aberto conexo ao qual p pertence. Dizemos que um espago é localmente conexo

se ele é localmente conexo em todos os seus pontos.

Observacao 5.3.2. Um espago topolégico S é localmente conexo se todo ponto de S tem uma base

local de abertos conexos.

Exemplo 5.3.3. (R,Gya1) e, mais geralmente, (R",Gyg,41) sdo espagos localmente conexos.
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Observacao 5.3.4. i) Localmente conexo ndo implica conexo. Por exemplo, S = [0,1]U[2,3] C R,

com a topologia usual, é localmente conexo e ndo é conexo.

ii) Conexo ndo implica localmente conexo. Considere, por exemplo, S= AUB, onde A= {(x,y) €
R2:x=0e -1<y<1} e B={(x,y)eR?: y= seni , x>0}, com a topologia usual. Temos
que S é conexo, pois S=B e B é conexo, mas S ndo é localmente conexo jd que (0,0) ndo tem

vizinhanca conexa em X.

Espaco topologico conexo que ndo é localmente conexo

Proposicao 5.3.5. Sejam S um espago localmente conexo e Y um subconjunto aberto de S. Entdo
toda componente conexa de Y é aberta em S. Em particular, toda componente conexa de S é aberta

(quando S é localmente conexo).

Demonstracdo. Sejam Y C S um aberto, A uma componente conexa de ¥ e p € A. Como § €
localmente conexo, existe um aberto conexo G tal que p € G CY, pois Y € um aberto que contém p.

Como A € a componente conexa de p em Y, temos G C A e, consequentemente, A € aberto. U]

5.3.1 Exercicios

1) Mostre que todo subconjunto conexo de (R, G,5,47) € localmente conexo.

2) Sejam S e T espacos topoldgicos. Prove que, se S € localmente conexo, f : S — T uma aplicagdo
continua, sobrejetora e aberta, entdo 7 é localmente conexo. Conclua que ser localmente

conexo ¢ propriedade topoldgica.

3) Sejam S| e S espagos topoldgicos. Mostre que S X S2 (com a topologia produto) € localmente
conexo se, € somente se, S € 52 sdo localmente conexos. Prove que o produto finito de espacos

localmente conexos € localmente conexo.

4) Ser localmente conexo é uma propriedade hereditaria? Justifique. (Sugestdo: tome (R, T;z,q1) €
QCR)

5) Prove que um espaco compacto e localmente conexo tem um nimero finito de componentes

conexas.
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6) Prove que o produto S =[], S) (com a topologia produto) é localmente conexo se, € somente
se todos os fatores S sdo localmente conexos e, com excegdao de um numero finito deles, todos
sdo conexos. (Sugestdo: Para a prova da implicagdo (<) use que o produto de espagos conexos
€ conexo, Exercicio BT -12. (Lima [[4], Cap. 9, Corol. 2, p. 254).)

5.4 Espacos Conexos por Caminhos

Nesta sec@o consideraremos a no¢ao de conexo por caminhos. Um dos resultados principais, que
¢ fundamental nas aplicacdes, € que um aberto conexo de R" ou de C" é conexo por caminhos.
Aqui S serd sempre um espago topolégico com uma topologia 6 e I = [0, 1] o intervalo da reta real

com a topologia usual (induzida da topologia usual da reta).

Definicao 5.4.1. Um caminho ou uma curva em S é uma aplicagcdo continua y: 1 — S. Os pontos
p =7(0) e g =7y(1) sdo chamados ponto inicial e ponto final do caminho v, respectivamente. A

orientacdo em Yy € sempre a induzida da de [0, 1].

Observacao 5.4.2. Se 'y é um caminho de p a q, isto é, com ponto inicial p e final q, entdo p : [ — S,
tal que p(t) = Y(1 —t) é um caminho de q a p e tem a orientacdo oposta da de Y. p é chamado o

caminho inverso do caminho v, e é denotado por y~ .

Definicao 5.4.3. Dados dois caminhos o.: 1 — S e B:1— S, com a(1) = B(0), podemos definir o
caminhoy: 1 — S; (1) = o(2r), se 0<r<1/2,
"= B(2t—1), sel/2<t<1.

Tal caminho é chamado caminho produto (ou justaposto) dos caminhos o, e B e é usualmente

denotado por ox ou oV P.

Definicao 5.4.4. Dizemos que um espago topoldgico (S,0) é conexo por caminhos (abreviadamente,

c.p.c.), se quaisquer que sejam p,q € S, existe um caminho y: I — S tal que p =Y(0) e g =y(1).

Observacao 5.4.5. Sejam S um espago topolégico e yg € S. Entdo S é c.p.c. se, e somente se, para
todo y € S, existe um caminho de yo a y. Isto é justificado usando caminho inverso e produto de

caminhos.

Exemplo 5.4.6. 1) (R",6,5a1) € c.p.c., pois dados p e g em R" existe, por exemplo, o caminho
“segmento de reta” Y(t) = (1 —t)p+tq, t €[0,1], tal que y(0) = p ey(1) =q.

2) O espago de Sierpinski ({0,1},6), onde o = {0,{0},{0,1}} é conexo por caminhos. (Por
exemplo, a.:1—{0,1}; o(t) =0,5¢0<r<1/2,e aft)=1,se1/2 <t <1, éum caminho ligando
Oal).

3) A esfera S" = {x € R"" : ||x|| = 1} é c.p.c. (com a topologia induzida de R"+).
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Proposicao 5.4.7. Se (S,G) é um espago topolégico conexo por caminhos, entdo (S,G) é conexo.

Demonstracdo. Se (S,0) for desconexo, existe uma desconexdo S=GUH comG#0#H,Ge H
abertos disjuntos. Sejam p € G e g € H. Como S é conexo por caminhos, existe y: I — § caminho
ligando p a ¢. Entao y(I) C S é conexo, pois é imagem do conexo / por uma aplicagdo continua.
Mas a desconexado de S induz uma desconexio de y(1), Y(I) = (YI)NG) U (y(I) N H), o que é uma
contradi¢@o. Portanto S deve ser conexo. [

Observacao 5.4.8. Conexo ndo implica conexo por caminhos. Por exemplo, o espaco S =AUB,
onde A={(x,y)ER*>:x=0e —1<y<1} e B={(x,y) € R?: y:sen% , x>0}, coma
topologia usual do plano R?, é conexo (vide Observagdo - ii) e ndo é conexo por caminhos,

pois, por exemplo, o ponto (0,1) ndo pode ser ligado a nenhum ponto de B.

A proposi¢do seguinte nos da as propriedades principais dos espagos topoldgicos conexos por

caminhos.

Proposicao 5.4.9. (i) A imagem de um espago conexo por caminhos por uma aplicagdo continua é

um espago conexo por caminhos.
(i) Quociente de um espaco c.p.c. é c.p.c. (com a topologia quociente).
(i11) Produto de dois espagos c.p.c. é c.p.c. (com a topologia produto).

Demonstragdo. (i) Seja f : (S,06) — (T,T) continua com (S,0) conexo por caminhos. Dados p,q €
f(S), existem x,y € S tais que p = f(x) e ¢ = f(y). Como S é c.p.c., existe um caminho y: [ — S,
com Y(0) =x e y(1) =y. Entdo, foy:I — T é um caminho de p a g contido em f(S). Logo f(S) é

c.p.c.

(ii) Se R ¢é uma relagdo de equivaléncia sobre S, a aplicacdo quociente ¢ : S — S/R_é continua e

sobrejetora, assim o resultado segue do item (i).

(iii) Sejam (S,0) e (T, 7) espagos topolGgicos conexos por caminhos. Dados (p1,q1), (p2,q2) €SXT,
com a topologia produto, existem caminhos y; : I — Se Y, : I — T tais que y;(0) = p1, 71(1) = p2,
Y2(0) = g1 e Y2(1) = q2. A aplicagdo y: I — S x T, dada por y(¢t) = (y1(¢),Yy2(¢)) define um caminho
em S x T de (p1,q1) a (p2,92), como é facil ver. O

Observacao 5.4.10. De forma similar prova-se o resultado mais geral: “se (Sy, 63), A € L, é uma

familia de espagos conexos por caminhos entdo ([Tner Sn, Oproa) € um espago conexo por caminhos”
(Exercicio 3 - 17).

Definicao 5.4.11. Uma componente conexa por caminhos de um espaco topolégico (S,G) é um

subconjunto de S que é conexo por caminhos e maximal.
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Observacao 5.4.12. Componentes conexas por caminhos ndo sdo necessariamente fechadas.
Também, o fecho de um conjunto conexo por caminhos ndo é, necessariamente conexo por caminhos.
De fato, considere X =AUB, onde A={(x,y) €ER?>:x=0e —1<y<1} e B={(x,y) € R?:
y= sen%, x >0}, com a topologia usual. Temos que B é c.p.c., mas B = X ndo o é (observacdo
anterior). Também B ndo é fechado pois B # B. Note que B é uma componente, pois B é c.p.c. e é

maximal.
Proposicao 5.4.13. Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(1) Toda componente conexa por caminhos de S é aberta.
(i) Todo ponto de S tem uma vizinhanga conexa por caminhos.

Demonstragdo. (1) = (ii) Seja p € S. Por hipdtese a componente conexa por caminhos que contém p

¢ aberta, logo € uma vizinhanca de p conexa por caminhos.

(ii) = (i) Sejam A C S uma componente conexa por caminhos e p € A. Por hipétese o ponto p tem
uma vizinhanca U conexa por caminhos, de modo que, por ser A a componente c.p.c. de p, tem-se

que p € U C A, e assim, A € aberto. O

Proposicao 5.4.14. Um espago topoldgico (S,G) € c.p.c. se, e somente se, S é conexo e todo 'y € S

tem uma vizinhanga c.p.c.

Demonstracdo. (=) S é conexo, pois como vimos, c.p.c. implica conexo. E todo ponto y € S tem

uma vizinhanca c.p.c. (tome, por exemplo, o préprio ).

(<) Seja yg € S. Mostremos que a componente conexa por caminhos de yg € S. De fato, seja
A = {y € §:existe caminho de y a yo}. Claramente A é c.p. c. e yg € A.

Ainda, A € aberto, pois dado y € A, existe um caminho y; de y a yg, assim se G € uma vizinhanga
c.p.c. de y, qualquer que seja z € G, existe um caminho Yy, de z a y, logo o caminho produto (ou
justaposto) Y2 *7y1 € um caminho de z a yg, ou seja, z € A, deste modoy € G C A.

A ¢é fechado, pois dado y € S —A = A€, por hipdtese existe uma vizinhanga G de y em S que é
c.p.c.. Entdo GNA = 0 ja que a existéncia de z € GN A proporcionaria um caminho de yp ay, e y
pertenceria a A. Logo G C A€ e portanto A€ € aberto.

Assim, A € aberto, fechado e ndo vazio. Como S é conexo, segue que S = A e portanto S é conexo

por caminhos (maximal contendo yg). ]

Corolario 5.4.15. Um aberto A do R" com a topologia usual é conexo se, e somente se, é conexo

por caminhos.

Demonstragdo. (=) Seja A um subconjunto aberto e conexo do R”. Entdo, para todo ponto p de
A existe uma bola aberta de centro p e raio r contida em A, e essa é uma vizinhanca conexa por

caminhos. Logo A € c.p.c. pela proposi¢do anterior.
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(<) Todo espaco c.p.c é conexo (ja provado na Proposi¢ao B-477). [

Definicao 5.4.16. Dizemos que um espago topoldgico (S,G) € localmente conexo por caminhos se,
para todo p € S e todo aberto G € 6 com p € G, existe U € 6, conexo por caminhos, tal que
peUCG.

Corolario 5.4.17. Seja (S,06) um espago topoldgico localmente conexo por caminhos. Entdo S é

conexo por caminhos se, e somente se, S é conexo.

Demonstragcdo. J& vimos que conexo por caminhos implica em conexo. Suponhamos S conexo e
localmente conexo por caminhos. Se S é localmente conexo por caminhos entdo todo ponto p € G =S

tem uma vizinhanca conexa por caminhos e assim o resultado segue da proposicao anterior. 0

Observacao 5.4.18. i) Localmente conexo por caminhos ndo implica em conexo por caminhos. Por

exemplo, S = [0,3[ U |5,9] € localmente conexo por caminhos mas ndo é conexo por caminhos.

ii) Também, conexo por caminhos ndo implica em localmente conexo por caminhos. O espago
(usualmente referido como “pente”) S =X (em R?), em que X = {(}l,y); 0<y<Il; neN}U
{((x, 0); 0<x<1} CR? éum exemplo de espaco conexo por caminhos que ndo é localmente
conexo por caminhos, pois, por exemplo, para p = (0,1) e G = B(p,1/2)NS, ndo existe
UCG; peU e Uécp.c.

Proposicao 5.4.19. As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) S é localmente conexo por caminhos;

(i1) as componentes conexas por caminhos de qualquer conjunto aberto do espago S sd@o conjuntos

abertos;
(iii) os conjuntos abertos conexos por caminhos de S formam uma base para a topologia de S.

Demonstragdo. Exercicio. [

5.5 Exercicios Gerais

1) Mostre que se f: S — T € um homeomorfismo entre espacos topoldgicos e A € uma componente
conexa de S, entdo f(A) é uma componente conexa de 7. Consequentemente, S ¢ 7 possuem o

mesmo numero de componentes conexas.

2) Mostre que as letras X e Y vistas como subespacos do plano (figuras/desenhos em R?) ndo sdo

espacos homeomorfos. Idem para as letras A e B.

3) Separe os algarismos ardbicos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9 vistos como subespacos de R>

(figuras/ desenhos em R?), em classes de espacos homeomorfos.
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Seja E um subconjunto aberto de um intervalo |a,b[ C R, com a topologia usual. Mostre que
as componentes conexas de E sdo intervalos abertos. Além disso, se existe um nimero infinito

dessas componentes, seus didmetros tendem a zero.

Mostre que um espago métrico M é localmente conexo num ponto p € M se, e somente se, para
todo € > 0, existe 8 > 0 tal que, se d(x, p) < d entdo existe C C M, C conexo comx,p € Ce o
didmetro d(C) < €.

Mostre que se p € ANB e A e B sdo localmente conexos em p, entdo AMNB ndo necessariamente
¢ localmente conexo em p. (Sugestdo: tome A = {(x,0):x€ R, x>0} e B={(0,0)} U
{(x, x sen(1/x)) : x > 0}, ambos sdo localmente conexos em p = (0,0), mas a interse¢do

nio é.)

Prove que se um espaco localmente conexo X pode ser representado como a reunido de dois
conjuntos fechados A e B, com intersecdo localmente conexa, entdo os conjuntos A e B sao
localmente conexos. (Sugestdo: Tome p € A e analise os casos p € A\ B = X \ B (um aberto)
e pcANB.)

Sejam E um subconjunto arbitrario de um espago localmente conexo e A uma componente
conexa de E. Prove que Fr(A) C Fr(E).

Sejam Y compacto e y € Y. Mostre que a componente conexa de y € a interse¢do de todos os

conjuntos abertos e fechados que contém y.

Sejam Y compacto e conexo e A C Y fechado. Prove que existe um conjunto fechado e conexo

B D A tal que nenhum subconjunto conexo préprio de B contém A.

Prove que ndo existe bijecio continua entre S' = {(x,y) € R? : x> +y*> = 1} e qualquer

subconjunto de R, e que ndo existe fungdo continua e sobrejetora de S' em R.

Seja S compacto. Defina uma relacao de equivaléncia R sobre S como se segue
1
xRy & Vf:S— Rcontinuacom f(x)=0 e f(y)=1,Ju e Scom f(u) = X

Mostre que as classe de equivaléncia desta relacdo sdo as componentes conexas de S.

Sejam Y compacto e f: Y — Y continua. Prove que existe um subconjunto ndo vazio e fechado
AdeY talque A = f(A).

Prove que se um conjunto conexo C num espaco X intersecta um conjunto E e o seu

complementar X — E, entdo C intersecta a fronteira de E.
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15) Prove que se f: X — Y € uma aplicacao fechada de um espaco localmente conexo X sobre um
espaco Y, entdo Y € localmente conexo. Em consequéncia, toda imagem continua do intervalo

unitdrio / = [0, 1] num espacgo de Hausdorff é localmente conexa.

16) Demonstre a reciproca do item (iii) da Proposi¢ao 49, isto €, se S x T € conexo por caminhos,

entdo S e T sdo conexos por caminhos.

17) Seja (Sy, ©3), A € L, uma familia de espagos topolégicos. Prove que o espago produto
(ITheL S, Oproa) € conexo por caminhos, se e somente, (Sj,05) € conexo por caminho, para
todo A € L.

18) Prove que todo espago localmente conexo por caminhos € localmente conexo.
19) A reunifo de uma familia de subespagos c.p.c. com interse¢@o ndo vazia € c.p.c.? Justifique.

20) Se as componentes conexas de todos os subespacos abertos de um espago (S, 6) sdo conjuntos

abertos, mostre que S € localmente conexo.

21) Se X1,X5,...,X,,... € uma sequéncia de conjuntos conexos num espaco topoldgico S, tais que

XiNXiy1 # 0, para todo i € N*, mostre que X = [J~; X; € conexo.

5.6 Espacos Totalmente Desconexos

Definicdo 5.6.1. Um espaco topoldgico (S,0) ¢é totalmente desconexo quando os seus unicos

subconjuntos conexos sdo 0 e os conjuntos unitdrios.

Exemplo 5.6.2. 1) (S,064;s) € totalmente desconexo.

2) (Q,Cusual) € totalmente desconexo.

3) (I, Ousuar ), onde 1 =R —Q ¢ o conjunto dos niimeros irracionais, é totalmente desconexo.
4) (K,Gysuar), onde K é o conjunto de Cantor, é totalmente desconexo.

Proposicao 5.6.3. Seja S um espaco de Hausdorff. Se S tem uma base de abertos cujos conjuntos sdo

também fechados, entdo S é totalmente desconexo.

Demonstracdo. Seja B = {B) : A € L} uma base para 6, com B aberto e fechado, para todo A € L.
Considere A uma componente conexa de S e suponhamos p, g € A, com p # qg. Como S € de
Hausdorff, existem abertos bésicos (e fechados) By e By, com B1NB, =0, pe By e g€ B,.
Dai A= (ANB;)U(ANB() é reunido disjunta de abertos (de A) ndo vazios, pois p € ANB; ¢
g<€ANB, CANBE, oqueimplica que A é desconexo. Portanto, se A é conexo, entdo A ndo pode

conter mais de um ponto, o que conclui a prova. [
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Observacao 5.6.4. Um espaco totalmente desconexo pode ndo ser de Hausdorff, como no exemplo

seguinte.

Exemplo 5.6.5. Considere X = Q x {—1,1} com a topologia usual e S o espagco obtido de X
identificando os pontos (q,—1) e (g, 1) para todo q € Q, exceto para ¢ = 0. Entdo S =X/ ~
com a topologia quociente é totalmente desconexo (verifique !), mas ndo é de Hausdorff, pois para os

pontos (0,1) ={(0,1)} e (0,—1) = {(0,—1)} do espaco quociente S ndo existem abertos disjuntos

que os contenham.

Definicao 5.6.6. Dizemos que um espago topoldgico (S,0) é totalmente separado se dois pontos

quaisquer de S podem ser separados por uma desconexdo de S, isto é,
Vp,ges, IUVeEoc com S=UUV, UNV =0, pcU, geV.

Proposicao 5.6.7. As componentes conexas de um espago totalmente separado sdo seus conjuntos

unitdrios e assim todo espaco totalmente separado é totalmente desconexo.

Demonstracdo. Seja C uma componente conexa num espaco totalmente separado (S,6). Queremos
mostrar que C tem um unico ponto. Suponhamos que a e b sejam pontos de C. Se a # b, existem
U, VeoccomS =UUV;acU,beV eUNV =0. Entao obtemos uma desconexiao de C =
(UNC)U(VNC), o que contradiz o fato de C ser conexo. O

Observacgao 5.6.8. i) Obviamente, se S é totalmente separado entdo S é de Hausdorff.

ii) Um espago pode ser totalmente desconexo e ndo ser totalmente separado. Por exemplo, o espago
definido no exemplo anterior é totalmente desconexo mas ndo é totalmente separado (uma vez que
ndo é de Hausdorff).

5.6.1 Exercicios

1) Se S é um espaco de Hausdorff, finito, mostre que S é totalmente desconexo.
2) Prove que o produto de dois espacos totalmente desconexos € totalmente desconexo.

3) Prove que um espaco totalmente desconexo, compacto e de Hausdorff é homeomorfo a um

subespaco fechado de um produto cartesiano de espagos discretos constituidos de dois pontos.



Capitulo 6

Axiomas de Separacao - Metrizabilidade

“A Teoria dos Conjuntos obteve os seus maiores éxitos no emprego dos
conjuntos de pontos do espago, no esclarecimento e precisdo das

nogoes bdsicas da geometria.”

(Felix Hausdorff - 1914)

6.1 Introducao

As propriedades de um espaco topolégico dependem primeiro, € claro, de sua topologia. A
cardinalidade da topologia desempenha um papel fundamental: (S,G) separdvel, e; ou e;. Por
outro lado, quanto maior é a topologia G, mais provavel é de f : (S,06) — (T,T) ser continua, e
quanto menor for T, a chance de f ser continua é também maior. Uma questdo interessante é: quais
propriedades um espago topoldgico deve satisfazer para ser metrizavel. Nessa dire¢cdo, os axiomas de
separacdo desempenham papel importante. Um dos principais resultados deste capitulo é o Teorema
de Metrizacdo de Urysohn.

Os axiomas de separacdo tratam da “separacdo” de pontos e de conjuntos fechados de um espago
topoldgico, no sentido que: dois subconjuntos de um espaco topologico estdo separados se admitem
vizinhangas disjuntas.

Os axiomas de separagdo sao divididos em trés grupos: axiomas de separagdo de pontos, axiomas
de separacdo de ponto e conjunto fechado e axiomas de separacdo de conjuntos fechados. Os
axiomas sdao sempre representados pela letra 7 com um indice i: 7;. T € a letra inicial da palavra
trennungsaxiom que significa axioma de separagdo em alemao e i ndo € necessariamente um inteiro!

A nomenclatura usada € a dos matematicos Alexandroff e Hopf.

6.2 Separacao de Pontos

Os axiomas que se referem a separacdo de pontos sao Ty, 71, Tr e Ts.
2

Definicao 6.2.1. Um espago topoldgico (S,0) satisfaz o axioma de separacdo Ty ou é um Ty espago

se, para todos x,y € S, comx # y, existe U € 6 tal quex e U eyc U =S—U, ouy e U e x € U.

109
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Exemplo 6.2.2. Sejam S = {a,b,c}, 6 ={0,{a},{b},{a,b},S}, Gcao = {0,S}. Entdo (S,0) satisfaz
Ty e (S,0cq0) ndo satisfaz Ty.

Definicao 6.2.3. Um espaco topoldgico (S,0) satisfaz o axioma de separagdo Ty ou é um Ty espago

se, para todos x,y € S com x #y, existem U,V € 6 taisquexc U,yc U eyecV, xec V.

Exemplo 6.2.4. Sejam S = {a,b,c}, 645 = P(S) e 6 = {0,{a},{b},{a,b},S} (como no exemplo
anterior). Entdo (S,0g4;s) satisfaz o axioma Ty, no entanto (S,0) ndo satisfaz T, pois o unico aberto

que contém c é S, de modo que a e ¢ ndo estardo separados.

Observacao 6.2.5. Se um espaco topoldgico (S,0) satisfaz Ty, entdo S satisfaz Ty. A reciproca ndo é
verdadeira. De fato, como vimos, tomando S = {a,b,c} com a topologia 6 = {0,{a},{b},{a,b},S}
(S,0) satisfaz Ty, mas ndo satisfaz Ty.

Proposicio 6.2.6. Um espago topoldgico (S,G) é Ty se, e somente se, {x} = {x}, para todo x € .

Demonstragdo. (=) Suponhamos que exista y € {x} — {x}. Como S é T}, existem abertos U e V tais
quexcU, yeU*=S—-U, yeVexeV° Agora,comoy € m, todo aberto que contém y intersecta
{x}, logo VN {x} # 0 e assim, x € V, o que € absurdo, pois x € V¢. Portanto {x} — {x} = 0, isto é,
{x}={x}.

(<) Dados x,y € S, x # y, temos, pela hipdtese, que {x} e {y} sdo fechados, logo os abertos U = {y}¢

e V = {x}* verificam o axioma Tj. O

Definicao 6.2.7. Um espaco topoldgico (S,0) satisfaz o axioma de separagido T ou é um T, espago
se, para todos x,y € S, com x #y, existem abertos U eV comx € U, yeV eUNV =0. Ou seja,
(S,0) ser T, espaco é o mesmo que (S,6) ser Hausdorff (Defini¢do ZZI10).

Claramente, se (S,G) é T, espago entdo (S,0) é Tj.

Exemplo 6.2.8. 1) Todo espaco métrico satisfaz o axioma T».

2) Seja S um conjunto infinito. S com a topologia cofinita ndo satisfaz o axioma de separacdo T,
em particular (R,6..r) ndo é T> (como vimos no Exemplo ITA). Note que (S,0.0f) € T1. Assim
Ty # Ts.

Definicio 6.2.9. Um espago topoldgico (S,0) satisfaz o axioma T 5 ou eumT 5 espago se, para todos
x,y €S, x #y, existem abertos U eV comx €U, y€V e UNV =0. Um espagco que satisfaz o

axioma T% é também chamado espago de Urysohn.
Exemplo 6.2.10. Todo espaco métrico satisfaz o axioma T% .

Observacao 6.2.11. T% =T =T = T
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Exemplo 6.2.12 (Bing). Vejamos um exemplo de espago que é T, mas ndo é T%. Seja S ={(x,y) €
QxQ: y>0}. Dados (a,b) €Se €>0, considere

r— (a—f—%)’ <eou |r— <a—%)‘ <£} U {(a,b)},

Ve(a,b) é uma €-vizinhanga de (a,b). Se b =0, a €-vizinhanga de (a,0) é o conjunto dos niimeros

Ve(a,b) = {(r,O) €s:

racionais entre a — € e a+ €. O conjunto de todas estas vizinhangas é base para uma topologia
G sobre S (0 é formada por todos subconjuntos U de S satisfazendo a condi¢do de que para cada
(a,b) € U existe um niimero € > 0 tal que V¢(a,b) C U). Com essa topologia S satisfaz o axioma T»,
mas nao satisfaz o axioma T% , pois a intersecdo dos fechos de dois elementos quaisquer de 6 — {0} é
um conjunto ndo vazio.

(Na figura seguinte apresentamos um esbogo de como obter uma vizinhanga e seu fecho, lembrando

que temos que considerar a intersecdo com Q x Q.)

\ y=V3zx—Vv3a+b

\ \ / / \ \ Vi
\ N\ N (a,b) A / \ \ / /
N\ \ ™\ { / \ \ F 4 4
\ \ L / / \ \ Vi /
\ \ N /N \ \ / /
\ \ N/ / { \ \ / /
\ \ NS A \ \ / /
b \ / b /30 \ \ / /
\ \ / / \ \ / /
\ \ / / \ \ / /
\ \ / / \ 5/ /
\ \/ / \ \/ /
\ /\ X 60° \ A /
X / NSNS
A V4 \J
b b b b a—e a+e
S — Tt -] ——= 4 it oS (a,0)
V3 ‘T3 VS gl
Fecho de Vg(a,b) Fecho de V¢(a,0)

Exemplo 6.2.13 (Moore). Sejam S = {(x,y) €R? : y>0}, d:S xS — R a restricdo da métrica
usual do planoR? e B((a,b),€) abola (emR?) de centro (a,b) e raio € > 0. Considere o subconjunto
de S, L={(x,0) : x€R}. Paratodo p=(a,b) €S e €> 0, definimos We(a,b) da seguinte forma:

B((a,b),e)NS se (a,b) € S—L;

We(a,0) = [B((a,0),€) N (S—L)] U {(a,0)} se (a,b) = (a,0) € L.

{ W (a,b)

{We(a,b) : (a,b) €S, € >0} € base para uma topologia G sobre S. Se p, q € S, p # q, entdo
d(p.q) =||p—ql| =3¢, para algume >0 (e = 1d(p.q)) e, para tal &, We(p)NWe(q) =0, de modo

que (S,0) satisfaz Ts. Ilustramos a seguir algumas vizinhangas.
2
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6 !,' ~
W, (-1,4 '
118, | W0 (2.5)
'l L T
! & \."‘. /”
Nl o Wiy(5,1)
2 £ X
i A
W,(20) | 1
1 - |
W, ,=(0)0)~ T~y # Ny
415( L) Y\ 1
-3 2 A1 0 1 2 3 4 5 6 7

Algumas Vizinhangas

6.2.1 Exercicios

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

Mostre que ser T% espaco implica ser T, espago.

Mostre que ser T;, i = 0,1,2,%, € propriedade hereditaria, transferivel para o produto e

propriedade topoldgica.

Verifique que o limite de uma sequéncia em um 75 espaco (Hausdorff) quando existe € tnico.

Em particular isso vale para espacos métricos.
Prove que (S,6) é Ty se, e somente se, x 7 y implica {x} # {y}.

Prove que se (S,6) é um espago finito que satisfaz o axioma T; entdo a topologia ¢ em S é

necessariamente a topologia discreta (afirmagao feita na Observacao - iv).

Seja (S,6) um espago ej e T1. Sex € Se A C S, mostre que x € A’ se, e somente se, existe
uma sequéncia (x,),en+ de pontos de A, distintos dois a dois, convergindo para x. (Sugestdo:
considere uma base local encaixada para x, B, = {B}, By, ...}. Use que em T} espagos, x € A’
se, e somente se, x € um m-ponto de acumulacdo de A (ou seja, U NA é um conjunto infinito,
para todo U € ¢ que contém x) € que A’ = 0 se S for finito (vide Observacio -ieiv)e
assim obtenha x; € Bj N (A — {x}), xo € BN (A —{x}), com x; # x1, etc.)

Seja (S,0) um espaco topoldgico e; no qual o limite de uma sequéncia quando existe € dnico.
Prove que (S,0) é T>. (Sugestdo: tome x # y, B, = {U,U>,...} e B, = {V},V,, ...} bases locais

encaixadas. Se nao for 7>, existe z,, € U, NV, para cada n. Mostre que z, =+ x € z, —.)

Seja f : (S,0) — (T,7) sobrejetora e fechada, onde (S,0) satisfaz o axioma 7;. Mostre que
(T,7) também é um espago T;. (Sugestdo: dado p = f(xo) em T, {xo} é fechado em S.)

Dizemos que um espago topolégico (S,0) satisfaz o axioma Tp se o conjunto derivado {x}’ é
fechado, para todo x € S. Mostre que 7p € uma propriedade hereditdria, que implica Ty e que €
implicada por Tj. (Sugestdo: para ver que é Ty note que x & {x}’ e analise os casos y € {x}' e

yEA{x}, x#y)
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10) Sejam 6 um numero irracional e § = Q x Q4 munido da seguinte topologia: uma vizinhanga
de (a,b) € Q x Q4 € qualquer conjunto que contém este ponto e que contém um conjunto da
forma {(r,0) € Qx Q4 :|r—(a+06b)] <€ ou |r—(a—06b)| <e}. (Tal topologia é referida
como topologia de inclinacdo irracional —é (irrational slope topology), vide Steen e Seebach
[72], p. 93. Note que o Exemplo BXZT2 (de Bing) é um caso particular dessa situagdo por
considerar % = \/§.)

a) Demonstre que o espacgo € enumerdvel, de Hausdorff e conexo.

b) Verifique que qualquer funcdo continua f : § — R € constante.

6.3 Separacao de Ponto e Conjunto Fechado

Defini¢ao 6.3.1. Dizemos que um espaco topoldgico (S,0) é regular se, para todo p € S e todo
F CS—{p}, comF fechado, existem Gy, Gy € 6 comp € G, F CGye GiNGy = 0.

Exemplo 6.3.2. (S={1,2,3},6={0,{1},{2,3},S}) € um espago regular.

Observacao 6.3.3. (S,0) regular ndo implica que (S,0) seja Ty espago (vide exemplo anterior).
Exemplo 6.3.4. O Exemplo de Moore satisfaz T% (como visto), mas ndo é regular, pois ndo é possivel
separar o ponto p = (0,0) e o fechado F = L— {p}.

Exemplo 6.3.5. Seja S = {(x,y) € R?>: y >0}. Se (a,b) €S e € >0, considere

{ Ve(a,b) = {(x,y) €S: (x—a)®+ (y—b)> < €2} = B((a,b),€) NS, se b > 0;
Ve(a,0) = {(x,y) €S: (x—a)’>+ (y—¢)? <2} U {(a,0)}, se b=0.

Entdo B ={Ve(a,b): (a,b) €S e € > 0} é base para uma topologia G sobre S. Note que a topologia
de S assim obtida é diferente da dada no Exemplo de Moore, pois as vizinhangas do tipo Ve(a,0) e
We(a,0) ndo coincidem. Afirmamos que (S,G) é regular. De fato, como no Exemplo de Moore, o
tinico problema que aparece é separar (0,0) de F =L —{(0,0)}, onde L = {(a,0) : a € R}. Seja
€ > 0 e considere U = V¢(0,0). Para cada (a,0) € F, tome €, > 0 tal que Vg,(a,0) NV¢(0,0) = 0.
Entdo V = Uer—{0} Ve, (a,0) 2 F e UNV =0. Portanto (S,0) € regular.

6147 e
Vi-1.4) | )
/"“"- 5 1 l V 5#\(_3-.5
N A roo
( IR I ud
\ Sal="
\\_!,3/ ___\13(51)
V,(20) 7 TN,
2 f’-“‘\\’ \\
V4I5(0'0 \’ ! |
1 1 T 1
\ J" I
\-»-a’ 5\ 4
2 1 |0 1 2 3 4 5 6 7

Algumas Vizinhangas
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Definicao 6.3.6. Um espaco topoldgico (S,0) satisfaz o axioma de separacdo T3 ou é Ts espago se

é Ty e regular.

Exemplo 6.3.7. 1) Dado S # 0, (S,P(S)) é um T3 espago.
2) Todo espaco métrico é regular e T3 espaco. (Exercicio B3l - 2.)

3) O Exemplo de Moore ndo é um Tz espaco (pois ndo é regular). Note que o espago é Ty, T e T% .

Observacao 6.3.8. i) Se (S,0) é T3 entdo (S,0) é Tr. De fato, sejam x,y € S, com x #y. Como
S éT, F :={y} é fechado, com x € F. Assim, como S é regular, existem G1, Gy € 6 com x € G|,
F ={y} C G e G NGy =0, ou seja, Gy e G sdo abertos disjuntos tais que x € G| e y € Gy. Portanto
(S,0) é Tr (Hausdorff).

ii) Em razdo do item i), alguns autores na definicdo do axioma de separacdo T3 jd exigem que o

espaco seja To (Hausdorff) ao invés de T.

iit) Hd também autores (como, por exemplo, Munkres [20)), que definem espaco regular como sendo

um espaco que é T3 (isto é, ao definirem espaco regular jd exigem que o espago seja T).

Proposicao 6.3.9. (S,0) ¢é regular se, e somente se, para todo p € S e todo U € 6, com p € U, existe
VeotalquepeV CV CU.

Demonstragcdo. (=) Sejam p € SeU € ¢, com p € U. O fechado F = U¢ = S — U nido contém p e
como (S,0) é regular, existem abertos G e G tais que p € Gy e F C G, com G1 NG, = 0. Também,
G1NG, =0, pois se x € G1 N G,, entdo todo aberto que contém x tem interse¢ao nao vazia com Gy,

de modo que G, NGy # 0, absurdo. Assim, basta tomar V = G, uma vez que
peEGICGI CGCF =U.

(<) Sejam p um ponto de S e F um fechado de S tais que p ¢ F. Entdo p € U = F¢ € 6. Assim,
por hipétese, existe V € 6 tal que p € V CV C U, logo basta considerar G =V e G, =V ©, pois
pEV =G, F=U‘CV =G, e GiNG, =V NV =0. Portanto (S,5) é regular. O

Proposicao 6.3.10. Todo espaco topologico compacto e T, (Hausdorff) é regular e portanto T3

espago.
Demonstragdo. Exercicio B3 - 8. 0

Definicao 6.3.11. Dizemos que um espago topoldgico (S,G) é completamente regular se, dados p € S
e F CS—{p} fechado, existe f : S — [0,1] continua com f(p)=0e f(F)={1}.

Exemplo 6.3.12. Os espacos métricos sdo completamente regulares. Dado (M,d) um espaco
métrico, se F é um fechado em M e p ¢ F, entdo d(p,F) > 0. Tome f: M — [0,1]; f(x) =
1— [d(x,F)/(d(x,p) +d(x>F))]
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Observacao 6.3.13. i) Um espago (S,0) é completamente regular se, e somente se, dados p € S e
F C S—{p} fechado, existe g : S — [0, 1] continua com g(p) =1 e g(F) = {0}. Basta considerar o
homeomorfismo y : [0,1] — [0,1], tal que y(t) =1 —1.

ii) Na defini¢do de completamente regular apresentada em Munkres [CO] (Cap. 4, §33, Def., p. 211)

exige-se também que o espago seja Ty.

Definicao 6.3.14. Dizemos que (S,0) é um espago de Tychonoff ou T 7 espago se (S,0) €T e

completamente regular.

Observacao 6.3.15. Todo espaco completamente regular é regular (Exercicio 7 abaixo), de modo
que todo espaco de Tychonoff (ou T%) é T3. Um exemplo de espaco regular que ndo é completamente

regular é apresentado em Munkres [CQ], Cap. 4, §33, Exerc. 11, p. 214.

6.3.1 Exercicios

1) Prove que todo espaco Ty e regular é T3 espago. (Sugestdo: mostre que € T, espaco e assim 77.
Dados x # y, como o espago é T, existe, sem perda de generalidade, um aberto G tal que x € G

e y ¢ G. Use a regularidade para o fechado F = G que ndo contém x.)

2) Prove que todo espago métrico M € regular e 73. (Sugestdo: use que se F' € fechadoem M e p
ndo pertence a F entdo d(p,F) >0 etome € =d(p,F)/3, U =B(p,e) e V = Uer B(x,€).)

3) Mostre que todo subespagco Y de um espaco S regular (completamente regular) € regular
(completamente regular). (Sugestdo: Tome p € Y e F um fechado em Y com p & F. Usar
que dado F CY; F' =FNY, sendo F* ofechode FemY e F o fecho de F em S, logo
sepc¥epdF , entio p¢g F. (Munkres [Z0], Cap. 4, §31, Teor. 31.2, p. 196 e, para
completamente regular, Cap. 4, §33, Teor. 33.2, p. 211.)

4) Se (Sy,0)), A € L, sdo espagos regulares, mostre que S = [[); S, com a topologia produto
G prod € regular. (Sugestdo: usar a Proposi¢ao B39, o fato que dado p € U com U € G4, €Xiste

um aberto bdsico B, com p € B C U, e ainda que, dados Ay C S, tem-se [, Ay = [IherAv.)

5) Se (Sp,0%), A € L, sdo espagos completamente regulares, mostre que S = [[cz Sy, com a
topologia produto G,,,; € completamente regular. (Sugestdo: usar a ideia apresentada em
Munkres [2d], Cap. 4, §33, Teor. 33.2, p. 211. Dados y = (y))) € S e F fechado de S com
y € F, existe um aberto basico U = pall (Ggy)N ... p&nl (Gg,) tal que y € U C F€. Por hipotese,
paracadai=1,...,n, existe f;: So; — {0, 1} continua tal que f;(yy;) =1 e fi(Gg,) = {0}. Tome
£ 18 =TherSn— 0,1} paracada x = (1), £(x) = fi (P, (%) f2 (P (). -« (Pay (X)) =
J1(xay)-f2(Xap ) - - - fu(Xa, ). Entdo f(y) =1 e f(US) ={0} dque x €U & xq; € Go,; para
algum j), e assim f(F) = 0 visto que F C U€.)
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6) Mostre que ser T;, i = 3 ou %, ¢ propriedade topoldgica, hereditdria e transferivel para o

produto.

7) Mostre que se (S,0) é completamente regular, entdo (S,0) é regular. (Lipschutz [[7], Cap.10,
Prop. 10.10, p. 189 e 196.)

8) Mostre que todo espaco topologico compacto e de Hausdorff é regular. Isto €, prove a
Proposi¢ao B3 10 acima. (Sugestdo: usar o fato que todo fechado num compacto é compacto e
o Exercicio £1°11- 4.)

9) Mostre que todo espago (S,0) de Hausdorff e localmente compacto é regular e 73 espago.

(Sugestdo: use a Proposicdo B39 e o Exercicio B - 1.)

6.4 Separacao de Conjuntos Fechados

Definicao 6.4.1. Dizemos que um espago (S,G) é normal se para todos F| e F> fechados de S,
disjuntos, existem Gy, Gp €6 com F;C G,i=1,2 e GiNG, =0.

Notemos que ser normal ndo implica em ser 7} espago. O espaco (S = {1,2,3}, 6 = {0,{1},

{2,3}), do Exemplo B3, é normal, mas, com vimos, ndo é T} espago.
Definicao 6.4.2. Um espaco (S,0) satisfaz o axioma T4 ou é Ty espaco se (S,G) é T) e normal.

Exemplo 6.4.3. Todo espaco metrizdvel é normal e Ty-espaco. De fato, sejam Fy e F» fechados em
um espago métrico (M,d), tais que F\ N Fy = 0. Vamos usar o seguinte fato:
Se F é fechado em M e p ndo pertence a F entdo d(p,F) > 0.

Assim, dadosa € Fy eb € F, como FiNF, =0, d(a,F>)=8,>0 e d(b,F;)=m,>0. Tome G| =
Uaer, B(a,04/3) e G2 = Upep,B(b,np/3). Vejamos que G NGy = 0. Suponhamos G NGy # 0.
Entdo existe p € G1NGy. Logo p € B(a,8,/3), para algum a € Fy e p € B(b,n/3), para algum
b € F5. Temos que €:=d(a,b) >0, pois FINF, =0, ¢ d(a,F2) =98, <€ =d(a,b). Também,
d(b,F1) =mp <& Dai, e=d(a,b) <d(a,p)+d(p,b) <d,/3 + np/3<€/3+¢€/3=2¢/3, 0que
¢ uma contradicdo. Assim, Gy e Gy sdo abertos com FI C Gy, F, CGy, e GiNGy=0,¢ Mé

normal. Como todo espagco métrico é T, (e portanto Ty), conclui-se que M é Ty espago.

Proposiciao 6.4.4. Um espaco topoldgico (S,0) é normal se, e somente se, dados F fechado e U
aberto com F C U, existe V € 6 tal que F CV C vV CU.

Demonstragdo. Segue a mesma ideia da demonstracao da Proposi¢do B39 para espacgo regular.

(=) Dados F C U, com F fechado e U aberto, seja Fp = U. Assim obtemos um par de fechados
F, Fp com FNFy=0. Como S ¢é normal existem Gj;, G, abertoscom F C Gy, Fp C G, e
G1NGy #0. Entdo, paraV = Gy, tem-se F CV CV C U, pois claramente F C G, =V CV, e
como G C G5, com G fechado, obtemos G, C G5. Agora Fy C G, implica G5 C Fy° = U, donde
segue que V=G CU.



117

(<) Sejam F; e F, fechados disjuntos em S. Considere U = F>°, temos U aberto, F; C U. Por
hipotese, existe V aberto com F; CV C V C U. Considere G; =V e G, =V °. Entdo G; e G, sdo
abertos, Fi C Gy, e como V C U = ¢, temos F> C V “ = G,. Finalmente, de V C V, segue que

G, = V" é disjunto de G; =V, o que conclui a prova. [
Proposicao 6.4.5. Todo espaco topologico compacto e Hausdorff é normal e portanto Ty espaco.
Demonstragdo. Exercicio B4 - 3. 0

Observacao 6.4.6. i) Ty = T, pois se (S,6) é um Ty espaco, dados x € S e um fechado F que ndo
contém x, por S ser Ti, {x} é um fechado disjunto de F e assim existem G| e G abertos disjuntos tais

que {x} C Gy e F C Gy. Logo, todo espago Ty é normal e T, jd que Tz implica em T.

ii) Um espaco pode ser normal e ndo ser regular (por exemplo, o espaco de Sierpinski
({0,1}, 6 ={0,{0},{0,1}}) é normal, porque ndo possui dois fechados ndo vazios disjuntos, e nédo
é regular, pois ndo existem abertos separando p =0 e o fechado {1} ). Note que o espago nio é Ty,

pois ndo é Ty.
iii) Um espaco pode ser regular e ndo ser normal, como apresentado no proximo exemplo.

iv) Similarmente ao observado no caso de espago regular, Munkres 20|, ao definir espagco normal jd
exige que o espaco seja Ty, de forma que a definicdo de Ty espaco apresentada aqui é equivalente a

de normal apresentada por Munkres.

v) Normalidade (bem como ser Ty espaco) ndo é propriedade hereditdria nem transferivel para o
produto. Exemplo que ilustram isso ndo sdo fdaceis. (Ver Munkres [20|, Cap. 4, §32, Exemplo I,
p- 203.)

Exemplo 6.4.7. Seja (S,0) o espago dado no Exemplo B33 (de Moore). Vimos que (S,0) é regular.
Mostremos que (S,6) ndo é normal. De fato, os conjuntos Fi = {(a,0):a € Q} e F» = {(a,0):a €
R — Q} sdo fechados, disjuntos e ndo existem vizinhangas abertas disjuntas G| e G, contendo F| e
F,, respectivamente, pois ndo se pode usar para cobrir Fy (F,) vizinhangas do tipo Ve(p,q), porque
elas ndo separam F| e F,. Assim, tem-se que cobrir F| (F,) com vizinhancas V¢(a,0) com a racional
(irracional, respectivamente). Mas, um disco tangente ao eixo Ox em um ponto irracional b deve

intersectar infinitos discos tangentes em pontos racionais.

Em espacos e; tem-se a equivaléncia entre espacos 73 e Ty, isto € consequéncia do resultado

seguinte e da observacgao anterior, item i.

Proposicao 6.4.8. (S,6) um espaco topoldgico. Se S é T espago (ou seja, Tp espago e regular) e e,

entdo S é normal (e portanto Ty).

Demonstracdo. Seja (S,6) um espago regular com base B enumeravel (e; espago). Sejam F; e

F, subconjuntos de S fechados e disjuntos.
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e Vejamos inicialmente que existe uma familia {G;, i € N*} C B que cobre Fj e étal que GiNF =
0, paratodoi € N*. De fato, da regularidade de S, para cada x € Fj, existem abertos U, e WXF2 tais
que x € Uy (i. é, U, ¢é vizinhanca aberta de x), F, C WP e u.nWwl?=0 e, portanto, U, NF, = 0.
Usando a Proposicdo B39, para x € U, existe V, €6 talque x €V, CV, C U, Como B é
base, existe G, € B, talque x€ G, CV, e GiNF, =0 (pois G, CV, CU, C Fy). Temos
que Fj C Ux€F1 Gy e §F :={Gy, x € F1} € um conjunto enumerdvel, visto que §r C B que é
enumerdvel. Reindexando, temos §r, = {Gi, i e N*} C9B, F; C Uen: Gis © GiNB=0,VYieN*.
e Analogamente, trabalhando com os elementos y € F>, o fechado F; e usando a regularidade de S,
obtemos uma familia §r, = {Hj,j € N*} de abertos bdsicos, tal que F> C UjeN* H; e FjﬂFl =0,
para todo j.

e Considere os conjuntos G = U;cn+ Gi € H = UjeN* H;. Temos que G e H sido abertos, F; C G,
F, C H, mas G e H ndo sao necessariamente disjuntos. Precisamos obter conjuntos abertos disjuntos

GeH (contendo Fj e Fj, respectivamente). Para isto procede-se do seguinte modo: dado n, defina

Gy:=G,— |J Hi=G,—(HU...UH,),
k=T

H,:=H,— |J Gi=H,—(GiU..UG,),
k=1,...n

e tome

G=|JG, e H=|JH:

neN* neNx
eGeH sio abertos, e F; C 6, F C H (F1 C é pois x € F1 implica que existe n tal que x € G, e,
como H;NF; =0, segue que x ¢ Hj, V j € N*, logo x € G, C G. Similarmente, tem-se F C H).
e Ainda, G e H sio disjuntos, pois se z € GNH, entdo existem n, m € N* tais que z € G e
z€ I/-Ivm Suponhamos n < m. Segue da definicao de Gn que z € G, e, visto que n < m, segue da
definicao de Hy, que z¢ G, (poisz &€ G1U...UG,U...UG,), 0 que nos d4 uma contradigdo. O caso
n>m € similar.

Assim, G e H sio abertos disjuntos, contendo F; e F;, respectivamente, e portanto S € normal. [
6.4.1 Exercicios
1) Prove que subespaco fechado de um espago normal é normal.

2) Mostre que normalidade € propriedade topoldgica.

3) Mostre que todo espaco compacto e de Hausdorf € normal e 7; espaco, ou seja, prove a
Proposicao B43. (Sugestdo: usar o fato que todo fechado num compacto € compacto € o
Exercicio 1711 - 4.)

4) Seja (S,0) um espaco topoldgico. Diz - se que um uma familia U de aplicagdes de S em R
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separa pontos se para qualquer par de pontos distintos a,b em S existe uma aplicacao f € U tal
que f(a) # f(b). Se (S,0) ¢ T% (completamente regular e 77) mostre que o conjunto C(S,R)
de todas as aplicacdes continuas de S em R separa pontos. (Lipschultz [[Z], Cap. 10, Teor.
10.11, p. 189.)

5) Prove que o fecho de um conjunto compacto K num espaco regular (S,6) é compacto.
(Sugestdo: suponha K C |y, Uy, Uy € 6. Para cada x € K, x € Uy, para algum A € pela
regularidade existe V' € 6; x € V) C V_ff C U,. Entdo a cobertura {V;*; x € K, A € J} do

compacto K tem uma subcobertura finita, em seguida tome o fecho dessa cobertura.)

6) Prove que, se S € espaco de Lindelof e regular entdo S € normal. (Sugestdo: sejam Fi,F, C S
fechados e disjuntos. Por um raciocinio similar ao feito no inicio prova da Proposi¢do B4R,
usando a regularidade de S € possivel obter uma cobertura aberta de Fy C Uycp, Gy, com
Gyeo,talque x e Gy e G,NF, =0. Como S é de Lindelof e F; é fechado em S, F; é de
Lindelof e assim F] tem uma cobertura enumeravel F1 C (J;c+ Gi, emque G; €6 e GiNF, =0,
para todo i. Analogamente, obtém-se que F, C | N Hj,comH;jc€oe EﬂFl = (, para todo
J. Agora, seguindo o mesmo raciocinio feito no final da prova da Proposi¢cao B4R obtém G e

H abertos disjuntos, contendo de Fj e F3, respectivamente.)

7) Um espago (S,0) é completamente normal se quaisquer dois conjuntos separados em S t€m
vizinhancas disjuntas. Lembremos que (de acordo com a definicdo apresentada no Exercicio
BT 6) dois subconjuntos ndo vazios A e B em um espago topoldgico (S,6) sdo conjuntos
separados em S se ANB = AN B = 0. Mostre que:

a) Um espaco S é completamente normal se, e somente se todo subespaco Y de S € normal.
Isto mostra que a defini¢do apresentada em Munkres [ZO] (Cap. 4, §32, Exerc.6, p. 205) é
equivalente a dada aqui. (Sugestao: (<=) dados dois subconjuntos separados A, B de S, considere

o subespago Y = S — (ANB), use que Y é normal, observe que Y € aberto e que A,B CY).
b) Todo espago métrico € completamente normal.
8) Dé um exemplo de um espago normal que ndo é completamente normal. (Sugestdo: use o item

a, do exercicio anterior, e o fato que normalidade nao é propriedade hereditaria - Observagao
B44d-v).

6.5 O Teorema de Metrizacao de Urysohn

Nesta secdo demonstraremos uma condi¢do suficiente para a metrizabilidade de um espacgo
topoldgico: o Teorema da Metrizacdo de Urysohn. Uma condi¢cdo necessdria e suficiente é dada

pelo Teorema de Nagata-Smirnov que sera brevemente abordado na préxima secao.
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Uma ferramenta extremamente importante para a demonstracdo do Teorema da Metrizacdo de

Urysohn (e também o Teorema da Extensdo de Tietze) é o Lema de Urysohn.

Lema 6.5.1 (Lema de Urysohn). Sejam (S,G) um espaco normal e A, B subconjuntos fechados de S,
disjuntos. Entdo existe uma fungdo continua f : S — [0, 1] tal que f(A) = {0} e f(B) ={1}.
Demonstragdo. Seja D= {5; m,n € N*, 0 <m < 2"}, oconjunto dos nimeros racionais “diddicos”

do intervalo ]0,1[. Temos que D é totalmente ordenado e é denso em [0, 1] (Exercicio 2211 - 8).

Para provar o lema vamos primeiramente obter uma colegdo {U;};ep de abertos de S tais que
n<ty=U,CU, Vi <ty €D.

A funcdo serd entdo definida a partir desses abertos. Seja G = B°. Como B ¢ fechado, G € G, e
A C G, pois ANB =0. Sendo S normal, pela Proposi¢cdo B4 (para o fechado A e o aberto G),
existe U; € 6 de modo que

2 ACU CUy

|
N

BC
Usando novamente a Proposi¢cdo B44, agora para A CU; e U; C B, segue que existem abertos

S]]
S]]

U: e Us; tais que
1 1

ACU CU, CU C U_%QU%QU_%QBC.

i 3 2
Continuando com esse processo, para todo racional da forma t = 5z € D, n =1,2,3,..., e m =
1,2,...,2" — 1, tem-se um aberto Uy, e esses abertos sdo tais que, se ¢| < f entdo

ACU, CU, CU, CU, CB.

Definimos f : § — [0, 1] da seguinte forma:

) inf{r e D; x € U;}, sex e Uep U,
X)) =
1, SeXQU[eD U[, 1. é, X € ﬂlED U[c.

Claramente f(S) C [0,1], f(A) = {0}, pois x € A implica x € U;, para todo r € D, e infD =0, e
f(B) = {1}, visto que B C U,“,Vt € D.

Resta provar que f é continua. Como os intervalos da forma [0,b] e ]a,1], 0<a, b <1,
constituem uma sub-base para a topologia usual de [0,1], ¢ suficiente mostrar que f~'([0,b]) e
f~'(Ja,1]) sdo abertos de S. Mas, para 0 < a, b < 1, tem-se

O ftlah= U T

t>a, t€ D

(@) f (o0 = U U

t<b, teD

que sdo abertos. Vejamos a justificativa de (i).
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Seja x € f~!(Ja,1]), entdo f(x) € ]a,1]. Como D é denso em [0, 1], existem ¢,z € D, tais que
a<t) <t < f(x). Dai, x ¢U,, pois x€ U, = f(x)=inf{t € D; x€ U;} < tp]. Temos também
que x ¢ Uy, vistoque 1y <t = U, CU,. Logo x €U, ¢ eassim x € Ut>aU,C, pois t1 > a.
Portanto f~(Ja, 1]) C Ursa, e Ur'-

Para a inclusdo contrdria, considere z € U~4 rep U,‘. Entdo existe t, € D, t, > a, tal que 7 € Utzc.
Consequentemente, z ¢ Uy, Vt <t,, porque U; C U_,Z (assim, se existir ¢t € D tal que z € U;, devemos
ter ¢t >1,). Se f(z) = 1, entdo claramente z € f~!(Ja,1]). Caso contrdrio, f(z)=inf{t € D; z €
U} > t,> a, demodo que f(z) €la,1] e z€ £ (Ja,1]).

A verificag@o de (if) € similar, o que conclui a prova do lema. [l

Definicio 6.5.2. Uma funcdo f : S — [0, 1], como no lema anterior, é chamada fun¢do de Urysohn
do par (A, B).

Proposicao 6.5.3. Um espaco (S,G) é normal se, e somente se, para todos A e B fechados disjuntos
de S, existe f : S — [a,D] continua tal que f(A) = {a} e f(B) = {b}.

Demonstracdo. Exercicio BT- 2. [

Recordamos a seguir alguns conceitos e resultados utilizados na prova do préximo teorema (o

Teorema da Extensao de Tietze).

Definicao 6.5.4. Sejam X um conjunto ndo vazio, Y um espago topolégico, (fn)nen+ uma sequéncia
de aplicacoes f, : X — Y, e f: X — Y uma aplicacdo.

Dizemos que a sequéncia (f,),en+ converge simplesmente ou pontualmente para f se, para cada
x € X, a sequéncia, de pontos de Y, (f,(x)), converge para f(x), em Y. Em particular, quando (Y,d)
é um espago métrico, a sequéncia (f,)nen+ converge simplesmente para f se, para todo € > 0, e cada
x € X, existe ng € N tal que n>ny = d(fu(x),f(x)) <e.

Se (Y,d) é um espaco métrico, dizemos que a sequéncia (f,)ncn+ de aplicagcdes de X em Y converge

uniformemente para f : X — Y se, para todo € > 0, existe ny € N tal que
n>ny = d(fu(x),f(x)) <g, VxeX.

u
Neste caso denotaremos f, — f.

Observacao 6.5.5. Se f, 2 f, entdo f, — f simplesmente, mas a reciproca ndo é verdadeira. Por
exemplo, a sequéncia de fungdes (fy)n, com f, 1 [0,1] = [0, 1]; x — X", converge simplesmente para
a fungdo f :[0,1] — [0,1] definida por f(x) =0, se 0 <x < 1, e f(1) =1, mas ndo converge

uniformemente para f. (Verifique!).

Proposicao 6.5.6. Sejam X um espago topoldgico, Y um espaco métrico, (f,)nen+ uma sequéncia de
aplicacoes de X em Y e f: X — Y uma aplicagcdo. Se f, é continua para todo n € N* e f, 51

entdo f é continua.
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Demonstracdo. Seja xg € X. Dado € >0, como f, — f, existe ng € N* tal que n > ng implica
d(fa(x),f(x)) < 5, paratodo x € X. Seja m um inteiro (fixado), com m > ny. Como f,, é continua
em xo, existe um aberto G de X, com xg € G tal que para todo x € G, tem-se d(fi(x), fu(x0)) < 5.
Assim, para todo x € G, f(x) € B(f(x0),€), pois

A (0,1 (30)) < d(F(0),fnlx)) + AU fn(0)) + din(0). (o)) < 5+5+5 =

Portanto f é continua, pois é continua em xg, para todo xg € X. O

Teorema 6.5.7 (Teorema da Extensdo de Tietze). Sejam S um espaco topologico normal, F um
subespago fechado de S e f uma fungdo continua definida em F com valores em [a,b]. Entdo f

tem uma extensdo continua ¢ definida no espagco S com valores em [a,b] (i. €. (9|r = f).

Demonstracdo. Se f é uma aplicacdo constante, ou seja, f(x) = ¢, para todo x em F, tome @ como a
aplicac¢@o constante @(x) = ¢, para todo x em S.

Suponhamos f ndo constante e que [a,b] é o menor (com relagdo a inclusdo) intervalo fechado
que contém a imagem de f. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a=—1e b = 1.

A idéia da prova é definir uma sequéncia de funcoes continuas s, : S — [—1,1] que converge
uniformemente para uma fun¢do @ :S — [—1,1] que restrita a F coincide com f.

Para tanto vamos inicialmente definir uma sequéncia de fun¢des continuas (f;) definidas em F e
uma sequéncia de fun¢des continuas (g;) definidas em S (i € N*), da seguinte forma:
e Tome fy = f: F — [—1,1] e considere

Ao— {xeF: folw) < —%} = (LD By= {xeF: folw) > %} AN

Temos AgNBy=0 e Ag, By sdo fechados ndo vazios em S, pois sdo fechados em F (visto que f é
continua) e F € fechado de S. Pelo Lema de Urysohn (e Proposi¢ao B33) existe

11 1 1
go0:S— [—g,g] C [-1,1], continua, tal que go(Ap) = {—g} e go(Bo) = {g}
(note que |go(x)| < %, para todo x em S).
e Defina agora fi = fo — go|lr:F — [—1,1]. Entdo fj é continuae |fj(x)] < %, para ver isso
basta analisar cada caso: x € Ag, x € By e x € F — (A9 UBy) (exercicio). Sejam

71])'

W =
W N

Alz{xeF: filx) < (—%) %}:fll([—l,—%%]); Blz{xifl(x) 2%%} = f'(

Assim obtemos, como antes, Aj e By, subconjuntos fechados de S disjuntos e ndo vazios. Pelo Lema
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de Urysohn existe
S— C[-1,1] ti (A1) L2 (B1) L2
: —— =, == — ntin m =<3 —= = =< ==
81 3°373°3] = , 1] continua, com g1(A1 3°3 € 81(D1 3°3(°

e temos |g;(x)| < % : %, para todo x € S.
e Definaentdo fo:F — [—1,1] por f» = fi—g1 = fo— (go+&1)|r.- Temos que f> é continua e
212

|f2(x)] < (5)", paratodox € F.
e Continuando com este processo, obtemos func¢des continuas fy, f1, f2,. .., definidas em F' tais que
Ifn(x)] < (%)n, paratodo x € F, e g0,81,82,... definidas em S tais que |g,(x)| < (%) : (%)n,
para todo x € S, com a propriedade de que f, = fo— (g0 + g1 +g2+ -+ gn—1) (considerando as
restri¢des de g; em F).

Seja s, = (Y14 &) :S — [—1,1], tal que s,(x) := Y7 gi(x). Do fato que |g,(x)| < % (%)n,
segue que a série infinita de fungdes Y ;- gi(x) converge (uniformemente), pois seus termos sio

. . p o o 2z . n
limitados pelos termos da série numérica/geométrica convergente Z:f:o% . (%) que converge para

%(ﬁ) = 1 (Critério de Weierstrass).

Tome @(x) := lim s,(x). Temos que @(x) = lim s,(x) = Y.;~,gi(x) define uma funcdo continua
(visto que s, converge uniformemente para @), e |@(x)| < 1.

Vejamos que ¢ = f em F, isto ¢ @ = f, e assim @ € extensdo continua de f ao espago S. Da

construcao (e do fato que fo = f) temos que, para todo x € F,

[f () =sa(x)] = [f(x) = (g0 81482+ +&n-1)x)] = [fulx)] < (%)”-

Assim, para cada x € F (fixado), f(x)=1lim s,(x) = ¢(x). O

Corolario 6.5.8. Dados S um espaco topolégico normal e F um subconjunto fechado de S, se

f:F — R éuma aplicacdo continua entdo existe ©:S — R continua estendendo f.

Demonstra¢do. Como R é homeomorfo a | —1,1[ podemos considerar f:F —|—1,1] C [—1,1].
Pelo Teorema da Extensao de Tietze, existe g:S — [—1,1] extensdo de f (e, a principio, pode existir
x €S, comg(x)=1 ou g(x) =—1). Queremos, no entanto, obter uma extensao ¢:S — |—1,1]
de f. Seja D=g '({—1,1})CS. Se D=0, tomamos ¢ = g.

Suponhamos D # 0. Como g é continua, D é fechado em S. Ainda, g(F) = f(F) C |—1,1]
e FND =0 (com F e D fechados). Pelo Lema de Uryshon, existe y:S — [0, 1] continua tal que
y(D)=0 e y(F)=1. Considere a fungdo @(x):=y(x).g(x), paratodo x € S. Entdo, para x € D,
¢(x) =0 e, para x¢ D, como [y(x)| <1 e |g(x)| <1, segueque |@(x)| = [w(x)| .|g(x)[ < 1.[g(x)| <
1, de modoque @:S — |—1,1][. A aplicagdo ¢ ¢ continua, pois € o produto de duas fungdes (em

R) continuas e ¢ é uma extensdo de f, visto que para x € F, ¢(x) =y(x).g(x) = 1l.g(x) = f(x). O

Observacao 6.5.9. O Teorema da Extensdo de Tietze ndo é verdadeiro se a hipotese de fechado for

suprimida. Por exemplo, a fun¢do f:)0,1] — R, dada por f(x)= sen% ndo admite extensdo



124

continua para [0, 1].

Para a prova do principal resultado desse capitulo, relativo a metrizacdo de espagos topoldgicos,

necessitamos introduzir alguns conceitos.

Definicao 6.5.10. (Espacgo de Hilbert das sequéncias de quadrado somavel): Considere
H:={(a1,a2,a3,...); a, €R e Z’(an)2 < oo}
n

Sejam a = (ay) e b= (b,) em H. A funcdo d:H xH — R definida por d(a,b) :=\/¥,| an— by |
é uma métrica sobre H (exercicio) denominada métrica (5 e o espaco H munido dessa métrica é

denominado espago de Hilbert (5, ou {> - espaco. O conjunto

I:: {(a17a27a37---); ay < [O,l/l’l], Vn € N*}

¢ um subespaco de H (exercicio). Tal espaco (métrico) é denominado Cubo de Hilbert. (Note que H

é um espago vetorial por considerar (a,)+ (by) := (an+b,) e Aan) = (Aay).)

Observacao 6.5.11. Em geral, chama-se espago de Hilbert a todo espaco vetorial E, munido de um
produto interno < x,y > e “completo” (vide capitulo seguinte) relativamente a métrica que provém
da norma ||x|| = /< x,x>. Pode-se mostrar (Lima [[2], Cap. 6, Exemplo 11, p. 154), que o ¢, -

espaco (vetorial) H é um espagco completo, de modo que H é um espaco de Hilbert.

Teorema 6.5.12 (Teorema da Imersdo ou Metriza¢do de Urysohn). Seja (S,0) um espago topolégico.
Se S é er, To e normal, entdo S é metrizdavel, de fato existe um homeomorfismo f de S em um

subespaco (metrizdavel) do (- espaco H, mais especificamente em um subespaco do cubo de
Hilbert 1.

Demonstracdo. Se S é finito a afirmacéo é verdadeira, pois todo 75 espago finito S = {xj,x2,...,x¢ }
¢ discreto ja que {x;} é um conjunto aberto porque é o complementar de {x,x2,...,x,—1} que é
fechado. O mesmo vale para os demais x;,i =1,...,k— 1, e se § € discreto entdo S € metrizdvel (com
a métrica do;). Ainda, S € homeomorfo a qualquer subconjunto finito de I com nimero equivalente
de pontos.

Suponhamos S infinito. Como S é e;, existe G = {G;,G2,G3,...} base enumerdvel de abertos
para a topologia de S. Dados G; e x € G, como § € regular (pois 7, e normal implica em regular),
existe G; € G talque x € G; CG; C G,.

O conjunto dos pares (G;,G;) tais que G CG ;€ enumerdvel, infinito e pode ser escrito
como uma sequéncia Py, P»,Ps,.... Notemos que G; C G; implica que Gie S— G;j=(G/)° sdo
fechados disjuntos. Pelo Lema de Urysohn, para cada par ordenado P, = (G;,G;), existe uma fungio
real continua f,, : S — [0,1] tal que f,(G;) ={0} e f,(S—G;)={1}. Paracadax € S, definimos

fx) = (filx), 2
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2
< ,,,Lz (ja que Imf, C[0,1]), segue que a série de fungdes Yo, f”g)

Como anz converge, € [f”T(x)]z

converge (uniformemente) e portanto f(x) € H, para cada x € S. Notemos que f(x) € I visto que
@ < %, e assim temos bem definida uma funcao f:S —1 CH.

A fungdo f € injetora, pois dados x e xp em S, com x # xo, como S é Hausdorff existe G; € G
talque x € Gj e xo € S—G;. Pelaregularidade, existe um par P, = (G;,G;), com x € G; C G; C Gj
e (pelo Lema de Urysohn) temos a fun¢do f;,: S — [0,1] tal que f,(G;) = {0} e fn(S Gj)={1}
(conforme observado anteriormente). Dai f,(x) =0 e f,(xo) = 1. Assim fnlx) 7£ fnlxo) xO e portanto
f(x) # f(x0)-

Mostremos que f € continua, isto €, dados xo € § e € > 0, existe uma vizinhanga W de x tal

que x € W implica ||f(x) — f(x0)|| < €. De fato, como os valores de f, estdo entre [0, 1] segue que
|fn(x)_fn(x0)‘ ‘fn )l + |fn(x0)| < 2

n
)y niZ’ existe um 1ntelro posmvo no tal que para todo x € S,

, paratodon > 1 e x € §. Dai, usando a convergéncia da série

||f(x) ||2 _ Z |fn fn XO Z |fn fn x() Z |fn fn(xo)|

n>ny

Pela continuidade das fungdes f,, : S — [0, 1], para cadan =1,2,..., nop, existe uma vizinhanga W,

de xq tal que

o) = fulxo)|? €

n 2ng
Tomando W = ﬂ W,, tem-se
2 g g2 2
xeW = ||f(x)— f(xo)l <noo— o =€
no 2

donde segue que || f(x) — f(xo)|| < € e portanto f é continua.

Como f:S — I éinjetora, temos uma bijecdo f:S — f(S) CI.

Mostremos que f~!: f(S) — S é continua. Para tanto é suficiente provar que para cada
yo = f(x0) € f(S) e todo aberto basico G; contendo xo = f~'(yp) €S, existe & >0 tal
que v = £() € B(0,8) (= Iy —vol = ()~ fGxo)ll < 8) implica f~1(y) = x € G isto
& f 1 B(f(x0),8)Nf(S)) C G;. Mas G, é a segunda coordenada de algum par ordenado
Py, = (Gi,Gj) tal que xp € G; C G; C G;. Escolhendo & < 2%10 obtemos

fn(x0)|

I/L

[y=yoll = [lf(x) = f(x0)[ < & = Z [/n ()

2
= /0 = fro) |2 <8 < (2%) N

U@ = S0l _ (o

np? 2ng

? 1
) = |fn0(X)—fn0(x0)| <§.
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Dado que xp € G, fuy(x0) =0 eentdo |fy,(x)| < 3. Visto que Jny(G§) = {1}, concluimos que
x ¢ GS, logo x= f~1(y) € G}, como desejado. Assim f~!: f(S) — S é continua.
Portanto temos um homeomorfismo de S num subespaco de I que € um espagco metrizdvel, de

modo que § € metrizdavel, o que conclui a prova. [

Corolario 6.5.13. Seja (S,6) um espaco topoldgico. Se S é ey, Tr e regular, entdo S é metrizdvel.
Demonstragcdo. Segue da Proposicao B4R e do teorema anterior. [

Observacao 6.5.14. i) A reciproca do teorema anterior ndo é verdadeira. Por exemplo, o espago

metrizdavel (R, P(R)) (via a métrica dyy) € regular, T>, mas ndo é e espaco.

ii) Considerando o item anterior e o fato de que todo espago métrico é Ty e regular (e também
normal), para obter uma condi¢cdo “necessdria e suficiente” de metrizabilidade, dentre as situacoes
apresentadas (na hipotese do teorema/coroldrio anterior) a que deverd ser alterada/enfraquecida é

a de que do espaco seja e (i.é, tenha base enumerdvel).

6.5.1 Exercicios
1) Demonstre o Lema de Urysohn admitindo o Teorema de Tietze.

2) Mostre que um espago (S,6) é normal se, e somente se, para todos A e B fechados disjuntos de
S, existe f : S — [a,b] continua tal que f(A) = {a} e f(B) = {b}.

3) Se S € Ty espago (normal e 71) mostre que S € completamente regular e portanto 77 ;.

4) Seja (S,0) um espago topolégico normal. Mostre que, neste caso, (S,0) é regular se, e somente
se, € completamente regular. (Lipschutz [[4], Cap.10, Exerc. 37, p. 198.) Recordemos
que a afirmac¢do “completamente regular implica regular” € verdadeira para qualquer espago
topoldgico - vide Exercicio B3 -7. (Sugestdo: (=) Dado p ¢ F, existem abertos disjuntos G
e G tais que p € Gy e F C G,. Use o Lema de Urysohn para os fechados U, e F.)

5) Seja X um espagco compacto e Hausdorff. Prove que X é metrizdvel se, e somente se, X é
ey espago. (Sugestdo: (=) use que “espago métrico compacto é separdvel” e que “métrico
separavel é e;”. (<) use que “espacgo topoldgico compacto e de Hausdorff é normal” e o

Teorema de Metrizacdo de Urysohn.)

6) Sabemos que todo espaco métrico é normal e também que um espaco normal e de Hausdorff
com base enumeravel é metrizavel. D€ um exemplo de um espaco normal que ndo é metrizavel.
(Sugestdo: S ={1,2,3,4}; 1=1{0,{1,2},{3,4},S}.)

7) Verifique que a sequéncia de fungdes f, : [0, 1] — [0, 1], f,,(x) = x" converge simplesmente para
f:10,1] — [0,1], definida por f(x) =0,se 0 <x < 1,e f(1) = 1, mas que a convergéncia nao
¢ uniforme (Observagcao B3T).
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6.6 Paracompacidade e outros teoremas de metrizacao (no¢ao)

Uma condi¢@o necessaria e suficiente para metrizabilidade de um espaco topoldgico é dada pelo
Teorema de Nagata-Smirnov. Tal teorema foi demonstrado, independentemente, por Nagata em 1950
e Smirnov em 1951 (Nagata, []; Smirnov [24], [Z3]). O objetivo principal desta secdo é dar uma
1déia (apresentar o enunciado) desse teorema e do Teorema de Metrizacdo de Smirnov, que também
estabelece uma condicao necessdria e suficiente para metrizabilidade de um espago e, em parte, € uma
consequéncia do Teorema de Nagata-Smirnov. Mais detalhes vide Munkres [2], Cap. 6, p. 243, ou
Sims [3], Teor. 5.2, p. 103.

Para enunciar esses dois teoremas vdrios conceitos sdo necessdrios, dentre eles o de base
enumeravelmente localmente finita e de espaco paracompacto. As demonstragdes dos teoremas/

resultados serdao omitidas.

(1) Base enumeravelmente localmente finita e o Teorema de Metrizacdo de Nagata-Smirnov

Defini¢cao 6.6.1. Seja (S,T) um espaco topoldgico.

Uma familia § = {A;}ic; de subconjuntos de S é denominada localmente finita se: paratodo p € S,
existe V,, € T, com p € V), tal que V), intersecta somente um niimero finito de elementos de §.

Uma familia de subconjuntos de S é enumeravelmente localmente finita ou 6-localmente finita se
for a reunido enumerdvel de familias localmente finitas de subconjuntos de S, ou seja uma familia ‘B

é enumeravelmente localmente finita se B = J,cn+Sn, com cada §, localmente finita.

Observacao 6.6.2.
i) Claramente toda familia finita § de subconjuntos de um espaco topolégico S é localmente finita.

it) Uma cobertura qualquer {A;}cr de S é localmente finita se para todo p € S, existe um aberto V,

de S (contendo p) tal que V,, NA; # 0 para um niimero finito de i € I.

iiit) EmR, §={|n,n+3[: n€Z} é uma familia que é uma cobertura localmente finita de R.

iv) Em (R,060¢) a familia de todos os conjuntos abertos ndo é localmente finita.

v) Se B = {B1,By,...} é uma base enumerdvel entdo B é enumeravelmente localmente finita, pois

B = Upen+ S, com §, = {Bn} localmente finita (unitdria).

Como sabemos, um espaco métrico pode ndo ter base enumeravel (ndo ser e espaco), mas todo

espago métrico tem uma base enumeravelmente localmente finita, como afirmado no resultado abaixo.

Teorema 6.6.3. (Teorema de Metrizacdo de Nagata-Smirnov) Um espaco topolégico (S,T) é
metrizdvel se, e somente se, S é regular, Ty e tem uma base ‘B que é enumeravelmente localmente
finita.

Demonstragcdo. Vide Munkres [0], Cap. 6, Teorema 40.3, §40, p. 250. Lembrar que em Munkres,

‘regular’ significa ‘regular e 77 espacgo (todo subconjunto unitario é fechado)’. 0
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(2) Paracompacidade e o Teorema de Metrizacdo de Smirnov

Definicéio 6.6.4. Seja (S,0) um espago topoldgico. Considere § = {A;}ic e §' ={Bj}jcs duas
familias de subconjuntos de S. Diz-se que §' é um refinamento de § se: VB €§, A€ F tal
que B C A. Se os elementos de §' sdo conjuntos abertos, §' é chamado um refinamento aberto de
$ (idem para fechados).

Exemplo 6.6.5. Se uma familia § = {A;}ic; € uma cobertura de um espago topolégico S entdo,

claramente, §' = {{p}, p € S} é um refinamento de § (ndo necessariamente aberto).

Definicdo 6.6.6. Um espaco topoldgico (S,t) é paracompacto se toda cobertura aberta de S
possui um refinamento aberto localmente finito que também cobre S, ou seja, para toda cobertura
€ ={Gi}ticr de S, Gier, 3C€'={U;}jes tal que U; C G;, para algumi, Uje, e Vp€S,
dV, €1 tal que pcV, e V,NU; # 0 apenas para um niimero finito de elementos Uj, j€ J, e
ainda, S=U;U;.

Exemplo 6.6.7. 1) Todo espaco compacto é, claramente, paracompacto.

2) Todo espago topoldgico discreto S é paracompacto, pois para toda cobertura aberta € de S, a
familia €' ={{p} : p € S} é um refinamento aberto localmente finito de & que cobre S. Em particular

(R, Gyisc) € um espago paracompacto (que ndo é compacto).

3) R com a topologia usual é um espago paracompacto (que ndo é compacto). Para ver que R ¢
paracompacto, seja € uma cobertura aberta de R. Para cada n € 7, como [n,n+ 1] é compacto,
existe um nimero finito de elementos de € que cobre [n,n+ 1] (e tem interse¢do ndo vazia com
o intervalo |n — 1,n+ 2|). Indiquemos por G, a familia finita composta de tais elementos. Entdo

¢ = U,ez G, é um refinamento aberto localmente finito de € que cobre R.

Observacao 6.6.8. O conceito de paracompacidade (como foi apresentado) estende o conceito de
compacidade, uma vez que todo espagco compacto é paracompacto. Hd, entretanto, autores que na
definigcdo de paracompacto exige que o espaco S seja Hausdorff (por exemplo, Dugundji [@], Cap. 8,
§2, Def. 2.1, p. 162, ou Munkres (a first course) [[9], Cap. 6, §6 — 4, Def., p. 255). Nesse caso,

compacto e Hausdorff implica paracompacto.

Defini¢ao 6.6.9. Um espaco topoldgico (S,7) é localmente metrizdvel se cada ponto p € S tem uma

vizinhanga W, que (considerada como subespago topologico de S) é um espago metrizdvel.

Claramente, todo espaco metrizavel é localmente metrizavel.

Proposicao 6.6.10. Seja (S,T) um espago topolégico. Se S é compacto, Hausdorff, e localmente

metrizdvel entdo S é metrizdvel.
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Demonstracdo. A ideia € mostrar que S é um e; espaco. Dai o resultado segue do Teorema de
Metrizac¢ao de Urysohn, uma vez que todo espago compacto e Hausdorf € regular/normal (e 77). Para
ver que o espago € ep vamos mostrar que ele € uma unido finita de subespagos abertos que sdo e;.
Para cada p € S, seja W, uma vizinhanca metrizavel de p. Como § € regular (pois € compacto e
de Hausdorff), para cada p € W,, existe um aberto V), talque p eV, C V_p C W,. Temos que
cada V, é e, pois é metrizdvel e compacto. Logo cada V, ¢ também e, e entdo possui uma
base enumeravel ‘BP. Ainda, {Vp, p €S} é uma cobertura aberta de S e como S é compacto,
S =V, U---V,,. Facilmente verifica-se que B = B U...UBP" & uma base enumeravel para S e,
portanto, S é es. L]

Teorema 6.6.11. (Teorema de Metrizagdo de Smirnov) Um espago topoldgico (S,t) é metrizdvel se,

e somente se, (S,7) é paracompacto, Hausdorff e localmente metrizdvel.

Demonstragdo. A referéncia aqui também é Munkres [0], vide Cap. 6, §42, Teorema 42.1, p. 261.

(=) Se (S,7) é metrizdvel entdo (S,7) é de Hausdorff e localmente metrizavel, como ja observamos.
Agora, “se (S5,7) é metrizdvel entdo (S, 1) é paracompacto” ([Z], Cap. 6, §41, Teorema 41.4, p. 257).
(<=) Supondo X paracompacto de Hausdorff e localmente metrizavel prova-se que X tem uma base
enumeravelmente localmente finita. Tem-se também que todo espago paracompacto de Hausdorff é
normal/regular ([d], Cap. 6, §41, Teorema 41.1, p. 253). Dai o espago € regular, 77 (visto que é
Hausdorff) e tem uma base enumeravelmente localmente finita, logo é metrizavel pelo Teorema de

Metrizagdao de Nagata-Smirnov. 0



Capitulo 7

Espacos Métricos Completos

“Um matemdtico que ndo tenha também algo de poeta, jamais serd um

matemdtico completo.”

(Weierstrass)

7.1 Introducao

Neste capitulo os espacos considerados serdo sempre espacos métricos (M,d), e se for
mencionado apenas “M um espaco métrico” subentende-se que sobre M estd sendo considerada uma

meétrica d.

7.2 Sequéncias de Cauchy

Definicao 7.2.1. Dizemos que uma sequéncia (x,)n,en+ em M é uma sequéncia de Cauchy se, para

todo € > 0, existe ng € N* tal que m,n > ngy implica d(x,,xn,) < €.

Exemplo 7.2.2. A sequéncia (x,), = (1/n), é de Cauchy em R com a métrica usual. Se Consideramos

o subespaco M = )0, 1], essa sequéncia também é de Cauchy em M.
Proposicao 7.2.3. Seja M um espaco métrico. Entdo:

(i) Uma sequéncia (xp)nen+ em M é uma sequéncia de Cauchy se, e somente se, lim d(X,) =0,
n—oo

onde d(X,) indica o didmetro de X, = {Xxp, Xn+1, Xnt+2,---} -
(i1) Toda sequéncia de Cauchy em M é limitada.
(111) Toda subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy em M é uma sequéncia de Cauchy.

(iv) Se uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy em M converge para um ponto, entdo a

sequéncia converge para este ponto.

(v) Toda sequéncia em M convergente é uma sequéncia de Cauchy.

130
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(vi) Seja N um espagco métrico. A imagem de uma sequéncia de Cauchy em M por uma aplicacdo

uniformemente continua f : M — N é uma sequéncia de Cauchy em N.

(vii) Duas métricas uniformemente equivalentes d e d' sobre M (Defini¢cdo EZ13) determinam as

mesmas sequéncias de Cauchy.

Demonstragdo. (i) Suponhamos que (x,),en+ seja uma sequéncia de Cauchy. Entdo, para todo € > 0,
existe ng € N*, tal que m,n > ng implica d(x,,x,,) < €. Assim, se n > ng, entdo d(X,) = sup{d(x;,x;):
x;,Xj € X, } <€, de modo que limd(X,) = 0. Reciprocamente, se limd(X,) = 0, dado € > 0, existe
no € N* tal que n > ng implica d(X,) = sup{d(x;,x;) : x;,x; € X,} < €, ou seja, para m,n > ny,
d(xm,x,) < d(X,) < € e asequéncia (x,) é¢ uma sequéncia de Cauchy.

(ii) Para € = 1, existe ng € N* tal que d (x,, x,) < 1 se m, n > ng. Sejam a = sup{d(x,,xm), n, m<ng},
b = d(xny,Xny+1), € k =a+b+ 1. Entdo, dados n, m > 1, se n, m < ngy, d(xn,xn) <a<k; se
m, n > no, d(xp,x,) <1 <ke,paran<ng e m> ny, tem-se

d(xp,xm) < d(Xp,Xny) +d(Xngs Xng+1) +d(Xng+1,Xm) <a+b—+1=k.

Portanto, d(X) < k, para X = {x1,x2,...}, e assim a sequéncia (x,),cn+ ¢ limitada.
(ii1) Imediata.

(iv) Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy em M e (x,, ) uma subsequéncia de (x,) que converge para
x € M. Entdo, dado € > 0, existe n; € N* tal que m, n > ny implica d(x,,,x,) < 5 e existe np € N*
tal que ny > ny implica d(x,,,x) < 5. Considere ng = max{ni,n} e um elemento ny, com ny > n.

Entdo, para todo n > ngp, temos

€ €
d(n, ) < d(x,3m) +d(x,3) < 5+ 5 =€,

Portanto limx,, = x.

(v) Se (x,) converge para x € M, entdo, para todo € > 0, existe ngp € N* tal que n > ng implica

d(xn,x) < 5. Assim, para todo € > 0, existe no € N* tal que se m, n > n, entdo

€ €
d(xmyxn) S d(xm’x) —l—d(x,xn) < E —+ 5 =¢g.

Logo (x,) é uma sequéncia de Cauchy.

(vi) Sejam (xp),en+ uma sequéncia de Cauchy em M, f: M — N uma aplicacdo uniformemente
continua e z, = f(x,). Mostremos que (z,) é sequéncia de Cauchy em N. De fato, para todo € > 0,
existe & > 0 tal que d(x,y) < & implica d(f(x), f(y)) < €. Como (x,) é uma sequéncia de Cauchy em
M, dado & > 0, existe ng € N* tal que m, n > ng implica d(x,,x,,) < 8. Assim, para todo € > 0, existe
no € N*talque m, n>ng = d(xm, xp) <8 = d(f(xm),f(xn)) <€ = d(zm,zn) <&

Portanto (z,) é uma sequéncia de Cauchy.
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(vii) Segue do item (vi). ]

2

Observacao 7.2.4. Se f: M — N ¢é uma aplicacdo continua entre dois espacos métricos e (xp), é
uma sequéncia de Cauchy em M ndo podemos garantir que (f(xy,)), seja uma sequéncia de Cauchy
em N. Tome, por exemplo, f: R—{0} = R; f(x) =1/xe (xy)n = (1/n),. Tem-se que f é continua,
(xn)n € de Cauchy, mas (f(xn))n = (n), ndo é de Cauchy.

7.3 Espacos Métricos Completos

Definicao 7.3.1. Um espaco métrico (M,d) é denominado completo se toda sequéncia de Cauchy em

M converge para um ponto de M.

Exemplo 7.3.2. 1) (M,dy;) é completo.

1
Xn—2
, n>3, converge em R para \/2 (verifique!), que ndo é racional. Também, de um modo um pouco

2) (Q,dysuar) ndo é completo. De fato, a sequéncia (x,) dada por x; =1, x =2 e x, =
1

Xn—1

impreciso, a sequéncia em Q, (y,), = (1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421;...) converge para \/2

(onde subentende-se que os préximos termos acompanham as aproximagcées de \/?2).

Proposicao 7.3.3. Todo espaco métrico compacto M é completo.

Demonstracdo. Se (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M, com M compacto, entdo (x,) admite uma
subsequéncia convergente para um ponto de M (pois um espago métrico M é compacto se, € somente
se, é sequencialmente compacto). Deste modo, pelo item (iv) da Proposi¢ao 23, (x,) é convergente

e portanto (M,d) é completo. O

Observacao 7.3.4. A reciproca do resultado anterior obviamente ndo é verdadeira. Como veremos
abaixo, R é completo, mas ndo é compacto. No Exercicio [[31-1, ao final desta secdo, é dada uma

reciproca parcial (considera-se M completo e “totalmente limitado”).
Proposicao 7.3.5. R (com a métrica usual) é completo.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Mostremos que (x,) tem uma
subsequéncia convergente e, com isso, a propria sequéncia serd convergente. De fato, se (x,) é de
Cauchy, entdo (x,) € limitada. Se o conjunto dos termos da sequéncia A = {x, : n € N*} ¢ finito,
a sequéncia contém uma subsequéncia constante, que € convergente. Suponhamos A infinito. Como
A & limitado, A C [aj,b1] = I;. Como A é infinito, A N [al,%] ou A N [%,bl] é
infinito. Seja I, = [ay,b2] um dos dois intervalos que contenha infinitos pontos de A. Da mesma
forma, A N [az, %] ou AN [%,bz] € infinito. Denotamos por I3 um destes intervalos que
contém infinitos pontos de A. Desta maneira, obtemos uma sequéncia I} 2 I, D23 2---D [, D ---
decrescente de intervalos fechados tais que cada I, contém infinitos pontos de A e limd(l,) =0

(didmetro de I,,).
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Pelo Principio dos Intervalos Encaixados (cuja demonstracdo serd dada abaixo), existe x €
(Mnen+In € x € ponto de acumulagdo de A, pois dado qualquer conjunto aberto G contendo x, existe
€ > 0tal que |x—¢€,x+¢€[ C G. Por outro lado, como limd(I,) =0 e x € (,en+ I, existe ny € N*
tal que d(I,)) <€ e I, C |x—€,x+€[C G, de modo que G contém infinitos pontos de A, visto que
I,,, tem infinitos pontos de A. O ponto x serd limite de uma subsequéncia de (x,) e, consequentemente,
a sequéncia (x,) (que é de Cauchy) converge.

Resta a verificagdo do Principio dos Intervalos Encaixados, isto é: se I, = [a,,b,], n € N¥, s@o
intervalos fechados nao vazios de R tais que taisque I} 2L 2L 2D --- 21, D - e limd(l,) =0,
entdo (,en+In # 0. Com efeito,como [{ DL 2L 2D ---21, D .-, devemoster aj <ap <---,
by >by>---, e a, < by, paratodos n, m € N* (pois fixado m, se n <m, a, <ay <b,, ese m<n,
an < by, <by). Seja x =sup{a;:i € N*}. Temos a, <x e x < b,, paratodo n € N* de modo que
x € I, para todo n € N*. Assim x € (,,en In- O

Observacao 7.3.6. De fato pode-se provar que um espaco métrico M é completo se, e e somente
se, toda sequéncia encaixada de conjuntos fechados ndo vazios, cujo didmetros tendem a zero, tem
interse¢do ndo vazia. (Vide Lipschutz [[4], Cap. 14, Teor. 14.2, p. 254.)

Proposicao 7.3.7. O produto finito de espacos métricos M = M X --- X M,,, é completo se, e somente

se, cada um dos fatores M; é completo. Em consequéncia R", m > 2, é completo.

Demonstragdo. Um sequéncia no produto cartesiano € uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,
cada coordenada é uma sequéncia de Cauchy. Também, uma sequéncia no produto é convergente
se, € somente se, a sequéncia em cada coordenada é convergente. O resultado segue dessas duas

afirmacoes. 0

Proposicao 7.3.8. Seja F um subespaco de um espaco métrico completo M. Entdo F é completo se,

e somente se, F é fechado.

Demonstragdo. Suponhamos F completo. Seja x € F. Entdo existe uma sequéncia (x,) em F que
converge para um ponto x € F C M. Como (x,) é convergente, (x,) é de Cauchy em M e portanto,
também de Cauchy em F. Logo essa sequéncia converge para um ponto a € F, visto que por hipdtese
F ¢é completo. Pela unicidade do limite (em espagos métricos), temos a = x, logo x € F e portanto
F = F é fechado.

Reciprocamente, se F é fechado, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em F. Em particular, (x;,)
¢ de Cauchy em M, e como M é completo, (x,) converge para x € M. Assimx € F = F, pois F é

fechado. Portanto F € completo. [
Observacao 7.3.9. i) Ser completo ndo é propriedade topolégica. Por exemplo, os espagos
|—1,1] e R com métricas usuais sdo homeomorfos, R é completo, porém | —1,1] ndo é.

ii) Se f: M — N é um homeomorfismo uniforme e M completo entdo N é completo, ou seja ser

completo é propriedade uniforme (vide Exercicio [Z371-3). Em particular, se duas métricas dy e d;
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em M sdo uniformemente equivalentes, (M,d,) é completo se, e somente se, (M,dy) é completo. Isto

ocorre, por exemplo, para d uma métrica qualquer em M e d(x,y) = min {d(x,y);1}.

iii) Um produto qualquer de espagos métricos completos ndo é necessariamente um espaco métrico

completo, de fato o produto qualquer de espaco métricos pode nem ser um espaco métrico (vide
Munkres [2Q], Cap. 2, §21, Exemplo 2, p. 133). A metrizabilidade para o caso de produto finito

de espacos métricos foi tratada no Exemplo UZ3, e para um produto enumerdvel vide Lima [[A]
(Cap. 9, §3, Prop. 6, p. 247).

7.3.1 Exercicios

1)

2)

3)

4)

7.4

Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que M é compacto se, ¢ somente se, M é completo
e totalmente limitado. (Sugestdo: (<) mostre que M é sequencialmente compacto e assim
compacto. Para tanto mostre primeiro que se (x,) é uma sequéncia em um espago métrico
totalmente limitado entdo ela possui uma subsequéncia de Cauchy, depois use que M €
completo. Para obter uma tal subsequéncia (no caso em que A = {x,,n € N*} é infinito) note
que para € = 1, existe uma bola B] = B4(p;, 1) da 1 — rede (do conjunto totalmente limitado M)
que contém infinitos elementos de A. Considere o conjunto infinito Ny = {n € N*: x,, € By},
observe que para € = 1/2, existird uma bola B, = B,4(g;,1/2) da 1/2 — rede que contém
infinitos elementos de Nj, seja No = {n € Nj : x,, € By}, continue assim para obter N para cada
1/k. Tome entdo x,,, com ng € N, e ng_1 < ng). (Lipschutz [[7], Cap. 14, Exerc. 20, p. 264.)

Seja A um subespaco de um espaco métrico completo. Mostre que A € compacto se, e somente
se A é fechado e totalmente limitado. Em particular, A é compacto se, e somente se, A é
totalmente limitado. (Lipschutz [[4], Cap. 14, Exerc. 21, p. 265.)

Sejam M e N espaco métricos. Se f: M — N é um homeomorfismo uniforme e M completo

prove que N é completo.

Seja M um espago métrico completo e f : M — M uma contragdo (i. é, f satisfaz d(f(x), f(y))
< cd(x,y), Vx,y €M, com 0 < c < 1). Entdo f admite um unico ponto fixo p (ou seja,
existe p € M tal que f(p) = p). Esse ponto pode ser obtido como o limite da sequéncia
(x0,f(x0), f(f(x0)),--.), para qualquer ponto xo em M. (Domingues [@], Cap. VII, §4, Teor.
2,p. 154.)

Completamento de um Espaco Métrico

Mostraremos nesta secao que todo espaco métrico € subespaco de um espago métrico completo.

Dado um espago métrico (M,d), construiremos um espago (1\2 ,dA) completo e minimal com M C M

(mais precisamente, com M homeomorfo a um subespaco de M).
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Tal constru¢do quando aplicada ao conjunto dos nimeros racionais com a métrica usual, fornece
o conjunto dos nimeros reais, de modo que se obtém uma constru¢do do conjunto dos nimeros reais

a partir do conjunto dos nimeros racionais.

Observacao 7.4.1. E fdcil ver que toda imersdo isométrica f : M — N é uma aplicacdo injetora
e uniformemente continua. Consequentemente, f : M — f(M) serd um homeomorfismo uniforme
(uma vez que a inversa também serd uma imersdo isométrica). Em particular toda isometria é um

homeomorfismo uniforme.

Definicio 7.4.2. Um completamento de um espaco métrico (M,d) é um par (M d ), f), também
denotado simplesmente por (]\//i . f), tal que:

(1) (1\71 ,d) é um espaco métrico completo,
Q) f:M— M é uma imersdo isométrica e,

(3) f(M) é um subconjunto denso de M.

Exemplo 7.4.3. 1) Se M =0, 1[ com a métrica usual, entdo M = [0,1] com f : M — M a inclusdo e

d a métrica usual é um completamento de M.

2) Considere Q com a métrica usual. Tomando f :Q — R como sendo a inclusdo, obtemos o

completamento @ =R de Q.

3) Se M é completo, entdo M:=Me f:M— M a identidade é um completamento de M.

Observacao 7.4.4. Se M é completo entdo M é o tinico completamento de M, a menos de isometria.
De fato, seja (M, ) um completamento de M. Como f : M — M é uma imersdo isométrica, f(M) é
completo. Pela Proposi¢cdo I3, f(M) é fechado em M. Agora, usando que f (M) é denso em M,
segue que f(M) = f(M) = M, de modo que f é sobrejetora. Dai f: M — f (M) = M é uma isometria

(homeomorfismo uniforme) e M = f(M) é “isométrico”a M.
Mais geralmente tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 7.4.5. Sejam (1\71 f) e (A7[ ,8) completamentos de um espagco métrico. Entdo existe uma
inica isometria @ : M — M tal que o f = g.

Demonstragdo. Seja x € M. Como f(M) é denso em M, existe uma sequéncia (y,) em f(M) tal
que y, = x, € y, = f(x,), comx, € M, cada n. Como f é imersdo isométrica, e f(x,) —y, a
sequéncia (x,) de M é de Cauchy. Definimos @(x) =limg(x,). O limite existe, pois, como (x,) é
de Cauchy e g é imersdo isométrica, segue que g(x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em M e, por ser
M completo, a sequéncia converge. Para a unicidade, observe que se @ e W sdo isometrias (de M
em M) tais que po f =ge Yo f =g entdo as restricdes Ol rm) = Wlrm) € como f(M) € denso
em M, segue-se que @ = . [
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Proposicio 7.4.6. Seja (M,d) um espaco métrico. Se existe A C M tal que A # 0, A= M e toda

sequéncia de Cauchy de A converge em M, entdo M é completo.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em M. Vamos obter uma sequéncia de Cauchy
em A “proxima” de (x,). Para todo € > 0, existe ng, tal que m,n > ng implica d(xpm,x,) <
g/3. Como A é denso em M, x; € A, para cada k, e portanto, B(xy,1/k) NA # 0, assim existe
ay € A; d(xg,ar) < 1/k. Dai existe ko (ko > max{ng,3/€}), tal que m,n > ko implica d(am,a,) <
d(am,xm) +d(Xp,xn) +d(xn,a,) < €. Porhipdtese (a,) converge paraum ponto p € M e, facilmente,

prova-se que (x,) também converge para p. O
Proposicao 7.4.7. Todo espago métrico (M,d) possui um completamento.

Demonstragcdo. e Construcdo de Med.
Sejam (M,d) um espaco métrico e € o conjunto de todas as sequéncias de Cauchy de M. Em €
definimos a rela¢@o: duas sequéncias (x,) e (y,) estdo relacionadas, e escrevemos (x,) R (y), se

1i_r>n d(x,,yn) = 0. Essa relacdo resulta numa relagio de equivaléncia sobre €. Seja M=¢ /R o

conjunto quociente e denote (x,) a classe de equivaléncia de um elemento (x,) de €. Assim, dados
o= (x,) ¢ B=(y,) em M, podemos definir
d:MxM—R; d(o,B)=d((x),(n)) := lim d(xn.y).

Essa aplicacdo estd bem definida e € uma métrica no conjunto M (exercicio). Para concluir que a
sequéncia (dy), := (d(xn,yn))n converge use o fato que: (x,), € (yu)n sequéncias de Cauchy
em M implica (d,), sequéncia de Cauchy em R (visto que |d, — dyu| = |d(xn,vn) — d(Xm,yn) +
d(Xmsyn) = d (X, ym)| < |d(Xn, ) — dComs yn)| + 1d s Yn) — d (s ym)| < d (X, Xm) +d Yy ym))s
e que R é completo. Ainda, d(x,,y,) > 0 para todo n, implica que o limite também é maior ou

igual a zero. A definicdo ndo depende dos representantes das classes, pois se o = (x,) = (x},) e

_— _— ~

B= () = (), entdo limd(x,,x,) =0 e limd(y,,y,) =0, donde segue que d((x}),(y,)) =

~

limn%ood(x,g,y;) = limnﬁm[d(xn,x;) + d('x;ﬂy;l) ‘f’d()’;w)’n)] > limd(x,,y,) = d((xn),(yn)), €, de

~ ~

maneira analoga, d((x,),(y,)) >d((x}),(y))), e assim obtém-se a igualdade.

Agora, pode-se verificar que d € uma métrica sobre M (exercicio), assim, (M, d) é um espago métrico.

e Imersdo isométrica. Dado x € M, indicando por X a classe de equivaléncia da sequéncia constante
X, = x, Vn € N*; aaplicagio
f:M— M, dadapor f(x)=%=(x,x,...)

¢ uma imersao isométrica (exercicio) e, portanto, uma isometria de M sobre f(M).

e f(M) é um subconjunto denso de M. Para ver que f(M) é denso em M, tome o = (x,) € M e
€ > 0. Vamos mostrar que B (a,€) N f(M) # 0. Como (x,), € de Cauchy em M, existe ng € N*;
d(xn,xn) < €/2, paratodos n, m>ng. Tome a=x,, € a= (Xyy,Xny,-..) € f(M). Temos que
d(0,@) = lim d(xy,a) = lim d(xy,xn,) < €/2. Assim, @ € B (0,,€) N f(M).

n—oo n—oco
e Verificacdo de que (1\71 ,dA) é completo. Vejamos, primeiramente, que toda sequéncia de Cauchy em

f(M) converge para um elemento de M. Seja (d; ), uma sequéncia de Cauchy em f(M) (@, = f(an), a
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classe da sequéncia constante em a,, a, € M). Considere a sequéncia (a,), em M. Como d (a,,a,) =
d(an,an), segue que (a,) é de Cauchy em M. Seja P = (a,) € M. Mostremos que (dy), converge
para B € M: dado & > 0, como (an)n é de Cauchy, existe np; c;f\(aAn,c/z;) < €/2, para todos n,m > ny.

Dai, se n > ng, d (an,B) = 1i_r>n d(ap,ay,) <g/2 <e.
m—soo

Agora, como f(M) é denso em M segue, da Proposi¢io 28, que M = f(M) é completo. O
Corolario 7.4.8. Todo espaco métrico possui um tinico completamento, a menos de isometria.

Demonstragdo. Segue das Proposi¢oes 43 e [[471. 0

7.5 Espacos de Baire

Definicao 7.5.1. Sejam (S,0) um espaco topoldgico e A C S. Diz-se que A é magro em S , ou de
primeira categoria, quando A é uma reunido enumerdvel A = \J,cn- An, com (A,)° = 0, para todo
n € N* (ou seja, A é uma reunido enumerdvel de conjuntos nunca densos). Quando A ndo satisfaz

essa condigcdo diz-se que A é de segunda categoria.

Proposicao 7.5.2. Sejam (S,0) um espago topolégico e A C S. Entdo A é magro em S se, e somente
se, A C Upen: Fu, com Fy, fechado e (F,)° = 0, para todo n € N*.

Demonstragdo. (=) Por hipétese A é magro em S. Assim, A = (J,cn+ Ay, com (A,)° = 0, para todo
n € N*. Daf, A = U, en- An C U, en+ An, € portanto basta tomar F, = A,,.

(«<=) Suponhamos agora A C |J,cn+ Fr, com F, fechado e (F,)° = 0, para todo n € N*. Tome A, = F, N
A. Entio (A,)° = 0, para todo n € N*, (pois (4,)° C (F,NA)° = (F,)°NA" =0) e A = Upepy An. [

Exemplo 7.5.3. 1) Todo subconjunto enumerdvel A ={ay,ay,....} num espagco de Hausdorff S, sem
pontos isolados é magro. Isto segue do fato que A =\J,{an,} com {a,} ={a,} e ({a,})° =0, uma
vez que S € Hausdorff e os pontos a, ndo sdo isolados. Assim, Q é magro em R (Q também é

magro em Q).

2) No plano R? o conjunto Q x Q (dos pontos de coordenadas racionais) é magro. Também é magro
em R? o conjunto (ndo enumerdvel) A = {(x,y) € R?>: x € Q} = Q xR.

3) O conjunto de Cantor é magro em R (Lima [[A], Cap. 6, Exemplo 21, p. 162).

4) A fronteira de todo subconjunto aberto de um espago topolégico é magro. De fato, dado um aberto
U de um espago topoldgico, considere Ay = Fr(U) = U NUF. Entdo, usando que U * = (U°)° e que
U¢ é fechado, obtemos que (A{)° = (U)°N(U°)° = (U)°NT “ = 0.

Definicao 7.5.4. Um espaco topoldgico (S,G) é um espaco de Baire se todo subconjunto magro de S

tem interior vazio. Isto é, para toda reunido \J,cn+An C S, com (A,)° =0, para todo n € N*, tem-se

(UnenAn)* =0
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Observacgao 7.5.5. Notemos que um espago (S,0) ndo é um espaco de Baire se existe A C S, A magro

tal que A° # 0 (i.é existe A C S tal que A = J,en+ Ay com (A,)° = 0, para todo n € N*, mas A° é ndo

vazio).

Exemplo 7.5.6. 1) O espago S = Z com a topologia induzida da reta é um espago de Baire, pois ndo

contradiz a definicdo, jd que 7 ndo contém subconjuntos magros.

2) O espaco Q dos racionais com a topologia induzida de R ndo é um espago de Baire, pois A = Q é

um subconjunto magro em Q e, em Q, Q° = Q # 0.

O resultado seguinte nos da uma forma (equivalente) de definir espago de Baire. Essa € a defini¢do
de espaco de Baire apresentada em Munkres [20] (Cap. 8, §48, p. 295).

Proposicao 7.5.7. Um espaco topoldgico (S,0) é um espago de Baire se, e somente se, toda reunido

enumerdvel de subconjuntos fechados de S com interior vazio, tem interior vazio.

Demonstragdo. (=) Sejam {F,,n € N*} uma familia enumeravel de fechados de S com interior vazio
e A =U,en- Fr- Entdo A é magro, pois (F,,)° = (F,)° = 0. Agora, como (S,5) é um espaco de Baire,
A°=0.

(<) Seja A C S, A um conjunto magro. Entdo A = J,cp+An, com (A,)° = 0. Por hipétese
(Upen- Zn)o = (. Assim,

A= JAa.c U A :>AOQ<UKH>0:(Z).

neN* neN* neN*
Portanto A° = 0 e S é um espaco de Baire. [

Temos uma outra definicao equivalente usando intersecao de abertos e densos.

Proposicao 7.5.8. Seja (S,6) um espago topoldgico. Entdo S € um espago de Baire se, e somente se,

toda intersecdo enumerdvel de abertos densos em S é denso em S.

Demonstracdo. O resultado segue essencialmente do fato que dado Y C S, (Y¢)° = (Y) e (Y°)* =YC.
(=) Suponhamos que S seja um espacgo de Baire. Considere X = (U, a interse¢do de uma familia
enumerdvel de subconjuntos U, abertos e densos em S. Entdo X¢ = |J(U,)¢, com (US)° = (U,)¢ =
§¢ = 0. Logo X¢ é magro em S. Como o espago S é Baire (X¢)° = 0. Dai, (X)¢ = (X¢)° = 0, e assim
X=S.

(<) Exercicio. O

Teorema 7.5.9 (Teorema de Baire para Espacos Métricos). Todo espaco métrico completo é um

espaco de Baire.



139

Demonstracdo. Sejam (M,d) um espago métrico completo e {Aj,A2,A3,...} uma familia
enumerdvel de abertos e densos em M. Provemos que A = ();cn+A; € denso em M. Para isso
mostraremos que toda bola aberta (arbitraria) By de M contém algum ponto de A. De fato, como
A € aberto e denso em M, e By é uma bola aberta, B N A é aberto e ndo vazio, de modo que
contém uma bola B;, a qual pode ser escolhida de modo que seu raio ndo exceda % e seu fecho
esteja contido em By NAj. Assim, B> C BiNA; C By C B;. Similarmente, como A, é aberto
e denso em M, B> NA, ¢€ aberto e ndo vazio. Logo existe B3z de raio menor que % tal que
By C B,NA, C By C B,. Prosseguindo, obtemos uma sequéncia By 2 B, O B3 D ---, com
B,.1 CB,NA, CB, e limd(B,) =0 (onde d(B,) indica o didmetro de B,). Para cada n € N*
escolha um ponto x, € B,. A sequéncia (x,),en+ € uma sequéncia de Cauchy, pois dado € > 0,
tome ng > 0 tal que 1/ny < €/2. Dali, para todo n > ng, x, € B, C By,. Assim, para m,n > ny,
d(xXn,Xm) <d(Bpn,) <2/np <e. Como M é completo, existe x =limx,. Dai, segue que x € B,, para
todo n € N*. De fato, dado n € N* (arbitrario), temos que para todo m > n, x,, € B,, C B,. Assim
lim x,, = x € B, para todo n € N*. Das inclusdes, B, C B,NA,, paratodo n € N*, segue que
x€B,NA,, VneN*. Assim,x € Bje x € NA, =A, ouseja, x € ByNA. Portanto, BjNA #0, o

que conclui a prova. 0

Corolario 7.5.10. (i) R com a métrica usual é um espaco de Baire. Também sdo espagos de Baire
R n>2.

(i1) Todo espagco métrico completo M contendo apenas uma quantidade enumerdvel de pontos deve

possuir um ponto isolado.
(i11) Todo espagco métrico compacto é de Baire.

Demonstragdo. (i) Segue do fato que R", n > 1, é completo e do teorema anterior.

(i1) Se M nao possui pontos isolados, como M é enumerdvel, M seria magro em M com interior nao

vazio (em M), e assim ndo seria Baire, o que contradiz o teorema anterior.

(iii) Todo espago métrico compacto € completo, logo o resultado segue do teorema anterior. [

Proposi¢ao 7.5.11. (i) Sejam (S,0) um espago de Baire e U C S um subconjunto aberto. Entdo
(U,oy) é um espago de Baire.

(ii) Se todo ponto de um espaco topolégico (S,G) tem uma vizinhanga que é um espaco de Baire,

entdo S é um espaco de Baire.
(iii)) O complementar de um subconjunto magro em um espaco de Baire é um espaco de Baire.

Demonstracdo. (i) Sejam (S,6) um espago de Baire e U C S um subconjunto aberto. Mostremos que
U é um espaco de Baire. Pela proposi¢do anterior basta mostrar que toda intersecdio X = (U, de

uma familia enumerdvel de subconjuntos U,, C U, abertos e densos em U é um subconjunto denso em
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U. Considere, para cadan=1,2,..., B, :=U,U(S—U) =U,U(U)", e seja T =()B,. Observemos
que TNU = (NB,) NU= (NU,U(S-U)))NU= (NU,)US-U))NU = (XU(S—U))NU =
(XNU)U((S—U)NU)=XUO = X. Logo devemos mostrar que X =T NU é denso em U. A prova
consistird em provar: (1) que 7 é densoem S, e (2°) que TNU = X é densoem U.

(1?) Vejamos que T é denso em S. Como S € de Baire € suficiente mostrar, pela Proposi¢ao 3R,
que cada B, € aberto e denso em S.

(1.1) B, € aberto de S: Temos que U, é aberto de U e U ¢ aberto de S, entdao U, € aberto de S.
Além disso, S — U é aberto de S. Logo B, = U, U (S —U) é aberto de S.

(1.2) B, € denso em S: Seja x € S um ponto qualquer. Mostremos que G N B, # 0, para todo
aberto G de S contendo x. Temos S =UUFr(U)U(S—U). Assim, xe S=x€cU oux€ Fr(U)
ou x€S—U. SexcU,entdox € GNU. Logo GNU é aberto de U contendo x e portanto
GNU,=GNUNU,) =(GNU)NU, # 0 pois U, é denso em U. Assim, GN (U,U(S—U)) # 0,
isto é, GNB, #0. Se x € Fr(U), entdo por defini¢do de fronteira, como G € aberto e x € G,
GNU #0. Logo GNU é um aberto ndo vazio de U. Como na situagdo anterior, podemos concluir que
GNB,#0. Se xe (S—U),entdo x € GN(S—U), edeste modo, GNB, =GN (U,U(S—U)) #0.
Logo em qualquer uma das trés situacdes, concluimos que GN B, # 0 e assim, B, é denso em S.

De (1.1) e (1.2) e do fato que S é Baire, obtemos que 7 =(\B, € denso em S, como afirmado.

(2°) Mostremos que que X =T NU € denso em U. Como U ¢ aberto de S, T denso em S implica
X =TNU densoem U, pois se p € U e G é um aberto de U contendo p, entdo GNU € aberto de
S (ja que U é aberto de S) que contém p. Da densidade de 7 em S obtemos que (GNU)NT # 0,
assim GN (T NU) #0, e portanto p € (T NU) (fecho em U). Logo X =TNU édensoem U, o

que conclui a prova de (i).

(ii) Usaremos a caracterizagdo de espaco de Baire por reunido de fechados. Seja A = |U,en+An
uma reunido enumerdvel de fechados de S com interior vazio. Queremos mostrar que A° = 0.
Suponhamos, por absurdo, que A° # 0 e seja p € A°. Por hipétese existe uma vizinhanca V de p
que é um espaco de Baire. Como aberto num espago de Baire € um espago de Baire (item (1)), a
vizinhanca pode ser tomada aberta e contida em A (pois podemos substituir uma vizinhanca inicial
(de Baire) W de p que existe por hipétese, por V. =A°NW° C A, de modo que p € V° =V). Temos
entao
V=AnvV=J @A.nVv)
neN*

¢ uma reunifio enumeravel de fechados de V com interior vazio (pois (A, NV)° = (4,)°NV° =
0NV°=0),ecomo V éum espaco de Baire, esta reunido tem interior vazio, ou seja, V° = 0, absurdo!

Logo ndo existe p € A°, ou seja, A° = 0.

(iii)) Sejam § um espaco de Baire e A C S, A um conjunto magro. Queremos provar que O
complementar A° =S —A ¢ um espaco de Baire. Como A é um conjunto magro num espaco de

Baire, entdo A° =0 em S. Seja BC A°=S—A, tal que B =, Fy, onde os conjuntos F, sdo
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fechados em S — A e com interior vazio em S —A. Temos que mostrar que B° =0em S—A.
Assercao: Se F € fechado em S — A com interior vazio em S — A, entdo FS (fecho de F em S) tem
interior vazio em S.
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista p € (FS)O (interior em §). Entdo existe um aberto

V), de S contendo p tal que V), C F°. Temos

V,N(S—A) CFP'N(S—A) = F
Se V,N(S—A) # 0 entdo V,N (S —A) # 0 serd um aberto (ndo vazio) de S — A que estd contido em
F, de onde segue que o interior de F' em S — A é ndo vazio, o que ndo ocorre. Assim V,N(S—A) =0
eV, C A, de modo que A° # 0, e assim temos uma contradi¢do, pois A € um conjunto magro num

espaco de Baire. Assim (F S)O =0, o que justifica a asser¢do.

B=|JF C |JF,,

neN* neN*

Temos

e num espago de Baire a reunido enumeravel de fechados com interior vazio tem interior vazio. Logo
=S o L . . .

(Upen+F,)° =0 (em S) e portanto o interior de B é vazio em S e, com maior razdo, é vazio em

S—A. O

Corolario 7.5.12. (i) R —Q é um espaco de Baire.

(i) Q com a métrica usual, induzida de R, ndo é intersecdo enumerdvel de abertos de R.
Demonstracdo. (i) E consequéncia de (iii) e do fato que Q é magro em R (que é Baire).

(ii) Se Q = N,,en+An, com A, aberto de R, entdo cada A, seria denso em R, para todo n € N*, pois
dadopeRe G=]|p—g,p+eg|, existe g € GNQ. Mas g € A, implica g € A,, para todo n. Assim,
GNA, #0e pcA,. Dai, R—Q = |JAS (reunido enumerével de conjuntos fechados de R com interior
vazio), ou seja R — Q) seria magro. Por (iii), Q (o complementar) seria espago de Baire, o que é uma
contradicao.

Outra forma de obter uma contradicdo é observar que se R —Q for magro, como QQ é magro,
teriamos que R = QU (R — Q) seria magro em R (que é espago de Baire). Dai, R’ = 0 (em R), o que

€ um absurdo. O]

Observacao 7.5.13. Vimos que todo espago métrico completo, e consequentemente todo espaco
métrico compacto, é de Baire. Veremos a seguir que todo espago topologico compacto e de Hausdorff

€ um espaco de Baire.

Teorema 7.5.14 (Teorema de Baire para Espacos Compactos e de Hausdorff). Se (S,0) € um espago

topolégico compacto e de Hausdorff entdo (S,0) é um espago de Baire.

Demonstracdo. Dada uma familia {F,},cn+ de fechados de S tal que (F,)° =0, vamos provar

que (Upen Fn)° = 0. Para tanto, basta mostrar que (U,cn Fn)° ndo contém nenhum aberto néo
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vazio. Seja entdo Uy um aberto ndo vazio qualquer em S. Como (F,;)° =0 para todo n, segue que
Uo ¢ F, para todo n, em particular Up € Fi. Assim existe yo € Uy, com yo & Fj. Agora, S
compacto e de Hausdorff implica S regular (Proposicao B3T0). Assim, para yg ¢ Fj, Fj fechado
em § existem abertos G, Hy em S tais que yp € G, F1 C H e GyNH; =0. Ainda, usando
que S € regular, yo € Up N G implica (por Proposicio B39) que existe Uj, aberto de S, tal que
yo€U; C U C UyNGy. Temos U NF; =0, pois UNF, C(UyNG)NFL=UyN (G NF)=0.
Também U; C Uy CUp. Uma vez que U; € Fp, existe y; € U, com y; € F,. De modo
geral, repetindo o processo, dado U,_; existe y,_| € U,_; tal que y,—1 € F, (pois (F,)° = 0)
obteremos (usando G, e H,, como no caso n = 1) um aberto U, em S, ndo vazio, com U,NF, =0 ¢
U, CU,_1 CU,_;. Temos entio

U 2U 2...20U,1 20U, 2..

Como S é compacto e a familia de fechados {U, }, satisfaz a PIF, segue que existe x € (1, U,.
Agora, U,NF,=0excU, = x&F, Yn = x&UF,. Obtemos entio x € Uy, com x & |JF,.
Assim Uy € UF,. Como Up é um aberto qualquer de S, segue que (JF,)° =0 e portanto S é
Baire. ]

Observacao 7.5.15. Pode-se mostrar também que se (S,G) é um espago topoldgico localmente
compacto e de Hausdorff entdo (S,G) é um espaco de Baire. (Vide Lima [[A], Cap. 7, Pro. 20,
p. 202.)

7.6 Exercicios

1) Demonstre que todo subconjunto perfeito X de um espaco métrico completo contém um

conjunto sequencialmente compacto.

2) Sejam (x,) e (y,) sequéncias em um espago métrico M tais que limd(x,,y,) = 0. Mostre que
(x,) € de Cauchy se, e somente se, (y,) € de Cauchy.

3) Seja X C R limitado. Mostre que se p : X — R é uma func¢do polinomial, entdo existe lim p(x),
X—a

para todo a € X'.

4) Sejam M e N espacgos métricos e f : M — N uma aplicac@o tal que d(f(x), f(y)) = kd(x,y),
para todo x,y € M, onde k > O (f aplicacdo lipschitziana). Prove que se M é completo, entdo
f(M) é completo.

5) SejaM = {1, %, %, %, } Mostre que:
1

a) Se d(x,y) =

1 3| entdo (M ,d) é completo.

b) Se di(x,y) = |x—y|, entdo (M,d;) ndo é completo.
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6) Determine o completamento dos seguintes espagos métricos:

a)N=]1,3[CR.

(3:3)+(3,3) ...} noplano R

7) Sobre o conjunto dos ndmeros naturais N* considere a métrica d(x,y) = |1 — 1|. Determine
i Y XYy

um completamento para (N*,d).

8) Se (N, f) é um completamento de M, mostre que f : M — f(M) C N é um homeomorfismo

uniforme.
9) Seja E C R” enumerével. Mostre que X = R"” — E € denso em R”".

10) Prove que um subconjunto A é magro em um espago topoldgico S se, e somente se, S — A é

denso em S.
11) Prove que se M é magro, entdao todo subespaco de M € magro.
12) Prove que a reunido enumeravel de conjuntos magros é um conjunto magro.

13) Sejam M e N espago métricos com M completo e f : M — N continua e aberta. Se Y C N ¢

magro, mostre que (f~'(Y))° = 0. (Sugestdo: use o Teorema de Baire.)

14) Mostre que ser Baire é propriedade topoldgica.



Capitulo 8

Espacos de Funcoes

“A intui¢do do matemdtico ndo é necessariamente de natureza
espacial ou mental, como as vezes se supoe. Representa, antes, um
certo conhecimento sobre o comportamento de objetos matemdticos.
Pode ser ajudada por imagens das mais diferentes formas, mas

principalmente pelo permanente trato com elas.”

(Nicolas Bourbaki)

8.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos as topologias da convergéncia pontual ou simples (denominada
também topologia aberto-pontual), da convergéncia uniforme, da convergéncia uniforme nas partes
compactas e a topologia compacta-aberta em espaco de fungdes.

A topologia da convergéncia pontual no conjunto de todas as aplicacdoes de X em Y, denotado
por F(X,Y) =YX, onde X é um conjunto e ¥ é um espago topolégico, é a topologia produto ji
vista. Para a topologia da convergéncia uniforme € necessario que Y seja um espaco métrico e, neste
texto, a topologia é definida (inicialmente) sobre o espaco B(X,Y) das funcdes limitadas, pois nesse
conjunto estd bem definida a “métrica do sup”. No conjunto F(X,Y), com (Y,d) espaco métrico,
nio podemos considerar a métrica do sup (para obter a topologia da convergéncia uniforme), pois
a mesma nao fica bem definida. No entanto, conforme observamos abaixo (Observacdo B3 4), este
problema pode ser contornado por considerar em F(X,Y) uma métrica (usualmente referida como
métrica uniforme), que restrita a B(X,Y) € uniformemente equivalente a métrica do sup. A topologia
da convergéncia uniforme nas partes compactas é dada sobre §(X,Y ), onde X é um espaco topoldgico
e Y é um espago métrico, e a topologia compacto-aberta é definida em F(X,Y), para X e Y espagos

topoldgicos quaisquer.

8.2 A Topologia da Convergéncia Pontual ou Simples

Sejam X e Y conjuntos ndo vaziose §(X,Y)={f:X —Y: féaplicagio}. Recordemos que,
considerando a familia {Y,}, ¢; tal que Y, =Y, paratodo x € X (vide Exemplo [C33), tem-se
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[[h={fXx=Ur=Y: fx) e =Y} =F(X, Y).

xeX
Se Y € um espaco topoldgico (e assim Y, =Y & espacgo topoldgico, para todo x € X) podemos
considerar em F(X,Y) a topologia produto ja vista. Neste contexto, as proje¢des do produto nos
espacos coordenados, py: F(X,Y) = Y; f+— p(f) = f(x), sdo as fungdes de avaliagdo, usualmente
denotadas por:

e (X, Y) =Y f fx)
Exemplo 8.2.1. Sejam X =Y =R e f, g, h€ F(R,R), dadas por f(x)=x*>+x, g(x)=cosmx e
h(x) = xz#ﬂ Entdo tem-se, por exemplo, ei(f) = f(1)=2, e;(g) =—1 e eo(h) = 1.

Sejam X um conjunto qualquer e (¥,G) um espaco topoldgico. Recordemos que uma sub-base

para a topologia produto em F(X,Y) = [L.ex Yx € a familia
S={p; (G : xe€X, Gy, abertode Y, =Y, Vx € X},
Se xo € X ¢ G € um aberto de Yy, =Y, vamos denotar

V(x0,G) = py (G) = {f €FX.Y): f(xo) € G},

onde py, = ey,. Assim, o aberto sub-bésico V(x9,G) ={f € F(X,Y): f(xo) € G} consiste de todas
as aplicacdes em que a imagem de xg € um elemento de G.
A topologia produto, neste caso, é chamada de topologia aberto-pontual.

Um aberto bésico sera do tipo
G=py (GNP, (G2)N..Np(Gr) =

= V(xl,Gl)ﬂV(XQ,Gz)ﬁ-”ﬂV(xr,Gr) = {fGS(X,Y) :f(x,') eqGyi= 1,2,...,1’},
com x1,x2,....,x,em X; Gi,G»,...,G, abertos de Y e r € N*,

Proposicao 8.2.2. Uma sequéncia de aplicacoes (fi,fay...s[fn,-..) em F(X,Y) converge para
f €T (X,Y) natopologia aberto-pontual se, e somente se, para cada x € X, (fn(x))pen+ converge

para f(x) em Y (i. é (fy,) converge simplesmente para f)).

Demonstracdo. (=) Suponhamos que (fy),cn+ converge para f em §(X,Y) na topologia aberto-
pontual. Dados x€X e G umabertode Y talque f(x) € GCY =Y, temos que mostrar que existe
no de modo que f,(x) € G, paratodo n > ng. Considere o aberto sub-béasico p,!(G) de F(X,Y).
Como (fy)nen+ convergepara f em §(X,Y)=[lexYx € f € p; ' (G), vistoque p(f) = f(x) €G,
existe 19 de modo que f, € p;'(G), para todo n > ng. Assim, f,(x) = pi(f,) € G, para todo
n > ng, como desejado.
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(<) Suponhamos agora que, para cada x € X, a sequéncia (f,(x)),en+ converge para f(x). Temos
que provar que a sequéncia (f,) converge para f em F(X,Y) (com a topologia aberto-pontual, isto
é, na topologia produto). Seja V um aberto de F(X,Y) com f € V. Existe um elemento bdsico
B=p.(G)Np,' (G2)N..Np. ' (G,) tal que f € BC V. Paracadai=1,...,r, como f,(x;) converge
para f(x;) € G, existe n; tal que f,(x;) € G;, para todo n > n;. Tome ny = max{ny,...,n,}. Entdo,
paratodo n>nog, fu(xi) € G;, parai=1,...,r. Logo f, € B = p.'(G1)Np,'(G2)N...np ! (G)
C V, Vn > ny. O]

Definicao 8.2.3. Em vista da Proposicdo B2, a topologia produto ou topologia aberto-pontual
sobre §(X,Y) é também chamada topologia da convergéncia pontual ou topologia da convergéncia

simples (Munkres [CQ], Cap. 7, §46, p. 281) e vamos denotar tal topologia por G;.

A topologia aberto-pontual € a topologia menos fina em relacdo a qual as projecdes ou fungdes
de avaliag@o ey : §(X,Y) — Y, para todo x € X, sdo continuas. Observemos que dado U C F(X,Y),
ex(U) = {ex(f), fed}={f(x): feU} CY, assimy € ex(il) se, e somente se, y = f(x) para
alguma aplicagdo f € il.

Ainda, dado f € {l, para cada x € X, f(x) € ex(4l), donde segue que U C [l.ex ex(Mh) =
{f+X = Usexex(Wh); f(x) € ex(0)]}-

A seguir determinaremos os subconjuntos compactos de F(X,Y).
Proposicao 8.2.4. Seja 31 C F(X,Y). Entdo 3 é compacto na topologia aberto-pontual se:
(1) U éfechado, e
(i1) para todo x € X, o conjunto m (fecho de ex(Y1)) é compacto emY.
Se Y é um espaco de Hausdorff, a condigcdo (de compacidade) é também, suficiente.

Demonstragdo. Suponhamos que i C F(X,Y) ¢é fechadoe {f(x):f €} compacto em Y, para
todo x em X. Como observamos, 4 C [],cyxex(4l) (todo subconjunto de um produto cartesiano estd

contido no produto cartesiano de suas projecoes nos espacos coordenados). Assim,

U C [Tew) C [Tec®) = JT{F(x): feut.
x€X xeX x€X
Pelo Teorema de Tychonoff, [].cx W € compacto, dado que W € compacto,
para cada x € X. Como 4l € fechado num compacto, segue que 4l é compacto.

Suponhamos agora que Y seja um espago de Hausdorff e que 4 C §F(X,Y) seja compacto.
Provemos que (i) e (ii) ocorre. Temos que F(X,Y) é um espaco de Hausdorff, pois a propriedade
de ser de Hausdorff é transferivel para o produto. Logo 4 C F(X,Y) é um subconjunto compacto de
um espaco de Hausdorff, assim é fechado. Também, para cada x € X, a fungdo e,:F(X,Y) =Y ¢é
continua, donde segue que e,(4) = {f(x): f € U} é compacto em Y, e como Y é de de Hausdorff,

ex(U) é fechado em Y. Logo e, (L) = e(4l) é compacto, o que conclui a prova. O
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8.3 Topologia da Convergéncia Uniforme e Teorema de Ascoli

Sejam X # 0 e (Y,d) um espago métrico. Considere o subconjunto de §(X,Y),
B(X,Y)={f:X—Y : félimitada, isto &, f(X) é um subconjunto limitado de Y},

e a funcao
p:BX,Y)xB(X,Y) — R;

(f,8) = p(f.8) :=sup{d(f(x),g(x)): x € X}.
Proposicao 8.3.1. (B(X,Y),p) é um espaco métrico.
Demonstragdo. Exercicio. [

Proposicao 8.3.2. No espaco métrico (‘B(X,Y),p) uma sequéncia (f,)nen+ converge para f se, e

somente se, a sequéncia (f,)nen+ converge uniformemente para f.

Demonstracdo. Se (f,) converge para f em B(X,Y), dado € > 0, existe np € N* tal que n > ng
implica p(f,,f) < €. Mas,

p(fn, f) <e = sup{d(fu(x),f(x)):xeX}<e = d(fulx),f(x)) <e, VxeX.

Logo a convergéncia € uniforme.
Reciprocamente, se f;, — f, dado € > 0, existe ng € N* tal que n > ng implica d(f,(x), f(x)) <

5, paratodo x € X, de modo que

> = sup{d(f(). /() ¥ €X) < S <e = plfinf) <t

e portanto (f,,) converge para f em B(X,Y). O

Definicao 8.3.3. Em vista da Proposicdo B33, a topologia dada pela métrica p sobre B(X,Y) é

chamada topologia da convergéncia uniforme e serd denotada por G,,.

Observacao 8.3.4. Em §(X,Y), com X # 0 e (Y,d) um espagco métrico, ndo podemos, em geral,
considerar a métrica do sup, pois ela ndo estd bem definida, jd que dados f e g em F(X,Y),
sup{d(f(x),g(x)): x € X} pode ndo existir. Uma forma de contornar este problema é considerar
em §(X,Y) a métrica

p(f.8) :=sup{d(f(x),g(x)): x€ X},
onde d:Y —Y éamétricaem?, definida por d(y1,y2) = min{d(y1,y2),1} (que é uniformemente

equivalente a d). Pode-se mostrar que p ¢é uma métrica em F(X,Y) (referida como métrica
uniforme); que (Y,d) completo implica (F(X,Y),p) completo (vide Munkres [2Q], Cap. 7T,§43,
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Teor. 43.5, p. 267) e que, em B(X,Y), p = p, onde p(f,g) = min{p(f,g),1} =
min {sup{d(f(x), g(x)): x€ X}, 1}. Assim, em B(X,Y), como p ¢ uniformemente equivalente
a p, as topologias induzidas por ﬁ‘ (p restritaa B(X,Y)) e por p coincidem (G";‘ = Op), euma
sequéncia (fy)nen+ converge para f na métrica p se, e somente se, converge para f na métrica
p| (p restritaa B(X,Y)). Tem-se ainda que B(X,R) ¢ fechado em F(X,R) = RX, logo completo
com as métricas ﬁ‘ e p (Munkres (a first course) [[4], Cap. 7, §7— 1, Lema 1.5, p. 268) e mais
geralmente, B(X,Y) é completo se Y é completo (Munkres [2Q], Cap. 7, §43, Teor. 43.6, p. 267 ).

Por um abuso vamos denotar também por G, a topologia, em §(X,Y), dada pela métrica p.

O espaco das aplicacies continuas: Sejam X e Y espagos topolégicos e C(X,Y) o conjunto das
aplicagdes continuas de X em Y. Se X é compacto e (Y,d) é um espago métrico entdo C(X,Y) estd
contido em B(X,Y) (uma vez que a imagem de um compacto por uma aplicagiio continua serd um
compacto no espagco métrico Y e, consequentemente, um conjunto limitado), assim para X compacto
e Y um espago métrico C(X,Y) pode ser visto como um subespago do espaco métrico (B(X,Y),p) e

podemos considerar em C(X,Y) a topologia da convergéncia uniforme.

Na sequéncia vamos apresentar alguns resultados relativos ao espaco C([0,1],R), usualmente
denotado por C([0,1]) (dentre eles o Teorema de Ascoli) e finalizamos com o Teorema de Ascoli em
C(X,R"), para X um espago topoldgico compacto (Teorema de Ascoli - Versao Cldssica). O leitor
interessado, mais especificamente nesse ultimo resultado, pode ir direto para 0 mesmo, uma vez que
o0 anterior € um caso particular.

C([0,1],R) é um espago vetorial normado com a norma

1F1l = sup{[f(x)] = x€[0,1]}

que induz em C([0,1],R) a métrica p do sup, referida acima, considerando d a métrica usual em R

p(f.8) = sup{d(f(x),g(x)) : x € [0,1]} = sup{[f(x) —g(x)|: x€[0,1]} = [f —¢gll.

Tal espaco é de fundamental importincia na Andlise Matemdtica. Toda f € C([0,1],R) é
uniformemente continua (ja que [0, 1] € compacto - Proposi¢ao BZT4) e C([0,1],R) C B([0,1],R).

Proposicao 8.3.5. C([0,1],R) é wum espaco métrico completo com a métrica p(f,g) =

sup{d(f(x),g(x))) : x€[0,1]}.

Demonstracdo. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em (C([0,1],R). Para cada x € [0,1], temos
d(fn(x), fn(x)) < p(fin,fu) e portanto, (fi(x),f2(x),...,fn(x),...) é uma sequéncia de Cauchy
em R. Como R é completo existe, para cada x € [0, 1], o limite f(x) = limf,(x) € R.

Provemos que f, converge para f (em B([0,1],R)). Dado € > 0 arbitrario, como (f;) é de
Cauchy, existe ng € N* tal que m, n > ng implica p(fu,fn) < €/2 e portanto d(fn(x), fn(x)) <
€/2, para todo x € [0,1]. Assim, se n > ng, p(f,fn) =1lim p(fn,fn)) < €/2, para qualquer
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x €[0,1]. Logo p(f,fn) <&, paratodo n > ng, ouseja f, converge para f (e portanto converge
uniformemente). Agora, como cada f, € continua, segue da Proposicdo B3 @, que f € continua,

assim f € C([0,1],R) e f, converge para f em C([0,1],R), como queriamos provar. O

Observacao 8.3.6. De maneira similar ao que foi feito na proposicdo anterior pode-se mostrar o
seguinte resultado: “Se X é um espaco topoldgico compacto e Y é um espaco métrico completo

entdo C(X,Y) é completo (com a métrica p)”.

Definicao 8.3.7. Seja X um conjunto. Um subconjunto L do conjunto §(X,R), das fungées reais
definidas sobre X, ¢é uniformemente limitado se existe um niimero real positivo k tal que |f(x)| <k,
para toda fungdo f € il etodo x € X.

Proposicao 8.3.8. Seja L C C([0,1],R). Sdo equivalentes as seguintes afirmagaoes:
(i) ¥ C C([0,1],R) € uniformemente limitado;
(i) existe k € R tal que ||f|| = sup{|f(x)| : x€[0,1]} <k, paratodo f € i\;
(iii) & € um subconjunto limitado do espago métrico C([0,1],R).
Demonstragcdo. A demonstracao é simples e € deixada a cargo do leitor. O

Definicao 8.3.9. Seja (X,d) um espago métrico. Um conjunto L de fungées reais, th={fi: X - R:
i € A} CF(X,R), diz-se equicontinuo em xy € X se, para todo € >0, existe &> 0 tal que
d(x,x0) < 8 implica |fi(x)— fi(xo)| <€ paratoda f; € $l. Diz-se que $\ é equicontinuo (ou
que a familia = {f;: X — R: i € A} € equicontinua) se para cada € >0, existe 6 >0 tal que
d(x,x") <8 (x,x" €X) implica |fi(x)— fi(x"))| <& paratoda toda f; € i\

Observacao 8.3.10. i) Quando  ¢é equicontinuo & depende somente de € e ndo depende de

qualquer ponto de X ou fungdo de i, e as fungdes de I sdo uniformemente continuas.

ii) Alguns autores, como Lima [IA] (Cap. 9, §6, p. 263) definem conjunto equicontinuo 4 como um
conjunto que é equicontinuo em xqy, para todo xy € X, e o conjunto equicontinuo que apresentamos
é referido como conjunto “uniformemente equicontinuo”. No entanto, quando X é um espaco
métrico compacto (que é o caso de interesse) pode-se provar que todo conjunto i equicontinuo
é uniformemente equicontinuo (vide Lima [IA], Cap. 9, §6, Corol. p. 266). Ou seja, quando
X é métrico compacto as duas definicoes coincidem. Disso segue, por exemplo, que todo i C
C(]0,1],R) equicontinuo (de acordo com a defini¢cdo dada por esses outros autores) é uniformemente

equicontinuo (ou seja, é equicontinuo de acordo com a definicdo aqui considerada).

Proposicao 8.3.11. (Teorema de Ascoli - em (C([0,1],R)) Seja & wum subconjunto do espago
C([0,1],R) das fungdes continuas. Entdo $, é compacto se, e somente se, b ¢ fechado,

uniformemente limitado e equicontinuo.
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Demonstracdo. (=) Como U C (C([0,1],R) é compacto, entdo (vide Corolario BEZ3) £ é um
subconjunto fechado e limitado do espago métrico (C([0,1],R),p) e assim, pela proposicéo anterior,
il € uniformemente limitado. Resta provar que 4 € equicontinuo. Dado € >0, como 4l é totalmente
limitado (uma vez que compacto implica em totalmente limitado, Proposicao BE44) existe uma —§ -
rede finita, B = {fi, f2,...,fn} em Y e entdo, paracada f € i, existe f;, € B (ip=1,2,...,n) tal

que f € Bp(fiy, ), ouseja

I1f = fioll = sup{|f(x) = fix(x)| : x€ [0,1]}<§.

Logo, para todos x,x’ € [0,1],
[fG) = fOe ] = 1F () = fig () + fio (x) = fio(x ) + fig (6 /) = f ()]

< 1) = fio )+ 1fio () = fig ) + [fio (6 ) = F(x )]

2
< 5+ @ —falt ) + 5 = ol = fals )+ 5

3
Como cada f; € B ¢ uniformemente continua, existe §; > 0 tal que |x—x | < §; implica
|filx) = fi(x)| < 5. Fazendo 8= min{$;,9,,...,8,}, temos, para todo f € 4,
= €.

=x'|<8 = [f(x)—f)] < Ifiy(@0) = fi ) + = < 2+

2¢e e 2e
3 3 3

Portanto 4l € equicontinuo.

(<) Dado que 4l ¢é fechado do espago completo C([0,1],R), 4l é completo, e para concluir que &l
€ compacto basta demonstrar (vide Exercicio [[31-1) que i ¢é totalmente limitado. Vamos provar
entdo que il é totalmente limitado. Seja € >0, como il € equicontinuo, existe d > 0, e portanto,

* 1
no € N* com a0 < 0, tal que

1
a—bl<— = |fl@)—fB) <3, VSeL

no

Assercdo: Dados f € C([0,1],R) e € >0, existem ng € N* e pontos p; = (x;,yi), i=0,1,...,n0,

dados por pg = (0,%) yeeey Pi = (%,%’”) N = (1, S'I;"O), com ko,ki,...,k,, inteiros, tais
que se g:[0,1] = R éapoligonal ligando os pontos p; (isto é, g restrita a cada intervalo [x;, x4 1]
¢ uma funcdo afim com g(x;) =y; e g(xi+1) =yi+1) entdo || f—g| <e.

Prova da Asser¢do: Como toda f € C([0,1],R) é uniformemente continua, existe no € N* tal
que |a—b|< - implica |f(a)— f(b)| < £. Seja

no

j k:
A:{(x,y)GIxR: x:L, y:?e onde i=0,1,...,n9 € kEZ}.
no
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Escolha p; = (x;,yi)) €A (x; = %,yi = kgi‘) tal que y; < f(x;) <yi+-=5, i=0,1,...,n9. Considere
g:[0,1] — R a poligonal ligando os pontos p; (logo g(x;) =y;). Entdo |f(x;) —g(xi)| =|f(xi) —
yil < £ e |f(x)— f(xig1)] < &, pois |x;i—xip1] = % Também

3e
18(xi) —glxiv)| < lg(w) = fla)] + () = flxar)] + 1f(xin) =gl < =
Visto que g ¢ linear entre x; e x;;, temos
3e
xi <z <xip1 = |gln) —g(2)| < lglxi) —glxivr)| < 5
Assim, como para todo z € [ existe x, tal que x, <z <x,41, segue que
€ € 3¢
@) = 8@ < 1F(Q) = fl)| +17() — gl +1glxr) 8@ <+ +7 =€ = gl <e,

0 que demonstra a assercdo.

Retomando a demonstragdo da proposi¢do, dado € >0, paracada f €il, seja gy apoligonal

,%, nz—o,...,l;y:%,kEZ} com | f—grl| <€ (cuja

ligando pontos de A = {(x, y):x=0
existéncia foi mostrada na asser¢do anterior). Afirmamos que o conjunto B = {gs: fe U} &
finito. Com efeito, como i ¢é uniformemente limitado, segue que B ¢é uniformemente limitado.
Assim, existe ¢ € R, ¢ >0 tal que |gr(x)| <c, paratodo x € [0,1]. Em particular, |gs(x;)| <c,
para todo x; € [0,1], x; coordenadas dos pontos p; em A. Assim, [g¢(x;)|= %8 <c¢, com k;
inteiro. E como c¢ € uma constante fixa, segue que ha apenas um numero finito de possibilidades
para os valores k;. Consequentemente, existe um numero finito de funcdes distintas em B (existe
somente um nimero finito de pontos de A que aparecem nas poligonais de B, isto é, s6 pode haver
um ndmero finito de arcos em B). Assim B ¢é um conjunto finito, digamos B = {g1,£2,...,8r}-
Portanto, dado € > 0 obtemos uma e-rede finita B para il (visto que para cada f € C([0,1],R)

existe g; € B tal que ||f—gi|| <€) eportanto il € totalmente limitado. O

Observacao 8.3.12. i) O Teorema de Ascoli é também referido, as vezes, como Teorema de Arzela -

Ascoli.

ii) Na sequéncia apresentamos o Teorema de Ascoli em C(X,R"), para X um espaco topoldgico
compacto (e C(X,R") com a métrica p do supremo), referido como “Teorema de Ascoli - versdo
cldassica”. Para tanto apresentamos, inicialmente, a defini¢do de conjunto equicontinuo para espa¢cos
mais gerais, ou seja para subconjuntos de §(X,Y), com X um espago topoldgico qualquer e Y um
espaco métrico. Notemos que a defini¢cdo seguinte estd de acordo com Munkres (a first course) [[[9]
(Cap. 7, §7—3, p. 276), Munkres [2Q] (Cap. 7, §45, p. 276) e Lima [IA] (Cap. 9, §6,p. 263), e
é coerente com a apresentada anteriormente se consideramos X um espago métrico compacto (vide
Observagdo B310).
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Definicao 8.3.13. Sejam X wum espaco topologico, (Y,d) um espaco métrico e xo € X. Um
subconjunto  de §(X,Y) ¢ equicontinuo em xq se, paratodo € >0, existe uma vizinhanca V
de xo em X tal que d(f(x),f(x0)) <€ Vx€V e Vf el Diz-se que o subconjunto 4 C F(X,Y)

é equicontinuo se i é equicontinuo em xo paratodo xy € X.

Observacao 8.3.14. i) Se U C F(X,Y) ¢ equicontinuo em xo € X entdo [ é uma aplicagcdo
continua em xg, para toda f € 3. Logo, ao considerarmos 3 equicontinuo, podemos sempre supor
UC C(X,Y).

ii) Se L ¢é equicontinuo em xq entdo i\, também é equicontinuo em xy para todo ; C sl.

iii) Todo conjunto finito L = { f1, f>,- -+, fu} € C(X,Y) € equicontinuo (Exercicio).

Para a prova do Teorema de Ascoli - versdo cléssica, precisamos de dois lemas (cujas provas serao
apresentadas posteriormente). O enunciado do teorema e a prova apresentada aqui seguem Munkres
(a first course) [MA] (Cap. 7, §7-3, Teor. 3.3, p. 277). Em Munkres [2d], o teorema € apresentado com

enunciado um pouco diferente.

Lema 8.3.15. (Lema 1) Seja X um espago topolégico compacto e (Y,d) um espago métrico compacto.

Entdo ML C C(X,Y) é equicontinuo se, e somente se Ll é totalmente limitado na métrica p do supremo.

2

Lema 8.3.16. (Lema 2) Dado X um espago topolégico, se X é compacto e 4 C C(X,R") ¢
limitado na métrica p do supremo entdo existe Y CR", Y compacto, com a propriedade de que
fX)CY, Vfell e VxeX (e consequentemente, 31 C C(X,Y) C C(X,R")).

Teorema 8.3.17. (Teorema de Ascoli - Versao Classica): Seja X um espaco topologico compacto
e considere C(X,R") C B(X,R") com a métrica p do sup. Um subconjunto 34 de C(X,R") é

compacto se, e somente se ¢ fechado, limitado e equicontinuo.

Demonstragdo. (=) Por hipétese 4l é um compacto do espago métrico (C(X,R"),p) com a métrica
p do supremo. Logo il € fechado e limitado. Pelo Lema 2, existe ¥ C R”, Y (métrico) compacto
tal que 4 C C(X,Y) C C(X,R"). Ainda, como il é compacto, segue que il ¢é totalmente limitado.
Logo, usando que 1 € totalmente limitadoe, X e Y s@o compactos conclui-se, do Lema 1, que
€ equicontinuo. Assim, il é fechado, limitado e equicontinuo.

(<) Pela hipdtese U4 C C(X,R") é fechado, limitado e equicontinuo. Como X ¢é compactoe R”" é
completo, tem-se (vide Observacao B3 f) que C(X,R") é completo (com a métrica p). Logo &l é
completo, visto que fechado em completo é completo. Agora, U C C(X,R") limitado implica, pelo
Lema 2, que existe ¥ CR", Y compacto tal que 4 C C(X,Y). Usando que il é equicontinuo
(hipdtese) segue, do Lema 1, que i ¢é totalmente limitado. Finalmente, usando que um espago
métrico é compacto se, e somente se € completo e totalmente limitado (Exercicio [Z31 - 1) obtém-se

que i é compacto. [

Vejamos as demonstracdes dos dois lemas anteriormente citados.
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Demonstragdo. (Lema B3T3 - Lema 1) (=) A prova desta implicagdo é a mais longa. Considere
I C C(X,Y) equicontinuo. Entdo, dado € > 0, para cada xo € X existe V,, C X aberto tal que
xo €V, e d(f(x),f(x0)) <5, paratodo x €V etoda feil Logo {Vy,xo € X} éuma

cobertura aberta de X e, uma vez que X ¢é compacto, segue que existem xp,---,x, € X tais que
X=VqU---UV, e d(f(x),f(x)) <5, VxeVy, e Vfell
Como (Y,d) é métrico compacto, (Y,d) é totalmente limitado. Assim, para £ existem yi,...,y, €

Y tais que ¥ = B(y1,¢)U---UB(yr, g). Considere
J={¢:{l,---,n} —{1,---,r}; @ éuma aplicagio}.
Para ¢ € J, se existir alguma aplicagdo f € 4l tal que f(x;) € By = B(y(p(i), %) escolhemos uma
destas aplicagdes e a rotulamos de fo. Assim, fo(x;) € By(;) e portanto d(fo(xi),ye()) < 5 A
familia f, C 4 anteriormente obtida estd indexada em um subconjunto J; C J e € finita visto que
J € finito (#/ = r"). Mostremos que 4 C Jgcy, Bp(fp,€) € portanto i € totalmente limitado. De
fato, dado fe i, f(x;) €Y = Up— B, §), parai=1,---n. Assim, f(x;) € B(y,,g), para
algum ky € {1,---,r}; ---; f(xn) € B(yk,, £), paraalgumk, € {1,---,r}. Tome
o:{L,2,....n} — {1,2,...,r}, definida por (i) = k;.
Entdo f(x;) € By e 9 €J1. Seja fo €4l aaplicagdo associada a @ (que foi escolhida/fixada
e que ndo necessariamente é a f). Verifiquemos que f € By(fy,€), isto é, p(f,fp) <€. Para
cada x € X, x €V, paraalgumi, ecomo f e f, pertencema i, tem-se d(f(x),f(x;)) <% e
d(fo(x), fo(xi)) < 5. Por outro lado, uma vez que f(x;) e fo(x;) pertencema By obtemos que
d(f(xi), fo(xi)) < d(f(xi),ye()) +d ey, fo(xi)) < §+5 = 5
Logo
A(F ), folX)) < d(f (), () +dUF (), folx)) +dfoli), folx) < & VxE X,
Dai,
p(f.fo) = supld(f(x), folx)),x € X} = mar{d(f(x), folx)),x € X} <€
e f € Bp(fy,€), como querfamos provar.
(<) Suponhamos I totalmente limitado. Dado xyp € X mostraremos que il é equicontinuo em
X0, Vxo € X. Seja € >0. Como 4 ¢ totalmente limitado existem fi,---,f, € C(X,Y) tais
que
4 c Ui:L ...,nBP(fia_g) (1)
Uma vez que cada f; é continua (em xg) existe um aberto V de X talque xp €V e d(fi(x), fi(x0) <
<, paraquaisquer x€V ei=1,---,n. Dado f €4l seguede (1) que f € By(f;,5) paraalgum
i. Tem entdo que
d(F(). f(x0) < d(F).f)) + d(fix), filx0)) + d(fi(xo), f(x0)) <&, VxeV.
Como tomamos uma aplicagdo qualquer f € i, segue que d(f(x),f(x0)) < € VxeV e Vf e,

e assim & € equicontinuo. 0

Demonstracdo. (Lema B3 T8 - Lema 2) Seja fy € 4 C C(X,R"). Como por hipétese il é limitado
com a métrica p, existe ¢ € R, ¢ > 0 tal que p(fo,f) <c¢, Vf € 4l. Uma vez que X é compacto,
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fo(X) C R" também € compacto, logo limitado. Assim existe k > 0 tal que fo(X) C B4(0,k), sendo
d a métrica usual em R”. Consequentemente, dados f € e x € X,

d(f(x),0) < d(f(x),fo(x))+d(fo(x),0) < p(f,fo) +k < c+k,
de modo que f(X) C B(0,c+k) C R". Tome entdo Y = B(0,c+ k) C R". Entdo Y é compacto (pois
¢ fechado e limitado no R") e f(x) € Y, paratodos x € X e f € 4L O

Observacao 8.3.18. Existem outras versoes do Teorema de Ascoli/Arzela, por exemplo:

1. Teorema de Arzela (ou Arzela-Ascoli): Sejam X um espago topolégico compacto e f,, € C(X,R"),
n > 1, uma familia de aplica¢des. Se 4= {f,, n > 1} € equicontinuo e pontualmente limitado (isto
¢, para cada x € X, o conjunto i = {f,(x) :n > 1} €& um subconjunto limitado de R"), entdo a
sequéncia (f,) tem uma subsequéncia uniformemente convergente. (Munkres (a first course) ],
Cap. 7, §7-3, Exerc. 5 - d, p. 279.)

2. Teorema de Ascoli (versao generalizada): Sejam X um espago topoldgico Hausdorff, localmente
compacto e (Y,d) um espago métrico. Considere em C(X,Y) a topologia compacto-aberta (vide §83
abaixo). Um subconjunto 4l de C(X,Y) tem fecho compacto se, e somente se, é equicontinuo e o
subconjunto i, = {f(x): f € U} = ex(4), de Y, tem fecho compacto para cada x. (Munkres (a first
course) [, Cap. 7, §7-3, Teor. 6.1, p. 290.)

8.3.1 Exercicios

1) Mostre que a sequéncia (f;,) em §(R,R), tal que

l—lx, se x| <n
o= { LM <l

0, se |x| > n,

converge pontualmente, mas ndo uniformemente para a fung¢do constante g(x) = I.
(Lipschutz [[7], Cap. 15, Exemplo 4.2, p. 269.)

2) Sejam X # 0 e Y um espago topoldgico. Verifique que se Y é Tq, T», regular ou conexo, entao

$(X,Y) com a topologia da convergéncia pontual também goza desta propriedade.

3) Sejam € N* e considere A,, C C([0, 1], R), constituido das fungdes f : [0, 1] — R tais que existe
x0 € [0,1—1] com

f(xo+h)— f(xo)
h

<m, Vhe]o,l[.
m

Mostre que:

a) A, é subconjunto fechado de C([0, 1]).

b) A,, é magro em C([0,1],R).

¢) C([0,1],R) # Up=1Am.



4)

5)

6)
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d) Existe uma fung¢do continua f : [0, 1] — R que ndo € diferenciavel em ponto algum de [0, 1].
(Lipschutz [[7], Cap. 15, Probl. 13 a 16, p. 279-280.)

No espago C([0,1],IR) das fungdes continuas (e limitadas) de [0, 1] em R com a métrica do sup,
P(f:8) = supyefo,1 |/ (x) —g(x)|, considere a sequéncia (f,) dada por f,(x) = x".

a) Mostre que para todo x € |0, 1], ,}E’i‘of" (x) =0.

b) Mostre que a sequéncia (f,),en+ ndo converge para a fungéo nula.

¢) Conclua que (f,) ndo é uma sequéncia de Cauchy.

d) Mostre que o conjunto F = {f € C([0,1],R) : ||f]] < 1} é fechado e limitado mas nao é

compacto.

D& um exemplo de uma sequéncia de fungdes continuas f, : [0,1] — R tal que, para cada
x € [0,1] se tenha limf,(x) =0 e f, ndo converge para a fungdo nula em C([0,1],R). A
sequéncia ( f,,) obtida é de Cauchy em (][0, 1],R)? Justifique. (Sugestdo: Lipschutz [[2], Cap.
15, Problemas, p. 274.)

Considerando a sequéncia de fungdes em C([0, 1], R), definida por f,(x) =nx para 0 <x < %
e fu(x)=1 para i <x <1, mostre que C([0,1],R) ndo € localmente compacto. (Simmons
(2], Cap. 4, §25, Probl. 4, p. 128.)

Topologia da convergéncia compacta ou da convergéncia

uniforme nas partes compactas

Sejam X um espaco topolégico e (Y,d) um espago métrico. Dados f € F(X,Y)=Y%X, KCX, K

compacto e € > 0, define-se

Bk(f,€) :={g € F(X,Y): sup{d(f(x),g(x)), x € K} <e}.

Proposicao 8.4.1. Nas condicoes acima, tem-se:

(1)
(ii)
(1i1)
(vi)

Para K ={xo} CX, f € Bk(f.e)={g €T(X,Y); g(x0) € Ba(f(x0),€)}
€1 < & implica Bk(f,e1) C Bg(f,€2).
K1 C K, implica Bg,(f,€) C Bk, (f,€).

Dado h € Bg(f,€) existe & = € - sup{d(f(x),h(x)); x € K} de modo que Bg(h,d) C
Bk (f ).
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(V) Dado h € Bk, (f,€1) NBk,(g,€2), existe >0 e K = K| UK, compacto, tal que
BK(has) g BKl(fael)mBKz(g7£2)'

(vi) O conjunto B ={Bk(f,€): f€F(X,Y), KCX, K compacto e € >0} forma uma base para
uma topologia em F(X,Y).

Demonstragdo. Exercicio. 0

Definicao 8.4.2. A topologia em F(X,Y) obtida na proposicdo anterior é chamada topologia da
convergéncia compacta ou da convergéncia uniforme nas partes compactas. Denotaremos tal

topologia por ©,.
A definicdo acima € motivada pela proposi¢ao (e defini¢dao) seguinte.

Definicao 8.4.3. Seja (f,)uen+ uma sequéncia de aplica¢des de um espago topolégico (X,G) em um
espaco métrico (Y,d). Diz-se que a sequéncia converge uniformemente nas partes compactas para
uma aplicacdo f:X —Y se, para todo conjunto compacto K C X e paratodo € >0, existe no € N
tal que n > ng implica d(f,(x), f(x)) <€, paratodo x € K. Em outras palavras, (f,)ncn+ converge
uniformemente nas partes compactas para f se, e somente se, para todo subconjunto compacto

K C X asequénciadas restricoes de f, a K converge uniformemente para a restriciode f a K, i.é,

(fug) = fix-

Proposicao 8.4.4. Sejam (fy)uen+ uma sequéncia de aplicagdes de um espago topolégico (X,0)
em um espago métrico (Y,d) e f:X —Y uma aplicacao. Entdo (f,) — f em (F(X,Y),0.), see

somente se, a sequéncia (f,)nen+ converge uniformemente nas partes compactas para f.

Demonstragdo. (=) Suponhamos que (f,)— f em (§(X,Y),0.). Queremos mostrar que (f; k) RS
Jix> paratodo compacto K em X. Sejam € >0 e K um compactoem X. Como f € Bk(f,€) € 6,
e (fu) = f, existe np € N*, tal que f, € Bg(f,€), paratodo n>ng. Dai d(f(x),f,(x)) <
sup{d(f(x'), fu(x')) : ¥ €K} <e, Vx€ K e n>no € N, eportanto (fyx) 5 fix-

(<) Suponhamos agora que ( fn|K) 5 fix> para todo compacto K C X. Seja G € 6, com
f € G, existe um aberto bésico Bg,(f,€) € G. Como (fyx,) 5 fik,» existe ng € N* tal que
d(f(x), fa(x)) <€/2, paratodo x € K; e n > ng, donde segue que f, € Bk, (f,€) C G, para todo
n>np, eassim, (f,) converge para f em (F(X,Y),o.). O

Observacao 8.4.5. Considerando X um espago topoldgico e (Y,d) um espaco métrico temos em
B(X,Y) e, mais geralmente, em F(X,Y) (vide Observagdo ), bem definidas as trés topologias:
G5 da convergéncia simples ou pontual,
G, da convergéncia uniforme e
G, da convergéncia uniforme nas partes compactas.

O resultado seguinte nos mostra como estas topologias estdo relacionadas.
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Proposicao 8.4.6. Sejam X wum espaco topolégico e (Y,d) um espago métrico. Em F(X,Y)
considere as trés topologias G;, 6. e G, Entdo

o, C 6. C o,

Demonstragdo. @ 63 C 6. : Seja U=V(x,G)N---NV(x,G,) = px’ll(Gl) N...Np ' (Gr) um
aberto bdsico de F(X,Y) com atopologia G5. Mostremos que 7 é um elemento de G, para tanto
basta mostrar que dado f € U, existe Bg(f,€) (elemento basico de G.) tal que f € Bg(f,€) C U.
Mas se f € U, entao f(x;) € G;, Vi=1,...,r, e como G; ¢ aberto de (Y,d), existe €& >0
tal que By(f(xi),€) € G;. Tome o compacto K = {xi,...,x,} e €= min{€y,....,&}. Entdo
f €Bk(f,e) C U. Para ver essa tltima inclusdo, note que

heBg(f,e) = {g€5(X,Y); sup{d(f(x),g(x)),xeK} < e} = d(f(xi),h(x;)) <e,Vi=1,...,r
= px(h) = h(xi) € Ba(f(xi),€) € G, Vi = hep'(G),Yi = hep,'(G)n..np ! (G) =1

e6. Co,: Dado G=Bk(g,€) € 6. um aberto basicoem F(X,Y) e f € G, queremos mostrar que
existe uma bola aberta Bs(f,A) € 0, talque f € B5(f,A) C G. Sabemos que dado f € G = Bk(g,¢),
existe Bk (f,90) tal que f € Bx(f,8) C Bk(g,€). Tome A >0, A< min{d/2,1}. Mostremos que
B5(f,A) € Bk(f,9). De fato,
he Bs(f,A) = p(h,f) = sup{min{d(h(x),f(x)),1}, x € X} <A.

Como A < 1, devemos ter d(h(x),f(x)) = min{d(h(x),f(x)),1} eassim d(h(x),f(x)) < A,
VxeX. Dai sup {d(h(x),f(x)); x€K} < A < d, oqueimplicaque h € Bg(f,d), de modo
que gecu=65 e o, C oy O

Observacao 8.4.7. Quando consideramos o espaco ‘B(X,Y) e as trés topologias anteriormente
referidas, podemos provar a primeira inclusdo trabalhando com a topologia do subespagco. Em
B(X,Y), o, éatopologia que tem como base B={Bk(f,€)NB(X,Y); K compactoemX e €>0}.
Para a segunda inclusdo, em G, podemos trabalhar com a métrica p(f,g) = sup{d(f(x),g(x));
x € X} (uma vez que em B(X,Y), p =P, que é equivalente a p, como citado na Observagdo
- ii). Agora, dado f € G = Bk(g,€) N'B(X,Y) wum aberto bdsico de B(X,Y), existe
8 >0, tal que By(f,8)NB(X,Y) C Bg(g,e)NB(X,Y). E ficil ver que a bola aberta
By (f,8) € Bk(f,8)NB(X,Y). Assim, f € Bp(f,0) C G, eportanto 6. C O,

8.4.1 Exercicio

1) Mostre que, em F(X,Y), com X um espago topoldgico e (Y,d) um espaco métrico, tem-se
6. = 0, se X € compacto. (Sugestdo: falta mostrar que 6, C 6.. Dados G €06, e f &€
Bs(f,e) C G tome K =X e mostre que Bk(f,€1) C B(f,€), para € = min{g,1}.)

2) Sejam X um espaco topolégico e Y um espaco métrico. Se X € discreto, mostre que

6. =05 em §(X,Y). (Sugestdo: falta ver que o, C 6;. Dado Bg(g,€) € 6. um aberto
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basico, com K compacto em X, como X ¢é discreto K € finito, K = {x1,...,x,}. Tome
U= p;ll(Bd(g(xl),e)) N..N p;nI (Ba(g(xn),€)) € Os. E facil ver que Bk(g,€) = U € o;.)

3) Mostre que a sequéncia (f,) em §(R,R) (dada no Exercicio B3 - 1), definida por f,(x) =
1— L ]x|, se [x| <n e fu(x) =0, se|x| >n, converge uniformemente nas partes compactas

para a fungéo constante g(x) = 1.

4) Sejam X um espaco topolégico e Y um espago métrico. Mostre que o conjunto 8 = {Bk(f,¢€) :
fedX,Y), KCX, K compactoe € >0} forma uma base para uma topologia em §(X,Y).

8.5 Topologia Compacto-Aberta

Sejam X e Y conjuntos ndo vaziose F(X,Y) o conjunto de todas as aplicagdes de X em Y. Da-
dos ACX,BCY representaremos por S(A,B) o subconjunto de §(X,Y) formado pelas aplicacdes
f:X —Y quelevam A em B. Assim,

S(4,B) = {f€F(X,Y): f(A) CB}.
Quando (X,t) e (Y,§) sdo espagos topolGgicos podemos considerar os compactos de X e os
abertos de Y para dar uma nova topologia para §(X,Y).

Definicao 8.5.1. Sejam (X,7) e (Y,§) espacos topoldgicos e K a familia formada por todos os

subconjuntos compactos de X. Entdo
S ={SK,U):KeK e U€ct}

¢ uma sub-base para uma topologia em §(X,Y), chamada topologia compacto-aberta. Vamos

denotar tal topologia por Gg,.

Note que as duas topologias em §(X,Y), da convergéncia simples ou pontual e a compacto-aberta
(05 e o) foram definidas sem a exigéncia de que Y seja espaco métrico. O resultado seguinte

relaciona essas topologias.
Proposicao 8.5.2. Sejam (X,t) e (Y,E) espacos topologicos.

(i) Em §(X,Y) atopologia da convergéncia simples é menos fina que a topologia compacto-aberta
(isto é, 65 C Gp).

(ii) As projecoes (ou funcdes de avaliacdo) py : §(X,Y) = Y; px(f) = f(x), sdo continuas em

relacdo a topologia compacto-aberta.

Demonstracdo. (i) Basta mostrar que todo aberto sub-bdsico de §F(X,Y) com a topologia da
convergéncia simples G (= Oprq) € um aberto de F(X,Y) relativamente a topologia compacto
aberta. Um aberto sub-bésico de F(X,Y) com a topologia o;, é do tipo V(x,U) = p; ' (U), com
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x€X e U umabertode Y. Mas p;'(U)={f €F(X,Y): f(x) €U} =8({x},U) € G4, pois

K = {x} é um subconjunto compacto de X (e U um aberto de Y).

(ii) Segue do fato que as fungdes p,:F(X,Y) — Y, x € X sdo aplicagdes continuas quando tomamos
em F(X,Y) atopologia G5 (= G,nq) € da parte (i), pois U € § = p.H(U) € o5 C 6. O

Observacao 8.5.3. Nds definimos a topologia compacto-aberta em F(X,Y) (estando de acordo,
por exemplo, com Lipschutz [[[4]), mas alguns autores, como Munkres [CQ], consideram/definem a
topologia compacto-aberta apenas em C(X,Y), o espaco das aplicacdes continuas. De fato é em
C(X,Y), com (Y,d) espaco métrico, que a topologia compacto aberta é mais interessante, pois
ela coincide com a topologia da convergéncia compacta (G, = Gq4), como mostrado no teorema
seguinte. Segue desse fato, que em C(X,Y), com Y um espaco métrico, a topologia da convergéncia
compacta G, (que tem como elementos bdsicos B$(f,€) := Bx(f,e)NC(X,Y) = {g € C(X,Y):
sup{d(f(x),g(x)), x € K} <€}, com K compacto e € > 0) pode ser caracterizada sem que a

métrica de Y seja dada diretamente (pois G, foi definida usando apenas os abertos de Y ).

Teorema 8.5.4. Sejam X um espaco topolégico e (Y,d) um espaco métrico. Entdo em C(X,Y) as

topologias compacto aberta e da convergéncia compacta coincidem, i.¢, G, = Ocg.

Demonstragdo. (1) 6., C 6.. Inicialmente vejamos uma afirmacdo. Dados A CY e &> 0,
considere a €-vizinhanga de A, U(A,€) := U,cq Ba(a,€), que é um aberto de Y que contém A.

Afirmacdo: Se A é compactoe V € um aberto de Y contendo A entdo existe € > 0, tal que
U(A,e) CV. Com efeito, paracada a € A CV tome 6(a) >0 tal que By(a,d(a)) CV, que existe
pois V ¢é aberto. Como A ¢é compacto, existem aj,...,a, em A, tais que A C [By(aj,d(a;)/2)U
....UBy(an,0(an)/2)]. Tome €=min{d(a;)/2, i=1,...,n}. Paracada a €A, a € By(a;,6(a;)/2),
para algum j, e ¢é facil ver que By(a,€) C By(aj,6(a;)) CV. Logo U(A,e) = UueaBala,e) C V.

Mostremos entdo que G., C O.. Sejam K um compacto em X, U um abertoem Y e
SC(K,U):= S(K,U)NC(X,Y) € 6, um aberto sub-basico de C(X,Y). Dado f € SC(K,U), como
K é compactoe f € continua, f(K) CU ¢é compacto em Y. Pela afirmacdo anterior, existe uma
e-vizinhanga U(f(K),e) CU de f(K). Considere o aberto basico B%(f,€) := Bk(f,€) N C(X,Y)
de 6, em (C(X,Y). Verifiquemos que

B$(f,e) CSC(K,U).

De fato, g€ B$(f,e) = g€ C(X,Y) e sup{d(f(x),g(x)), x€K} <& = d(f(x),g(x)) <€, Vx€K
= g(x) €By(f(x),e) C U(f(K),e) CU, Vx€K = g(K) CU, de modo que g€ SC(K,U). Assim,
f € BS(f,e) CSC(K,U). Como BS(f,€) é um aberto bésico em o, segue que SC(K,U) € 6, e
portanto, ©6.,, C O.

(2) 6. C G Seja G € 6., um abertoem (C(X,Y) com a topologia da convergéncia compacta.

Dado f € G, peladefinicio de o, (e propriedades), existe um aberto basico B$(f,€) := [Bk(f,€)N
C(X,Y)] tal que B¢(f,€) C G,com K compactode X e €>0.



160

Afirmagdo: Para todo x € X, existem uma vizinhanga aberta de x, V, C X e uma vizinhanca
U, de f(x) em Y, tais que f(V,) C Uy, e o didmetro d(U,) <2¢/3 <e&. De fato, como f &
continua em x, dado € >0, existe um aberto V, contendo x tal que f(Vi) C By(f(x),€/4).
Ainda, da continuidade de f, tem-se f(V,) C f(Vi ) C By(f(x),e/4) C By(f(x),e/3). Considere
U, :=B,(f(x),e/3). Entdo d(U,) < 2e/3<¢e e f(Vy) CU,, o quejustifica a afirmagdo.
Notemos agora que para o compacto K (com B%(f,€) C G), tem-se K C J,cx Vi, onde V, é

como na afirmagdo anterior. Como K € compacto em X, existem x,x2,...,x, € K tais que
K C V4, UV, U...UV, . Paracada i, considere K,,:= V,,NK C K. Temos que K, € fechado
em K, dai é compacto. Tome

W:= SC(Ky,,Uyx,) NS (Kyy,Up,) N ... NSC(Ky,,Us,),
aberto bdsico de 6., em C(X,Y), entdo f€ W C B%(f,€) C G. De fato:

i) fe W visto que f(Ky,)C f(Vy,) CUy, paratodoi=1,---.n e f & continua, ou seja f €
SC(Ky,,Uy,), paratodo i.
i) W C B%(f,€). Comefeito, seja g€ W = ﬂizl,mnSC(Kx,.,Uxi). Temos que g(x) € U,,, paratodo
x €Ky, i=1,2...n. Agora,como K C V,, U...UV,, segue que K= (V,,NK)U...U(Vy, NK)
= Ky U ... UK,,. Dai, paratodo x € K, x €K, paraalgum j, e f(x) € f(Vy;) C U,;. Como
gE W, se x€Ky;, g(x) €Uy, eassim d(f(x),8(x)) <d(Uy;) <2¢/3, paratodo x € K,;. Logo
sup{d(f(x),g(x)), x€ K} <2¢/3 <¢ eentdo g € B%(f,€). Portanto, W C B¢(f,€) C G. Assim,
paratodo G €0, e f€ G, existe W € G, talque f€ W C G, de modo que G € Gq.

De (1) e (2) segue que 6. =6, em C(X,Y). O

Proposicao 8.5.5. Sejam X um espago topologico, (Y,d) um espagco métrico e C(X,Y) o conjunto
das aplicagdes continuas de X em Y. Entdo uma sequéncia (f,)nen+ em C(X,Y) converge para
f € C(X,Y) na topologia compacto-aberta se, e somente se, (fy)nen+ converge uniformemente nas

partes compactas para f.

Demonstracdo. Pelo teorema anterior 6, = 6,, em C(X,Y) C §(X,Y). Daf o resultado segue da
Proposi¢io B4, L

Definicao 8.5.6. Em vista dos resultados anteriores a topologia compacto-aberta é também referida,

as vezes, como topologia da convergéncia compacta.

8.6 Exercicios

1) Considere §(X,Y) com a topologia da convergéncia compacta.

a) Mostre que §(X,Y) é regular. E normal? Justifique. (Sugest@o: para a regularidade, observe
que para f € Bx(f,€), existe V = Bg(f,e/3) tal que fe€V CV C Bk(f,g). Para o caso
normal note, por exemplo, que R’ = F(J,R) (com a topologia da convergéncia simples T;)

nao é normal se J ndo é enumerdvel (Munkres [2Q], Cap. 4, §32, Exemplo 1, p. 203). Agora,
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se consideramos o espago topoldgico discreto (J,P(J)) temos (pelo Exercicio B4 - 2) que

G, = G5, de modo que §(J,R) com G, nao serd normal.)

b) Mostre que se X é a reunido enumeravel de abertos com fecho compacto, entdo F(X,Y)

satisfaz o primeiro axioma de enumerabilidade.

Seja W C X. Prove que a restricao

r:CX,Y) = CW,Y); fr(f) = fiw,
¢ continua se ambos os espacos t€m a topologia da convergéncia pontual ou a topologia
compacto-aberta. (Munkres (a first course) [[9], Cap. 7, §7 — 6, Exerc. 1, p. 289.)

Prove que, com a topologia compacto-aberta, C(X,Y) é um espaco de Hausdorff se ¥ é de
Hausdorff. (Sugestdo: f # g implica f(x) # g(x) para algum x em X. Se Y de Hausdorff
esses pontos possuem vizinhangas disjuntas U, V, tome S({x},U) e S({x},V).)

Prove que, com a topologia compacto-aberta, C(X,Y) é um espaco regular se Y é regular.
(Sugestdo: use a Proposicio B39. Vamos indicar, por simplicidade, S¢(K,U) = S(K,V) N
C(X,Y) apenas por S(K,U). Note que se f € S(K,U), entdo f(K) C U, com U um aberto
de Y e f(K) compacto, pois f é continua. Da regularidade de Y, para cada y € f(K) CU
existe Vy com y € V;, C V,, C U. Da compacidade de f(K), f(K) C Vy, U---UV,,. Dai, para
V=V,U---UV,, temse VCUe S(K,V)CS(K,U). Dai, f€S(K,V) CS(K,V) C
S(K,V) C S(K,U). Para ver a segunda inclusdo, note que se h ¢ S(K,V), h(a) €Y -V
para algum a € K, assim h e S({a},Y —V) e S({a},Y —V)NS(K,V) =0, de modo que
h¢ S(K,V). Agora,se f€ W =S(Ky,U)N---NS(K;,U,) (aberto bésico), entdo para cada
i=1,---r, existe um aberto V; (como antes) e, considerando ¥ = S(K;,V;)N---NS(K,,V,),

tem-se que V €G.4€e f € VCvcC w.)

Supondo que X seja um espago topoldgico compacto, Haudorff, completamente regular e que,
em consequéncia C(X,R) separa pontos (vide Exercicio B4l - 4), prove que a topologia
sobre X gerada/induzida pela familia C(X,R), ou seja que tem como sub-base o conjunto
Urecix ) {f~Y(G), G aberto de R}, coincide com a topologia de X. (Dugundji [8], Cap.
VII, Probl. Sec.7, Exerc. 4, p. 159.)

Um espago topoldgico X € compactamente gerado (vide Exercicio B8 - 9) se satisfaz a seguinte
condicdo: G € aberto em X se, e somente se, GNK € aberto em K, para todo compacto K

em X. Mostre que:

a) Se X é compactamente gerado, f:X — Y ¢ continua se, e somente se, flx:K —Y
é continua, para todo compacto K em X. (Sugestdo: dado V aberto de Y, f~'(V)NK =
(fle)~ (V).

b) Se X é um espaco topoldgico compactamente gerado e Y é um espaco métrico entdo C(X,Y)

¢ fechado em §(X,Y) com a topologia da convergéncia compacta G.. (Sugestdo: lembrando
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que C(X,Y)=C(X,Y)UC(X,Y), mostre que f € C(X,Y) = f € C(X,Y). Para tanto, para
cada K compacto, considere uma sequéncia f, € (Bx(f,1/n)—{f}) N C(X,Y) e use que
(fulk) converge uniformemente para f|x de modo que f|x é continua para todo compacto K e
assim f € continua pelo item anterior. Logo m =C(X,Y) em F(X,Y), 6.) (Munkres
[Cd], Cap. 7, §46, Teor. 46.5, p. 284.)

Sejam X um espago topoldgico e (Y,d) um espago métrico. Em C(X,Y) defina uma topologia
como segue: Dados f € C(X,Y) e uma fungdo continua positiva 8: X — Ry, seja B(f,d) =
{g€e C(X,Y); d(f(x),g(x)) <d(x), Vx € X}. Mostre que:

a) O conjunto {B(f,8): fe€ C(X,Y) e & éuma fungdo continua positiva} forma uma base
para uma topologia sobre C(X,Y) (chamada fopologia fina), que denotaremos por G fing-

b) 6, C O fina-

¢) Se X € compacto, entdo G, = G fing-

(Sugestdo: para ver que é base note que h € B(f,0) = B(h,8;) C B(f,8), para §;(x) =
8(x) — d(h(x), /(x)). Agora, h€ B(F,8)\B(g,¥) = B(hn) C B(f,8)NB(g.Y), paran(x) =
min{8;(x),Y1(x)} (com &;(x) e Y1(x) como antes). Para 6, C Ofing, note que dada B;(f,¢),
considerando a fung@o constante §(x) =r, com 0 <r <min{l,¢}, tem-se B(f,d) C B5(f,¢).
Finalmente, para o caso X compacto, use que dado B(f,d), tem que B5(f,€) C B(f,d), para
€ =min{1, min{d(x),x € X}}.)
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