Teoria Aritmética dos Numeros
MAS553
Monografia 1

Nuimeros inteiros via os Axiomas de Peano

Produzido por

Afonso Consoli RA: 193367
José Guilherme RA: 200047

IMECC

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Universidade Estadual de Campinas
Campinas, Sao Paulo, Brasil - 13083-859
Segundo Semestre de 2017



Conteudo
1 Resumo
2 Introdugao

3 A origem dos numeros Naturais
3.1 Os Axiomas de Peano . . . . . .. .. ... ... ... ....
3.2 Principio da Inducao e operacoes nos Naturais . . . . . . . ..

4 Outros resultados importantes
5 Os nimeros Inteiros
6 Consideracoes finais

Referéncias



1 Resumo

O presente trabalho busca tratar dos Axiomas de Peano como ferramen-
tas para a construcao dos nimeros naturais e de importantes propriedades
do mesmo. Apos explicacao de alguns dos principais resultados provenientes
do enunciado de tais axiomas, sera descrito o conjunto dos nimeros Intei-
ros, apontando algumas diferencas e semelhancas deste com os Naturais e de
que forma os resultados obtidos a partir dos axiomas de Peano caracterizam
também propriedades dos niimeros inteiros.
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2 Introducao

A necessidade do ser humano em contar objetos, bem como realizar
operagoes entre os mesmos iniciou-se devido a preocupacoes de ordem pratica
e utilitaria e teve impulso com o desenvolvimento civilizatorio.

Com o avanco da civilizagao e o estabelecimento da Matematica como
a ciéncia exata que busca fornecer bases consistentes para o estudo e mani-
pulacao de objetos de determinados conjuntos, o interesse em determinar os
conjuntos numéricos em que determinadas representagoes numéricas “habi-
tavam” tornou-se intensa. Desta maneira, um importante e “intuitivo” (pois
se trata do lugar em que os nimeros utilizados para contar se encontram)
conjunto, denominado conjunto dos niimeros Naturais (denotado por N) sur-
giu e deu origem também as teorias e defini¢goes que o firmaram como um
conjunto matematicamente consistente com operacoes bem definidas.

O objeto de estudo desta monografia seram os Axiomas de Peano, que sao
consideragoes fundamentais capazes de gerar e definir todo niimero Natural.

3 A origem dos nimeros Naturais

Como mencionado anteriormente, a criacao dos nimeros Naturais teve
como estimulo a necessidade da realizagao de um processo de contagem. No
entanto, com o objetivo de definir precisamente o que é um nimero Natural,
Giuseppe Peano (1858-1932) constatou de que era possivel elaborar toda
teoria a respeito dos Naturais partindo de quatro fatos béasicos: os Axiomas
de Peano. Apds enunciar os quatro axiomas, sera feita uma andlise quanto
ao seu significado e posteriormente aplicagoes decorrentes destes no conjunto
dos Naturais.



3.1 Os Axiomas de Peano

As quatro consideracoes feitas por Peano sao:

1. Existe uma fungao s : N — N, que associa a cada n € N um elemento
s(n) € N, chamado o sucessor de n.

2. A fungao s : N +— N ¢ injetiva.

3. Existe um tnico elemento, denotado por “1”, no conjunto N, tal que 1
#s(n),VneN

4. Se um subconjunto X C Nétalquel € X e s(X) e X = X =N.

O primeiro axioma nos garante a sucessao dos nimeros Naturais. Em
outras palavras, tomando s(n) = n + 1, garantimos que todo sucessor de um
dado n € N, també esta em N.

O segundo axioma garante que todo niimero Natural é contemplado com a
propriedade da fun¢ao s. Desta forma, nao ha a possibilidade de um “buraco”
no dominio, pois caso isto ocorresse, a integridade do conjunto dos Naturais
seria comprometida.

O terceiro axioma afirma a existéncia de um elemento denominado “1”
que nao ¢é sucessor de ninguém. Em outras palavras, a funcao s parte de 1.

O quarto e tdltimo axioma é, talvez, um dos mais importantes e utilizados
em demonstracoes de determinadas propriedades dos niimeros Naturais, pois
dé origem ao método de demonstracao por Induc¢ao, que sera formalmente
apresentado no proximo topico. Este tltimo axioma afirma que se em um
determinado conjunto X, dadoumn € X, sen+1 € X, entao X se identifica
com os Naturais.

Veremos agora como o Principio da Inducao pode ser implementado nas
demonstracoes de determinadas propriedades dos ntimeros Naturais.

3.2 Principio da Indugao e operagoes nos Naturais

Como dito anteriormente, o ultimo Axioma de Peano apresentado nos
fornece uma importante ferramenta na demonstracao de certas propriedades
dos numeros Naturais. No entanto, antes da apresentacao do Principio da
Inducao e de algumas operacoes realizadas nos Naturais, é importante salien-
tar a importancia da funcao s a ser escolhida. Com o objetivo de gerar todo
nimero Natural, podemos definir s(n) = n + 1,n € N. Essa fun¢ao satisfaz
todas as afirmacoes descritas nos Axiomas de Peano e portanto é capaz de
gerar o conjunto de todos os nimeros Naturais.



No entanto, uma pequena modificacdo na funcao s provoca uma dispa-
ridade no contra-dominio de tal fun¢ao, podendo nao identificar um dado
conjunto X com os Naturais. Por exemplo, basta tomar S(n) = n + 2.
Comecando com n = 1 e aplicando sucessivamente S, teriamos a possibili-
dade de gerar todos os niimeros impares, mas nunca um nimero par. Assim,
S é uma funcao injetiva que nao goza da propriedade de que todo nimero
natural pode ser obtido a partir do ntimero 1.

Com base na situagao explicada acima, podemos entao enunciar o Principio
da Inducao e mostrar suas aplicagoes em algumas propriedades dos niimeros
naturais.

Definigao 3.1 (Principio da Indugao). Seja P uma propriedade referente a
nimeros naturais. Se 1 goza de P e se, além disso, o fato de o niimero natural
n gozar de P implica que seu sucessor s(n) também goza. Entdo, todos os
nimeros naturais gozam da propriedade P.

Ao observar o que foi descrito acima, em termos praticos, devemos obser-
var se, em um dado conjunto S com uma propriedade P determinada, S # ()
o numero 1, ao ser testado nas condicoes de P, a satisfaz. Em seguida, é
chamada de Hipotese de Inducao, a suposicao de que P é verdadeiro para
um determinado n € S,n > 1. Apds esses dois passos, basta demonstrar que
P também funciona para o sucessor de n,ou seja, (n + 1). Obtendo sucesso
nessas trés etapas, podemos afirmar entao que P se verifica em S.

A partir de agora, sabendo como funciona o Principio da Indugao, uma
das situacoes interessantes de se estudar dentro do conjunto dos Naturais é
o fato deste poder ter operacoes a serem realizadas. Estuda-se portanto as
operacoes de adicao e multiplicacao, como funcoes que decorrem de defini¢oes
pré-estabelecidas nesse conjunto.

Para o caso da adicao, tomamos duas defini¢coes importantes:

1. s(k)=k+1
2. s(k+n)==Fk+s(n)

Logo, estas duas defini¢oes bases de operagoes implicam que, a partir da
primeira defini¢ao, a fun¢ao sucessora de k é s(k) = k + 1 e da segunda
definicao, é possivel definir a soma k + n, pois sabemos qual o seu sucessor.
Com efeito, escrevendo k + s(n) = k + (n + 1), sabemos que esta relacdo ¢é
igual a s(k +n) = (k+n) + 1. Portanto, sabemos o valor de k + n.

Para a multiplicacao, consideragoes analogas sao feitas para definir a mul-
tiplicagao entre dois nimeros Naturais. Sao elas:

1. 1xk=k



2. n+1)xk=nxk+k

O pensamento torna-se analogo ao caso da adicao para estabelecer qual
o valor de n x k, visto que conhecendo os valores de n e de k, sabemos que
s(n) xk=nxk+k.

Ao partir das defini¢oes acima mostradas com relacao a multiplicacao e
adicao de dois niimeros naturais, podemos inferir uma série de propriedades
lteis e interessantes, listadas a seguir:

Adigao Multiplicagao
Associatividade | k+ (n+p)=(k+n)+p | kx(nxp)=(kxn)xp
Comutatividade E+n=n+k kxn=nxk
Distributividade kn+p)=kxn+kxp

4 Outros resultados importantes

As defini¢oes do que é o Principio da Inducao, bem como o que vem a ser
as operacoes de adicao e mulplicacao possibilitam que sejam estabelecidos
outros importantes conceitos que atuam nos niimeros naturais. Neste topico,
trataremos de menciona-los de maneira que se torne intuitivo para o leitor
perceber sua importancia e a forma como sao definidos. Nao serao tratados
aqui, conceitos que exijam uma matematica mais rigorosa e portanto, este
nao sera um topico com demonstragoes de todas as afirmacoes que fizermos.

Podemos comecar enaltecendo que o conceito de adicao nos possibilita
estabelecer uma relacao de ordem dentro dos ntmeros naturais. Assim, di-
zemos que um nuamero m € menor que n, representando este fato por m < n,
sem=mn-+p, comm,nepéeN.

A relagao de ordem vista acima possibilita que se abra um leque de outros
resultados importantes no conjunto dos niimeros naturais. Dentre eles, esta
o conceito de transitividade, que afirma que dado m < p e p < n, temos que
m < n. A demonstracao desta afirmagao é simples:

m<p=0<p—m
p<n=0<n-—p
Somando as desigualdades, temos:
0 < (p—m)+(n—p) = (n—m)+(p—p) =0<n—m+0=0<n—-m=m<n

H& também outras trés implicagoes importantes que devem ser conside-
radas. A primeira refere-se ao conceito de Tricotomia, que afirma que dados
dois nimeros m,n € N, as tnicas possibilidades ao compara-los sao: m < n



oun < m ou m = n. Outros dois conceitos a serem mencionados tratam-se
da nao existéncia de um numero natural entre n e n + 1, e o Teorema da
Monotonicidade, que afirma que se m < n,= m+p<n+pemxp<nxp.

Por fim, temos o Principio da Boa Ordem e o Segundo Principio da
Indugao. O Principio da Boa Ordem afirma que todo subconjunto nao vazio
dos Naturais possui um menor elemento e podemos relaciona-lo como uma
consequA®ncia do Principio da Inducao, e com isso, utiliza-lo em alguns casos
como método de demonstracao ao invés do Principio da Indugao. A demons-
tracao deste fato baseia-se na criacao de um subconjunto A C N, tal que o
1 ¢ A,pois caso contrario, o 1 seria o menor elemento de A. Posteriormente,
a ideia é mostrar que o menor elemento de A é da forma n + 1, e para isso,
cria-se uma sequencia [, de forma que Va € A,b € I,,a > b. Assim, como
nao existe natural entre n e n + 1, podemos afirmar que n + 1 é o menor
elemento de A. Embora hajam outros resultados ainda a serem considera-
dos, terminamos este tépico falando um pouco sobre o Segundo Principio da
Indugao, enunciando-o como teorema:

Teorema 4.1 (Segundo Principio da Inducdo). Seja X C N um conjunto
com a sequinte propriedade:

e Dadon € N, se todos os numeros naturais menores do que n pertencem
aX =>nelX.

Esta é portanto, uma segunda forma importante e 1util de demonstrar
alguns resultados dentro do conjunto dos niimeros Naturais.

5 Os numeros Inteiros

Historicamente, a criagao dos niimeros inteiros foi motivada pelas relagoes
de comércio, em que as trocas realizadas e o movimento economico da época
implicaram no surgimento de dividas e perdas a serem consideradas. Com
isso, antes de descrever o conjunto dos numeros inteiros, torna-se mais sim-
ples explicar primeiramente o conceito do nimero zero (0).

Filosoficamente, nao havia sentido matematico a criacao de uma repre-
sentacao numérica que simbolizasse o nada. Entretanto, as prépias relagoes
comercias, como mencionado, motivaram tal definicao. Assim, podemos de-
finir o inverso aditivo de um numero a € N, simbolizado como —a, como
sendo o numero tal que a + (—a) = 0. Assim, é possivel definir o conjunto
dos nimeros inteiros (Z) como um conjunto que engloba os nimeros naturais,
o zero e os inversos aditivos de cada a € N. Assim, Z = NU{0}U{b,a+b =
0,a € N}.



Desta forma, como o conjunto dos nimeros Naturais é um subconjunto
dos Inteiros. Podemos inferir que os Inteiros gozam das mesmas proprieda-
des de operacoes antes vistas nos Naturais, tomando cuidado com algumas
ressalvas importantes, tais como: m,n € N, m <n = mx*xp < n*xp. Tome-
mosm=1n=2ep=—1. E possivel notar que se p € Z~ (inteiros nao
positivos) e p # 0, temos que a desigualdade é, na realidade, invertida.

Ainda que pequenas observacoes tenham de ser feitas, é possivel notar
que ha também uma relagao de ordem no conjunto dos ntimeros Inteiros. Tal
conjunto também pode ser descrito, no estudo de algebra abstrata, como um
grupo abeliano, com relagao a adicao, pois cumpre com as seguintes propri-
edades:

1. Para quaisquer m,n,p € Z, tem-se que (m +n)+p=m+ (n+ p)
2. 40 € Z tal que Vm € Z tem-se que 0 +m =m +0=m
3. Para cadam € Z,3—m € Z tal que m + (—m) =0

4. Para quaisquer m,n € Z, tem-se que m +n =n+m

E possivel notar, portanto, que os Inteiros gozam de propriedades seme-
lhantes as dos Naturais, com a inclusao de um elemento neutro da adicao.
Nao podemos afirmar que o mesmo ocorre com a multiplicagao, pois nao hé
inverso multiplicativo para todo nimero inteiro. Com efeito, somente 1 e -1
possuem tal propriedade.

6 Consideracoes finais

Foi possivel perceber na realizagao deste trabalho a forma como a Ma-
tematica contribui para garantir estruturas firmes e consistentes, na cons-
trucao de conjuntos usuais e uteis no cotidiano.

A rigorosa forma como o conjunto dos Naturais é construido, a partir de
quatro axiomas, possibilita abrangir resultados importantes para conjuntos
distintos que os englobam. Assim, pudemos notar que os nimeros Inteiros
podem ser descritos também mediante uma consisténcia matematica prove-
niente ja dos numeros Naturais. Dessa forma, este conjunto de propriedades
faz com que possamos notar como relagoes simples e abstratas possibilitam
que aplicacoes maiores sejam realizadas.

Toda teoria fortemente embasada para a construcao de tais conjuntos
e operagoes possibilita por exemplo o emprego dos nimeros Inteiros inclu-
sive em questoes importantes do cotidiano, como a criptografia RSA. Assim,



é possivel destacar como o estudo das abstracoes provenientes de situacoes
simples e primitivas (contagem, dividas) possibilitam um retorno usual e 1til
em outras questoes que cercam as atividades praticas realizadas no mundo

do trabalho.
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