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1. Analise Vetorial

Muitas grandezas fisicas, alem da magnitude, parans completamente

identificadas, necessitam da direcdo e do sen#dguns exemplos destas

grandezas sao: velocidade, forca, campo elétrexmpo magnético, etc. Estas
grandezas sao denominadasgdandezas vetoriais Elas sao representadas no
espaco por segmentos de retas orientados.

Um segmento orientadgpossui um ponto inicial e um ponto final, repreada
pela ponta da seta. O ponto inicial € o outro pemtcemo.

B
(ponto final)

(ponto

RSP P2N A

Fig. 1. Segmento orientaco=AB.
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A direcéo e o sentido do segmento orientado idealfif a direcao e o sentido do
vetor. O comprimento do segmento orientado reptasemagnitude do vetor.

As grandezas escalares sao por outro lado, grasmdereanecessitam apenas da
Informacao de sua magnitude. Por exemplo: massang@al, comprimento, etc.

Um campo é a denominacdo dada a toda distribuicdo de umadgra no

espaco. Esta distribuicdo pode ser escalar ouiagtwariavel ou ndo com o
tempo. O potencial eletrostatico € um exemplo dapoaescalar, enquanto o
campo elétrico € um exemplo de um campo vetorial.

Notacao: Neste documento, para distinguirmos a diferen¢i@e @ma grandeza
escalar e uma vetorial, adotaremosn@grito para identificar as grandezas
vetoriais. Assima € uma grandeza vetorial @aima grandeza escalar.

Um vetor € representado no espaco por todo segmento atentda mesma
magnitude, direcéo e sentido.
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Fig. 2. Segmentos orientados representantes deesmmvetorg = b = ¢ = d).

Soma de Vetores e Multiplicacéao por Escalar
A somaa+b, de dois vetoresa eb, é determinada da seguinte forma:

e considere um segmento orientado que represente

e considere um outro segmento orientado que repeserdom origem na
extremidade da ;

0 vetor resultante da soma d¢€b é representado pelo segmento orientado
gue vai da origem de até a extremidade dbe
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a+b

Fig. 3. Soma geométrica de dois vetamesh.

Da figura 3, é facil observar gaeb = b+a.

b+a

a

Fig. 4. Soma geométrica de dois vetdresa.

Observamos também que o vetor resultante da seiinaesta na diagonal do
paralelogramo determinado pare b, quando estes estdo representados com a
mesma origem.
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b+
a

Fig. 5. Soma geomeétrica de dois vetaaesb (regra de paralelogramo).

As propriedades mais importantes da adicao entogesa, b ec séo:

e Comutativaa+b=b+a
« Associativa:@+b)tc=a+ (b + ¢

Vetor nulo O: é o vetor cujo ponto final coincide com o pomniitial, isto €, sua

amplitude é zero. A soma de um vetor ndlla um vetor qualquex € igual ao
proprio vetora, isto éa + 0 = a.
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Diferenca entre dois vetores: a diferenca a - b-<-a).

Fig. 6. Diferenca entre dois vetores: b.

Multiplicacao de um vetor a por um escalara : é determinada pelo vetor que
POSSUIi as seguintes caracteristicas:

@) é o vetor nul@, sea =0 oua =0;

(b) caso contréario:
(i) tem comprimentay]| vezes o comprimento d, |
(i) a direcao é a mesma ddeles sao paralelos),

(i) tem 0 mesmo sentido de sea > 0, e tem 0 sentido contrario aoale
sea< 0.
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Soma de vetoresA soma algébrica de vetores é feita naturalmsmteando-se
a) 0s componentes ao longo de cada eixo coordenado,

b) multiplicando o resultado ao longo de cada eixo p@&lspectivo vetor
unitario, e c) adicionando-se os resultados obtidos

Exemplo:

a+tb=(@&+b)x+ (@ +h)y+(a+b)z {coordenadas retangulares}
atb=(@@+b)p+ (& + )a+ (a+ bz {coordenadas cilindricas}
atb=(G@a+hb)y+(a+h)6+(a+ha {coordenadas esféricas}
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planoz =

(X1,Y1,21) (p1,01,21)

planoy=y Y A

.
X ‘ X
plano x =3 planoa = o,

(a) Sistema de coordenadas retangulares (X, y,z) b) Sigtema de coordenadas cilindrigasi( z)

superficieD =P

superficie@ = 6,

r (r1,61,01)
a

»
»

superficier =1 y

planoa = a,

(c) Sistema de coordenadas esférica8, (x)

Fig. 7. Sistemas de coordenadas retangulares,dritias e esféricas.
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Produto escalar:

O produto escalar entre dois vetoaesb € definido pelo produto da amplitude

dea pela magnitude da projecao ldsobrea.
Isto é,

a-b =abcos6. (1)

Obviamentea.b = b-a.

Produto escalan-b
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Exercicio:

Sendau=(2,3,1)ev=(1,4,5). Calcular :

a)uv  b)p-vf o) |utvf d) /-2  e) (2-3v).(u+2v)
f) (5u+3v)-(5U—3v).

Resp:a) 19 b) 18 c) 94 d) 66 —205 f) —28

Produto vetorial:

O produto vetorial entre dois vetores b € definido pelo seguinte produto:

ax b =absendn, (2)
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onden é o vetor unitario ao plano definido poe b, orientado segundo a regra

da mao direita.

ab serb n

Produto vetorialaxb

O produto vetorial entre dois vetores pode tambémexpresso na forma
matricial. Isto é:
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axb = y (3)

Exercicio:
Dados os vetoras=( 0, 1,-1),v =(2,0,0) ew =(0,2;-3). Determine:
a) uxv b)) uxw c¢) wx(vxu)

Transformacao de sistemas de coordenadas

Em inUmeras situacdes, € necessario transformar dateaminada grandeza,
seja ela escalar ou vetorial, de um dado sistenmtafdeencia para outro sistema
de coordenadas.
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2.1. Coordenadas retangulare$--> Coordenadas cilindricas

A

planoz =2

planoz =,

(P1,011,21)

y

»
|

(X1,y1,21)

superficiep = p;
planoy=y Y

s
« | Semi-plana = a;
plano x =3

A transformacéo de uma quantidade escalar é munples, pois basta fazer a
substituicdo das coordenadas de um sistema para autto sistema,
empregando as relagdes entre elas:

e X =pcosa
e y=psend
c 7=z

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



« p=[OCHY)” A (a.2)
e o =tgiy/X] A 0
c z=2 > p sena
a >
p cosa X
Plano z

A transformacao de uma quantidade vetorial é ataduas etapas. Na primeira,
iIdéntica a etapa anterior, fazemos a substituigdocdordenadas de um sistema
para a do outro sistema, empregando as relacdmsrggentadas. Na segunda
etapa, fazemos a transformacao dos vetores usitalsho pode ser feito
empregando as operacoes a seguir:
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, (pa, 2)
0 o - cosa y a / P sena 'y
X | cosa  -sena |0 - N
p
y|sena | cosa |0 a >
p cosa X
Z O O 1 Plano :

2.2. Coordenadas retangulare$<--> Coordenadas esféricas.

superficie@ = 06,

plano z=, ...................
2 e I’ (rl y el y G 1)
= a

(X1,Y1,21)

»
»

»
>

superficier=¢y Y

planoy=y Y

e d
x / |
plano x =

planoa = a;

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Jodo Antonio de Vasconcelos



A transformacédo de uma quantidade escalar, de feanalhante ao caso da
transformacéo de coordenadas retangulares parder@aras cilindricas e vice e
versa, pode ser feita substituindo as coordenaslasndsistema para a do outro
sistema, empregando as relacdes entre elas:

X =1 senf cosa

il (r,6, a)
e y=rsemdsena 2 v
. Z=rcosb . <a
r
r cosd

2 1/2 y /\ _rsene sena_

° r = [X + y2 + 22 ] 0( """" rseneu v
R P, 1/2 e —— "

¢ e - tg [(X + y2 ) /Z] r send cosa

+ a=tgly/X

A transformacédo dos vetores unitarios do sistemeodedenadas retangulares e
esfericas pode ser feita empregando as seqguitaedes:

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



r 0 o
X |senB cosa |cosO cosa | -sena
Y |senb sena | cos sena | cosa
Z| cos6 -send 0

Exercicio:

1) Dado o campo vetoriaF = 2x X + zy em coordenadas retangulares,
encontre o vetdF em coordenadas cilindricas.

2) Dado o campo vetoridd = zx + yy em coordenadas retangulares, encontre
o vetorF em coordenadas esféricas.

3) Conhecido o campo vetori®l = z p + p z em coordenadas cilindricas,
encontre o vetdf em coordenadas retangulares.

4) Conhecido o campo vetorid = rr + cosB 6 em coordenadas esféricas,
encontre o vetdf em coordenadas retangulares.
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Integral de Linha

Considere o contorno C mostrado na figura a seguugt(x,y,z) € o vetor
unitario tangente a curva C no ponto (x,y,z).

Seja F(x,y,z) um campo vetorial que € definido em todatpo(x,y,z) do
contorno C. Definimos integral de linha Bé€x,y,z) ao longo do contorno C, a
seguinte integral:

iF(x, y,z) (X%, y,z)dl (4)

Para avaliar esta integral, considere o vetor posicque localiza o ponto
(x,y,z), tendo como referéncia a origem de um isiatde referéncia generico O.
O vetorr + Ar é por sua vez o vetor posicao que localiza, salmerva C, um
ponto proximo ao ponto (X,y,z). Seja este o pomay(z’). SejalAl o
comprimento da curva C que vai do ponto (X,y,zpanto proximo (x',y",z").
Assim, podemos definir o vetor unitatix,y,z) como sendo:
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Fig. 8. Integral de linha.

Ar _dr

toay2)=Im o = (5)
Substituindo na integral de linha o vetor tangetei®os:

r(x.y,2) , _
JC.F(x,y,z) Epl d dl —J(:F(x,y,z) [dr (X,Y,2) (6)
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O vetor diferencial d nos sistemas de coordenadas cartesianas, @dndei
esfericas, possui a seguinte expressao:

a) Cartesianas

dr =dxx +dyy +dzz (7)
b) Cilindricas
dr =dpp + pdae +dzz (8)

c) Esféricas
dr = drr +rdee + rserBdaa (9)

A substituicdo derddado nos sistemas de coordenadas cartesianadricids e
esfericas em (6) conduz as seguintes expressoes:

IF(X y,z) Ldr (X,y,z) = IFdx+ _[de+ _[Fdz (10)

X=X; Y=Y, z=z,

IF(pu Z)Ldr(p,a,z)= IF dp+ IF pda + dez
P=p; =0, zz

(11)
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re 0; O
IF(r,e,u)mr(r,e,a): IFrdr+ IFerd9+ IFGrserBda (12)
C r=r, 6=6.

a=q,

A integral de linha, quando o percurso é fechadelre o nome de circulacéo e
ela é representada pela seguinte expressao:

§F (x,y,2) Er (x,y,2) (13)

Exemplo: Dado o campo vetoridt (x, y,z) = XyX + V* y, avalie a circulacao
deste campo ao longo do percurso fechado C mostiaéigura a sequir.

(0,2) »(2,2)

v

00

Plano z =
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Solucao: A integral de linha fechada pode ser escrita c@ang®oma de trés
Integrais, uma para cada segmento orientado. Assim,

§F(x,y,z)mr (x,y,z)szmr + ijr +ijr

§F(x y,2) [ (X,y,z) = jFE{dyy)+ jFE{dxx)+ijE(dxx+dyy)

fF(x y,z) [dr (X,y,2) = dey+ .dex+ dex+ dey

X_

= y=
X 0 =2 y: X=

2
y
§F(x y,z) [dr (x,y,2) = Iyzdy+ j2xdx+ szdx+ jyzdy

> (Y (y*)Y 8 8 8
+(x2)0+(?j +(?j :§+4—§—§:

2 2

2

wlh

_(y
i;F( X,Y,z) Ldr ( x,y,z)—[?j

0
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Exercicio: Dado o campo vetoriaF (X, y,z) = Xy X + y* y, avalie em
coordenadas cilindricas a circulacao deste campdorago do percurso
fechado C mostrado na figura a seguir.

(0,2 »(2,2)

Plano z =

Integral de Superficie

Considere a superficie S mostrada na figura a seguden(x,y,z) € o vetor
unitario normal a superficie S no ponto (x,y,z).
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S0y

L

(e
fa)

Fig. 8. Integral de superficie.

Seja F(x,y,z2) um campo escalar que ¢é definido edo tponto (x,y,z) da
superficie S. Dividindo S em N elementos de sugertiontiguos de aress, se

o somatorio do lado direito da equacao (14) convepgando N tende para
infinito e a area do elemento tender a zero, a resgltado definimos como
sento integral de superficie de F(X,y,z) sobreufa notacao é dada a esquerda
da equacao (14).

J‘SJ‘ F(x,y,z)ds(X,y,z) = AliSrPOZ F (X, Yi,Z2)A (X, Y,,Z) (14)

N = i=1
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Em muitas situacdes o campo escalar que desejartsagar € 0 componente
normal de um campo vetori&(x,y,z). Neste caso, a integral de superficie é
escrita conforme equacao (15).

IJFH (X,Y,2)ds(x,Y,z) :J'S_[F(x,y,z) h (X,y,z23ds(X,Y,2) :LIF(x,y,z) [ds(X,Y,2) (15)

onde o elemento de area diferencial vetoridbéx,y,z) =n (x,y,z)ds(x,y,z). Ao
resultado da integracdo do componente normal dequianatidade vetorial sobre
uma superficie S denominamos de fluxo desta quaddidque atravessa a
superficie.

Se a superficie é fechada, o resultado represdhtacoliquido (o0 que sai menos
0 que entra) que deixa a superficie S. A integeatancaso € escrita com o sinal
da dupla integral com um circulo no centro:

SEJC F(x,y,2) [s(x,Y,2) = fF (x,y,2) I (x,Y,2) dS(x,,2) (16)

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



Exemplo: Dado o campo vetoriaF(x,y,z) = (y+zy + Xxyz, avalie em
coordenadas retangulares o fluxo que atravesspedficie retangular no plano

xy definida pelasretas x=0,x=3,y=1,ed.=

”F (X,y,z) [ds(x,y,z) = HF (X,y,z) zdxdy= nydxdy

oo e o (2 -2152)%
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Exercicio. Dado o campo vetoriaF(x,y,z) = (y+zy + Xxyz, avalie em
coordenadas retangulares o fluxo que atravesspeaficie triangular no plano
xz definida pelas retas x =0, z = 0, x = 1- z, tramka na figura a seqguir.

Operador nabla; Gradiente; Divergéncia; Rotacional.
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Operador nabla

O operadoro € um operador vetorial diferencial, denominadolanauwo del, o
qual é definido no sistema de coordenadas cartes@mno:

O=xo—+y—+z (17)

Este operador nao tem significado fisico nem geocoetPor ser um operador,
pode-se a esquerda aplica-lo a uma funcéao a direita

Exemplo: Escreva a expressao do operador difetdngiac e vxo.

Gradiente

Considere a funcao escalar f, continua e com algda pelo menos ate primeira
ordem:

f=fr)=f(xy,2). (18)
O gradiente da funcéo f, grad f, € um vetor de@mpadr:
o =, Of L 0f o
ox Yoy oz (19)

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



O grad f € um vetor que da como resultado a maxiane@cao da funcao e a
direcdo em que esta maxima variacao ocorre.

Verificacao:

a) Qual o significado geomeétrico da direcao forneda pelo gradiente?
Considere o vetor posicao= xx+yy+zz. O deslocamento elementdr=dd &
dado por:

d = dr = xdx+ydy+zdz. (20)

Realizando o produto escalar entre Eqgs. (19) erE€Xijta em:

=0 i+ O gy + 9 gz =
Of E}I/—axdx+aydy+ azdz df (21)
Esse resultado nada mais é do que a diferenci8kedix,y,z) = C, onde C é uma
constante, o resultado obtido ao se substituiy,x= C em (21) é df = 0. Se

f(x,y,z) ndo é uma constante, a diferencial dadla (df = 0) somente se
Of Od. (22)
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Como a diferencial df ao longo da superficie equ@poal € nula (qualquer
deslocamento elementarl dleve ser tangente a superficie equipotencial)
concluimos atraves de (21) quegradiente de uma funcao € perpendicular

a superficigequipotencigl f = constante
0f O f(r) = C. (23)

Da Eqg. (21) vemos que a variacao df € maxima quandeslocamentol dor
paralelo ao gradiente. Por outro lado, o gradiénferpendicular a superficie
f = constante, donde podemos concluir quir@cdo do gradiente da a maxima
variacao df da funcaa f

Of // direc&o dedf__. . (24)

b) E 0 modulo do gradiente? O que ele fornece conmm@ormacao?
Considere o elemento de arco em coordenadas aadssi

di=|d|=[dx+dy*+d 7] Y2 (25)
Dividindo membro a membro a Eqg. (21) pela (25)éabse:

Of [d/ df

——=0f h=— (26)

|d/| dl -
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Se d é paralelo ao gradiente de f, logoé um vetor unitario na direcdo do

gradiente e o resultaddf (v = Of|. Portanto, 0 médulo do gradiente de f da
como resultado a maxima taxa de variacao da funs@os:

df

o1={a).. 0

grad f(7) /
/ot=c,

grad f(R) f
/S i=¢

Assim, podemos repetir: O grad f € um vetor quealao resultado a maxima
variacao da funcéo e a direcéo e sentido em gaerestima variacao ocorre.

Expressoes do Gradiente nos Sistemas de Coordenadas
d) Cartesianas
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of . of  _of

Of =x—+y—+z1—
Xax yay ZOZ' (28)

e) Cilindricas

Of =p of ra of +zaf
0p poa 0z (29)

f) Esféricas

Df:ri+e of +a 1 o
or roé rsin(@) da - (30)

A Divergéncia

Sejav = v(r) = w(X,y,z)X + vy(X,y,2)y + V/X,y,z)z uma fungao vetorial continua
e com derivadas continuas pelo menos até a priroailem. Por definicao, o
escalar

ov, OV, ov
D |]/ = X 4 y + z
oXx o0y 0z (31)

é a divergéncia do vetor(div v).
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Significado Fisico:

A divergéncia de um campo vetordl), div v(r), da como resultado o fluxo
liquido (fluxo que sai — fluxo que entra) por urdéade volume

Obs.: A divergéncia se aplica a um campo vetoriddecomo resultado um
escalar.

llustracdo Geometrica:

R M RE
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Considere a lel de Gauss:
§D.ds=Q (32)

Vamos aplica-la a superficie fechada que envolvelome infinitesimal, com
centro no ponto P, ilustrado a sequir:

D =D, + Doy + D2

v
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A superficie que envolve o volume € o resultadeataa das superficies laterais.
Logo,

iD.ds: I D.ds+jaD.ds+LD.ds+IdD.ds+th.ds+ D.ds (33)

frente tras sq ir. opo base

Vamos considerar separadamente cada uma das iatégiado direito de (33).

a) Face da Frente

JD'dS: D'Asfrente = DAyAZX - Dx,frenteAyAZ (34)

frente

O valor de Q na face frontal pode ser aproximado atraves daresgo de
Taylor:

Ax 0D,
+

Dx,frente - DxO 2 aX (35)

onde Qg € o valor de Pno ponto central P. Substituindo este resultadgdlé)
tem-se:

N Ax 0D,
freDn.t(eals = (on + > o )AyAz (36)
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b)Face de Tras

D.ds= D.AS, s = —D.AYAZX = -D, ., AyAZ (37)

atras atras

O valor de [Q na face de tras, empregando a expansao de Taylor,

_ DX D,

Dx,atrés = DxO 2 aX (38)

Substituindo este resultado em (37), tem-se:

_AX dD,
0X

atras

D.ds= —( D, jAyAz (39)

Somando as contribuicoes das duas faces (Eqgst (39)) temos:

[D.ds+[D.ds= 9 Axaynz (40)

frente atras ax

Esta equacao da como resultado o fluxo liquidodwirea a superficie na direcao
X.

De modo analogo, as contribuicbes das faces datiag® e esq.+dir. s&o:
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- D
D.ds+ D.ds:QAxAyAz (41)

Jesq dir. ay

e oD,
.balge.ds+ tOIpDO.ds- 7 AXAYAzZ (42)

Estes trés resultados somados (Egs. (40) + (442 permitem entao avaliar o
fluxo liquido que deixa a superficie fechada enento o cubo, isto é:

§§SD.ds:J'D.ds+ D.ds+ | D.ds+ | D.ds+ | D.ds+ | D.ds

frente atras esq dir. topo base

~ [ 95 + 90, + oD, AXAYAz (43)
ox 9oy 0z

Dividindo ambos os lados de (43) pdxAyAz e tomando o limite de
Av = AxAyAz - 0, tem-se:

lim =
ooz~ 0 AXAYAz

§Dds (op oD, oD
S — X Z — D ED
(ax * oy * azj (44)

Este resultado é por definicdo a divergéncia dgpoavetorialD.

Da lei de Gaus (Eg. (32)), fica ébvio que
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OID = p(x,y,2) (45)

Expressao da Divergéncia de um Potencial Vetor & Sistemas ¢
Coordenadas:

Cartesianas(x,y,z): 0D = oD, , oD, , 9D,
ox o0y 0z

Cilindricasp,a,2): | p-190D,) 10D, , 0D,
p dp poda 0z

10(°D,), 1 o(sinéD,) 1 4D,

r’ or rsin@ 90 rsin® oo

Esféricas(1,0): 0D =

Rotacional
Em coordenadas cartesianas, o produto vetoriaé entoperador nabla e um
campo vetorial/ pode ser escrito da seguinte forma:
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X y z

[Oxv=|0/ox 0d/dy 0/0 (46)
Ve Vv, v,

ou

Oxv =(0v,/dy —av, /dz)x +(dv, /oz - dv, /ax)y + (dv, /ox - dv, /ay)z (47)

Significado Fisico:

O rotacional de um campo vetorigdr), rot v(r), da como resultado um vetor
cujos componentes X,y e z dao a circulacao desspaaetorial por unidade de
area respectivamente nos planos normais a essasormntes

Obs.: O rotacional se aplica a um campo vetortil eomo resultado um vetor.

llustracdo Geometrica:
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(rotv),

Deducao:

Considere a figura abaixo, a qual sera utilizada palicacéo da lei de Ampere
ao percurso diferencial fechado.
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H:HOZHXOX + Hyoy + HZOZ

A integral de linha fechada d&dl, Eq. (48), € conhecida como Lei de Ampere.

§ H.dl = j J.ds (48)

E suposto que uma densidade de corrente, nio fspeaj produza no centro
da face um campo de referénklg Aplicando a Eqg. (48) ao percurso fechado
1 -2-3-4-1 da figura anterior, obtem-se.:
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§H.d|:TH.dI+TH.dI+jH.dI+jH.dI (49)

A integral sobre o lado 1-2 pode ser aproximada por

[Hd=H,  ay (50)
O valor de Hy sobre este lado pode ser aproximado p

Ax OH
H y1-2 Hyo +7 ny (51)
Substituindo a Eq. (51) em (50) tem-se:
< _ Ax oH
!H di ~[Hy0 += aXVJAy (52)
Se se considera agora o percurso 3-4, tem-se:
. ~ Ax OH
J;H.dl ~—(Hyo—7 axy]Ay_ (53)

Somando-se as contribuicoes dos percuros 1-2+8s4,(&2) + (53), tem-se:
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2 ‘ oH,
Hd +|HJd = AXA
{ I oAy (54)

De forma analoga, para a contribuicdo dos perci@ssi-1, tem-se:

oH, AXAy (55)

3 1
J;H.dl+£H.dI~—ay

Com estes resultados, a integral de linha fechada p elemento de area
diferencial se resume a:

oH, oH,
fH.d :[ x oy jAXAy- (56)

O lado direito da Eqg. (48) pode ser avaliado nonelo de area diferencial
como:

[3ds=J,axay, (57)

Assim, a Eq. (48), pode ser reescrita usando ($&7)e
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§H dl = oH, oH, AXAY = J.AXA
' ox oy Y= LB (58)

ou

fHA oM, oH, iy
AxAy  ox 9y (59)

Tomando o limite d&xAx tendendo a zero, obtem-se:

fHA oH,  oH

li = -—2x=]
mdy o Axpy ox 9y (60)

Se se escolhe percursos fechados orientados penpancente a x e v,
equacdes similares a Eq. (60) podem ser obtidses Beps. (61) e (62)).

H.dl oH
lim iﬁ = oH, o, =J,
typz-0 AyAz 9y 0z

(61)
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Hdl 54 oH
I' § — X zZ — J
w0 Axz 0z ox Y (62)

As Egs. (60) a (62) mostram que os componentesedaidhde de corrente
podem ser obtidos tomando-se 0 quociente entreegrai de linha fechada do
campo magnético em um percurso infinitesimal rem@lperpendicular a cada
um desses componentes pela area envolvida quatadieede a zero.

Este resultado recebe o nome de Rotacional.

De uma forma geral, o componentada rotacional de um campo vetoral
qualquer, (ro#\),, é dada por:

— §Ad
(rot A), = lim
8s,-0 AS

(63)
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Expressao do Rotacional de um Campo Vetorial A ndSistemas de Coordenadas:

Cartesianas(x,y,z); 0A, OA, (aA 0A j 0Ay O0A
D X A — Z __ X + X __ 4 y + — X Z
dy 0z 0z  OX ox oy
Cilindricasp,a,z): S 10A, 0A, o+ 0A, 0A, o+ 10(pA,) 10A, z
poa 0z 0z dp p dp poa
Esféricas(,0): X A= 1 (a(sineAa) _aAE,jr +}( -1 0A _a(rAa)jeJr}(a(rAe)_aArja
rsin@ 00 oa r\sin@ da or rv or 00

Operadores e Operacoes de Segunda Ordem.

Pode-se formar com o operador diferencial nablegs dperadores de segunda

ordem:
Ox0

e

(64)
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010 (65)

As expressoes em coordenadas cartesianas sadinespeate:

X 'y z
o o o|_[ o° 0° 0° 0° 0° 0°
x[= =X - +y - +7 -
ox oy 0z dydz 0zoy 0z0x 0x0z oxdy 0yox (66)
0 0 0
oX 0y 0z
e
62 62 62
OM=0°=—5+—5+
ox> oay* 0z° (67)

A operacao dada em (64) nao tem um nome especéitetanto em (65) o
operador € conhecido por Laplaciano.

Expressao do Laplaciano nos Sistemas de Coordenadas

Cartesianas(x,y,z): |pz=9 .9 , 9
ox> oy> az°

Cilindricas6,a,z): 2,100, 19 0
p ) D pap (pap)+p2 aaz +aZZ
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0 1 9?

Esféricas(19,0): =19 20 9
(Ie’ ) rar( ar) rsmﬁae( ) rZsine da’®

Sendo o operador Laplaciano um escalar, ele padapieado a uma funcao

escalar ou vetorial.

0 0f = 0% (68)

DA =P (A x+A )y +A,z) = 0°A x + O°A )y + %A,z (69)

Em (68), o Laplaciano pode ser interpretado comwd®ea divergéncia do

gradiente. Em (69) esta interpretacao nao é vahoia,o gradiente nao se aplica
a uma funcéao vetorial. Em (69), quando é o sitemaabrdenadas cartesianas,
as componentes do Laplaciano de uma funcédo vegf@los Laplacianos das

componentes cartesianas.

Em sistemas de coordenadas curvilineas, em geradde

0°A =0%(Au, +ALu, +Aguy) 2 0°ALU, + 0%ALu, + 0%A U, (70)

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



Isto se deve ao fato de que os unitarios curviireo funcao do ponto e nao
podem portanto serem extraidos da operacao demiifacdo. As expressoes em
coordenadas curvilineas podem ser encontradas g@mapd7 do livro
Eletromagnetismo (Annita Macedo).

O operadonxo, dado em (64), aplicado a uma funcao de pontossengre nulo
se a funcéao for continua e tiver continuas as a@as segundas mistas. Isto so
nao ocorre com as grandezas do eletromagnetismutgMacedo]. A Tabela a
seguir mostra outras operacdes possiveis com @gstadr.

Operacoes com o Operador Nabla

(OxO)f =0x(0f) =0 (71)
(OxO)[A=0 (72)
(OxO)xA =0 (73)

d
(0 A) = D(%‘:) + D(a—?) + D(a(%) (74)
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O(0xA)=0 (75)

Ox(OxA)=0(0RA)-0%A (76)

De (71), pode-se concluir que se o campo € irotat) entdo ele pode ser
escrito como sendo o gradiente de um escalar:

[(IxA =0 = A =0f ., (77)
Se além de ser irrotacional, o campo for solehddia A = 0), entao:
DA=0 = D=0, (78)

Se o0 gradiente de uma funcéo for irrotacional ersmtal, ela € dita ser
harmonica.

Teoremas em Eletromagnetismo (Gauss e Stokes)
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[[[omAdv=§fAms (79)
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O teorema de Stokesstabelece que a integral de superficie aberta da
componente normal do rotacional de qualquer cangional a superficie S
é igual a integral desse campo ao longo do perctesbado que limita.S

[[OxAts=§A @l (80)
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Funcao Delta de Dirac
Essa funcdo embora possa parecer um pouco estralah@&, muito util em
eletromagnetismo. Considere a funcao abaixo:

r

0 se|x—><0|>}ém
m se|x—><0|<}ém (81)

onde m é um escalar positivo com dimens&b A figura abaixo ilustra esta
funcao.

On( X =% ) =+

"

Considere agora uma regiao qualquer R sobre oxei$® R conter o intervalo
Xo-1/2m < x < x+1/2m, entdo a integral d&,(x-Xo) sobre esta regiao sera
sempre igual a unidade. Caso contrario sera nula.
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x0-172m Xo ux0+1/2m y >
|le— 1/m —p]
Isto é:
jé (x—x )dx= sex, +1/2mUR
. sex, +1/2m OR (82)

Numericamente, essa integral € a area hachuraflguda anterior, a qual tem
valor unitario independente do valor de m.
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A funcéao delta de Dirac pode agora ser definidaccom

O(X —X,) = rlniglém (X =X,) (83)

Com essa definicao, verifica-se q0EX —X,) = 0se xx,, e

0
i (X — X, )dX _{1

sex, UR
sex, OR (84)

A
O (X-Xg)
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As propriedades desta distribuicao que nos intanesfio dadas a seguir. Ela é
simétrica em relacdo a seu ponto singular e seduprgor uma funcao finita
serad sempre igual a zero, exceto para o pontolamg@uque mostra a equacao.

O(X —Xy) =0(X, —X) (85)
F(X)0(X = X,) = (X)O(X —X,) (86)

0 sex, UR

if (X)5(x = X )dx = {f %) sex. OR -

De forma sucinta, essa ultima equacao estabelex@ gutegral do produto de
uma funcdo pela delta de Dirac é igual ao valotudgdo no ponto que anula o
argumento da delta.

Para duas e trés dimensoes, analises similaresnpselefeitas. Em duas e trés
dimensodes, a delta de Dirac € definida como:
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O(r =ry) = (X =X4)0(Y ~Y,) > em2D (88)
O(r —ry) = O(X =X)0(Y ~Y,)O(Z~Z,) - em3D (89)

As propriedades da delta em 2D e 3D sao similagaslas em 1D. Finalmente,
as expressoes para a delta de Dirac em coordepardasianas e esfericas sao
dadas na pag. 28 do livro Eletromagnetismo (Anvidaedo).

EXERCICIOS 01
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1. Expligue em poucas palavras o significado doigrdd, da divergéncia e
do rotacional.

2. O gue é um campo solenoidal? E irrotacional?

3. Explique o teorema de Stokes e da Divergéncia?

Eletromagnetismo — Departamento de EngenhariaiédéttJFMG

© Prof. Joao Antdnio de Vasconcelos



2. EquacoOes de Maxwell

Nesse topico, primeiramente serdo vistas as grandezas fundamentais necessarias
ao estabelecimento da teoria da eletrodinamica macroscopica. Apos, Serao
abordadas as equacdes de Maxwell (sua necessidade e suficiéncia), as condicOes
de interface entre dois meios com caracteristicas fisicas diferentes e finalmente
dois teoremas sobre a conservacao de carga, de energia.

2.1 - DistribuicOes de Cargas

Hipdtese: Os meios sdo continuos, isto €, a materia pode ser continuamente
subdividida e conservar, desta maneira, as propriedades qualitativas do todo.

2.1.1 Densidade volumar de carga
E definida como:

. Aq
p=da/dv= lim - (C/m?) (74)

onde p =p(r,t), isto €, a densidade volumar de carga elétrica é funcdo do ponto e
pode variar com o tempo. A densidade p tem como unidade C/m?.
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Integrando diretamente a densidade volumar de carga obtém-se a carga total em
Coulomb.

dv

p

a=[] pdv.

2.1.2 Densidade superficial de carga
E definida como:

_ _ im 2d
o=ta/ds=Im 5 (76)

onde ¢ =o(r,t), isto &, a densidade superficial de carga elétrica é funcdo do ponto
e pode variar com o tempo. A densidade o tem como unidade C/m?.

Integrando a densidade superficial de carga obtém-se a carga total em Coulomb.
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q:”scsds.

2.1.3 Densidade linear de carga
E definida como:

. =dg/dl = lim 29 (78)

AlI-0 Al

onde A =A(r,t), isto &, a densidade linear de carga elétrica é funcdo do ponto e
pode variar com o tempo. A densidade A tem como unidade C/m.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — Ano 2002

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos




Integrando a densidade linear de carga obtém-se a carga total em Coulomb.
q=[2dl (79)

2.1.4 Carga pontual

O limite € uma carga pontual, concentrada numa regiao suficientemente pequena
para se confundir com um ponto, vista macroscopicamente.

° q
2.1.5 DistribuicGes de carga expressas como densidade volumar
Com o objetivo de limitar o niumero de férmulas, é possivel representar as
diversas distribuicbes de carga como uma distribuicdo volumar com a ajuda da
funcéo delta de Dirac.
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Densidade superficial:
p(r) = o(u, V)S(W — W)

Densidade linear:
p(r) =A(W)o(u—uy)o(v—V,).

Carga pontual:
p(r) =ad(u—ugy)d(V—Vy)o(w—wy),
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Integrando a distribuicdo volumar dada em (80),(81) e (82) e considerando as
propriedades da delta de Dirac teremos em todos 0s casos a carga total g.

Exercicios: Resolva o problema 2.1.2 e 2.1.3 do livro texto.

2.2 - Distribuicoes de Correntes

Em rarissimos casos, as cargas de uma distribuicdo se encontram em repouso
com relacdo a um referencial. Em geral elas se encontram em movimento. As
densidades de correntes sao definidas como:

2.2.1 Densidade superficial de corrente

A densidade de corrente de conveccéo e definida como o produto da densidade
volumar de carga pela velocidade v. Pode-se facilmente verificar que sua
unidade é o C/m?s que é o A/m?.

j=pv (densidade de corrente de convecgdo) (83)

A integral de superficie da densidade de corrente j fornece como resultado a
corrente total que atravessa essa superficie.
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I=][ids (A=crs= cs? (84)

O Ampere € a quarta unidade do SI fundamental do eletromagnetismo.
Juntamente com o0 metro, o quilograma e o segundo permitem gque todas as
outras unidades sejam dai derivadas. O Coulomb é simplesmente o produto
das unidades Ampere e segundo.

2.2.2 Densidade linear de corrente

A densidade linear de corrente de conveccao é definida como o produto da
densidade superficial de carga elétrica pela velocidade v. Pode-se facilmente
verificar que sua unidade e o C/ms que é o A/m.

k = oV (85)

Da mesma forma, a integral de linha da densidade de corrente k fornece como
resultado a corrente total que atravessa essa linha. Matematicamente, isto pode
ser escrito como:

=] Kk-(nxdl) (86)
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Em (86), o produto vetorial nxdl d4 como resultado um vetor com magnitude dl
na direcdo normal ao contorno C. O unitario n € o vetor unitario normal a
superficie S por onde flui a densidade de corrente k.

2.2.3 Corrente linear ou filiforme

E definida como o produto da densidade linear de carga elétrica pela velocidade
v. Pode-se facilmente verificar que sua unidade é o C/s que é o A.

= AV (87)
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A corrente | € obviamente o modulo de i (I=]i]).
2.2.4 Distribuicoes de correntes expressas como densidade superficial
de corrente

De forma analoga as distribuicdes de carga, as distribuicOes de corrente também

podem ser expressas como uma distribuicdo superficial com a ajuda da funcéo
delta de Dirac.

Densidade linear:

)(r) =o(u,v)3(W—wo)V., (88)

ou
J(r) =k(u,v)s(w-w,) . (89)
Corrente linear:
J(r) =A(w)d(u—u,)d(v—V,)V. (90)
ou
J(r) =1(w)d(u—uy)d(v—V,). (91)
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Corrente Total

A corrente total pode ser definida como a taxa de variacao da carga elétrica em
relacdo ao tempo. Para verificar esta afirmacao, seja

dq=pdv =pdl -ds

U

—=pa-d5=pv-d5=j-ds

A integral de superficie de ambos os lados da equacdo anterior fornece como
resultado para o segundo membro a corrente total | que atravessa essa superficie
e para o primeiro membro a carga total que a atravessa por unidade de tempo.

dQ
i (93)

Exercicios sugeridos: 2.2.1,2.2.3 e 2.2.5.

2.3 - EquacoOes Constitutivas

O campo eletromagnético se caracteriza por quatro funcdes vetorialis,
dependentes da posicdo e do tempo: o campo elétrico E, a densidade de fluxo
elétrico D, o campo magnetico H, e a densidade de fluxo magnético B. As leis
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basicas do campo eletromagnético sdo as equacoes de Maxwell que relacionam

esses quatro vetores. E é o campo elétrico (V/m)
VxE+0B/ot=0 B é a densidade de fluxo magnético (Wb/m? = Vs/ m?) (94)
V-D=p D é a densidade de fluxo elétrico (C/m?) (95)
H é o campo magnético (A/m)
J é a densidade de corrente elétrica (A/m?) (96)
p € densidade volumar de carga elétrica (C/m?3) (97)

VxH =j+0D/ct
V-B=0

onde p e j sdo as densidades de carga e corrente. Sob certas condigoes (que serdo
abordadas mais adiante), essas quatro equactes sdo validas para qualquer meio
onde exista o campo eletromagnético. As unidades das quantidades acima no
Sistema Internacional séo: E = V/m; B > T = Wb/m? = Vs/m?, D = C/ m?

H-> Am; j >A/m?

Existem outras relacdes entre os campos, denominadas de relagGes constitutivas,
que variam de um meio a outro, conforme sua constituicao.

D=D(E), B=B(H) e j=)(E) (98)
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Os meios materiais podem ser divididos segundo suas caracteristicas em
condutores, dielétricos, magneéticos e semi-condutores de acordo com a
importéancia dos fendbmenos fisicos da conducado, polarizacdo, magnetizacao ou
se a conducdo e a polarizacao sdo da mesma ordem de grandeza.

Diz-se ainda que um meio € linear quando suas caracteristicas fisicas (&(r), u(r)

e i(r) ou g(r)) sdo Independentes da intensidade do campo aplicado. Se essas
caracteristicas dependem da orientacdo dos campos, entdo o meio é dito ser
anisotropico, caso contrario ele € isotropico. Se ainda essas caracteristicas
dependem da posicdo, 0 meio € dito ser ndo-homogéneo. Caso contrario ele é
homogéneo. Embora essas caracteristicas possam variar com o tempo em alguns
casos, no decorrer deste curso essa variacdo nao sera considerada. Em geral
pode-se escrever:

D= Z(r) -E (99)

B =p(r)-H (100)

j=2(r)-E (101)
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Se 0 meio é isotropico, 0s parametros constitutivos sao escalares e as relacoes

acima reduzem a:
D =¢(r)E
B=pu(rH

J=nMr)E

Problemas sugeridos: 2.3.1a2.3.4¢e 2.3.6

2.4 - A Lel de Gauss

(102)
(103)
(104)

A lei de Gauss estabelece que o fluxo liquido que deixa a superficie s € igual a

carga total no interior de s.

{005~ []] oo

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — Ano 2002

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos

(105)




Esta equacdo pode facilmente ser deduzida a partir da Eqg. (95), V-D=p,

empregando o teorema da divergéncia. A lei de Gauss pode também ser reescrita
para as diversas distribuicOes de carga:

ﬁsD-ds ='[ch5' (106)
ﬁsD-ds :ikdl (107)

Se se conhece a distribuicdo de carga, é possivel determinar E ou D através da
lei de Gauss?

Exercicio: Prove a lei de Gauss, considerando uma carga pontual Q centrada na
origem do sistema de coordenadas. Sabemos que a densidade de fluxo
D = [Q/4nr?] r. Considere duas superficies: a) rs = ro e b) s = 1.

Problemas sugeridos: 2.4.2a2.4.4e2.4.6
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2.5- AlLeide Ampere Generalizada

A lei de Ampere generalizada estabelece que a integral do campo magnético H
ao longo de um percurso fechado C da como resultado a corrente total envolvida
por C.

§CH-dI:ILj-ds+§ILD-ds (109)

C

Esta equacdo pode facilmente ser deduzida a partir da Eq. (96), VxH=j+dD/ét,
empregando o teorema de Stokes. Pode-se também aplicar o principio de
superposicado linear, isto &, se Hi € o campo magnético devido a |;, entdo para o

campo magnético resultante, H = ZiHi ~devido a todas as correntes l;, pode-se
escrever:

fH-di=3"1, (110)
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Exercicio: Prove a lei de Ampere considerando uma linha de corrente i=lz
centrada na origem do sistema de coordenadas. Sabemos que o campo magnético
devido a este filamento ¢ H = [I/2np] a.. Considere dois percursos fechados: a)
Ps = po € b) ps = pu.

Problemas sugeridos: 2.4.6, 2.4.9, 2.5.2 e 2.5.12.

2.6 - A Leide Gauss do Magnetismo
A forma integral da lei de Gauss do magnetismo,

{}B-ds=0 (111)

exprime matematicamente a verificacdo de que as linhas do vetor densidade de
fluxo magnetico B sédo fechadas, ou seja, seu fluxo através de qualquer superficie
fechada é nulo. Esta equacdo exprime desta forma a inexisténcia de um
monopolo magnético, que seria o0 analogo da carga elétrica.

A Eqg. (111) pode facilmente ser obtida atraves da Eg. (97) e o teorema da
divergéncia.

Problemas sugeridos: 2.6.3 e 2.6.5
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2.7 - A Lei de Faraday da Inducao

Essa lei pode facilmente ser obtida a partir da Eq. (94), VxE+0dB/ét=0, e do
Teorema de Stokes. Ela estabelece que a forca eletromotriz induzida ao longo de
um percurso fechado é igual ao negativo da taxa de variacdo do fluxo magnético
em relacao ao tempo.

§CE~dI=—%_[LB-ds (112)

B(r, t + dt) B, dB/at B, aB/at

4
ﬁ dB/aBlat  la
B k| T ool LN

(a)

Fig. 2.7.1
69

Exercicio: a) Qual o significado fisico da Lei de Faraday? b) O que ocorre se 0
fluxo estiver aumentando com o tempo? E se ele estiver diminuindo com o

tempo?

Problemas sugeridos: 2.7.1; 2.7.3;2.7.4e 2.7.6
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Resumo:

o
:fCE-dI:—EJLB-dS
§CH.d|:j.;J-ds+§jLD.ds
ﬁsB-ds:O

onde: E- campo elétrico (V/m);
D - densidade de fluxo elétrico (C/m2);
H - campo magnético (A/m);
B- densidade de fluxo magnético (Tesla=Weber/m:);
J - densidade de corrente (A/m2);

p - densidade volumar de carga elétrica (C/ms)

Equacdes Constitutivas

D=¢(r)-E
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B = p(r)-H

j=a(r) E

onde (r) - tensor permissividade elétrica (F/m);

3(r) - tensor permeabilidade magnética (H/m);

A(r) - tensor condutividade elétrica (S/m).

2.8 - Forcade Lorentz

Como se comporta uma carga em repouso ou em movimento na presenca de um
campo eletromagnetico? Com as equacOes vistas até agora ndo € possivel
responder essa pergunta. A resposta exige o conhecimento de uma lei de forcas,
a qual é independente das equacdes de Maxwell e equacdes constitutivas.

f=pE+jxB (N/md)
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onde todas as grandezas sdo funcbes do ponto (x,y,z) e da variavel tempo. O
vetor f é a densidade volumar da forca de Lorentz, dada no SI em N/m3. As
parcelas

f.=pE (121)
e
f, =jxB (122)

recebem, respectivamente, os nomes de densidade volumar de forca elétrica e
densidade volumar de forca magnetica.

A forca total F que o campo eletromagnetico exerce sobre uma distribuicdo de
cargas p e correntes j numa regido espacial de volume V pode facilmente ser
obtida integrando-se a Eq. (120):

F=[[[ (PE+jxB)dv (123)

Essa é a forma integral da forca de Lorentz e suas parcelas, as integrais das
densidades dadas pelas Egs. (121) e (122), sdo respectivamente a parte elétrica e
a parte magnética da forca de Lorentz, Fe e Fm.
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F. = [[[ pEdv
szﬂijde

Ex.. Considere uma carga puntiforme g, movendo-se com velocidade v num
certo referencial e submetida a um campo elétrico E(r,t) e a uma inducéo
magnética B(r,t). Se r’ é a posi¢do instantanea da particula, vém:

p=0d(r—r) e J=pv=0d(r—r)v(r.,t) (124)
Logo, a forca de Lorentz é:

F=[[[ @(r—r )E(rt)+gd(r—r )v(r t)xB(rt))v (125)

F=qE(r',t)+qv(r,t)xB(r',t) (126)
Problemas sugeridos: 2.8.3; 2.8.5; 2.8.7; 2.8.9 e 2.8.15.

2.9 - Condicoes de Interface (Passagem) entre dois Meios
Diferentes

Aplicando a Lei de Gauss: Para determinar as condicOes de passagem do
componente normal da densidade de fluxo elétrico sobre a interface de separacéo
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entre dois meios, com caracteristicas (A1, w1, €1) € (A2, u2, ), onde A; e A, Sd0
finitos, considere a figura a seguir.

Nesta Figura, observe que a normal n esta dirigida do meio 1 para 0 meio 2.
Aplicando a lei de Gauss, Eg. (127), ao elemento de cilindro da Figura,
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ﬁD'dS=IﬂVPdV, (127)

obtém-se;

”D ds+”D ds+”D ds = mpdv (128)

No limite de Ah - 0, onde b é a densidade média na superficie lateral, isto €:

AII!rDO(D AS, +D-As, +D. As,at)—Alllqm0 (pAsAh) (129)

a terceira integral e Ag anulam-se. Observando que nz=n = -ny, obtém-se:
n-(D,-D,)=0 (130)

Observe que a Eqg. (130) estabelece que os componentes normais da densidade
de fluxo elétrico sdo continuos ao longo da interface de separacdo dos dois
meios considerados, mesmo havendo uma distribuicao volumar de carga
elétrica.

No caso de haver uma distribuicao superficial de carga,
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a Eq. (129) pode ser reescrita como:

lim(D-As, +D-As, +D-4s,,) = lim (cAs)

Ah—0 Ah—0

ou simplesmente,

n-(D,-D,)=0c
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A Eq. (132), por outro lado, estabelce que se ha uma distribuic&o superficial de
carga elétrica sobre a interface de separacao entre os dois meios, entdo 0S
componentes normais de D, Dn1 € Dnp, S80 descontinuos por uma guantidade

igual a o.

As Egs. (130) e (132) mostram também que os componentes normais do campo
elétrico sdo descontinuos ao longo da interface de dois meios com diferentes
valores de permissividade eletrica.

As condicOes de passagem para a densidade de fluxo magneético B, podem ser
deduzidas de maneira analoga. Assim, a partir da lei de Gauss para o
magnetismo, Eq. (133),

ﬁSB-ds:O (133)

obtém-se facilmente que

n-(B,-B.)=0 (134)

A Eq. (134) estabelece que 0s componentes normais de B sdo sempre continuos
na passagem de um meio 1 para outro meio 2 com condicdes (A;, w1, 1) € (Ax,
L, £2), onde A; e A sao finitos.
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2.10 - Aplicando a Lei de Ampere

As condicOes de passagem do componente tangencial do campo magnético sobre
a interface de separacdo entre dois meios com caracteristicas (A1, w1, €1) e (A2,
L2, €2), onde A1 e A, sdo finitos,

AC’

podem ser determinadas considerando-se a figura anterior e aplicando a lei de
Ampere ao circuito fechado AC’.

Assim, aplicando a lei de Ampere,
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§CH'dI:ij'ds+§jLD’dS=Ai+§LD-ds

ao percurso fechado AC’, obtém-se:

jH dI+_[H dI+J'H dl = HJ ds+—HD s’

Al Al, Al

No limite de Aliac = 0, isto €:

lim (H,-AlL+H,-AL+<H > Al,at)—— lim (<j>-nxIAlAl, +<%D> nxIAlAl, )

AI| t—)O 2 Allat —0

: (137)
obtém-se:

l-(H,—H,) =0 (138)

nx(H,-H,)=0 (139)

A Eq. (138) (ou (139)) estabelece que 0s componentes tangenciais da
intensidade de campo magnético sao continuos na interface de separacao entre
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0s dois meios, mesmo na presenca de uma densidade superficial de corrente
elétrica j.

Se ha uma densidade linear k fluindo sobre a interface, entdo a quantidade
Ai=K-(nxDAl=1-(kxn)Al e as Egs. (138) e (139) sdo respectivamente
transformadas em:

l-(H,—H,)=1-(kxn) (140)

nx(H,—H,) =k . (141)

Ambas equacdes acima, estabelecem que na presenca de uma densidade linear
de corrente k sobre a interface de separacao entre os dols meios, 0S
componentes tangenciais de H sao descontinuos por essa mesma quantidade.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — Ano 2002

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos




A Tabela abaixo, resume as condicOes de interface entre os dois meios com
caracteristicas (A1, ui, €1) € (A2, w2, €2), onde A; e A» sdo finitos.

Equacdes de Maxwell Condicoes de Interface
V-D=p n-(D,-D)=c
VxE+dB/ét=0 nx(E,—E,)=0
V-B=0 n-(B,-B,)=0

VxH =j+0dD/ot nx(H,-H,) =k
V-j=-0p/ct 0c

n'(jz'jl):_a

A Eq. da continuidade, V-j=-0p/ét, conduz a condicéo de interface:

0C

n-Gp-0) == (147)

de uma forma similar a condicdo obtida com a lei de Gauss. Essa equacéo diz
que se [J1[>]j2|, entdo a quantidade de carga por unidade de area e por unidade de
tempo que chega a interface proveniente do meio 1 € maior do que aquela que
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sai através do meio 2. Como a carga nao desaparece, lei da conservacio de
carga, entdo deve haver um acumulo de carga por unidade de tempo que deve ser
positiva (Fig. b abaixo).
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l4

iz l""
I aalat > 0
Py v

T~

s !
(b}
Problemas sugeridos: 2.10.1 a 2.10.3, 2.10.7 e 2.10.8.

2.11 - A Conservacao de Carga
Aplicando a operacéo divergéncia a ambos os lados da equacao de Maxwell,

VxH=j+aD/ét. (148)

obtém-se:
V- (VxH)=V-j+0oV-D/ot=0 (149)
ou simplesmente,

V-j=-0dp/ét. (150)
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A Eq. (150) é a forma diferencial da equacao da continuidade. A forma integral
pode ser obtida integrando ambos os lados por uma integral de volume e
aplicando o teorema da divergéncia. Ou alternativamente, podemos considerar a
Eq. (148) e integra-la através de uma superficie fechada:

a(ﬁ D-ds)

£§V><H-ds=£§j-ds+ =0

(152)

A equacao (152) mostra que para a corrente estar fluindo de dentro para fora da
superficie (1>0), a carga no interior da mesma deve estar diminuindo com o
tempo (dg/dt < 0), e vice-versa.

A equacdo da continuidade exprime um dos principios basicos da fisica, que € 0

da conservacdo da carga elétrica: a carga elétrica ndo pode ser criada nem
destruida.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — Ano 2002

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos




2.12 - A Conservacao de Energia

A segunda equacdo de conservacdo pode ser obtida através dos seguintes
desenvolvimentos:

H-VxE=-H-(6B/at) (153)
E-VxH=E-(j+D/a) (154)

Subtraindo (154) de (153), obtém-se:
H-VxE-E-VxH=-H-(6B/ot)—E- j—E-(6D/ét) . (155)
O lado esquerdo de (155) pode ser reescrito se se usa a identidade vetorial,

V- (ExH)=H-VxE-E-VxH_ (156)
fornecendo:
V-(ExH)=-H-(cB/ot)-E-j—E-(cD/at). (157)

Uma vez que as propriedades constitutivas ndao dependem do tempo, pode-se
escrever

E-(0D/ét) = cE - (CE/ot) =%s§(E-E) =%§(E-D), (158)
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O mesmo pode ser feito para H-(0B/aot). Assim, a Eq.(157) pode ser reescrita
como:

10 -

oW
V-P+E+u:0, (160)

onde P = ExH é o vetor de Poynting, w = (E'D + H'B)/2 é a densidade de

energia armazenada nos campos elétrico e magnético e u = E'J representa as
perdas por unidade de volume por efeito Joule. A equacédo (160) é conhecida
como a forma diferencial do teorema de Poynting ou de Poynting-Heaviside.

A forma integral pode ser facilmente obtida, integrando ambos os lados num
volume V e aplicando o teorema da divergéncia ao primeiro membro:

j&jp.dﬁg [[[wave [[fusv=o (161)

ou simplesmente,

0
CDP+5W+U=O (162)
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Se 0 meio € ndo dissipativo, isto €, com condutividade nula, entdo u = 0 e a
equacao (160) reduz a:

ow
V-P+E=O. (163)

Essa equacao e muito semelhante a equacao da continuidade,

. 0p _
V-]+E—O (164)

a qual representa conservacdo de carga. Logo, pode-se inferir que a Eq. (163)
representa a conservacao da energia em meios ndo dissipativos e na auséncia de
fontes. O fluxo de poténcia que deixa 0 ponto é igual a taxa de diminuicdo da
energia em relacéo ao tempo.
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3. Eletrostatica

3.1 As Equacdes Fundamentais da Eletrostatica

As equacoes fundamentais da eletrodindmica sao:

VxE+0oB/ot =0 (164) VxH-0D/ot =] (165)
V-D=p (166) V-B=0 (167)
D=¢(r)-E  (168) B=u(r)-H  (169) i=nn-E  (170)
f =pE+jxB (171)
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Se em todo o espaco, consideramos a completa inexisténcia de fontes e
constancia no tempo de todas as grandezas, isto € d/ct=0, isto nos conduzira a
solucao trivial (todos os campos serao nulos).

Se em todo 0 espaco, considerarmos as seguintes condicoes:

1) Todas as grandezas eletromagnéticas sao constantes no tempo; (172)
i) Nao existem correntes elétricas, j = 0. (173)
temos:
VxE=0 (174) VxH=0 (175)
V-D=p (176) V-B=0 (177)
D=o(r)-E (178)] B=p(r)-H (179)
f =pE (180) fn=0 (181)
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As condicoes (172) — (173) separam completamente as equacdes fundamentais
(165-171) em dois grupos distintos, o da esquerda, que s6 contém 0s vetores
elétricos, e o da direita, gue so envolve os magnéticos. A solucao das equacoes a
direita, uma vez que inexiste j em todo 0 espaco e 0S campos Sdo invariantes
com o tempo, e trivial e, portanto ndo nos interessa. O conjunto de equacdes a
esquerda apresenta solucdo ndo trivial. As equacOes deste conjunto sao as
equacOes fundamentais da eletrostatica, as quais sdo reapresentadas abaixo
juntamente com as condi¢cdes de interface, onde o0 meio é considerado
homogéneo.

VxE=0 (182)
V-E=ple (183)
f.=pE (184)
nx(E,—E)=0 (185)
n-(,E,—¢E)=0c (186)

Observe que nestas condicOes, o problema fica inteiramente determinado pelo
campo elétrico E, chamada campo eletrostatico.
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3.2 O Potencial Escalar Elétrico

A equacdo (182) mostra que o campo eletrostatico é irrotacional. Essa equacéo,
com a ajuda da identidade vetorial

Vx (V) =0 (187)

permite-nos introduzir uma funcao escalar de ponto ¢(r), definida implicitamente
por meio de

=-Vo. (188)

A funcdo ¢(r) € o potencial escalar eletrostatico. Observe que o potencial €
determinado a menos de uma constante aditiva. Realmente, se

¢=0+C, (189)

onde C é uma constante, ¢’ deve estar relacionada ao campo eletrostatico para
fazer jus ao nome de potencial eletrostatico. Assim,

E'=-V¢'. (190)
Isto nos da, imediatamente,
E=-V¢'=—V(p+C)=-Vp=E. (191)
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Como sabemos, sao as equacdes de Maxwell que sdo os postulados da teoria
eletromagnética, sO nos € proibido alterar as grandezas que nelas aparecem.
Logo, os dois potenciais ddo origem ao mesmo campo eletrostatico e portanto
sdo ambos validos. A constante C é irrelevante, ela € denominada de calibre e

¢’¢ obtido através de ¢ por uma transformacao de calibre.

Ainda assim, e interessante ter o potencial no ponto. Isto é possivel se
especificamos qual é a constante C, isto e, especificamos um referencial.

Normalmente, ha duas definicoes:
$(c0) =0 —> Fisica
d(terra) =0 —> Eng. Elétrica

Diferenca de Potencial

Dado o potencial num ponto, o campo eletrostatico esta univocamente
determinado. O problema inverso, isto e, a determinacdo do potencial se se
conhece o0 campo eletrostatico, pode ser resolvido fazendo uma integracéo

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — UFMG

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos



curvilinea da equacao (188) ao longo de uma curva C que ligue dois pontos P, e
P,

IE-dlz—jvq)-dl:—jdq)_ (192)

ou
O(P,) —9(P) = - j E-dl (193)

Observe que o membro da esquerda da a diferenca de potencial entre os dois
pontos. O fato de ser impossivel determinar o potencial num ponto a partir da
expressdo do campo eletrostatico, mas sim a diferenca de potenciais entre dois
pontos, € a consequéncia Obvia da arbitrariedade da constante aditiva na
transformacéao de calibre (189). Isto €

o(P,) =~ [E-di +o(R) (194)

da o potencial no ponto P, a menos do potencial em P;. Se o ponto P; é
deslocado para o infinito, e o potencial no infinito seja nulo, entéo
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o(r) =—[E-dl (195)

A expressao (195) é particular, enquanto (193) é geral!

Significado Fisico do Potencial Eletrostatico
A forca que o campo eletrostatico exerce sobre uma carga pontual €

F,=qE . (196)

Logo, o trabalho elementar realizado por um agente externo contra o campo
eletrostatico, para deslocar a particula com velocidade constante ao longo de um
elemento de arco dl, é

dW =—F -dl = —qE-dlI (197)

Logo, para desloca-la entre dois pontos P, e P,, o trabalho é

(198)
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ou

W= Q[d)(Pz) - (I)(Pl)] : (199)

Essa equacdo nos mostra que a diferenca de potencial da o trabalho que um
agente externo deve realizar sobre uma particula puntiforme de carga unitaria
para leva-la, com velocidade constante, contra o campo eletrostatico, do ponto
P, ao ponto P,.

O trabalho sera positivo se o potencial em P, for maior que em P;. Isto significa
que o agente externo deve fornecer trabalho ao sistema carga-campo. Caso
contrario, 0 agente externo recebera energia do campo eletrostatico. Se o agente
externo desloca a carga por um percurso fechado, P, = P, e da equacdo (199)
concluimos que o trabalho é nulo, isto €:

JE-di=0 (200)

C

Ou seja, 0 campo eletrostatico € conservativo.

Podemos resumir os resultados que acabamos de obter:
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1) O campo eletrostatico é irrotacional,;

i) O campo eletrostatico € potencial,

i) O trabalho elementar do campo eletrostatico € uma diferenca exata;
Iv) O trabalho do campo eletrostatico independe da trajetoria.

Como ao campo elétrico em geral e ao eletrostatico em particular se aplica o
principio da superposicao linear, é facil mostrar ao potencial eletrostatico vale o
mesmo principio, isto &,

=S E =Y (V) =-VY 0=V (201)
ou

0= 0 (202)
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3.3 O Potencial Eletrostatico Devido a Distribuicdes de Carga

3.3.1 Carga Pontual

O campo eletrostatico devido a uma carga pontual na origem do sistema de

referéncias, num meio ilimitado de permissividade elétrica €, pode ser facilmente
calculado com o auxilio da lei de Gauss. Isto conduz a seguinte expresséo:

1 9
E(r)= o 1 (203)

Como ndo ha cargas no infinito, podemos considerar ai o potencial nulo. Com
essa condicao,

o(r) = jE dl = —j(——r) dr_——j dr =——1_ (204)

drer

Se a carga nao esta na origem do sistema de referéncia, entdo a distancia entre a
carga, posicionada em r’ e o ponto de observagdao ou de campo r € R = | r-r’|,
dado pela expressao:

R = \/(x XV +(y-y) +(z-2") = \/rz —2rr'cos(r,r') +r? (205)
Logo, substituindo r na equacao (204) por R, obtemos:
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o(r) = : (206)

4Tc8R 47t8|r r'l

3.3.2 Densidade Volumétrica de Carga
Se a distribuicao de cargas se estende continuamente a uma regido do espaco de
volume V, com densidade p(r’), seja o elemento de volume dV’ em torno do
ponto, a carga dq’= p(r’)dV’. Assim, a equacao (206) reduz-se a

dv'
g _ P
o) = 47‘CSR " Ane lr—r'|"

(207)

Pelo principio da superposi¢cdo, o potencial num ponto P, devido a toda a
distribuicao de cargas no volume V é:

v
6(r) = m m 4fcg|)r_r-| . (208)

3.3.3 Densidade Superficial de Carga

De modo analogo ao caso anterior, para uma distribuicdo o(r’) distribuido
uniformemente sobre uma superficie S, temos:

1 ¢dg" 1 ¢po(r)dS
¢(r)_4n8g R _4ngg lr—r| - (209)
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3.3.4 Densidade Linear de Carga

De modo analogo aos dois casos anteriores, para uma distribuicdo linear A(r’)
temos:

dg’ A(rt)dl
ol )_47128‘” 4nsj|r—r| (210)

Obviamente, se a distribuicdo for em parte volumar, superficial e linear e,
mesmo em parte puntiforme, o potencial por ela criado é a soma das
contribuicdes individuais:

1 “dV' NdS' e A(r)dl!
o0 = T e 2 o 2 (211)

|r—r| g |r—r| C|r—r| lr—r.||

Observe que nesta equacao, p(r’) ¢ estritamente uma distribuicdo volumar.
Obviamente, poderiamos dizer que esta equacdo € idéntica a equacao (208) se
considerarmos que qualquer distribuicdo pode ser escrita como sendo uma
distribuicdo volumar com a ajuda das funcoes delta de Dirac.

Exercicio: Mostre que distribuicbes finitas volumeétricas e superficiais o
observador medira sempre um potencial finito e que por outro lado, o potencial
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nao sera definido sobre distribuicdes de cargas, mesmo que finitas e limitadas, se
concentradas em linhas ou pontos. (Paginas 131a 133).

3.4 O Campo Devido a Distribuicbes de Carga

De posse do potencial escalar eletrostatico de uma distribuicdo genérica de
cargas, podemos agora determinar a expressdo equivalente do campo
eletrostatico aplicando a equacdo E=-V¢. Assim, podemos escrever as

seguintes expressoes:
_ | . | | 1 | | 1 l_
| B et o o vt v
E(r) = e

e | 1
RN

(212)

L } pode ser facilmente calculado. Essa expressdo pode ser

r=r]

Entretanto, o {v

dada por:
(213)
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Substituindo-a em (212), temos

mp(r dV+jjc(r)

1 |
"0 (214)
Tte —

+ A(r'". '

_ Zq.( ')|r—r'|3

Na equacdo (214), os vetores unitarios que aparecem devem permanecer dentro
do integrando. Somente é possivel retira-los quando estes estdo no sistema de
coordenadas cartesianas.

_ds'+ j A(r')

Se a distribuicdo de cargas se reduzir a uma Unica carga pontual, entdo, na
origem r’=0, a lei de Coulomb se reduzira a sua forma mais simples:

1 f
E(r) = 277 (215)
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3.5 O potencial e Campo de um Dipolo

+H+++E+ - - - -
-ttt -

Fig. (a) Fig. (b)

O potencial devido a um dipolo bipuntiforme, g = -q" e onde g é o médulo total
de cada carga, Fig. (b), pode ser dado por:

1 1 1
¢(r) = 4—%0‘{7 - r—j (216)

+ —
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A
g P
r.
q+
r
112
y e r
I |-
>
112
.

Se considerarmos o dipolo sobre o eixo z, conforme figura acima, a
expressao dada pela equacao (216) torna-se:

¢(r)—1q1—l—lq[ 1 J
4z, ‘F—E/Z‘ ‘I’+€/2‘ 4re \/I’Z—I’-€+f2/4 \/r2+r.g+g2/4 (217)

ou

p(r) =— q( . - . J
Artey \r2—rlcos@+ (%14 Jr2+rlcos@+¢%/4 (218)
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#(r) = 3[ = - L j
Azeo V\N1—f- 01T+ 02 14r%  N1+f-£/r+02/4r2 (219)

Lembrando que o desenvolvimento em série de Taylor para pequenos
argumentos é:
1 :1_1)(4_&)(2_1.3—.5)(3 ]'BJ 4_...
Aix 2 2.4 246 2468 (220)

tem-se que:
{1—%(—?%”+€2/4r2)+§(—f-€/r+€2/4r2)2 —}

1 q
¢(r) = = g
e 1 —{1—%(?-6”+€2/4r2)+§(f-£/r+62/4r2)2 —} (221)

J

Se considerarmos apenas a primeira ordem nao-nula da aproximacgéao acima,

o)== (222)

Arg, 1 _47z50 r
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onde p=g4 ¢ o0 momento de dipolo elétrico.

Se 0 observador esta distante do dipolo, ele ndo pode saber se o potencial é
devido a um dipolo bipuntiforme ou se consiste de uma distribuicdo mais
complexa, com as mesmas caracteristicas globais de carga total nula e momento
elétrico p (Fig. b, anterior).

O dipolo puntiforme ou dipolo elementar € aquele em que o seu momento é
definido como sendo limite, quando o modulo das cargas do dipolo bipuntiforme
tende a infinito e a disténcia entre elas tende a zero:

p=imas (223)
g—>
Esta definicdo permite-nos escrever a forma exata da Eq. (222), isto é:
__1pf
o= (224)

Em coordenadas esféricas,
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1 cosd
P

g(r,0) = A 2 (225)

e, T

Observe que o potencial é positivo no semi-espaco superior (z > Q) e negativo no
semi-espaco inferior (z < 0), o que € natural, pois o observador esta mais
proximo da carga positiva do que da negativa.

Se o dipolo ndo esta na origem do sistema de referéncia, entéo,

p(r') =limaq(r)e(r) (226)
e 0 potencial é entdo dado por:
n_ 1 p(r)-(r-r)
P(r, r') = 47z, ‘r E (227)

O campo elétrico devido a um dipolo pode ser calculado repetindo os mesmos
passos na determinacdo do potencial. Esses calculos sdo apresentados no livro
texto, aqui nos contentamos com o resultado final. Assim, para um dipolo na
origem do sistema de coordenadas,
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1 3(p-Nr-p
| (228)

E(N=7

Se o dipolo ndo esta na origem do sistema, obtemos:

E(r,r'): 1 3p(r')'(r_rl)(r_r-)_ p(r')

Are, ‘r_ r'° ‘I’-I"g (229)
Ty E
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O campo elétrico € maximo no eixo do dipolo e minimo no plano equatorial.

3.6 Equacéao de Poisson para o Potencial Escalar

Para se obter a equacdo de Poisson, considere a equacdo de Maxwell da
divergéncia da densidade de fluxo elétrico para meios homogéneos:

V-D=V-(¢E)=p (230)
Logo, podemos escrever:
V-E=ple (231)

Substituindo o campo eletrostatico pelo negativo do gradiente do potencial
escalar, temos:

V- (-Vg)=ple (232)

Como a divergéncia do gradiente de um escalar € o laplaciano desse escalar,
entao:

Vio=—ple (233)
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Esta equacdo é conhecida como equacdo de Poisson para o potencial
eletrostatico. Nos pontos onde a densidade volumétrica de carga é nula, p = 0,
ela se transforma na equacéo de Laplace ou equacdo harmonica:

V=0 (234)

Quando p = 0, o campo eletrostatico aléem de ser irrotacional, € também
solenoidal, o que leva o potencial ser harmonico.

Exercicio: Mostre que o potencial devido a uma distribuicdo volumeétrica de
carga € solucdo da equacédo de Poisson. (sugestdo: vide pag. 159 e 160 do livro
texto).

p(r)dV'
)=
o(r) J‘-\[J. Ame |r—r'|
3.7 Condutores em Condicdes Eletrostaticas
Em condicOes eletrostaticas, a densidade de corrente j € nula em todo ponto.
Logo, da lei de Ohm pontual,

j=AE=0 (235)
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e portanto o campo elétrico no interior de um meio condutor € nulo. Assim, as
cargas elétricas, ndo podendo se mover, sao distribuidas de tal forma a anular o
campo elétrico no interior do meio condutor.

Da equacéo,
V-E=ple, (236)

nos da imediatamente que a densidade volumetrica também é nula. Isto €, ndo ha
cargas no interior de um condutor em condicdes eletrostaticas. Se distribuirmos
certa quantidade de carga no interior de um condutor, haverd uma corrente
transitoria por um curto periodo de tempo. Durante este periodo, a carga €
distribuida na superficie, e apos este periodo transitorio, a corrente, 0 campo
elétrico e a carga serdo nulos no interior do condutor.
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Capacitancia
Dado dois corpos condutores, separados por um meio dielétrico, considere que 0
condutor C; tenha uma carga total positiva Q e que o condutor C, tenha uma
carga igual e negativa. Ndo existem outras cargas presentes, e a carga total do
sistema é nula.

A capacitancia deste sistema de dois condutores é definida como sendo a razéo
entre 0 modulo da carga total em um dos condutores e a diferenca de potencial V
entre eles.

C=Q/V, (237)
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ﬁ eE.ds
S

—IE.dI ’

C= (238)

3.8 Meétodo das Imagens

Esse método consiste em substituir o problema de “distribuicdo de cargas mais
superficies de contorno” por outro “distribuicdes de cargas — as mesmas que
antes, chamadas de cargas reais — mais outra distribuicao de cargas — as cargas
Imagens”.

Seja uma particula puntiforme de carga q situada diante de um plano condutor
ilimitado no vacuo (Fig. abaixo). O problema consiste em determinar, num ponto
P, o potencial devido a carga real g na presenca do plano condutor ilimitado. Por
ser ilimitado, o potencial do plano deve ser nulo.

O potencial no semi-espaco abaixo do plano condutor € nulo, pois o condutor
blinda essa regido da influéncia da carga real g. O potencial no ponto P, gue nos
interessa, esta no semi-espaco superior.
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Pela simetria do problema, o potencial ndo varia com o angulo azimutal. Assim,
a forma e a posicdo da carga imagem devem ser tails que preserve essa
caracteristica fisica. Assim, vamos considerar que a carga imagem seja pontual
com carga g e esta localizada em r”” ao longo da perpendicular ao plano que
passa pela carga real.

O potencial em P, devido a carga real e sua imagem e€:
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11 q q
)=
Ar) 47zg£r-r’ +r—r"]’ (239)

ou em funcéo dos unitarios,

1 of q°
SRy (\/rz 2E P 2 E ] (240)
Sobre o plano, o potencial é nulo, logo:
gl
s\ r21r?2 fr2er? ) (241)
Como o denominador é positivo, logo:
qq <0, (242)

Isto € a carga imagem g~ deve ter sinal oposto a carga real g. De (241),
podemos escrever:

(q°=q"* ) +(q°r"*~q"*r* ) =0, (243)

0

Como r € a distancia a origem de um ponto arbitrario do plano condutor,
significa que as parcelas devem se anular uma a uma, isto é:
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q*=q"* (244)

o r =gt (245)
Pela equacao (242), a Unica solucéo de (244) ¢

q =—q. (246)
Com isto, a equacao (245) nos da imediatamente que

r=—r, (247)

As duas ultimas equacbes mostram que a carga imagem é a propria imagem
especular da carga real ao condutor plano. Assim, o potencial em qualquer ponto
P, situado no semi-espac;o superior é:

1 1
0 ( -l ] (249)

1 .| r-r r+r
E(r)=4ﬂgQ( T ,3] (249)

A forca eletrostatica que o plano condutor exerce sobre a carga real pode ser
facilmente calculada como sendo a forga que sobre esta exerce a carga imagem:
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I S K AP S
Are (¥ +17)° 167 7 ° (250)

3.9 Dielétricos em CondicOes Eletrostaticas

Do ponto de vista eletrostatico, os meios podem ser separados em trés tipos
fundamentalmente diferentes:

Vacuo Condutores Dielétricos
E=E&p E=& > &
A=0 A>0 A=0

Na discussdo do comportamento dos meios isolantes, ou dielétricos, convém
introduzirmos o vetor polarizacdo, ou simplesmente polarizacdo, definido
COmo:

P=D-¢E (251)
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onde a polarizacdo tem a mesma unidade da densidade de fluxo elétrico (C/m?).
Essa definicdo ndo se restringe a eletrostatica. Ela é geral.

Da Eq. (251), vemos que a polarizacdo € uma grandeza vetorial funcao do
ponto (e do tempo, em geral) e € diretamente ligada a existéncia, no ponto,
de um meio dielétrico, pois € nula tanto no vacuo quanto nos meios

condutores, onde D =gyE. Nos meios condutores, mesmo quando a
permissividade é diferente da do vacuo, a polarizacdo é nula pois E = 0, e
consequentemente D = 0.

Aplicando a divergéncia a Eq. P=D-¢,E, podemos escrever:

V-P=V.-D-g,V-E (252)
ou

V-E=(p-V-P)lg, (253)

Essa equacdo mostra que, num ponto de um dielétrico, a divergéncia do campo
elétrico difere, pela parcela —V-P/¢,, da divergéncia do campo que haveria nesse

ponto se ai houvesse a mesma fonte p mas se 0 meio fosse o vacuo. Pelas suas
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dimensdes, podemos imaginar que tal parcela decorra de uma distribuicao
volumar de cargas de densidade:

Tal densidade € denominada de densidade volumar de cargas de polarizacao.
Assim, a equacao (253), com essa defini¢ao, pode ser reescrita como:

Por outro lado, sabemos que para meios homogéneos,

Assim, comparando as duas equacdes (255) e (256), podemos fazer a devida
alteracdo na equacao de Poisson para o potencial escalar, substituindo p/e por
(p+pp)/eo. Isto é:

Observe que a equacéo (258) € valida para quaisquer tipos de meios (homogéneo
Ou n&o, isotropico ou anisotropico), pois a caracteristica g, € constante.
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A solucao da equacdo (258), pode ser obtida a partir da solucao da equacao
(257):

_ 1 e p(r)aVv’
o) =5 j{j i (259)
Susbtituindo nesta equagao p/e por (p+pp)/eo, Obtemos imediatamente
_ L e p(F) +pe ()
o= j{j ey OV (260)

Obviamente que as duas expressdes sdo validas para o potencial num meio
dielétrico. Comparando-as, observamos que no potencial devido a equacéo
(259), a presenca do meio dielétrico em relagdo ao vacuo manifesta-se
multiplicativamente, pelo fator 1/e =1/Kg,, para algum K. No potencial dado por
(260), a presenca do meio se manifesta aditivamente. A sua primeira parcela e o
potencial, no vacuo, devido a uma distribuicdo p,e a segunda parcela € o
potencial, também no vacuo, devido a uma distribuicdo adicional p,, ligada
diretamente a existéncia do material dielétrico.

As condicdes de interface entre meios podem também ser facilmente deduzidas.
Relembrando as condicdes de interface para 0s componentes normais de D:
h-(D,-D)=o0. (261)
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Ou
n-(e,E,-¢E)=0,
Assim, da definicao de P, podemos escrever:
P, =D, —¢,E,
P,=D,-¢,E,
Subtraindo (263) de (264), obtemos:
P,-P,=(D,-D,)—¢,(E,-E,)
Multiplicando ambos os lados pelo unitario normal:
A-(E,-E,) =[A-(D,-D,)-A-(P,-P)]/¢,
Ou,
A-(E,-E,)=[c—nA-(P,-P)]/g,

Definindo a densidade superficial de carga de polarizacdo como
G, = —N-(P,-P,)

Obtemos,
n-(E,-E)= |_O'+O'pJ/80
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Outra vez transformamos uma expressdo multiplicativa - Eq. (262) — numa
aditiva — Eq. ( 269). Essa equacdo mostra que o salto no valor do campo
elétrico ao passar a fronteira entre os dois meios de permissividades diferentes,
causa, no observador, o mesmo efeito que causaria uma quantidade adicional
de cargas distribuida nessa superficie fronteirica se ela estivesse no vacuo.

Havendo uma distribuicdo superficial de carga de polarizacdo, o potencial
eletrostatico pode ser escrito a partir da Eg. (260) como sendo

_ 1 p(r) +pe(r') 1 o(r)+o,(r') (o
o) = 47ie, w |r—r| v 4nso-g |r—r| 93 (270)
ou
_ () =VPIE) 1 ppo(r)—n(r) - (P (r) —Pi(r')) (o
o) = 4me, JI-“ |r—r| v+ 4rme, 'g |r—r| - (271)
ou
O(r) = oo (r) + ¢ (r) . (272)

onde
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(r) (r)
00(1) = ml‘; AV Hlf S (273)

<|>p(r)=47380j{j‘vp(f')deﬁgoﬂ Nr):- (B(r) =R {r) gg (274)

|r—r| |r—r|

E possivel mostrar que este Gltimo potencial é igual a (veja livro texto, pags. 213
a 215):

p (1) = — [[[ 2L gy (275)

Ame, °% |r— r|

Substituindo as equacdes (273) e (275) em (272) e englobando a densidade
superficial de carga de (273) na densidade volumétrica, temos:

No estudo de dipolos, encontramos que o potencial devido a um dipolo
puntiforme, no vacuo, é dado pela Eq. (227), a qual é repetida abaixo:
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Se a distribuicdo desses dipolos for continua, o potencial criado num ponto por
um dipolo elementar €

1 dp(r)-(r-r")

de(r,r') = ;|- rl‘g (278)
Integrando em todo o volume, temos:
6 1 dp(r')-(r-r')
¢(r’ r ) - 472'6‘0 I\J;I ‘r ) r,‘s (279)

Comparando esta expressao com o segundo termo do lado direito de (276),
vemos que, se fizermos P(r*)dV’=dp(r’), isto €
_dp(r')

P="r (280)

0 potencial escalar de polarizacdo (276) coincidird com o potencial de uma
distribuicdo continua de dipolos ao longo do volume ocupado pelo dielétrico.
Concluimos entdo que a existéncia de um dielétrico material equivale, para o
observador do potencial, a existéncia de uma distribuicdo continua de dipolos
elementares, com um momento de dipolo na unidade de volume que envolve um
ponto igual ao vetor polarizacao nesse ponto.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — UFMG

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos



Por serem as cargas de polarizacao volumares e superficiais integrantes de uma
distribuicdo de dipolos, e por ser nula a carga total de uma distribuicao de
dipolos, concluimos gque deve ser nula a carga total de polarizacéo.

T

00000
|

Se o meio for linear, a Eq. (251) mostra que a relacdo entre o vetor polarizacéo e
0 campo elétrico também sera linear:

P=D-¢,E=(e—¢y)E (281)
Alguns autores costumam escrever a equagdo acima como sendo
P=1E, (282)

outros a transformam em
P=Kk.E, (283)
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As definicdo sao portanto:
Xe =€~ &, (284)
kK.=¢elg,—1, (285)

onde x. € a susceptibilidade elétrica e k. € a constante dielétrica. A razéo

entre a permissividade elétrica do meio pela permissividade do vacuo, é
denominada de permissividade relativa, isto é:

g'=¢g =¢lg,, (286)

Observe que a equacao (283) so exige que 0 meio seja linear. Logo ele pode ser
homogéneo ou ndo homogéneo, isotropico ou anisotropico. Neste ultimo caso,
Xe, Ko € € podem ser tensores!

3.10 Energia Eletrostatica

No capitulo anterior, definimos a densidade de energia eletromagnética como
sendo:

1
WEE(E-D+H-B)_ (287)
Num ponto onde ha somente campo elétrico, a densidade de energia elétrica
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w,=ED, (288)

A energia eletrostatica total contida numa regido V € simplesmente a integral de
volume dessa densidade,

E possivel mostrar que a energia eletrostatica total também pode ser dada por:

Isto €, a energia pode ser dada em termos do potencial escalar e da densidade
volumar de carga elétrica.

Se ha n cargas pontuais, entdo a densidade volumar pode ser dada por

P:iQiS(r_ri), (291)

e a energia [Eq. (290)] se escreve:

l n
W, :Eéqi(l)i : (292)
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onde ¢, =¢;(r;) € o potencial no ponto r; devido a todas as n cargas do conjunto, a
excecao da propria carga g;.
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4. Magnetostatica

4.1 As Equacbes Fundamentais da Magnetostatica

As equacoes fundamentais da eletrodindmica sao:

VxE+0dB/ot =0 (293) VxH-0D/ot =] (294)
V.-D=p (295) V-B=0 (296)
D=e(r)-E (297) B=p()-H (208) Jj=m(r)-E  (299)
f =pE+jxB (300)
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Na eletrostatica, impusemos a condi¢do de completa inexisténcia de correntes e

constancia no tempo de todas as grandezas, isto é 9/6t=0, VVamos agora incluir
na discussao as correntes elétricas, mantendo, no entanto, a constancia temporal
de todas as grandezas eletromagnéticas. Assim, as equacOes fundamentais da
magnetostatica podem ser obtidas considerando a seguinte condicao:

Se em todo 0 espaco, considerarmos as seguintes condicoes:
1) Todas as grandezas eletromagnéticas sao constantes no tempo. (301)
Isto nos conduz ao conjunto de equacoes:

VxE =0 (302) VxH=j (303)
V-D=p (304)|  V:B=0 (305)
D=e(r)-E (306) B =p(r)-H (307)

j=AE (308)

f.=pE (309) fo=10xB (310)
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Observe que, a primeira vista, aqui ndo ocorre a completa separacdo dos campos
elétrico e magnético, formando dois conjuntos independentes. Isto porque agora
a lei de Ohm liga E a j, e J, por sua vez, determina H ( e B). Veremos no estudo
de condutores em condicOes magnetostaticas que a lei de Ohm nao acopla os
campos, pois, o campo elétrico que nela aparece ndo pode ser 0 mesmo campo
coulombiano, irrotacional (Eg. (302)). Assim, 0s dois campos continuam
independentes. O campo eletrostatico continua sendo oriundo da distribuicao de
carga constante p e 0 campo magnetostatico provém somente das correntes de
densidade constante j. Por isso sdo independentes as duas parcelas da forca de
Lorentz, a elétrica e a magnética.

Assim, as equacbes fundamentais da magnetostatica juntamente com as
condicOes de interface sao:

VxH =j (311)
V-B=0 (312)
Ax(H,—H,) =k (313)

A-(B,-B,)=0 (314)
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B = h(r)-H (315)

fm = _] x B (316)
Se 0 meio for homogéneo e isotrépico, o conjunto acima pode ser simplificado:
VxB=yj (317)
V-B=0 (318)
B, B
Ax(=2——1)=k
Mo My el
h-(B,-B,)=0 (320)
B=uH (321)
fn =1xB (322)

4.2 O Potencial Vetor de Distribuicdes de Correntes
Comparando as equacdes de Maxwell da eletrostatica e da magnetostatica,

Eletrostatica Magnetostatica
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VxE =0 (irrotacional) (323) VxH =] (rotacional) (324)

V-D=p (ndo solenoidal)  (325) V-B =0 (solenoidal) (326)

vemos que os dois conjuntos diferem fundamentalmente entre si no que se refere
as relacOes dos vetores campo com suas respectivas fontes. O campo
eletrostatico € irrotacional, mas nao solenoidal, enguanto que exatamente o
contrario se da com o magnetostatico. Consequentemente ndo pode haver um
potencial escalar magnético valido em todo o espaco, mas apenas nas regides em
que a densidade de corrente é nula. Entretanto, como a divergéncia da densidade
de fluxo é nula, V-B=0, e sabendo-se que a divergéncia do rotacional de
qualquer campo vetorial é nulo, podemos entdo definir implicitamente o
potencial vetor magnético como

B=VxA (Unidade de A > Wb/m ou T.m) (327)

Como a divergéncia de B é nula ndo s6 na magnetostatica, o potencial vetor,

diferentemente do potencial escalar ¢, permanece ligado a densidade de fluxo
magnetico pela equacao (327) ao longo da eletrodinédmica.

Se integrarmos ambos os lados da Eq. (327) por uma integral de superficie
aberta, obtemos, apos aplicar o Teorema de Stokes:
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S C

Havendo simetria, esta equacdo pode ser Gtil na determinacdo explicita do
potencial vetor magnético quando se conhece B.

Assim como o potencial escalar é definido a menos de uma constante, 0
potencial vetor magnético é também indeterminado, porém a arbitrariedade é
todo gradiente de uma funcao escalar do ponto. Realmente, seja a transformacao
de calibre:

A'=A+Vy. (329)

As densidades de fluxo magnético B=VxA e B'=VxA' sdo idénticas, pois 0
rotacional do gradiente de qualquer funcédo escalar € nulo. Assim, B=B’, e 0
potencial vetor é definido entdo, a menos do gradiente de uma funcéo escalar.

Contrariamente ao que foi feito com o potencial escalar elétrico, ao potencial
vetor é impossivel associar qualquer significado fisico. Ele é, portanto, apenas
uma grandeza matematica que nos permite resolver determinados problemas de
forma mais facil. Como a indeterminacdo no potencial escalar elétrico era
bastante restrita, apenas uma constante, bastava-nos impor o valor do potencial
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num Unico ponto do espaco para que ele se tornasse univoco em todos 0S
demais. No caso do potencial vetor magnético, essa liberdade é muito maior,

pois temos a nossa disposicdo uma funcao vetorial irrotacional (grad ). Vamos
usar esta liberdade para impor, alem da constante de normalizacdo que ainda
poderemos escolher, a condicao de que o potencial vetor seja solenoidal:

V-A=0 (330)
Esta é a condicdo de calibre de Coulomb ou solenoidal. Essa condicdo imp0e ao
potencial A’:

0=V-A'=V-(A+Vy)=0+V’y = V¢ =0 (331)

A Eg. (331) nos mostra que agora a funcdo escalar y(r), antes totalmente
arbitraria, deva agora restringir-se as fun¢des harmonicas.

Se considerarmos os meios homogéneos, Vu=0, a lei de Ampere pontual da
magnetostatica é:

VxH =] = VxB =y, (332)
ou

Vx(VxA) =pj = V(V-A) -V*A=yj, (333)
Lembrando a condic¢do de Coulomb, temos:
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VEA=-1. (334)

Essa € a equacéo de Poisson para o potencial vetor, valida na magnetostatica.
Em coordenadas cartesianas, a equacao vetorial (334), pode ser transformada em
trés equacoes escalares:

VA =-n,,  V°A, =-pj, e VA, =-pj, (335)
Se lembrarmos da solucdo da equacdo de Poisson para o potencial escalar
elétrico:

Vip=-ple =  &(r)= 471&% (T8 ‘(: _)fv (336)

obtemos Imediatamente a solucdo para cada componente do potencial vetor
magnético, gue em forma vetorial torna-se:

VA= = AD= L] ‘Trr_)‘j',v

(337)

Essa expressao justifica o porqué do nome dado a condicdo (div A = 0) como
condicdo de Coulomb: o potencial vetor que obtivemos a partir desta condicéo
tem, com as correntes, exatamente a mesma relacao analitica coulombiana que o
potencial escalar tem com as cargas.
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Se ha varias distribuicOes de correntes, a expressdo do potencial vetor A,
semelhantemente ao potencial escalar, torna-se:

V' kS
= mj(r) il ey o~ | (338)

Pode-se verificar que o potencial vetor e finito para distribuicdes finitas de
corrente situadas em volumes e em superficies de extensdo limitada, bem como
atravessara distribuicOes superficiais de corrente sem sofrer descontinuidades.
Entretanto, o potencial vetor ndo sera definido sobre distribuicbes de correntes
filiformes (r = r’), mesmo quando finitas e limitadas.

Condicoes de Interface
Considere a continuidade da componente normal de B:

h-(B,-B,)=0 = NA-(VxA,-VxA)=0. (339)
A descontinuidade do componente tangencial de H:
hx(H,-H,)=k = ﬁx(iVxAz—iVxAl)zk_ (340)

U, Ly
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Com a condicdo de Coulomb, a componente normal do potencial vetor é sempre
continua, isto é:

n-(A,-A)=0, (341)
Por outro lado, a componente tangencial acusa a diferenca de permeabilidade
magnética dos meios, mediante a condicéo:

. 1 1

nX(u_zAz_u_lAl)_o . (342)
Assim, as equacoes (339) a (342) dao as condicoes de interface para as derivadas
normal e tangencial e para os componentes normal e tangencial do potencial
vetor A. Além dessas condicdes, podemos também impor a normalizacéo

A(ro) = Ag, uma vez gue o potencial vetor ndo tem significado fisico.

4.3 O Campo de uma Distribuicao de Correntes

Para determinar a densidade de fluxo magnético, B, podemos simplesmente
tomar a Eq. (337),

)V
AO= 4[] ’Trr_)r, | (343)

e calcular o rotacional de ambos os lados:
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™
B(r):WA(r):ij{jVX‘:(_r),‘dv’ (344)

Para simplificar a expressdo no interior da integral, considere a identidade
vetorial Vx(fv) =V xv+fVxv aplicada a Eq. (344):

B(r) =VxA(r) = jﬂ{ [‘r Irij(r')+‘r_1r.‘ij(r') av' (345)

Se observarmos que j(r’) nao depende das variaveis de V e que o gradiente de
1/|r-r’| € dado por

1 r—r
Y -
[\r—r-\] F-rf 4

a Eq. (344) reduz-se a:
I
B(r)=4—*;j£jj<r)x‘

r—r|

sdV', (347)

A Eq. (347) é a famosa Lei de Biot-Savart. Ela permite calcular a densidade de
fluxo magnético B se conhecemos a densidade de corrente j(r’).
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O campo magnético H é obviamente obtido multiplicando a expressdo (347)
pela permeabilidade magnética do meio.

wa—MW)

- I" e (348)

Observe gue a expressdo (347) apresenta varias semelhancas com a expressao da
Lei de Coulomb para o campo elétrico:

1 W F=r .
=0 =4 ot >‘rr_ sV (349)

A grande diferenca é o produto vetorial necessario na Eq. (347) para garantir a
natureza vetorial da densidade de fluxo magnético B. Por outro lado, a expresséao
(348) apresenta semelhangas com a densidade de fluxo elétrico D(r):

DM~—MM)

dVv'

- r‘ . (350)
De forma semelhante ao caso do potencial escalar e potencial vetor magnético,
na presenca de varias distribuicbes de corrente, podemos expressa-las em termos
da densidade volumar com a ajuda das funcdes delta de Dirac e obter a
correspondente expressao para 0s campos B ou H. Assim, na presenca de
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distribuicdes volumares, superficiais e filamentares de corrente, podemos
escrever:

B(r)=-— [mJ(r) P dV'+Hk(r \r_r\ ds'+|id| r- r3] i)
€

L |0 e
H(r)—%MfJ(r) P dV+ﬂk(r) r‘ dS+'id' — r?l. (352)

)

4.4 O Potencial e o Campo de uma Espira
Nesta secdo discutiremos o analogo do dipolo elétrico — a espira magnética.
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Seja V o volume de uma regido limitada, ocupada por uma distribuicao de
correntes de densidade j(r’). Se r’ € o vetor posicao, em relacdo a uma origem
O, de um elemento de volume dV’, definimos 0 momento de dipolo magnético,
ou simplesmente momento magnético da distribuicdo por meio de

_ % [ j i ydv (353)

dado no SI em A.m?. O fator % é adotado nesta expressdo por conveniéncia. O
momento magnetico é a definicdo mais semelhante, a menos deste fator, possivel
de ser feita do momento de dipolo elétrico:

p= ][ re(r)dv' (354)
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Se transladamos a origem do sistema de referéncia de O para O (veja figura
anterior), 0 momento de dipolo magnético sera

SlraEav (355)

Por outro lado, sendo o elemento de volume e a densidade de corrente em O
iguais aos respectivosem O e

r=r-o, (356)
obtemos apos fazer as devidas substitui¢cdes em (355):

1 . . .1 e ., O - .

m =§J{j(r -0)x j(r')dv =§wr>q(r )dV —Eij(r yav" (357)

A primeira integral do lado direito é exatamente igual ao momento magnetico
dado em (353). A segunda integral se anula para correntes fechadas como
podemos facilmente verificar. Assim,

m=m, (358)
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Este resultado nos diz que, se as correntes de uma distribuicdo sdo fechadas,
como se da na magnetostatica, o momento de dipolo magnético é uma
caracteristica que dispensa a especificacdo da origem.

j, dl’, ds'

Da-se 0 nome de dipolo magnético a distribuicdo que tem nula a integral da
corrente, mas ndo-nulo o momento de dipolo magnético. Assim como no dipolo
elétrico bipuntiforme, que envolve apenas duas cargas puntiformes, &€ a mais
simples distribuicdo bipolar de cargas, uma espira de correntes, por envolver
uma unica corrente linear, € a distribuicdo fechada mais simples a constituir um
dipolo magnético. Neste caso, 0 momento de dipolo magnético devido a uma
espira de corrente €
r'xdl"
=l (359)
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O integrando da equacéo anterior é na verdade a area dS’ do tridngulo que tem r’
e dI’ como dois de seus lados. Logo,

m=1S, (360)

onde S ¢ a area orientada de qualquer superficie S que tenha a linha de corrente
C como fronteira orientada.

Podemos definir de forma analoga ao dipolo elétrico elementar, a espira
magnética puntiforme ou elementar, de modo que, no limite
W= 1 (361)

| >0

0 momento magnético permaneca finito. Também de forma analoga ao caso
elétrico, se a distribuicdo nédo se encontra na origem,
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m(r) = lim 1()S(r") (362)

l—00

O calculo do potencial vetor e dos campos magneéticos para uma espira é uma
tarefa muito mais dificil do que foi para o caso do dipolo elétrico. Assim, vamos
nos contentar aqui em fornecer a expressao para o potencial vetor magneético
valido para pontos distantes do dipolo magnético que se encontra sobre a origem
do sistema de referéncia (veja Fig. abaixo).

nwmxr
A(r)=—
®) A r?

(363)
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Deducédo detalhada pode ser encontrada no livro Eletrodindmica Classica do
Jackson.

No caso do dipolo ndo se encontrar na origem do sistema de referéncia, a
expressao (363) torna-se:

_ o m(rt)x(r-r')
A(r)—47c T (364)

Observe que as equacdes (363) e (364) sdo muito semelhantes as analogas do
caso eletrostatica:
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() =— (365)

_ 1 p(r)-(r-r)
e ‘r - r'f (366)

A equacdo (363) pode ser reescrita, para m=m Z, como:
_po_sin(marf) .  p _sin(®) .
AN = 47 m r? *= 41 m r’ *. (367)

A densidade de fluxo magneético B para o dipolo na origem do sistema de
referéncia pode ser obtida tomando o rotacional da equacdo (367) em
coordenadas esféricas. Fazendo-se isto obtemos

2cos(0)f +sin(0)0
- (0) : (0) | (368)

Se observarmos que 0 unitario na direcdo z em coordenadas esféricas se
transforma em

5 = cos(0)F —sin(0)0 . (369)
e gue m=m 2, a equacao (368) pode ser escrita como:

B(r;:0) =
(r;6) 41 r
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B(r;0) = 4&: 3(m

Essa equacdo é semelhante a equacao para o campo eletrostatico obtida para o
dipolo elétrico:
1 3(p-Nr-p

: (371)

e ‘r‘

-P)f-m
3 (370)

E(r)= 2

As linhas do campo magnético de uma espira puntiforme sao iguais as linhas do
campo elétrico da Fig. dada a seguir.
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Logo, se o dipolo nédo esta na origem do sistema, obtemos:

o p3m@)-(r-r) .. m(r)
B(r,r)-mi o (r-r') r-r'3]’ (372)
a qual também é semelhante ao caso da eletrostatica:
o 1 |3p(r)-(r-r), .\ p(r)
E(r,r)4ng{ rorT (r-r") r_r'3:| (373)

A densidade de fluxo magneético € maxima no eixo do dipolo e minima no plano
equatorial, onde ela é antiparalela ao momento magnético.

ntﬂlmlﬁ-ﬂ
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4.5 Meios Magnéticos em CondicOes Estaticas

Os meios magnéticos sao aqueles que de alguma forma interagem com o campo
magnético. Nao ha no magnetismo, materiais cujos comportamentos sejam
essencialmente distintos, como € o caso, na eletricidade, dos condutores e
dielétricos. Isso se deve ao fato de ndo haver monopolos magnéticos, o qual,
como correspondente da carga livre, poderia (ou nado) se deslocar sob a
influéncia de campos magnéticos externos, criar ‘correntes magnéticas’, formar
densidades superficiais, etc., e assim classificar os meios onde isso se desse
como os analogos dos condutores. As equacbes constitutivas (B=uH, D=cE
J=AE) demonstram este fato. A equacao B=puH é andloga a D=¢cE, mas j=AE esta
desemparelhada, pois néo existe a analoga j,=AmB.

A correspondéncia que existe para 0 meio magnético é o dielétrico. Porém, essa
correspondéncia nédo é total. Como sabemos a permissividade dos dielétricos é
maior do que a do vacuo ( € > g, ). Ja nos meios magnéticos, a permeabilidade
pode ser maior ou igual (i >, = ou < ). Nos meios em que p > p, ocorre, Sao
denominados de paramagnéticos, e aqueles em que n < pySao denominados de
diamagnéticos. Os materiais em que p >> g sS40 denominados de
ferromagneticos, eles sdo uma classe especial de materiais paramagnéticos.
Outro fato, interessante € que a excecdo dos materiais ferromagnéticos, as
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propriedades magnéticas sdo muito mais fracas que as elétricas. A
permeabilidade desses meios diferem muito pouco da do vacuo. Mesmo em
cristais, onde ¢ deve ser tratado como um tensor, 0 p pode quase sempre ser
confundido com 0 .

O vetor magnetizacao ou polarizacdo magnética é definido como sendo:

B

=—-H
Ho ' (374)

A dimensdo do vetor magnetizacdo é portanto A/m. Vale ressaltar que esta
definicdo é geral, aplicavel quer os campos sejam estaticos ou ndo. No vacuo, o
vetor magnetizacdo € nulo, entretanto, em meios magnéticos isotropicos, ele
pode ser paralelo (u > o) ou antiparalelo (u < py) a0 campo magnético,
enquanto nos meios dielétricos a polarizacao € sempre paralela.

De forma analoga a eletrostatica, € possivel usar o vetor magnetizacdo para
caracterizar aditivamente os efeitos do material magnético. Para isso, considere a
lei de Ampere pontual para a magnetostatica:

VxB=p,(J+VxM), (375)
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Como vxMtem a mesma dimensdo de j, ele é definido como densidade de
corrente magnetica j,, isto é:

Jn=VxM, (376)
AsSsIm,
VxB=p,(j+]n). (377)

De forma analoga ao estudo dos dielétricos, a consideracdo de VxB=u,(j+]j,) no
lugar de VxB=yj, conduz a seguinte alteracdo na equacao de Poisson:

VEA=—p, (i +) . (378)
no lugar de
VA=, (379)

Como sabemos a solucéo para (379),
e )
A0= [T eV, (380)

e facil encontrar a solucdo para (378), substituindo j por j+j, € p por .
Fazendo-se isto, obtemos
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A(r) = Z,L:c w () +J,(r') av' (381)

r-r

Observe que na equacdo (380), a presenca do meio se manifesta atraves da

grandeza multiplicativa u, e que em (381) esta mesma presenca se manifesta
mediante a parcela aditiva j.

De nossa experiéncia prévia, como a descontinuidade do campo magnético
tangencial ndo depende do meio, mas apenas da existéncia de correntes
superficiais,

Ax(H,—H,) =k, (382)
e como a inducdo magnética sofre um salto devido aos dois fatores,
B, B
Aix(=2-21) =k
Ho th ’ (383)

entdo a magnetizacdo M serd descontinua; esta descontinuidade dever-se-a,
apenas, @ mudanca abrupta nas propriedades magnéticas de dois meios vizinhos,
e serd indiferente a existéncia ou ndo de distribuicdes de correntes livres nessa
fronteira. Realmente, escrevendo a equacao de definicdo da magnetizacéo para
dois meios,
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M, =—-H,
n (384)
e
BZ
M,=—=-H, (385)
Ho
fazendo a subtracdo da primeira desta Gltima, obtemos:
B, B
MZ_Ml =—2-—- HZ_Hl
Ho Mo ( ). (386)
Multiplicando essa equacéo vetorialmente pelo unitario normal, temos
5 . ,B, B, .
nx(Mz_Ml):nX(_z'_l)'nX(Hz_Hl), (387)
Ho Ho
ou
Nx (B, —B;) =p,(k+nx (M, —M,)) =p,(k+K,), (388)
onde,
K, =nx(M,-M,) (389)

e a densidade linear de corrente de magnetizacdo. Diferentemente da equacéo
(383), a equacao (388) apresenta aditivamente as duas diferentes causas do salto
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na componente tangencial da densidade de fluxo magnético: a existéncia de
correntes superficiais e a variacao abrupta na permeabilidade do meio (segunda
parcela).

De forma analoga ao meio dielétrico, podemos mostrar que o potencial vetor
magneético pode ser dado como sendo

A(r) = Mo m ‘J(r Zl:t m M(r') x(r - r)dv (390)

r-rf
A equacao acima nos permite relacionar a magnetizacdo num ponto do meio
com 0 momento magnético da unidade de volume que contém esse ponto.
Adaptando o potencial vetor devido ao momento magnético elementar dm de um
dipolo elementar (eq. (364)), podemos escrever:

oA () - L AME=(1)
T

(391)

Integrando esta equacdo percebemos imediatamente que ela € idéntica a segunda
parcela de (390) se fizermos

_dm
VA (392)
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Essa equacéo é analoga ao vetor polarizacéo P,

dp
P=3v (393)
Concluimos assim que a existéncia de um meio magnético equivale, para o
observador da densidade de fluxo magnético, a existéncia de uma distribuicao
continua de dipolos magnéticos elementares, com um momento de dipolo
magnético por unidade de volume circundante do ponto iqgual ao vetor
magnetizacao neste ponto.

Podemos observar uma completa analogia entre os pares de equacoes abaixo:

VxH=] (394)
com

VxM=j. (395)
e (396)

Ax(H,—H,) =Kk (397)
com

Ax (M, —M,) =K. _ (398)
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Se definirmos

B,=VxA,, (399)
entao
B Bo ([ | M) x(r-r') |\
0= 421l P | (400)
E possivel mostrar que a partir desta equacio se chega a
Mo (ff M()-(r-r')
.-+ 2 [ MOy | (o)
ou simplesmente
Bm(r) - MOM _vd)m ) (402)
onde a grandeza
_ Mo M(r')-(r-r') ..,
on= o (403)

damos 0 nome de potencial escalar de magnetizacdo. A equacéo (402) nos diz
gue a inducdo magnetostatica criada num ponto do espaco por uma distribuicao
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de dipolos magnetostaticos elementares € a soma do vetor magnetizacio no
ponto, com 0 gradiente negativo do potencial escalar de magnetizacdo nesse

ponto.

A densidade de fluxo magnético total, criada num ponto do espaco por
distribuicOes de correntes livres e por distribuicoes de correntes de magnetizacio
€ asoma

B(N) = 2= JJf itr)

r—r'

- r,‘a dV'+pM(r) - Ve, (r) (404)

Se considerarmos a equacao de defini¢cdo do vetor magnetizacao,

1 1
M= (-~ 0B, (405)
podemos introduzir a suscetibilidade magnética do meio,
211
K =T (406)

AssIim,
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M=x.B. (407)
Definimos também a permeabilidade magnética relativa como

0
My =
Mo * (408)

4.6 Condutores em Condicbes Magnetostaticas

Na magnetostatica, 0s campos elétricos que criam as correntes sdo nao
coulombianos. Eles ndo sao irrotacionais, ndo se exprimem como o gradiente de
um escalar, ndo sdo conservativos, ndo tém circulacédo nula. Do ponto de vista da
teoria de Maxwell, visdo macroscopica, eles ndo tém origem elétrica, mas sim
quimica, o que os tornam “estranhos” a teoria macroscopica.

Para verificarmos essas caracteristicas, suponha que 0s dizeres acima estdo
errados e gque 0 campo que origina as correntes estacionarias sdo irrotacionais.
Assim, podemos escrever para a forca eletromotriz induzida,

E:iE-dI:O = E=0 (409)
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Se substituirmos na integral a lei de Ohm pontual, obtemos

1. 1. .
£=ixj-dlzo N £=ixjd|=0 = j=0 (410)

Pela equacdo (410), vemos ser impossivel a existéncia de uma corrente
estacionaria originada com um campo irrotacional. Isto contraria obviamente
todos os dados experimentais disponiveis, que comprovam cotidianamente a
existéncia de correntes de conducdo constantes no tempo. O erro consiste em
supormos que, em condicdes estaticas, as correntes de conducéo se originam do
mesmo campo eletrostatico coulombiano que aparece nas equacdes de Maxwell
para a magnetostatica (Eqgs. 302 - 310).

Isto pode ser exemplificado: Se ligarmos cada extremidade de um fio condutor
a cada uma das placas de um capacitor com diferenca de potencial inicialmente
constante, havera uma corrente elétrica fluindo através do fio. Essa corrente se
deve ao transporte de cargas elétricas que estdo sendo retiradas de uma das
placas e depositadas na outra, durante o processo transiente que busca o
equilibrio eletrostatico. Em conseqliéncia, a diferenca de potencial entre as
placas vai diminuindo a medida que a corrente flui. Isto transforma o campo do
capacitor, inicialmente eletrostatico, em variavel com o tempo, 0 que contraria a
hipotese de que ele seja permanentemente estatico.
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Portanto, os campos elétricos que originam as correntes estacionarias ndo sao
campos eletrostaticos. Para diferencia-los claramente dos campos coulombianos,
chamamo-los de campos aplicados ou campos estranhos:

E,=j/\ onde j é estacionario. (411)

A circulacio do campo aplicado,
£, = iEa -dl (412)

damos o nome de forca eletromotriz aplicada, forca eletromotriz estranha ou
quando ndo ha risco de confusdo, simplesmente forca eletromotriz. A fonte de
uma forca eletromotriz aplicada é qualquer dispositivo (p.ex.: pilha
eletroquimica) que mantenha uma diferenca de potencial constante entre dois
pontos do espaco.

Convem pois explicitar na lei de Ohm pontual os dois tipos de campos:
j=ME+E,). (413)
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Como na magnetostatica s existe a segunda parcela (E,), fica agora claro que 0s
campos elétricos e magnéticos estdo, na magnetostatica, completamente
desacoplados.

Quando se especificam os dois campos (E e E,), isto €, 0 campo eletrostatico e 0
campo aplicado, a densidade de poténcia dissipada em cada ponto do condutor
pelo efeito joule é:

u=Jj-(E+E,). (414)
Integrando no volume ambos os lados dessa equacao temos:
U= ][ i-Edv'+|[[j-E.dv'=~][[ j- vaodv'+[[ j-E,dv" (415)
V V \Y Vv
Substituindo a identidade vetorial
J VO =—0OV.J+V-(D])=V- (D)), (416)

obtemos quando as correntes sao solenoidais
U:—ﬁqaj-d5'+ﬂjj-5adV' (417)
V
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ou como o volume envolve todo o meio condutor, a densidade de corrente é nula
ao longo da fronteira S. Assim, como era de se esperar a poténcia dissipada se
deve somente ao campo aplicado, que € o unico responsavel pela corrente
estacionaria.

U =g/jj-EadV'. (418)

4.7 A Energia Magnetostatica

Abordamos a seguir os aspectos da energia de interacdo de correntes
estacionarias com campos magnetostaticos. Consideramos inicialmente a
densidade de energia eletromagnetica:

1 1
W:EE-D+§H-B (419)

Como ha na magnetostatica, semelhantemente ao que ocorre na eletrostatica,
completa separacdo dos campos elétricos e magneticos, podemos considerar
Isoladamente a segunda parcela da densidade de energia:

1
Wy, =5 H-B (420)

a qual é constante no tempo. Se V. denotar o volume do espaco inteiro, a
energia magnetostatica total sera:
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Substituindo B na equacao (421) pelo rotacional de A, temos

1
ZE-‘;-[:“H.VXAdV (422)

O integrando dessa equacdo pode ser transformado considerando a identidade
vetorial V-(AxH)=H-VxA-A-VxH, Fazendo-se isto, temos

—Hj[H .VxAdV[d M[v (AxH)+A-VxHV (423)

ou
1 1 .
:EJ;/[;[V-(AXH)dV+§J;£[A-jdV (424)

A segunda integral pode ser avaliada sem nenhum problema, uma vez que o
potencial vetor é finito e continuo sobre distribuicbes volumares e superficiais
limitadas. Entretanto, na primeira integral ja vimos que sobre distribuicbes
superficiais o campo H sobre a descontinuidade nx(H,-H;) =k. Assim, a
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primeira integral, no caso de haver distribuicdes superficiais (veja figura) pode
ser escrita como:

_[”V'(AXH)CIV= ﬁ(AXH)-dS+ ﬁ(Ax H)-dS

Sint Sext

(425)

A superficie Sext e a superficie que borda o infinito. Sobre esta superficie o
integrando € nulo pois, no limite de R tendendo para infinito, o integrando é
proporcional a R [ R'R“R* = R™"]. Assim, a equacdo (425), reduz-se a

g_[v-(AxH)dV:ﬁ(AxH)-dg’ (426)

Sint

onde a superficie S, conforme a figura, é uma superficie fechada que recobre
qualquer superficie S onde haja distribuicbes superficiais de correntes.
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Desmembrando a integral Sint nas devidas parcelas conforme figura anterior,
temos:

jvﬂv-(AxH)dvzg(Alel)-d§l+jsj(A2tz)-d§2 (427)

ou
jvﬁv-(Ax H)dV=_g(Al «H,)-ndS, —jsj(A2 < H,)-AdS, (428)

se observarmos que S; e S, tém 0 mesmo unitario normal com sinal invertido
(S =nSe S,=-nS). A equacao (428) pode ser transformada se consideramos a
propriedade (AxH)-h=A-(Hxn)=-A-(xH).

jvﬂv-(AxH)dvz—ijAl-(ﬁle)dS+ijA2 (A x H,)dS (429)

ou
jvﬂv-(AxH)dvszjA-[ﬁx(Hz-Hl)]dszLjA-kds_ (430)

Substituindo esta equacdo em (424) e incorporando a j as eventuais densidades
lineares k, ficamos com
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1 )
W, =EJVJJA-JdV, (431)

a qual nos fornece a energia magnética total de todo o espaco em funcdo do
potencial vetor e da densidade de corrente de distribuicdes limitadas. Essa
equacao e semelhante aguela obtida para a energia eletrostatica:

1
W, =2 [ ij dpdV (432)

Indutancia

Se consideramos n condutores, podemos escrever para o potencial vetor A,
criado no elemento de volume dV;, por todas correntes do conjunto de n
condutores

JdV,

_ Mo N
A

Assim, a energia magnetostatica para este sistema é

W, = %Zjﬂ A 3idv; (434)

Vi

izlquu (433)

Se substituirmos a expressao de Al,
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WSS T havay,

i=1l j=1 v,

(435)

Esta € a energia magnetostatica total nos condutores, em termos das correntes

que neles fluem. Para simplificar a aparéncia desta equacéo, sejam:

1) A corrente total Ii que flui pelo condutor i dada por

|, = [[Ji-ds i=1..,n.
i) Oterlmo
L, = 4n 0 mﬂ —dVdV =L,

Assim, podemos escrever a energia na forma:

ZZLU 1y,

i=l =1

(436)

(437)

(438)

A expressdo (437) e a definicdo de indutancia ou coeficientes de inducéo.
Quando i=j, temos a indutancia propria ou auto-indutancia; quando i é diferente
de j, temos a indutancia matua. Este parametro, como no caso da capacitancia e
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da resisténcia depende somente da geometria do material e de suas propriedades
fisicas. No caso de haver somente um condutor, a expressao (438) se resume a:

1
W, =>LI°, (439)

4.8 Forca Magnetostatica
Da expressao de densidade de forca eletromagnética, de Lorentz,

f=pE+jxB, (440)
reduz na magnetostatica a

fn=1xB. (441)
A parte magnética da forca de Lorentz e, pois, a forca magnetostatica,

Fm ZJIIJXBdV (442)

Se as correntes forem lineares, além de fechadas elas serdo também uniformes
(eq. da continuidade). Para essas correntes,

F = IideB. (443)
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Para uma particula puntiforme de carga g, dotada de velocidade v num meio com
uma densidade de fluxo magnético B, a parte magnética da forca de Lorentz € a
segunda parcela da equacéo (440):

F.=qvxB, (444)
A lei de Biot-Savart,

B(r) = “mj(r)x

nos dd o campo B num ponto r, devido a uma distribuicdo de corrente j num
volume V. Substituindo essa expressdao na equacao (442), € possivel achar a
forca magnetostatica que uma distribuicdo de correntes j’=j(r’), de um volume
V’, exerce sobre outra distribuicao j=j(r), de um volume V,

F _Hjijdv_ = I”Hjj(l‘)x[] (r)x‘ ‘ ]dv dV (446)

E possivel mostrar que essa equacdo resume-se a (maiores detalhes consulte
livro da Annita, pg. 311):

(445)

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica — Ano 2000

© Prof. Jodo Antdnio de Vasconcelos



r' |
o dv' dv'

F, =—4—*;jgj£jj(r)-j'(r')

Se intercambiamos as variaveis com linha e sem linha, essa forca troca de sinal.
Mas esse intercambio significa trocarmos a forca que a distribuicdo de V’ exerce
sobre a que estd em V, pela que esta, em V, exerce sobre aquela em V’.
Concluimos que neste caso, a forca magnetostatica obedece a terceira lei de
Newton. Isto ndo se verifica para o caso de varia¢ao no tempo!!

r—
_ (447)
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A transicdo da estat

Ica para a dindmica pode ser intercalada pelos fen6menos

lentos quanto a variacdo no tempo. A razdo disto estd em que, quando as

grandezas eletromag

néticas variam lentamente com o tempo, 0 campo apresenta

semelhancas essenciais com o estatico, tanto gue toma 0 nome de quase-estatica,
e ndo de quase-dinamico.

5.1 As Equacdes Fundamentais da Quase-Estatica

Mais uma vez voltemos aos nossos postulados, as EquacOes de Maxwell,
constitutivas e da forca de Lorentz:

VxE+0B/t =0 (448)]  VxH-oD/ot=j (449)
V-D=p (450)| V-B=0 (451)
D=e(r) E  (452)| B=u()-H (453)  i=A()-E  (454)
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f=pE+jxB (455)

e comecemos por definir variacOes lentas e rapidas no tempo.

Campo eletromagnético monocromatico é aquele que depende do tempo
segundo uma funcédo harmoénica. Isto é:

o(r, t) = ¢,(r) (a cos wt + bsenwt) (456)

onde a, b e w sdo constantes. O escalar positivo w € a fregiiéncia angular, ou
simplesmente, freqiiéncia do campo. O limite w =0 torna estatico o campo
variavel. Como a funcdo do tempo € periddica, repetindo-se a cada intervalo 2,
chama-se periodo ao intervalo de tempo T em que wT = 2m, isto €:

_2n
=W (457)
O inverso do periodo é a frequéncia linear,
f 1w
=5 (458)

A fregiéncia angular é portanto,
w = 2nxf | (459)
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Ambas as freqiiéncias sdo dadas em s™*. No caso da fregiiéncia linear da-se o
nome ao inverso do segundo de Hertz, cujo simbolo é Hz. Sendo as equacoes
que envolvem os vetores do campo lineares, € mais conveniente escrever as
componentes monocromaticas na forma complexa:

o(r, ) = ¢,(r)e™ (460)

onde i = (-1)*2 Nesta forma, as equacdes diferenciais dos vetores do campo se
simplificam, j& que tanto as derivadas da exponencial, como as integrais, de
qualquer ordem, repetem a propria funcdo exponencial.

Seja entdo, o campo elétrico monocromatico,

E(r,t)=E (r)e™. (461)
Num meio de permissividade &, 0 vetor deslocamento ou densidade de fluxo
elétrico D,

oD(r,t) _ _OE(r.t)

ot = iWSE(r, t) (462)

Se a condutividade do meio for A, a lei Ohm pontual dara a corrente de conducéo
J,
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j(r, t) = AE(r1). (463)
Nessas condicOes, a lei de Ampere generalizada se escreve:
VxH=j+dD/ot=(\+iwe)E, (464)

A definicdo de variacédo lenta do campo com o tempo, isto &, de freqgliéncia baixa
do campo monocromatico, depende portanto, da relacdo entre os fatores A e we,

A >>We — W<<Ale. (465)

Esta equacédo e equivalente a dizer que a variacéo e lenta no tempo gquando a
corrente de deslocamento é desprezivel em relacdo a corrente de conducao:

0D/ 0t} e <<y (466)

Assim, podemos dizer que 0S campos quase-estaticos sdo campos que resultam
de admitirmos, nas equactes de Maxwell, variacOes temporais que acoplem os
campos elétrico e magnético pela lei de Faraday pontual, mas ndo pela lei de
Ampere generalizada, isto €, sem o termo relativo a densidade de corrente de
deslocamento. As outras equacgdes continuam idénticas, com 0s campos variando
com 0 ponto como antes e agora também com o tempo.
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Assim, as equacOes fundamentais da quase-estatica sao:

VxE+0B/ot=0 (467) VxH=] (468)
V-D=p (469) V-B=0 (470)
D=¢cE (471) B=pH (472) J=AE (473)
f=pE+)xB (474)

A equacio (468), daremos o0 nome de lei de Ampeére pontual da quase-estatica.

A limitacdo (465) ou (466), do ponto de vista pontual € a Unica limitacdo da
quase-estatica. Entretanto, na forma integral, as equacdes descrevem 0
comportamento do campo num ponto do espaco como resultado do
comportamento das fontes em regides diversas, envolvendo o ponto ou nao,
proximas dele ou ndo. Se o comportamento das fontes variar com o tempo,
entdo, a menos que a informacao sobre tais mudancas se propague pelo espaco
com velocidade infinita, o observador num ponto s0 podera saber da nova
situacdo algum tempo depois de ela se haver estabelecido em outro ponto.
Assim, se 0 campo for quase-estatico, variar lentamente com o tempo, a
percepcdo das variacOes temporais devera dar-se quase instantaneamente. O
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observador devera detectar, em cada instante, 0 comportamento das fontes
praticamente naquele mesmo instante. Obviamente, isto s6 sera possivel se a
distancia entre o observador e a fonte nao for demasiadamente longa. Se ela for
grande, ndo se podera desprezar o atraso entre os instantes da emissao e recepcao
dos sinais de mudancas. Vejamos como definir essa distancia.

Suponha que os campos além de terem varia¢cdes harmonicas no tempo, tenham
também variacdes harmonicas no espaco. Assim, podemos escrever a parte
espacial de (460) como,

¢(r) =™, (475)

onde ®y, W e v sdo constantes, w € como antes a velocidade angular e v a
velocidade de propagacao da informacao (onda) da fonte ao observador. Como

esta parte € também periodica, se repetindo a cada intervalo de 27, denominamos
de comprimento de onda a distancia ¢ em que w//v = 2m, 0Ou seja,

(=2nv/w, (476)
ou

(=VvT=V/f, (477)
Com a definicdo de comprimento de onda, a equacao (475) torna-se:
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¢(r) =& ™" (478)
e isto d&, na equacéo (460),

. t z
i2m(——2
T

(I)(r, t) — (1)0 e—i2n2/€ eth — (I)O ei(Wt—ZTcZ/f) — (I)O e (479)

Fica evidente desta equacdo que, para podermos desprezar a defasagem entre o
comportamento do campo no ponto z, onde estd o observador, e seu
comportamento no ponto 0, onde se encontra a fonte, a distéancia z entre ambos

deve ser muito menor do que o comprimento de onda /:
z<</, (480)

Com essa condicdo, podemos agora resumir as condicdes da quase-estatica:

1) A corrente de deslocamento € desprezivel diante da corrente de conducéo,
eD/et|  <<lj| .

i) A distancia maxima entre as fontes e o observador &€ muito menor do que o
comprimento de onda do campo, z <</.

Em termos de freqliéncia, considera-se como campos quase-estaticos aqueles em
que a freqiiéncia ndo supere a faixa de ondas de radio, onde w ~ 10 ' S % e

¢/ ~102%m.
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5.2 Os Potenciais de Distribuicoes de Cargas e Correntes
A leil de Gauss na forma diferencial do magnetismo,
V-B=0 (481)

ndo sofreu alteracbes na passagem da magnetostatica para a quase-estatica.
Assim, podemos continuar com o potencial vetor A, dado pela definicao

B=VxA, (482)

agora tambéem variavel no tempo. A lei de Faraday em forma diferencial, para a
quase-estatica, €:

VxE+dB/ot=0. (483)
Substituindo B pela equacao (482),
VxE+0dVxA/ot=Vx(E+0A/ot) =0, (484)

Como o rotacional do gradiente de qualquer funcdo escalar é nulo, podemos
definir a quantidade entre paréntese como sendo o potencial escalar quase-
estatico e escrever:

E=-V$-0A/dt, (485)
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Em face da arbitrariedade dos potenciais, podemos em geral escolhé-los de
acordo com as nossas necessidades. Na quase-estatica, como na magnetostatica,
veremos que a escolha mais conveniente e ainda a condicdao de Coulomb:
V-A=0, (486)
Para isto, considere os meios homogéneos e lei de Gauss na forma diferencial:

p
VE:;. (487)

Substituindo o campo elétrico pela sua expressao (485), temos:
V- (-Vo—8A/at)=—(V-Vo+oV-Alot)=L (488)
o -

Observando a condicdo de Coulomb e o fato de que a divergéncia do gradiente é
o Laplaciano, temos,

Vip=-" (489)

8 ]
a qual é a equacdo de Poisson, tal como encontramos na eletrostatica, agora com
a diferenca de que as quantidades envolvidas variam também com o tempo. Por

Isso, voltamos a obter a solucdo para o potencial escalar, acrescida da
dependéncia temporal:
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1 ".DHdV'
oo = [ 208 0

Quanto ao potencial vetor, as duas equacdes de Maxwell que envolvem apenas
campo magnético sdo iguais as da magnetostatica, VxH=j e V-B=0, a
ligacdo do potencial vetor com a densidade de fluxo magnético permaneceu
inalterada, e a condicdo de Coulomb é a mesma de antes. Logo, o potencial vetor
obedece a equacdo de Poisson, e sua solucao é como antes a mesma, agora
acrescida da variacao temporal.

rtdv
r—r

VIA=-yj = A(rt) = th _U\:_[ I (491)

As equacOes (489) a (491), dizem-nos que, do ponto de vista espacial, 0s
potenciais quase-estaticos comportam-se da mesma forma que os estaticos. Uma
pequena variacdo na fonte em r’, no instante de tempo t, sera vista pelo
observador em r, no mesmo instante de tempo. Isto equivale obviamente a
desprezar o tempo de atraso. Deve ter agora ficado clara a razdo do nome quase-
estatico dado ao campo lentamente variavel.
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5.3 Os Campos de DistribuicGes de Cargas e Correntes

De forma analoga a magnetostatica, a densidade de fluxo magnético pode ser
obtida através do rotacional do potencial vetor magnético A, o qual tem a mesma
expressao que na magnetostatica acrescida da dependéncia temporal. Logo, a
densidade de fluxo B também tera a mesma expressdo que aquela da
magnetostatica acrescida da varia(;éo temporal:

B(r, t)— = mj(r t) x

‘r r‘ v (492)

Na determinacdo do campo elétrico, devemos levar em conta sua nova relacéao
[eq. (485)] com os potenciais. A primeira parcela daguela equacéo, o negativo do
gradiente do potencial escalar elétrico, vai dar, é claro, a mesma lei de Coulomb
da eletrostatica, aqui quase-estatica. A segunda parcela decorre imediatamente
do potencial vetor, pois a derivada no tempo s afeta o fator j do integrando.
ASSIm,

£ = [[[ o ‘rr_ -

0 HdVv'
[ (493)
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A primeira destas integrais vem da lei de Gauss da eletricidade, de acordo com a
qual uma distribuicdo de cargas cria um campo elétrico. A segunda é
consequéncia conjunta das leis na forma diferencial de Ampere da quase-estatica
e de Faraday, ja que, pela primeira uma distribuicdo de correntes produz um
campo magnetico e, pela segunda, a variacdo temporal da inducdo cria um
campo elétrico.

5.4 Condutores em Condicbes Quase-estaticas
A lei de Ampere na forma diferencial ndo se alterou na passagem da
magnetostatica a quase-estatica. Logo,

V. (VxH)=0 = V-j=0, (494)
OuU Seja, que as correntes quase-estaticas sao tambem fechadas. A lei de Faraday,
porém, aparece completa,

oD

ot (495)
Isto nos leva a ter, agora, ndo s6 o campo elétrico aplicado E,, relacionado a
forca eletromotriz aplicada &,,
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& EiEa-C” (496)

como tambem o proprio campo elétrico E, que se liga a forca eletromotriz
Induzida de acordo com

85iE-d|. (497)

Explicitando os dois campos na forma diferencial da lei de Ohm, continuamos,
assim, com

j=ME+E,). (498)

Vejamos, entdo, como fica a forma integral da lei de Ohm da quase-estatica.
Analisemos inicialmente um unico condutor quase-linear.

Chamamos circuito LRC série ao condutor quase-linear fechado com auto-
induténcia, resisténcia e capacitancia, em série. A Induténcia e a resisténcia sao,
em geral, propriedades distribuidas ao longo do condutor. Aléem disso, ambas
existem em todas as secOes do circuito (Fig. a). Graficamente, é interessante que
as indiqguemos como elementos localizados, numa representacdo esquematica
como a da parte b da figura.
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A presenca de um capacitor implica, obrigatoriamente, que o circuito seja aberto,
ja que as placas, por definicdo, devem estar isoladas uma da outra. No entanto,
se as dimensdes do capacitor forem muito pequenas em relacdo as do condutor
como um todo, condicdo que vamos impor, poderemos desprezar a abertura
decorrente de sua presenca e definir o circuito como quase-fechado. De resto,
como a corrente de deslocamento, interna as placas, é igual a corrente de
conducao, e como 0 campo magnético decorre, indiferentemente, de correntes de
conducdo ou deslocamento, podemos considerar o circuito como sendo fechado
para efeitos do campo magnético. Quanto a forca eletromotriz aplicada, vamos
considera-la como sendo monocromatica, isto é alternada.
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Dividindo pela condutividade A a equacao (498) e integrando-a, temos:

Pfi dl = _[E d|+jE dl

P1

A integral do primeiro membro pode ser escrita como:

P2 -

[La-fsg-fa-n

P1 P1

onde,
P2 dl
B Pls}‘ .
A primeira integral do lado direito de (499), podemos escrever:

ZfE.dl;f( Vd)-—) dl = T(Vd) %Aj dl = _[(vq) dl——_[A dl

P1 P1 P1

Observando que V¢-dl=dé, essa equacdo se resume a:
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_[E-dl J'(vq) dl——IA dI~—(¢ ¢1)_8£) —%—L%, (503)

A segunda parcela do lado direito de (499), é a forca eletromotriz aplicada ao
circuito. Assim, substituindo (503), (500) e (496) em (499), obtemos:

d q dq

Se derivarmos a equacao (504) em relacao ao tempo, obtemos:

d

+ +—==
d?  dt C dt (505)
sujeita as condicOes iniciais pertinentes.

d°l odl 1 _dE

. E claro que no caso estatico,
quando ndo pode haver capacitancia no circuito, da equacdo (504) obtemos a

classica equacdo RI=¢,.
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5.5 Lei de Faraday e os Condutores Moveis

Nas equacOes que deduzimos até entdo, consideramos 0S meios estacionarios,
Isto €, sem movimento. Entretanto, sabemos da fisica, que 0 movimento de um
condutor num campo magnético, mesmo estatico, acarreta o surgimento de uma
forca eletromotriz induzida, em geral, variavel com o tempo.

Ja vimos que para um meio em repouso, a lei de Faraday na forma diferencial
para um certo campo elétrico induzido E,,

oB

VxE, :_E’ (506)
produz a lei de Faraday na forma integral
d
iEr'd' =-J|B-ds. (507)

Como foi dito anteriormente, a passagem da derivada em relacdo ao tempo para
fora da integral de superficie s6 foi possivel com a hipotese de que a propria
superficie ndo variasse com o tempo, isto €, estivesse em repouso, donde o
indice r agregado ao campo elétrico induzido E. A forca eletromotriz que
aparece no primeiro membro se refere, pois, a variacdo temporal da inducéo
magnética quando a superficie permanece em repouso, e vamos indica-la por ¢.
Assim, podemos reescrever a equacao (507) como
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do

r

& == dt (508)

Suponhamos agora que um condutor quase-linear varie de posi¢cao ou de forma
na presenca de um campo magnético constante. Se v for a velocidade instantanea
com gue um seu elemento dl se desloca na inducdo B, cada particula carregada,
livre, desse elemento sofrera uma forca de Lorentz dada por

F=qvxB, (509)
O conjunto dessas particulas méveis forma uma corrente elétrica, a qual poderia
se ter originado de um campo elétrico da forma:

E,=VvxB, (510)

onde o indice m indica 0 movimento do condutor. Tal campo elétrico exerce
sobre a carga puntiforme a mesma forca de Lorentz (509), mas pode ser
associada a uma forca eletromotriz, induzida no elemento de arco condutor, que
e dada por

d€ =E_-dl=(vxB)-dl. (511)
No condutor todo,

& =[(vxB)-dl (512)
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Seja r o vetor posicao instantanea, em relacdo a uma origem O, do elemento dl
do condutor (veja figura). Como v = dr/dt, se o condutor for fechado, a forca
eletromotriz induzida sera

1 1 1
é;ﬂ:ai(dpr)-dl:EiB-(dlxdr)=EHB'dSm. (513)

Skt
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Como o fluxo de B através de uma superficie fechada é nulo, e como a
orientacdo de dS;=dS(t) é oposta a convencionada para uma superficie fechada,
vem
—IIB'd81+IIB'dS|at+J]B‘d82:O. (514)
S S,

S lat

Logo, substituindo na equacéo (513), a integral na superficie lateral em termos
das integrais nas superficies S; e S,, temos:

1 1 1l
é;n=a£lf8-d81—a_g8-d82=a[®(t)—®(t+dt)], (515)
ou
do_(t
em:_d—nr’l[() (516)

Essa equacdo e formalmente igual a equacdo (508). Verificamos, assim, que a
variacdo do fluxo magnético com o tempo induz uma forca eletromotriz, quer
essa variacdo de fluxo se deva a variacdo do campo, com a superficie em
repouso, &, quer se deva ao movimento da superficie, na presenca de um campo
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constante, &,. Quando as duas causas estao presentes, superpomos linearmente
as forcas eletromotrizes parciais,

E=E+E, (517)
para obtermos a forma integral da lei de Faraday ampliada,
g 90
pr (518)
onde
O=D +D, (519)

e donde fica claro que a forca eletromotriz se deve a variacdo do fluxo
magnetico com o tempo, quaisquer que sejam as causas dessa variacao.

Seja E o campo elétrico total induzido devido ao movimento e a variacéo
temporal de B,

E=E,+E. (520)
Assim, temos
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VXE = VXE, +VxE. =—%B+VX(va), (521)

Lembrando a identidade vetorial
Vx(vxB)=(V-B)v—(V-v)B+(B-V)v—(v-V)B, (522)

que a divergéncia de B é nula e verificando que V-v=0 e (B-V)v=0 (prob.
5.5.10), podemos escrever

oB
Vsz—E—(V-V)B. (523)

Se observarmos que

oB dB 0B
= —=—

dB = B gt + (dl-v)B G
o at ot

dl
obtemos, finalmente,
dB

VXE:_E' (525)

Essa equacdo é a forma diferencial da lei de Faraday ampliada, isto €, a que leva
em conta as duas parcelas, a de repouso e a de movimento.
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A Equacao de Onda e Suas Solucoes

As equacOes de Maxwell, as relacbes constitutivas e a forca de Lorentz estdo
apresentadas, em sua forma geral, na tabela abaixo. Tais equacg0es descrevem de maneira
completa a teoria eletromagnética classica. Nota-se que nelas ndo sédo incluidas cargas e

correntes magneticas, uma vez que nenhum experimento realizado até o presente
momento foi capaz de detecta-las.

IXE= -2 VxH—'+aD
L BT
V-D=p V-B=0
D=¢r)E B = ji(r) H j=ji + A E f=pE+jxB
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O termo referente a corrente de deslocamento introduzido por Maxwell, alem de tornar
a formulacdo do eletromagnetismo mais simétrica, prevé a existéncia de ondas
eletromagnéticas que se propagam sem a necessidade de um meio e longe da presenca
de fontes.

Deducao das Equacoes de Onda

O objetivo dessa secao é a deducéo das equacdes de onda e sua solucdo para alguns casos
especiais. Para tal, comeca-se por determinar a expressao do laplaciano de ambos os
campos, uma vez que busca-se por relacdes da forma (1).

1 0°F
ZF — —2 —2 (1)
v4 ot
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Inicialmente, para se obter a equacao de onda vetorial para o campo magnético, calcula-
se o rotacional da Lei de Ampere:
GD)

VxVxH=V><(ji+}\E+—

pn (2)

Aplica-se a propriedade distributiva do rotacional, assumindo-se comutatividade entre
as operacoes espaciais e temporais e considerando meios homogéneos, obtém-se:

d(Vx D)

P (3)

VXVXH=VXjj+AVXE+

Pode-se utilizar a Lei de Faraday para simplificar os rotacionais de D e E no membro
direito, resultando em:
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_ oH 92H
VXVXH=VX]i—7\u——EMW

pm (4)

O membro esquerdo de (4) pode ser simplificado pelo uso da seguinte identidade
vetorial. Nela, U representa um vetor qualquer.

VxVxU=V(V-U)-VU (5)
O resultado da aplicacéo de tal identidade leva a seguinte relacéo:

VxVxH=V(V-H) - V?H= —V?H (6)
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Utilizou-se o fato da divergéncia do campo magnético ser nula. Combinando o0s
resultados obtidos na Equacoes (4) e (6), obtéem-se:

] 0H  o°H |
VH—}\HE—EHWZ—VXH (7)

Essa equacdo € conhecida como a equacdo de onda vetorial para 0 campo magnético.
Deve-se destacar o fato de que esta equacdo incorpora trés das quatro equacOes de
Maxwell. Desse modo, outra equacdo, além dessa, € necessaria para representacao
completa da teoria eletromagnética classica.

O mesmo procedimento pode ser realizado para se deduzir a equacdo de onda vetorial
para o campo elétrico. Inicia-se pela tomada do rotacional da Lei de Faraday:

0B
VXVXE=VxX|—— (8)
ot
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Utilizando a mesma argumentacao apresentada para 0 campo magnético, pode-se obter:

d(V x B)
VXVXE=— P (9)

Substituindo-se a Lei de Ampere no membro do lado direito dessa relacdo e
considerando meios homogéneos, obtém-se:

d JE
VXVXE:—ME(]i-F}\E-FEE) (10)

A aplicacdo da identidade (5) e da Lei de Gauss para o campo elétrico, culmina com a
expressao seguinte:

vE- 2 LB 1y, (11)
R T
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Essa equacdo é conhecida como equacdo de onda vetorial para o campo elétrico. De
forma analoga a Equacéo (7), ela contém trés das quatro equacoes de Maxwell.

As relacOes (7) e (11) sdo validas na presenca de fontes de corrente e de cargas elétricas.
Entretanto, no fendOmeno da propagacdo das ondas eletromagnéticas, oS termos
referentes as fontes sdo nulos. As equacOes de onda na forma vetorial para ambos 0s
campos ficam, entao, dadas por:

V2 _ 2 ) 62E_
H ot He ot 12
D2 _ 2 oH 62H_0 (12)
ot ~ % ~

Os termos de derivada primeira referem-se a atenuacao da onda devido a perda de
energia para o meio. Por sua vez, os termos de derivada segunda se referem
puramente a propagacao da onda. Tais afirma¢des serao embasa ao se analisar as
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solucoes para campos harmonicos.

Na auséncia de perdas de energia, a condutividade € nula (4 = 0). Desse modo, 0
conjunto acima simplifica-se para a equacao (13) que é a forma mais simples que uma
equacao de onda vetorial pode assumir.

V2E — 0%E
= Ho€p 912
V2H = —
€o Mo 912

O resultado acima é da forma apresentada em (1). Ao comparar (13) com essa equacao,
a velocidade de propagacao fica determinada pela expressao em (14).

1
c= ~ 3,0x 108 m/s (14)
+/ €oMo
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O fato da velocidade calculada acima ser igual a velocidade conhecida para a luz ndo ¢
mera coincidéncia. A luz € uma onda eletromagnética.

Campos Harmonicos

Uma funcédo harmonica no tempo pode ser escrita como dado pela Equacéo (15):

E(r,t) = E(r) cos(wt + ¢) = Re{(Er + JE;) ej“’t} (15)

Fazendo E, + jE; = E(r), uma grandeza fasorial complexa, e E(r,t) = E(r)el®t, o
termo dentro do colchete {.} na Equacao (15) apresenta a seguinte propriedade:

O0E(r, 1) .
= jwE(r)el®t = jwE(r, t) (16)
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Utilizando-se esse resultado na Equacéo (12), pode se escrever a seguinte relacdo para
campos harmonicos. Por simplicidade, somente a equacdo para o campo elétrico sera
apresentada.

VZE = —pew?E + jowpAE (17)

Motivados pela Equacao (11), apresenta-se a definicdo da grandeza y, denominada
constante de propagacao e expressa pela equacgédo (18).

y? = jop(d + jwe) (18)

Por conveniéncia, da-se nomes distintos para a parte real e imaginaria de y. Essa
decomposicao esta apresentada na equacao abaixo:

y=a+jp (19)
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O termo o, dominado constante de atenuacdo, € medido em Np/m. O termo ,
denominado constante de fase, € medido em rad/s. Caso a condutividade do meio seja
nula, a constante 3 é dada pela expressao abaixo:

p? = w?ue (20)

No caso geral, o e B sédo dados, respectivamente, pelas Equacoes (21) e (22):

1
_ n 5
A= W\ UESS 1+(—) -1 (21)
H 2 WE
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(22)

N =

Solucao da Equacao de Onda para Meios Livres de Perdas e Fontes

Como exemplo de solucéo da equacao de onda, inicialmente sera considerado um meio
livre de fontes e sem perdas. Isso implica nulidade de termos referentes a presenca de

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica - UFMG 12
© Prof. Jodo Antonio de Vasconcelos




cargas elétricas e condutividade do meio. Sendo assim, pode-se utilizar a equacéo (17)
com condutividade nula (A = 0). A equacéao, entéo, reduz-se para:

V2E + B2E = 0 (23)

Escolhendo-se um sistema cartesiano de coordenadas, a equacao (23) pode ser
decomposta em trés outras, uma para cada eixo coordenado:

V2E,(x,V,2) + B?Ex(x,y,2z) = 0
V’E,(x,y,2) + B’Ey(x,y,2) = 0 (24)
V2E,(x,y,z) + B?E,(x,y,z) = 0
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Deve-se ter em mente que a operacdo acima somente é valida devido a seguinte
propriedade do laplaciano para sistemas cujos vetores base (unitarios) sdo constantes.

No caso do sistema cartesiano, tem-se:

VZ(U R + Uy 9 + U,2) = V2(U)R + V2(Uy)9 + V2(U,)2

(25)

Dada a simetria das equacOes apresentadas em (24), basta solucionar uma delas e o
resultado das outras pode ser obtido por simples inspecdo. Inicialmente, escreve-se a

equacao para a componente ‘x’ expandindo-se o laplaciano:

0°E, 07%E, 62 2
+ + B2E, =
0x? ay az
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A equacdo acima pode ser resolvida utilizando separacao de variaveis. Para tal, supde-
se que a componente ‘x’ do campo elétrico pode ser escrita como o produto de trés
funcOes, cada uma delas dependente somente de uma coordenada espacial:

Ex = f(x) g(y) h(2) (27)

Substituindo-se (27) em (26) e rearranjando 0s termos, obtém-se:

———=t oot o = B (28)
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Uma vez que a soma dos trés termos permanece inalterada frente a variacéo individual
de cada uma de suas parcelas, conclui-se que cada um dos termos do membro esquerdo
deve ser igual a uma constante:

1O°F_ g (29)
f 0x?
li‘g — _[332, (30)
gy
10*h (31)
hozZ P

Bz + By + Bz = B* (32)

Essas constantes sdo chamadas constantes de fase e sao determinadas pelo uso das
condicdes de fronteiras. A Equacado (32) e conhecida como equacéo de restricdo. Devido
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a simetria presente nas EquacOes acima, somente analisaremos a solucéo de uma delas.

De forma geral, ambas as formas satisfazem a equacéo (29):

f,(x) = AjetiBxX 4 B, e IBxX

f,(x) = Cq cos(Bxx) + Dy sen(Bxx)

De forma analoga, as solucdes para g e h podem ser escritas como:

g1(y) = ApetIByY + Bye IPyY

82 (Y) = C, COS(ByY) + D, Sen(ByY)
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h,(z) = AzetiBz% 4 B,e™iBz2 (37)

h,(z) = C3 cos(B;z) + D3 sen(f,z) (38)

Equacbes da forma (33), (35) e (37) apresentam uma interpretacdo fisica muito
Importante: elas representam ondas viajantes. Para que essa interpretacao torne-se clara,

Imagine uma solucéo da forma (39), obtida pela restauracdo da variacdo temporal para
um dos componentes da solucéo.

f(x,t) = cos(wt — B4x) (39)
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Um mesmo ponto dessa funcdo pode ser monitorado fazendo-se o argumento da
exponencial igual a uma constante.

wt — Byx = C, (40)
Derivando essa equacdo em relacdo ao tempo obtém-se:

dx o

= at "B (41)

Vx

A equacdo (41) apresenta uma interpretacéo fisica muito importante. A medida que a
variavel temporal torna-se maior, ela representa uma onda viajando no sentido positivo
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do eixo de coordenadas. O grafico abaixo ilustra tal comportamento para uma onda de

velocidade 1 m/s e comprimento de onda de 1 m:

Amplitude [m]

Posigdo [m]
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Utilizando essa expressao, pode-se reescrever a equacao (39) em funcao da velocidade
e do comprimento de onda ‘A’, uma vez que

A=V
ou
f=v/A
€
_dx o
Vx T 30T E
ou
_w  2nf  2m
Bx = vy vy A
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f(x,t) = cos (2% (vt—x) + cl)) (42)

Solucdes da equacao de onda com forma igual a (34), (36) e (38) representam ondas
estacionarias. Onda estacionarias podem ser obtidas pela superposicdo de duas ondas
vigjantes em sentidos opostos.

Exemplo de Aplicacao

A solucao de um problema para uma das componentes pode ser obtida pela aplicacao da
Equacéo (27) e escolha da forma adequada para representar f, g e h. Para que isso se
torne mais claro, um exemplo ¢é fornecido por meio da apresentacdo da solucdo da
equacao de onda para a componente ‘X’ para a geometria apresentada na Figura 1.
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e

Figura 1- Geometria utilizada no exemplo
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Para a geometria apresentada, espera-se que existam ondas estacionarias ao longo das
dire¢des ‘x’ e ‘y’. Portanto, ondas viajantes devem ser obtidas na direcdo ‘z’. A
expressao geral é dada em (43).

E.(x,y,z) = [C; cos(B,x) + D; sen(B,x)] [62 cos(,Byy) + D, sen(ﬁyy)] [Age_j'BZZ + Bgej'BZZ] (43)

Solucéo da Equacao de Onda para Meios com Perdas e sem Fontes

Considera-se, agora, 0 caso de uma onda afastada de fontes porém em um meio com
presenca de perdas. Diferentemente do que foi feito na Equacdo (23), ndo mais
considera-se A = 0. Portanto, a equacéo de onda vetorial para o campo elétrico torna-se:

V2E — y2E = 0 (44)
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Aplicando argumentos similares aos da secdo anterior, essa equacao vetorial pode ser
decomposta nas seguintes equacoes:

VZ EX(X' y, Z) — YZ EX(Xr Y, Z) =0
V’E,(x,y,2) — Y*Ey(x,y,2) = 0 (45)
V2E,(x,y,z) — Y?E,(x,y,2) = 0

Devido a simetria dessas equacOes, ao se resolver uma delas, as outras podem ser

solucionadas por simples inspecao. Utilizando o procedimento de separacado de variaveis
e um procedimento completamente analogo ao realizado na sec¢éo anterior, obtém-se:

1ot , (46)
fox2 ¥
19°% _ (47)
g ayz y
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19%h _ (48)

Ye + Yy +VY: =Y (49)

Antes de resolver uma das equacOes acima, deve-se relembrar o conceito de seno e
cosseno hiperbolico. Suas defini¢Oes estdo apresentadas nas equagdes (50) e (51).

e —e %
sinhx = ——— (50)
2
eX + e (51)
coshx = ———
2
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A solucao geral de uma das equacbes apresentadas em (46) é dada pelas expressoes
abaixo:

f(X) = Ale+yx + Ble_yx (52)

f(x) = C4 cosh(yx) + D; senh(yx) (53)

Ambas as formas apresentam termos que ndo sao funcdes harmonicas puras. Os termos
exponenciais com argumentos reais significam que a amplitude da onda decal ao se
propagar pelo meio (e¥* = e(®+IB)X = oaXaiBx),
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De forma analoga, as solucdes para as equacdes g e h estdo apresentadas abaixo:

g1(y) = Ae™VyY + Bye VvV

g.(y) = C; COS(YyY) + Dy sen(yyy)
h,(z) = Aze™VzZ 4 Be V22

h,(z) = C5 cos(y,z) + D5 sen(y,z)
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Wave Wave Zeroes of Infinities of

type functions wave functions wave functions

Traveling P for + x travel Bx — —joo Bx — +joc
waves e A% for — x travel Bx — +joo Bx — —joo

Standing cos(Bx) for +x Bx =+(n+ )= Bx — +joo
waves sin(fx) for £x Bx = +nx Bx — Ljoc

n=0.12,...

Evanescent e for +x ax — +00 ax — —o0
waves e for —x ax — —00 ax — +00

cosh(ax) for +x ax = %j(n + I)x ax — 400
sinh(ax) for =x aX = xjnx aXx — 00
n=4012,...

Altenuating e~v* = e~*%¢~IP* for +x travel YX — +00 yX — —00
traveling et¥¥ — gtaTe P for — x travel YX — —0oC yX = 400
waves

Alttenuating cos(yx) = cos(ax)cosh(fx) yx = +j(n + %)v yX — £joo
standing — J sin{ex) sinh(Bx)
waves for =x

sin(yx) = sin(ax) cosh(fx) ¥YX = xjnx yx — £joo
+j cos(ax)sinh(fx) =012,

for +x
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Propagacéo e Irradiacao de Ondas Eletromagnéticas

A anélise das equacdes de Maxwell sobre condi¢Oes de dindmica levou a deducéo de
equacOes de ondas vetoriais para 0os campos elétrico e magnético. O objetivo dessa
apresentacdo e analisar os fen6menos de propagacao e irradiacdo relacionados a essas
entidades.

Modos Eletromagneéticos Transversais

Um modo eletromagnético corresponde a uma configuracdo particular de campo
eletromagnético que satisfaz as equacOes de Maxwell, as equacOes de onda e as
condicgOes de contorno.

Denomina-se de modo eletromagnético transverso (TEM) aqueles modos cujos campos
elétricos e magnéticos estdo em todos os instantes do tempo contidos em um mesmo
plano local denominado plano equifasico. Deve-se destacar que ndo existe necessidade
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de que planos equifasicos representados por instantes distintos no tempo sejam paralelos.
Essa situacao e ilustrada pela Figura 1.

XA

A

Figura 1 Exemplo de modo eletromagnético transversal - (Balanis, 2012)

Caso os planos equifasicos de uma onda eletromagnética sejam paralelos entre si, ela
recebe a classificagao de “onda plana”. Se a amplitude dos campos se mantiver constante
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sobre os pontos do plano equifasico, isto €, se 0S campos nao variarem com as
coordenadas deste plano, ela é dita “onda plana uniforme”. Esse ultimo caso esta
Ilustrado na Figura 2.

XA

{l"

Figura 2 Exemplo de onda plana uniforme - (Balanis, 2012)

Ondas Planas Uniformes na Auséncia de Perdas em Meio llimitado
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Inicialmente, para que se possa estudar as configuracoes dos campos na situacdo especial
da propagacao de uma onda TEM em meios ilimitados e sem perdas, assume-se 0 caso
particular em que a onda apresenta velocidade somente na direcdo “z” do eixo de
coordenada e que a Unica componente ndo nula do campo elétrico esta associada ao eixo
“x”. Essa configuragao particular esta apresentada na Figura 3 e sera utilizada como base
para gue, posteriormente, apresente-se o caso geral.

O campo elétrico, para o caso estudado, pode ser, entdo, escrito como expresso em (1).
E =E,(2)X (1)

Desse modo, a equacdo de onda para a componente ‘x’ do campo elétrico, conforme
visto na aula anterior, se reduz para a Equacao (2).

0%E, 0°E, 0°E, 0%E,
+ + + B%E, = +B°E, =0 2
dx%2 = 0y? = 0z2 B Ex 0z2 B Ex (2)
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#

Figura 3 Configuracdo particular de campos elétricos e magnéticos - (Balanis, 2012)

A solucdo para a equacao de onda para essa configuracao particular de campo elétrico e

dada pela Equacao (3).

E.(z) = Efe /P? + EyelP?

(3)

Destaca-se que, uma vez que o0 campo € uniforme e viaja na direcdo z, logo, ele néo é
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funcao das coordenadas “x” e “y”, tem-Se, entao, a relacao indicada na Equacao (4).

B =P (4)

Para que 0 campo magnético possa ser determinado, sdo apresentados dois caminhos
distintos. O primeiro deles consiste em aplicar a Lei de Faraday como indicado pela
Equacao (5). Uma vez que pela definicdo de onda plana uniforme, o campo néo é funcéo
das variaveis que constituem o plano equifasico, 0 campo magnético, apds a expansao
do produto vetorial, é dado pela Equacéo (6).

X Yy z Xy 2
J j |0 0 0 j 0
H=—VXE= = — — 5
WU wu |[0x Jdy 0z wu 0 0 0z (5)
E. E, E, E, 0 0
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Ju/e

Da equacéo acima pode-se identificar dois termos indicados pelas Equacoes (7) e (8).

H =

(Efe1P? — Egetib?)y (6)

y Jije (7)
Ex

(8)

A relacao entre os campos elétricos e magneticos € chamada de impedancia de onda e €
dada pela Equacao (9).
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Zy=rr=—m==n= |- (9)

Ao aplicar os termos identificados nas Equacoes (7), (8) e (9) na Equacéo (6), obtém-
se o resultado expresso pela Equacao (10).

1 . ~
H, = E(Ex —Ey) (10)
Em toda essa discussao, utilizou-se uma direcdo para o campo elétrico e um eixo de

propagacao particulares. Todavia, processo semelhante pode ser realizado para se obter
as relacOes para todas as possibilidades.

Outra forma de se determinar o0 campo magnético € apresentada abaixo. Inicialmente,
pode-se determinar a orientacdo do campo magnético pela utilizacdo do vetor de
Poynting, cuja expressdo € mostrada na Equacdo (11), que aponta para a direcao de
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propagacao da onda.
P=EXH (11)

Uma regra pratica para se determinar a direcdo do campo magnético € dada pelos
seguintes passos:

1) Alinhe os dedos de sua méo direita com a dire¢cdo do campo elétrico;

2) Mova seu polegar de forma que ele coincida com a direcao de propagacéo da onda;

3) Dobre os demais dedos 90°. A direcédo apontada sera coincidente com a orientacao
do campo magnético.

Uma vez que o campo magneético é uma grandeza vetorial, falta determinar sua
magnitude. I1sso pode ser alcancado utilizando as relagdes apresentadas em (10).
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Principios Basicos de Irradiacao

Para que se possa apresentar os principios basicos de irradiacdo, assume-se a existéncia
de um filamento elementar, como ilustrado pela Figura 4, e cuja corrente é dada pela

Equacao (12).
I =1, cos(wt) (12)

O objetivo desta secdo é calcular o campo elétrico e magnético que é gerado por essa
configuracao particular de correntes.
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<y

Y

X

Figura 4 Filamento elementar analisado - (Hayt, 2011)

Para tal, faz-se uso do potencial vetor magnético, cujas expressoes estdo apresentadas na

Tabela 1 para diferentes casos particulares.
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Tabela 1- Expressdes matematicas para o potencial vetor magnético

Caso Particular Expressdao Matematica
Magnetostatica A(r) = j j j J(r )
41T Ir —
2t t
Quase-estatica A(r,t) = j f f J(r', )
41 Ir — r’|
{ A t
Eletrodinamica A(r,t) = U Jr',t") )
41 Ir — r’|

Na Gltima equacéo, deve-se notar que o vetor potencial magnético calculado para o
tempo t € fun¢do do estado da fonte de corrente em um tempo t’. A relagdo entre essas
duas variaveis esta expressa na Equacao (13).
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r—r'
t’=t—! (13)
v

Uma vez que se trabalha com o fenOmeno de irradiacdo e, consequentemente, com a
eletrodinamica, a Gltima equacdo da Tabela 1 deve ser utilizada para a solucao do
problema estudado. Além disso, uma vez que se trabalha com um filamento elementar,
a integral reduz-se para o resultado apresentado na Equacao (14).

I
A(r, t)—4ﬂj|(”) dr (14)

r—r|

Nessa equacéo, dl’ representa um vetor de comprimento infinitesimal alinhado com a
fonte de corrente. Assumindo-se que o filamento analisado € elementar e que a corrente
em sua extensdo ndo é funcéo das coordenadas espaciais, entdo o resultado da integral
em (14) se reduz a Equacéo (15).
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__ u[ijd
41tlr — 1’|

(15)

O calculo dos campos E e H, em pontos distantes da fonte, fica facilitado se uma
transformacao de coordenadas cartesianas para coordenadas esféricas e realizada. Para
Isto, troca-se a variavel R = |r-r’|, modulo da distancia entre fonte e ponto de observacao,
por r, quando o filamento estiver localizado na origem do sistema de coordenadas,
situacao em que r’ = 0. Desse modo a equacao (15) fica dada por (16).

A u[I]ol2 (16)
4mr

A notacao [l] representa a avaliacao da funcéo (12) no tempo t’. Para garantir a clareza
do texto, isso esta apresentado na equacdo (17).

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica - UFMG 14
© Prof. Jodo Anténio de Vasconcelos




v

[I] = I, cos (a) (t — Z)) =R {Ioe_ijrej“’t} (17)

Aplicando-se a transformacao fasorial, a equacdo (17) obtém-se o resultado apresentado
em (18).

jwr

I.(r) =1,e v (18)

Para o0 caso de campos harmodnicos no tempo, a equacdo (16) permite obter o
componente ‘z’ do fasor potencial magnético (As), expresso pela equacédo (19).

ud _Jjor
AZS = 4_7'[7"]06 v (19)

Aléem disso, deve-se determinar o valor dos componentes nas direcdes 6 e ¢ (polar e
azimutal). 1sso pode ser visto na Figura 5.
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Figura 5 Decomposi¢éo do componente vertical em coordenadas esféricas - (Hayt, 2011)

Os resultados dessas operacdes sdo apresentados nas Equacdes (20) e (21).
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IJ.Iod jwr

A = mcos(@) e v (20)
ulyd _jwr (21)
Ags = —4—Wsen(9) e v

Pela definicdo do potencial vetor magnético, pode-se obter o campo magnético, para
meios homogéneos, como expresso pela Equacéo (22).

r r0 rsenf ¢
H _1V><A _lcsco| o d d 22)
S Sy r2 |or 06 0

Agr 1T A9 TSenb Agy

Por consideracdes de simetria, 0 campo magnetico ndo e funcao da coordenada azimutal
(¢). Aléem disso, o potencial vetor magnético ndo apresenta componente nessa direcao.
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Sendo assim, a Equacao (22) reduz-se para:

r r® rsenf ¢
lcscO] 5 0
s— .5 0 (23)
H r |or 06
Ay, T A 0

Ao se realizar a operacao indicada na Equacao (22) obtém-se o campo magnético, cujo
unico componente ndo nulo (¢) é dado pela Equacéo (24).

I,d _jor fjw 1 (24)
Hyps = AR sen(f)e v (E + r_z)

O campo elétrico pode ser obtido pela aplicacdo direta da Lei de Ampere, valida no
espaco livre de fontes (J=0). O processo matematico & similar ao utilizado para a
obtencdo do campo magnético.
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VX Hg = jweEg (25)

O resultado desse processo esta apresentado nas Equacdes (26) e (27).

Id _jer 1 1
Firs = ECOS(B) €7 (evrz +ja)er3) (26)
Iyd _jor 1 jw 1 1 (27)
=l |
O ™ an sen(@)e v e +ja)er3

As EquacOes (24), (26) e (27) podem ser reescritas como apresentado abaixo ao se
utilizar a definicdo de impedancia de onda e da velocidade de propagacao. Para isto,
substitua:

jor j2mr 1 21

— = ; EV = — e WE = —

% A n nAa
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I d 127TT 1 A
I,d JZ7T7” j2r 1 A (29)
Eg. = —
O 7 an nsen(®)e (/11‘ +r2 +j2nr3)
Ihd 27T7‘ j2r 1 30
Hos = g sen(®)e” (/11“ T ) o

Para o caso em que o ponto de observacdo (ou de analise) encontra-se afastado da fonte,
0s termos com distancia quadratica e cubica, tornam-se demasiadamente pequenos frente
ao termo linear. Dessa forma, as expressoes acima podem ser simplificadas para o
conjunto apresentado abaixo.

E..=0 (31)
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I,d _jemr 32
Ees=1$ nsen(f)e 2 (32)

I,d _Jjanmr (33)
— i i
Hps = J T sen(@) e

Fica claro que o campo elétrico na direcao polar (0) relaciona-se com o campo magnético
na direcdo azimutal (¢p) como dado pela Equacéo (34).

Egs =1 Hc])s (34)

As expressdes para 0os campos no dominio do tempo, podem ser obtidas através da
transformacao fasorial inversa, dada pela Equacao (35).
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E(r,t) = Re{Ese/“t} (35)

Assim, 0s campos no dominio do tempo sao:

Iyd 2mr (36)

Egs = o0 sen(f) sen (a)t — T)
I,d 2mr (37)

Hyps = ~o ——sen(#) sen ( t — T)

Dessa forma, os campos longe de sua fonte geradora podem ser aproximados por uma
onda plana uniforme. Para que se possa calcular a energia transportada pela onda, obtéem-
se 0 vetor de Poynting para essa configuracdo de campos, como mostrado pelas

Equacoes (38) e (39).
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P = E x H = EgH,f (38)

= (52 s o
=\ nsen“(0) sen” | w 2

2

Zm") o (39)

A poténcia que atravessa uma superficie esferica de raio r € dada pela Equacdo (40).

2T T 2 (40)
5 [yd\" 2mn 2nr
Pt=HP-dS=ijrr sen9d8d¢=< ) sen (a)t——)
A 3 A
0 0
O valor médio de tal poténcia e dado pela Equacéo (41).
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T 2 (41)

1 Iyd ([
Poy = ?J P (t)dt = (07) n3
0

Essa poténcia seria a dissipada por uma resisténcia Rraq caso a fonte de corrente fosse
conectada diretamente a ela e o fendmeno da irradiacdo nao existisse. Tal resisténcia,
denomina-se resisténcia de irradiacao e é definida pela Equacéo (42).

42
P,y = Ilgmerad = E IgRrad ( )

Desse modo, pode-se obter uma expressdo explicita para o valor dessa resisténcia, como
dado pela equacao abaixo.
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21 /d\* (43)
Rrag = ?77 (I)
Se o valor da impedancia de onda do vacuo for utilizado (120x), a equacao acima reduz-

se para:

d\? 44
Rrad = 8071'2 (I) ( )

Fica claro que para que se obtenha uma poténcia de irradiacao apreciavel, precisa-se que
0 comprimento da antena emissora seja comparavel ao comprimento de onda.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica - UFMG 25
© Prof. Jodo Anténio de Vasconcelos




Bibliografia

Balanis, C., 2012. Advanced Engineering Electromagnetics. 82 ed. s.l.:Wiley.

Hayt, W. a. B. J., 2011. Engineering Electromagnetics. 8% ed. s.l..McGraw-Hill

Education.

Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica - UFMG
© Prof. Jodo Anténio de Vasconcelos

26




Linhas de Transmissao

A transmisséo de poténcia por meio de uma fonte omnidirecional® néo ¢ eficiente. Isso
ocorre porgue nos pontos localizados longe do emissor, a densidade de poténcia € muito
pequena, uma vez que a energia esta distribuida sobre uma esfera de area muito grande.

Essa situacdo ocorre, também, para antenas cuja irradiacdo é fortemente direcionada,
uma vez que a uma distancia suficiente, a densidade de poténcia se torna pequena.

Para que se possa transmitir poténcia de forma eficiente entre dois pontos do
espaco, as ondas devem ser guiadas.

! Omnidirecional refere-se a nogéo de ter as mesmas propriedades em todas as diregdes.
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Equacao Geral da Linha de Transmissao

A teoria classica de circuito utiliza componentes discretos, como resistores, capacitores
e indutores. Assume-se que 0s parametros (resisténcia, indutancia e capacitancia) estao
concentrados nesses componentes. Essa aproximacao € valida quando o tamanho
fisico do circuito € muito menor do que o comprimento de onda de operacao do
mesmo.

Linhas de transmissdo, entretanto, normalmente apresentam extensdo consideravel
frente ao comprimento de onda em que séo operadas. Para o caso de uma linha operanda
em 60 Hz, o comprimento de onda é de cerca de 5.000 km. Desse modo, o tratamento
de linhas de transmissdo deve considerar que 0s parametros elétricos estao distribuidos
no espaco. O mapa abaixo apresenta o Sistema Interligado Nacional (SIN) mostrando
corredores reais de transmissao de energia elétrica.
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Para gque se possa deduzir as equacOes gque regem o comportamento da corrente e da
tensdao em linhas de transmissao genéricas, assume-se a existéncia de dois condutores
paralelos e homogéneos. Uma porcao infinitesimal desses condutores pode ser
representada por elementos de circuito como mostrado na Figura 1.

RAz LAz

{ [ +Al
O - /\/\/\/_/'YW\ - O
i I i
Iy v I
V V+ AV
(JA: :: (ﬁ:
- . 0

Figura 1 - Trecho Infinitesimal de uma linha de transmissao
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O significado de cada um dos parametros esta listado abaixo:

e R — resisténcia por unidade de comprimento (ambos os condutores) [€©2/m]
e L — indutancia por unidade de comprimento (ambos os condutores) [H/m]
e G — condutancia por unidade de comprimento [S/m]
e C — capacitancia por unidade de comprimento [F/m]

Deve-se destacar que uma vez que o trecho representado apresenta comprimento
Infinitesimal, a utilizacdo de elementos concentrados torna-se valida para representar

essa porcao da linha.

Aplicando as equacdes de Kirchhoff para tensao e para a corrente, obtém-se o resultado
expresso pelas Equacdes (1) e (2).
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V +A ,t _V ,t 61 )t
Yzt ant) - Vi )=Rl(z,t)+L (@ t)
Az ot

(1)

[(z+ Az, t) —I(z,t oV (z + Azt 2
G ZA; Y vt ann +c (Zatz) )

Ao se aplicar o limite em que Az tende para 0, obtém-se as chamadas equacdes gerais
das linhas de transmissao, mostradas em (3) e (4).

av(zt) dl(z,t)
—— = RI(z,t) + L = (3)
dl(z,t) aV(z,t) (4)
——, = GV(z,t)+C ”

Ao se aplicar a transformada fasorial, essas equacoes podem ser escritas como mostrado
nas Equacoes (5) e (6).
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B dV(z)

—— = (R +joL)I(2) ®)
dl(z) B , (6)
—? = (G + jwC)V(z)

O conjunto de equacodes obtido apresenta acoplamento entre a corrente e a tensao. Pode-
se, todavia, obter equacOes desacopladas ao custo da elevacdo da ordem do sistema. O
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resultado dessa operacdo esta apresentado nas Equacbes (7) e (8). Esse conjunto é
chamado equacdes da linha de transmissao para campos harménicos no tempo.

d2v
dZ(ZZ) = (R + jwL)(G + jwC)V (2) (7)
d? 8
dIZ(ZZ ) (R + jol) (G + j00)I(2) ()

Define-se a constante de propagacdo como mostrado pela Equacgdo (9). Sua parte real
(o) recebe 0 nome de constante de atenuacao e € medida em Np/m e sua parte imaginaria
(B) denomina-se constante de fase, medida em rad/m.

¥?= (R+jwL)(G + jwC) (9)

Normalmente, as linhas de transmissao apresentam elevada condutividade, logo, o valor
de R pode ser desconsiderado no calculo da constante de propagacao, que fica, entéo,

dada pela Equacéo (10).
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1/2

y = ja)\/lf (1 +]a)iC) (10)

Essa expressdo apresenta uma analogia direta com a constante de propagacao de uma
onda TEM em um meio cujos parametros constitutivos sao (u, €, A):

1/2

y = jauG+ jwe) = jo/ue (1 + ) (1)

Jjwe

Comparando as Equacgdes (10) e (11) pode-se extrair as duas relacdes apresentadas na
Equacoes (12) e (13).

G A
. (12)
C €
LC = ue (13)
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Essas duas relacdes podem ser utilizadas para se obter os demais parametros de uma
linha dado que G ou C ou L seja conhecido.

O parametro R, por sua vez, pode ser obtido
pela perda de poténcia nos condutores ou por especificacdo de fabricantes.
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Parametros de Linhas de Transmissao

Nessa sec¢do, sdo apresentados sem demonstracdo os parametros C, L, G e R para
algumas configuracdes especificas de linhas de transmissao. A indutancia interna dos
condutores é ignorada nessa analise. Além disso, os valores de R fornecidos séo
aproximacoes validas para frequéncias suficientemente elevadas.

O aluno é encorajado a verificar a veracidade das equacdes (12) e (13) constatando que
0s parametros fornecidos satisfazem a essas relacgoes.
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1) Linha de Transmissdo de Placas Paralelas

Essa configuracdo consiste de duas placas de largura ‘w’ separadas por um meio
dielétrico de espessura ‘d’ caracterizado por €, p e A. Variaveis com o indice inferior

‘¢’ referem-se ao condutor.
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C=e—
©d
d
L=u—
w
G =12
- 7d
_ 2 |mfie
w. | A,

2) Linha de Transmissdo de Dois Fios
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Essa configuracdo consiste de dois fios ambos de raio ‘a’ separados por uma
distancia ‘D’ por um meio dielétrico por €, i e A. Variaveis com o indice inferior ‘c’
referem-se ao condutor.

c e

= 18
cosh™1(D/2a) (18)
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D
L= ad cosh™1 (—)
T 2a

B A
~ cosh=1(D/2a)

P 1 /T[fﬂc
ma | A,

G
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3) Linha de Transmissao Coaxial

Essa configuragao consiste de dois fios ambos de raio ‘a’ separados de uma distancia
‘D’ por um meio dielétrico por g, i e A. Variaveis com o indice inferior ‘c’ referem-
se ao condutor.

c 2T€ 22)
“In(b/a)
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_ K é)
L= 2nln(a

. 2TA
“In(b/a)
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Solucao das Equacotes da Linha de Transmissao para Campos
Harmonicos no Tempo — Impedancia Caracteristica

Equacdes diferenciais na forma (26) apresentam solucéo geral como dado em (27), em
que C; e C, sao constantes que devem ser determinadas pelas condic¢des de contorno.

d*f(z)
Frrae K?f(2) (26)
f(z) = Cie %% 4+ C,eX? (27)

Para o caso das equacoes (7) e (8), repetidas nas equacdes (28) e (29), os resultados
estdo expressos em (30) e (31).
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V(@) _ (R + jwL)(G + jwC)V(2) (28)

dz?
d?1 29
dZ(ZZ ) _ (R + jwl) (G + j00)I(2) (29)
Vz)=Vt(2)+V (2) =V, e "2+ Ve (30)
I2)=1"2)+ 1 (z)=1fe "? + ;e (31)

Fisicamente, as funcdes indicadas pelos sinais positivos e negativos representam,
respectivamente, ondas viajantes na dire¢do ‘+z’ € *-z’. De forma similar, as constantes
(Vo", 1o") e (Vo, lo) representam, respectivamente, a amplitude das ondas que se

propagam na dire¢ao ‘+z’ e *-z’.
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As solucbes obtidas em (30) e (31) devem obedecer as equacdOes gerais da linha de
transmissao. Substituindo (30) e (31) em (5) ou (32) e (6) ou (33), o resultado obtido

esta exposto em (34) e (35).

v
——= = (R +jwl)I(2)
dl(z) .

-—— = (G +jwl)V(2)

YVt —=V)=R+jwl)(IT +17)

vyt —17)=(G +jo)(Vr +V7)
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A quantidade apresentada em (36) é denominada impedancia caracteristica da linha e
pode ser utilizada para simplificar as equacoes (37) e (38).

R+ jwlL 14 R+ jwlL
0= - = 2= (36)

14 G+ jwC G+ jwC
Zo(It*+17)=W*r=V") (37)
Zo(t =17)=W*r+V") (38)

Combinando as equacdes (37) e (38), pode-se obter a relacdo apresentada abaixo:

A Vo
I—+ - I—_ — ZO (39)
0 0
Eletromagnetismo — Departamento de Engenharia Elétrica 21

© Prof. Jodo Antbnio de VVasconcelos




	Eletromag01New1
	Eletromag02_2014
	Eletromag03New
	Eletromag04New
	Eletromag05New
	EqOndasSolucao
	ProgIrrad
	LinhaTransmissao
	hayt



