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Capitulo 1

Calculo Vetorial

1.1 Integrais de Linha

Sejam 2 um aberto de R? e v : [a,b] — Q C R? uma curva suave (isto ¢, v/(¢) é continuo

ey (t)#0,Vt € [a,b]). Seja ainda f: Q) C R? — R.

Y A Ty
. P, 5.

SN

Tomemos A =~y(a) e B=~(b).

Seja a =ty < t; < --- < t, = b uma particao de [a,b]. Consideremos A; = t; — t;_1,
i =1,...,n. Esta parti¢do em [a, b] determina uma parti¢do do arco AB em arcos P:ﬁ%,
onde P, =~(t;), i=1,...,n.

Sejam AS; = comprimento do arco P;_1P; e [|A|| = max AS; .

P
Em cada arco P,_1P; tomamos (u;,v;) e formamos a soma

Z f(uiv Ui)ASi



Definigao 1. A integral curvilinea de f sobre v de A até B ¢ definida (e denotada)

por:
fI,deZ lim fuz’vz ’L7
/7 (@y) A]l— OZ
desde que o limite exista independentemente da escolha de (u;,v;) € Pi_1P;.

Obs: A integral anterior é também conhecida como integral de linha relativa ao com-

primento de arco.
Uma condicao suficiente para garantir a existéncia da integral em questao é dada a seguir.

Teorema 2. Se vy : [a,b] — Q CR?, y(t) = (g(t), h(t)) € suave e f(x,y) € continua em 2,
entao existe /f(x,y)ds e
Y

/}mwwz/fmmumN@wW+W@Pﬁ

Nao faremos a demonstragao deste resultado.

Observagdo 1: Se usarmos a notagao vetorial para « e colocarmos y(t) = g(t)f+ h(t);’, temos:

/}xyw—/f ) (Bt

Observacdo 2: O resultado do Teorema anterior pode ser esperado, uma vez que

5 v, = 3 AOUENIR A

onde estamos usando que (u;,v;) = Y(tf) e que AS; ~ ||[v'(¢f)]|.A; (espago percorrido =

velocidade . tempo ), melhorando a aproximagao quando ||A|| — 0.

Observagdo 3: Notemos que no caso particular de f(z,y) = 1 temos que /f(x,y)ds éo
Y

comprimento da curva 7.

Uma curva v : [a, b] — R? continua é dita suave por partes se existe uma particao finita
de [a, b] em subintervalos tal que a restrigao de v a cada subintervalo seja suave. Neste caso,

definimos / f(z,y)ds como soma das integrais das restrigdes.



Interpretagcao Geométrica

Suponhamos f continua, com f(z,y) > 0 em 2.

T

Area da regiao hachurada: f(u;,v;) - AS;

E natural entéo:
/ f(z,y)ds = érea da superficie cilindrica de base AB com altura determinada pelo

graﬁco de f (uma espécie de cortina).

Interpretacao Fisica:

Encarando a curva vy como um fio delgado e f(z,y) = densidade em (z,y), temos:
fus, v;)AS; ~ massa de PZ:}Z: Am;

Z fug,v)AS; ~ Z Am,; é, assim, uma aproximacao da massa total M do fio.

M:/yf(x,y)ds

Exercicios resolvidos

1. Calcular /f(a:,y)ds onde f(z,y) =23 +y e (t) = (3t,t3), t €[0,1].
y



Resolucao:

1
/f@yﬂs: /(m§+ﬁyvg+%hﬁ:
o 0

1
:/@Mﬂ+ﬁﬁ=m
0

= 14(2v2 - 1).

2. Calcular a area da regiao representada abaixo.

z

Resolugdo: Consideremos v : [0, 5] — R? definida por y(t) = (cost,sent). Entao a drea

A da superficie serd dada por:

A::fmww:
”
/2
= / (cos*t + 2sen?t) - Vcos?t + sen?t dt =
0
/2 /2 1
= / (1+sen2t)dt:/ 1+§(1—cos2t)dt:...: —
0 0

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

Consideremos v : [a,b] — Q C R?, ~(t) = (g(t),h(t)), suave, f(z,y) continua em .
Se, ao invés de AS; usarmos Ax; = z; — x;_1, onde P, = (z;,;), na definigdo de integral
curvilinea, obtemos a integral curvilinea de f sobre v em relagao a x, dada (e denotada)

por:

[ e = tim 37 v
v i

[All—0



Analogamente,

[ famdy= lm 37 v)ay

[Al|=0

Estas novas integrais podem ser calculadas através das formas:

b
/f@wﬂmz/f@@ﬂ@hﬁmt

b
/ﬂ%W@z/f@@ﬁ@MﬁMt

Observacgao:

Tudo o que foi feito até aqui é generalizavel de maneira analoga para trés ou mais variaveis.

Exercicio proposto

Calcular /:Edem e /x2ydy quando:
g

Y

a) v ¢ o segmento de (0,0) até (1,1).
b) 7 éapardbola y=2% 0<z<1.
c) v éosegmento de (1,1) até (0,0).
~— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Seja v :[a,b] > QC R, ~(t) = (g(t), h(t),k(t)) suave.
Sejam  fi(x,y,2), falz,y,2) e f3(z,y,z) funcdes continuas em €.

A soma

/ﬁm%am+/ﬁu%a@+ﬂﬁu@wm

g g
serd indicada por

\/fl(ma Y, Z)d'T + fZ(xa Y, Z)dy + fS('T7 Y, Z)dZ
v

Intrepretacao Fisica

Suponhamos < uma curva suave, trajetoria de uma particula sujeita a um campo de

forcas continuo

ﬁ(x,y,z) = fl(xvyv Z);_I— fZ(xvya Z)j+ f3(l',y, Z)E



—

Se F' é constante e ~ uma reta, temos que Trabalho = F. (vetordeslocamento) |
onde . denota o produto escalar.
Se F nao é constante ou v nao é uma reta, particionamos 7 num ndmero finito de
arcos.
o

Se ||A| ¢ pequena, o trabalho realizado por F ao longo do arco P;_1 P; pode ser aproxi-

mado por

AW, = ﬁ(B—l) - (Az; i+ Ay g+ Az IZ) = fi(Pi_1)Az; + fo(Pio1)Ay; + f3(Pi—1)Az;

O trabalho W realizado por F ao longo de v é, por definicao:

W = lim AW; | isto é,
||A||HOZ

W = /fl(x,y, 2)dx + fox,y, 2)dy + f3(x,y, 2)dz
vy

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

A integral anterior pode ser expressa em forma vetorial. Eo que faremos a seguir.

Sejam 7y : [a,b] — Q C R® ~(t) = (g(t),h(t),k(t)) [ou na notagao vetorial 7(t) =
g(t)i + h(t)] + k(t)lg] uma curva suave e ﬁ(a:,y,z) = fi(z,y,2)i + fo(x,y, 2)] + fg(w,y,z)/;
um campo continuo sobre €.

Entao:

/fl(iv,y, 2)dx + fox,y, 2)dy + f3(x,y,2)dz =
N

=/ [F1(g(2), h(£), k(1)) g'() + fa(g(t), h(2), k(1)) W'(t) + fs(g(t), h(t), k(2)). K'(t)]dt =

b 3 —
= / F(y(t)) -+ (t)dt Notacho /F .dr , a qual serd chamada de integral de linha do
a Y

campo F sobre v .



Vejamos agora uma relacdo entre a integral de linha de um campo vetorial e a integral de linha com
relacdo ao comprimento de arco.

Denotemos por T(P) o vetor unitério tangente a y em P .

[Fear- | B0 2 (0t = / b PO o] ol =

- / Fly(®) - TO(0)]. [ (1)) e "eeme? / Fly(t)) - T(y(t))ds “eiasio / F.Tds

Resumindo:

W:/ﬁ.d?z/abﬁ(y(t)).y’(t)dtz/ﬁ.fds

o

Obs: Notemos que F.Téa componente tangencial de F com relacao a curva. Assim,

poderiamos ter deduzido a expressao do trabalho usando este fato.

Exercicios resolvidos

1. Calcular /]5 di onde F(x,y) = zi+yj e ~(t) = (cost,sent), t € [0,n].
o

Resolucdo: Observe que deveremos ter a integral igual a zero, uma vez que o desloca-

mento se processa perpendicularmente ao campo.

8



De fato:

/ﬁ.df’-/ (cost;+sentf).(—sent;+costf)dt—/ 0dt=0.
o7 0 0

—

2. Calcular o trabalho realizado por F ao longo de ~, onde F(z,y) = (z,y) e

V(t) = <t7 |t|)7 te [_17 1]'

Resolugao:

-1

W= / F.di = / ()"0t = / F(y(t)) - ' (8)dt + / F(y(t)) - ' (8)dt =

1 0 1
_ / (t,]t|).(1,—1)dt+/(t,|t|).(1,1)dt:/ 2tdt+/ S dt——1+1=0
-1 0 0

-1

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Uma pergunta que se coloca aqui: A integral /ﬁ . dr" depende da parametrizacdo de v 7
gl

Veremos a seguir que sé depende do sentido de percurso.

Teorema 3. Sejam v : [a,b] — R uma curva suave e h : [¢,d] — [a,b] uma mudanca de pardmetros

(isto é ' >0 ou h' < 0). Seja ainda X\ = v o h uma reparametrizag¢io de . Entdo:

/ﬁ.d?-/ﬁ.d? , se W(r)>0
0% A

ou

/ﬁ.d?-/ﬁ.d? , se W(r)<0
0% A



Prova:

A=~vo0oh =z

Suponhamos h'(7) < 0. Neste caso, h(c) =b e h(d) = a.
Pela Regra da Cadeia, \' (1) =~/(h(7)). R/ (7).
Fazendo a mudanca t = h(7) obtemos

—

b (&
F.di = F A ®)dt = | F(y(h(r)))« v (h(1)) . B (1)dT =
/ [ o) wi= [ Fame) e v

—

d
d —
= —/ FO(7)) . X (r)dr = —/F. dr
c A
O caso h'(7) > 0 é semelhante.

Observacgao: Relembre a definicao de / f(x,y)ds. Fica claro que este tipo de integral independe

v
também do sentido de . Prove isto com o mesmo tipo de argumento usado na demonstracao do

teorema anterior.

Exercicios resolvidos

1. Calcular /ﬁ . d7 onde F(z,y) = (2%y, 2%y) quando:
g

(a) 1 é o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).
(b) 72 é a pardbola y = 2%, 0<x <1.

(c) 73 é o segmento de reta que liga (1,1) a (0,0).

Resoluc3o:

(a) uma parametrizagao da curva pode ser v1(t) = (¢,t), 0 <t < 1.

10



il

H'

Assim,

1 1
. 1
/ F.dF:/ (t3,t3).(1,1)dt:/ 23dt = ... = =
" 0 0 2

(b) uma parametrizacio da curva pode ser Yo(t) = (¢,¢2), 0 <t < 1.

’y\ 9(171)

72

Assim,

1 1
q 8
/F.dF:/ (t4,t4).(1,2t)dt:/ thy2tddt =... = —
Y2 15

0 0

(c) uma parametrizagdo da curva pode ser y3(t) = (1 —¢t, 1 —1¢), 0 <t < 1.

yt (1,1)

V3

/Wsﬁ.dfz/ol((l—t)?’,(l—t)3).(—1,—1)dt:/01—2(1—t)3dt:---:—2

Observemos neste exercicio que podemos obter dois valores diferentes para a integral de linha

ao longo de duas curvas ligando (0,0) a (1,1).

2. Calcular a area da regiao R representada a seguir:

11



Resolugao:

Sejam z = f(x,y) =22 e y(t)=(t,2—1), t €[0,1].

1
Area de R:/f(:c,y)ds:/ t2.\/§dt:\é§u.a.
o 0

. Calcule / 2zdr + dy + dz, onde 7 é a interseccio do cilindro y = z? com o
¥

paraboléide z = 2 — x? — y2, contida no octante z,y,z > 0. O caminho é percorrido de
(1,1,0) a (0,0,2).
Resolucdo: Uma visualizagao da curva:

2

Uma parametrizacao de v pode ser dada por

Yt =(1—t, 1-t)% 2—(1—-t)> =1 —-t)"), 0<t<1.
Temos
1
/2mda:—|—dy+dz = /[—2(1—t)—2(1—t)+2(1—t)+4(1—t)3 Jdt =
Y 0
:/I[Q(t—l)+4(1—t)3 =1 — (-4 | = o
0 0

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

12



Exercicios propostos 1.1

1. Calcular / 2%y dx + zy?dy, onde v é a curva indicada a seguir.
gl

Y
(2,1)
| g (2,0) @
2. Considere o campo vetorial sobre R?, definido por F (x,y) = —yz +x ] Encontre uma curva

~ comegando no ponto (1,2) de comprimento 1 tal que / .dr =
¥

3. Calcule a area da regiao R representada a seguir

4. Calcule /ﬁ di onde F(x y) = 2z + y?’)f—i— 3wy2} e v é a curva indicada na figura a seguir
¥

Ya

Y

[Nel[e38

Observagao: Volte a fazer este exercicio apds a leitura da sec¢do a seguir.

1.2 Campos Conservativos e Integrais de Linha

Teorema 4 (Teorema Fundamental para Integrais de Linha). Sejam © C R™ um aberto e

f:Q — R de classe C'. Seja v : [a,b] — Q C R" dada por y(t) = (y1(t),...,Vn(t)) uma curva

13



suave por partes tal que y(a) = A e v(b) = B. Entao, /Vf . dr
v

I
g
=
|
P
=

Prova:

(i) Se v é suave:

b
[ vedr= [ vrowm) B
o' a
Pela Regra da Cadeia 7
%f(v(t)) = ZL0W) O+ + L) v,

= Vf(y(®)-7'@). A
Do Teorema Fundamental do Célculo segue que:
bd
[ viedr= [ L5600 = f6®) - F6@) = 7B) - 74)
0% a
(ii) Se =y é suave por partes:

Y=y U---U~y,, onde v; ésuave, 1 =1,...,m B

m

/Vf.dF = Z/ Vf.dF
;

i=1v"7i

= PR 1A+ fha) (£ = F(nea)= ()= A).

Ay
A As

Definicao 5. Uma curva v : [a,b] — R™ € dita fechada quando v(a) = ~(b).
Notagao: Quando a curva ~ é fechada,
costuma-se denotar / por j{ . Quando
¥ ¥
~ estd no plano, usa-se ainda ?{ ou % .
¥ ¥

Corolério 6. Se F =V f onde f : QCR" >R com f € Cl e ~: [a,b] — Q C R™ € suave por

partes e fechada, entao /ﬁ .dr=0.
¥

14



Exercicios resolvidos

1. Calcular / zdr + ydy em cada um dos casos abaixo:
gl

i) v é o segmento de (0,0) a (1,1)
ii) v é a pardbolay =22, 0 <2 < 1 (1,1)

iii) v é a curva indicada ao lado.

Y

Y

iv) v é a circunferéncia (cost, sent), 0 <t < 27w

Resolugao:

/wdaz—i—ydy—/(m,y)-dﬁ Y4 (1,1)
v v

Seja f(x,y) =

Entao Vf(z,y) = (z,y).

Logo,/a:dm—l—ydy:/Vf-dF.
gl gl

(x2 + y2).

DO |

Respostas para (i), (ii), (iii): f(1,1) — f(0,0) =1

Respostas para (iv): 0, pois A= B.

2. Calcular /ydac + xdy onde 7 ¢é uma curva suave unindo (0,1) a (2, 3).
g

Resolucdo:
/ ydr +xdy = /(y,x) . dr.
¥ ¥
Seja g(z,y) = xy. Entdo Vg(z,y) = (y, ).
Logo,

/ydw+mdy—g(2,3) —9(0,1) =6.
.

Observagao: O teorema anterior afirma que, sob certas condigoes, a integral de linha independe
do caminho de integracao, mas somente dos pontos extremos. Conforme ji visto anteriormente,

nem todas as integrais de linha tem esta propriedade. Veremos uma reciproca do Teorema anterior.

Definicao 7. Q C R” € dito conexo se quaisquer dois pontos em ) podem ser ligados por uma

curva suave por partes, inteiramente contida em 2. Uma regiao € um conjunto aberto e conexo.

15



Exemplos:

Nos casos abaixo €21 é conexo e {22 ndo é conexo.

Q1 ={(z,y) eR?*; z > 1}
Qo = {(z,y) € R?; |2| > 1}

Teorema 8. Sejam ) C R" wma regido e F : @ C R® — R™ um campo vetorial continuo. Se a
integral de linha /ﬁ . dr" € independente da curva suave por partes v ligando A a X em ), onde
A € fizrado e X € arbitrdrio, entao a funcgao real definida por

f(X):/Xﬁ.dF

A
¢ de classe C' e satisfaz Vf = Fem(Q.

Prova:
Para simplificar a notagao vamos fazer a prova para n = 2.
Inicialmente observemos que em virtude da independéncia de caminho a férmula para f(z,y)
fornece uma funcao sem ambigiiidade.
. = . of of
Precisamos mostrar que Vf(z,y) = F(z,y), ou seja 9z (x,y), 50 (x,y) =
€z Y
(Fl(x7y) ) FZ(:I:a y))
Escolhemos curva suave por partes ligando A a (z,y) contida em €2 (que existe pois €2 é conexo)

e a estendemos horizontalmente até o ponto (x +1¢, y), [t| < d (isto é possivel pois 2 é aberto).

A

(z+t,y) (zy)
fo+t,g) = floy) = / Foar- [ F.dr—

A

(z+t, y) t t
— / F:/ F(:v—i—T,y)-(l,O)dT:/ Fi(z+1,y)dr
( 0 0

z?y

Assim:

af o . f($+tay)_f($7y)_- 1 ! —
oo W) = : =l | Pl i =

— CZ(/(:Fl(err,y)dT) /t:OZ Fi(z,y)

16




onde usamos nas igualdades anteriores a defini¢ao de derivada de fungao de uma varidvel e o Teorema

Fundamental do Célculo.
Analogamente gf (z,y) = Fa(x,y).
Y -,
Logo Vf(z,y) = (Fi(z,y), F2(z,y)) = F(z,y).

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Resumindo os teoremas 4 e 8, podemos enunciar:
Q CR" — regiao.
v C ) — curva suave por partes, ligando A a B.

F — campo vetorial continuo sobre €2 .

/ﬁ.df’ ¢ independente de v <= 3 f tal que F:Vf em ).
.

Definicao 9. Um campo vetorial F para o qual existe uma funcdo real f tal que F= V[ € chamado

um campo gradiente ou conservativo. A fun¢do —f € chamada o potencial de F .
A motivacao para chamarmos um campo gradiente por conservativo serd colocada a seguir.

Suponhamos uma particula de massa m percorrendo um caminho v : [a,b] — ©Q C R™ suave por
partes, sob a acao de um campo continuo F'.

Temos:
— b —
Trabalho =W = /F Sdr' = / F(y(t)) - ~'(t)dt.
01 a

Da segunda Lei de Newton temos: F(v(t)) = m.~v"(t) //

Portanto,
F(y(t)-7'(t) = m.y"(t)-'(t) =
= & [pmeher] = 5 [3mee?] |

onde v(t) = ||7'(t)|| é a velocidade escalar da particula.

Portanto,

wo= [ T8 (3me?)]a=Fmoo) - e =

= K(b) — K(a), onde K(t)= %m(v(t))2

é a energia cinética da particula no instante ¢. Assim,

17



Trabalho = W = variagao da energia cinética.

Suponhamos agora que F=vV f.
Sabemos da Proposigao ?? que W = f(B) — f(A).

Comparando com a férmula acima, temos:

ou seja,

A quantidade — f(P) é chamada energia potencial da particula em P .
Portanto, a soma da energia potencial com a energia cinética permanece constante quando a
particula se move ao longo de um campo gradiente. Esta é a razao de chamarmos este tipo de

campo como “Campo Conservativo”.

Exercicio

Encontrar o trabalho realizado pelo campo F(z,y, 2) (zi 4 yj + zk) ao longo da

T2 Y2 + 22
curva v : [0,27] — R3, dada por y(t) = (cost, sent, t)

Resoluc3o:

Poderiamos resolver usando a definicao.
Tentaremos resolver aplicando a Proposicao 77.

Procuramos f tal que

Kz

folz,y,2) = PR N (1)
Ky

fy(xayaz) = $2+y2+22 (2)
K=z

fo(x,y,2) = m 3)

18



Integrando (1) em relagdo a x obtemos

_ Kz _ 5 2 2 2
f(wvyvz)/x2+y2+22dx+¢(yvz) 2 h’l(l’ +y +Z )+¢(y72) (4)
Assim,
Ky
fy(z,y,2) = m‘f‘%(yaz)-

Comparando com (2) temos ¢y, (y,2) = 0 e assim ¢ = ¢(2), isto é ¢ nao depende de y.

Logo (4) pode ser escrita como

Fly2) = 5 4y 4+ 22) 4 0(2)

Diferenciando com respeito a z e comparando com (3) obtemos ¢'(z) = 0 e assim ¢ = C.
Tomemos ¢ = 0.

In(z? + % + 22).

K
Portanto f(z,y,2) = )

o K
Assim W:/F.dF:/Vf.dF:f(l,O,Qﬂ')—f(l,O,O):2 In(1 4 472).
v v

—0—0—0—0—0—0—0—0 —
Problema: Dado F', como saber se 3f tal que Vf:ﬁ ?

Teorema 10. Seja ﬁ(w,y) = A(z,y)i + B(z,y)j, onde A(z,y) e B(z,y) sio de classe C' num
retangulo R = [a, b] X [c, d].

Ay=DB; em R<= 3 f tal que Vf:ﬁ em K.

Prova:
(<)
Se Vf=F entao A:g e B:g. Logo
ox oy
% . 82f Teo. Schwarz an . 8£
oy  Oyox oxdy Oz
(=)

Desenvolveremos argumento semelhante ao feito na prova do Teorema anterior.

Fixemos (x0,yo) € R.

19



Seja f(x,y) definida em R por: R (z,y)

_ 5 o 72
f(xay)_/dera "

(%0,%0) (7, y0)

onde ~ ¢ a curva indicada na figura ao lado.

Consideremos as parametrizacoes 1 : [xo,z] — R dada por ~1(t) = (t,90) e 72 : [yo,y] = R
dada por ~a(t) = (z,1).
x y
Assim f(x,y):/ A(t,yo)dt—i—/ B(z,t)dt.
o

Yo
Entao: gz(aj,y) ] B(z,y).

Y 9B hip.
A(x,y0)+/ %(it,t)dt L A(z,yo) +
Yo

Y0A x
7(.%'7t)dt g A($,y0> + A((I?,y) - A(x7y0) =
vo Y

_l’_

Onde estamos usando:
(*) Teorema Fundamental do Célculo.
(**)Teorema de Derivacao sob o Sinal de Integragao.

—

Portanto, Vf(z,y) = F(z,y).
Observacgao:

O teorema anterior continua valido se ao invés do retangulo R considerarmos uma regiao €2
simplesmente conexa, isto é, {2 nao apresenta “buracos”. [Mais precisamente, uma regiao @ C R"
¢é dita simplesmente conexa se toda curva fechada contida em 2 puder ser deformada continuamente

dentro de Q até reduzir-se a um ponto.] No entanto, o teorema nao é valido para regides quaisquer,

conforme mostra o exemplo a seguir.

simplesmente simplesmente

conexa conexa

Exemplo:
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Seja ~(t) = (cost, sent), t € [0, 27].

NI

y
F(x,y)=x2+y21+x2+y2j; (z,y) € D=R*-{0} (

_y . x
X

2 _ 2

_ Y _ Yy -
A($,y) - x2+y2 = Ay(xay) - ($2+y2)2
2 _ .2

x Y- —x
B(z,y) = o) = By(z,y) = @+ 27

Se existir f tal que Vf:ﬁemD,entéo/ﬁ.dF:/Vf.dF:().
v gl

Mas, calculando pela definicao,

2
/F.df—/ ldt =27 £0.
¥ 0

Portanto, 3f definida em D com a propriedade acima.

No entanto, para qualquer curva fechada A contida em um retangulo contido em D teremos:

yl
/ﬁ.dF:O
A

Um resultado analogo ao teorema anterior

também ¢é vélido para R?. Vejamos.

Teorema 11. Seja F(z,y, 2) = A(x,y, 2)i+ B(z,y,2)j+C(z,y, 2)k onde A, B e C sio de classe
C*' no paralelepipedo R = [a,b] x [c,d] x [e, f].

Entao F' é conservativo em R se e somente se
Ay=B,, A,=C, e B,=Cy em R

Observagao: A prova é semelhante a do teorema anterior, sendo que a funcao potencial do campo

pode ser obtida integrando F sobre uma poligonal contida em R como abaixo:
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Observagao: O teorema anterior continua vélido se ao invés do paralelepipedo R considerarmos
uma regido € simplesmente conexa como na Observacio depois do Teorema 10. Note que no R?
uma regiao simplesmente conexa pode apresentar “buracos”como entendidos na linguagem comum.
Tal é o caso de uma bola da qual foi retirada o centro. Ja uma bola da qual foi retirado um didmetro

nao é uma regiao simplesmente conexa.

Nao simplesmente Simplesmente

conexa conexa

Exercicios resolvidos
1. Seja 7(t) = costi+sent j, te[0,7/2]

—

ﬁ(m,y) = y25+ (2zy —e¥)j .

Calcular / F.dr.
v

Resolugao:

19 Método:

Pela definicao:

. w/2
/F -dr = / (seth, 2cost sent — ') - (—sent, cost)dt = ...
¥ 0

292 Método:

F édo tipo gradiente ?

A, = 2y = B, em qualquer retangulo.

Portanto é gradiente.

Procuremos f tal que Vf = ﬁ, isto é,
fo(z,y) = y° (1)

fy(w,y) = 20y — ¥ (2)
Logo f(xz,y) = zy* + ¢(y)
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2
fy(z,y) = 2wy+¢’(y)¥ 2zy — v

¢'(y) = —¢! = ¢(y) = —¢¥
fla,y) = ay® —e¥
Logo,

/ﬁ.dF:f(O,l)—f(l,O)zl—e
v

392 Método:

Sabemos que F édo tipo gradiente em R2. Logo, a integral ndo depende da curva. Vamos

calcular sobre o segmento de (1,0) até (0,1).
Consideremos T'(t) = (1 —t)i+tj, t€0,1]

Assim:

1 1
/ﬁ. dF:/ﬁ. dF:/ (t%,2t(1 —t) — €. (—1,1)dt:/ [—t?+2t(1—t)—€']dt=1—¢
vy r 0 0

. Calcular /(y +senz)dr + (x + eY)dy onde 7 é uma curva suave por partes, de (0,1) a
(m,0).

Resolugao:

Y,
04 _ 0B R?
y ox 1

Portanto vale a condi¢ao do Teorema 10

em qualquer retangulo R . -
7 x

Aqui, para encontrarmos a funcao potencial —f vamos utilizar um método alternativo, base-

ado no raciocinio desenvolvido na demonstracao do Teorema 10.

Seja f(x,y) definida em R? por f(z,y) = / F.dr, ‘ y
I ('Ia y)
. Iy
onde I' é a curva indicada ao lado I,
0.0l @0 =
Assim:

x y
f(fﬁay)Z/ sent dt+/ (x4 e')dt = zy + €Y — cosx
0 0
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Logo, Vf(z,y) = F(z,y) = (y + senz,z + ¢¥) e portanto
/(y—i—senx)dx—i—(m—i—ey)dy—/Vf.dF—f(ﬂ,O) — f(0,1)=3—¢
v 2!

. Considere ﬁ(x, Y, 2) = y2i + (2zy + e3z)f+ 3y 3% k. Encontre uma funcio f tal que Vf = F.

Resolugao:

Queremos f(x,y, z) tal que:

folz,y,2) = o2 (1)
fy(z,y,2) =2zy + e3? (2)
fo(z,y,2) = 3y e3? (3)

Integrando (1) com respeito a x, obtemos:
flay,2) =2y’ +o(y,2)  (4)

Assim  fy(x,y, 2) = 2zy + ¢y (y, 2).

Comparando com (2) obtemos

¢y(y7 Z) = 632'

Logo ¢(y, z) = ye3* + h(z).
Reescrevendo (4):

fl@,y,2) = 2y + y &> + h(2).
Diferenciando com relacio a z e comparando com (3) obtemos h/(z) = 0 e assim
h(z) = K.

Logo: f(z,y,2) =xy®+ye3* + K étal que Vf = F.

. Seja F um campo de quadrado inverso tal que

= c
F(x7y7z) = ||7—,»H3

—

7, onde

F=uxi+yj+ zk e ¢ éuma constante. Sejam P; e P» pontos cujas distancias a origem sao

di e dsy , respectivamente.
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Expresse em termos de d; e d2 o trabalho realizado por F' ao longo de uma curva suave por
partes unindo P a Ps.
Resolugao:

= C
F(x,y,z) = ($2+y2+22)3/2

(z,9,2)

Notemos que
]

PR R ou seja, F édo tipo quadrado inverso.
?+y’+z

|1 F(z,y,2)|| =
—C
[.TQ +y2 + 22]1/2 ’

Observemos entao que F(:L‘,y, z) =V f(z,y,z) onde f(x,y,z)=

Assim:
—c ¢ c(da—dy)

W:f(P2)—f(P1):d72+d71_ dids

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Exercicios propostos 1.2

1.

Calcular ]{ % dx + % dy, onde v é a fronteira do disco unitédrio, centro em (2,0).
N Tty e +y

Calcular /(3w2y —senx)dz + 23dy onde v éacurvay(t) = ((1—m)t> +x,t), te[0,1]
gl

Calcular /a;dy + ydx onde y é uma curva suave unindo (1,1) a (2,3).
v

Prove: Se F' é um campo vetorial continuo definido numa regiao 2 C R", entao sdo equiva-

lentes:

(a) / F . d7 = 0 para qualquer curva fechada v C .
2l
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(b) / F.di é independente do caminho suave por partes, v, ligando dois pontos
v

em (2.

5. Calcular o trabalho realizado pelo campo F (x,y) = (2 —bx + y);+ zj ao deslocarmos uma

particula de massa unitaria ao longo do triangulo de vértices (2,2), (3,1) e (3,2), no sentido
anti-horério.
1.3 Teorema de Green

Defini¢ao 12. Uma regiGo B C R? ¢ dita uma regido simples se toda reta paralela a wm dos

eixos coordenados corta a fronteira de B em um segmento ou, no mdximo, em dois pontos.

regiao simples regiao nao simples uniao finita de

regides simples

Teorema 13 (de Green). Seja D regiao plana limitada, que é reunido finita de regides simples,
cada uma com fronteira constituida de uma curva suave por partes. Se A(x,y) e B(x,y) sdo de

classe C' num aberto contendo D e a sua fronteira -y, entdo:

[ Ayt + @y = [ [ 150 = 5| vy

onde 7y € percorrida deizando D sempre a esquerda (dizemos y-orientada positivamente).

De maneira abreviada:

B A
/Ad:n+de:// (8—8>dacdy
~ p\O0x Oy
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Prova:
12 Caso:
Suponhamos D-regiao simples (com o aspecto abaixo, por exemplo)

ty
L= hi(y)

OB b h2(y) 5B
—(z,y)dxdy = / dy/ —(z,y)dx =
//D 8$( ) a Rhi(y) 0:6( )
b

_ /Lm@w»w—Bmmmwwy:

a

=:lﬂwmmw@+ﬁﬂwmwwwleww@
A 1ltima igualdade ocorre, uma vez que a parte paralela ao eixo z em nada contribui com a
integral.
Analogamente,

LA(x,y)dx: —//D gﬁ(x,y)dwdy

A soma destas igualdades fornece a prova deste primeiro caso.

29 Caso:
Suponhamos D = D; U - - - U D, reuniao finita de regioes simples, cada uma com uma fronteira

constituida de uma curva suave por partes v;, ¢=1,...,n.
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Temos ja provado:

/ Adaz+de:// <838A> dx dy
Vi D; O Ay

A soma das integrais sobre D; é uma integral sobre D . Logo,

0B 0A -
— — — ) dxdy = /Adw+de *
[ %) 2., *)

A fronteira de D é constituida de partes das curvas 7; .

Podem existir partes das curvas «; que nao fazem parte de v, como mostra a figura a seguir.

A\ Y

Estas partes serao percorridas duas vezes, uma em cada sentido, em nada contribuindo com o
membro direito de (x).

Logo,

B A
// 8——8— dxdy:/Ad:U—l—de
p\O0xr Oy .

Aplicacao: Area de uma regiao plana

Tomando-se A=0 e B(x,y) =z, temos Area de D = // dr dy = / T dy.
D v

Tomando-se A(x,y) = —y e B =0, temos Area de D= // dr dy = —/ y dx
D Y

. 1
Ainda, somando-se as duas igualdades anteriores temos Area de D = 5 / —ydr+zxdy.
¥

Exercicios resolvidos

1. Use o Teorema de Green para calcular j{(l + 10zy + y*)dz + (6zy + 52%)dy, onde v é o
ot
quadrado de vértices (0,0), (a,0), (0,a) e (a,a).
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Resolucdo:

j{(l + 102y + y*)dz + (6zy + 52%)dy = // [(6y + 10z) — (10x + 2y)| dzdy =
g R

= //4ydxdy:
R
= /dy/ 4yd:c:---:2a3.
0 0

2. Calcular / 22y dz + y3 dy, onde 7 é a curva indicada na figura.
gl

yl
S Y=
1 A Y3 = 22
/'
/ 1 z

Resolucio:

Seja D a regiao limitada pela curva.

A(z,y) = 2%y , %;(:E, y) = 2?

0B
B(x7y):y37 %(‘T’y)zo

1 x2/3
/$2ydx+y3dy = // —Ji2dl’dy:—/ d:n/ 22dy =
0 D 0 T
1

1
- 8/3 _ 2y = -+ = ——
/O(m z?)dx 0

2 y2

3. Calcular a drea limitada pela elipse — + i 1.
a
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Resolucio:

Seja y(t) = (acost, bsent), t € [0,2]

, 1 1 2
Area = 2}é:{;dy—yala::2/ (acost-bcost+ bsent - asent)dt =
¥ 0

1 27
= / ab dt = wab
2 Jo

4 D={(ey) €R? /a2 442 <1}

A(z,y) = A(r), B(z,y) = B(r); funcdes de classe C! que dependem somente da distancia

r & origem.

Prove que
0B 0A
[, (5= 5) aew=r.

Resolucdo:

Seja v(t) = (cost, sent), t € [0,2n]

Pelo Teorema de Green,

// <aB - %) dx dy = AA(I)dm + B(1)dy

Considerando agora A(z,y) = A(1) e B(x,y) = B(1), (z,y) € D (isto é, estendemos A e B

como constantes em D) e aplicando novamente o Teorema de Green obtemos

/A( )dx + B(1 dy—// (%—&:)dmdy://DOd:cdy:O
JL(- )

30
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5. Considere ﬁ(x,y) = A(x,y)ﬂ B(»”Uay)j
oB 0A

A, Be€C' com — = —— na regido S hachurada abaixo.

or 0Oy

Prove que:

Resolugao:

Pelo Teorema de Green:

/ﬁ.df—/ ﬁ.df:// <8B—8A>dxdy:0
2 71 S O 8?/

_y - €T =

6. Considere F(x,y) = o i+ o -7, (z,y) # (0,0) e TI'(t) = (2cost, 3sent),

t €[0,2n].

Calcular / F.dr.
r

\)

| A

Resolugao:

Torna-se dificil calcular diretamente.

Ainda: ndo podemos aplicar diretamente o Teorema de Green.

B A
Observamos que 9 6— na regiao hachurada ao lado.

a?zay
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Pelo exercicio anterior temos:

27
/F.dF:/ F.dF:/ 1dt =2r.
I I 0

Exercicios propostos 1.3

1. Calcular /(1:2 + y)dx + (2x + 2y)dy, onde vy é a curva indicada na figura.
g

2. Use o Teorema de Green para calcular a integral / F.dr , onde:
v

ﬁ(m, y) = (seny — x2y)f+ (zcosy + xy2)j e v é a circunferéncia 22 4+ y? = 1, orientada

positivamente.
T dxr — (x — y)d
3. Calcule / (z+y) P (2 y)dy , onde T' é a circunferéncia 2% + y?> = 72, sentido anti-
€x Y
¥
horario.

(Sugestao: usar a definicao).

1.4 Integrais de Superficie

Consideremos o problema de definir drea de uma superficie §: z = f(z,y) sobre Q C R?.
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Comecemos com uma superficie plana S : z = Ax + By + C sobre um retangulo R, como a
seguir.
Sabemos que drea de § = ||@ x b]|, onde:
ponto inicial de @ = (z,y, Az + By + C)
ponto final de @ = (v + Az, y, A(x + Az) + By + C)
Logo @ = (Az,0, AAz) ouseja @= Axi+ AAzE.
~ S

y+ Ay
Y
Analogamente, b= Ayj + BAyE
i ]k
Gxb=|Ar 0 AAzx |=-AAzAyi— BAxAyj+ Az Ayk.
0 Ay BAy

Logo, drea de S = v A2+ B2 +1 Az Ay.

Antes de passarmos ao caso geral, introduziremos uma nova nomenclatura.
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Uma superficie S sera dita suave se o seu vetor normal unitario 7j variar continuamente através
de S.

Se S:z= f(z,y), (z,y) € Q, entdo S é suave se e somente se f é de classe C'! sobre Q (isto
é, fu e fy sdo continuas sobre um aberto contendo ).

Ainda, se S : z = f(x,y), (x,y) € Q onde Q é do tipo considerado para integrais duplas
(fronteira contida em um nimero finito de conjuntos suaves) diremos que S tem projegao regular
no plano zy.

Consideremos entao S: z = f(x,y), suave, com projecao regular 2 no plano xy.

Seja G uma rede cobrindo a regiao 2.

Seja (x;,y;) o centro de cada retangulo coordenado R;; determinado por G .

Aproximamos a area de S sobre o retangulo R;; pela drea do plano tangente a S pelo ponto

(i s v, f(xi,95))-

A equagao do plano tangente é:

(z — wi)(g‘;(wi, yj) + (y — yj)g‘g(ﬂfuyj) — (2= f(zi,y;)) =0

ou

of of
z= %(%, Yj)T + @($i7yj)y + Cij
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NN

, <

.. Area sobre R;j, no plano tangente considerado é:

2 2
\/Bi(wi,yj)] + [g;;(xiayj)} +1 - Ax;Ay;

Esta expressao d4 uma estimativa para a 4rea da superficie sobre R;; .
Somando, teremos uma estimativa para a area de S.

Fazendo m(G) — 0, temos:

2 2
// g + g +1 d:vdyde:f'AreadeS
Q Ox oy

Exemplos:

1. Ache a area da regido do plano z = —y + 1 que esta dentro do cilindro z? 4 y? = 1.

z

—
N
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Seja z = f(z,y) = —y+1

Q={(z,y) €ER? [ 2® +y* < 1}

fo(z,y) =0

fyla,y) = =1

A(S) = /Q V1+1dA = \/§/Q dA = /27, onde usamos o fato que /QdA ¢ a édrea do circulo

de raio 1.

. Calcular a 4rea do parabol6ide hiperbélico z = xy que fica dentro do cilindro % + y? = 1.

Area = // VY2 + 22+ 1dzdy
Q

Integrando em coordenadas polares:
2m 1
. 2
Area:/ d@/ \/r2+1rdr:~--:§w[2\f2—l}
0 0

. Dar a drea da parte do cilindro z = y? que fica sobre o triangulo de vértices (0,0), (0,1) e

(1,1).

36



1 Yy
A(S) = // Vay? +1 dmdy—/ dy/ Vayr+1dx =
Q 0 0

= /lmydy:---zl(w%n
0

12

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Seja S: z = f(x,y) suave, com projegao regular €2 no plano xy.
7] = vetor unitério normal a S por (zo, yo, f(zo,¥0))-

Sejam «, 8 e v os angulos que 77 faz com os semi-eixos positivos Oz, Oy, 0z, respectivamente.

ﬁzcosa.f—l—cosﬁ.j—l—cos*y.l; (%)

us
Convencionamos: 7 é tomado de modo que 0 <y < 5 (normal superior).
~ < . ~ T . .
Observagao: Com estas hipdteses, a situagao v = 3 nao ocorre. (Justifique)

Seja o retangulo ilustrado e a sua correspondente imagem no plano tangente a S por (zo , yo , f(z0,%0))-
A equacgao deste plano pode ser escrita como:

0 0
z= 83]; (%0, y0)x + &J; (w0, y0)y +C

Pelo visto anteriormente,

@x b= |—fu(z0,90)i — fy(x0,y0)] + k| Az Ay
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-

_ —f:c(l”o?yo)f— fy(xo,yo) ) + E
1o @o,yo)? + [y (w0, o) + 1

7=

X
X

=S

SIS

Comparando com (),
1
VU0, o)+ Uy (o, 30) 2 + 1

cosy =

Assim /[fa(@0, 30))2 + [fy (20, 30)]2 + 1 = secy .

Variando o ponto (zo,y0) : v = v(z,y)

Vo, ) + [y ()2 + 1 = secr(z, )

Area de § = // secy(x,y)dx dy
Q

De modo analogo:

Se S:x = g(y, z) com hip6teses semelhantes as anteriores, teremos:

Area de S = // seca(y, z)dy dz
Q

A

Massa de uma Lamina Curva

Consideremos uma lamina que tenha a forma de uma superficie S, a qual se projeta regularmente

em {2, no plano zy.

Problema: Definir a massa da lamina.
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Se a densidade p é constante, entdo massa = p - (Area de S).

Suponhamos p = p(x,y, z) continua.

S:z = f(x,y) suave, com projecao regular {2 no plano zy.

Seja G uma rede cobrindo 2.

Seja (x;,1;) o centro de cada retangulo coordenado R;; determinado por G .

Consideremos
Sij 2= f(z,y); (v,y) € Rij .
Se R;; ¢é pequeno, a densidade em S;; ¢é aproximadamente p(x;, y;, f(xi,y;))

(p ¢é continua) e assim,

massa de S;; ~ p(x;, y;, f(xi,y;5)) - Area Sij ~

~ pai, vy F@iu) o)+ Uyl u)P +1 Ay Ag
Somando, teremos uma estimativa para a massa de S.

Fazendo m(G) — 0, temos

def.

massa de S

// P(x,y,f(x,y))\/fa%(x,y) + f2(x,y) + 1 dedy
Q
= //Qp(x,yaf($,y))S€C7(x7y)dxdy

Exercicio resolvido

2

1. Calcular a massa de uma lamina que tem a forma do cone 2% = 2 + 2 entre os planos z = 1

e z =4, se a densidade é proporcional a distancia ao eixo 0z .
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Resolucdo:

p(x,y, 2) = ky/a? + y?
f(z,y) = o2 + y?

€T
Y

VP —~

R+ fE+1=2

fa:(l'a y) =

fy(may) =

g2 +y? =16
24y =1
. secry(z,y) = V2 z

2 4 3
4° —1
massa ://k\/mz—FyQ‘\@dmdy:\/ik/ dﬂ/ r‘rdr:---:2\/§k:7r< 3 >
Q 0 1

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

S :z = f(x,y) suave, com projegao regular € no plano zy.

Seja ainda H(x,y, z) continua em um aberto contendo S .

Definicao 14. A integral de superficie de H sobre S € definida (e denotada) por:

//SH(x,y,z) dS://Q H(z,y, f(x,y)) secy(z,y)dz dy

Observacgao: Notemos que a Integral de Superficie é uma generalizagao da integral de linha.
Trabalhamos com:
Na integral de Linha: (fungao).(comprimento de arco).

Na integral de superficie: (fungao).(4rea).

Casos Especiais:

(i) H(z,y,2)=1= //SdS— Area de S.
(i) H(z,y,z) = densidade no ponto (z,y, z) de uma lamina S.

//SH(x,y, z)dS = massa da lamina.
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Aplicacao: Fluxo de um Fluido através de S

Suponhamos S imersa num fluido que escoa com velocidade V' (variando de ponto a ponto mas

nao com o tempo).

Fluxo através de S = volume do fluido que atravéssa S na unidade de tempo.

Casos Particulares:
(i) S- plana
V - constante
V1S

Fluxo por S = volume do cilindro =

= ||V - (4rea de S).

(ii) S- plana
17 - constante

- nao perpendicular a S

<t

Fluxo por S = volume do cilindro (A) =
)

= volume do cilindro (B) =

(B) y

7
(unitério)

= (V-ij) . (Area de S).

Caso Geral:

S: z = f(x,y) suave, com projegao regular { no plano zy.

—

V= V(:c,y, z) - continuo.
Problema:
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Definir fluxo através de S.

Seja G uma rede cobrindo €2, com retangulos R;; dividindo S em pedacos S;;.

(xi,y;) - centro de R;j.

Se S;j é pequeno, supomos que V = constante = V(:):Z, yj, f(zi,y;)) em todo Sj;.

Tomamos o plano tangente a S por (z;, yj, f(xi,y;)) e substituimos S;; pela imagem de R;; no
plano tangente, denotando por Sj; .

Fluxo por §j; ~ V(xz, Yjs f(wi,y5)) « 1(@is vy, f(xisy;)) - (drea deSj;) =
= Vi(wi, yj» fl@oyy)) - d@i, yj, flmi,y;) - secy(@i, yy) Az Ay;

Somando e fazendo m(G) — 0, temos:

Fluxo por § £ / V(z,y, fx,9) - i@y, f(z,y)) - secy(x,y)dedy =

def. //‘7'33 N abrev. // > N
S Y, 2) - (x,y, 2) dS —— V.igdS
g ( ) - 7i( ) g

Observagao: Se trocarmos 7] por —1j, o sinal da integral sera trocado.

Teorema 15.
S:z=f(x,y), onde feC' em
Q = projecao reqular de S no plano xy .
77 - normal superior (unitdrio)

V' - campo vetorial continuo
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FEntao:

//5‘7 HdS = //Q(Ulfx — vafy +v3)da dy

(a integranda calculada em (x,y, f(x,y)).

Prova:

Estamos supondo V(x,y, z) = vi(z,y, z);—i- va(z,y, 2)j + vs(z,y, z)l_{
_fmi - fyj + k

Lembremos que 7 = )
secy(x,y

Logo,

V.ijdS = V(z,y, f(2,9) « |~ fela,y)i — fy(2,9)] + k| dedy =
S Q

= //Q(—vlfx — v fy + v3)dx dy.

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Exercicios resolvidos

1
1. Calculeaintegral//S\/l—i—y2 dS, onde S:z:EyQ, 0<zx<1,0<y<l1.

Resolucdo:

Temos f(z,y) = %y2.

Assim: secvy(z,y) = \/m =/1+92
1 1
4
// mdS—// V1ty? - \/1+y2dxdy—/ dy/ (1+y))de ===
S Q 0 0 3

2. Ache a massa de uma lamina triangular com vértices (1,0, 0), (0,1,0) e (0,0, 1), cuja densidade

é proporcional ao quadrado da distancia ao plano yz .
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Resolucio:

Temos que p(z,vy,2) = ka?

Massa—// p(x,y,z) dS = // plx,y, f(x,y)) - secy(z,y)dx dy
S:z=f(z,y)=1—-x—y

secy(z,y) = VI+1T+1=v3

" Massa—/dm/lx -\/gdy=-~-:%\/§k

3. Determine o fluxo de V(m,y,z) = m2yf—i— 22k através de S : z = zy ,com 0 <z < 1le

0<y<1l

Resolugao:

Fluxo = //V 7 dS —= Teo15 // —vify — U2 fy +u3)dady =
= /d:c/ xy —():U—I—aj )dyZO

Observacao: notemos que neste exercicio V' é tangente a S, e assim o fluxo seria 0.

4. Sejam S:z=9—a%2—y2 2>0,eV(x,y,2) = 3xi+3yj + 2k
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Calcular //5‘7 .77 dS

Resolugao:

Consideremos Q : 22 + 92 < 9e f(z,y) =9 — 2> — 3>

//Sv'ﬁds = //Q [—(32) - (—22) — (3y) - (—2¢) + (9 — 2% — ¢?)] dwdy =

2m 3
= // [5(x2+y2)+9]dxdy:/ d@/(5r2+9)rdr:...:5677r
Q 0 0

— 0—0—0—0—0—0—0—20

Consideremos agora S : y = g(x, z) suave, com projecao regular {2 no plano xz.

Definimos:

/[gH(x’y’z) ds://QH@vg(waz)az)SGCﬁ(x,z)dmdz

X

Analogamente, se S: z = h(y, z) suave, com projegao regular 2 no plano yz, definimos:

//SH(a:,y, z) dS = //Q H(h(y, 2),y, 2) - secaly, 2)dy dz
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Com estas consideragoes, podemos definir / /S quando S é uma superficie “fechada”.

Nesse caso, convencionamos tomar 77 como a normal externa a S. A integral / / v.r] dS

S
mede o fluxo que escoa para fora de S. Se for positiva, o fluxo para fora excede o fluxo para
dentro (dizemos que dentro de S temos uma fonte).Caso contrario, dizemos que dentro de S temos

um sumidouro ou pogo.

Exercicio resolvido

Calcule o fluxo total de ‘7(3:, Y,z) = a;yz7+ 4yz2;— yzE para fora docubo 0 <z <1,0<y <1,

0<z<1.
Resolucao:
Face il V.i Fluxo e 7
z=1 k —yz | [fp—ydedy= -1 |
z=0 —k Yz ffROd:Edyzo
r=1 i vy | [[pydydz =3
z=0 —i —zy | [[r0dydz=0
y=1 j 4y 2> ffR422dxdz:%
y=0 —j | —4yz? [[r0dzdz=0

- 4
. //SV .7dS= 3" Assim, temos uma fonte no interior do cubo.
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Exercicios propostos 1.4
1. Seja S: z = f(x,y) suave, com projecao regular {2 no plano xy. Interprete geometricamente

//SH(:U,y, z) dS, onde H(z,y,z) = C > 0.

2. Mostre que uma integral dupla / / g(x,y)dx dy do tipo considerado no Capitulo anterior é
Q

um caso particular de integral de superficie.

1.5 Divergente - Rotacional

Seja F(x,y,2) = Ai(z,y,2)i + As(x,y,2)] + As(x,y, 2)k um campo de vetores com derivadas

parciais.

Definicao 16. A divergéncia de f, div F, ¢ definida por:

L o= 0A; 0As 0A3
= — —_— P A P .
No plano: ﬁ(m, y) = Al(m,y)z-i- Aa(z, y)j
0A; 0As

div ﬁ(a:,y) = (x,y) + oy (z,y).

ox

Exemplos:
1. F(z,y,2) = 2% — zyj + zyzk
div ﬁ(x,y, z)=x+ 2y
2. F(x,y,2) = —yi+aj Ay

div F(z,y,2z) =0

3. ﬁ(x,y, z) = zi+yj+ 2k

div ﬁ(x,y, z)=3
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X

Definigcao 17. Seja F=Aji+ Agf—i— A3E, com derivadas parciais. O rotacional de ﬁ, 7"7t ﬁ, é

definido por:
= o 3A3 8A2 - aAl 3145 - aAQ 8A1 -
ot o= (G20 -2 ) T (SR - 52 )7+ (G- ) F

Pode ser calculado através do determinante simbdlico:

ik
d RF_| 8 8 8
rot F = % 9y s
A1 Ay As
No plano: ﬁ(m,y) = Al(:n,y);%- A2(1‘»y).7
A A -
0As 0A; | F

rot ﬁ(l’,y): E(mvy)_ 8y (l’, )

Exercicios resolvidos

i ]k

ot F=| & 02 o |—oF 5

rot F'=| 2 5 o =2k (rotacdo pura)
—y x 0

2. Flx,y,2) =xi+yj+ 2k

—_

rot FF =0

Exercicios propostos
1. Sejam ¢(z,y,2) = 22yz> e F(x,y,2) =2z —y2j + 2x2yk

Calcular:
rot F d) div (¢ F) e) rot (¢ F)

a) grad ¢ b) div F c) rot F
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2. Prove que div(r—ot) F ) = 0, onde F = A+ Aoj + Ask , com derivadas parciais segundas

continuas.

3. Prove quer?t (grad f) =0, onde f e C2.
— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Observagao:

Consideremos o operador V (nabla) definido por:

Entao:

- Of of of o, 0
gradf—za——i-jaf—kkaz <8+ &y+k>f Vi,

notacao que ja vinhamos usando para o gradiente.

As notacgoes abaixo, encontradas em muitos textos, sdo sugestivas:
divF=V.F
rot F=V x F.

Com a introdugao do rotacional, podemos resumir alguns resultados j& alcangados (Teoremas

4, 8 e 11) do seguinte modo:
Seja F um campo vetorial de classe C! num paralelepipedo R = [a,b] x [c,d] X [e, f]. As seguintes

afirmacgdes sdo equivalentes:

1. F é conservativo em R.
2. rot F =0 em R.

3. / F.di=0 para qualquer curva fechada v C R, suave por partes.
v

4. / F.dFé independente da curva suave por partes v C R, ligando dois pontos em .
gl

(1) <= (2) - (Teorema 11)
(1)<= (4) - (= Teorema 4); (<= Teorema 8)

(3) <= (4) - ( Exericio 4, pg. 26)
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1.6 Teoremas: Gauss - Stokes

Suponhamos A, B, I', D nas condigoes do teorema de Green (Teo. 13). Entao:

/ de+Ady—// (&4+8]E3> dx dy

Colocando
F(z,y) = —B(z,y)i + A(z,y)j
V(z,y) = A(z,y)i + B(z,y)j

a equacao acima fica:

fﬁ.d?:// div Vdzdy .
0 D
fﬁ.dﬁ—fﬁ.fds
Y v

(vide observagao apés a interpretacao da integral de linha como trabalho).

Lembrando que

e notando que

F.T=V.ij (%)

?{V.ﬁds:// div V dz dy
o7 D

obtemos

Prova de (x):
Seja. 7= (a,b) e T = (—=b,a) ( rotacdo de 90° de 77 no sentido anti-horario ).

—

Temos: F = (—B,A) ¢ V = (A, B).
Assim: F.T=Bb+Aa=V .1
O teorema de Green, na formulagéo anterior, admite uma extensao.

Teorema 18 (da Divergéncia (ou Teorema de Gauss)). Seja Q um sélido limitado por uma

superficie fechada S, formada por um nimero finito de superficies suaves e seja 177 a normal externa
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unitdria. Se as componentes de V(x,y,z) tem derivadas parciais continuas num aberto contendo

// V.ﬁdS:///didea;dydz
S Q

Q, entao:

Lembremos, antes de prosseguir, o Teorema do Valor Médio do Célculo Integral:
b
Seja f : [a,b] — R continua. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que / f(z)dz = f(c) - (b—a).
a

Resultado analogo continua vélido para integrais triplas. Mais especificamente:

g : E — R continua na esfera F. Entao existe Py no interior de E tal que:

///E 9(2,y, 2)dz dy dz = g(Py) - vol(E)

Interpretagao Fisica da Divergéncia

P - ponto arbitrario.
B. - bola fechada de centro P, raio ¢ > 0, imersa em um fluido.

Se - superficie de B; .

V(z,y, z) - velocidade do fluido no ponto (z,y, z), com derivadas parciais continuas.

Pelo teorema da Divergéncia, temos:

//s V.ﬁdsz/// div V dx dy dz (%)

Logo, /// div V dz dy dz = fluxo para fora de S, .

Aplicando o Teorema do Valor Médio para o segundo membro de (%), temos:

//s V. dS = div Vp, - vol(B.)

€
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onde P. € B, ou seja:
div Vpa =
Fazendo ¢ — 0 temos que P. — P e assim

V.ijdS
//‘;’e de

div Vp = lim def: intensidade do fluxo em P

e—0 vol (Bg)

Assim: div Vp é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma esfera de centro em
P, quando o raio da esfera tende a zero.

Se conhecermos div Vp e tomamos uma pequena esfera de centro em P, temos:

vol. do fluido para fora por unidade de tempo

~ div Vp

vol. da esfera

Logo: Se div Vp > 0 entao o fluido “se afasta” de P, isto é, P ¢é uma fonte. Se div Vp <0
entao o fluido “se aproxima” de P, isto é, P é um poco ou sumidouro.
Se div Vp = 0,VP, dizemos que o fluido é incompressivel.

div V =0 é chamada equacao de continuidade dos fluidos incompressiveis.

Observacgao:

Podemos repetir o raciocinio acima para fluxo magnético ou elétrico.

Exercicios resolvidos

1. Comprove o teorema da divergéncia para o caso:
Q) - tetraedro limitado pelos planos coordenados e por x +y + z = 1.

V(z,y,z) = 3227 + zyj + 2k

Resolucdo:
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div V(z,y,2) =6z +z+1=To+1

Consideremos:
z
Ss Ss:x4+y+z=1
Sa
/ f y
z
<
S1
/didexdydzz/(?x—i—l)dm/ dy/ dy = .= =
Q 0 0 0 8

// V.ﬁdsz// (327 + zyj + Ok) . (—k)dS =0
Sy Sy

V.ﬁds:// 0i +0j + 2k) . (—1)dS =0
//S X ) (=)

// V.ﬁds—// (32%7 + 0j + 2k) - (—))dS =0
Ss Ss

S422:f($,y):1_$_ya (:U,y)GSl

b Teo.15
V.ijdS == // —v1- fo —v2- fy+u3)drdy =
//54 51( v vs)

1 1—x
= /d:z:/ (327 +ay+ (1 -z —y)]| dedy = - -
0 0

Logo,

// V.ﬁdsz///divx?dxdydz
S Q

2. Sejam: Q - sélido limitado por 2 +y?> =4, 2=0, 2 =3
V(x,y, z) = xi+yj + 2k e
Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo / /S V. 7 dS.

Resolucio:
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z =

G

X

Sem calcular, sabemos que //S V. 17 dS > 0. Por que?

Calculando:
// V.ijdS= /// 3dx dydz = 3.vol(Q) = 3.127 = 367
S Q
3. Idem ao exercicio anterior, com V (z,y,z) = —yi + J.
Resolugao:

Sem calcular, sabemos que //S V. 77 dS = 0. Por que?

Calculando:

// V.ﬁdsz///dedydzzo
S Q

Exercicios propostos 1.6 - A

1. Se Q é o cubo unitério [0,1] x [0,1] x [0, 1], calcule o fluxo de V (z,y, 2) = xi + yj + zk para
fora de Q.

2. Calcule o fluxo de V = zi + 2y23+ 322k para fora do sélido Q:z?2+y?> <9, 0<z<1.
— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Voltemos a examinar o Teorema de Green.

Suponhamos A, B, v, D nas condi¢oes do Teorema. Entao:

0B 0A
A Bdy = - _
/7 dx + Bdy //D <8:c 8y> dedy (%)

54



Lembrando que se V(z,y) = A(z,y)i + B(z,y)J , entdo
— o B A -
rot V(z,y) = [gx (z,y) — gy (z,9)| &k,

podemos reescrever a férmula (*) acima como:

?{V.dfz//(@ V). k dedy
¥ D

O teorema de Green, na formulacao anterior, admite uma extensao.

Teorema 19 (de Stokes). Seja S : z = f(x,y) superficie suave que se projeta numa regiago Q do
plano xy , nas condi¢cdes do Teorema de Green.

177 - normal unitdria superior

I’ - curva que delimita Q) orientada no sentido positivo.

Seja v a imagem de I' por f, orientada no mesmo sentido de I .

Se as componentes de V tem derivadas parciais continuas num aberto contendo S, entdo:

/V.df://(ﬁt V). i dS
Y S

Exercicios resolvidos

1. Comprove o Teorema de Stokes para o caso:

S : parte da superficie esférica 22 +y? +22 =1, 2>0 e V(a;y, z) = xi 4+ yj+ o

Resolucdo:
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Notemos que rot V=0

Logo,

JJ et 7

Ainda: Seja y(t) = (cost, sent, 0), t € [0,27]

qas— [[ 0as—o
S

2m 2m
/‘7 . dr = / (cost, sent, 0). (sent, cost, 0)dt = / 0dt=0
¥ 0 0

. Verifique o Teorema de Stokes para o caso:

S:z=10—22—y% 1<z2<9 e V(x,y,z):325+4x5+2yg

Resolucido:

Queremos verificar que:

// rot Vi dS = V-dF+/‘7-dF
S 7 2

7(t) = (3cost, 3sent, 1), t € [0,2n]

v2(t) = (cost, —sent, 9), t € [0,2n]

(3, 12cost, 6sent) .

(—27sent — 4cos® t)dt =

56

/ (—3sent, 3cost, 0)dt =
0
2w 1
/ (—9sent + 36 cos? t)dt = 36/ 5(1 + cos 2t)dt =
0 0
. 27
/ V.dr = / (27, 4cost, —2sent) .
V2 0
/

(—sent, —cost, 0)dt =

2w
1
—4/ —(1+ cos2t)dt =
)

- = 367.

ce= —4Tm.



i 7k
d V| 8 8 8 | _97iaF AL
rot V = %% By 5 =21+ 35 + 4k
3z 4z 2y

Seja f(z,y) =10 —2* —y*, 1 <a® +y*> <9

//SEE V.ids = //Q[_z‘(_233)—3'(—2y)+4]da;dy:

2T 3
= / d9/ [4r cos@ + 6rsen + 4] rdr =
0 1

27 4 3
= / [ 3 cosb + 2r3 send + 27“2] df =
o L3 1

2m
104
— / (g cos0+52sen9+16>d9="'=3277-
0

Interpretagao Fisica do Rotacional

A integral / V.T ds é chamada circulacao ao longo de 7 (mede a tendéncia média do

fluido circular ao longo da curva 7).

V. T # 0 — contribui para movimento circulatério.

T = 0 — nao contribui para movimento circulatorio.

<u

,—:‘7

Consideremos:

P — ponto arbitrério.
D, — disco arbitrario de centro P,

raio € > 0, imerso em um fluido.

Y. — circunferéncia de D, .

—

T — vetor tangente unitario. 57

17(33, y,z) — velocidade do fluido no ponto (z,y,z) — com derivadas parciais continuas.



Usando os teoremas de Stokes e do Valor Médio para integrais duplas, obtemos:
/ V.fds_/ V.df_// rot V.i dS = [r_ot) V.ﬁ]P (me?)
Ve e e €
— 1
[rot V. =3 /
e

Fazendo € — 0, temos que P. — P e assim

—

L V.T ds.

m >
e—0 1€

[rot V. 77] = 5

Portanto: Em cada ponto P a componente de [77)15 ‘7} P em qualquer direcao 77 é o valor limite
da circulacao de 1% por unidade de drea no plano normal a 7. [7@ V. ﬁ] - tem méximo quando 77
é paralelo a [r_ot) 17} b Logo, a diregao de [r‘ot) 17} b, ¢é a direcao para a qual a circulagao ao longo
da fronteira de um disco perpendicular a [7;2 ‘7} b, atinge seu valor maximo quando o disco tende

a reduzir-se a um ponto.

.
Uma outra relacao entre rot V e os aspectos rotacionais do movimento pode ser feita no caso

que descrevemos a seguir:
Consideremos um fluido em rotacao uniforme em torno de um eixo.

Definimos o vetor-velocidade angular, @, por:

/

(ii) tem o sentido positivo em relagdo a rotacao (da “ponta’de 1w, vé-se a rotagdo no sentido

(i) tem a diregao do eixo de rotagao.

anti-horario).

: %
(iii) ||| de) velocidade angular def. ’|’| _,’H
T
Da figura ao lado, notando que ||V|| = ||| - ||7]|, concluimos que V = @ x 7.
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Se W= wz+w2]+w3/~c
P=(z,y,2)

Py = (0,0, 20)

Entao:

i j k

<u
I
|

w1 wWo w3 =

T—Xo Y—Yo < — %0

-

-

= [wa(z—20)—w3(y—yo)] i + [wa(w—0) —wi(z —20)]  + [wi1(y—yo) —wa(x—w0)] k.

—

Calculando 1ot V', temos rot V = 2wi+ 2ng+ 2w3E.
Assim 7;;5 V = 2.

Observagao:

Se temos o movimento de um fluido incompressivel e irrotacional, no plano, entao:

-~ 0A 0B
leV %—’_aiy 0
— - 0B 0A
rot V—%—aiy—o

que sao as equagoes de Cauchy-Riemann, muito utilizadas na teoria das fung¢oes de varidveis com-
plexas.

Exercicios propostos 1.6 - B

1. Seja S parte da superficie esférica 22 +y? 4+ 22 =1, 2z >0, orientada pela normal superior,

eseja F(z,y,2) = (x —y, 322, —x).

Avalie / / ot

2. Verifique o Teorema de Stokes sobre o triangulo de vértices (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2) e para
0 campo V(m,y, z) = a4 xyj + 2k

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —
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Resumo dos Teoremas

Os principais resultados vistos sao generalizagoes do Teorema Fundamental do Célculo. Co-
locamos a seguir uma relagado de resultados (sem suas hipéteses) para que o leitor possa sentir
suas semelhancas essenciais. Notemos que em cada caso temos do lado esquerdo uma integral de
uma ”derivada’”sobre uma regiao, e do lado direito, temos os valores da funcao original somente na

fronteira da regiao.

1. Teorema Fundamental do Calculo

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a) I I
a
2. Teorema Fundamental para Integrais de Linha

[ Vi edr=pm) - P B

3. Teorema de Green

// 6—3—% dxdy:/Adx—i—de
p\dzr Oy .

4. Teorema da Divergéncia ou de Gauss

///div‘?dxdydz:// V.ij dS
Q S
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5. Teorema de Stokes

// (rotV)-ij dS:/V-dF
S ¥
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