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Capitulo 1
Bases y dimensiones

1) Calcular la dimensién y una base del siguiente subespacio vectorial de Mays(R):

ab a—b—c=0
U= (cd) € Maxa(R) /a+2b+d=0
3b+c+d=0

Solucién:
Realizando operaciones elementales sobre las filas de la matriz de coeficientes del sistema, tenemos:

L-1-10Y) ,(1-1-10) . (1-1-10
A=[1 2 o1 ]| ™5 [0 3 11]™5Y [0 3 11
03 11 03 11 00 00

Por tanto, el sistema equivalente es

a—b—c=0 — a=b+c
3b+c+d=0 d=-3b—c

o= {(e ) reaerh = (o5 5) ve(d ) reaex) -
~{(-)- G}

La dimensién de U es 2 y una base es B = {(é _;) , <i _?)}

Asi,
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2) Se considera la matriz

5= ( 2).

Hallar una base y la dimensién del subespacio vectorial

U={X € Mays(R)/BX =3X}.

Solucion:

Denotando X = (j ?), tenemos:

20 — 2z =3z
2 -1 ry\ Ty —x+ 2z =32 =TT
X€U<:><_1 2><zt>_3<zt><:) 2y — t = 3y <:>{
—y+2t=3t
Por tanto:

V) rnver)-
o) +v(51) rmverp=<{(L0)-(3-1)} >

El conjunto B = { _} 8) , (8 _1)} es una base de U y dim(U) = 2.
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3) Se considera la matriz

1-11
A= <1 -1 1) '
Hallar la dimensién y una base del subespacio

U ={X € Maxs(R) / XA =0}.

Solucion:

a) Sea X = (j?) € Maxa2(R).
Ty 1-11\ (000
XGU‘:’<zt) (111)‘(000)

r+y —z—yx+y) (000 y=-z
<:><z+t ztz+t>_<000 =



Por tanto,
{7 e {7 (D)

El conjunto B = {((1) _(1)> , ((1) ?)} es una base de U y dim(U) = 2.

4) Calcular la dimensién de los siguientes subespacios vectoriales:
a) Ulz{Xengg(R)/Xt:—X}.
b) U2={(581,172,...721710)ER10/$1+$2=$9+$10:0}.

Solucién:

a) Si X e MQXQ(R),

_f(ab t ac\ [(—a-—b a=d=0
X(Cd)€U1<:>XX@(bd)(_c_d><:>{c:_b

U1:{<_28)/beR}:<{<_2é>}>:¢dmmw):L

b) Como Us es un subespacio vectorial de R definido por dos ecuaciones linealmente independientes
(x1 +22 =0, xg + 210 = 0), se deduce que dim(Us) =10 —2 = 8.

Por tanto,

5) Calcular la dimensién de los siguientes subespacios vectoriales de R™ (n > 2):
a) Uy ={(z1,22,...,2pn) /x1 =22 = -+ = Xp}.
b) Us = {(z1,%2,...,2n) /21 = T = O}
) Us=<{(1,1,1,...,1), (1,2,2,...,2), (1,3,3,...,3),...,(Lin,n,...,n)} > .

Solucién:
a) Es claro que
Uy ={(z1,22,...,2pn) /21 =22 = =2} = {(x1,21,...,21) /21 e R} =< {(1,1,...,1)} >
y por tanto dim(Uy) = 1.
b) El subespacio Uy estd definido por dos ecuaciones linealmente independientes: 1 = 0, z,, = 0. Por
tanto,

dim(Uz) = dim(R") =2 =n — 2.

c¢) Colocando los generadores de Us como filas de una matriz n x n, se tiene:
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dim(Us) =rg 1331 =9
1n...n

ya que las dos primeras columnas de la matriz son linealmente independientes y a partir de la segunda
todas son iguales.

6) Se considera la aplicacién lineal L : R? — R3 definida por L(z,y) = (2,9, + ).
a) Calcular la matriz M asociada a L.
b) Calcular la dimensién y una base del subespacio

U={X € Myxs(R)/MX + MX* =0}

Solucion:
a) Dado que
T 10
T
Lxz,y)=| vy |=[01 ()
T4y 11) \Y
la matriz asociada a L es
10
M=101
11
b) Se tiene:
- 10 . 10 v 00
X:(ZZZ)EU:) 01 (z?)+ 01 (t): 00|
11 11) \Y 00
2z y+z 00 =0
= y+z 2t =100 <=<z2=-y
2r+y+2z y+z+2t 00 t=0.
Por tanto,

U—{(ii’) eszz(R)/:E—O,z—y7t—0}—{<_230/> /yeR} —<{<_?é)}>‘
)}

01
—-10

Finalmente, dim(U) = 1 y una base es B = {(



7) Sea n > 2. Se considera la aplicacién lineal L : R — R? definida por

L(z1,22,...,2n) = (x1 + @2+ -+ Xp, — (X1 + T2+ - + Tp)).

a) Hallar la matriz A asociada a L.
b) Calcular el rango de A y la dimensién del nicleo de A.

Solucién:

a) La matriz asociada a L es

A= M(L) = (_1 _1 - _}) € Mawn(R).

b) Como todas las columnas de A son iguales, es claro que rg(A) = 1. Como A tiene n columnas,
dim(Ker (A)) =n—rg(4) =n— 1.

8) Calcular la dimensién y una base del subespacio vectorial

Uo = {A € May2(R) /A'B = BA}, donde B = (_i Cf) ,

distinguiendo los siguientes casos:
a) a=1.

b) a#1.

Solucion:

Tomemos una matriz A = <Ccl Z) € Maoya(R).

t ac -lay (~la ab
AeUa<:>AB_BA<:>(bd>< 11)_< 11)<cd>(:>

— <a+c anrc) _ <a+ac b+ad>

—b+d ab+d a+c b+d

—a+c=—a+ac (a—1)c=0

aa+c=-b+ad ald—a)=b+c
— —

—b+d=a+c d=a+b+c

ab+d=b+d (a —1)b=0.

a) Si a =1, la unica ecuacién independiente es d = a + b + ¢. Por tanto,
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U1:{<ZZ> engz(R)/d:a+b+c}:{<z a+g+c> /a,b,ceR}:
() {2 (41 ()

En consecuencia, dim(U;) = 3 y una base de U; es By = {((1) (1)) : (8 }) 7 <(1) (1)>} .

b) Si o # 1, las ecuaciones son b = 0, ¢ = 0, d = a. Por tanto,

Ua:{(ii)Z) EMQXQ(R)/b:c:O,d:a}z{(82> /aeR}:

En consecuencia, dim(U,) = 1 y una base de U, es B, = {((1) (1))} .

9) Sea B = {w;,ws, w3} una base de R? de la que se sabe que la matriz de cambio de coordenadas
de la base canénica C de R? a la base B es

1-1 0
Ps=|1 0 1
1 1-1

a) Hallar la matriz Pgc de cambio de coordenadas de B a C.
b) Calcular el vector w = w; + wy + ws.

Solucion:

a) La matriz de cambio de coordenadas de B a C es Pge = PgBl. Haciendo operaciones elementales por
filas en la matriz ampliada (Pep|I) hasta llegar a (I|P;4), se obtiene:

11 1
PBCZPC—,;zg 21 1
-12-1

b) El vector w = wy + ws + w3 tiene coordenadas (1,1, 1) respecto de la base B. Por tanto,

11 1 1 1
w=we=Pgewg==-1-21 1 11=160
—-12 -1 1 0



10) En R? se considera el conjunto B = {(3/5,4/5), (—4/5,3/5)}.
a) Probar que B es una base de R?.
b) Calcular la matriz de cambio de base P = Ppc de la base B a la base candnica C =
{(1,0),(0,1)} y probar que P es una matriz ortogonal.
¢) Usar que P es ortogonal para calcular la matriz Pes de cambio de base de C a B y calcular
las coordenadas de v = (2, 1) respecto de la base B.

Solucion:

a) Como
3 e

B es linealmente independiente y por tanto es una base de R2.

b) Las columnas de la matriz de cambio de base P = Ppc son los vectores de B. Por tanto:
p_ 3/5 —4/5 '
4/5  3/5
La matriz P es ortogonal porque

me= (3R )R - () -

_ _ 3/5 4/5
Pog = Pgt = P 1:Pt:<_4§5 3%).

e (3 48) ()= (3)

¢) Como P es ortogonal,
Si v = (2,1) entonces

y por tanto v = (2, —1)p.

11) Se considera la matriz

1-1
w-(17)
Calcular la dimensién y una base de los subespacios vectoriales Uy y Us definidos por:

Up ={X e Mayo(R)/ MX =0} ; Us={X € My o(R)/tr(MX)=0}.

Solucién:
Comenzamos por U;. Se tiene:
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_(zy 1-1 zy\ (00 r—2z y—t\ (00
X‘(zt>€U1‘:’(—1 1>(zt _(00>‘:’<—x+z—y+t)_<oo)

Por tanto,

. Ty . . . Ty . 10 01
[ FEn B ) P B o 1y T P
10 01
10/ \01 '
Como la traza de MX estr (MX) =x — z—y+t, Uz se puede escribir como:
— zy - _ — x Yy —
Ug-{(zt) Jt= x+y+z}—{(z —x+y+z> /J;,y,ze]R}—
10 01 00
—{m<01>+y(01>+2(11) /x,y,zER}.

o ) =gyt = {5 1) (01). (1)

Asi, dim(Uy) = 2 y una base es By = {

12) Se considera el subespacio U de M., x,(R) definido por
U={X = (zij) € Mpxn(R)/2;; =0 sii+jes par).

a) Calcular la dimensién de U en el caso de que n sea un niimero par arbitrario.
b) Para n = 2, hallar una base de U.

Solucién:
a) En una matriz X = (2;;) € Muxn(R) con n par hay n? elementos y exactamente la mitad cumplen
n

n
que 7 + j es par. Por tanto, en las matrices de U hay o elementos no nulos y dim(U) = =

b) Si X € Myyo(R), X = (in §12> € U <= 111 = 229 = 0. Por tanto, podemos escribir
21 22

v {(fn) rmeemp= (o) e (00) rmeerf < {(50)- (Vo)

. 01 00
El conjunto B = {(00>, (10)} es una base de U.
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13) En R? se considera la base B = {(1,1),(1,3)}.
a) Calcular la matriz de cambio de base P = Pg¢ de la base B a la base candnica

C ={(1,0),(0,1)}.
b) Se considera la recta de ecuacién y = 2z + 1. Calcular la ecuacién de la recta en coordenadas
(2, y") respecto de la base B.

Solucion:

a) Las columnas de la matriz de cambio de base P = Pg¢ son los vectores de B. Por tanto:

p:(}g)

b) Teniendo en cuenta que z¢ = Pge x5, expresamos las coordenadas (z,y)c en funcién de (2/,y')5:

x x’ 11 x! z=a"+y
=Psc| )=113 r ) = , ,
Y Y Y y=12 +3y.
Por tanto, la ecuacion de la recta queda:

y=2x+1<=a2' +3)=20"+y)+1 <=9y =2"+1.

14) Calcular la dimensién y una base de los siguientes subespacios vectoriales de Moy (R):
a) Uy ={A € Myys(R)/(1,1) € Ker (A)}.
b) Uy ={A € Msyx2(R) /(1,1) es autovector de A}.
(v es autovector de A si existe A € R tal que Av = Av).

Solucion:

a) Se tiene:
a+b=0
A:abeU1<:>ab 1:0<:>
cd cd 1 0 c+d=0.

Asi, podemos escribir:

n={(08) = wa= e} = {(27%) saeer} = {a (5 70) +e () rucen).

Por tanto, dim(U;) =2y By = {(1 1) <1 _1)} es una base de U;.

b) En este caso:

A:(iZ)eUQ@HAeR/< )( ) ( ><:>{::2;i}<:>a+b:c+d.
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Entonces:

r={(20) ramarr=cb (2,0, ) saneen) -
te(o1) +o(o1) +e(P0) robeer)

Por tanto, dim(Us) =3y By = {(é ?) ) (8 1) ) <(1) _?)} es una base de Us.

15) Se consideran la base B = {(1,1,1),(0,1,—1),(1,—1,0)} de R? y la matriz

1-12
H=|-2 11
1-27

a) Calcular la matriz de cambio de base Pge de B a la base canénica C de R3.
b) Calcular la dimensién y una base del subespacio U = Ker (H).
¢) Sea v = (1, «, 8)5. Determinar los valores de « y 8 para los que v pertenece a U.

Solucién:

a) Denotando por C la base canénica de R?, la matriz de cambio de base es

1 0
Pee=|1 1-1
1-1 0

b) Haciendo operaciones elementales por filas en la matriz H, se obtiene que

. 1 0-3)\ _ 3, £—32=0 . 3, =3z _
Ker (H) = Ker (O—l 5) —{(x,y,z)eR /_y+52_0}—{(x,y,z)€R /y—5z}_
={(32,5z,2) /2 e R} = {2(3,5,1) /z e R} =< {(3,5,1)} > .
La dimensién de U = Ker (H) es 1 y una base es B’ = {(3,5,1)}.

¢) Dado que v = (1, a, B)g, se tiene:

1 0 1 1 1+8
ve=Pgcog=11 1-1 al=|1+a-p
1-1 0 I} l1-«

Por tanto, en la base candénica v = (14 5,1+ a— §,1 — a).
Para que v € U, debe cumplir las ecuaciones = = 3z, y = 5z, es decir:

{1+ﬁ=3—3a } {3a+ﬁ:2} {a:2/3}
<~ <~
l+a—=5—-5a 6a— =14 B =0.



Capitulo 2
Bases ortonormales y proyeccién ortogonal

1) En R? se considera el conjunto B = {(1,—1,1), (=2, X,0), (=1,1,\)}.

a) Hallar los valores de A para los que B no es una base de R3.

b) Para A = 1, calcular las coordenadas del vector v = (2,1, 2) respecto de B.

¢) Para A = 0, hallar la matriz de cambio de coordenadas de la base canénica de R? a la base B.
d) Para A = 2, hallar una base ortonormal del subespacio generado por B.

Solucion:

a) El conjunto B no es una base si es linealmente dependiente, lo que equivale a

1-11
—2 A0|=0— (A+1)(A—2)=0.
-1 1A

Por tanto, B no es una base de R? para A= -1y A = 2.

b) Para A =1, la base es B = {(1,-1,1),(—2,1,0),(—1,1,1)}.
Las coordenadas del vector v = (2,1, 2) respecto de B se calculan resolviendo el sistema

a—20—y=2
(27 172) = 04(17—]_7 1) +ﬁ(_27 170) +7(_17 17 1) — _O‘+ﬂ+7 =1
a+vy=2.
La tnica solucién es a = —1, § = —3, v = 3 y por tanto v = (-1, -3, 3)3.

¢) Para A = 0, la base es B = {(1,-1,1),(-2,0,0),(—1,1,0)}. Por tanto, denotando por C la base
canénica de R3:

1-2-1 0 0 1
PBC: -1 0 1 :>PCB:P[;C1: —1/2 —1/2 0
1 0 0 0 1 1

15
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d) Para A =2 el rango de Bes 2y

U=<B>=<{(1,-1,1),(~2,2,0), (~1,1,2)} >=< {(1,~1,1),(~1,1,0)} > .

A continuacién ortonormalizamos la base {vy,v2} = {(1,-1,1),(—1,1,0)} de U:

uy = IIZII = (1/v3.-1/v3,1/V3);
s = vs — (Vhur)uy = (—1/3,1/3,2/3) ;  us = HZEH - (71/\/6,1/\/5, 2/\/6) .

Una base ortonormal de U es

Bu = {un,w} = { (1/v3,-1/v3,1/v3) (-1/v6,1/v6,2/V6) } .

2) Se considera el plano de R* dado por

U:{(x,y,z)eRg/m:y—i—QZ}.

Hallar una base ortonormal de U.

a)
b) Calcular la matriz P de proyeccién ortogonal sobre U.
c¢) Hallar la distancia de v = (1,1,1) a U.

d)

Hallar una base del subespacio W formado por los vectores de R? cuya proyeccién ortogonal
sobre U es (0,0,0).

Solucion:

a) En primer lugar calculamos una base de U:

U={(x,y.2) eR* Je =y +22} = {(y +22,9,2) [y, 2 €R} =
= {y(17 170) + 2(2703 1) /y,z € ]R} =< {(L 170)7 (2307 1)} >
A continuacién ortonormalizamos la base {v1,v2} = {(1,1,0),(2,0,1)} de U.

U1

[[or]]

1[2 = Vg — (v%ul)ul = (1, —1, 1)

Uy =

(1/[2, 1/v/2, 0)

s

Ug = =
© il

= (1/v3,-1/v3,1/v3).

Una base ortonormal de U es

B={u,us} = {(1/\/5, 1/v/2, 0) 7 (1/\/5, ~1/V/3, 1/\/:5)} .
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b) La matriz de proyeccién ortogonal sobre U es

. 1/V2 1/V3 )
_ ul /N2 1/V2 0
P = (u1]ug) (u—}> =(1/v2-1/V3 <1/\/§1/\/§1/\/§> -

? 0 1/V3

5 1 2

:1 1 5-2

6\ 9

c¢) La proyeccién ortogonal de v sobre U es

1 5 1 2 1 1 4
Pv==-11 5-2 1)]==12
6\a2 2/ \1) 3\1

Por tanto, la distancia de v a U es

d(v,U) = [lv = Pv|| = [[(=1/3,1/3,2/3)| =

o[

d) El subespacio W es el subespacio ortogonal de U y se puede calcular como el nicleo de P. Haciendo
operaciones elementales por filas, se obtiene:

5 1 2 11 0
Ker(P)=Ker [1 5-2|=Ker [02-1] ={(z,9,2) €R* /2 +y=0,2y—2=0} =
2-2 2 00 0

={(z,y,2) R’ Jw =—y, 2 =2y} = {(—y,4,2) Jy e R} =< {(-1,1,2)} >.

Por tanto, dim(W) =1y B’ = {(—1,1,2)} es una base de W.

3) Se considera la matriz
20 1
A= -21-2
—-10 O
a) Hallar una base ortonormal B del subespacio U = {v € R3 / Av = v}.
b) Calcular la matriz de proyeccién ortogonal sobre el subespacio U.
¢) Determinar la proyeccién ortogonal u del vector v = (3, 1,1) sobre el subespacio U y calcular
las coordenadas de u respecto de la base B obtenida en el apartado (a).

Solucion:

a) Calculamos una base de U:
U=weR/Av=0v}={veR*/(A-Tv=0}=Ker(A—1I)={(z,y,2) ER® /2 + 2 =0} =

={(x,y,—z) /z,y € R} =< {(1,0,-1),(0,1,0)} > .
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Como los vectores v; = (1,0,—1) y v2 = (0,1,0) ya son ortogonales, se obtiene una base ortonormal
de V(1) sin més que dividirlos por su médulo. Asi, una base ortonormal es

B:{ v 2 }:{(1/\/5,0,—1/\/5),(0,1,0)}.

[oa]l” o]

b) La matriz de proyeccién ortogonal es P = UU*, donde U = (uj|uz) es la matriz cuyas columnas son
los vectores de la base ortonormal B. Asi,

1/8/5 0 <1/\/501/ﬁ) 1/2 0-1/2

P= 1 0 1 0 0 1 0
~1/V2 0 ~1/2 0 1/2
c¢) La proyeccién ortogonal de v = (3,1, 1) sobre V(1) es
1/2 0-1/2\ (3 1
u=Pv= 0 1 O 1] = 1
~1/2 0 1/2 1 ~1

Para calcular las coordenadas, escribimos
u=(1,1,-1) = A(1/v2,0,-1/V2) + (0, 1,0),

de donde A = v/2, 1 = 1. Por tanto,
u = (\/5, 1)3.

4) En R? se considera el subespacio vectorial U generado por dos vectores v1 y vs.
a) Calcular los vectores v; y vo sabiendo que los vectores de coordenadas de (1,1,0) y (2,1,1)
respecto de la base B = {v1,v2} son

(17 1’0) = (17 l)B ) (2’ 1, 1) = (172)3 .

b) Hallar una base ortonormal de U.

Solucién:
a) Se tiene:
(1,1,0) = (1,1)p = (1,1,0) = v1 + vo ve =(2,1,1) — (1,1,0) = (1,0,1)
(2,1,1) = (1,2)5 = (2,1,1) = vy + 20 } - {
Por tanto, la base es B = {(0,1,-1),(1,0,1)}.

b) Aplicamos el procedimiento de Gram-Schmidt para transformar la base B = {v1,v2} en una base
ortonormal B’ = {uy, uz}:
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V1 - i _ _ . .
uy = ||U1H - \/§ (07 ]-7 1) (07 1/\/57 1/\/§> 3
iy = vy — (vl ua) g = (1,0,1) + (0,1/2,-1/2) = (1,1/2,1/2) ; ug = ﬁ - (2/\/6, 1/\/6,1/\/6)

B = {u1,uz} = {(0,1/v2,-1/v2), (2/v6,1/v6,1//6) } es una base ortonormal de U.

5) En R? se considera el subespacio U generado por los vectores u; = (1/ V3,1/+/3,-1/ \/3) y
a) Probar que B = {u1,us} es una base ortonormal de U.
b) Calcular la matriz P de proyeccién ortogonal sobre U.
c¢) Calcular la distancia de w = (0,1,0) a U.
d) Completar el conjunto {u1,us} a una base B’ = {u1,us,us} de R? de modo que el vector de
coordenadas de (1,0,0) en la base B’ sea (2\/5, V6, —1)8,.

Solucion:

a) B es una base ortonormal porque

|lua]l = 1—i—l—i—l—l i Juell = }4—14—%—1 ;oubug = ! + L2 =0
W=ysT3Tg=" » MIZVgTgT6 "~ 0 METART VI8 V18

b) La matriz de proyeccién ortogonal sobre U es P = QQ?, donde Q = (uq|uz) es la matriz cuyas columnas
son los vectores de la base ortonormal B. Asi,

1/v31/V6 ) 1/21/20
_ /V3L/V3=1/V3Y _
P= _%ﬁ;;ﬁ (1/\/61/\/6 2/\/6> 162162?
¢) La proyeccién ortogonal de w = (0,1, 0) sobre U es
1/21/20\ /0 1/2
Pw=|[1/21/20] 1| =1/2
0 01 0 0
Por tanto, .
d(w,U) = [lw = Pw[| = [|(=1/2,1/2,0)|| = 7

d) La igualdad (1,0,0) = (2v/3,v6,—1)
ugz se obtiene:

5 ©s equivalente a (1,0,0) = 2v/3u1 + V6 uy — us. Despejando

us = 2v3u1 + V6uy — (1,0,0) = (2,2, —-2) + (1,1,2) — (1,0,0) = (2,3,0).



