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PREFACIO

Este trabalho provém de notas de aula que venho elaborando desde a segunda metade dos
anos oitenta. Estas foram crescendo com o tempo, sendo que em determinadas épocas passaram por
ampliacdes notaveis.

A maioria dos livros-texto de Logica por mim examinados ndo tem me satisfeito em muitos
pontos, o que me levou a necessidade de contribuir com uma versio minha deste maravilhoso
assunto.

Cito a seguir alguns dos defeitos que tenho encontrado em vdrios livros-texto:

e Ha uma confusdo entre instanciacdo e substituicdo, as quais sdo idéias diferentes, com
aplicagoes diferentes e resultados concernentes diferentes.

e Ha um tratamento descuidado para as propriedades da igualdade e da equivaléncia. Tal assunto
parece ser tdo trivial que muitos 16gicos costumam desprezéd-lo, dedicando em geral poucas
linhas ao mesmo. Isto chega a gerar erros graves em alguns livros-texto de matematica.

e Ha certo desprezo por assuntos considerados elementares, os quais sdo tratados freqiientemente
de forma superficial e, as vezes, de uma forma bem pouco pritica.

® (Quase todos estes livros carecem de listas expressivas de teoremas no nivel dos sistemas 16gicos
estudados. Os mesmos consideram-nos talvez bem elementares, e logo partem para questoes
metaldgicas.

e Muitas das notacdes da literatura concernente pecam por usar um numero excessivo de
parénteses, ficando assim bem pesadas.

Tenho buscado suprir estas falhas neste trabalho, o qual apresenta as seguintes
caracteristicas:

e Estudo acurado e detalhado, com todos os resultados conseqiientes, da instanciacdo e da
substituicdo, aplicando este conhecimento para um estudo mais profundo da equivaléncia e da
igualdade.

e Aplicacdo de idéias concernentes a substituicdo para um estudo de regras concernentes a
implicacdo, assim generalizando as leis 16gicas conhecidas comumente como modus ponens e
modus tollens.

e Listas as mais amplas possiveis de teoremas considerados importantes, aos niveis da logica
classica proposicional, quantificacional, equacional, descritiva cldssica, e das descri¢des
indefinidas.

Tratamento minucioso das questdes sintdticas relevantes das diversas linguagens formais.
Dentro do tépico de légica quantificacional, hd um estudo detalhado dos assim chamados
quantificadores tipicos, os quais refletem a maioria dos contextos em que tais quantificadores
sdo utilizados.

® No tépico de légica equacional hd um estudo detalhado dos quantificadores numéricos.

Este livro destina-se a estudantes de graduagdo e pds-graduacdo de ciéncias da computagao,
sistemas de informacao, engenharia da computag¢do, matematica e filosofia.

Quero expressar agradecimentos a alguns de meus alunos que ajudaram de forma
significativa no preparo deste trabalho, em algumas de suas fases, entre eles Katia Régia Arruda
Lima, Myrla Patricia Reis Sales, Benedito Palheta, e Andressa Sebben.

Arthur Buchsbaum
Sao José, 26 de agosto de 2006.
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1. INTRODUCAO

§1. Algumas Motivacoes para o Estudo da Ldogica

A Logica é a ciéncia e arte do raciocinio. O raciocinio ¢ uma forma de processamento
simbdlico de informagdes que visa tornar explicitas formas de conhecimento que antes estavam
implicitas. Enquanto ciéncia, esta possui uma metodologia prépria, que prioriza as manifestagdes do
raciocinio que surgem no ambito de contextos lingiiisticos organizados. Enquanto arte, busca a
modelagem de sistemas formais que representem fielmente formas de raciocinio ainda ndo captadas
em toda a sua plenitude. O estudo, conhecimento e cultivo da Ldgica revelam ferramentas bem
importantes para uma evolucdo cognitiva de todo ser humano que queira ser realmente livre, ndo
condicionado pelo medo e por crengas nocivas constantemente propaladas por diversos meios de
comunicacdo da maioria das sociedades, tanto do presente como de vdrias eras passadas. Tal
evolucdo cognitiva conduz a clareza no pensar, o que torna possivel a pratica de uma constante
depuracao do que ndo € verdadeiro para cada um, o que € essencial para um contato cada vez maior
com a prépria Verdade. A clareza interna é uma porta para a auténtica Filosofia, a qual leva a uma
viagem sem fim rumo ao encontro com Tudo. A Ldgica relaciona-se intimamente com trés grandes
areas de conhecimento: Matematica, Informatica e Filosofia. Varios dos fundadores da moderna
Ciéncia da Computagao foram 16gicos. A Inteligéncia Artificial Simbdlica tem na Logica um de
seus principais pilares. Toda a Matemadtica utiliza-se, em sua expressao lingiiistica, de conceitos
puramente 16gicos; ndo € possivel dai entender Matemadtica seriamente sem entender em detalhes a
Logica, pelo menos em suas bases elementares.

§2. O Escopo da Légica

Como uma primeira aproximagdo, podemos dizer que Ldgica é a ciéncia e a arte do
raciocinio correto. Para entendermos isto melhor, precisamos fazer uma digressao, descrevendo um
amplo contexto, dentro do qual localizaremos finalmente o papel e escopo da Logica.

Existem dois conceitos fundamentais basilares: Realidade e Consciéncia.

Nunca houve unanimidade, nem hoje em dia, nem no passado, quanto ao que seria
Realidade. Podemos apreender algo do significado do termo “Consciéncia” a partir de nds préprios,
J4 que somos seres que sentem, pensam e percebem aquilo que parece estar fora de nds. Quanto a
Realidade, existem inimeras perguntas sobre ela, formuladas por filésofos e indagadores de todos
os tempos. Ela depende ou ndo de nossa percep¢ao da mesma? Em que medida ela corresponde ao
que parecemos perceber da mesma?

Com certeza, para cada um de nds, algo parece existir que provoca este encadeamento de
sentimentos, pensamentos e percepcoes. O que € real seria mesmo este mundo aparente sugerido
pelos nossos sentidos e razdo, com espago, tempo, matéria, sol, planetas, estrelas, oceanos e
continentes? Existem filésofos que respondem afirmativamente, outros assumem uma posicao
oposta.

Poderiamos, sem entrar no mérito estrito desta discussao, classificar o que € real de duas
formas distintas:

e No sentido estrito ou cético, algo € real com respeito a uma dada consciéncia se aquilo sempre
se manifesta, em todas as circunstincias; assim sendo, sonhos, por exemplo, ndo seriam reais,
pois 0os mesmos sao normalmente nao confirmados assim que acordamos.

e No sentido amplo ou crédulo, algo € real (com respeito a uma dada consciéncia) se aquilo se
manifesta pelo menos uma vez como uma experiéncia da consciéncia, seja como uma
experiéncia sensorial genuina, seja como produto da imaginagao.

Entre estes dois extremos de Realidade, pode haver algumas gradagdes intermedidrias. Por
exemplo, para quase todos nos, este aparente mundo em que vivemos, abrangendo o Planeta Terra e



0 espaco que o circunda, juntamente com a sociedade humana que nela habita, e todas as vivéncias

dai decorrentes, manifesta-se constantemente em nossa consciéncia, pelo menos no periodo em que

parecemos estar acordados. Mas hé alguma garantia de que assim serd para sempre, ou tudo isto €

apenas mais um sonho, apenas algo mais estdvel que todo aquele material ja por nds vivenciado e

classificado como “sonho”?

Aquilo que busca perceber a Realidade e que possui ciéncia de sua propria existéncia é
chamado de Consciéncia. A mesma concebe, em seu intimo, um reflexo da Realidade, o qual pode
refletir, de modo mais ou menos fiel, a prépria Realidade.

A consciéncia humana parece ser provida dos seguintes vetores, 0S quais concorrem para o
seu funcionamento:
® Razdo — € a faculdade que diz respeito a formacao e evolugdo da estrutura bésica de concepgdo

da Realidade, erigida pela Consciéncia. — Distirbios em seu funcionamento estdo ligados a
algumas doengas mentais.

o Emocgoes e Sentimentos — dizem respeito a coloracdo que a Consciéncia empresta a sua
concepcao da Realidade.

e Intuicdo — € a faculdade da Consciéncia responsavel por uma compreensao global da Realidade,
a mais fidedigna possivel; é a atmosfera dentro da qual funcionam a Razdo, as Emogdes e os
Sentidos; tem sido vivenciada por muitos homens e mulheres quando os mesmos sentem,
subitamente, amplas formas de compreensdo, que parecem corresponder a seus mais profundos
anseios. — Parece estar ainda subdesenvolvida na maioria dos seres humanos.

e Instinto — diz respeito a certas pré-concep¢des da Realidade assumidas pela Consciéncia,
aparentemente existentes antes da intervencdo da Razdo, essenciais para a sobrevivéncia em
cada ciclo de existéncia; grosso modo, este corresponde, no computador, 8 memoéria ROM.

e Libido — é a forca motriz essencial da sexualidade humana, que objetiva uma vivéncia de
completude através de um outro Ser; foi extensivamente estudada, no Ocidente, a partir do
trabalho de Freud.

e Sentidos — compreendem os cinco sentidos classicos, de vis@o, audicao, tato, olfato e paladar, os
sentidos de movimento e posi¢do do corpo, bem como intimeros outros ainda ndo devidamente
catalogados e estudados. — Sdo a porta através da qual a consciéncia humana adquire
informacoes bdsicas da Realidade que parece cercd-la; fornecem uma boa parte do material
basico a partir do qual a Consciéncia molda a sua concep¢ao da Realidade.

e (rengas — constituem um método de expansdo da concepcao de Realidade, ndo baseado nos
sentidos e nas formas mais seguras da Razdo; as mesmas podem ser racionais, quando refletem
formas indutivas da Razao, ou ndo racionais, quando nao as refletem.

® Memdria — é um registro das impressoes da Consciéncia, cuja focalizagdo gera a impressao de
um tempo passado, a qual induz a cren¢a de uma linha do tempo abrangendo passado, presente
e futuro.

A Razio funciona em duas fases que funcionam de uma forma mais ou menos sinérgica:
® Representacdo da Realidade em uma estrutura concebivel pela consciéncia pensante;
®  Raciocinio inferencial do relativamente conhecido para o desconhecido, segundo esta

representacao.

Estes dois processos sao designados respectivamente de razdo formativa e razdo operativa.

A Logica, como ciéncia, estuda as manifestacdes da razdo operativa em todos os contextos
lingiifsticos possiveis, nas linguagens escrita e falada. O estudo de tais manifestacdes na vida
quotidiana, sem nenhuma idealizacdo, € feito por um ramo desta ciéncia dito Logica Informal. Um
estudo idealizado de tais manifestacdes, lancando mao de linguagens formais e métodos
matematicos, € feito pelo ramo dito Logica Formal ou Simbdlica. O objeto da Automatizagdo do
Raciocinio ou Programacdo em Logica abrange a Logica Formal, e d4 uma énfase especial ao
estudo das rotinas racionais da Logica Formal expressaveis em algoritmos.



§3. Linguagens para a Légica

O funcionamento da razdo operativa estd essencialmente ligado a obtencdo de frases
condicionalmente verdadeiras a partir de frases hipoteticamente verdadeiras, dai a compreensao e
uso de pelo menos uma linguagem parece ser imprescindivel.

Podemos classificar as linguagens em dois tipos bésicos:

e Linguagens naturais ou informais — correspondem as linguas usadas habitualmente pelos seres
humanos para a sua comunicagdo quotidiana, tais como o portugués, inglés, etc. A sua
descricao necessita, em geral, de livros com centenas de péginas, pois as regras de suas
gramdticas sao complexas € numerosas.

e Linguagens artificiais ou formais — as suas regras gramaticais sdo simples e, em geral, em
pequeno numero; algumas, especialmente aquelas utilizadas pela Logica, detém um poder
expressivo comparavel ao das linguagens naturais.

Para um estudo das regularidades presentes nas diversas formas de raciocinio, bem como
dos possiveis algoritmos correspondentes, as linguagens formais sdo as mais adequadas, devido a
sua simplicidade inerente.

Uma linguagem artificial é definida em duas etapas:

e escolha de um conjunto ndo vazio de sinais (em geral, grificos), chamado de alfabeto, a serem
usados na construgdo de suas expressoes significativas;

e enunciacdo de uma (em geral pequena) colecdo de regras (isto €, uma gramdtica) destacando,
entre as expressoes da linguagem, quais sdo significativas.

Em uma linguagem natural tais etapas ocorrem de um modo bem mais complexo. Todas as
linguagens naturais modernas, em sua versao escrita, também possuem um alfabeto. Os sinais deste
alfabeto formam expressdes significativas bdsicas, ditas também palavras desta linguagem.
Algumas destas palavras sdo de fato nomes para objetos reais ou imagindrios, possuindo dai
funcdes andlogas aos termos de uma linguagem formal para a Légica, mas outras possuem outras
funcdes. A colecdo de todas as palavras utilizadas por uma linguagem natural é dita o seu
vocabuldrio, o qual pode existir implicita ou explicitamente; neste ultimo caso pode haver uma
publicacdo oficial, editada por alguma instituicdo mantenedora das normas desta linguagem,
contendo uma relacdo completa de todas as palavras constantes do seu vocabuldrio. Finalmente,
certas seqiiéncias de palavras de uma linguagem natural formam um outro tipo de expressoes
significativas, ditas frases, as quais correspondem, grosso modo, as formulas da Logica.

Um universo de discurso é a colecao de todos os objetos estudados em um dado contexto.
Por exemplo, na Teoria dos Nimeros Inteiros o universo de discurso € a cole¢do dos nimeros
inteiros, na Quimica um possivel universo de discurso € a cole¢do dos elementos quimicos, etc.

3.1 Defini¢ao: Um alfabeto é uma cole¢@o ndo vazia de sinais.

3.2 Definicao: Uma samblagem é uma seqii€ncia finita de sinais. Uma samblagem em um dado
alfabeto € uma seqii€ncia finita de sinais deste alfabeto. A lista vazia de sinais € dita a samblagem
vazia, notada por “A”.

3.3 Definicao: Dadas duas samblagens u e v, a concatenagdo de u e v, notada por u+v, é a
samblagem obtida justapondo-se, da esquerda para a direita, preservando a ordem original, os sinais
de u com os sinais de v.

3.4 Definicao: Sejam u e v samblagens. Especificamos a seguir o que entendemos por iniciar uma
samblagem e por terminar uma samblagem.

® uinicia v = existe uma samblagem u’ tal que u + u’ =v.

® utermina v = existe uma samblagem u’ tal que u’ + u =v.

® uinicia propriamente v=u# Aeuiniciaveu#v.

® utermina propriamente v=u# Aeuterminaveu#yv.



As samblagens significativas de uma linguagem formal utilizada na Logica sdo samblagens

de um dos dois tipos basicos:

termos — sao nomes de objetos do universo de discurso;

formulas — sdao afirmagdes ou asser¢des, na linguagem formal considerada, acerca de objetos do

universo de discurso.
Todos os sistemas logicos, com excecdo das ldgicas proposicionais, possuem linguagens

suficientemente ricas cujas samblagens significativas sdo termos e férmulas.

3.5 Notacao: As seguintes referéncias serdo usadas, para as listas de letras descritas abaixo,
seguidas ou ndo de plicas ou subindices, a ndo ser que o contrario seja dito:

P, Q, R, S —referem-se a férmulas na légica considerada;
I, A, ® - referem-se a colecdes de férmulas na l6gica considerada.

§4. Sistemas Ldgicos

Definimos um sistema logico ou logica em duas fases:
Fornecemos uma gramadtica, a qual especifica as linguagens formais deste sistema; cada uma
destas linguagens formais possui a sua colecao propria de férmulas.
Para cada uma destas linguagens formais, fornecemos uma feoria, a qual especifica, dentre as
formulas do sistema, quais devem ser consideradas absolutamente verdadeiras, e, para cada
contexto de férmulas supostas hipoteticamente verdadeiras, quais sdo verdadeiras neste
contexto.

Quanto a profundidade de raciocinio envolvida, existem sistemas ldgicos concebidos para

diferentes niveis, a saber:

Logica proposicional — a mesma estuda relacdes simples entre férmulas, as quais correspondem
a expressoes tais como “se...entdo”, “e”, “ou”, “ndo € verdade que”, etc.

Logica quantificacional — além das ja citadas relagdes, estuda o comportamento de certas
variacdes de referéncias feitas no interior de férmulas; tais variacdes correspondem a
expressoes do tipo “para todo”, “para cada”, “para algum”, “existe pelo menos um”, “nenhum”,
etc.

Logica equacional — além do que é feito nos dois niveis acima, lida com a equivaléncia de
referéncias; corresponde a expressodes do tipo “€ igual a”, “é idéntico a”, etc.

Logica descritiva — lida também com especificagdes, ambiguas ou ndo, de objetos do universo
de discurso; corresponde a expressdes do tipo “um objeto x possuindo a propriedade P, “o
objeto x possuindo a propriedade P”, etc.

Teoria dos conjuntos — € a base, o substrato comum, em que se baseia toda a matemaética

tradicional; estuda as propriedades comuns a cole¢des em geral.

Quanto a forma de raciocinio envolvida, existem, entre outros, os seguintes sistemas 16gicos:
Logica cldssica — é a forma de 16gica que serve de base implicita para quase toda a matematica;
até meados do século XX era praticamente o Uinico sistema existente, e ainda hoje é considerado
um padrao de raciocinio correto. — A ldgica cldssica possui, entre outros, 0s seguintes
principios, formulados originalmente por Aristételes:
¢ Toda férmula ou a sua negacdo € verdadeira; ndo hd uma terceira condi¢io possivel. Este é

dito o principio do terceiro excluido.
¢ Uma férmula e a sua negagdo nido podem ser ambos verdadeiros. Este € dito o principio da

ndo contradigdo.
¢ Uma férmula verdadeira é sempre verdadeira, e uma formula falsa € sempre falsa; ou seja, o

valor veritativo de uma férmula com respeito a uma dada interpretacio é estavel e

permanente; o mesmo nao pode variar. Este € dito o principio da identidade.



e [Logicas paracompletas — sdo 16gicas que ndo respeitam o principio do terceiro excluido. Uma
légica paracompleta especial, a qual tem sido extensivamente estudada, que talvez seja a tnica
que rivaliza seriamente, em importancia, com a ldégica cldassica, € a ldgica intuicionista; esta
estuda o raciocinio construtivo. Nas mesmas “P v —P” ndo é sempre verdadeiro.

e [dgicas paraconsistentes — nao respeitam o principio da ndo contradi¢do, dai sdo ideais para
lidar-se com contradi¢coes. Nas mesmas uma dada contradicdo ndo acarreta qualquer férmula,
isto é, “P — —P — Q” ndo é sempre verdadeiro.

e [ogicas ndo reflexivas — s@o aquelas que ndo respeitam o principio da identidade; nelas pode
acontecer de uma férmula ndo implicar a si propria, ou seja, nas mesmas “P — P” ndo ¢é
necessariamente uma tese.

e [Logicas relevantes — sdo aquelas que interpretam a implicacdo de uma forma mais estrita, na
qual € suposto haver algum tipo de relacionamento estrutural ou causal entre o antecedente e o
conseqiiente de uma implicacdo considerada verdadeira.

e [dgicas ndo monotonicas — sdo aquelas nas quais o acréscimo de novas premissas pode
invalidar conclusdes ja obtidas. Até os anos setenta, praticamente sé eram conhecidas as l6gicas
monotonicas. As logicas indutivas sao um dos géneros mais importantes destas 16gicas.

e [ogicas modais — sdo aquelas que estudam as possiveis variacdes da veracidade ou falsidade ao
longo de certas entidades denominadas mundos. O valor veritativo de uma formula pode variar
ao longo dos mundos. Duas das principais idéias estudadas por tais l6gicas sdo a necessidade e
a possibilidade.

Os sistemas que divergem da logica cldssica sdo ditos deviantes, como por exemplo as
l6gicas paraconsistentes, paracompletas, ndo reflexivas, relevantes e ndo monotdnicas acima
citadas. As légicas modais podem erigir-se tanto sobre a ldgica cldssica (quando neste caso a
enriquecem em expressividade), como sobre algum sistema deviante.'

Ap6s definirmos quais sdo as linguagens de um dado sistema 16gico, a segunda etapa para
defini-lo completamente esti no fornecimento de uma relacdo entre cole¢des de férmulas e
férmulas desta l6gica que preserve, neste sistema, a idéia de veracidade subjacente a esta 1dgica.

Existem trés vias basicas para isto:
® A via sintdtica parte de certos objetos formais iniciais e regras que fornecem, de um modo em

geral mecanico, novos objetos a partir de uma lista finita de objetos formais ja obtidos. Para as

l6gicas usuais, existem trés caminhos para isto:

¢ por cdlculos axiomdticos ou sistemas de Hilbert — os objetos formais sdo formulas, as
formulas iniciais sao ditas axiomas e as regras associam listas finitas de férmulas a
férmulas;

¢ por cdlculos de seqiientes — os objetos formais sdo pares ordenados, ditos segiientes, cujo
primeiro componente € uma cole¢do de férmulas e cujo segundo componente é uma
férmula; os seqiientes iniciais representam inferéncias consideradas verdadeiras a priori e as
regras associam listas finitas de seqiientes a seqiientes;

¢ por dedugdo natural — os objetos formais sdo drvores de formulas, onde algumas folhas

podem estar marcadas; as folhas ndo marcadas representam premissas de uma inferéncia e a

raiz representa a conclusdo da mesma inferéncia; as drvores iniciais representam assim

inferéncias consideradas verdadeiras a priori, e as regras associam listas finitas de tais
arvores a novas drvores de féormulas.
® A via semdntica baseia-se em um dominio veritativo, isto €, em uma colecdo de rétulos
representando diferentes gradacoes de verdade e falsidade, ¢ em uma cole¢dao de fungdes,
denominadas valoragoes, apresentando certas propriedades bésicas, que podem variar de légica
a logica, associando formulas a valores veritativos (elementos do dominio veritativo).

' Ndo ha uma distingdo completamente nitida entre o que é deviante e o que é complementar a légica classica, pois é
possivel, pelo menos em muitos casos, fazer conviver no mesmo sistema formas deviantes e cldssicas de negagdo, de
implica¢do, e assim por diante. Assim sendo, certos sistemas, que poderiam ser classificados a principio como
deviantes, podem possuir extensdes conservativas que sdo complementares a lgica classica.



® A via da automatizacdo baseia-se em algoritmos cujas entradas sdo seqiientes e cujas saidas

sdo possiveis respostas que avaliam cada seqiiente considerado. Para as 16gicas usuais, existem

trés métodos basicos:

¢ o método da resolugdo — a partir de um processamento simbdlico inicial, obtém-se uma lista
de formulas normalizadas ditas cldusulas. Tal lista é sucessivamente ampliada através de
uma regra especial, dita regra da resolucdo, visando a derivag¢do da cldusula vazia. Se a
mesma for encontrada, o seqiiente inicial é considerado correto.

¢ o0 método dos fablés — a partir de uma arvore de férmulas inicial, obtida em geral pela
nega¢do da conclusdo do seqiiente inicial, € realizada uma expansao sucessiva da mesma,
visando ao fechamento de todos os seus ramos. Se isto for conseguido, entdo o seqiiente
inicial € considerado correto.

¢ o método dos segiientes de Gentzen — a partir do seqiiente inicial, € construida uma arvore de
seqiientes especiais, ditos segiientes de Gentzen. O objetivo € obter o fechamento de todos
0s seus ramos e, se isto for conseguido, entdo o seqiiente inicial é considerado correto.

Por qualquer uma das vias acima citadas, uma légica define uma relacdo de consegiiéncia
entre cole¢des de férmulas e férmulas nesta 16gica. Tal relacdo de conseqii€ncia exprime tanto
a verdade absoluta como a verdade relativa da 16gica considerada.

4.1 Notacao: No restante deste trabalho, a ndo ser que seja dito explicitamente o contrdrio, L € um
dado sistema 16gico ou logica.

4.2 Notacao: Notamos por “ |T ” a relacdo de conseqiiéncia definida em L.

“ |T P” significa que P € verdadeiro em L se todas as féormulas de I' também o forem. Se
| REXZN ‘TITP” exprime a veracidade relativa de P em L dependendo de I'. Por outro lado,
“D lT P” exprime a veracidade absoluta de P em L. Assim, em particular, “Q |T P” significa que
P ¢ verdadeiro em L.

4.3 Leitura: “T" |T P” pode ser lido de uma das seguintes formas:
e ‘“TacarretaP em L.

“De T, em L, afirma-se P”.

“P ¢ consegqiiéncia de I" em L”;

“P é teorema deI" em L”.

4.4 Definicao: Se a expressdo “T° ITP” for correta, a mesma ¢ dita ser uma inferéncia em L e,
neste caso, as formulas de I'" sdo ditas as premissas desta inferéncia, e P € dito ser a conclusdo desta
inferéncia.

4.5 Notacao: Se L estd implicito, podemos prescindir da indica¢do da 16gica envolvida, notando
“T |T P” simplesmente por “T° |— P”. Mais algumas notacoes:

=P = O P

P PofP= (P . P} | P

ILPH-Q=TuU({P} |+ Q;

TpelaPh P Q=T .Ul U (PP} Q.

4.6 Definiciio: P é uma tese de L se | —P.

4.7 Definicao: I" € trivial em Lise T’ |T P, para toda férmula P em L. Uma férmula P é dita trivial
em L se {P} € trivial em L.

O ideal, para uma dada l6gica, estd na obtencdo de descri¢des sintdticas e semanticas da
mesma e na demonstracdo da equivaléncia de todas estas descricdes. Assim, na pesquisa das
propriedades desta 16gica, podem-se usar as ferramentas mais adequadas em cada caso.

2Se L for a l6gica classica e I' for trivial em L, I também € dito inconsistente em L, pois, neste caso, FITP
el IT —P.



A nossa via sintdtica preferencial serd, ao longo de todo este trabalho, o método dos célculos
de seqiientes.

§5. Calculos de Sequentes

5.1 Definicao: Um segiiente em L é um par (I',P), onde I" é uma cole¢do de férmulas em Lie P ¢
uma férmula em L. Um esquema em L é uma colecdo de seqiientes em L. Os elementos dos
esquemas em L sdo ditos serem os seus exemplares. Uma aplicacdo em L é um par (X.,C), onde X é
uma lista finita de seqiientes em L e { é um seqiiente em L; os elementos de Y sdo ditos serem
hipdteses da aplicagdo, e € é dito ser a conclusdo da aplicacdo. Uma regra em L é uma colecéo de
aplicacdes em L. Uma lei em L € um esquema em L ou uma regra em L.

Todo esquema pode ser visto também, grosso modo, como uma regra, que associa uma lista
vazia de seqiientes a cada seqiiente deste esquema.

5.2 Definicao: Um cdlculo de seqiientes para L € definido por leis, as quais sdo ditas serem as suas
leis primitivas. As leis primitivas do cdlculo sdo ditas serem os seus postulados. Uma demonstragdo
neste cdlculo é uma lista de seqiientes tais que cada seqiiente € exemplar de um esquema primitivo
ou € conseqiiéncia de seqiientes anteriores nesta lista por alguma aplica¢do de uma regra primitiva.

5.3 Definicdo: Se L ¢é definido por um célculo de seqiientes, dizemos que um segiiente (I',P) é
correto em L se existir uma demonstracdao neste cdlculo para este seqiiente; se isto acontecer,
notamos este fato por I" |T P.

5.4 Notacao: Considere, a partir de agora, nesta secdo, que L € definido por um célculo
de seqiientes.

5.5 Definicao: Um esquema é dito correto em L se todos os seus exemplares forem corretos em L.
Uma aplicagcdo é dita correta em L se a correcdo em L de todas as suas hipéteses implica na
correcdo de sua conclusdo. Uma regra € dita correta em L se todas as suas aplicagdes forem
corretas em L. Uma lei é dita correta em L se esta for um esquema correto em L ou uma regra
correta em L. Um esquema correto em L que ndo for primitivo em L é dito derivado em L. Uma
regra correta em L que ndo for primitiva em L € dita derivada em L. Uma lei correta em L que nao
for primitiva em L € dita derivada em L.

Os esquemas primitivos de um célculo para L sdo colecdes de seqiientes considerados
corretos a priori em L. As regras primitivas deste cdlculo sdo relacdes fornecidas a priori entre listas
finitas de seqiientes e seqiientes que preservam corre¢ao em L.



2. A LOGICA PROPOSICIONAL CLASSICA

Este capitulo apresenta a Logica Proposicional Cldssica, ou simplesmente LPC. Esta 16gica
estuda certas relacdes externas entre férmulas, expressas pelos conectivos.

§1. Linguagens para a Légica Proposicional Classica

1.1 Definicao: Um alfabeto proposicional contém os seguintes tipos de sinais, mutuamente

disjuntos dois a dois:

® Jetras sentenciais — sdo em si proprias formulas em LPC; podemos considerd-las como
referéncias a frases de qualquer género proferiveis em alguma linguagem. — Todo alfabeto
proposicional deve possuir pelo menos uma letra sentencial.

® conectivos — formam férmulas a partir de férmulas; se um conectivo usa n férmulas para formar
uma férmula, dizemos que n é a aridade deste sinal; os conectivos s@o em geral de aridades 1
ou 2. — Todo alfabeto proposicional deve possuir pelo menos um conectivo.

® sinais de pontuacdo — sdo “(”, o paréntese de abertura, e *)”, o paréntese de fechamento. Se tal
alfabeto possuir pelo menos um conectivo de aridade maior ou igual a 3, entdo “,”, a virgula,
também € um sinal de pontuacao.

1.2 Definicdo: Seja s um conectivo. Se s possui aridade n, dizemos também que s é n-drio ou
n-ddico. Se s possui uma das aridades 1, 2 ou 3, entdo s é chamado respectivamente de monddico,
diddico ou triddico.
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1.3 Definicao: Um alfabeto para LPC é um alfabeto proposicional possuindo os conectivos “—”,

3 29 46 2

A, Ve .

1.4 Definicao: Uma formula em LPC é uma samblagem em um alfabeto para LPC tal que:
e Toda letra sentencial é uma formula em LPC.
¢ Se P ¢ uma férmula em LPC, entdo —P € uma férmula em LPC, dita a negacdo de P.
e Se Pe Q sdo formulas em LPC, entdo:
¢ (P —> Q) éuma férmula em LPC, dita a implicacdo de P e Q, cujo antecedente é P, e cujo
conseqiiente € Q.
¢ (P AQ)éumaférmula em LPC, dita a conjuncdo de P e Q, cujos conjuntores sdo P e Q.
¢ (PvQ)éuma férmula em LPC, dita a disjuncdo de P e Q, cujos disjuntores sao P e Q.

1.5 Notacao: Doravante, a menos que seja dito o contrdrio, no restante deste capitulo, as letras
P, q, r, seguidas ou ndo de plicas ou subindices, referem-se a letras sentenciais em LPC.
1.6 Notacao: A partir de agora, a menos que o contrdrio seja dito, usaremos o sinal “#” para

2 46 2 13 2

referirmos-nos a um dos conectivos “—”’, “A” ou “Vv”.

1.7 Definicao: Seja L uma logica possuindo “—” como um conectivo monddico. Duas férmulas
em L sdo ditas contraditérias se uma delas for negagdo da outra.

1.8 Definicao: Seja L uma 16gica possuindo “—” como um conectivo monddico, e I" uma colecdo
de férmulas em L. Notamos por “—I" a cole¢do {—P | P € I'} de férmulas em L.

1.9 Definicao:
e PoQ=(P->QArQ-P).

“(P <> Q)” é também dita a equivaléncia de P e Q, cujos membros sdo P e Q.

2

3 Isto é, a expressio “(P < Q)” € uma abreviatura para a expressio “(P - Q) A (P — Q))”.



1.10 Escrita informal de féormulas em LPC: Sempre que ndo houver margem para confusio,

podemos escrever termos e férmulas em LPC de um modo mais informal, evitando um uso

excessivo de parénteses, segundo as seguintes convengdes:

e Quando (P—>Q), PAQ) e (Pv Q) nio estido escritos como subférmula de outra féormula,
podemos prescindir do par exterior de parénteses.

e A lista “e3, =, {A,v}” fornece a ordem de prioridade para separacio em subférmulas®; por
exemplo, “P < Q v R — S” representa “P <> ((Q v R) — S)”.

¢ (Quando o conectivo da implicacdo se suceder em uma férmula, a parentetizacdo implicita déa-se
da direita para a esquerda; por exemplo, “P — Q — R — S” representa “P — (Q - (R — S))”.

¢ (Quando conectivos diddicos do mesmo nivel hierdrquico, distintos do conectivo da implicagao,
se sucederem em uma férmula, a parentetizacdo implicita da-se da esquerda para a direita. Por
exemplo, “P <> Q <> R <> S” representa “(P < Q) <> R) < S”, “PAQ AR A S” representa
“PAQAR)AS”, “PvQVRVS” representa “(PVvQ)VR)VS”, “PAQVRASI VS,
representa “(PAQ)VR)AS) v Sy

e Consideramos todos os conectivos diddicos definidos distintos dos conectivos “<>” e “—”

como sendo do mesmo nivel hierdrquico dos conectivos “A” e “v”.”

1.11 Leitura de férmulas em LPC:
e “—P” pode ser lido como:
¢ “Ndo P”.
¢ “Ndo é verdade que P”.
¢ “Ndo é o caso que P”.
e “P— Q”pode ser lido de uma das seguintes formas:
“Se P, entdo Q”.
“Pimplica Q.
“Q se P”.
“P so se Q.
“P somente se Q.
“P ¢ suficiente para Q.
“Q ¢ necessdrio para P”.
“P ¢ condicdo suficiente para Q”.
¢ “Q é condicdo necessdria para P”.
e “PAQ”élidocomo “Pe Q.
e “PvQ”élido como “P ou Q” no sentido inclusivo, isto €, declarar “P ou Q” neste sentido
significa admitir também a veracidade de ambas as férmulas.
e “P Q7 ¢€lido de uma das seguintes formas:
“P equivale a Q.
“P ¢ equivalente a Q.
“P se, e 50 se, Q.
“P se, e somente se, Q.
“P ¢ necessdrio e suficiente para Q.
“P € uma condicdo necessdria e suficiente para Q”.
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1.12 Definicao: Seja L uma légica na qual qualquer linguagem para a mesma possui “—” e “A”
como conectivos. Duas féormulas P e Q sdo ditas serem equivalentes em L se P <> Q for uma tese
de L.

4 Ou, inversamente, podemos dizer que a lista “{A,v}, —, ¢<>” d4d a ordem de prioridade para aglutinacio em
subférmulas.

> Na lista de exercicios que se inicia na pagina 14 sdo definidos os conectivos diddicos “v”, “J” e “T”. Os mesmos
possuem, portanto, segundo esta convencdo, com respeito & escrita informal de férmulas, o mesmo nivel hierdrquico
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dos conectivos “A” e “Vv”.



Nao € possivel haver ambigiiidade de leitura de uma samblagem significativa em uma légica
bem formulada, tal como todas as consideradas neste trabalho. Por exemplo, a frase “um velho
bateu em uma velha com um pau” permite pelo menos duas interpretacdes distintas, dependendo de
quem estava segurando o dito pau. A seguir é formulada esta nao ambigiiidade concernente a uma
linguagem para LPC.

1.13 Teorema da Legibilidade Unica: Cada férmula em LPC s6 pode ser lida de uma tnica forma,
isto €:

¢ Uma dada féormula em LPC ndo possui mais de uma classificacio entre as opgdes letra
sentencial, negacdo, implica¢do, conjungdo e disjuncao.

Se =P e —Q sdo negagdes idénticas, entdao P = Q.

Se (P — Q) e (R — S) sdo implicagdes idénticas, entio P=R e Q = S.

Se (P A Q) e (RAS)sdo conjungdes idénticas, entio P=Re Q =S.

Se (P v Q) e (RvS)sdo disjungdes idénticas, entio P=Re Q =S.

§2. Um Calculo de Sequentes para a Logica Proposicional Classica

Apresentamos abaixo um célculo de seqiientes para LPC. Este é definido pelas Leis
Estruturais, Leis de Introducdo de Conectivos e Leis de Eliminacdo de Conectivos.

Nesta se¢do nos falaremos somente da l6gica proposicional cldssica; assim, para dizer que P
€ conseqiiéncia de I" na légica proposicional cldssica, notaremos isto por I' |— P.

As leis estruturais dizem respeito a propria inferéncia em si, ndo dizem respeito a
conectivos, quantificadores ou outros sinais especificos de uma dada 16gica. As mesmas sdo vélidas
em quase todos os sistemas logicos usuais. A lei da monotonicidade, porém, ndo é geralmente
valida para as l6gicas ditas ndo monotonicas.

Leis Estruturais

2.1 Esquema da Reflexividade: Se P € T, entdao I |— P.

TP
2.2 Regra da Transitividade: Se '_ e Py,....,P, |— Q, entio ' — Q.
P,

2.3 Esquema da Monotonicidade: Se I |— PeI'cI” entioI” |— P

As regras da compacidade e da transitividade geral, dadas a seguir, ndo sdo primitivas deste
calculo de seqiientes, mas sim derivadas.

2.4 Regra da Compacidade: Se I" |— P, entdo existe I’ finito tal que I’ cT"e I’ |— P.

P P
2.5 Regra da Transitividade Geral: Se {g“lf‘glo €®TP oo Q.

Leis de Introducéao e Eliminacao de Conectivos

2.6 Regra da Deducio: Se T, P|— Q, entio ' —P — Q.
2.7 Modus Ponens: P, P — Q |— Q.
2. 8 A-Introduciao: P, Q |— PAQ.

2.9 A-Eliminacio: {83) 52 8 l:g

® As légicas ditas ndo monoténicas ou indutivas ndo aceitam esta regra como valida.
" As l6gicas relevantes ndo aceitam esta regra sem o estabelecimento de certas conexdes entre P e Q.



2.10 V-Introducao: {83) l())ll:l;r\\/,%

2.11 Convenciao: Consideraremos, doravante, para todos os esquemas de seqiientes de cdlculos
possuindo a regra da deducdo, cujos exemplares s6 possuem uma premissa, as implicacdes
correspondentes dos mesmos.

Por exemplo, o esquema do A-eliminacdo fornece, aplicando-se a Regra da Deducdo, as
implicagdes |— PAQ—-oP e |— PAQ — Q. Segundo a convengdo acima, podemos usar
diretamente estas implicagdes em quaisquer provas, bastando citar o seu esquema correspondente, o
qual é, neste caso, o A-eliminacao.

2.12 Esquema da Prova por Casos: PvQ,P >R, Q—>R |— R.
2.13 Regras da Reduciio ao Absurdo:®

¢ —-Introducio: Se {E g SQ entio I' |— —P.
e —-Eliminacio: Se {? :112 (—2'Q entio I' |—P.

Leis Basicas dos Conectivos

2.14 Reflexividade da Implicacio: |—P — P.

2.15 Nao Contradicao: {83) l|)’__'£ (l|)_/\ Q—iP).

2.16 Terceiro Excluido: |— Pv—P.

2.17 Conseqiiente da Implicacao: Q |— P—- Q.

2.18 Antecedente da Implicacao: —P |— P—- Q.

2.19 Silogismo Hipotético: P - Q,Q - R|—P — R.

2.20 Regra Reciproca da Deduciio: Se T —P — Q, entio I, P |— Q.
(i) —P}—P;

(ii) P }———P.

2.22 Modus Tollens: =Q, P — Q |— —P.

2.23 Contraposicao: {8) E(;) g—lTP r_QP%%ﬂ(l;;

2.24 Silogismo Disjuntivo: {8) :l(;”ll))\\//%ll:%

(i) —(P— Q)P Ar—Q;
(i) PA—=Q }——(P - Q).

(i) ~(PAQI—P——Q;
2.26 Negacao da Conjuncio: 83) E(? :g)lr__ép_/)\_%z

(iv) Q = =P |——(P A Q).

2.21 Dupla Negacao: {

2.25 Negacao da Implicacao:

¥ As 16gicas paraconsistentes e | ou paracompletas nio aceitam, em geral, tais regras.
® A Iégica intuicionista ndo aceita a segunda regra da reducio ao absurdo como vilida.



(i) —|(P \4 Q) =P A —|Q;
(11) =P A —|Q —l(P Vv Q),
(iii) =(P A Q) |— =P v —Q;
(iV) =P v —|Q —|(P 7AN Q)

(i) P>QF——-PvQ;
(i) -PvQ}—P— Q.

i) PvQRF——-P—Q;

(i) -P—>QPvQ;

(ili) Pv Q ——Q — P;

(ivy - Q > P—PvQ.

(i) LPoQI—Q;

(i) Q. P QP

2.31 Comutatividade da Equivaléncia: |— PeoQ o QeP).
2.32 Transitividade da Equivaléncia: P < Q, Q & R |— P < R.

2.27 De Morgan:

2.28 Implicacao Material:

2.29 Reducio da Disjuncao:

2.30 «<»>-Eliminacao:

2.33 Escolio: As leis da dupla negacdo, contraposi¢do, negacdo da implicagdo, negacdo da
conjuncdo, De Morgan, implicacdo material e reducdo da disjuncdo podem ser reescritas como
equivaléncias.

2.34 Lema da Substituicao para Conectivos:

(1) P & Py — Py < Py

(i) PreP—C—=Q < P:—Q);

(iii) PreP—(Q—-P) < (Q— Py,

(iv) PP —CPiAQ) < (P2AQ);

V) ProP—(QAP) < (QAPy);

(vi) PreoP—EC1vQ) & (P2vQ);

(vii) PP —(Q Vv P) < (QvVPy),

(viii) Pt & P2, Q1 & Q2 — (P1 = Q1) & (P2 — Q2);

(ix) P1P, Qe Q—PrAQ) & (P2AQy);

x) PP, Qe Q—PivQ) < (PrvQy).
O Esquema da Substituicdo da Equivaléncia, dado logo abaixo, ¢ uma generalizacdo do

Lema da Substituicdo para Conectivos. Antes de sua formulagdo, precisamos de um conceito
sintético, a substituicdo de uma férmula por uma férmula em uma férmula.

2.35 Definicao: As cldusulas abaixo especificam substituicao de férmulas por férmulas:

® A substitui¢do de S por P em Q, notada por Q(S||P), é a férmula obtida de Q substituindo todas
as ocorréncias de S por P.

® A substitui¢cdo de S por P em T, notada por I'(S||P), é a cole¢do de férmulas obtida de I
substituindo todas as ocorréncias de S por P.

2.36 Esquema da Substituicao da Equivaléncia:
* PPy [-QBIP) < QSIIPy).

Leis Complementares dos Conectivos

N [6) PAP < P;
2.37 Idempoténcia: {(ii) ': PvP <P



i) P,QFPoQ;
.. )i -P.QFPe0Q;
2.38 Membros da Equivaléncia: (iii) P, =Q |— —(P & Q);

(iV) —lP, Q —l(P > Q)

) PeoQeo®AQ YV (EPA—Q)
oA N (61} PQ & PA=Q) V(EPAQ)

2.39 Equivaléncia Material: (i) P Q) o Pv—Q) APV Q)
(iv) PoQ o PvQ) APV Q).
2.40 Negacao da Equivaléncia: {

(i) l:wP Q)& (=P < Q);
(i1) (P Q) (P Q).

) PAQo QAP
2.41 Comutatividade: < (ii) PvQeQvVvP,
(iii) P=Q < (Q«P.

(i) PAQAR) & (PAQ) AR;
2.42 Associatividade: < (ii) PvQVvR)< (PvQ) VR;
h(iii) PeoQeoR))Y«((P—Q <R).

i) —PAPVQ) <P
(i) —Pv(PAQ &P
(i) —PAEPVQ) & PAQ;
iv) —Pv(=PAQ) < PVvAQ.

2.44 Distributividade: {8) I:P ~NQVR) & (PAQ) v (PAR)

2.43 Absorcao:

PviQAR) & PvQ AMPVR).
2.45 Importacao/Exportacao: |— Po-Q-oR<PAQ— R."

Abaixo sao definidos dois novos conectivos de aridade zero, ou zerdrios. Como 0s mesmos
sdo zerdrios, ambos sdo por si proprios férmulas em LPC.

2.46 Definicao: As cldausulas abaixo especificam os conectivos “T” e “L”:

® T = Ppo— Po;

e | = —(py— Ppo), onde py € uma letra sentencial em LPC escolhida arbitrariamente.
Estes conectivos também sdo chamados respectivamente de “verum” e “falsum’”.

“T” denota a veracidade ¢ “ 1" denota a falsidade em LPC.
A segunda proposicdo do esquema abaixo diz que toda férmula verdadeira em um dado
contexto equivale, neste contexto, a T.

o o T
2.47 Veracidade: {(ii) P |_ P

Analogamente, a segunda proposi¢do do esquema abaixo diz que toda férmula falsa em um
dado contexto equivale, neste contexto, a L.

dade: JO oL
2.48 Falsidade: {(ii) P |_ Pl

0 esquema “ I— P - (Q —>R)) - (P AQ) > R)’é chamado de lei da importacdo, enquanto que o esquema
« I— (P AQ)—R)—> (P> (Q— R))”échamado de lei da exportacdo.



Exercicios

1) Mostre que os seguintes esquemas, concernentes a monotonicidade direta ou inversa da
implicacdo, e direta da conjuncao e disjunc¢ao, sdo vélidos na 16gica proposicional cldssica:

1) Pi>P—(Q—->P)—(Q—Py).

(i) Pio>P—®P:—>Q —Pi—Q.

(111) P> P — (Pl A Q) - (P2 A Q)

iv) Pi—>P—(QAP) > (QAP).

v) Pio>P—®P1vQ > P2vQ).

(vi) Pi>P,—(@QVvP)—>(QvVPy).

(Vi) P1— P2, Q1 > Q; E (P2 — Q) — (P1 = Qy).

(viii) Pt > P2, Q1 = Q2 — (P1 A Q1) = (P2 A Qy).
(ix) P1—=P, Q1= Q:—P1vQ)—>PrvQ)

2) Mostre que os seguintes esquemas sao validos:

(1) —P < P.

(ii) —PAP—->Q) —Q.

(iii) — P> (P—>Q) — Q).

(iv) —P->(Q—>R)<Q— (P —R).
V) — P—->Q) —>R—->P—>R)—> (Q—R).
(vi) — (P — Q) —> P) — P (Lei de Peirce).
(vii) —Pv (P - Q).

(viii) — P->Q) v (Q—P).

(ix) — P Q VvP<R)V(QeR).
(x) —P—->RVvQe RV EP—Q).

(x1) —PVvQ-oPAQe& (P Q).

(xii) —(P—>Q —->P)>(P—->Q) — Q).
(xiii) — P->QQAP—->P—->Q AQ.
(xiv) — (P—>Q) —»>—Q)— (P—Q)— —P).
(xv) — P->QArQ—->P-—>Q) A—P.
(xvi) — P Q »>PoP—Q —Q.
xvil) F—PecQAPSP<Q AQ.
xviii) PP Q) < Q——-(P<Q).
(xix) — (P Q VPP Q) vVvQ.
(xx) — P->QA(Q—->R)—> ([P —R).
(xxi) — P Q A(Q—>R)—> P —->R).
xxiil) —P-oQAQ<R)—> (P —-R).

xxii) PvQ,P—->R Q—S I— R v S (dilema construtivo).

xxiv) —Rv—=-S,P—->R, Q—>S |— =P v =Q (dilema destrutivo).

xxv) R>PVQ,RAPSP.RAQQ,PVQ S l— R & S (divisdo e conquista).
xxvi) —P—-> (P - Q).

(xxvii) — (P — —P)— —P.

(xxviii) —(—P—P)—>P.

(xxix) f——(P < —P).

(XXX) — P —->Q) < (P—>—Q) — —P).
xxxi) F—EFP—->Q) < (P —->—Q)—P).

xxxii)) —P>QDAFP—->R) < PAQ)V(—PAR).

(xxxiil)) —PAQ VRAS) - PVRAPVSHAQVRIAQVS).
xxxiv) —PVQARVS) o PAR)VIPAS)VIQAR)V(QAS).
(xxxv) F—@PVvR)AQV-R)—>PvVvQ (resolucio).

(xxxvi) F—(Pv-=R)A(QVR)—>PvVvQ (resolugcdo).




(xxxvii) PAQ— (PAR)V(QA—R) (resolucdo direta).
(xxxviii) PAQ— (PA-R)Vv(QAR) (resolucdo direta).
(XxXiX) PAR—>Q) < P —Qv-R)(Lei de Gentzen).
x1) PA-R—->Q) < P —QvVR) (Lei de Gentzen).

3) Mostre que os seguintes esquemas, de defini¢cdo de conectivos por outros conectivos, sdo validos:
) —PvQeeP-0Q —0Q.

i) —P->QePAQeP).

i) —P->Q e PvQ«—Q).

iv) mFPAQeoPVQe (PeQ).

(V) —P%QHﬂ(P/\ﬂQ).

(viy —Pa Q 4 —l(P — —|Q)

(vi)) —PAQ e —(Q — —P).

(viii) —PAQ < (=P v —Q).

(iX) — P v Q 4 —|(—|P AN —|Q)

4) Mostre que as seguintes leis da absor¢do sao vélidas:

(1) — PvQ APVQ) <P
(ii) — PAQ VP A—Q) <P
i) —PAP->Q<PAQ.
(iv) —PA(Q—->P)P.

) —PvP—->Q) & T.

(vi) —Pv(Q—->P)—>Q—P
vi) —PAPoQoPAQ.
(viii) —FPvPQ - Q—P.

(ix) RFR->P)<P.

x) —R}—(P—>R)«—P.

xi) RPF-PAR&P.

(xii) —R |—PVvR«P.

xiil)) P>Q—PAQ«P.

xiv) P>QH—PvQ« Q.

(xv) P—->PAQ) < (P Q.
(xvi) PvQ—P) < (Q—P).
(xvii) — (P —= (P — Q)) < (P— Q).
(xviii) PAQ&PA—Q« P
(xix) P-oQoo—-P—->QeQ.

5) Mostre que as seguintes leis, concernentes a distributividade e fatorabilidade de conectivos sobre
outros conectivos, sao validas:

(1) — - (R—>P)—>R——P.

(i1) —R->P->Q R—-P)>R—-Q).
i) —R->PAQ o R->P)AR—>Q).
(iv) —R->PVvQ oo R->P)VR—-Q).
(v) —R-o>PoQ o (R->P)oR—-Q)).
(vi) — (P —>R) > —P—>R.

vi) —(@P—->Q—>R->P—->R)—>(Q—R).
(vii) —P->RAQ—->R) > PAQ) —R.
(ix) — PvQ) ->R—->P->R)v(Q-—>R)
(x) — R A—P > (RAP).

(x1) — RAP—->Q) >RAP—->RAQ.

xii) F—RAPAQ < RAP)ARAQ).
xiil) —RAPQ > (RAPSRAQ).
xiv) F—-(RvP)—>Rv—P.




(xv)

(xvi)

(xvii)
(xviil)

(xix)

RviP—->Q «<RvP—>RVQ.
RviPvQ < RVP)V(RVQ).
RviPQ o RVPRVQ).
ReP)ARSQ >R (PAQ).
ReePVvQ)) D ReeP) VIR Q)

6) Mostre que as seguintes leis, concernentes a distributividade e fatorabilidade degeneradas de
conectivos sobre outros conectivos, sao validas:

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(V)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)
(xi)

—R-o>P->Q o RAP)> (RAQ).
—R->PvQ & R->P)VIRAQ).
—R->PvQ < RAP)V(R—- Q).
—R-o> P Q < (RAP)— (RAQ)).
— P—->Q) >R (PVvR)A(Q — R).
— PAQ) >R (P —->R)Vv(Q—R)
— PvQ) >R (P—->R)A(Q —R).
— P Q) >R (P—>R)< (QVR)).
— P Q) >R (PVR) < (Q—R)).
— RAP—->QeoR—-P)->RAQ).
—RAP Qo RAPSRAQ«R).

7) Prove as seguintes proposi¢des concernentes a veracidade e a falsidade:

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(V)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)

— P> T.

— 1L — P.

— T —>PoP.
—P - 1L <« —P.
—Po PoT).
— P (P L)
—PAT <P
—PA Lo 1.
—PVvToT.
—Pv 1L <P

8) Um novo conectivo diddico € definido a seguir:

e PVvQ=—-(P«<Q).

A férmula “P v Q” € chamada de disjuncdo exclusiva (de P e Q), e 1é-se “ou P ou Q”. Declarar
“ou P ou Q” significa dizer que uma, e somente uma das duas formulas P e Q é verdadeira. Prove
as seguintes proposicoes:

(1)
(i1)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)
(xi)
(xi1)
(xiii)
(xiv)
(xv)

(xvi)

— P v —P.

— PV Qs (—P< Q).

—P vV Qo (P Q).

— PV Q& —-PVQ.

— (P v Q) & Pv Q.

— PV Qo PVvQ Aa(PAQ).

—P vV Qo PA—Q) Vv (—PAQ).

—PvVQoPvQ) APV Q).

—PvV Qo QVP

—PvVQVR) < PVQ) VR

— PPV L;

— PPV T;

— P vV (Q e R)) & (PV Q) < R) (associatividade miitua).
— (P < (Q vV R)) & (P« Q) v R) (associatividade miitua).
— (P Vv Q)< R)= (P Q) vV R) (intercambio).

— (P vV (Q & R)) & (P < (Q vV R)) (intercambio).




9) Mais um novo conectivo diddico € definido a seguir:

e PLQ=—PvVvQ).

A férmula “P{ Q” é chamada de negacdao conjunta (de P e Q), e 1€-se “nem P nem Q” ou
simplesmente “P nem Q”''. Declarar “nem P nem Q” significa dizer que ambas as férmulas P e Q
sdo falsas. Todos os demais conectivos podem ser definidos somente com este novo conectivo.
Prove as seguintes proposi¢des:

(i) P« PlLP

(ii) PAQoPLP)L(QL Q).

(iii) PvQoe®PLlQl@lq.

(iv) P->Qe(PiPlQl@iplQ.

v) PlQeQlP

10) Definimos ainda mais um novo conectivo diadico:

e PTQ=—=(PAQ.

A férmula “P T Q” é chamada de negacdo alternativa (de P e Q). Nao ha uma traducdo direta em
lingua portuguesa, dai sugiro um neologismo, a palavra “nou”. Assim sendo, a férmula “P T Q”
pode ser lida como “P nou Q”'%. Declarar “P nou Q” significa dizer que pelo menos uma das
férmulas P e Q € falsa. Todos os demais conectivos também podem ser definidos somente com este
novo conectivo. Os tnicos conectivos diddicos que podem fazer isto sdo os dois ultimos aqui
definidos. Prove as seguintes proposi¢des:

i) —P<PTP.

(ii) PAQe®TQT®@TQ).

(iii) PvQe®TPTWQTQ).

(iv) P>QoPTWQTQ).

(v) PTQoQTP.

11) Mostre que as seguintes regras derivadas de LPC sdo validas:
(i) SeT |— P, entio existe I” finito tal que I” c T'e I’ |— P (regra da compacidade).

(i) Se {gjlm'_toéio Ped T |_ P, entdo I" I— Q (regra da transitividade geral).

TP
(ii1) Se |_ e dPy,....P, |— Q,entio I, P |— Q (regra do corte).
r—P,

(iv) Se {gfrz iﬁk:)P col |_ P, entdo I',A I— Q (regra do corte geral).

(v) Sel’ I— P— Q,entio I, P I— Q (regra reciproca da deducao).

Q
Q

12) Prove as proposi¢des abaixo, que generalizam os esquemas do A-introdu¢do, do A-eliminagdo,
do v-introdugdo e da prova por casos:

(i)  Pu..Pa—PiA..AP,.

(i) PyA...AP P

(ili) Pil—Pyv...v P,

(iv) P;v..vP,P;>R,.. P,—>RIR

(vi) Se PP’ e Q,Q’ sdo pares de férmulas contraditérias, entdo {11:’ g , implicam que I" |— P’.

"' Em lingua inglesa “P { Q" pode ser lido “neither P nor Q”, ou simplesmente “P nor Q.
'2 Para a lingua inglesa existe o neologismo “nand”. Assim “P T Q” pode ser lido “P nand Q”.



13) Prove as proposicdes abaixo, que generalizam as leis do silogismo hipotético e da transitividade
da equivaléncia:

(i) Py—>Py...Ph1 > Py =P, 5Py

(ii) Py <> Py,....Pos & Py =P, & P,

14) Prove as proposi¢cdes abaixo, que generalizam as leis do dilema construtivo € do dilema
destrutivo'’:

(i) PyV..vPLP > Q... Pa > Qu—Q; v...v Qu.

(ii) =Q; V...V =1Qu, Py = Qy,..., Pn = Qu |— =P, v...v —P,.

15) Prove a proposicdo abaixo, que generaliza a lei da divisdo e conquista'®:
e RSP V.VP,RAP &P . RAP, &P, Piv.vP,oSHRGS.

16) Prove as proposi¢des abaixo, que generalizam as leis de De Morgan:
@) —(Prv..vPy) e PA AP
(ii) “(PrA...APp) & P vV AP,

17) Prove as proposi¢Oes abaixo, as quais generalizam a lei da distributividade:

G PAQiVv..vQunePAQ)V..v(PAQ.
) Pv(Qin..AQne PVvQ)Aa.. APV Q.

18) Mostre que as trés proposi¢des seguintes sao equivalentes:
(1) F’P17- . -’Pn |_ Q

() THPiA..AP,— Q.

(i) T'—P;—...-> P, > Q.

19) Prove a proposicao abaixo, que generaliza a lei de importacao / exportagao:
e ®Pi—.5P,>Q & PiA.AP,—> Q).

20) Dada uma férmula P ¢ um nimero natural n, definimos a férmula —p pelas cldusulas abaixo:
Op _. p.

e - P=P;

L4 ﬂ(m.l)P = ﬂﬂ(n)P.

Prove as proposi¢des abaixo, as quais generalizam a lei da dupla negacao:

(1) —™P > P, se n é par.

(ii) —™P 5 —P, se n é impar.

21) Para cada férmula P em LPC, definimos a formula dual de P, Pq, pelas clausulas abaixo:

Pq = P-

(—P)a = —(Pqg).

(P — Q)a=—Pg A Qq.

P AQ)a=PaV Qq.

(P v Q)a=PygAQq.

I3 é acolegio {Py | P e I}.

Dada uma férmula P em LPC, definimos a formula conjugada de P, P, substituindo cada letra
sentencial em P juntamente com todos os sinais de negacdo que a precedem pela sua negacdo, se
o numero de sinais de negacdo for par, e pela propria letra sentencial, se o nimero de sinais de
negacao for impar.

I;j é a colecdo {P | P e T'}.

Mostre que:

@) (Pa)a > P.

(i1) Ta¢> L.

(ii1) lagT.

(iv) P < Q)a > —(Pa & Qo).

13 Estas leis foram formuladas respectivamente nos exercicios 2(xv) e 2(xxv) desta se¢do.
' Esta lei foi formulada no exercicio 2(xvi) desta secdo.



v) I: (P QaePav Qu
(vi) PV Q)a <> Pg < Q.

(vii) (P4 Q)a=(PaT Qa).

(vii) (P T Q)a=(Pa Qu).

(ix) | Py P.

x)  (Pa)ej = (Peja-

(x1) Py & —(Py).

(xii) (Py)ej <> —P.

(xiii) T° |— P se, e somente se, —(Ig) |— —(Pq).

(xiv) Se P e Q sdo formulas contraditorias, entdo P e Qcj sdo férmulas contraditorias.
xv)y I’ I— P se, e somente se, I I— P;.

(xvi) P se, e somente se, |— —(Pq).
(xvii) P — Q se, e somente se, Q4 — Pa.
(xviii) P < Q se, e somente se, Py & Qq.

22) Prove a corre¢ao em LPC do esquema da substitui¢do da equivaléncia:
* Pi& Py [—QESIIP) & Q(SIIPy).

23) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema da substituicdo da equivaléncia,
considerando a definicdo de disjuncio exclusiva, dada no exercicio 8 da péagina 16:"
1) [ P14 P) AQS|IP) < (P1 <> P2) A Q(S||Py).

(i) —@P1<>P2) = QS|P & (P & P2) - Q(S||Py).

(i) — QS|P = (P1 vV P3) <> Q(S[[P2) = (P; V Py).

(iv) [ @P1V Py) v Q(S|[P) < (P vV Py) v Q(S|[Py).

V) —P—->QE|IP)-P—QES|T).

(vi) F——P— Q(S||P) < —P — Q(S|| L).

(vii) —Q(S|P) > P« Q(S||L)—>P.

(viii)) —Q(S||P) —» —P < Q(S|| T) = —P.

(ix) F—PAQ(I|P)«<PAQSIT).

x)  F——PAQS|P)«< —PAQ| L).

(xi) —PvQ(SI|P)«<PvQ(ESI|L).

(xii) F—=P Vv Q(S||P) < —P v Q(S||T).

(xiii) —Q(S|IP) <> (P A Q(S[[T)) v (=P A QS| L)).

(xiv) = Q(SI|IP) & (P v QS| L) A (=P v QS| T))).

(xv) QF=Q(PIIT)vQ(PllL).

(xvi) QP T) A Q(PIl L) - Q.

24) Definimos positividade e negatividade de uma dada formula em outra formula em LPC pelas
cldusulas abaixo:

Se P nao ocorre em Q, entdo P € tanto positivo como negativo em Q.

P € positivo nas formulas P,Q > P,PAQ,QAP,Pv Qe Q VP

P ¢é negativo nas férmulas =Pe P — Q.

Se P é positivo em Q e Q € positivo em R, entdo P € positivo em R.

Se P € positivo em Q e Q é negativo em R, entdo P é negativo em R.

Se P é negativo em Q e Q € positivo em R, entdo P é negativo em R.

e Se P énegativo em Q e Q € negativo em R, entdao P € positivo em R.

P ¢ dito ser estritamente positivo em Q se P ndo ocorre em Q ou se P é positivo em Q e P nao é
negativo em Q. P ¢ dito ser estritamente negativo em Q se P nao ocorre em Q ou se P € negativo
em Q e P ndo € positivo em Q.16

' Estes esquemas ndo sio vélidos, sem as devidas adaptacdes, para as demais l6gicas cldssicas apresentadas neste
trabalho.

16 Assim, se P ndo ocorrer em Q, entdo P é tanto estritamente positivo como estritamente negativo em Q; esta é a tnica
situacdo em que estas duas propriedades podem concorrer.



Baseado nos esquemas da contraposicdo e da monotonicidade (do ex. 1), prove os seguintes
esquemas da substituicdo da implicacdo'":
(i) Se S € estritamente positivo em Q, entio P; — P, |— Q(S|IP) — Q(S||P,).

(ii) Se S € estritamente negativo em Q, entdo P; — P, |— Q(S|IPy) — Q(S||P)).

25) Considerando que S € estritamente positivo em Q, mostre que:
i —QEIlL) — QESIP).

(i) —QEIP)— QSIIT).

(i) — (P — Py) = QSIIPy) = (P = Py) - Q(S||Py).

(iv) =Py = Py)) A Q(S[[P) — (P; = Py) A Q(SI|Py).

26) Considerando que S € estritamente negativo em Q, mostre que:
i) —Q(SIP) - Q(S|| L).

(i) —QESIT) — QSIP).

(i) [— ((Py = P2) = Q(SI[Py) — (Py = P2) — Q(S|[Py)).

(iv) =Py — Py A QS|P — (P; — Py) A Q(SI|Py).

27) Mostre que I' |— P implica que [(p||S) |— P(plIS) (lei da substituicdo uniforme).

28) Prove a validade em LPC das seguintes conseqiiéncias da lei da substituicdo uniforme:

. P e Q possuem pelo menos uma letra sentencial em comum,

i) Se P |_ .
Q. toda letra sentencial de R ocorre em P e em Q,
entdo existe R tal que { P |— R, (lei da interpolagdo).
RI-Q

. P e Q ndo possuem nenhuma letra sentencial em comum,

(i1) Se
PHQ.

entdo P € trivial em LPC ou Q é uma tese de LPC.

29) Considere “#” um conectivo diddico primitivo ou definido.

Se “#” é distinto do conectivo da implicacdo, definimos a sua aplicacdo sobre uma lista finita de

duas ou mais formulas:

e #P,Q = P#Q;

o #(Py,....Pus1) = #(P1,...,Pn) # Ppy1, onde n > 2,

Dada uma lista de férmulas (Py,...,P,) e uma férmula Q, definimos duas formas de concatenagao:

* (P1,....Pn) +Q = (Pr,....Py,Q);

e Q+(Py,....Py) = (QPy,....Py.

Dada uma lista de féormulas (Py,...,P,) e uma féormula P; desta lista, notamos a lista obtida da lista

original retirando P; da mesma por (Py,...,Py) - P;, conforme € definido abaixo:

L4 (Pl,...,Pn) -P;= (Pl,...,Pi.l,Pi+1,...,Pn).

Definimos permutacdo de uma lista de formulas pelas seguintes clausulas:

¢ () é uma permutagio de ()18.

e Se O ¢ uma permutacdo de (Py,...,Pi.1,Pis1,...,Py), entdo ® + P; € uma permutacao de (Py,...,Py).

Definimos #-juncdo de uma lista de duas ou mais formulas pelas seguintes cldusulas:

e A férmula Py # P, é a #-juncdo da lista (P1,P2) de duas férmulas.

¢ Se R,S sdo respectivamente #-juncdes das listas de formulas (Py,...,Py) € (Q1,...,Qr), entdo R # S
¢ uma #-juncao da lista (Py,...,Py,Q1,...,Qp).

Considerando n > 2, prove as seguintes proposicoes:

(i) Se “#” é associativo € comutativolg, e (Pi,....,P;,) € uma permutacido de (Py,...,P,), entdo

I— #(Pi,,....Pi,) < #(Py,...,.Py) (lei da comutatividade generalizada).

' Desta forma os mesmos ndo valem nas extensdes quantificacionais usuais de LPC; para valerem por exemplo na
l6gica quantificacional cldssica sdo necessdrias algumas adaptacdes.
"® Isto &, a lista vazia de férmulas é uma permutacio dela prépria.

“Isto 6, - (P#(Q#R) & (P#Q)#R)e —(P#Q) & (Q#P).



(i1)) Se “#° ¢é associativo’> e R €& uma #-juncao da lista (Py,....,P,), entdo
I— R & #(Py,...,Py) (lei da associatividade generalizada).

(iii) Se “#” € associativo e comutativo, € R € uma #-juncdo de uma permutacio da lista (Py,...,Py),
entio I— R & #(Py,...,Py) (lei da associatividade e da comutatividade generalizada).

30) Defina recursivamente uma funcao eli tal que, dada uma férmula P em LPC, eli(P) é uma
féormula em LPC obtida de P na qual ndo existe nenhuma ocorréncia do conectivo “—”
e |—P < eli(P).

31) Defina recursivamente uma funcdo nls tal que, dada uma férmula P em LPC, nls(P) é uma
férmula em LPC obtida de P na qual todas as suas subféormulas que forem negacdes sdo negagdes
de letras sentenciais e |— P < nls(P).

32) Definimos conjungcdo de uma lista de formulas, incluindo as listas vazia e de um s6

componente, pelas clausulas abaixo:

* AO=T;

* APy =Py

e A(PL,....Pu1) = APy,....Py) APy, onden>1.

A férmula “T” é chamada de conjuncdo vazia ou 0-conjuncdo. Uma férmula distinta de “T” que

ndo € uma conjuncdo € também dita uma 1-conjuncdo. Se Py ndo € uma conjungio, entdo a férmula

“A(Pq,...,Py)”, onde n > 2, € dita uma n-conjuncdo.

Se todos os conjuntores de uma n-conjuncdo pertencerem a I', entdo esta € dita uma n-conjuncdo

em I'. Uma férmula € dita uma conjuncdo em T" se existe n tal que esta € uma n-conjun¢do em I'.

Uma (n-)conjungdo de elementos de T" € uma (n-)conjun¢do em I'; tais elementos de I' também sdo

ditos conjuntores da (n-)conjungao.

Considerandon>0e 1 <1i,j <n (paran > 1), prove as seguintes proposi¢des:

i) Se (Pil,. ..,Pip) € uma permutacgao de (Py,...,Py), entdo |— APy,....Py) & A(Pil,. < s Pip)-

(i1) Para toda férmula P, existe um tnico natural n e tnicos conjuntores Cj,...,C, tal que P é a
n-conjungdo dos conjuntores Cy,...,C,.

(i) P; |— APy,....Po) & A(Py,....Pi1,Pii1,Pn).

(iv) —PiF—-APy,....Py).

V) ﬁPi':A(Pl,...,Pn)H 1. {':—l/\(Pl,...,Pn),

(vi) Se Pje Pjsdo férmulas contraditdrias, entdo APy... Py > L.

33) Dadas uma n-conjunc¢io A(Py,...,Py) € uma p-conjungdo A(Qy,...,Qp), a sua soma conjuntiva,
notada por A(Py,....Py) @ A(Q1,...,Qp), é a n+p-conjuncgio A(Pl,...,Pn,Ql,...,Qp).21

Mostre que:

i) —P®QePAQ.

(i1) A soma conjuntiva de duas conjungdes em I' € uma conjuncdo em I'.

34) Definimos disjungdo de uma lista de formulas, incluindo as listas vazia e de um s6 componente,
pelas clausulas abaixo:

* VO = 1;

e V(P =Py

e V(Pi,....Puw1) = V(Py,....Py) vPpy,onden > 1.

A férmula “ 1 é chamada de disjungdo vazia ou O-disjun¢do. Uma férmula distinta de “ L que ndo
¢ uma disjuncdo é também dita uma 1-disjungcdo. Se Py ndo é uma disjun¢do, entdo a férmula
“V(Py,...,Py)”, onde n > 2, € dita uma n-disjuncdo.

Se todos os disjuntores de uma n-disjuncdo pertencerem a I', entdo esta é dita uma n-disjungdo
emI'. Uma férmula € dita uma disjuncdo em I" se existe n tal que esta € uma n-disjuncido em I'.

“sto é, - (P# (Q#R)) <> (P# Q) #R).
! A soma conjuntiva é definida para qualquer par de férmulas em LPC.



Uma (n-)disjuncdo de elementos de I" é uma (n-)disjung@o em I'; tais elementos de I' também s@o

ditos disjuntores da (n-)disjun¢do.

Considerandon>0e 1 <i,j <n (paran = 1), prove as seguintes proposi¢des:

i) Se (Pil,. ..,Pip) € uma permutacdo de (Py,...,Py), mostre que |— V(Py,....Py) < V(Pil,. s Pip)-

(i1)) Para toda féormula P, existe um tnico natural n e tnicos disjuntores Dy,....Dy, tal que P € a
n-disjuncao dos disjuntores Dy,...,Dy.

(iii) Pjf— v(Py,...,.Pp).

(iv) Pi—VvV(@Py,...PH) e T.

v) —Pi|— V(Py....P0) & V(Pr,....Pit,Piut,Py).

vV(Py,....Py),

vi) Se P; e P; sdo férmulas contraditérias, entdo
( ) ! J {I:V(Pl,...,Pn)HT.

35) Dadas uma n-disjun¢ido V(Py,...,Py) e uma p-disjun¢do V(Qu,...,Qp), a sua soma disjuntiva,
notada por V (Py,....Py) @4 V(Q1....,Qp), é a n+p-disjuncio V(Pl,...,P,,,Ql,...,Qp).22

Mostre que:

(i) —P®Q«PvQ.

(i) A soma disjuntiva de duas disjun¢des em I" é uma disjuncdo em I'.

36) Considerando i € {1,...,n} e j e {1,...,p} tais que P; e Qj sdo formulas contraditorias, mostre
que:
(1) |_ \4 (P17- . -’Pn) AV (Q17- . -’Qp) -V (P17' . "Pi-I’Pi+1- . 7P117Q1’ s 7Qj-1’Qj+1- . ’Qp)
(lei da resolugdo);
(11) |_ A (P17' . "Pi-I’Pi+1- . -’Pthl’ s 7Qj-1’Qj+1- . -’Qp) - A(PI’ s 7P11) \4 A(Ql’ s ’Qp)
(lei da resolugdo direta).

37) Dadas uma n-conjungdo A(Py,...,P,) e uma p-conjuncdo A(Qy,...,Qp), € considerando div(i,p)
e mod(i,p) respectivamente como o quociente e o resto da divisdo inteira de i por p, definimos
o seu produto conjuntivo, notado por A(Py,....Pn) ®: A(Qy,...,Qp), como sendo a np-conjungido
A(Rl,..2.3,12§np), onde, se n#0 e p#0, para cada i€ {1,...,np}, R; é especificado pela cldusula
abaixo:™”

e R = Paivip) @a Qp, se mod(i,p) = 0;
! l)div(i,p)+1 @d Qmod(i,p)’ se mOd(i,P) #0.

Mostre que:

i) —P®QePvQ.

(i1) O produto conjuntivo de duas conjunc¢des de disjuncdes em I' € uma conjuncdo de disjungdes
emlI.

38) Dadas uma n-disjuncdo V (Py,...,P,) € uma p-disjuncio V(Qyus,...,Qp), e considerando div(i,p) e
mod(i,p) respectivamente como o quociente e o resto da divisdo inteira de i por p, definimos
o seu produto disjuntivo, notado por V(Py,....Py) ®; V(Qy,...,Qp), como sendo a np-disjungido
V(Rl,..z.S,Rnp), onde, se n#0 e p#0, para cada i€ {1,...,np}, R; € especificado pela cldusula
abaixo: ™

e R = Pdiv(i,p) D, Qp, se mod(i,p) = 0;
l Paiviip)+1 @e Qmodiip)> € mod(i,p) # 0.

** A soma disjuntiva é definida para qualquer par de férmulas em LPC.
2 Ppor exemplo, se A(P,P;) e A(Q1,Q2,Q;) sdo respectivamente uma 2-conjun¢do e uma 3-conjuncio, entdo
APLP2) B A(Q1,Q2,Q3) = A(P; ®g Q1,P1 ©g Q1,P1 B4 Q3,P; Dy Q1.P; By Q2. P, Dy Q3).

O produto conjuntivo é definido para qualquer par de formulas em LPC.
% Por exemplo, se V(P;,P,,P3) e V(Q1,Q;) sdo respectivamente uma 3-disjuncdo e uma 2-disjuncdo, entdo
V(P,P,P3) ®g V(Q1,Qz) = V(P . Q1P ©c Q2,P; ® Q1,P; D Q2,P3 @ Q1,P3 O Qy).
%0 produto disjuntivo € definido para qualquer par de férmulas em LPC.



Mostre que:

(i) —P®iQ«PAQ.

(i) O produto disjuntivo de duas disjuncdes de conjungdes em I'" € uma disjuncdo de conjuncgdes
emI.

39) Um literal é uma letra sentencial ou uma negacao de letra sentencial. Uma cldusula disjuntiva é
uma disjun¢do de literais. Uma cldusula conjuntiva é uma conjuncdo de literais. Uma formula
conjuntiva normal € uma conjun¢io nao vazia de cldusulas disjuntivas. Uma formula disjuntiva
normal € uma disjuncdo nao vazia de cldusulas conjuntivas.
(i) Mostre que:
(a) A soma conjuntiva de conjungdes de cldusulas disjuntivas € uma conjuncdo de cldusulas
disjuntivas.
(b) O produto conjuntivo de conjuncgdes de clausulas disjuntivas € uma conjunc¢ao de cldusulas
disjuntivas.
(c) A soma disjuntiva de disjun¢des de cldusulas conjuntivas ¢ uma disjun¢do de cldusulas
conjuntivas.
(d) O produto disjuntivo de disjunc¢des de cldusulas conjuntivas € uma disjun¢do de cldusulas
conjuntivas.
(i) Dada uma férmula P em LPC, considere definidos Pq € P tal como no exercicio 21 desta
série. Mostre que:
(a) Se P € uma foérmula conjuntiva normal, entdo (Py);; € uma férmula disjuntiva normal
e = (Pa) <> —P.
(b) Se P ¢ uma férmula disjuntiva normal, entdo (Py)¢j € uma férmula conjuntiva normal
e |— Py & —P.
(iii) Considerando as definicdes contidas nos exercicios precedentes desta série, defina
recursivamente:
(a) uma funcdo, aqui denominada fen, que associa a cada férmula P em LPC uma férmula
conjuntiva normal fen(P), tal que |— P < fen(P);
(b) uma fung¢do, aqui denominada fdn, que associa a cada férmula P em LPC uma férmula
disjuntiva normal fdn(P), tal que |— P < fdn(P).



3. ALOGICA QUANTIFICACIONAL CLASSICA

Este capitulo apresenta a Logica Quantificacional Cldssica, ou simplesmente LQC. Esta
l6gica estuda as propriedades classicas dos conectivos e de certas variagdes internas em férmulas,
expressas pelos quantificadores.

Todas as convencdes e defini¢des dadas anteriormente continuam valendo neste capitulo,
com as devidas adaptagdes, sempre que necessario.

§1. Linguagens para a Légica Quantificacional Classica

1.1 Definicao: Um alfabeto quantificacional contém os seguintes tipos de sinais, mutuamente

disjuntos dois a dois:

® constantes — sao nomes de objetos definidos do universo de discurso. — A colecdo de constantes
pode ser eventualmente vazia.

® yaridveis — sdo nomes de objetos em geral indefinidos do universo de discurso ou expressam
alguma quantificacdo; juntamente com as constantes, constituem a colecdo dos fermos
atémicos®’ em uma légica quantificacional. — A colecdo de varidveis deve ser infinitamente
enumerdvel. Adotamos como varidveis as letras Xx,y,z,w, seguidas ou nao de subindices:
X,Y,Z,W.X1,Y1,21,W1,X2,Y2,22,W2,X3,¥3,23,W3,. ..

e sinais funcionais — formam termos a partir de uma lista ndo vazia de termos™; se um sinal
funcional usa n termos para formar um termo, dizemos que n é uma aridade™ deste sinal.
— A colecido de sinais funcionais pode ser eventualmente vazia.

® sinais predicativos — formam féormulas a partir de uma lista eventualmente vazia de termos; se
um sinal predicativo usa n termos para formar uma férmula, dizemos que n é uma aridade™
deste sinal.*' — Todo alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos um sinal predicativo.

® conectivos — formam férmulas a partir de férmulas; se um conectivo usa n férmulas para formar
uma férmula, dizemos que n é a aridade deste sinal; os conectivos s@o em geral de aridades 1
ou 2. — Todo alfabeto quantificacional deve possuir pelo menos um conectivo.

® quantificadores — formam férmulas a partir de listas ndo vazias de varidveis e de férmulas.
— Os quantificadores mais comuns s6 utilizam uma varidvel e uma férmula. Todo alfabeto
quantificacional deve possuir pelo menos um quantificador.

® sinais de pontuacdo — sdo “(” — o paréntese de abertura, “)” — o paréntese de fechamento,
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e )’ —a virgula.

Estendemos abaixo a definicdo 2.1.2, considerando também, além das aridades de
conectivos, as aridades de sinais funcionais e de sinais predicativos.

1.2 Definicao: Seja s um conectivo, um sinal funcional ou um sinal predicativo. Se s possui
aridade n, dizemos também que s é n-drio ou n-ddico. Se s possui uma das aridades 1, 2 ou 3,
entdo s € também chamado respectivamente de monddico, diddico ou triddico.

1.3 Definicao: Os dois quantificadores mais comuns sao:
e V7, dito o quantificador universal,
e “J” dito o quantificador existencial.

1.4 Definicao: Um alfabeto para LQC € um alfabeto quantificacional possuindo os conectivos
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-7, “A”, Vv e “—7, e os quantificadores “V” e “3”.

7' Sdo termos que ndo contém outros termos.

* Pode-se também dizer que as constantes sdo sinais funcionais de aridade 0, isto &, formam termos a partir de uma lista
vazia de termos.

* Admitimos que cada sinal funcional possa possuir mais de uma aridade.

% Admitimos que cada sinal predicativo possa possuir mais de uma aridade.

3! Os sinais predicativos de aridade zero sdo também chamados de letras sentenciais.



1.5 Definicao: As cldusulas abaixo especificam os termos e formulas em LQC com respeito a um
dado alfabeto:
e Toda constante deste alfabeto é um termo em LQC, dito um termo atémico.
e Toda variavel é um termo em LQC, dito um termo atoémico.
e Se f é um sinal funcional deste alfabeto de aridade n e ty,....t, sdo termos em LQC, entdo
f(ty,...,ty) € um termo em LQC, dito um termo funcional.
e Se p é um sinal predicativo de aridade n e ty,...,t, sdo termos, entdo p(ty,...,t,) € uma féormula
em LQC, dita formula atomica.
Se P é uma férmula, entdo —P é uma férmula em LQC.
Se P e Q sdo férmulas, entdo (P — Q), (P A Q) e (P v Q) sdo formulas em LQC.
e Se x € uma variavel e P € uma férmula, entdo:
¢ Vx P ¢ uma férmula, dita férmula universal, cujo corpo é P.
¢ dx P é uma férmula, dita féormula existencial, cujo corpo é P.

1.6 Notacao: Além das convencdes estabelecidas em 2.3.5, as seguintes referéncias adicionais serdo
usadas, para as listas de letras descritas abaixo, seguidas ou nao de plicas ou subindices, a nao ser
que o contrdrio seja dito:

a, b, ¢ — referem-se a constantes;

x,y,z, w —referem-se a Variéveis32;

f, g, h — referem-se a sinais funcionais;

p; q, r — referem-se a sinais predicativos;

t, u, v — referem-se a termos.

1.7 Notacdo: A partir de agora, a menos que o contrdrio seja dito, adotamos as seguintes
convencdes adicionais:
e As letras W e T, seguidas ou ndo de subindices, referem-se a um dos quantificadores “V”

ou "3, 3, seP=V
¢ Quando ¥’ aparecer no mesmo contexto que ¥, ¥’ = V’ ep=3 * Y’ é definido
analogamente. ’ B

9 .
® O mesmo vale para ¥; e Y, quando aparecerem respectivamente no mesmo contexto que ¥ e
Y;, onde i é um inteiro positivo.

1.8 Escrita informal de termos e formulas em LQC: Além das convencdes estipuladas em 2.1.10,

adotamos as seguintes convengdes adicionais, que podem ser adotadas desde que ndo haja margem

para quaisquer confusoes:

e Se f € um sinal funcional monddico de escrita pré-fixada, notamos f(t) por (ft). Quando (ft) nao
estd no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterior de parénteses.™

e Se f ¢ um sinal funcional monddico de escrita pds-fixada, notamos f(t) por (tf). Quando (tf) ndo
estd no interior de outro termo, podemos prescindir do seu par exterior de parénteses.’*

e Se f ¢ um sinal funcional diddico, notamos f(t;,t;) por (t; ftz). Quando (t; ft;) ndo estiver
escrito como subtermo de outro termo, podemos prescindir do par exterior de palrénteses.35

¢ (Quando o mesmo sinal funcional diddico se suceder em um termo, podemos suprimir no
mesmo todos os pares internos de parénteses, considerando a parentetizacdo implicita da
esquerda para a direita.*®

20u seja, as letras latinas mindsculas x,y.z,w, escritas em negrito e itdlico, seguidas ou néo de plicas ou subindices, sdo
nomes de varidveis, as quais s@o as letras latinas mintsculas X,y,z,w, escritas em negrito e aprumadas, seguidas ou nio
de subindices. Dai ndo pode haver confusdo entre as proprias varidveis e os nomes das mesmas.

3 Por exemplo, as samblagens “(—x)” e “(+y)” representam respectivamente os termos “—(x)” e “+(y)”. Quando “(—x)” e
“(+y)” ndo estiverem dentro de outro termo, os mesmos podem ser escritos como “—x” e “+y”.

** Por exemplo, se x denota um nimero natural, notamos o fatorial de x como “(x!)”. Se “(x!)” nao estd no interior de
outro termo, o mesmo pode ser escrito como “x!”.

3 Por exemplo, a samblagem “(x +y)” representa o termo “+(x,y)”. Se “(x +y)” ndo estd no interior de outro termo,
este pode ser escrito como “x +y”.

3 Por exemplo, a samblagem “x +y + z + w” representa o termo “((x +y) +2) + w”.



e Se p é um sinal predicativo de aridade 2, notamos p(ty,tz) por (t; p tz). Quando (t; p tz) ndo
estiver escrito como subformula de outra férmula, podemos prescindir do par exterior de
parénteses.37

e Quando (t; p tz) for um dos componentes de uma férmula formada por um conectivo diadico,
podemos prescindir do seu par exterior de palrénteses.38

1.9 Leitura de formulas formadas com quantificadores:
e “Vx P” pode ser lido de uma das seguintes formas:

¢ “Paratodo x,P”.

¢ “Paracadax,P”.

¢ “Para qualquer x, P”.

¢ “Qualquer que seja x, P”.
e  “Jx P” pode ser lido de uma das seguintes formas:

¢ “Existe x tal que P”.

¢ “Existe pelo menos um x tal que P”.

¢ “Para algumx, P”.

Existem dois sinais predicativos de aridade 2 especialmente importantes, respectivamente
para a Logica Equacional e a Teoria dos Conjuntos, a saber:
o “=¥_*“t=u"élidocomo “téigual au” ou “t é idéntico au”;
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e “e”—-“te A”élido como “t pertence a colecdo A”.
1.10 Defini¢cao: Um designador em LQC € um termo ou uma férmula em LQC.

1.11 Notacao: No restante deste capitulo, a letra D, seguida ou ndo de plicas ou subindices,
refere-se a um designador em LQC, a menos que seja dito o contrario.

Abaixo é formulada em termos precisos a ndo ambigiiidade concernente a qualquer
linguagem para LQC.

1.12 Teorema da Legibilidade Unica: Cada termo e cada férmula em LQC s6 podem ser lidos de

uma dnica forma, isto é:

e As colecdes de constantes, varidveis, termos funcionais, férmulas atomicas, negagdes,
implicacdes, conjungdes, disjungdes, formulas universais e férmulas existenciais sdo duas a
duas disjuntas.

e Se f(t,....ts) e g(uyg...,up) sdo termos funcionais idénticos, entdo f=g, n=p e,
paracadaie {1,...,n}, tj=u;.

e Se p(ty,....ts) e q(ug,...,up) sdo formulas atdmicas idénticas, entdio p=q, n=p e,

paracadaie {1,...,n}, tj=u;.

Se =P e —Q sdo negagdes idénticas, entdo P = Q.

Se (P — Q) e (R — S) sdo implicagdes idénticas, entio P=R e Q = S.

Se (P A Q) e (R AS)sdo conjungdes idénticas, entaio P=Re Q =S.

Se (P v Q)e (R vS)sao disjungdes idénticas, entio P=Re Q =S.

Se Vx P e Vy Q sao férmulas universais idénticas, entiox =y e P = Q.

Se 3x P e Jy Q sao férmulas existenciais idénticas, entaiox =y e P = Q.

Existem dois conceitos sintdticos essenciais para a formulagdo de regras para uma ldgica
quantificacional: a condi¢ao de uma dada varidvel ser livre em uma formula, e instanciacdo de uma
varidvel por um termo em uma formula.

7 Por exemplo, a samblagem “(x € A)” representa a férmula “e(x,A)”. Se “(x € A)” ndo estd no interior de outra
férmula, esta pode ser escrita como “x € A”.

¥ Por exemplo, a samblagem “x € A — x € B” representa a férmula “(x € A) - (x € B)”. No entanto, quando (t; p t;)
for uma férmula negada ou for o corpo de uma férmula universal ou existencial, o par exterior de parénteses é
indispensdvel para uma boa legibilidade da férmula completa. Por exemplo, nas férmulas —(x € A) e Ix (x € A), se
fosse suprimido o par exterior de parénteses de “(x € A)”, o resultado seriam as expressoes “—x € A” e “Ixx € A”, as
quais ndo apresentam uma boa legibilidade.



1.13 Definicao: Uma ocorréncia de uma varidvel em um termo ou uma férmula é uma cdpia
especifica da mesma neste termo ou formula.™ Todas as ocorréncias de uma varidvel em um termo
sdo ditas serem livres neste termo.”® Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula P ¢ dita
ser ligada em P se esta figurar em uma subférmula de P de uma das formas Vx Q ou 3x Q; caso
contrério esta ocorréncia € dita ser livre em P.

1.14 Definicao: Uma varidvel € dita ser livre em um termo se esta possuir pelo menos uma
ocorréncia neste termo.*' Uma varidvel é dita ser ligada em uma férmula se esta possuir pelo menos
uma ocorréncia ligada nesta férmula. Da mesma forma, uma varidvel é dita ser livre em uma
formula se esta possuir pelo menos uma ocorréncia livre nesta férmula. Uma varidvel é dita ser
livre em uma colecdo de designadores se ela for livre em pelo menos um elemento desta cole¢do.

Se x € livre em uma férmula P, isto significa, intuitivamente, que P fala do objeto designado
por x através de suas ocorréncias livres em P. Se x ndo € livre em P, entdo P ndo fala do objeto
designado por x através de suas ocorréncias livres em P, mesmo que x ocorra em P. Por exemplo,
considere a formula Vx (x € Z A par(xz) — par(x)). Esta férmula nao fala do objeto designado por
x através de suas ocorréncias livres, pelo fato de que x nao € livre na mesma; podemos reescreve-la
por “Vy (y € Z A par(y*) — par(y))”, sem alterar o seu significado original. Temos assim que
a formula Vx (x € Z A par(xz) — par(x)) ndo possui essencialmente nenhuma relacio especial com
a varidvel x.

O conceito de instanciagcdo de varidveis por termos € essencial para a formulagdo de trés das
quatro leis de introdugdo e eliminacdo de quantificadores, as quais integram a defini¢do do calculo
de seqiientes para LQC, dado na secdo seguinte.

Queremos definir a instanciacdo de x por t em P, que passaremos a notar por P(x|t), de
modo que P(x|t) fale do objeto designado por t através de todas as novas ocorréncias de t em
P(x|t), da mesma forma que P fala do objeto designado por x. A partir do que foi dito ha pouco,
poderiamos definir P(x|t) como sendo a férmula obtida de P substituindo todas as ocorréncias
livres de x por t. Tal definicdo leva a certos problemas, como veremos a seguir. Por exemplo,
sabemos que, em um universo de discurso’> com pelo menos dois objetos, considerando
a interpretac@o usual para o sinal “#”, a féormula Vx Jy (x #y) é verdadeira, isto é, para qualquer
objeto x temos que Jy (X #Yy), dai a férmula Jy (x #y) deveria continuar a ser verdadeira se nela a
varidvel x for instanciada por um termo qualquer. Se instanciarmos X por y em 3y (X #y) segundo
esta nossa primeira abordagem, concluiriamos erradamente que 3y (y #y) € verdadeiro, o que é
absurdo. O problema todo se origina de instanciar X por uma ocorréncia de y que passou a ser ligada
na férmula Jy (y #y), o que altera completamente a estrutura da férmula original. Para contornar
isto, podemos observar que a férmula 3z (x # z) € equivalente a férmula original Jy (x #y), dada
inicialmente, no sentido que a segunda afirma exatamente o que dizia a primeira. Assim, para
instanciar x por y em Jy (x #y), devemos primeiro alterar a varidvel quantificada na férmula
original para uma nova varidvel ndo ocorrendo nem na férmula x #y nem no termo y, a qual pode
ser a varidvel z, obtendo assim a férmula 3z (x # z). Instanciando x por y nesta nova férmula,
obtemos a férmula 3z (y # z), a qual € obviamente verdadeira no contexto por ndés considerado.
Assim, conforme a segunda abordagem, (Jy (x # y))(x|y) é a férmula 3z (y # z). Isto conduz a um
novo problema, pois a varidvel z pode ser escolhida de uma infinidade de maneiras, pois existe um
ndmero infinito de varidveis ndo ocorrendo em X #y nem em Yy, dai a nossa nova defini¢cdo de
(Jy (x #y))(x|y) leva a uma infinidade de férmulas, o que é uma ambigiiidade. Para evitar isto,
iremos considerar uma ordenacdo fixa na colecdo das varidveis, e iremos sempre escolher, para fins

* Por exemplo, a férmula p(x, g(x.y)) possui duas ocorréncias de x e somente uma ocorréncia de y.
0 Isto ndo acontece nas lgicas descritivas, onde ocorréncias de varidveis sucedendo qualificadores ou certas varidveis
no corpo de descri¢des nao sao livres nos termos que os contém.
*! Em linguagens nas quais termos podem possuir varidveis ligadas, como por exemplo nas linguagens para a Légica
Descritiva Classica ou para a Logica das Descri¢des Indefinidas, dadas adiante, uma varidvel pode ocorrer em um termo
e ainda assim ndo ser livre neste termo.
42 . . 2 ~ . ., . .

O universo de discurso é a cole¢do subentendida de valores que as varidveis podem assumir em um dado contexto.



de instancia¢do, a primeira varidvel preenchendo as condi¢des requeridas. Veremos posteriormente
que a escolha da varidvel ndo altera o significado original da férmula instanciada.

1.15 Convencao: A lista infinita “X,y,z,wW,X1,Y1,21,W1,X2,Y2,22,W2,X3,Y3,23,W3,...” da a ordenacdo das
variaveis que serd considerada ao longo de todo este livro.

1.16 Exemplo: Conforme a ordenacdo fixa das varidveis considerada a partir de agora, temos que,
como z € a primeira varidvel ndo ocorrendo em x#y nem em y, (Jy (x #y))(x]y) é a férmula
dz (y #z).

1.17 Definicdo: Os enunciados abaixo especificam a instanciacdo de varidveis por termos em

termos, em féormulas e em colecdes de féormulas:

® A instanciagdo de x por t em u, notada por u(x|t), € o termo obtido de u substituindo todas as
ocorréncias de x por t.

® A instanciacdo de x por t em P, notada por P(x|t), é a formula obtida de P substituindo todas as
ocorréncias livres de x por t, se P ndo possuir quantificadores. Caso houverem quantificadores
na férmula envolvida, entdo tal instanciacdo € definida conforme as seguintes cldusulas,
onde x ey sdo varidveis distintas:
¢+ (PxP)x|t)=Px P;

* Wy P(x|t), se x ndo € livre em P ou y ndo € livre em t;
o (PyP)x|t)=<* Wz P@ylz)(x]t), se x é livieem P ey é livre em t, onde
z € a primeira varidvel nao ocorrendo em {x,t,P}.

® A instanciacdo de x por t em T, notada por I'(x|t), € a cole¢do {P(x|t) | P e T'}.

H4 uma relacdo entre férmulas que € fundamental para a formulacdo de véarios resultados
sintdticos concernentes a instanciacao de varidveis, dados na lista de exercicios seguindo esta secao,
que € a relacao de congruéncia entre formulas.

1.18 Definicao: As condicdes abaixo definem a relacdo de congruéncia entre duas formulas,
notada por “=¢”:

* p(ty,....th) =c q(uy,...,up) se, € somente se, p =q, n =p e t; = u;, para qualqueri=1,....n.
e —P; =¢ P, se, e somente se, P; =¢ P».

e P, #Qq=cP;#Q;se, e somente se, P; =c P> e Qp = Q>.

y ndo é livre em Vx Py,
Pi(x|y) =c P,.

e Se P; e P, forem férmulas de tipos diferentes, entao Py #c P2.45

44

o Yx Py =c ¥y P; se, e somente se

Além da instanciacdo de varidveis por termos em formulas, existe uma outra operagao
importante de manipulagdo de férmulas, que é a substituicdo de formulas por formulas em
formulas. Enquanto que a primeira operagao sintdtica ¢ fundamental para a formulacdo de trés das
quatro leis de introduc¢do e eliminacdo de quantificadores e suas conseqiiéncias, a segunda operacao
€ essencial para a enunciacao das leis de substituicao da equivaléncia para férmulas.

Definiremos também duas outras operacdes sintaticas, a substituicdo de termos por termos
em termos, € a substituicdo de termos por termos em formulas, que serdo necessirias para a
exposicao das leis da substitui¢do da igualdade, concernentes a Logica Equacional.

Para especificar substituicdo de termos por termos em formulas, precisamos antes saber o
que vem a ser ocorréncia real de um termo em uma féormula.

R\ primeira condicdo desta cldusula pode ser desdobrada em duas condicdes, e dai a formulagdo seria desta forma:
(Py P)(x|t) = Py P, se x ndo € livre em P, e (Wy P)(x|t) = ¥y P(x|t), se y ndo € livre em t.

“0ou seja, duas férmulas atdmicas sdo congruentes se, € somente se, elas forem iguais.

* Isto €, ndo é verdade que Py = P,.



1.19 Definicao: Todas as ocorréncias de um termo em um termo sdo ditas serem reais neste
termo.*® Uma ocorréncia de um termo v em uma férmula Q ¢ dita real em Q se a mesma nio
suceder em Q um dos quantificadores “v” ou “3”.* Um termo v é dito ser real em Q se v possuir
pelo menos uma ocorréncia real em Q.

1.20 Definicido: As cldusulas abaixo especificam substituicdo de termos por termos, € substituicdo

de formulas por formulas:

® A substitui¢do de v por t em u, notada por u(v||t), é o termo obtido de u substituindo todas as
ocorréncias de v por t.

® A substituicdo de v por t em P, notada por P(v||t), é a férmula obtida de P substituindo todas as
ocorréncias reais de v por t.

® A substitui¢do de v por t em T, notada por I'(v||t), é a colecdo {P(v||t) | P e T'}.

o A substituicdo de S por P em Q, notada por Q(S||P), é a férmula obtida de Q substituindo todas
as ocorréncias de S por P.

® A substitui¢do de S por P em I, notada por I'(S||P), é a colecdo {Q(S||P) | Q e I'}.

Uma outra idéia imprescindivel para a formulacdo das leis da substitui¢do, dadas na
pagina 37, € escopo de uma varidvel.

1.21 Definicao: Um termo v € dito estar no escopo de uma varidvel x em uma formula Q se
i4
possuir uma subférmula de uma das formas Vx R ou 3x R, tal que v € real em R. Uma férmula S é
dita estar no escopo de uma varidvel x em uma formula Q se ossuir uma subformula de uma das
P
formas Vx R ou dx R tal que S ocorre em R.%%

Exercicios

1) Defina recursivamente as seguintes fungdes booleanas:

(i) oc ¢ uma funcdo cujo dominio € a colecdo dos pares da forma (D,E), tal que oc(D.E) = v
se, e somente se, D ocorre em E.

(i1) lig € uma funcdo cujo dominio € a colecdo dos pares da forma (x,P), tal que lig(x,P) = v
se, e somente se, x € ligado em P.

(iii) liv € uma funcdo cujo dominio € a colecdo dos pares da forma (x,P), tal que liv(x,P) = v

se, e somente se, x € livre em P.
(iv) real é uma funcdo cujo dominio é a colecdo dos pares da forma (D,E), tal que real(D,E) = v
se, e somente se, D € real em E.

2) Defina recursivamente as seguintes funcgoes:

(i) voc € uma fungdo cujo dominio € a colecdo dos designadores em LQC, tal que voe(D) € a
colecdo das varidveis que ocorrem em D)

(i1) vlig € uma funcdo cujo dominio € a colecao das féormulas em LQC, tal que vlig(P) € a colecao
das variaveis ligadas em P;

(iii) vliv € uma funcdo cujo dominio € a colecao das féormulas em LQC, tal que vliv(P) é a colecao
das variaveis livres em P;

(iv) gr é uma funcio cujo dominio é a colecdo das férmulas em LQC, tal que gr(P), € o nlimero de
ocorréncias de conectivos e de quantificadores em P™°.

% Isto ndo acontece nas légicas descritivas, onde ocorréncias de varidveis sucedendo qualificadores ndo sdo reais nos
termos que os contém.

* Tal ocorréncia ndo é real se v for uma varidvel que sucede “V” ou “3” em Q.

* Se x estd no escopo forte de y em P, entdo x estd no escopo de y em P, mas a reciproca nio é necessariamente
verdadeira. Considere que a tinica subférmula cuja varidvel quantificada € distinta de x que P possui é da forma Vy Q,
tal que x € real em Q, mas x ndo € livre em Q. Temos entdo que x estd no escopo de y em P, mas x ndo estd no escopo
forte de y em P, pelo fato de x ndo possuir em P nenhuma ocorréncia livre figurando em Vy Q.

* Note que “estar no escopo forte de” é uma relagdo entre varidveis em uma férmula, enquanto que “estar no escopo
de” é uma relagdo entre um designador e uma varidvel em uma férmula.

%0 Dada uma férmula P, o niimero de suas ocorréncias de conectivos e de quantificadores é dito o grau de P.



3) Dizemos que x estd no escopo forte de 'y em P se x possuir uma ocorréncia livre em P figurando
em alguma subférmula de P de uma das formas Vy Q ou dy Q. Mostre que as seguintes proposi¢cdes
sdo validas:
(i) Sex estd no escopo forte de y em P, entdo x e y sdo varidveis distintas.
(i) x ndo estd no escopo forte de y em p(ty,.. ).
(iii) x estd no escopo forte de y em P se, e somente se, x estd no escopo forte de y em —P.
(iv) As seguintes assercdes sao equivalentes:
e Xx estd no escopo forte de y em P # Q.
® x estd no escopo forte de y em P ou x estd no escopo forte de y em Q.
(v) x ndo estd no escopo forte dey em ¥x P.
(vi) Sex ey sdo varidveis distintas, entdo as seguintes asser¢oes sao equivalentes:
® Xx estd no escopo forte de y em Wy P.
e x¢élivreem P.
(vii) Se z ndo ocorre em {x,y}, entdo as seguintes asser¢des sao equivalentes:
® x estd no escopo forte de y em ¥z P.
® x estd no escopo forte de y em P.

4) Defina recursivamente a funcdo booleana escf, cujo dominio € a colecdo das triplas (x,y,P),
tal que escf(x,y,P) = v se, e somente se, x estd no escopo forte de y em P.

5) Dizemos que x aceita t em P se x ndo estiver em P no escopo forte de alguma varidvel livre em t.
Mostre que as seguintes proposi¢des sao verdadeiras:

(i) xaceitaxemP.

(i1))  Se nenhuma varidvel € ligada em P, entdo x aceita t em P.

(iii) Se x ndo é livre em P, entdo x aceita t em P.

(iv) Sey ndo ocorre em P, entdo x aceitay em P.

(v)  Sey nao é ligado em P, entdo x aceitay em P.

(vi)  Se nenhuma varidvel livre em t € ligada em P, entdo x aceita t em P.
(vii) x aceita t em p(ty,.. .,tn).52

(viil) x aceitat em P se, e somente se, x aceita t em —P.

(ix) xaceitatem P # Q se, e somente se, x aceita t em P e x aceita t em Q.
(x) xaceitatem ¥x P.

. y é distintode x, ) - )
(xi) Se entdo as seguintes assercdes sdo equivalentes:

y é livre em t,
e x aceitatem Wy P;
¢ x ndo € livre em P.
(xii) Seyndo é livre em {x,t}, entdo as seguintes asser¢des sao equivalentes:
e x aceitatem Wy P.
® x aceitatem P.
(xiii) Se x ndo € livre em {y,u}, entdo as seguintes assercoes sao equivalentes:
e x aceitatem P.
e x aceitat em P(y|u).
(xiv) Sey ndo é livre em P, entdo as seguintes assercdes sdo equivalentes:
® x aceitay em P.
e y aceitax em P(x|y).

! Isto ndo é verdadeiro em linguagens nas quais termos possuem varidveis ligadas, como é o caso nas légicas
descritivas.

5 -, . . . L, e 4.

? Isto ndo é verdadeiro em linguagens nas quais termos possuem varidveis ligadas.



x aceitay em P, _ .
(xv) Se ] entdo x aceita tem P.
y aceita t em P(x|y),

y nao € livre em P,

® x aceitatem P.
e yaceitatem P(x|y).

) x aceitay em P, - . - .
(xvi) Se entdo as seguintes assercoes sao equivalentes:

6) Defina recursivamente a funcdo booleana ac, cujo dominio € a colecdo das triplas (x,t,P), tal que
ac(x,t,P) = v se, e somente se, x aceita t em P.

7) Defina recursivamente instanciacdo de varidveis por termos em termos e em férmulas:
(i) ainstancia¢do de x por t em u, u(x|t);
(ii) ainstancia¢do de x por t em P, P(x|t).

8) Considere u[x|t] e P[x|t] as samblagens obtidas respectivamente de u e P substituindo todas as
ocorréncias livres de x por t.
(1) Defina recursivamente:
(@) ulx[t];
(b) Plx|t].
(i1) Prove as seguintes proposicoes:
(a) u[x|t] € um termo.
(b) P[x]|t] é uma férmula.
(c) As seguintes assercoes sdo equivalentes:
e xaceitatem P.
e P(x|t) =P[x|t].
o P(x|t) =c P[x|t].

9) Mostre que as seguintes proposi¢des concernentes a instanciagdo sao verdadeiras:
(1) u(x|t) é um termo.
(i) P(x|t) é uma férmula.

y nao € livre em P,

(iii) Se <4 xaceitayem P,  entio P(x|y)(y|t) = P(x|t).
x aceitatem P,

Se {y nao € livre em P,
x aceitay em P,
x ey sdo varidveis distintas,
x nao é livre em u,
(v) Se < ynao € livre em t, entdo P(x|t)(y|u) = P(y|u)(x|t).
x aceitatem P,
y aceitau em P,

(iv) entdo P(x|y)(y|x) = P.

10) Defina recursivamente a funcdo booleana cgr, cujo dominio € a cole¢do dos pares da forma
(P,Q), tal que cgr(P,Q) = v se, e somente se, P =c Q.

N

11) Prove a validade das seguintes proposi¢cdes concernentes a relacdo de congruéncia entre
férmulas:

i) P=P.

(i) Se P =cQ, entdo P e Q possuem as mesmas varidveis livres.

(iii) Se P =c Q, entao gr(P) = gr(Q).

(iv) Existe P’ tal que P =c P’ e x aceita t em P’.

(v) Existe P’ tal que P =c P’ e xy,...,x, aceitam respectivamente t;,...,t, em P’.

(vi) SeP =cQ,entio Q =cP.

(vil) SeP=cQe Q=cR,entio P =cR.



(viii) Se P =¢ Q, entdo P(x|t) =c Q(x|t).
(ix) Se P =cQ, entdo P(x1|ty)...(xnltn) =c Q(x1]t1)...(xn|tn).

12) Prove a validade das seguintes proposi¢des suplementares concernentes a instanciacdo de
férmulas:

. x ey sdo varidveis distintas, _ . _
(1) {z ndo & livre em {x.t.P) entdo (Wy P)(x|t) =c ¥z P(y|2)(z|t).
(i) Sey ndo é livre em P, entdo P(x|y)(y|t) =c P(x|t).

(iii) Sey ndo € livre em P, entdo P(x|y)(y|x) =c P.
x ey sdo varidveis distintas,

(iv) Se <4 x ndo é livre em u, entdo P(x|t)(y |u) =c P(y |u)(x|t).
y ndo € livre em t,

(v)  Seyndo é livre em P, entdo P(x|t)(y|u) =c P(x|t’), onde t’ = t(y|u).

. X ey sdo variaveis distintas, . _ s y

(vi) Se {x 0 & livre em u, entdo P(x|t)(y|u) =c P(y|u)(x|t’), onde t’ = t(y|u).
13) Defina recursivamente substituicao de termos por termos, e de férmulas por férmulas:
(i) a substitui¢do de v por t em u, u(v||t);

(ii) a substitui¢do de v por t em P, P(v||t);

(iii) a substitui¢do de S por P em Q, Q(S||P).

14) Com respeito a substitui¢ao de termos por termos, e de férmulas por férmulas, mostre que:
(1) wu(v]/t) é um termo.

(i) P(v||t) é uma férmula.

(iii) Q(S||P) é uma férmula.

(iv) Se S; ndo ocorre em Q, Q(S1/S2)(Sz||P) = Q(S1]|P).

S1 ndo ocorre em S,
S, ndo ocorre em Sy,
S1 ndo ocorre em P,,
S, ndo ocorre em Py,

(v) Se entdo Q(S1l|P1)(Sz2IP2) = Q(S2/|P2)(S1]|Py).

15) Mostre que as proposi¢des abaixo, que relacionam instancia¢do com substituicdo, sao validas:
i) uElt)=uElp™.
(i1) Se x ndo é livre em {S,P}, entdo Q(x|t)(S||P) = Q(S||P)(x|t).

16) Prove a validade das seguintes proposi¢cdes concernentes ao escopo de uma variavel:
(i) D estd no escopo de x em P se, e somente se, D estd no escopo de x em —P.
(i) As seguintes proposi¢des sao equivalentes:
e D estd no escopo dex em P # Q.
e D estd no escopo de x em P ou D estd no escopo de x em Q.
(ii1) D estd no escopo de x em Wx P se, e somente se, D é real em P.
(iv) Se x ey sdo varidveis distintas, entdo as seguintes proposi¢des sdo equivalentes:
¢ D estd no escopo de x em Wy P.
e D estd no escopo de x em P.

17) Defina recursivamente a funcdo booleana esc, cujo dominio € a colecao das triplas da forma
(Dx,P), tal que esc(Dx,P) = v se, e somente se, D estd no escopo de x em P.

53 ~ . . . . .
Isto ndo ocorre necessariamente em linguagens nas quais termos podem ter varidveis ligadas, como por exemplo nas
linguagens para a Ldgica Descritiva Cldssica.



18) Dizemos que xy,...,X, aceitam ty,...,t, em P se, para cadai e {1,...,n}, x;j aceita t; em P. Prove a
validade das seguintes proposi¢des:

(1)
(i1)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

(xv)

(xvi)

X1,...,Xg aceitam x,...,x, em P.
Se nenhuma variavel € ligada em P, entdo x;,...,x, aceitam ty,...,t, em P.
Se x1,...,xn ndo sao livres em P, entdo x,....x, aceitam ty,...,t, em P.
Se y1,...,yn N0 ocorrem em P, entdo xy,...,x, aceitam yy,...,y, em P.
Se y1,...,yn N30 sdo ligados em P, entdo xy,...,x, aceitam yy,...,y, em P.
Se nenhuma variavel livre em ty,....t, € ligada em P, entdo xy,...,x, aceitam t;,...,t, em P.
Existe P’ tal que P =c P’ e x4,...,x, aceitam ty,....t, em P’.
X1,....Xp aceitam ty,...,t, em p(uy,.. .,up).54
X1,...,Xp aceitam ty,...,t, em —P se, e somente se, x1,...,X, aceitam ty,...,t, em P.
As seguintes assercoes sao equivalentes:
® Xxq,..Xpaceitam ty,....ta,em P # Q.
® Xxi,...X,aceitam ty,...,t, em P e xq,...,x, aceitam t;,....t, em Q.
Se x = x;, entdo as seguintes assercdes sdo equivalentes:
® Xxi,....Xp aceitam ty,...,t, em WPx P.
®  X1,....Xi1.Xi+sl,....Xn aceitam ty,... b1, tis1,. . .. th em Px P.
] i1,...,ip os inteiros i tais que 1 <i<nex € livre em t;,
Considere jt.--..jr Os inteiros j tais que 1 < j <nex ndo é livre em t;.
Se, paracadaie {1,...,n}, x #Xj, entdo as seguintes assercoes sao equivalentes:
® Xxi,....Xp aceitam ty,....t, em WPx P.
®  Xj,....Xj, N30 sdo livres em P e x;j,,....x;, aceitam t;,,....t;, em P.
Se xy,....Xn ndo sdo livres em {yi,....yr,U1,...,u;}, entdo as seguintes assercdes sao
equivalentes:
® Xxi,....Xnaceitam ty,...,t,em P.
® Xx1,....x,aceitam ty,....t, em P(yy,....yc|ug,...,uy).
Se y1,...,yn nd0 sdo livres em P, entdo as seguintes assercdes sao equivalentes:
® Xxiy,....Xpaceitam yq,...,y, em P.
® yi1,....ynaceitam xy,....x, em P(xy,....Xn|y1,....Y0).
Se {xl,. ..,Xy aceitam yy,...,y, em P,
Y1,....Yn aceitam xy,....x, em P(xy,... X0l¥1,- ... V0),
X1,...,Xp aceitam yq,...,y, em P
Y1,-..,yn N0 sd0 livres em P,

entao xy,...,. X, aceitam ty,....,t, em P.

Se * entdo as seguintes assercdes sao equivalentes:

X1,...,Xn aceitam ty,....t, em P.
¥1,....yn aceitam ty,...,t, em P(xq,....Xn|y1,....)0)-

19) Sejam xy,...,x, varidveis distintas. Obtemos a instanciacdo simultdnea de x1,....xn por ty,...,ty
em um termo ou uma formula sem quantificadores substituindo simultaneamente todas as
ocorréncias livres de xy,...,X, respectivamente por t;,...,t,. Se houverem quantificadores na férmula
envolvida, entdo tal instanciacdo é definida pelas seguintes cldusulas:

Se existei € {1,...,n} tal que x; é x, entdo
(‘Px P)(x17' . -’xn| tI’ s ,tn) = (‘Px P)(x17- . "xi'l’xi+17' . ,xnl t17- . -’ti-17ti+1’ s 7tl1)'
Se, paratodoi e {1,...,n}, x; #x, entdo

( Wx P(x1,....Xn|t1,....ts), se, para cada ie {1,...,n},
x; ndo € livre em P ou x ndo é livre em t;;

(¥x P)(x1,... Xnl ts,.. ta) = 1% W2 PX[2)(x1,...X0[th,..,t), se existe ie {1...n}

tal que x; € livie em P e x é livre em t;, onde z €

a primeira varidvel nao ocorrendo em {xy,...,Xn,t1,...,ta,P}.

5 ~ s e . . L, e 1. L, . ..
* Isto ndo é valido em linguagens nas quais termos possuem varidveis ligadas, como ocorre nas légicas descritivas.



(i) Defina recursivamente:

(a)
(b)

a instancia¢do simultinea de x1,...,Xp por ty,....t, em um termo u, w(xy,...,.Xn|ty,....tn);
a instanciagdo simultinea de xy,...,x, por ty,...,t, em uma férmula P, P(x1,....xu/t1,...,to).

(i) Mostre que:

(a)
(b)

(©

(d)

(e

®

€]

(h)

®
G
9]

)
(m)

(n)
(0)
(p)

@

u(xy,....Xnltq,....,tn) € um termo.
P(x1,....Xn|t1,....ty) € uma férmula.

Considerando que u{x|t;} e P{x1|t;} sdo respectivamente a instanciacdo simultinea de
X1,...,Xn por ty,...,t, em u e P para o caso em que n = 1, mostre que:

(D) uf{xqlti} = uxlty).
(2) P{x1lt1} =Px1lty).

U(Xy,... Xalts.. o te) = Wi, . X5 [t t,), onde iy,....ip sd0 os inteiros i tais que 1 <i<n
e x; € livre em u.

P(x1,... Xnlts,. . t) = P(xi,... x5 [ ti,,....t;,), onde iy,....ip sdo os inteiros i tais que 1 <i<n
e x;j € livre em P.

Y1,...,yn N0 sdo livres em P,
Se < X1,...,Xy aceitam yq,....,yp em P,

X1,...,Xn aceitam t;,....,t, em P,

entﬁo P(xl,'--,xnlyl,'--,yn)(yl,'--,ynltl,o--,tn) = P(xl""rxnltl,“-’tn)'

S {yl,. ...Yn N30 so livres em P,
e

X1,...Xn aceitam ys,....y em P, entdo P(x1,....Xn[y1,- .. Y0)(V1s- - - Yn|X1,. ... xX0) = P.

X1,....XnY1,....Yp SA0 varidveis distintas,
X1,....Xn N30 sdo livres em uy,...,up,

Se £ y1,...,yp ndo sdo livres em ty,...,t,,
X1,...,Xp aceitam ty,....,t, em P,
Y1,....Yp aceitam uy,...,up em P,

entdo P(x1,....Xn |t ...t) W1, . YplUn,....up) = Pry,.. . yplug,.. . up)(x1,. .. Xnl 1. .. tn).
Se P =¢ Q, entdo P(xy,....xa|t1,....tn) =c Q(x1,....Xn|t1,....to).

S paratodoie {1,....n}, x; #x,
z ndo é livre em {x,x1,....Xn,t1,....t0, P},

entdo (Px P)(x1,....Xnlt1,....tn) =c ¥z P(x|2)(x1,....X0lt1,...,to).

Se, para quaisquer i,j € {1,....n} tal que i # j, x; ndo é livre em t;, entdo
P(x1,... xnlts,. . tn) =c POrr[ty)...(xaltn).

Se y1,...,yn s20 varidveis distintas nao livres em xy,...,Xp,t1,...,t, P,

entdo P(xy,....xnlte,....ta) =c Px1]y1)...&alyn)@1lt1). .. (Pnltn).
Se ¥1,....YnYn+1 20 varidveis distintas ndo livres em Xx1y,...,.XnXn+1,t1,- - -, tn,tas1,P,

entdo P(x1,... Xns1lt1,. . ..tae1) = P&1,. .. X0 |¥1,- - Yn) Xnat [Yns) 01, - Ynl G-« tn) st [ tnsn)-
X1,...,Xn sS40 variaveis distintas,

Se < V1,....yn 830 varidveis distintas, entio Wxy,....xq P =c ¥y1,.... 00 P(X1,....X0lY15.. . V).
Y1,...,¥n N0 sdo livres em P,

Se y1,...,yn Nd0 sdo livres em P, entdo

P(x1,...x%0[Y1 . Y001 Yl th,. . o tn) =e P(xq,... %0 ty,. . . t0).

Se y1,....yn N0 sdo livres em P, entdo P(x1,....Xn[y1,. .. Y0)V1s- - - Y0l X1s- . . Xn) =c P.
X1,....XnY1,....Yp SA0 varidveis distintas,

Se < X1,....Xp nd0 sdo livres em uy,...,up,
Y1,-..,yp N30 sdo livres em ty,...,t,,

entdo P(x1,....Xn|t1,. . ..t) Y1 . VplUr,...,up) =c P(y1,....yplun,...,up)(x1,. .. X0l t1,. .., tn).



(r) Seyi,...,yn 030 sdo livres em P,
entdo P(x1,....Xn|t1,. . ..ta) Y1 .. VplUp,... . 0y) = P(X1,... . xnlt],...,tn), Onde,
paracadai=1,....n, t; = ti(y1,....yplu1,...,up).
g X15....Xn.Y1,....yp S40 varidveis distintas,

X1,...,Xp N30 30 livres em uy,...,Up,
entdio P(x1,....Xnlts,. .. .t)Y1se - plun,.. . up) = POr1,...pplup,...,up)&1,. .. X0 L, . ., th),
onde, para cadaie {1,...,n}, tj = ti(y1,....yplur,...,up).

(s)

20) Sejam f e p respectivamente um sinal funcional e um sinal predicativo, ambos de aridade n.
Especificamos a seguir o que entendemos por substituicdo uniforme em um dado termo a, em uma
dada formula Q e em uma dada colecao de férmulas I™:

® A substitui¢do uniforme de f(xy,...,xy) por t em u, notada por u[f(xy,....x,)|t], € a samblagem
obtida de u substituindo todos os termos da forma f(ty,...,t,) por t(xy,....Xn| t1,....tn).

® A substitui¢do uniforme de f(xy,...,x,) por t em Q, notada por Q[f(x1,...,xn)|t], € a samblagem
obtida de Q substituindo todos os termos da forma f(ty,...,t,) por t(xy,...,xn| t1,...,tn).

e A substitui¢io uniforme de p(xi,....xn) por P em Q, notada por Q[p(xy,....xn)|P], é a
samblagem obtida de Q substituindo todas as férmulas da forma p(ty,...,t,) por
P(xl,...,xnl tl,...,tn).

e A substitui¢do uniforme de f(xy,...,x,) por t em I', notada por I'[f(xy,....xn)|t], € a colecdo de
samblagens da forma Q[f(xy,....xn)| t], tal que Q € T..

e A substituicdo uniforme de p(xy,...,x,) por P em I', notada por [[p(x1,....xn)| P], é a colecdo de
samblagens da forma Q[p(xy,....xn)| P], tal que Q € T.

(1) Defina recursivamente:

(a) u[f(xy,....xn)|t].
(b) Q[f(xy,....xn) | t].
(©) QIp(xy,....xn) | P].
(i1) Mostre que:
(a) u[f(xy,...,.xqn)|t] € um termo.
(b) Q[f(x1,...,xq)| t] é uma férmula.
(¢) Q[p(x1,....xn)| P] é uma férmula.
(d) I'f(x1,...xn) | t] € uma colec¢do de férmulas.
(e) T[p(x1,....xn)| P] é uma colegdo de férmulas.
(iii) Considerando que t e P possuem no maximo xy,...,x, como varidveis livres, mostre que:
(@) t(x1,....Xnlts,. .. t)(x|V) = t(x1,... x0|ti(x]V),...,ta(x|V)).
(b) P(x1,....xn|te,....t)(x|V) =c P(x1,... X0 t1(x]|V),....ta(x|V)).
(©) u[f(xy,....xn) | t](x]| V) = ulx|v)[f(x1,....x0) | t].
(d) QIf(x1,...xn) [t](x|V) =c Qe [V)[f(x1,....xn)[t].
(e) QIp(x1,....xn) | P1(x[V) =c Q(x|V)[p(x1,....xn) | P].

§2. Um Calculo de Seqiientes para a Légica Quantificacional Classica

Nesta se¢@o nds falaremos somente da 16gica quantificacional cldssica; assim, para dizer que
P € conseqiiéncia de I" em LQC, notaremos isto por I I— P.

Damos abaixo um cdlculo de seqiientes para LQC. Este se constitui de todas as leis
primitivas de LPC, traduzidas para a linguagem de LQC, mais as Leis de Introducdo e Eliminacdo
de Quantificadores.

Todas as leis derivadas de LPC citadas na parte expositiva da se¢ao anterior, devidamente
traduzidas para a linguagem de LQC, também sdo vélidas em LQC, com exce¢do do Esquema da
Substituicdo da Equivaléncia, dado na pagina 37, o qual ndo € vélido nesta forma em LQC, por
supor implicitamente um fato ndo necessariamente presente em LQC, devido a sua distinta
estrutura sintética.



Leis de Introducao e Eliminacao de Quantificadores

.o~ o JTHP <
2.1 Generalizacdo: Se {x ndo é livre em T, entio I' — Vx P.

2.2 V-Eliminagdo: Vx P |— P(x|t).
2.3 3-Introdugio: P(x|t) |—3x P.

I'—3xP,
2.4 3-Eliminacio: Se { T, P(x|y) |— Q, Sentdo T |— Q.
ynao é livieem I' U {3x P,Q},

2.5 Notacao: Considere, no resto deste trabalho, TNI®” uma axiomdtica’® para os nimeros inteiros.

A seguir damos um exemplo mostrando por que a restri¢do de x ndo ser livre em I" na Regra
da Generalizacdo € importante.

2.6 Exemplo: Temos que TNIL, x =5 |— primo(x), e dai, aplicando a Regra da Generaliza¢do sem
atender a restricdo de que x ndo deve ser livre em I', temos que TNI, x =5 I— Vx primo(x), e dai
TNI I—x =5 — Vx primo(x). Aplicando a este ultimo seqiiente sucessivamente a Regra da
Generalizacdo e o Esquema do V-Eliminacdo, temos que TNI |— 5 =5 — Vx primo(x), e dai
TNI I— Vx primo(x), o que evidentemente nao é verdadeiro.

O exemplo seguinte mostra a importancia da restricdo de que y ndo deve ser livre em Jx P
na Regra do 3-Elimina¢do. No mesmo esta restri¢do € violada e as demais sdo respeitadas.

2.7 Exemplo: Considere que o universo de discurso implicito € a colecdo dos nimeros inteiros.
Temos que TNI |— Jx (x >y). Se aplicarmos a Regra do 3-Elimina¢do sem atender a restricao de
que y ndo deve ser livre em dx P, temos que Jdx (x >y) I— y >y, o que acarreta, pela Regra do
3-Introducgdo, em Ix (x > y) |— dy(y >y), e dai TNI I— dy (y >y), o que ndo € verdadeiro.

Existe uma forma de 3-Eliminacdo que € na pratica bem mais utilizada, a qual € dada a
seguir.
I'—3xP,
2.8 Corolério: Se { T, P |—Q, Yentio ' |- Q.
xndo élivieem I U {Q},

No exemplo abaixo mostramos a importincia da restricio de x ndo ser livre em I', nesta
segunda versdo da Regra do 3-Eliminagdo. Esta € violada, mas a outra restri¢do € respeitada.

2.9 Exemplo: Temos que TNI |— dx impar(x), e dai TNI, par(x) I— dx impar(x). Aplicando a
versao simplificada da Regra do 3-Eliminac¢do sem atender a restricdo de que x ndo deve ser livre
em I', acabamos concluindo que TNI |— dx (par(x) A impar(x)), o que ndo € valido.

> Em uma das hipéteses desta regra, a férmula 3x P é redundante como premissa, mas foi aqui colocada com objetivos
didéticos, pois, nas aplicacdes relevantes, esta férmula aparece em primeiro lugar, antes da suposi¢do da férmula

P(x|y).

% Se x ndo for livre em I' U {Q} (obviamente, x ja ndo ¢ livre em Ix P), entdo a varidvel y a ser utilizada pode ser a
prépria varidvel x. Adiante é dada uma versdo simplificada desta regra levando isto em conta.

T “TNI” é uma sigla para “teoria dos niimeros inteiros”.

% Isto &, uma colegdo de férmulas descrevendo as propriedades basicas dos nimeros inteiros.

%% Na hipétese desta regra, a férmula 3x P é redundante como premissa, mas foi aqui colocada com objetivos didéticos,
pois, nas aplicacdes relevantes, esta férmula aparece em primeiro lugar, antes da suposicio da férmula P.



No exemplo seguinte mostramos a importancia especifica da restricao de x ser livre em Q,
na formulagdo desta segunda versao da Regra do 3-Eliminacao.

2.10 Exemplo: Temos que TNI I—Elx perfeito(x).”* Aplicando esta segunda versdo da Regra do
J-Eliminacdo sem atender a restricdio de que x ndo deve ser livre em Q, temos que
dx perfeito(x) (— perfeito(x), e dai, aplicando a Regra da Generalizacdo, temos que
dx perfeito(x) (— Vx perfeito(x), o que nos leva a concluir que TNII—Vx perfeito(x), o que
obviamente ¢ falso.

Leis Basicas dos Quantificadores

2.11 Negacao de Formula Existencial: |— —dx P <& Vx —P.
2.12 Negaciio de Férmula Universal: |——Vx P < 3x —P.

.~ o JTHP, -
2.13 Instanciacio: Se ¥ 1o & livre em T, entio " |— P(x|t).

2.14 Vacuidade®': Se x nio é livre em P, entio (l) viPo P
(ii) Ix PP

A s N [©) Fx P < Ty P(xly);
2.15 Congruéncia: Se y nao € livre em P, entdo (i) Vx P & Yy Px]y)

(1) Vx (P1 < P) —Vx P Vx Py

2.16 Lema da Substituicao para Quantificadores: { (i) Vx (P; <> Ps) — 3x Py <5 3x Py,

2.17 Esquema da Substituicao da Equivaléncia:
e Se xi,...,xp s30 as varidveis livres em {P1,P,} tais que S estd no seu escopo em Q, entdo
V... Vxa(Py & P2) | = Q(SI[Py) © Q(SIIPy).

2.18 Regra da Substituicao da Equivaléncia:

. s {FI—PIHPZ,

~ . .. . entao
S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {Py,P5},

I QS|P < QSIIPy).

O exemplo abaixo mostra a importancia da restri¢do na formulacdo da Regra da Substitui¢io
da Equivaléncia.

2.19 Exemplo:

Temos que TNI |— Vx (x =2 — primo(x)), e dai TNL x =2 |— Vx (x =2 — primo(x)). Temos
também que TNI, x =2 I—x =2 <> par(x). Aplicando a Regra da Substitui¢do da Equivaléncia sem
levar em conta a sua restricdo, segue-se que TNI, x =2 |— Vx (par(x) — primo(x)), e dai
TNI I—x =2 — Vx (par(x) — primo(x)), donde, aplicando-se sucessivamente a Regra da
Instanciacdo e Modus Ponens, TNI |— Vx (par(x) — primo(x)), o que é um absurdo. Observe que a
formula x=2 estd no escopo de x e, ao mesmo tempo, x € livre em
(TNIu {x=2})n {x =2, par(x)}, ou seja, x=2 ndo pode ser substituido por par(x) em
TNL x =2 |— Vx (x =2 — primo(x)) sem gerar algo falso.

% Um niimero inteiro positivo é dito perfeito se a soma dos seus divisores positivos distintos dele préprio for igual a
este nimero. Por exemplo, 6 e 28 sdo ambos niimeros perfeitos.

® As ocorréncias das samblagens “Vx” e “Jx” seguidas por uma férmula em que x nio é livre sdo ditas quantificadores
vdcuos.



Leis Complementares dos Quantificadores

(i1) dxdy P <> Jydx P.
2.21 3-Importacio: |— dxVy P — Vydx P.

2.22 Distributividade e Fatorabilidade de Quantificadores:
i) %5 P->Q > (VxP—->VxQ);

) —VxPAQ o VxPAVXQ;

(iii)) —VxPvVxQ—>Vx PV Q)

iv) —Vx (P Q) —> (Vx P Vx Q)

V) mFExP-3xQ) —»>Ix (P —Q);

Vi) —aIx(PAQ) —»IxPAIXQ;

(vil) —mIx(PvQ) < IxPvix Q.

2.20 Comutatividade: {(1) l: VxVy P & Vyvx P;

2.23 Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas de Quantificadores:

i) FHVxP->0Q) —>3xP—-3dxQ);
i) —@GxP->YVxQ) > Vx [P — Q)
(i) —VxPvQ ->VxPvixQ;
iv) —VxPvQ) —>3IxPvVxQ;
V) FVxPoQ > ExP—IxQ)
vi) —mIxP->Q < VxP—-3IxQ;
(vil) —VxPAIXQ—-oIx (PAQ);
(viii) f—Ix PAVX Q > Ix (P A Q);
(ix) —VxPeo3IxQ) —»>Ix (P Q)
xX) FHFFE@xPoVVxQ) —-Ix (P« Q).

2.24 Transporte de Quantificadores:

(i) |—Vx®—Q) o @P— VxQ):;
i) FFIHxP->Q P —->IxQ);
o )G —Vvx(PAQ o PAVXQ;
e Sex ndo é livre em P, entdo < (iv) —3xPAQ)-PAIXQ:
V) v PvQ e PvvxQ;
\(vi) — I PvQ o PvixQ.

(i) |—Vx (P—= Q) 3x P — Q):
i) —aIx (P> Q) < (Vx P — Q);
o . Jx) —VxPAQ o VxPAQ;
J SexnaoehvreemQ,entao{(X) L v (PAQ) o IxPAQ:
x) mFVxPvQ o VvVxPvQ;
\(xii) —dIx (PvQ < dxPvQ.

x nio é livre em Q {x ndo é livre em P
ou

2.25 3-Exportacao: Se {y nio é livre em P y ndo é livre em Q

() Emy (P - Q) & IyVx (P - Q);

(i1) Vxdy (PAQ) < Iyvx (P AQ);
(1ii) Vxdy (Pv Q)< Jyvx (P v Q).

, entao:



Quantificadores Tipicos

Embora definimos férmulas universais e existenciais em LQC para quaisquer corpos, o seu
maior uso pratico dé-se com implicacdes e conjuncdes respectivamente como corpos de formulas
universais e de formulas existenciais.

Uma férmula universal com um corpo qualquer pode significar algo bem improvavel de ser
verdadeiro. Por exemplo, considere a férmula Vx efémero(x). Pelo significado que normalmente
atribuimos a ser efémero, temos que esta formula € falsa, mas existem vdrias restricoes possiveis
para o intervalo de valores da varidvel x que poderiam tornd-la verdadeira. Poderiamos, por
exemplo, restringir os valores de x para a classe das borboletas, e expressar facilmente esta restricao
escrevendo Vx (borboleta(x) — efémero(x)).

De uma forma andloga, uma férmula existencial com um corpo qualquer pode significar
algo tdo genérico que € muito improvavel de ser falso, assim a informacdo contida em tal férmula é
em geral desprovida de utilidade. Por exemplo, considere a férmula 3x homem(x). Tal informagao é
tdo genérica e Obvia que normalmente ndo possui utilidade prética. Restringindo o dominio de
valores possiveis da varidvel x, poderiamos expressar algo bem mais interessante. Poderiamos por
exemplo limitar os valores de x para a classe dos centendrios, e expressar com facilidade tal
restri¢do escrevendo dx (centendrio(x) A homem(x)).

Para um estudo sistematico de tais férmulas quantificadas, utilizamos as abreviaturas dadas
a seguir.

2.26 Definicao: Adotamos as seguintes abreviaturas para férmulas universais e existenciais cujos
corpos sao respectivamente implicagdes e conjuncoes:

e VRxP = VxR —>P)

e JRxP=3dx(RAP).

As expressoes “VR” e “dR” sdo chamadas de quantificadores tipicos, respectivamente
quantificadores universais tipicos e quantificadores existenciais tipicos. As férmulas VRx P
e JRx P sdo também chamadas de universais tipicas e existenciais tipicas, onde R € sua extensdo e
P € seu corpo.

Dizer VRx P significa afirmar que cada objeto x que satisfaz R satisfaz P, isto €, a
propriedade universal Vx P torna-se restrita aos objetos x do tipo ou do género que satisfazem R.
Da mesma forma, dizer 3Rx P significa afirmar que existe um objeto que satisfaz R e P, isto &, a
propriedade existencial 3x P torna-se restrita aos objetos x do tipo ou do género que satisfazem R.

Empreendemos a seguir um estudo mais detalhado destes quantificadores. Conforme
veremos, muitas das propriedades dos quantificadores tipicos assemelham-se bastante as dos
quantificadores comuns, sendo que a tnica diferenca estd em eventuais restricoes adicionais.

. _ fdi) F=VY®RvSxPo VRxPAVSkP;
2.27 Bifurcagao: {(ii) l: AR v S)x P <> IRx Pv ISx P.

Um outro resultado especifico de quantificadores tipicos estd na sua capacidade de retragao
ou desdobramento. Antes de enuncii-lo, precisamos de uma definicdo correspondente.

2.28 Definicao: Adotamos as seguintes abreviaturas concernentes a quantificacdo tipica envolvendo
duas varidveis simultaneamente:

e VRx,yP = VxVy (R —P)

e JRxyP=dxdy (RAP).

ii V(R Jy P < VRxVSy P;
2.29 Aninhamento: Se y ndo € livre em R, entdo {23) E ((R //\\SS))xx,;; P :EIRxEIS?’P.

2.30 Negacao de Formula Existencial Tipica: |— —3Rx P & VRx —P.
2.31 Negacao de Formula Universal Tipica: |— —VRx P < JRx —P.



232 Congrusneta: - Jii |=3Rx P& IR@xly)y Pxly:
e Seynaoélivre em {R,P}, entdao (i) VRx P > VR(x|y)y P(x]y).

2.33 Comutatividade:

. x ndo é livre em S, t" (ii) VRxVSy P & VSyVRx P;
© Iynioélivieem R, ™ iii) |— IRxISy P <> ISyTRx P.

x nao € livre em S,

y ndo é livre em R entdo |— IRxVSy P — VSyRx P.

2.34 3-Importacao: Se {
2.35 Distributividade e Fatorabilidade de Quantificadores Tipicos:
i) HVRx(P—->Q) — (VRxP - VRx Q);

(i) —VRx (PAQ)< VRx P A VRx Q;

(iii) —VRxPv VRx Q- VRx (Pv Q);

(iv) —VRx (P Q) > (VRx P < VRx Q);

%) EIle—(EIRxPeHRxQ)—EIRx(P—)Q);

(vi) —3IRx (PAQ) > 3IRx P A3JRx Q;

(vil) —3JRx (Pv Q)< dRx Pv JRx Q.

2.36 Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas de Quantificadores Tipicos:
1) HVRx(P—->Q)—> JFRxP—dRxQ);
(i) —ERxP—->VRx Q) > VRx (P - Q);
(i) —VRx (Pv Q) —> VRx Pv 3IRx Q;
(iv) mVRx(PvQ)—>JRxPv VRxQ;
v) —VRx(P<Q)— (FRx P < JRx Q);
(vi) —VRxPAJRx Q —» JRx (P A Q);
(vil) —JRx PA VRx Q - JRx (P A Q);
(viii)) —3JRx (P - Q) & VRx P —» JRx Q;
(ix) —(VRxPo IRx Q) —» JRx (P < Q);
x) —ERxP - VR Q) —» dRx (P« Q).

2.37 Transporte de Quantificadores Tipicos:

(i) | VRx (P> Q)& (P— VRx Q);
(iii) EIle:HRx (P - Q) <> (P - IRx Q);
_ (iv) IxR|—VRx (PAQ) < P A VRx Q;

e Sex nio é livre em P, entdo < ) JRx (P A Q) & P A IRx Q:

(vi) VRx (Pv Q) <> P v VRx Q;

\(vii) IxR—3Rx (Pv Q)< PvIRx Q.

((viii) |— VRx (P - Q) & @Rx P - Q);

(ix) Hle:HRx P—->0Q < (VRxP— Q)
o . x) IXxR—VRx(PAQ)< VRxPAQ;

e Sex ndo € livre em Q, entdo < (xi) IRx (P A Q) <> IRx P A Q:

(xi1) VRx PvQ)<— VRxPVvQ;
(i) 3r R —3Rx (Pv Q) <> IRxPv Q.

. . x ndo € livreem S
2.38 J-Exportacio: Considere que y ndo & livre em R.

, entao:

x ndo € livre em Q x ndo € livre em P
[ ] ~ s 1. ~ s 1.
© y nao € livre em P ou y ndo é livre em Q

(i) Ty S|~ YRxISy (P = Q) <> ISyVRx (P — Q);
(i) 3x R|— VRx3Sy (P A Q) <> ISyVRx (P A Q);
(iti) Iy S |~ VRx3Sy (P v Q) <> ISyVRx (P v Q).



Exercicios

1) Um silogismo é uma inferéncia possuindo exatamente duas premissas. Mostre que as seguintes
proposicdes, atribuidas a Aristételes, as quais sdo quase todas silogismos®, sdo vilidas (considere
aqui S, M e L férmulas em LQC):

(i) Vx(M —L),Vx (S —M) |- Vx (S — L) (Barbara).

i) —Ix(MAL),Vx(S—>M) |— —3dx (S A L) (Celarent).

(i) VxM - L),Ix (SAM) |— dx (S A L) (Darii).

Gv) mI3x (M AL),Ix (SAM) I— dx (S A —L) (Ferio).

V) —3x(LAM),Vx(S—>M) —3dx (S A L) (Cesare).

vi) Vx(L—>M),—3Ix(SAM) —3x (S A L) (Camestres).

(vil) mdx (L AM),Ix (S A M) I— dx (S A —L) (Festino).

(viii) Vx (L > M), 3x (S A =M) |— dx (S A —L) (Baroco).

(ix) IxM,VxM—->L),Vx(M—>S) |— dx (S A L) (Darapti).

(x) IxM,—Ix M AL), Vx (M = S) |—3x (S A —L) (Felapton).

xi) IxXx(MAL),Vx(M—YS) dx (S A L) (Disamis).

xii)) Vx M —> L),ax M AS) dx (S A L) (Datisi).

(xiii) 3x (M A L), Vx (M = S) |—3x (S A —L) (Bocardo).

xiv) "d3x M AL),3x M A S) |— dx (S A —L) (Ferison).

2) Prove a validade das seguintes versdes da regra do 3-eliminacao:

(i) Se {1", Pxly) |- Q ,entio T, 3x P |— Q.

y ndo é livreem I' U {3x P,Q}

(ii) Se {F’ PI—Q ‘entio T, Ix P |— Q.

x ndo é livieem I' U {Q}

3) Mostre que as seguintes regras de introducdo e eliminagdo de quantificadores tipicos sdo vélidas:

: I,R|—P, <
@ Se {x nao é livreem I, entao I l_ VRx P.

(i) VRxP,R(x|t) |—P(x|t).
(i) R(x|t), P(x|t) —3IRx P.

: I,3RxP,R,P}—Q, _
(iv) Se {x nao é livreem I" U {Q}, entdo I, IRx P l_ Q.

4) Mostre que os seguintes esquemas sao validos:

6)) — dx (P> Vx P).
(ii) — dx (3x P —> P).
(1ii) — Vx T.

>iv) —dx T.

(v) — —dx L.

(vi) — —Vx L.

(vi) H—VixPo T.
(vili) —dilxP<o L.
(ix) — VTx P« Vx P
(x) — dTx P« dx P.
(x1) — Vx P — VRx P.
(xii)) |—dRxP —3dxP.

(xiii) V—Px R|—VRx P <> Vx P.

%2 Na realidade todas estas proposi¢des foram formuladas originalmente na forma de silogismos, sendo que a terceira
premissa que ocorre em duas delas (Darapti e Felapton) era implicitamente subentendida.



(xiv) VPxR|—3Rx P« 3x P.

(xv) Sexnaoélivreem P, entdo 3x R(— VRx P & P.

(xvi) Sex ndo élivre em P, entdo 3x R—3JRx P < P.

(xvii) VRx (VRx P — P).

(xviii) VRx (P — JdRx P).

(xix) VRx S — VRx (VSx P — P).

(xx) VRx S —VRx (P— 3SxP).

(xxi) VRy S(x|y) — VRy (VSx P — P(x|y)).

(xxii) VRy S(x|y) — VRy (P(x|y) — 3Sx P).

(xxiii) Sex ndo € livreem {R,S},entio R 5> Ix P, Vx  RAP & P’), Ix PP & S |— R« S.

5) Mostre que os seguintes esquemas, concernentes a distributividade e fatorabilidade simples ou
degenerada dos quantificadores sobre a disjun¢do exclusiva, nega¢do conjunta e negacao
alternativa, sdo validos:

i) —vVxPvQ —->VxPvixQ.

i) —VxPvQ) —->IxPvVvxQ.

(i) —IxFPVIXxQ—->Ix (P VQ).

iv) —VxPvVVvVxQ—->3adx (P vQ).

V) v PlQeAPlIxQ

vi) —vx®PTQ —-VvxPTIxQ.

(vii) —=vxPTQ) - 3xPTvxQ.

(viii) — 2 PTIx Q- vx (P TQ).

(ix) —IxPLQ —>VxPlVxQ.

x) —VxPlIxQ-o3IxPL Q).

xi) —IxPLVvyxQ—3Ix Pl Q.

(xii) = PTQ) < VxPTvxQ.

6) Considerando x ndo livre em P, mostre que os seguintes esquemas, concernentes ao transporte de
quantificadores nas negacdes conjunta e alternativa, sao validos:

(i) vx Pl Q) «Pl3xQ.

(ii) I PLQ - PlvxQ.

(i) —vxPTQ «<PTIxQ.

(iv) —xPTQ & PTVxQ.

7) Mostre que os seguintes resultados parciais concernentes ao transporte de quantificadores tipicos
na implicacdo, conjungdo e disjuncdo sdao validos sem haver necessidade da férmula 3x R como
premissa:

(i) Sex ndo € livre em P, entdo dJRx (P—> Q) —>P—3dRx Q.

(i1) Se x ndo é livre em P, entdo PAVRx Q —» VRx (P A Q).

(iii) Se x ndo € livre em P, entdo dJRx PvQ)—>PviRx Q.

(iv) Se x ndo € livre em Q, entdo dJRx(P—>Q)—> VRx P —> Q.

(v) Se x ndo € livre em Q, entdo VRxPAQ — VRx (P A Q).

(vi) Se x ndo € livre em Q, entdo dJRx PvQ)—>dRxPv Q.

8) Mostre que os seguintes esquemas, concernentes ao transporte duplo de quantificadores
na implicagdo, conjunc¢io e disjungio, sao validos:

(i) Sex ndo élivre em Q e y nao € livre em P, entao YxYy(P->Q «<¥xP—-TYyQ.

(i) Sex ndo € livre em Q e y nao € livre em P, entdao PYxYy P#Q) o ¥xP#YyQ.

(iii) Se x ndo € livre em P e y ndo € livre em Q, entao YxYy(P->Q) < YTyP—>¥xQ.

(iv) Se x ndo € livre em P e y ndo € livre em Q, entao YxYy (P#Q) < Yy P#W¥x Q.




9) Mostre que as seguintes proposicoes, concernentes a bifurcacdo na quantificagdo tipica, sdo
verdadeiras:

) VRiV..VROx P VRix P A...A VR P.

(i1) dR;v..vVRY)x P dRx Pv...v3IRx P.

10) Mostre que, se P e P’ sdo férmulas congruentes, entao |— Po P

11) Sendo xy,...,.x, (n > 1) varidveis distintas, mostre que:
4
r |— Elxl Pl,

o Se{ I I— Ixy Py, entdo I |— Q.
LP....P.—Q,

| X1, Xn nao sao livresem I' U {Q},

12) Sendo n um inteiro nao nulo, mostre que:
() Wi . Foa P o Pixr.. W, —P.
(i1) Se xy,....x, ndo sdo livres em P, entdo |— Yixi.. Yoxrn P#Q) o P#Wix;.. Wuxn Q.
(iii) Se xy,...,xy ndo sdo livres em Q, entdo I— Yixy.. Wxn (P - Q) & Wixi.. ¥uxn P - Q.
(iv) Se x1,....xpndo sdo livresem Q e « € {A,Vv},
entido |— Wixy.. Woxn (P = Q) & Wix1.. . Woxn P = Q.
(v) Seyi,...,yn ndo sdo livres em P, entdo I— Wixy... Woxn P < Piyr... Woyn P(x1,. .. Xnly1,. .. .00).

13) Definimos abaixo quantificacdo simultdnea:*®

o Vxi,...xnP=Vx1...Vx,P;
e Hdxi....xp P = 3x;...3x,P.
Mostre que:

: TP, N
@) Se X1,....Xn N30 sdo livres em T, entdo I l_ VX1, Xn P.

(i)  Vx1,....n P = P(xp,... Xnlts,. .. tn).
(i) PQ1,....%nlte,.. ) = FX1,. .. X0 P

(iv) Se {r, 1 KPP Q. entio T, Axy.... xa P |— Q.

X1,...,.Xn 030 sdo livresem I U {Q},

(v) Se {F l_ P, entio " |— P(x1,....Xalte,. .., t0).

X1,...,.Xpnao sdo livresem I,

Vxi,....xn P & P;

vi) Se xi,...,xn 030 sdo livres em P, entdo
(Vi) Sexi,...¥n {I:Hxl,...,anHP.

Vx1,....%n P Vy1,... 00 P(X1,.. .. X0|y1.. . . .V0);
Ax1,....x0 P <> Ayp,....yn Px1,... X0y 1, Vn).
14) Considere n um inteiro positivo. Definimos abaixo quantificacdo simultdanea tipica:

e VRxi,...xn P = Vxq,...xn (R—>P).

e dRxq,...xp P =3x1,....xn (RAP).

Mostre que:

(vil) Seyjy,...,yn ndo sdo livres em P, entdo {l:

: I'R|—P, N
@) Se X1,....Xn D30 sdo livres em T, entéio [ l_ VRxy,...xn P.

(i) RE1....%nlts. o tn), VR X1, 00 P = P(x1,... X0l th,...t0).
(i)  R@1,....%n|t1,. . tn), PGes,. .. Xnltr,. ... ta) = IR x1,... %0 P.

3 . . e~ . . . A ;- L -
% Considere a defini¢do de instanciacdo simultdnea, dada no exercicio 19 da pagina 33.



(IV) Se r’ aRxI’---yan’ R(xl,---’xn|y1,---’yn)’ P(xl,---’xnlyl’---,yn) |_Q’
¥1,....¥n N0 sdo livres em I' U {3dR x1,....xy, P,Q},

entioI', IRxq,....xp P |— Q.

[, 3R xy,....xa P, R, P|—Q, N
V) Se {xl,...,xnnéo sdo livrtesem I" U {Q}, entdo T, Elel""’x"l)l_Q'

(vi) Sexi,...,xn ndo sdo livres em P, entdo Jxq,....xn R VR x1,...xn P < P.
(vii) Se xi,...,xp ndo sdo livres em P, entdo dxq,....x, R AR x1,....xn P < P.
(viii) Se yi,...,yn ndo sdo livres em {R,P}, entdo

|— VRx1,....xn P <> VR(X1,....%0]¥15---¥0) Y1+ -Vn P(X1,.. . X0 |Y1,. .. V0).
(ix) Seyi,...,yn ndo sdo livres em {R,P}, entdao

|— ARxq,...xn P IR(x1,... X0 [Y1- - 0) Y1be oo Vn P(X1,. .. X0lY 1. Vn)-

15) Considerando que, para quaisquer i,j € {1,...,n}, se 1 > j, entdo x; ndo € livre em R;, mostre que
0s seguintes esquemas, concernentes ao aninhamento de quantificadores tipicos, sao validos:

(1) VR A..ARDxL,....xn P& VRix1... VR, P.

(>i1) AR A...ARDXY,....xn P < TR x1...3IRwx, P.

16) Considere a definicdo de féormula dual dada no exercicio 21 da pagina 47. Adaptamos a
defini¢ao de formula dual para LQC segundo as cldausulas abaixo:

o P4=P, se P¢éuma férmula atomica.

e (VxP)g=3dxPy.

¢ (IxP)g=VxPy.

Dada uma férmula P em LQC, notamos por P a férmula obtida de P substituindo cada férmula
atdmica precedida por um ndmero par de sinais de negacdo pela sua negagdo, e cada férmula
atomica precedida por um nimero impar de sinais de negagdo por ela prépria.

Considere também as defini¢coes de I3 e Iy, dadas no exercicio 21 da pédgina 18, com a devida
adaptacdo.

Mostre que:

(i) twmep

(ii) (Pej)ej <> P.

(i)  (Pa)ej = (Peja.

@iv) Pq & —(F).

(V) (Pd)cj < —P.

vi) T |— P se, e somente se, —(Iq) |— —(Pq).

(vii) Se P e Q sdo férmulas contraditérias, entdo P e Qcj sdo férmulas contraditorias.

(vin) T I— P se, e somente se, L I— P;.

(ix) P se, e somente se, |— —(Pq).
(%) P — Q se, e somente se, Q4 — Pa.
(x1) P < Q se, e somente se, Py < Qq.

17) Prove a validade das seguintes leis da substitui¢ao:

(i) Esquema da Substitui¢do da Equivaléncia:
Se xi,....Xn s@o as varidveis livres em {P;,P,} tais que S estd no seu escopo em Q,
entdo Vxr...Vxy (P1 < P2) |— QS|IPy) < Q(SI|Py).

(i1) Regra da Substituicao da Equivaléncia:

Se {F |—P1 HPz,

~ . .. . nta
S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I'" e em {Py,P5}, entao

I |—Q(SIIPy) <> Q(S|Py).



18) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema da substituicdo da equivaléncia,
considerando que Xxj,...,X, sd0 as varidveis livres em {Py,P,} tais que S estd no seu escopo em Q, e
levando em conta a definicdo de disjuncdo exclusiva, dada no exercicio 8 da pagina 16:

(1) Vx1..Vxa (P1 o Py) A Q(S||P1) > Vx1..Vxn (P Py) A Q(SHPz)

(i1) Vx1...Vx, (P; < Py) = Q(S||Py) < Vx1...Vx, (P < Py) — Q(S||Py).

(1ii) Q(S”Pl) = dx1..3x, (P11 V Py) & Q(S”Pz) — dxq...3x, (P1 V Py).

(iv) dx1...3x, (P1 V Py) v Q(S||Py) < Txy...3x, (P1 V P2) v Q(S||P2).

19) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema da substituicdo da equivaléncia,
considerando que xj,...,X, sd0 as varidveis livres em P tais que S estd no seu escopo em Q:

(1) — Vx1...Vx, P — Q(S||P) & Vx1...Vx, P — Q(S|| T).

(i) = Vx1...Vx, =P — Q(S||P) & Vx1...Vx, =P — Q(S|| L).

(i) F—Q(S||P) = Jxy...3x, P> Q(S|[ L) — Txy...3x, P.

(iv) —Q(S||P) = Ixy...3x, P < Q(S|| T) — Ixy...3x, —P.

V) = Vx1..Vxa PAQ(S|IP) & Vx1...Vxa PA QS| T).

(vi) —Vx1...Vxn =P A Q(S||P) & Vx1...Vx, =P A Q(S|| L).

(vil) F—3x1...3x, P v Q(S||P) & xq...3x, P v Q(S|| L).

(viii) F—3xy...3x, =P v Q(S||P) <> xy...3x, =P v Q(S|| T).

20) Considere a definicao de positividade e de negatividade de uma férmula em outra férmula, dada
no exercicio 24 da pagina 19. Adaptamos esta defini¢ao para LQC acrescentando que:
e P ¢ positivo nas férmulas Vx P e dx P.

Mostre que:
@) Se {S é estritafnente po.siti\.zo em Q, .
X1,...,Xn 830 as variaveis livres em {Py,P,} tais que S estd no seu escopo em Q,
entio Vxy...Vxy (P1 — P2) |— QS|P — Q(SIIPy).
.. S € estritamente negativo em Q,
(i) S {xl,. ..,Xn 830 as variaveis livres em {P,P,} tais que S esta no seu escopo em Q,

entdo Vxi...Vxs (Py = P2) F— Q(S[IP2) — Q(S||Py).

P — P,
(iii) Se <€ S € estritamente positivo em Q,
S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {Py,P5},

entio I' |— Q(S|[Py) — Q(S||Py).

r |— P, — Py,
(iv) Se 4 S € estritamente negativo em Q,
S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I'" e em {Py,P5},

entio I' |— Q(S|[P2) — Q(S||Py).

21) Considerando que S € estritamente positivo em Q e xy,...,x, sd0 as varidveis livres em {Py,P,}
tais que S estd no seu escopo em Q, mostre que:

(1) Vx1..Vxa (P1 > Py A Q(S||P1) - Vx1..Vx, (PL > Py) A Q(S”Pz)

(ii) |— (Vx1...Van (P = P2) = Q(S||P1) — (Vx1...Vxy (P1 — P2) = Q(S[[Py)).

22) Considerando que S ¢ estritamente negativo em Q e xy,...,x, S0 as varidveis livres em {P1,P,}
tais que S estd no seu escopo em Q, mostre que:

6)) Vx1...Vxn (P1 = P3) A Q(S||P2) = Vx1...Vx, (P1 = P2) A Q(S||Py).

(i) [~ (Vx1...Vxy (P — P2) = Q(S[|P2) — (Vx1...Vx, (P1 — P2) = Q(S||Py)).



23) Considerando que S € estritamente positivo em Q e xy,...,X, sdo as varidveis livres em P tais
que S estd no seu escopo em Q, mostre que:

(i) QI L) = QES|P).

(ii) = Q(SIIP) = QS| T).

24) Considerando que S é estritamente negativo em Q e xy,...,x, sdo as varidveis livres em P tais
que S estd no seu escopo em Q, mostre que:

() Q(SI[P) = QS| L).

(i) = Q(SIIT) = Q(S|IP).

25) Mostre que:
(i) Se |—=P1 <> Py entio [—Q(S|IPy) ¢ Q(S|IPy).
.. |— P1 —> Pz, ~
(i) Se {S ¢ estritamente positivo em Q, entao l_ Q(SIIPy) — Q(SIIPy).

P — P, ~
(ii1) Se S|_éestritamente negativo em Q, entao |_ Q(SI[P2) — Q(SIIPy).
26) Sejam f e p respectivamente um sinal funcional e um sinal predicativo, ambos de aridade n, t e
P respectivamente um termo e uma férmula, ambos possuindo no maximo xi,...,X, COMo varidveis
livres, € u um termo sem varidveis livres. Levando em conta a definicao de substituicdo uniforme
dada no exercicio 20 da pagina 35, prove a validade das seguintes leis da substituicdo uniforme:
(i) SeT |—P,entio [(cllu) |—P(c/lu).*”
(i) SeT (—P,entdo [[f(xy,....xn)|t] |—PIf(xy,....x0) t].
(iii) Se I |— P, entdo I'[p(x1,....xn)| P] |— Plp(x1,....xn) | P].

27) Considerando que Py e P, possuem no méaximo xj,...,x, como varidveis livres, prove a validade
do esquema da substituicdo uniforme da equivaléncia:
o Vxi...Vxy (P1 < Py) |- Q[px1.....xn) [P1] < QIp(x1,....xn) | P2l.

z

28) Dizemos que P’ é obtido de P pela eliminacdo de seus quantificadores vdcuos se todas as

subférmulas de P de uma das formas Vx Q ou dx Q, onde x nido € livre em Q, forem

sucessivamente substituidas pelos seus corpos Q.

(i) Defina recursivamente uma func¢do, aqui denominada eqv, que associa a cada férmula P em
LQC a férmula eqv(P), obtida de P pela eliminacdo de seus quantificadores vacuos.

(i1)) Mostre que |— P < eqv(P).

29) Uma formula prenex é uma férmula da forma Wxi...¥x, P, onde ¥,...,.¥, s@o um dos
quantificadores “V” ou “3”, e P ndo possui quantificadores. Mostre que toda férmula em LQC ¢
equivalente a uma férmula prenex, isto é, dada uma férmula P, existe uma férmula prenex P’ tal
que —P & P

% Uma constante também pode ser vista como um sinal funcional de aridade 0, daf esta forma da lei da substituicido

uniforme poderia ser reescrita como “‘se I I— P, entdo I'c(xy,....x0) | u] I— Plc(xy,....x0) | u]”.



4. A LOGICA EQUACIONAL CLASSICA

Este capitulo apresenta a Logica Equacional Cldssica, ou simplesmente LEC. Esta 16gica
estuda todas as propriedades cldssicas dos conectivos, dos quantificadores, da igualdade e suas
possiveis interagdes.

§1. Linguagens para a Légica Equacional Classica

1.1 Definicao: Um alfabeto para LEC contém todos os sinais de um alfabeto para LQC, mais um

“__9

sinal predicativo diadico, o “=".

1.2 Definicao: Os termos e férmulas em LEC sdo todos os termos e férmulas obtidos pelas regras
de formacgao de LQC, mais as formulas da forma =(t;,tz), onde t; e t; s@o termos em LEC.

Valem aqui todas as convengdes anteriores, com as devidas adaptacdes, sempre que
necessario. Seguindo a escrita informal de férmulas em LQC, temos que a férmula =(ty,t;) pode ser
notada por (t; = t;), e podemos prescindir do seu par exterior de parénteses quando esta nio for
subformula de outra férmula ou for um dos componentes de uma formula formada por um
conectivo diddico.

1.3 Leitura: A férmula t; = t; pode ser lida de uma das seguintes formas:
e “t1éigualaty’.
o “tyéidénticoaty”.

§2. Um Calculo de Seqiientes para a Logica Equacional Classica

Damos abaixo um cdlculo de seqiientes para LEC. Este se constitui de todas as leis
primitivas de LQC, mais os Esquemas Primitivos da Igualdade. As demais leis podem ser obtidas
dos postulados de LEC. Todas as leis vdlidas em LPC e LQC, devidamente traduzidas para LEC,
s@o ainda vdlidas em LEC, com excecdo do Esquema da Substituicdo da Equivaléncia, dado na

pg. 37.
Nesta sec¢do nds falaremos somente da l6gica equacional cldssica; assim, para dizer que P é

conseqiiéncia de I' em LEC, notaremos isto por I |— P.

Esquemas Primitivos da Igualdade

2.1 Reflexividade da Igualdade: |—t=t.
2.2 Substituicao em Termos Funcionais: t; = uy,...,t, = u, |— f(ty,....ty) = f(uy,....uy).
2.3 Substituicao em Férmulas Atomicas: t; = uy,....,t, = u, |— p(ty,....tn) = p(uy,...,up).

Leis Basicas da Igualdade
A conclusdo do esquema da substitui¢cao em sinais predicativos pode ser uma equivaléncia.
2.4 Substituicao em Féormulas Atomicas: t; = uy,...,t, = u, |— p(ty,....tn) & p(uy,...,uy).
2.5 Simetria da Igualdade: t=u |—u = t.
2.6 Transitividade da Igualdade: t; = t;, t,=t;3 |— ty =t;.

Os esquemas de substituicdo da igualdade em sinais funcionais e em sinais predicativos
admitem suas correspondentes generalizacdes, conforme € descrito a seguir.



2.7 Esquema da Substitui¢io da Igualdade para Termos: t; = t, |— u(v||t) = u(v||t).%

2.8 Esquema da Substituicao da Igualdade para Formulas:
® Sexy,...,. Xy s30 as varidveis livres em {ty,t;} tais que v estd em Q no seu escopo, entdao

V1. Vot = t2) = Qvlit) < Q(vlita).
2.9 Regra da Substituicao da Igualdade para Féormulas:

e Se {F l_ b=t entao

v ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livie em I" e em {ty,t,},
I'—Qvlity) & Q(vlIta).

2.10 Exemplo: Considere que o universo de discurso implicito é a colecdo dos nimeros inteiros.
Temos que TNI I— Vx (x+7>x), e dai TNL,x =14 |— Vx (x +7 >x). Aplicando a este ultimo
seqiiente a Regra da Substituicdo da Igualdade para Férmulas sem obedecer a sua restricdo, temos
que TNL x = 14 |— Vx (x + 7 > 14), dai TNI |— Vx (x > 7), 0 que é absurdo.

A instanciagdo de varidveis por termos em férmulas permite uma formulacdo
correspondente ao esquema da substituicao da igualdade para férmulas sem quaisquer restri¢oes.

2.11 Esquema da Instanciacao da Igualdade para Féormulas:
* ti=t|—Qklt) & Q|ty).

O Esquema e a Regra da Substituicdo da Equivaléncia, concernentes a LQC, formulados na
pagina 37, valem também para LEC. Por comodidade repetimos novamente aqui os seus
enunciados.

2.12 Esquema da Substituicao da Equivaléncia:
e Se Xxi,...,xn sdo as varidveis livres em {P;,P,} tais que S estd em Q no seu escopo,
entio Vxi...Vxa(Py <> P2) |— Q(S|IPy) <> Q(S||Py).

2.13 Regra da Substituicao da Equivaléncia:

o Se {F |—PIHP2,

S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma variavel livre em I e em {P;,P,},

entdo I' |— Q(S||Py) & Q(S||Py).

Uma forma bem importante de absor¢do de quantificadores envolvendo a igualdade é
formulada a seguir.

2.14 Quantificacao Pontual: Se x ndo € livre em t, entdo:
(1) Vx (x =t = P) & P(x|t).
(i) Ix (x =t A P) & P(x|t).

Podemos estender a quantificagcdo pontual para mais de um objeto, como € mostrado a
seguir.

2.15 Quantificacao Pontual Plural: Se x ndo € livre em {t;,t;}, entdo:
(1) Vix=t; vx =t)) x P P(x|t) A P(x|ty).
(i) Jx=t; vx=t) x P Px|t) v P(x|ty).
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Em linguagens nas quais termos nio possuem varidveis ligadas, como é o caso de LQC e LEC, temos que u(v||t) é

idéntico a u(v|t), daf esta lei também poderia ser denominada “Esquema da Instancia¢do da Igualdade para Termos™.



2.16 Definigﬁo: t1 =t = (1 =1y).

2.17 Unificacao pela Substituicao:
¢ Se v nao estd, em Q, no escopo de nenhuma varidavel livre em {ty,t>},

entdo Q(v|[ty), ~Q(v||t2) |- t1 # ta.
2.18 Unificacio pela Instanciacido: Q(x|t), =Q(x|t) |— t; # ty.

Leis Basicas dos Quantificadores Numeéricos

Na Logica Equacional, para cada nimero inteiro n, positivo ou nulo, é possivel definir trés
quantificadores existenciais especiais, ditos também quantificadores numéricos, usados para a
representacdo formal de expressdes dos tipos “existem pelo menos n objetos x tais que P(x)”,
“existem no maximo n objetos x tais que P(x)” e “existem exatamente n objetos x tais que P(x)”.

A formula dx P, ja por ndés conhecida, corresponde a expressdo ‘“‘existe pelo menos um
objeto x tal que P(x)”. O caso em que n=1 é o mais importante para aplicacdes imediatas.
Definimos abaixo a representacdo formal de expressodes do tipo “existe no mdximo um objeto x tal
que P(x)” e “existe um tnico objeto x tal que P(x)”.

2.19 Definicao:

e Jx P = Vx{Vx; (P(x|x;) A P(x|x2) = x1 = X3), onde x1,x sdo as primeiras varidveis nio livres
em dx P.

e FxP=IxPAdxP.

A defini¢do de Jx P foi concebida levando em conta a sua uniformidade com as demais
defini¢des dos quantificadores numéricos lidando com diferentes pluralidades de objetos, as quais
sao dadas na lista de exercicios desta se¢do, porém o seu caso particular admite uma pequena

. . - . . - . N L, . 66
simplificagdo. Tanto esta simplificacdo como a irrelevancia na escolha das varidveis x € X2~ sdo
formulados a seguir.

2.20 Formas Equivalentes para Jx P: As seguintes férmulas sio equivalentes em LEC, onde x1,x»
sdo variadveis distintas nao livres em 3x P e y ndo € livre em {x,P}:

(i) IxP.

(i) Vx1Vxs (P(x|x1) A P(x|x2) = x1=x2).

(iii) VxVy (P AP(x|y) = x =y).

(iv) 3xVy (P(x|y) > x =y).

2.21 Absorcao de Quantificadores Numéricos: Se y nao é livre em {t,dx P}, entdo as seguintes
férmulas sdo equivalentes em LEC:

(1) Px|t)ATxP.

(i1) P(x|t) AIx P.

(i) P(x[t) A Vy (P(x|y) >y =1).

(iv) Vy (P(x]y) &y =t).

2.22 Formas Equivalentes para 3!x P: Se y ndo € livre em {x,P}, entdo as seguintes féormulas sao
equivalentes em LEC:

(i) IxP.

(i) Ix (P Adx P).

(iii) dx (P A Vy (P(x]y) = x =y)).

(iv) 3x Vy (P(x]y) & x =y).

2.23 Vinculag¢io: Vx (P — Q), 3x Q |— IKPAQoPAQ.

% A importancia na determinacdo das varidveis x e X, ¢, no entanto, fundamental para definir-se uma férmula tinica em
cada caso, € ndo uma classe de férmulas.



2.24 Distributividade e Fatorabilidade Disparadas de Quantificadores:
(i) Jx(=Pv-Q) | Vx (P = Q) (Vx P — Vx Q);

(ii) ﬁx(PvQ)vﬁx(ﬁPv—Q)|—Vx(PvQ)<—>VvaVxQ;

(i) Ix (=P v =Q) |— Vx (P Q)< (Vx P o Vx Q);

(iv) IxQFxP—>Q < (FxP—->IxQ);

(v) ﬁx(PvQ)vﬁx(ﬁPv—Q)I—Hx(P/\Q)<—>3xP/\3xQ;

(vi) Jx P Adx—Q I—Hx PoQ - E@xPoIxQ);

(vii) Ix (PvQ)vIx (—Pv—-Q) |—E@x P« I Q) — Ix (P Q);
(viii) Jx (=P v =Q) |— Ix(PoQ o FxP—Ix Q).

2.25 Distributividade e Fatorabilidade Degeneradas Disparadas de Quantificadores:
i) TxPv-Q | Vx (P —-Q) < (FxP— VxQ);

() IxPvQ) |—Vx(P—>Q)H(EIxP%3xQ);

i) IxEPvQ H—VxPvQ) < VxPviIxQ;

iv) IxkPv-Q H—VxPvQ < IxPvVxQ;

v) FTxPv-QvIx(—=PvQ) I—Vx P Q) - (VxPeoIx Q)
(vi) ﬁxPAﬁx—'QI—(VxPHHxQ)er P < Q)

(vii) Tx (Pv—Q) —Vx (P Q)& (Vx P+ Ix Q);

(viii) Ix Pv—=Q)vIx (=P v Q) |— Vx( P Q)—> (Ix P o Vx Q)
(ix) Ix—PAIXQ— 3P VxQ) - Vx (P Q);

x) Tx(PvQ |-Vx (P Q) o GxP e Vx Q)

(xi) IxPvQ) I—Vx(PHQ)H(HxPHEIxQ);

(xii) IxP |~ (P> Q)& Vx P - Vx Q;

(xiii) X (PVvQ —Ix PAQ) < VxPAIx Q;

xiv) IxPv-Q H—Ix PAQ) < IxPAVXQ;

xv) IxPAIxQ Ix P Q) — (Vx P« Vx Q);

(xvi) Ix Pv Q) vIx (—Pv-Q) I— (VxP o Vx Q) — dx (P < Q);
(xvii) Ix (P v Q) |— Ix (P Q) (VxP o Vx Q)

(xviii)Tx (=P v Q) —3x (P < Q) & (Vx P < Ix Q);

(xix) IxPv-=Q H—Ix P Q)< @x P < Vx Q).

Exercicios

1) Mostre que os seguintes esquemas derivados da simetria e da transitividade da igualdade sdo
validos:

(1) |—t1=t29t2=t1.

(i) t1=t3 =13 t; =t,.

(iii) ts3=t;, tz=1t; ': t1 =t

2) Mostre que:
) IxPAdx—P—>dxdy(x+#y).
(i1) IXPAQAXPAQ AIX(CP) > IxyZ(Xx#YyAX#EZAY#2).

3) Mostre que as seguintes proposi¢des concernentes a quantificadores numéricos sdo verdadeiras:

(1) — Jx L.

(ii) — —dx L.

(ii1) — —dx (x # X).

@iv) — —dlx L.

) — —dlx (x #x).

(vi) — —3dx P — 3x P.

(vii) — —Jx P & 3x3xz (x1 # x2 A P(x|x1) A P(x]x2)), onde x1,x sdo varidveis distintas ndo
livres em dx P.

(viii) — —dx P <> 3xdy (x #y A P A P(x|y)), onde y ndo € livre em {x,P}.

(iX) — —3!x P« —3Ix Pv —3dx P.



(%) Se x ndo € livre em t, entdo |— dx (x =t).

(x1) |— Vy dlx (x =y).
(xii)  Sey ndo é livre em P, entdo l: dx P <> Jy P(x|y).

(xiii)  Sey ndo é livre em P, entdo |— 3!x P <> Aly P(x|y).
(xiv) —Vx(P—> Q) — dxQ— IxP).

(xv) —Vx (P Q)— 3x P« Ix Q).

(xvi) — IxPvIxQ - 3Ix (P A Q).

(xvii) F—dxPvQ) —IxPAIxQ.

(xviii)) —IxP—->Q)—=Ix P AIxQ.

xix) TxP,IxQ,—-Ix PAQ) I—Ix (P Vv Q).
(xx)  TxP,IxQAPAIXQ->Ix(PAQFIxPVvQ).

(xxi) — 3x Jy P — Jy Vx P.

(xxiil) p—3dx3Jy P — Vy dx P.

(xxiii) p—3JxJyP<«>JyIxP.

xxiv) —Vx(Pe< Q) - AxPodxQ).
(XxV) —3dx Pv Q) —-3IAxPviIlx Q.
(xxvi) F—dxP—->Q) —>3Ix—PviIxQ.

(xxvil)) (—3dxdJdyP—>dy3JxP.

(xxviii) 3x P |—Vx (P - Q) — Ix (P A Q).
(xxix) IJxPH—3Ix PAQ)— Vx (P = Q).
(xxx) AxP—Vx (P—>Q) <> Ix (PAQ).
(xxxi) FxP——3x (PAQ)— Ix (P A—Q).
(xxxii) Ix P ——-Vx (P — Q) = Vx (P — —Q).
(xxxiii) Ix P f—3x (P A =Q) — —3x (P A Q).
(xxxiv) Ax P}——3x (P A Q) <> Ix (P A —Q).

4) Mostre que, se x ndo € livre em {ty,...,t,}, entdo:
(1) Vx =t v...vx =t)x P & P(x|t) A...A P(x|ty).
(i1) Jx=t1v..vx=t)x P < P(x|t) v...v P(x|t,).

5) Se y ndo € livre em {ty,...,t,,3x P}, entdo as seguintes férmulas sdo equivalentes:
1) A@PE[ty),...P(x|ty) A Vy Px]y) = V( =t1,....y = ty)).
(i) Vy (Pxly) & V(y =ty,....y = t)).

6) Sejam f um sinal funcional de aridade n, R uma férmula cuja tnica varidvel livre é y, € z1,...,2n
as primeiras n varidveis distintas entre si e ndo livres em {y,R}. Definimos entao:
e fén-sobrejetivoem R = VR y 3z1,....20 (v = £(21,...,Zn))-
Considerando x1,...,x, quaisquer n varidveis distintas entre si e ndo livres em {y,R}, mostre que:
) |— f € n-sobrejetivo em R <> VR y Ixy,....x, (y = f(x1,....x0n)).
(i1) Se x1,...,x, também ndo sdo livres em P, entdo
f € n-sobrejetivo em R I— YR(y|f(x1,....Xn)) X1,....x0 PO |f(x1,....x0) <> PRy P.

7) Dado um termo t e uma férmula R nao possuindo varidveis livres comuns tal que y € a unica
variavel livre em R, e sendo x1,...,x, a lista ordenada das variaveis livres em t, definimos:

® tésobrejetivoem R = VRy dx;,....x, (y = t).

Mostre que, se Xxi,...,.Xn também nao sao livres em P, entdo

t é sobrejetivo em R |— YR(y|t) x1,....xn P(y|t) <> PR y P.

8) Prove a validade das seguintes leis da substitui¢ao e da instanciacdo da igualdade:
(i) Esquema da Substitui¢ao da Igualdade para Termos: t; = t, |— u(v||t) = u(v||ty).
(i1)) Esquema da Substitui¢do da Igualdade para Férmulas:
Se x1,...,Xy 530 as varidveis livres em {ty,t;} tais que v estd em Q no seu escopo,
entio Vxy...Vxa(t; = ) |— Q(vlIt)) <> Q(vlIt2).



(iii)) Regra da Substituicao da Igualdade para Féormulas:

S r |— ti =1, N
e ~ L ., ) entdo

v ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {t;,t5},
I'—Qlit) & Qvlity).

(iv) Esquema da Instanciacdo da Igualdade para Férmulas:
ti =t | Qxt) & Qx|to).

9) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema da substituicdo da igualdade para
férmulas, considerando que xy,....x, sd0 as varidveis livres em {t;,t;} tais que v estd em Q no seu
€SCcopo:

(1) Vx1...VXn (tl = tz) AN Q(V”tl) > Vx1...Vxy (tl = tz) AN Q(Vth).

(i) Vx1...Vx, (6 = ) = Q(v][t)) & Vx1...Vx, (t = ) = Q(v]|ty).

(i11) Q(V”tl) = dxp.. 3, (1 #H) © Q(V”tz) — dxq...3x, (G # 1).

(iv) Axq...3x, (1 £ ) v Q(v][t) & Ixq...3x, (G £ 1) v Q(V]|t2).

10) Prove a validade da seguinte conseqii€éncia adicional do esquema da substituicdo da igualdade
para formulas:

e Se |— t; = t,, entdo |— Qv|It)) & Q(v]|ty).

11) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema da instanciacdo da igualdade para
férmulas:

(1) t1 =t A Qx[t) & t1 =t A Q(x|t2).

(i1) t1 =t > Qx[t) & t1 =t » Qx[t).

(1ii) Q(xltl) >ttt & Q(x|t2) —>t1#t)

(iv) t1 2t v Qx[t) & t1 # v Qx|t2).

12) Dada uma lista de n termos ty,...,t,, definimos formas simples de expressar que pelo menos
dois deles sdo iguais ou que todos eles sdo diferentes dois a dois. Consideramos também o caso em
que n=0.

e =)= L.

e Sen =0, entdo =(ty,...,the1) = =(t1,...,th) V V(t1 = tuet,....th = the1).

e )= T.

e Sen >0, entdo #(ty,...,the1) = #(t1,...,th) A Aty # toe,.. . th # tosr).

De uma forma andloga ao que foi feito no exercicio 29 da pdgina 20, consideramos definida
permutacdo de uma lista de termos. Seja (til,. ..,tiy) uma permutacgao de (ty,...,t).

Mostre que:

(i) [—=(t) <> L.

(1) F—#t) e T.

(111) — —|:(t1,. o) © ¢(t1,. . .,tn).

(1v) F——#(ty,... th) <& =(t,.. . .to).

(V) — =(t1,. . .,tn) > =(ti1,. . .,tin).

(vi) F—#(ty,... .ty © ¢(ti1,. < ostin)-

13) Sejam Py,...,P, n férmulas e I" uma colecdo de férmulas tal que:
e V(Py,...,.PyeT;

e para quaisqueri,j e {1,...n}, 7(P;APj) € T;

e paracadaie {1,...n},Ix P;e I.

Mostre que I |— dxq...dxn #(x1,....X0).

14) Dadas duas listas de termos (ty,...,ty) € (uy,...,up), definimos formas simples de expressar que
pelo menos um termo da primeira lista € igual a pelo menos um termo da segunda lista, e que todos
os termos da primeira lista sdo distintos de todos os termos da segunda lista. Consideramos também
0s casos em que n ou p sao nulos.

o =((t1,....tn),()) = L.

o =((ty,... .t {ur,...,up,Ups1)) = =((t1,... . th)(Ur,...,up)) vV V(t1 = Upit,... .t = Upyr).



o ({ty,....tp),)) = T.
hd ¢(<t1" . -,tn>,<u1,' . '7up’up+1>) = ¢(<t1" . -,tn>,<u1,' . -,up>) N A(tl * up+1,' . -,tn * up+1)'
Considerando (til,. cotip) € (Ujl,. - Ujp) respectivamente permutagdes de (ty,....tn) € (ug,...,up),
mostre que:
() =(()(up,... up) & L.
(11) =(<t1,. . .,tn>,<ll1,. . .,llp>) > =(<l11,. . .,llp>,<t1,. . .,tn>).
(iii) Se 1<i<n,entdo

= =(th, o) (U, 0p) € =ty (01 Up)) V =gy ot (UL, Up)).
(iv) Sel<j<p,entio

=(<t1,. . .,tn>,<ll1,. . .,llp>) > =(<t1,. . .,tn>,<l11,. . .,llj>) \ =(<t1,. . .,tn>,<llj+1,. . .,llp>).

(V.) :(<t1" . -,tn>,<u1,' . -,up>) <~ :(<ti17 s ,tin>’<uj1" . '7ujp>)'
(Vl) ¢(<>’<u17- . -’up>) < T.
(Vll) ¢(<t1,. . .,tn>,<l11,. . .,llp>) — 7'1(<l11,. . .,llp>,<t1,. . .,tn>).
(viii) Se 1 £i < n, entdo

=2t o) (U, 0p)) € #(tr, ) (U1Up) A E((ig, o) (U, UpY).
(ix) Sel<j<p,entio

— #((t1,....tn),(U1,...,up)) <> #((ty,... ta)(u,. .., u)) A (b, ., tn),(Wjar,. .., Up)).
(x) — ¢(<t1,. . .,tn>,l11,. . .,llp>) — ¢(<til’- . .,tin>,lljl,. . .,lljp>).
(Xl) — —I=(<t1,. . .,tn>,<l11,. . .,llp>) &~ ¢(<t1,. . .,tn>,<ll1,. . .,llp>).
(xil) = —#(tr,. . ta),(ug,....up)) <> =((t1,....tn),(uy,...,up)).
(xiil) = =(t1,....ta) vV =(ay,...,up) vV =(t1,...,th),u1,...,up)) <> =(tq,....tp,uy,....0p).
(xiv) = #(t1,....ta) A Z(ug,...up) A Z((ty,.. .t (U, up)) < #(ty,. .ty up).

15) Definimos abaixo os quantificadores numéricos plurais®, para qualquer numeral n

correspondente a um inteiro positivo ou nulo. Considere nas trés cldusulas seguintes que Xxi,...,Xn+1

sao0 as primeiras n + 1 varidveis distintas nao ocorrendo em Vx P:

e J(<n)x P = Vx1...Vxna (APx|x1),....,Px|xne1)) = =(X1,.. .. Xns1)).

e A(=n)x P = 3xq...3xn (AP(x|x1),....P(x|xn) A #(x1,....%0)).

e d=n)x P =d=n)x PAdCGn)x P.

Temos que:

e “J(<n)x P” ¢ lido “existem no mdximo n objetos x tais que P”.

e “J(Zn)x P” ¢ lido “existem pelo menos n objetos x tais que P”.

e “J(=n)x P” ¢ lido “existem exatamente n objetos x tais que P”.

Observe que, para o caso particular em que n = 0, temos, implicitamente, as seguintes definicoes:

¢ 3(<0)x P = Vx; (P(x|x1) = =(x1)), onde x1 € a primeira varidvel ndo livre em Jx P.

e d20)x P = A A #().

Observe também que, para o caso particular em que n = 1:

e As férmulas “I(<1)x P” e “Jx P” sdo idénticas; sdo notagdes alternativas para a mesma férmula.

e As féormulas “d(=1)x P” e “Jlx P” também constituem notagcdes alternativas para a mesma

férmula.

Mostre que:

(1) Se Xxi,....Xns1  S@0 quaisquer varidveis distintas ndo livres em Vx P, entdo
|— FAEEn)x P & Vxi...Vxpea (APx|x1),....Px|xna)) = =(x1,. ... Xne1))-

(>i1) Se xp,....Xn sdo quaisquer varidveis distintas ndo livres em Vx P, entdo
—3En)x P < 3xp... T (AP |x0),... . P(X]x0)) A #(X1,. .. X))

(iii)  Sey ndo é livre em P, entdo A(<n)x P <> 3(<n)y P(x|y).

(iv)  Sey ndo é livre em P, entdo A=n)x P <> 3(Zn)y P(x|y).

(V) Se y ndo € livre em P, entdo A(=n)x P <> I(=n)y P(x|y).

(vi) Vx P & 3(<0)x —P.

(vii) Vx P & 3(=0)x —P.

%7 Isto &, os quantificadores numéricos envolvendo usualmente dois ou mais objetos.



(viii) F—3dxP < 3ICDHx P.

(ix) — 3(<0)x P <> —dx P.

(%) — 3(=0)x P.

(xi) — J(=0)x P < —dx P.

(xii) — 3(<1)x P < Jx P.

(xiii) F—3EDHx P« dx P.

xiv) F—3E=Dx P« 3 P.

(xv) — 3d(<n)x T < VX1...VXne1 =(X1,.. .. Xn41)-
(xvi) F—3dEn)x T < Ixq...3xn #(x1,....X0).
(xvil)) F—3(E=En)x T < Ixq...3x, (#FX1,....X0) A VY V(Y =X1,....) =Xn)).
(xviii)) —3(<n)x L.

(xix) Sen=>1,entdo ——3d(Zn)x L.

(xx) Sen=1,entdo — —d(=n)x L.

(xxi) |——3(<n)x P < I(>n+1)x P.

(xxii) Sen =1, entdo F— —3I(Zn)x P <> I(<n-1)x P.

(xxiil) Sen =1, entdo — —3d(=n)x P < I(<n-1)x P v I(Zn+1)x P.
(xxiv) Sen <p,entdo —3I(<n)x P - I(<p)x P.

(xxv) Sen<p,entio —3I=p)x P — I(=n)x P.

16) A equivaléncia das seguintes formulas expressa formas equivalentes para quantificadores
numéricos maximais(’g, onde x1,...,Xn+1,y SA0 varidveis distintas ndo livres em Vx P:
(i) 3I(<n)x P.
(i) Vxr...Vxaa (APX|x),....P@|x0e1)) = =(X1,... . Xn41)).
(iii) Se 0 <i<n, entdo

Axy.. . 3x VX1 VX (F&ist, - X)) A APEXi40),.. P X041))

— =({X1,.. .. X0){Xis1,. ... Xne1)))-

(iv) 3xp...3x,Vy (P(x]y) = =((x1,....X0).(0)).

17) Escreva férmulas equivalentes a férmula #(ty,....t;)) A AP(x|ty),...,P(x|t)) A I(<n)x P, onde
1 £i<n, levando em conta as féormulas (ii), (iii) e (iv) do exercicio anterior.

18) A equivaléncia das seguintes férmulas expressa formas equivalentes para quantificadores
numéricos minimais69, onde x1,...,Xn,y sd0 varidveis distintas nao livres em Vx P:
1) 3JICGn)x P.
(i) Fxy...3xn FE(x1,....x0) A AP |x1),....P(x|x0)).
(ii1) Se 0 <i < n, entdo
Vx1...Vxi xizr. .. 3xn (EXiets - Xn) A AP |xi51),... . PO |xn) A 221, X0 (Kist, - .. Xn))).
(iv) Vx1...Vxna Jy Pxly) A £(x1,. .. Xn10,0))).

19) Escreva férmulas equivalentes a férmula #(ty,....t;)) A AP(x|ty),...,P(x|t)) A I(=n)x P, onde
1 £i<n, levando em conta as féormulas (i1), (iii) e (iv) do exercicio anterior.

20) Mostre que:
(1) #(ty,....t) A A(P(x|ty),....P(x|ty) = I=n)x P.
(i1) #(t1,....t) A APX[ty),....Px|ty) A TENn)x P < #(ty,...,t) A AP(x[ty),...,.P(x]|ty)).

21) A equivaléncia das seguintes formulas expressa formas equivalentes para quantificadores
numéricos isomais70, onde 0 <j<i+ 1, 0<i<n, e x1,....XnY:YV1,--..YVi+1 SA0 varidveis distintas nao
livres em Vx P:

(1) J(=n)xP.

(i)  Fxp...TIx,Vy(E(x1,....x0) A (Pxly) < =((x1,....%0),0)))).

% 1st0 &, quantificadores da forma “3(<n)”.
% 1st0 &, quantificadores da forma “3(=n)”.
" 1sto &, quantificadores da forma “J(=n)”.



(111) Vxl...inﬂxi+1...Elanly1...Elijyj+1...Vyi+1

F&Xis1s.. . Xn) A AP |X341),... . PO[xn)) A 21,0 X0 (Kig1s - . Xn)

A (APX|Yje1),. .. PE[YicD) = =((Xists .. XnY 1o Y Dje s - Yie 1))
(iv) Vxq...Vxpady3y:...3yjVyje...Vyn

Pxly) A E (1. X0),0)) A (APE]Yj41),....PX|Yn)) = =P Y15 0 Pjsts- - Y0)-
(V) Vx1...VxpadyVyi...Vy,

Pxly) A #(x ... X0.0:0)) A (APE|yD),....Px[yn) = =(D). 1. Y0)-

22) Escreva férmulas equivalentes a formula #(ty,...,t;) A A(P(x|ty),....P(x|t)) A I(=n)x P, onde
1 £i<n, levando em conta as formulas (i1), (iii), (iv) e (v) do exercicio anterior.

23) Mostre que as seguintes formulas sdo equivalentes, onde y ndo € livre em {Vx P,ty,....t,}:
(1)  #(ty,....ta) A APx|ty),....P(x|ta) A I(=n)x P.
(1) #(tq,....ta) A A(P(x|ty),....,P(x|ty) A I(<n)x P.
(iii) #(ty,....ta) A Vy (P(x|y) <> V(y =t1,....y = ty)).

24) Mostre que as seguintes proposi¢des adicionais sobre quantificadores numéricos sdo vélidas:
(1) Sen > 1, entdo |— dEn)x P < d(=n)x P v 3(<n-1)x P.

(i1) |— dGn)x P < 3(=n)x P v 3(>n+1)x P.

(iii)) Sen =1, entdo —d(=n)x P & —3(<n-1)x P A =3(Zn+1)x P.

(iv) Sen =1, entdo dn-1)x P v d(=n)x P v IGn+1)x P.

(V) Se n < p, entdo —(3(<n)x P A I(Zp)x P).

(vi) Sen<p,entdo ——(3(<n)x P A d(=p)x P).

(vil) Sen<p,entdo — —(I=p)x P A I(=n)x P).

(viii) —Vx (P —>Q)— JFEn)x Q —» I(=n)x P).

(ix) — Vx (P~ Q) > 3AEn)x P < A(=n)x Q).
(%) — 3<n)x P v 3AEn)x Q —» An)x (P A Q).
(xi) — 3<n)x (P v Q) — AEEn)x P A IEn)x Q.
xii)) F—3EEn)x (P— Q) — AEn)x =P A d(=n)x Q.

(xiii)) fF—3dx I(<n)y P - I(<n)y Vx P.

(xiv) —3(En)x dy P — Vy I(<n)x P.

xv) F—3dx3n)y P« J(<n)y Ix P.

xvi) —Vx(P—->Q)—> 3En)x P — I=n)x Q).
(xvil) —Vx (P Q) — dEn)x P« dZn)x Q).
(xviil)) —3dEn)x (P A Q) —» I=n)x P A I(Zn)x Q.
xix) F—3dEn)xPvIEn)x Q —» IEn)x (Pv Q).
xx) F—3dEn)x—Pv3Icn)x Q — IGn)x (P — Q).
(xxi) F—3dn)x Vy P — Vy 3(Zn)x P.

(xxii) F—dx IEn)y P — 3(Zn)y 3x P.

(xxiil)) F—Vx (P < Q) > (d(=n)x P < d(=n)x Q).




5. ALOGICA DESCRITIVA CLASSICA

Este capitulo apresenta uma versdo de uma ldgica descritiva, construida sobre a Ldgica
Equacional Cléssica. Como a mesma € erigida a partir de um sistema de l6gica cldssica, e preserva
todas as suas leis, chamamos este sistema de Ldgica Descritiva Cldssica, ou simplesmente LDC.
Esta 16gica estuda conjuntamente as propriedades dos conectivos, dos quantificadores, da igualdade
e das descri¢des nela definidas.

§1. Linguagens para a Légica Descritiva Classica

1.1 Definicao: Um alfabeto para LDC contém todos os sinais de um alfabeto para LEC, mais um
sinal especial, dito qualificador, o qual forma termos a partir de uma varidvel e de uma férmula,

z

0 “1”. O qualificador “t” é chamado de artigo definido.

1.2 Definicao: Os termos e formulas em LDC sao todos os termos e férmulas obtidos pelas regras
de formacdo de LEC, mais os termos da forma tx P, onde P € uma férmula em LDC. Tais termos
sdo ditos descricoes em LDC. A férmula P é também chamada de corpo da descrigcdo tx P.

1.3 Leitura: O termo 1t P pode ser lido como “o x tal que P”."!

1.4 Interpretacoes para tx P: O termo tx P pode ser interpretado de duas formas distintas:

¢ Em todos os contextos em que a férmula 3!x P for verdadeira, tx P denota o tnico objeto do
universo de discurso que satisfaz P; todas as descri¢des deste tipo sdo chamadas, nestes
contextos, de descrigcoes proprias.

¢ Quando a férmula 3!x P for falsa, Tx P denota um objeto do universo de discurso escolhido
arbitrariamente para corresponder a todas as descricdes deste tipo; todas as descri¢cdes deste
género sdo chamadas, nos contextos em que elas ocorrerem, de descrigoes improprias.

Nos termos da forma tx P as ocorréncias de x livres em P tornam-se ligadas em tx P, dai
serdo necessdrias algumas adaptagdes com respeito as defini¢des presentes em LQC e LEC; todas
as demais defini¢des e convencdes ndo alteradas nesta secao continuam valendo para LDC.

1.5 Definicao: Um designador em LDC é um termo ou uma férmula em LDC.

1.6 Notacao: No resto deste capitulo, as letras D,E,F,G, seguidas ou ndo de plicas ou subindices,
referem-se a designadores em LDC, a ndo ser que seja expresso o contrario.

1.7 Definicao: Uma ocorréncia de uma varidvel x em um designador D € dita ser ligada em D se a
mesma figurar em um subdesignador72 de D de uma das formas Vx P, 3x P ou tw P; caso contrario
esta ocorréncia € dita ser livre em D.

1.8 Definicao: Uma varidvel é dita ser livre em um designador se esta possuir pelo menos uma
ocorréncia livre neste designador; da mesma forma esta varidvel € dita ser ligada em um designador
se esta possuir pelo menos uma ocorréncia ligada neste designador. Uma varidvel é dita ser livre em
uma colecdo de designadores se ela for livre em pelo menos um elemento desta colecao.

A seguir a definicdo 3.1.17, de instanciacdo de uma varidvel por um termo, valida para
LQC, é adaptada para LDC.

! Tal leitura ndo reflete precisamente o significado de Tx P, como serd visto a seguir.
" Isto &, um designador que ocorre em D, o qual pode ser outro designador ou o préprio D.



1.9 Definicdo: A instanciacdo de x por t em D, notada por D(x|t), € o designador obtido de D
substituindo todas as ocorréncias livres de x por t, se D ndo possuir quantificadores nem o artigo
definido. Caso houver alguma ocorréncia de quantificadores ou do artigo definido na férmula
envolvida, entdo tal instanciacdo é definida conforme as seguintes cldusulas, onde x e y sdo
variaveis distintas e ¥ € {V,3,t}:

o (YxP)(x|t)=PxP;

* Wy P(x|t), se x ndo € livre em P ou y ndo é livre em t;
o (WyP)x|t)=<* Wz P(y|z)(x|t), se x élivre em P ey é livre em t, onde
z € a primeira varidvel nao ocorrendo em {x,t,P}.

Especificamos a seguir uma relacdo entre designadores, a qual é uma extensao da relagao de
congruéncia entre férmulas, definida na pagina 28.

1.10 Definicao: Nas cldusulas abaixo especificamos quando dois designadores em LDC sdo
congruentes, considerando ¥ € {V,3,1}:

X =¢ X.

C=¢cC.

f(ty,...,tn) =c g(uy,...,u;y) se, e somente se, f =g, n=re, paracadaie {1,....n}, t; =c u;.
p(ty,....ta) =c q(uy,...,u,) se, e somente se, p=q,n=re, paracadaie {l1,...,n}, tj=cu;.

=P = =Q se, e somente se, P =¢ Q.

P; # Qq =c P2 # Q; se, e somente se, P; =c P> e Q1 =c Q.

Se y ndo € livre em P, entdo Wx P ~c Wy P(x|y).

Se D; e D, forem designadores de tipos diferentes, entdo ndo € verdade que D; =c D».

§2. Um Calculo de Sequentes para a Logica Descritiva Classica

Nesta se¢ao nds falaremos somente da Logica Descritiva Cléssica; assim, para dizer que P é
conseqiiéncia de I' em LDC, notaremos isto por I |— P.

Damos abaixo um cdlculo de seqiientes para LDC. Este se constitui de todas as leis
primitivas de LEC, mais alguns esquemas adicionais; estas sdo ditas primitivas com respeito a este
calculo; também sdao chamadas de postulados de LDC. Todas as demais leis vélidas de LDC podem
ser obtidas a partir das leis primitivas ou postulados desta l6gica.

Todas as leis derivadas de LEC, devidamente traduzidas para a linguagem de LDC,
também sao validas em LDC, com excecdo do Esquema da Substituicdo da Igualdade para Termos,
dado na pg. 58, o qual ndo € vélido nesta forma em LDC, por supor implicitamente um fato nio
necessariamente presente em LDC, devido a sua distinta estrutura sintdtica, na qual termos podem
ter varidaveis ligadas.

Esquemas Primitivos da Descricao

2.1 Descri¢do Prépria: |— 3!x P — P(x|tx P);

2.2 Descricoes Equivalentes: |— V(P Q) > wP=1mxQ;

2.3 Descricoes Congruentes: Se y nao € livre em P, entao |— ™ P =1y P(x|y).
2.4 Descricoes Improprias: —3!x P, =3y Q |— wwP=1 Q.

Leis Basicas da Descricao
2.5 Existéncia e Unicidade: Se y ndo € livre em tx P, entdo valem as seguintes proposi¢des:

(1) dlx P & Vy (P(x]y) <y = P);
(i1) Alx P & P(x|twx P) A Vy (P(x]y) >y = P).



2.6 Congruéncia: As seguintes proposi¢des concernentes a congruéncia sio validas:
(i) Seté congruente a t’, entdo I— t=t’.
(i1) Se P € congruente a P’, entdo |— P P.
Antes da formulagdo das regras da substituicio de LDC € necessaria uma reformulacdo de

mais alguns conceitos ja presentes em LQC e em LEC, concernentes a substituicdo de designador
por designador em um designador, e escopo de uma varidvel em um designador.

2.7 Definicao: Uma ocorréncia de um designador em um designador E € dita real em E se a mesma
nao suceder em E um dos sinais “V”, “3”, ou “t”. Um designador D € dito ser real em E se D
possuir pelo menos uma ocorréncia real em E. A substituicdo de D por D’ em E, onde D e D’ sdo
ambos termos ou ambos férmulas, notada por E(D||D’), é o designador obtido de E substituindo
todas as ocorréncias reais de D em E por D’.

Abaixo € estendida a defini¢ao 3.1.21, de escopo de uma varidvel em uma formula, para
escopo de uma varidvel em um designador.

2.8 Definicao: Um designador D € dito estar no escopo de uma varidvel x em um designador E se
E possuir um subdesignador de uma das formas Vx R, 3x R ou tx R, tal que D é real em R.”

Quase todas as leis da substitui¢do de LEC valem em LDC da mesma forma, com exce¢ao
do Esquema da Substituicdo da Igualdade para Termos, o qual admite em LDC duas formulagdes
alternativas, ambas com algumas restri¢des quanto a sua aplicacdo, devido a existéncia, em LDC,
de termos possuindo varidveis ligadas.

2.9 Esquema da Substituicao da Igualdade para Termos:
e Sexy,...,. Xy s30 as varidveis livres em {ty,t;} tais que v estd em u no seu escopo,
entdo Vxi...Vx, (t; = tp) I— u(vl|t) = u(vl]|ty).

2.10 Regra da Substituicao da Igualdade para Termos:

o Se {F l_ L=, entao

v ndo estd, em u, no escopo de nenhuma varidvel livre em I e em {ty,t2},
I'Fu@lt) = u|ty).

Nas linguagens para LDC a instanciacdo de varidveis por termos em termos nao € idéntica a
substituicdo de varidveis por termos em termos, dai faz-se necessdria uma formulacao explicita de
um esquema de instanciacao da igualdade para termos, no qual ndo ha restricdes de aplicagao.

2.11 Esquema da Instanciacao da Igualdade para Termos:
* ti=tf—uk|t) = ux|t).

O Esquema e a Regra da Substituicdo da Igualdade para Formulas, bem como o Esquema
da Instanciagcdo da Igualdade para Formulas, concernentes a LEC, valem da mesma forma em
LDC. Os mesmos sdo novamente, por comodidade, enunciados a seguir.

2.12 Esquema da Substituicio da Igualdade para Formulas:
e Sexy,...,. Xy s80 as varidveis livres em {t,t;} tais que v estd em Q no seu escopo,

entdo Vxi...Vx, (t; = tp) I— Qvl||t) & Q(v||tp).
2.13 Regra da Substituicao da Igualdade para Formulas:

o Se {F l_ L=t entao

v ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {ty,t,},

I'—Qvlity) & Q(vlita).

73 p ~ . . ~ .
Se x estd no escopo forte de y em D, entdo x estd no escopo de y em D, mas a reciproca ndo € necessariamente
verdadeira.



2.14 Esquema da Instanciacao da Igualdade para Féormulas:
* ti=t|—Qk[t) & Q|ty).

Nas linguagens para LDC férmulas podem ocorrer em termos, dai existem em LDC duas
leis adicionais concernentes a substitui¢do de formulas por formulas em termos.

2.15 Esquema da Substituicao da Equivaléncia para Termos:
e Se Xxi,....xn sdo as varidaveis livres em {P;,P,} tais que S esti em u no seu escopo,
entio Vxy...Vxy (P1 <> P) — u(S[IPy) = u(S||Py).

2.16 Regra da Substituicao da Equivaléncia para Termos:

. s {FI—PIHPZ,

S ndo estd, em u, no escopo de nenhuma varidavel livre em I" e em {P1,P,},
T u(S[IPy) = u(S|[Py).

O Esquema e a Regra da Substituicdo da Equivaléncia para Férmulas sao validos da
mesma forma tanto em LQC e LEC como em LDC’™. Os mesmos sdo novamente enunciados a
seguir.

entao

2.17 Esquema da Substituicao da Equivaléncia para Féormulas:
e Se xj,....Xn s30 as varidveis livres em {P;,P,} tais que S estd em Q no seu escopo,
entio Vxi...Vx, (P1 <> P2) |— Q(SI|Py) <> Q(S||Py).

2.18 Regra da Substituicao da Equivaléncia para Féormulas:

o Se {r|—P19P2,

S ndo estd, em Q, no escopo de nenhuma variavel livre em I e em {P;,P5},
I' = Q(SIIPy) <> Q(S|IPy).

2.19 Definicao: Sejam D; e D, dois designadores, tal que ambos s@o termos ou ambos sao férmulas.
A samblagem “Dy = D,” representa a féormula “D; = D,”, se Dy e D; sdo ambos termos, e representa
a formula “D; <> D,” se Dy e D, sdao ambos féormulas. A samblagem “D; # D,” representa a
samblagem “—(D; = D»)”.

entao

Os Esquemas da Substitui¢do da Igualdade para Termos, da Igualdade para Férmulas, da
Equivaléncia para Termos e da Equivaléncia para Férmulas podem ser expressos em uma sé
formulacao.

2.20 Esquema Geral da Substituicao:
e Se Xxy,....xn sdo as varidveis livres em {Dy,D,} tais que G esti em E no seu escopo,
entdo Vxi...Vx, (D1 =D,) |— E(G|/Dy) =E(G||Dy).

As Regras da Substituicdo da Igualdade para Termos, da Igualdade para Férmulas, da
Equivaléncia para Termos e da Equivaléncia para Formulas também podem ser expressas em uma
s6 formulagdo, como faremos logo a seguir.

2.21 Regra Geral da Substituicao:

r |— D1 = Dz,
G nio estd, em E, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {D4,D,},

' | E(G|IDy) = E(G|IDy).

Finalmente, os Esquemas da Instanciacdo da Igualdade para Termos e para Férmulas
também admitem uma tnica formulagao.

o Se entao

2.22 Esquema Geral da Instanciacio para a Igualdade:
* ti=t|—E@[t)=E(x|t).

™ Em LPC o Esquema da Substituicdo da Equivaléncia para Férmulas é vélido sem quaisquer restri¢des,
simplesmente por nao haver em suas linguagens varidveis ligadas em férmulas.



Exercicios

1) Mostre que os seguintes esquemas sao validos:
i) F—3IxP<Px|lxP) AIxP.

(i) F—3x P Px|txP)AIxP.

(i) —AXPF—wP=1t (x #x).

(iv) =3y P—1toyP=1tw (x #x).

(v) pF——Px|wxP)—>-—-3xP.

(vi) [—wx=y)=y.

(vii) I P,Ix Q= P=wx Q — Vx (P < Q).

2) Dado que y nao € livre em tx P, mostre que:
i) H—Vyy=wP—Px|y)—3IxP.

(i) FH—3Iy@y=wPAPx|y)—IxP.

(i) —3Ix P VyPxly) >y =1 P).

3) Prove a validade das seguintes leis da substitui¢io e da instancia¢ao para a igualdade:
(i) Esquema Geral da Substitui¢ao:
Se x1,...,Xy s30 as varidveis livres em {D;,D,} tais que G estd em E no seu escopo,
entio Vxy...Vxy (D1 = Dy) —E(G||Dy) = E(G||Dy).
(i1)) Regra Geral da Substituicao:

Se {F |—D1 EDz,

~ . .. . entao
G nio estd, em E, no escopo de nenhuma varidvel livre em I" e em {D4,D,},

I'—E(GDy) = E(G||Dy).
(ii1)) Esquema Geral da Instanciacdo da Igualdade:
ti =t [~ E(x|t) = Ex|ta).

4) Prove a validade das seguintes conseqiiéncias do esquema geral da substituicdo, considerando
que X1i,...,Xy sd0 as varidveis livres em {Dy,D,} tais que G estd em P no seu escopo:

@) Vx1...Vxa (D1 =Dy) A P(G||Dy) & Vx1...Vx, (D1 =Ds) A P(G||D>).

(>i1) Vx1...Vxa (D1 =D,) = P(G||Dy) & Vx1...Vxn (D1 =D,) = P(G||Dy).

(111) P(G”D]) — dxq...3x, (D] * Dz) > P(G”Dz) — dxq...3x, (Dl * Dz).

@iv) Ax1...3x, (D1 # Dy) v P(G||Dy) < 3x1...3x, (D1 # Dy) v P(G||Dy).



6. A LOGICA DAS DESCRICOES INDEFINIDAS

Esta se¢do apresenta uma segunda versdo de uma ldgica descritiva, construida sobre a
Logica Equacional Classica, trabalhando com descri¢des indefinidas. Chamaremos este sistema de
Légica das Descricoes Indefinidas, ou simplesmente LDI. Esta 16gica estuda conjuntamente as
propriedades dos conectivos, dos quantificadores, da igualdade e das descricoes indefinidas.

§1. Linguagens para a Légica das Descricoes Indefinidas

1.1 Definicao: Um alfabeto para LDI contém todos os sinais de um alfabeto para LEC, mais um
qualificador, o “€”. O qualificador “€” € chamado de artigo indefinido.

1.2 Definicao: Os termos e formulas em LDI sdo todos os termos e férmulas obtidos pelas regras de
formacgao de LEC, mais os termos da forma ex P, onde P é uma férmula em LDI. Tais termos sdo
ditos descricoes em LDI. A féormula P é também chamada de corpo da descricdo €x P.

1.3 Leitura: O termo ex P pode ser lido como “um x tal que P”.”

1.4 Interpretacoes para ex P: O termo ex P pode ser interpretado de duas formas distintas:

¢ Em todos os contextos em que a férmula dx P for verdadeira, ex P denota um objeto do universo
de discurso que satisfaz P; todas as descricdes deste tipo s@o chamadas, nestes contextos, de
descricoes proprias.

¢ Quando a férmula dx P for falsa, eéx P denota um objeto do universo de discurso escolhido
arbitrariamente para corresponder a todas as descricdes deste tipo; todas as descri¢cdes deste
género sao chamadas, nos contextos em que elas ocorrerem, de descrigoes improprias.

1.5 Exemplo: Considerando a interpretacdo usual para os sinais contidos no termo
ex (x € N A2<x), temos que 0 mesmo pode significar qualquer nimero natural maior que 2. Tal
termo € uma descri¢do indefinida, pois ndo possui um significado determinado.

1.6 Definicao: Definimos em LDI, de um modo andlogo ao realizado para LDC, com as adaptacdes
6bvias, designador em LDI, ocorréncia de varidvel em um designador, ocorréncia ligada de uma
varidavel, ocorréncia livre de uma varidavel, varidvel ligada em um designador, varidavel livre em um
designador, instanciacdo de varidvel por termo, escopo forte de uma varidvel e aceitacdo de um
termo por uma varidvel.

1.7 Notacao: No resto deste este capitulo, as letras D,E, seguidas ou ndo de plicas ou subindices,
referem-se a designadores em LDI, a ndo ser que seja expresso o contrario.

1.8 Convencao: Na formulacdo das leis 16gicas de LDI, s6 consideraremos doravante instanciacdes
de varidveis por termos em designadores nas quais cada termo seja aceito pela varidvel
correspondente.

§2. Um Calculo de Seqiientes para a Logica das Descricoes Indefinidas

No restante deste capitulo falaremos somente da Logica das Descri¢des Indefinidas; assim,
para dizer que P é conseqiiéncia de I' em LDI, notaremos isto por I' |— P.

Damos a seguir um cdlculo de seqiientes para LDI. Este se constitui de todas as leis
primitivas de LEC, mais os esquemas da descri¢do prdpria, das descricdes equivalentes e das
descricdes congruentes.

Analogamente a LDC, todas as leis de LEC, devidamente traduzidas para a linguagem de
LDI, também sdo validas em LDI, com exce¢do do Esquema da Substituicdo da Igualdade para
Termos.
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Tal leitura ndo reflete precisamente o significado de ex P, como serd visto a seguir.



Esquemas Primitivos da Descricao Indefinida

2.1 Descrigiio Prépria: |— 3x P — P(x|ex P);
2.2 Descricoes Equivalentes: |— VP Q) »exP=exQ;
2.3 Descricoes Congruentes: Se y ndo € livre em P, entdo |— ex P =gy P(x|y).

Leis Basicas da Descricao Indefinida

2.4 Féormula Existencial: |— dx P < P(x|ex P).
2.5 Féormula Universal: |— Vx P & P(x|ex —P).

2.6 Definicao: A congruéncia de designadores em LDI € especificada de um modo anédlogo ao
realizado para LDC.

2.7 Congruéncia: As proposi¢cdes concernentes a congruéncia vdlidas em LDC também valem em
LDI, com a devida adaptacao para LDI.

2.8 Definicao: Definimos em LDI, de um modo andlogo ao realizado para LDC, com as adaptacdes
obvias, ocorréncia real de um designador, designador real, substituicdo de um designador, €
escopo de uma varidvel.

2.9 Escdlio: O esquema da substituicdio da igualdade para termos, a regra da substituicdo
da igualdade para termos, o esquema da instanciacdo da igualdade para termos, o esquema
da substituicdo da igualdade para férmulas, a regra da substitui¢do da igualdade para férmulas,
o esquema da instanciacdo da igualdade para férmulas, o esquema da substituicdo da equivaléncia
para termos, a regra da substituicio da equivaléncia para termos, o esquema da substitui¢do
da equivaléncia para féormulas e a regra da substituicdo da equivaléncia para férmulas valem
igualmente em LDI.

2.10 Escolio: O esquema geral da substituicdo, a regra geral da substitui¢ao e o esquema geral da
instanciagdo para a igualdade valem também em LDI.

Exercicios

1) Mostre que os seguintes esquemas sdo validos:
(i) —IxPl—exP=ex(x#x).
(i) —xP,-HQl-exP=gyQ.

(iii) —dIxPodx(x=exP AP).
(iv) —dIxPoVx(x=exP—>P).
(v) — dx P Vx (P> x=cxP).
(vi) —dxPo Vx(x=exP < P).
(vii) —VxPo dx (x=ex—PAP).
(vii) —VxPo Vx(x=ex—P—P).
(ix) — Vx =P < —P(x|ex P).

x)  FxP|—Qx|ex P) <> (P A Q)(x|ex P).

(xi) —3xP|—Qx|ex P) <> (=P A Q)(x|ex P).

(xii) I P,Ix Ql—exP=ex Q — Vx (P < Q).

(xiii) Ix P }—Vx (P> Q) = Q(x|ex P).

(xiv) Jx P} Q(x|ex P) = Vx (P — Q).

(xv) I P} Qx|ex P) & Vx (P — Q).

(xvi) IxP—Q(x|ex P) > 3x (P A Q).

(xvil)) IxPH—3x (P A Q) = Q(x|ex P).

(xviii) 3x P |~ Qx|ex P) <> 3x (P A Q).

(xix) Jx Py, Ix Py |— Vx (Py = P2) — Q(x|ex Py) — Q(x|ex Py).



2) O qualificador “t” de LDC pode ser simulado em LDI da seguinte forma:

o xP=cx(PAIxP)

Mostre que:

@) Alx P — P(x|tx P) (lei das descri¢des proprias de LDC).

(i1) Vx(P & Q) —» ™ P =1 Q (lei das descricdes equivalentes de LDC).

(iii)) Sey nao € livre em P, entdao |— T P =1y P(x|y) (lei das descri¢des congruentes de LDC).
(iv) —3dxP,—3ly Q |— ™ P =1y Q (lei das descri¢cdes impréprias de LDC).

v) —AxPH—wP=¢ex(x#x).

(viy =3y PH—1tyP=¢ex (x#x).

(vi) -IxP—->exP=w P,

3) Para cada inteiro positivo n, um novo qualificador é definido:

o cxP=¢exP.

e cxP=ex@CnxPAAx#exP,...x#ex P)AP).

Se existirem pelo menos n objetos x tais que P, entdo €x P,...,epx P denotam tais objetos; caso
contrério o termo €,x P € uma descri¢cdo imprépria, e dai, como as demais descri¢des improprias,
denota o objeto do universo de discurso correspondente a todas as descrigdes improprias.
Considerando que y ndo € livre em 3x P, mostre que:

@) A€n)x P < Vy (P(x]y) > V(y=ex P,....y = ex P)).

(ii) ACGn)x P & #(e1x P,....enx P) A A(P(x|g1x),...,.P(x|exx P)).

(iii) A=n)x P < #(€x P,....eax P) AVy (P(x|y) <> V(y =€1x P,....y = €,x P)).

(iv) =3En)x P |—eux P =ex (x 2 x).

(v) —3En)x P, —3p)y Q|—ex P=¢py Q.
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