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1 PROBLEMA DE CONTROLE

O objetivo principal do estudo dos sistemas de controle e resolver o que se costuma
denominar por “Problema de Controle”. Para que se possa apresentar uma formulagdo geral
do que seja o problema de controle, sdo necessarias algumas defini¢des iniciais.

1.1 Definicoes

e  Planta

E uma parte de um equipamento ou instalaco industrial, eventualmente um conjunto de
itens de uma maquina que funcionam juntos, cuja finalidade ¢ desempenhar uma dada
operacao.

e  Processo

Pode ser definido como uma operagdo ou desenvolvimento natural que evolui
progressivamente, caracterizado por uma série de mudangas graduais que se sucedem de
modo relativamente fixo, conduzindo a um resultado ou finalidade particular.

e  Sistema

,

E uma disposi¢do, conjunto ou colecdo de partes, dentro de um universo, que estdo
conectadas ou relacionadas de tal maneira a formarem um todo.

o  Sistema Fisico
E uma parte do universo que foi delimitada para estudo.

e  FEspecificacoes de Desempenho

Sao descricoes do comportamento a ser apresentado pelo sistema fisico, conforme
solicitacdao do usuario.

e  Modelo

Consiste na representacdo de certas caracteristicas do sistema fisico que sdo relevantes
para seu estudo.

e  (Controle

E a a¢do de fazer com que um sistema fisico atenda as especificacdes de desempenho
determinadas a priori.

o  Controlador
Dispositivo utilizado para a obten¢do do controle de um sistema fisico.

o  Sistema de Controle

Conjunto formado pelo sistema a ser controlado e o controlador.

Sistemas de Controle 1



Sistema de Controle em Malha Aberta

E aquele em que a saida ou resposta nao possui nenhuma influéncia sobre a entrada.

Resposta Desejada

Sinal de Controle

(Variavel Manipulada)

Saida

(Referéncia ou Set-Point)
SP —>

Controlador

(Variavel de Processo)
——> PV

MV

»
>

Planta

Sistema de Controle em Malha Fechada

E aquele em que a saida ou resposta influencia a entrada do sistema.

Sinal de Controle

Resposta Desejada  Comparagdo  (Varidvel Manipulada) y Saida
(Referéncia ou Set-Point) 4 MV (Variavel de Processo)
SP —»O—» Controlador »| Planta » PV
| Sensor + €
Transmissor
1.2 Exemplos
Ser humano tentando pegar um objeto
Posi¢ao do Posi¢ao
Objeto lhos oo da Mio
Cérebro > ‘i >
e Mao
Controlador Sistema
Controle de temperatura de uma sala
Temperatura Temperatura
Desejada Termostato vy Ambiente
Condicionado > Sala -
Controlador Sistema
Controle do nivel de um reservatorio
Nivel Nivel de
sejado + | Agua
J—»O—> Bomba > Reservatério—T=—>
I Controlador Sistema
Bobia [<
Sensor
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1.3 Formulacao Geral do Problema de Controle

Um problema de controle consiste em determinar uma forma de afetar um dado sistema
fisico de modo que seu comportamento atenda as especificagdes de desempenho previamente
estabelecidas.

Como, normalmente, nao ¢ possivel alterar a estrutura funcional do sistema fisico em
questdo, a satisfacdo das especificacdes de desempenho ¢ atingida mediante o projeto e
implementagdo de controladores (compensadores).

U = Universo

Entradas Manipuladas

Sistema
Fisico
Entradas

Exo6genas
w()

Meio
Ambiente

Saidas Observadas
»o)

Saidas de Interesse

z(t)

Especificagoes de

Desempenho
Modelos Velocidade
Il Segurancga
Quantitativos (Ex.: Modelos Matematicos) — Conforto
ou Custo
Qualitativos (Ex.: Modelos em Escala) Durabilidade

Y

Analise C> Projeto C> Implementacgio
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2 METODO DO LUGAR GEOMETRICO DAS RAIZES (LGR)

2.1 Introducio

O diagrama do LGR consiste em um conjunto de curvas no plano complexo s, onde estas
curvas representam as posicoes admissiveis para os pélos de malha fechada de um dado
sistema quando o seu ganho varia de zero a infinito.

Considere o seguinte sistema:

R(s) + G(s) C(S); G (5)= C(s) G(s)
- MEYTTR(s) 1+ G(s)H(s)

Os podlos de malha fechada sao as raizes do polindmio caracteristico:

1+ G(s)H(s) =0
U

G(s)H(s) =-1

Como G(s)H(s) representa uma quantidade complexa, a igualdade acima precisa ser
desmembrada em duas equagdes, as quais nos fornecem as seguintes condicdo para a
localizag¢do dos pélos no plano s:

Condigao de Mddulo:

G(s)H(s)| =1 (2.1)

Condig¢ao de angulo:

|£G(s)H(s) = £180(2k +1) k=0,1,... (2.2)
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Ex:

R(s) + K C(s)
_% s(s+4) "

C(s) K
R(s) s*+4s+K

Os podlos de malha fechada sdo as raizes da eq. caracteristica = s> +4s+K =0
p, =—2++44-K
_4+ 16—
s= 4 ;6 4K =-2+4/4-K
p, =—2-44-K

Variando K temos a seguinte tabela de p6los de malha fechada:

K P1 P2
0 0 -4
1 -0,27 -3,73
2 -0,59 -3,41
4 -2,00 -2,00
5 -2,00 +j 1,00 -2,00 -5 1,00
8 -2,00 +j 2,00 -2,00 -5 2,00
Ponto de
K—>®© Am Teste __ - IG(s)H(s)| = 1=
A, K =1
AIAZ
K=0 K=0 0,
I L Re TN
S Re
ZG(s)H(s)=+180°(2k +1) =
K — o0 0,+0, =180°
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2.2 Passos para a Construcao do LGR

1. Escrever o polindmio caracteristico do
modo que o parametro de interesse (K) p.ex.: 1 + G(s)H(s) = 1 + KP(s)
apareca claramente:
[1(s+2z)
2. Fatorar o polindmio P(s) em termos dos np 1+ G(s)H(s) = 1 + K =1
6los e ny zeros. -
P g [Ts+p j)
Jj=1
3. Assinalar os polos e zeros de malha aberta X =Polos e O = Zeros.
no plano s com os simbolos | O LGR comeca nos podlos e termina nos
correspondentes. ZEros.
4. Assinalar os segmentos do eixo real que sdo | O LGR se situa a esquerda de um ntimero
LGR. impar de polos e zeros
5. Determinar o nimero de lugares separados, LS = np, quando np > ny;
LS (seguimentos de curva que compde o np = Numero de polos finitos
LGR). nz = Numero de zeros finitos
6. O LGR ¢ simétrico com relagdo ao eixo real | Basta desenhar a parte acima do eixo real e
(eixo horizontal) depois espelhar o esbogo.
| > (p)-Y (=)
7. (np - nyz) seguimentos de um LGR o, = -
prosseguem em dire¢do aos zeros infinitos p =1
ao longo de assintotas centralizadas em oy e
A (2q + 1) o
com angulos ¢@,. ¢, =—"=180°,q = O,l,2,...,(nP —n, —1)
N, —n,
1° Fazer K = p(s);
8. Determinar o ponto de saida (se existir)
sobre o eixo real. 2° Determinar as raizes de —dlzi(s) =0.
S
9. Utlllzapdo o critério de Routh-Hurwu‘*tz, Ver critério de estabilidade de
determinar o ponto no qual o eixo .
. e . Routh-Hurwirtz.
imaginario ¢ cruzado (se isso ocorrer).
. _ Angulo de Partida = 180° - (X6;) + (Z¢;)
10. Usando a condi¢do de adngulo, determinar o |
angulo de partida para os polos complexos e | Angulo de Chegada = 180° - (20 +(26))
o angulo de chegada para os zeros | gpde:
complexos. 0; = angulos de vetores partindo dos
. . demais poélos até o polo em questdo.
£ P(s) =180" £¢360" em s = p; ou z: ¢; = angulos de vetores partindo dos
demais zeros até o p6lo em questao
6 Sistemas de Controle




Exemplo 1: Sistema com 2 polos e 1 zero reais

Considere o seguinte sistema:

R(s) + s+2 C(s)
> K(s+2
’?' A g Bypewry: 1+ Gs)H(s) =1+ ~5+2)
- s” +4s
1. Escrever o polindmio caracteristico do K(s+2)
modo que o parametro de interesse (K) 1+ G(s)H(s) =1+———==1+KP(s)
apareca claramente: 57 +4s
K(s+2
1+ G(s)H(s) = z(s—) =
2. Fatorar o polindmio P(s) em termos dos np s”+4s
polos e nz zeros. = P(s) = (+2) (forma fatorada)
s(s+4
Lugar Geométrico das Raizes
(LGR) Mo.2
3. Assinalar os polos e zeros de malha aberta
no plano s com os simbolos
correspondentes: 01
Re
x ‘ @) ‘ *
- - - - - 0
X = Pélos e O = Zeros. ° 4 3 Z !
O LGR comeca nos pdlos e termina nos 0.1
Zeros.
-0.2
Lugar Geométrico das Raizes
(LGR) Mo2
Total de
4. Assinalar os segmentos do eixo real que 2 polos e zeros 04
sdo LGR. (n® Par) \ '
Re
X ‘ C. : > |
5 4 3 7 A 0
O LGR se situa a esquerda de um numero \
impar de polos e zeros. Total de 0.1
. Total de
3 polos e zeros .
(n° Impar) 1 polos e zeros
(n° Impar) -0.2
Sistemas de Controle 7




o  Exemplo 2: Sistema com 4 polos e 1 zero reais

Considere agora o seguinte sistema:

R(s) T K
(s+2)(s+4)

C(s)

(s+1)
s(s+4)

A

K(s+1)

1+ G(s)H(s) =1+
(H() st +10s® +32s* +325

1. Escrever o polindmio caracteristico do
modo que o parametro de interesse (K)
apareca claramente:

s+1
st +10s® +32s* +32s

1+KP(s)=1+K

2. Fatorar o polinomio P(s) em termos dos P(s) = (s+1)
, (S) - 2
np polos e ny zeros. s(s+2)(s+4)
Im 5
3. Assinalar os pélos e zeros de malha Polo com
aberta no plano s com os simbolos multiplicidade 2
correspondentes: \
X ‘ % o Re
-5 4 -3 -2 -1 0
X =Polos e O = Zeros.
O LGR comec¢a nos polos e termina nos
Zeros.
-5
Im
Trecho entre B
2 polos 5 tliotal de
4. Assinalar os segmentos do eixo real que Pélo com P (z;lspe af)e ros
sio LGR. multiplicidade 2
% ‘ X & wRe
5 -4 3 A2 A 0
O LGR se situa a esquerda de um numero Total de
impar de polos e zeros. 3 pblos e zeros
(no Impar) Total de
1 polos e zeros
(n° Impar) -5
5. Determinar o n° de lugares separados,
LS = np= 4

LS = np, quando np > ng;

6. LGR ¢ simétrico em relagdo ao eixo real .

Sistemas de Controle




7. (np - nyz) seguimentos de um LGR
prosseguem em direcdo aos  zeros
infinitos ao longo de assintotas
centralizadas em oy € com angulos ¢,.

o = Z(_pj)_Z(_Zi)
—n

4
np

" :MBO",q = 0,1,2,...,(nP —n, —1)
n,—n,

_ (D) +2H-CD _-9

4-1 3

g, =20 g0 [0, =609 =0

=-3

A

-5
4-1 =14, =180"q =1
(np—n.-1)=2  |#.4=300%g=2
8. Determinar o ponto de saida (se existir)
sobre o eixo real.
1° Fazer K = p(s); I
m
2° Determinar as raizes de —dﬂ(s) =0. S
s
Q%S): 0= s=-2,5994
1+ KP(s)=1+K— : s+1 : (Pto. de saida sobre Re) /
s*+10s® +325° +325 \/
s*+10s° +3252 +325 E o —e
=p(s)=K=- = 5 -4 -1 0
s+1
_, dp(s) _ 35" +245° +625° +645+32
ds (s + 1)2
logo:

dp(s) =0=s=-2,5994
ds

Sistemas de Controle




o  Exemplo 3: Sistema com 2 polos reais e 2 polos complexos

Ex.: Considere agora o seguinte sistema:

R(s)* K
s(sz+8s+32)

C(s)

1
(s+4)

A

K
s*+12s° +64s? +128s

1+G(s)H(s) =1+

1. Escrever o polindmio caracteristico do

: 1
modo que o pardmetro de interesse (K) | 1+KP(s)=1+K— . >
) s"+12s” +64s” +128s
apareca claramente:
2. Fatorar o polindmio P(s) em termos dos P(s) = 1
np polos e nz zeros. S(s+4)(s+4+4i)(s+4—40)
10
3. Assinalar os podlos e zeros de malha
aberta no plano s com os simbolos L5
correspondentes: %
W 8 s 4 2 P
X =Polos e O = Zeros.
X
O LGR comec¢a nos polos e termina nos -5
Zeros.
-10
Totalde | '°
) ) 2 polos e zeros
4. Assinalar os segmentos do eixo real que (n° Par) | 5
sao LGR. X
Re
-10 -8 -6 -4 -2 2
O LGR se situa a esquerda de um nimero X -
impar de polos e zeros. Total de
1 polos e zeros
(n® Impar) 10
5. Determinar o n° de lugares separados, LS=np=4

6. LGR ¢é simétrico em relacdo ao eixo real .

10
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7. (np - ny) seguimentos de um LGR
prosseguem em direcdo aos zeros
infinitos ao longo de assintotas

centralizadas em oy e com angulos ¢y.

_O+EAHHEHHEA 12

~10

-3
4 4 4
bi=""71—" ¢, =135%¢g=1
=
¢, =225%q=2
(1 =n. ~1)=3 6, =315 =3 10
8. Determinar o ponto de saida (se existir)
sobre o eixo real.
1° Fazer K = p(s); (-1,5767; 83,5704) AP()
T~ 80

dp® _,.
ds

2° Determinar as raizes de

1
=
st +12s° +64s? +128s
=p(s)=K=-s"+125" + 645> +128s =

I+KP(s)=1+K

_ I0) 400 3657 —1285-128 20
ds
logo:
- - - 07
W) _ 5= 15767 ! . ’ : s
ds
9. Utilizando o critério de Routh-Hurwirtz, st 1 64 K
determinar o ponto no qual o eixo real ¢ s’ 12 128
cruzado (se isso ocorrer). s? by K
1
S C1
O polindmio caracteristico ¢: g0 K

s +12s8° +64s* +128s+K =0

A vpartir do critério de Routh-Hurwirtz,
determinamos o polindmio auxiliar:

53,33345s” +568,8889 = 0

cujo as raizes determinam os pontos onde o
LGR cruza o eixo imaginario.

s12=+3,2660 i

12(641)—2_128 =53,3333

. _b(128) - 12(K)

: =128-0,2250K
bl

Logo, o limite de ganho para estabilidade ¢:

K= 128 =568,8889

10,2250

Sistemas de Controle
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10. Usando a condi¢do de angulo, determinar
o angulo de partida para os polos
complexos e o angulo de chegada para os

zeros complexos. o
6,=135°
£ P(s) =180° + ¢360° em s = p; ou z. L | | ‘"‘(,% Re
-10 -8 -6 2
Logo:
P . . -5
0, =180° —(90° +90° +135°) = 225° or simetria
-10
6)_ g 5=-15767 10 0

S
(Pto. de saida sobre Re)

10 -10
2.3 LGR para Funcoées de Transferéncia Tipicas
G(s) LGR
/\Im
1. K >
st, +1 Re

= %

12
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Mm

K AV N
(st,+D(st,+1) ’1\ I\ Re
T >
/\lm
K N N
(st,+D(st, +1)(sT4 +1) T T 1] Re
T T, Y
/\lm
PR >
S Re
Mm
K
_— 3¢ %>
s(st, +1) 1 Re
T
Sistemas de Controle 13




K

s(st, +D(st, +1)

r-ll,_.)r

-

K(st, +1) _ K
- — = >
s(st,+1)(st, +1) 1 1 L ( Re
T, T, T
Mm
Podlo com
multiplicidade 2
3. § *—>
S Re
/\Im
Po6lo com
multiplicidade 2
s*(st, +1) 1 Re
T
14
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Ki +1
0. %; T % O
s“(st, +1) 1 1 Re
- o
Mm
Polo com
multiplicidade 3
K \
1. — S
s’ e
/\Im
Po6lo com
multiplicidade 3
12, X6 +D o X
1 Re

K(st, +1)(st, +1)
13. «
S

Pdlo com
multiplicidade 3

Re

O

<

1
T

b

Sistemas de Controle
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Mm
Pélo com
multiplicidade 2
K(st, +1) \
14. — : O
s“(st,+D)(st, +1) 1 /| Re

IS
o=

Ta

K(st, +1)(s T, +1)
Cs(sT, DT, D) (s Ty +D(sT, +1) Re

X
X
)
0)

2.4 Localizando Raizes no LGR

Um ponto qualquer no plano s pertence ao LGR de um sistema, ou seja, ¢ raiz deste
sistema, se forem satisfeitos os critérios de modulo e angulo de fase (egs. (2.1 ) e ( 2.2)).
Desta forma, uma vez tracado o LGR, € possivel, através de dois passos adicionais, verificar
se um ponto qualquer no plano s pertence ao LGR de um dado sistema.

ZP(s)| _ =180°%¢360° =

11. Determinar a localizagdo das raizes que
satisfazem o critério do angulo de fase. [z 0, - Z¢J] =180°+ ¢360°
Il (S tp j}
j=1
12. Determinar o valor do parametro K na raiz s;. |KP(S) s, 1=K, = "
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Exemplo: Teste de localizacdo de raizes para um sistema de segunda ordem

Considere o seguinte sistema de segunda ordem:

K

C(s)

s(s+4)

R(s) +?

1+GH(s) =1+ K ik
s(s+4)

Dado um ponto s; no plano s, € possivel verificar se ele pertence ao LGR do sistema em

questdo através do critério do angulo de fase:

11. Determinar a localizagdo das raizes que
satisfazem o critério do angulo de fase.

ZP(s)| . =180° £4360°

K
s(s + 4) o,

— [(180° - 0)+ 6]=-180°

z =-Ls; - ZL(s; +4)=

p

[1

(s—i-p_,}

12. Determinar o valor do parametro K na raiz s;.

p

H(S”ij}

K=" 1 = K, = |si||(si +4)

1 ny

(s+2z,)
k=1 s=s;

onde: |si| ¢ a magnitude do vetor que vai

da origem até s;.
|(si + 4)| ¢ a magnitude do vetor

que vai de -4 até s;.

Sistemas de Controle
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2.5 Exercicios

1. Tracar o LGR para os seguintes sistemas (com K>0), e, testar se o ponto dado
pertence ao LGR do sistema:

K

a) G(s)H(s) = m ;

s, =-1,0066+3,9950i .

K

VO e

H(s)=1; s,

1

=-0,3337-0,5780i .

¢) G(s)H(s) = £<(S—+2); s; =-0,7660+ 0,2995i .
s +2s+3

d) G(s) = 2;; H(s) = l; s; =-0,4968+1,3290:i .
s +4s+5 S

1 1
e) G(s)= ; H(s)=——; s, =2,5509-4,1649i .
) GG) s(s? +4s+13) ®) s+1

1 s+1

f) G(s) = ; H()=——; s; =-0,2968 +4,3290i .
s+3,6 S

2. Dadas as seguintes funcdes de transferéncia de malha fechada. Considerando que

estes sistemas tém realimentagdo unitéria, tracar o LGR, e, testar se o ponto dado pertence ao
LGR:

2
€ __ s+l 05000+ 0,5000:

a) - 2 s
R(s) 2s"+2s+1)

C(s) _ 1 .
R(s) s*+4s’+11s? +14s+11"°

s, =-1,0000-1,5811i .
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3 ACOES DE CONTROLE BASICAS

3.1 Introducio

A introdugdo de um controlador em um determinado sistema visa a modificacdo de sua
dinamica, manipulando a relagdo entrada/saida através da atuacdo sobre um ou mais dos seus
pardmetros, com o objetivo de satisfazer certas especificacdes com relagdo a sua resposta
(Ogata, 1993). Os parametros do sistema que sofrem uma agdo direta do controlador, sdo
denominadas de varidveis manipuladas, enquanto que os parametros no qual se deseja obter
as mudancgas que satisfacam as dadas especificagdes, denominam-se variaveis controladas.

O controlador ¢ um dispositivo fisico, podendo ser: eletronico, elétrico, mecanico,
pneumatico, hidraulico ou combinagdes destes. No projeto real de um sistema de controle, o
projetista deverd decidir pela utilizagdo de um ou mais controladores. Esta escolha depende
de varios fatores. O tipo de controlador mais comumente usado, mesmo em plantas das mais
diversas naturezas, € o controlador eletronico. De fato, os sinais ndo elétricos sdo,
normalmente, transformados em sinais elétricos, através de transdutores, e, devido a
simplicidade de transmissdo, aumento da performance, aumento da confiabilidade e
principalmente, facilidade de compensagdo. Geralmente controladores eletronicos sao
circuitos simples, formados basicamente por amplificadores operacionais, sendo assim de
facil implementagdo pratica e baixos custos (Ogata, 1993).

Uma vez determinada a necessidade de se projetar um controlador, existem algumas
configuragdes possiveis, com respeito ao posicionamento do mesmo no sistema a ser
controlado. Algumas das configuragdes mais usadas em sistemas de controle, sdo:

e  Controladores Serie

Em geral, o projeto de controladores série ¢ mais simples que o de controladores por
realimentacdo. Entretanto, normalmente exige amplificadores adicionais para aumentar o
ganho do sistema. Consiste em colocar o controlador no ramo direto de alimentagdo, ou seja,
em série com a planta

e  Controladores por Realimentacdo

Em geral, o nimero de componentes necessarios na compensagdo por realimentagdo sera
menor que o nimero de componentes na compensagao série. Esta configura¢do recebe este
nome pois, neste caso, o compensador ¢ inserido num ramo de realimentacao.

C(S); RO U6 Planta )

R(s) + ~E(s) Comp. U(s)>

Planta

Comp.
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3.2 Acoes Proporcional, Integral e Derivativa (P-I-D)

e  (Controle Proporcional (P)

A razdo entre a saida e a entrada do compensador ¢ chamada de ganho proporcional ‘K’,
quanto maior for o ganho do compensador, menor serd o erro de estado estacionario ‘es’,
contudo, o tempo de acomodagdo aumenta, tendendo, em certos casos, a desestabilizar o
sistema. O inverso acontece quando se reduz (atenua) o ganho. Um compensador deste tipo,
como ndo acrescenta polos nem zeros ao sistema principal, representa apenas um ajuste no
seu ganho original.

u(t) = Ke(t) ; U(s) = KE(s)

onde: e(t)=r1(t) - y(t)

Resumo

e E um amplificador com ganho ajustavel (K).

e O aumento de K diminui o erro de regime.

e Em geral, o0 aumento de K torna o sistema mais oscilatorio, podendo instabiliza-lo.

e Melhora o regime e piora o transitorio, sendo bastante limitado.

Ex:

R(s) * ! C(s)
(ts+1) -

1
eYS =
‘ 1+ K

Para entrada degrau unitario =

O erro sera nulo somente para K — o, 0 que nem sempre ¢ possivel.
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e  Controlador Proporcional + Integral (Pl)

A agdo integral corresponde a ter-se uma taxa de variagcdo do sinal de saida com relagdo a
. t ~ -
entrada (u=kje=>u= kij-oe dt). Desta forma, com uma acdo integral, atua-se beneficamente

na resposta em regime permanente, tendendo a eliminar o erro de estado estacionario,
contudo, prejudica-se o regime transitdrio, pois acrescenta-se polos ao sistema tendendo a
desestabiliza-lo, e com isso aumentar o tempo de acomodacao.

A atuacdo de um controlador PI corresponde a soma de uma acdo proporcional com uma
acdo integral. Desta forma pode-se melhorar a resposta transitoria com a contribui¢ao da agao
proporcional, enquanto a agdo integral corrige o erro de estado estacionario.

1 (K S+K, )
ut)=K,| e(t)+—[e(r)dr ; U(s)=—"——E(s)
7,0 N
K, . . .
onde: K, =——, sendo t; 0 tempo integrativo ou reset time. R
Tl'
O X >
Resumo
e Tende a zerar o erro de regime, pois aumenta o tipo do sistema.

e Adiciona um poélo em p = 0 e um zero em z = - Ky/K.

e E utilizado quando a resposta transitoria ¢ aceitavel e resposta em regime
insatisfatoria.

e Como aumenta a ordem do sistema, acrescenta possibilidades de instabilidade
diferentes daquelas apresentadas pelo sistema original.

Ex:
R(s) + K. 1 C(s
() K+ b )
) s (tst1)
ca 1
Para entrada degrau unitario = e, = ——=0
1+00
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e  Controlador Proporcional + Derivativo (PD)

Embora um controlador puramente derivativo nao seja implementavel na pratica, a acao
derivativa, associada a acdo proporcional, corresponde ao acréscimo de um zero ao sistema,
atuando beneficamente no regime transitorio, tendendo a aumentar a estabilidade relativa do
sistema e reduzindo o tempo de acomodagdo, contudo, contrapondo-se a estas vantagens, ele
aumenta o tempo de subida e, por ndo atuar no regime permanente, nao corrige o erro de
estado estacionario.

Obs.: Este compensador, por introduzir um avancgo de fase, é considerado na bibliografia
como um caso particular de um compensador em avango. (Ogata, 1993 e Kuo, 1995)

u(t)=K, [e(z) +7, %]e(t) : UGs) = (K, +Ks)EGs)

onde: K;= K, 74, sendo 7, a constante derivativa.

Resumo

e [eva em conta a taxa de variagao do erro O

v

e Adiciona um zero em z = - K,/Ky4

e E utilizado quando a resposta em regime ¢ aceitadvel e resposta transitdria
insatisfatoria.

¢ Introduz um efeito de antecipagdo no sistema, fazendo com que o mesmo reaja nao
somente a magnitude do sinal de erro, como também a sua tendéncia para o instante

futuro, iniciando, assim, uma a¢ao corretiva mais cedo.

e A acdo derivativa tem a desvantagem de amplificar os sinais de ruido, o que pode
causar um efeito de satura¢ao nos atuadores do sistema.

Ex:

R(s) * K, +Kys | 1 Cis)

Js2

e _ (K, +Kys)
R(s) Js*+K;s+K,
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e  Controlador Proporcional + Integral + Derivativo (PID)

O PID une as agdes proporcional, integral e derivativa num s6 controlador, atuando tanto
no regime transitdrio quanto no regime permanente.

U(s) K,s’ +K s+K,
E(s) - s

U(s) =(Kp +£+KdeE(S) =
s

Resumo
¢ E utilizado quando temos resposta transitoria € em regime insatisfatorias.
¢ Adiciona um po6lo em p =0 e 2 zeros, que dependem dos parametros do controlador.

¢ Geralmente os dois zeros sao reais € iguais.

3.3 Acoes de Controle Avanco-Atraso

e  Controlador Avanco de Fase (Lead)

Sua principal finalidade é suprir um atraso de fase estabelecido naturalmente pelas
proprias caracteristicas de alguns componentes do sistema original. Este tipo de compensagao
permite remodelar o lugar das raizes de maneira a obterem-se pdlos dominantes desejados em
malha fechada. Em geral seus efeitos correspondem a um aumento no amortecimento, com
menores tempo de subida e de acomodacao, o que corresponde, no dominio da freqiiéncia, a
um aumento na largura de faixa. Além disso, as margens de ganho e de fase sdo melhoradas,
contudo o erro de estado estacionario ndo ¢ afetado.

U(s) :K(s+z) :E(s/z+1)

G.(s)= >z
Es) (s+p) p (s/p+D)
G.(s)=K, rstl ,emque:z=l ; p=L ; Ko=Ka ; 0<a<l
ars+1 T art
Resumo A
¢ Introduz um zero e um poélo
X—O -

e Melhora o transitério, a exemplo do controlador PD

e Sempre adianta a fase
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e  Controlador Atraso de Fase(Lag)

Uma compensacao em atraso melhora o erro em regime permanente, no entanto, diminui
a largura de faixa, o que implica, em termos de dominio do tempo, numa resposta mais lenta,
com maiores tempos de subida e acomodacgao. Em alguns casos ¢é preciso reduzir a largura de
faixa de um dado sistema com o intuito de torna-lo menos susceptivel a sinais de ruido

U(s) _K(s+2) _Kz (s/z+])

G.(s)= z>p
Es)  (s+p) p (s/p+D)
s+1 1
G.s)=K,——,emque: z=— ; p=— ; K, =Kg ; p>1
prs+1 pr
Resumo
A

¢ Introduz um zero e um poélo

e Melhora o regime, a exemplo do controlador PI
n V |-
\J 7\ Ll

e Sempre atrasa a fase

e N3do zera o erro, mas o reduz bastante

e  Controlador Avanco-Atraso de Fase(Lead-Lag)

Em casos onde se deseja uma resposta rapida, caracteristica de sistema com
compensagdo em avango, porém com diminui¢do do erro em regime estaciondrio, que ¢
garantida por uma compensacao em atraso, ¢ possivel usar um controlador que una ambas as
caracteristicas, que ¢ o caso do controlador em avango—atraso.

_ U(s) _ K(s+zl)(s+zz)
E(s) (S+p1)(s+pz)

G.(5)

s+l 7,5+1

; em que: i<l; K>0; p>1; 0<ax<l

Gc (S) = KC »
ars+1 fr,s+1 T, T,
A
Caracteristicas
e Introduz dois zeros e dois polos ¢ fa O >
/N 7 \J 7\ g

¢ E usado para melhorar o desempenho em regime e o transitorio

e E analogo ao controlador PID
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3.4 Modificacoes das Acoes de Controle PID

e  PID Original

-t 1 Dis)
R(s) Els) : U(s) ¥(s)
(3 < A Gls)
B(s) =
N(s)
e Parte Derivativa -Filtro
T.s
—4  com: y~0.1
1+vT,s
e PID
e 1 1 Dis)
R(s) E(s) 1 U(s) é ¥(s)
- F K, Gils)
B(s) T
1 B(s) NGs)

Objetivo: Nao derivar variagdes bruscas no sinal de referéncia

e [-PD

D(s)

R(s) ™ U )
- ﬁ_ X, | Gyls) |

B(s)

B(s) NGs)

Objetivo: Nao derivar, nem amplificar variagdes bruscas no sinal de referéncia.
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3.5 Exercicios

1. Dados os seguintes sistemas e seus respectivos controladores, tracar o LGR do
sistema sem o controlador, e, testar se o ponto dado pertence ao LGR do sistema. Em seguida

tracar o LGR com sistema em série com o controlador e testar se agora o ponto pertence ao
LGR:

a) G(s) =

1 1
E H(s)=—

; s, =-0,2968 +4,3290i ,
S+, S

Controlador PD com K, =0,4 e K;= 1.
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4 PROJETO DE CONTROLADORES PELO METODO DO LGR

4.1 Especificacoes de Desempenho

Normalmente, as especificacdes de desempenho transitério sdo dadas em termos de
sistemas de 2° ordem, ou seja, em termos de fator de amortecimento (&) e freqiiéncia natural.

Para um sistema de segunda ordem, temos:

C 2
(s) _ On : Polos = [s = —£o, Tt ®,4/&” 1 (4.1)

R(s) s°+28wn,s+

Se as especificagdes forem: M (%) <M e t, < T, temos §2¢;, ¢ Ew, 2 (éwn )mm.

-1
0 = cos amin

» Re

(Lo )min

Regido Viavel para os polos de malha fechada

O projeto de controladores ¢ basicamente um método educado de tentativa-e-erro, onde
se tenta satisfazer todas as especificagdes de desempenho. Uma vez projetado o controlador, o
projetista deve verificar se o sistema em malha fechada satisfaz todas as especificacdes de
desempenho. Se ndo for este o caso, repete o processo de projeto por modificacdo de
parametros ajustaveis, ou modifica a configuracdo do sistema, até atingir as especificagdes
requeridas.

Quando desejamos alterar o desempenho transitério de um sistema, o controlador deve
contribuir com singularidades de modo que o LGR do sistema passe no ponto especificado,
calculado a partir das especificagdes de desempenho. Quando desejamos alterar o
desempenho em regime, o controlador deve contribuir com o ganho necessario, sem alterar
muito o LGR do sistema original.
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4.2 Projeto de Controladores PD

A funcao de transferéncia de um PD ¢:

K
Gc(s)=Kp+de=Kd[s+K—pj=Kc(s+z) (42)

d

E utilizado quando o sistema tem um transitorio insatisfatério e regime bom.

e Passos para o projeto de controladores PD

1) Traduzir as especificagdes de desempenho em termos de uma localizacdo desejada dos
p6los dominantes de malha fechada

2) Verificar se o objetivo nao pode ser atingido com um controlador Proporcional

3) Se o PD ¢ necessario, localizar o zero de modo que a condi¢do de angulo seja
satisfeita

4) Calcular o ganho total requerido, aplicando a condi¢do de modulo.
5) Calcular a constante de erro estacionario
6) Se a constante ndo for adequada, tentar um outro controlador.

7) Simular o sistema com o controlador e observar o comportamento da resposta. Caso
ndo seja satisfatorio, tentar um ajuste fino dos pardmetros do controlador (K, e z)

Kgs

X

OBS: PD pritico = G ()= K + 3<a<l10

EXEMPLO:

)

+
R—»((S) } > G (s) > 52 ),

Projetar um controlador G(s) para que: 7, <4s ; M, <20%.

T
Da equagdo do maximo pico: M, =e 1€ = 20% , obtemos: ¢ ... =0,46; e da equagdo

do tempo de acomodacgao (para 2%): ¢, = 4 =4; obtemos: (é’a)n) =1.
[0}

n

min
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Sendo ainda: @, = @,+/1- {7, para os valores de {'e @, encontrados, temos: @, =1,95.

Logo os p6élos dominantes de malha fechada devem estar em -1 + 1,95i.

Como ¢ imprescindivel a introducdo de um controlador PD para a obtengdo dos polos
dominantes desejados, determinam-se o zero e o ganho do controlador utilizando-se o critério
de angulo e o critério do médulo, respectivamente.

0=0,=0, = 180—ATAN[L] =117,13°

(gwn )min = _—a)d
. z tan(lSO _ ¢) + (é/a)n )min
=180 ATAN[—”I j = U ;
(é/a)n )min -z _
z=241
0, -0, +$=—180 = ¢ = 20 ~180 = 54,25°

o’ +(z-1)
Como o sistema originalmente ja tem um ganho K = 2,0, temos que: K, = K, / K=10

Resposta no Tempo

181 Sem Controlador

1.6+

Resposta

0.8

0.6 -

0.4

0.2

A simulag¢dao mostra que a especificagdo de desempenho com relagdo ao maximo sobre-
sinal ndo foi cumprida, sendo necessario realizar um ajuste fino nos parametros do
controlador. Neste caso, usar um ganho K, > 2,5 resolve esse problema.
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4.3 Projeto de Controladores PI

A funcao de transferéncia de um PI ¢:

K, sK,+K, _x s+K, /K, _K.(s+2)

G (s)=K,+—= (4.3)
S

s r s s

E usado quando o sistema ¢ Tipo N e se deseja que o mesmo apresente erro zero para
uma entrada de complexidade N, ou seja, quando desejamos melhorar o regime.

e  Passos para o projeto de controladores Pl

1) Localizar o p6lo na origem,;

2) Determinar o zero de modo que a condi¢cdo de angulo seja satisfeita;
3) Calcular o ganho total requerido, aplicando a condi¢do de modulo;
4) Simular o sistema em malha fechada com o controlador

5) Caso o desempenho ndo seja satisfatorio, tentar fazer um ajuste fino dos parametros do
controlador (K, e z)

EXEMPLO: Dado G(s) = ﬁ; H(s) =1 . Projetar um controlador para que o sistema
s(s+

tenha erro zero para entrada rampa, alterando o minimo possivel o transitério.

Resposta "a Rampa
10 T T T

Com Controlador

Sem Controlador

Resposta
(&)
T
|
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1.4

1.2

Resposta
©
(o]

©
o

0.4

0.2

Resposta no Tempo

Mg = 4.32%

its = 4.36seg _
: | | | | |
5 6 7 8 9 10
Tempo

Testa-se valores para o modulo do zero do controlador tdo pequenos quanto possivel. As
respostas apresentadas, foram obtidas com K, =1 e z =0,25. Quanto menor for o valor de z,

menos o transitorio sera alterado, porém, o seguimento da referéncia se dard mais lentamente.

10

Resposta
[6)]

Resposta "a Rampa

—— Referencia

—— Sem Controlador

— z2=0.10
z=10.25

z = 0.50
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4.4 Projeto de Controladores PID

Sdo muito freqlientemente utilizados em sistemas de controle industriais. De uma
maneira geral, a fun¢do de transferéncia de um PID, considerando zeros reais ¢ da seguinte
forma:

s°K, +sK, + K, _x (s+z)(s+2z,)

c

S S

(44)

K.
G (s)=K,+—+K;s=
s

e  Passos para o projeto de controladores PID

1) Traduzir as especificagdes de desempenho em termos de uma localizagdo desejada de
p6los dominantes de malha fechada;

2) Verificar se o objetivo ndo pode ser atingido com um controlador mais simples;

3) Se o PID ¢ necessario, localizar o p6lo na origem e os zeros de modo que a condigdo
de angulo seja satisfeita;

4) Calcular o ganho total requerido, aplicando a condi¢cdo de modulo;

5) Simular o sistema com o controlador e observar o comportamento da resposta. Caso
ndo seja satisfatério, tentar um ajuste fino dos pardmetros do controlador (K., z; € z5).

EXEMPLO: Dado o sistema G(s) = ; H(s). Projetar um controlador PID para que

2
s
os polos de malha fechada estejam em s = -1+ V3i

Uma rapida analise do problema nos mostra que o nimero de parametros (K. , z; e z»)
que precisam ser calculados ¢ maior do que o nimero de equagdes que descrevem o problema

(critério de angulo e critério de mdédulo). Uma alternativa para contornar este problema ¢
considerar que os zeros do controlador sdao idénticos.

Neste caso, tem-se:

b=¢ =4, =180—ATAN(

-

-z
6, :180—ATAN(\/§ —1):143,79° ¢ =96,95° =
6, =180~ ATAN(Y3 +1)=110,10°} = z, =z, B
6, =180 - ATAN(Y3 )= 120,00° tan(180-¢)
~6,-0, -0, +24=-180 sz =2, 20,79

(\/(\/5—1)2 +1ZJU(\/§+1)2 +1ZJU(\/§)2 +12j

K, = =237

(BT v )
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Resposta no Tempo
14 T T T

1.2 Mp = 13.96% -

/\Com Controlador
1 3

hd \

o
oo
T

Sem Controlador

Resposta

o
(o))
T

0.4

0.2

Tempo

4.4.1 Regras de Zigler-Nichols para o Ajuste dos Parametros do PID

Conforme apresentado anteriormente, o problema de controle consiste em determinar
uma forma, normalmente, mediante o projeto de controladores, de afetar um dado sistema
fisico de modo a satisfazer certas especifica¢des de desempenho.

Também sabemos que, apesar de todo o avango tecnologico dos ultimos anos, com o
surgimento de solugdes avancadas, tanto em termos de algoritmos de controle quanto de
hardware, os controladores PID, e suas variagdes, ainda sdo, com larga vantagem, os mais
usados na industria. Os argumentos, para essa massiva predominancia do PID, vdo desde a
simplicidade, a facilidade de implementa¢do e manuten¢do. A maioria desses argumentos se
justifica pelo nimero reduzido de parametros sintonizdveis existentes nos PIDs. Embora,
algumas versdes de PIDs, trazidas em CLPs e instrumentos de redes industriais, apresentem
um numero elevado de pardmetros a serem ajustados, a estrutura béasica de um PID contém
apenas trés parametros: O ganho proporcional — kp, a constante de tempo integrativo z; (ou o
ganho integrativo k;), e, a constante de tempo derivativo z; (ou o ganho derivativo k).

O ajuste dos parametros de um controlador ¢ chamado de sintonia (funing). Quando se
tem um modelo matematico, representativo, do sistema, a escolha dos pardmetros do
controlador recai no desenvolvimento de um projeto, que pode ser feito com base mo método
do lugar geométrico das raizes, dentre outros. Como, nem sempre ¢ possivel se obter um
modelo, que represente, adequadamente, a dindmica que se deseja controlar, se fez necessario
o surgimento de técnicas, que nao dependessem de modelo, para sintonia do controlador.
Zigler e Nichols propuseram dois métodos para sintonia de controladores PID baseadas em
experimentacdo e, conseqiientemente, independentes da existéncia de um modelo matematico
do sistema. Ambas visam, basicamente, a obten¢ao de 25% de sobre-sinal maximo, na
resposta ao degrau.
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e  Primeiro Método de Ziegler-Nichols

Plantas que nao envolvam integrador(es), ou, pdlos complexos conjugados dominantes,
tendem a apresentar uma curva de resposta ao degrau em forma de S.

Reta tangente no
ponto de inflexao

Temp<>)

Este tipo de curva pode ser caracterizado por duas constantes: tempo de retardo (L) e
constante de tempo (7). Essas constantes sao determinadas tragando-se uma reta, tangente ao
ponto de inflexdo da curva de resposta, e encontrando-se os pontos de interse¢do dessa reta
com o eixo dos tempos € com uma reta dada por y(f) = K. Uma vez determinadas estas
constantes, elas sao usadas para determinagdo dos parametros do controlador, de acordo com
a seguinte tabela:

Tipo de
Controlador Kp G t
T
P — 00 0
L
T L
09— —
PI = 03 0
T L
PID 1,2— 2L —
L 2

EXEMPLO: Considere uma planta com modelo matematico desconhecido. Uma entrada,
tipo degrau unitario foi imposta a essa planta e amostras, de sua saida, foram colhidas,
experimentalmente, a cada 0,1 segundos. O resultado desse ensaio pode ser visto na curva de
resposta apresentada na figura a seguir.
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Resposta ao Degrau

Referencia |
Resposta

apnyiiduwy

10

Tempo

Utilizando-se métodos numéricos (Diferenciagdo Numérica por Diferengas Finitas
Centrais) determinou-se que o ponto de inflexdo da curva ocorre aos 0,7 segundos, com

amplitude de 0,1270. Determinou-se, entdo, tomando um ponto anterior € um ponto posterior

0,2495¢—0,0477).

a este, a reta tangente ao ponto de inflexao (y

2.0041

0.19104 e T

0_57+7F+7\7+7\

Resposta ao Degrau: L

10

0.45 -

0.4 -

0.35

!
“
o

o o

N g

o
apnjiidwy

0.15 -

0.1

0.05 -

Tempo

Uma vez determinada a reta tangente, determinou-se: L = 0,2 ¢ 7= 2,0.
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parametros para as quais o sistema funcione satisfatoriamente.

36

De posse desses valores, fazendo-se uma breve consulta a tabela proposta por Ziegler e
Nichols, tem-se os seguintes parametros para um controlador PID: kp = 12,5886, 7; = 0,3821 ¢
7= 0,0955. Com esta sintonia, a planta com o controlador apresentaram a seguinte resposta:

Resposta

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Resposta ao Degrau: Kp = 12,5886, Ti = 0,3821 e Td = 0,0955

M

p= 66.19%

/\‘\
S 1
'ty = 5seg |
1 1 1 1 :\ 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo

Os métodos de Ziegler-Nichols fornecem uma estimativa inicial para os parametros do
controlador. Caso a resposta do sistema controlado ndo seja satisfatoria, com os parametros
fornecidos pelo método de Ziegler-Nichols, o projetista devera determinar alteragcdes nestes

Resposta

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

i=1,40eTd = 0,35

Resposta ao Degrau: Kp = 8,57, T

Mp=17.81%
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e  Segundo Método de Ziegler-Nichols

Este método consiste em determinar o valor de ganho proporcional, que torna o sistema
marginalmete estavel, com sua saida apresentando oscilagdes mantidas. Esse valor de ganho ¢
chamado de ganho critico, K.

y

1
I \/ ‘\/ \/' Tempo

Como os métodos de Ziegler e Nichols sdo, essencialmente, experimentais, aplicados a
sistemas para os quais nao se dispoe de modelos matematicos, a obtencdo, na pratica, do
ganho critico, consiste em, uma vez implementado um controlador PID, ele ¢ configurado
para funcionar como um controlador P (7; = «0 ¢ 7; = 0). O ganho proporcional ¢ aumentado
até que a saida do sistema apresente oscilagdes mantidas. Tal valor de ganho serd o ganho
critico, K., € o periodo de tais oscilacdes serd chamado de periodo critico, P.. Uma vez
determinadas estas constantes, elas sdo usadas para determinacdo dos pardmetros do
controlador, de acordo com a seguinte tabela:

Tipo de
Controlador Ke Z ta
P 0,5K,, 00 0
0,5P
PI 0,45K, - 0
1,2
PID 0,6K 0,5P, | 0125P,

Os métodos de Ziegler-Nichols, para determinagdo dos pardmetros de controladores
PIDs, tém sido amplamente utilizados e sua importancia ¢ indiscutivel. Porém, ¢ importantes
notarmos que:

1. Em sistemas cuja resposta ao degrau nao tem forma de S, ndo ¢ possivel
aplicar o primeiro método de Ziegler-Nichols;

2. Em sistemas que ndo se tornam marginalmente estdvel para nenhum ganho,
nao ¢ possivel aplicar o segundo método de Ziegler-Nichols; e,

3. Os métodos de Ziegler-Nichols fornecem, apenas, uma estimativa inicial para
os parametros do controlador, sendo necessario, em muitos casos, um ajuste
fino desses parametros, por parte do projetista.
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EXEMPLO: Considere uma planta com modelo matematico desconhecido. Uma entrada,
tipo degrau unitario foi imposta a essa planta e amostras, de sua saida, foram colhidas,
experimentalmente, a cada 0,1 segundos. O resultado desse ensaio pode ser visto na curva de
resposta apresentada na figura a seguir.

Amplitude

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Resposta ao Degrau

i i i i i i i — Referencia
****** e degoodyo. 1| — Resposta

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tempo

Como a curva de resposta ndo tem forma de S, o primeiro método de Ziegler-Nichols nao
se aplica. E introduzido um ganho ajustavel na malha do sistema e, apos algumas tentativas,
determina-se o ganho que faz com que o sistema tenha oscila¢gdes mantidas, K. = 4,00. e o
periodo dessas oscilagdes, P, = 6,3s.

Amplitude

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Resposta ao Degrau com Ganho Critico, KCr =4

¢ =

15 20 25 30 35
Tempo

40 45 50
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3,1500 e

De posse desses valores, fazendo-se uma breve consulta a tabela proposta por Ziegler e

Nichols, tem-se os seguintes parametros para um controlador PID: kp = 2,4000, 7

7= 0,7875. Com esta sintonia, a planta, com o controlador, apresentaram a seguinte resposta:

=0,79

3,15e Td

2,40, Ti =

Resposta ao Degrau: Kp

X
<
\\6.
©
N

I

eg.. -

15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo

10

1, a partir dos valores fornecidos pelos métodos de Ziegler-Nichols,

buscar um ajuste melhor do controlador, de acordo com a experiéncia do projetista. Neste

caso, apenas aumentando, em 50%, o valor de k,, obtém-se a seguinte resposta:

4

€ possive

J4

Sempre

Resposta ao Degrau
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4.5 Projeto de Controladores Avanco de Fase

A FT de um controlador avango de fase é:

S+
G.(s)=K, { :KCS+Z,com:0<oc<1 (4.5)
S+—— Stp
ol

E utilizado quando o sistema tem um transitorio insatisfatdrio e regime bom.

e  Passos para o projeto de controladores Avanco de Fase

1) Traduzir as especificagdes de desempenho em termos de uma localizagdo desejada de
p6los dominantes de malha fechada

2) Verificar se o objetivo ndo pode ser atingido com um controlador Proporcional

3) Se o controlador avango de fase € necessario, posicionar o zero do controlador em um
local adequado

4) Determinar a localizacdo do pdlo do controlador de modo que a condi¢do de angulo
seja satisfeita

5) Calcular o ganho total requerido, aplicando a condi¢cdo de modulo
6) Calcular a constante de erro estacionario
7) Se a constante ndo for adequada, tentar um outro controlador, voltando ao passo 3.

8) Simular o sistema com o controlador e observar o comportamento da resposta. Caso
nao seja satisfatério, tentar um ajuste fino dos pardmetros do controlador (K, e z)

EXEMPLO: Dado o sistema G(s) = . Projetar um controlador G.(s) para que

s(s+2)

®, =4 rad/s sem modificar o fator de amortecimento.

Da FT de MF, temos: o, =2,0 e ¢ =0,5. Logo, para as especificagdes dadas, os polos
dominantes de malha fechada devem estar em -2 + 3,4641i.

Fazendo-se uma breve andlise do LGR do sistema original com relacdo aos pdlos
desejados, verifica-se que o zero do controlador deve esta a esquerda dos pdlos de MA do
sistema original. Foi escolhido, empiricamente, z=3,0. A partir dai, aplicando o critério do

angulo calculamos p=5,6 e aplicando o critério do médulo obtemos que o ganho total do
sistema serd: K, =19,2. Como o sistema originalmente ja tem um ganho K =4,0 o ganho do
controlador sera: K, = K,/K =48.
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Resposta

Sinal de Controle

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Resposta no Tempo

Sistemas de Controle

MP =21.13%
- A, Com Controlador -
i Sem Controlador
L 't = 2.24seg. ]
| | : | | | | |
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Tempo
Sinal de Controle no Tempo
~ il
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 10
Tempo
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4.6 Projeto de Controladores Atraso de Fase

A FT de um controlador atraso de fase é:

K Sto s+z
G, (s)=—¢ {:KC ,com f>1 (4.6)
ﬂs-i—— S+p
pT

O objetivo do controlador ¢ melhorar o regime, sem alterar significativamente o
transitorio.

Sabemos que: K, = linoqsG(s). Logo, com o controlador em série com a planta, temos
Nawd

que: Kv,,,, = lin(}ch (5)G(s) = linol G.(s)K,
1
x| =
onde: Kv, ~=— T |k =Kk K
comp ﬂ 1 v c v

BT

Aplicando a condicao de modulo para o sistema com o controlador e considerando que os
polos de malha fechada ndo terdo grandes altera¢des, temos:

.
T |G(s)|, =1 = K, = B = Kv,, = K,
Blg, 1 '
TSl
Logo: S+l
G.(s) = { (4.7)
S+—
pT

e  Passos para o projeto de controladores Atraso de Fase

1) Determine o ganho de malha aberta utilizando a condi¢ao de médulo
2) Calcule o coeficiente de erro particular especificado para o problema

3) Determine a quantidade de aumento no coeficiente de erro necessaria para atender as
especificagdes

4) Determine o polo e o zero do controlador que produz o aumento necessario, sem
alterar significativamente o LGR original (proximos entre si e proximos da origem).

5) Simular o comportamento do sistema com o controlador, voltando ao passo 4, caso
necessario
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EXEMPLO: Dado G(s) = ; H(s) =1 . Projetar um controlador para que o sistema

5
s(s+2)
tenha um erro de regime para entrada rampa unitdria igual a 1/20, sem alterar
significativamente o transitorio.

Calculando, com relagdo ao sistema original, a constante de erro estacionario para uma
entrada tipo rampa, temos K, =2,5. Dos requisitos de projeto, temos que Kv. = 20. Logo,

Kv,, = pK, = B =8.Uma boa escolha para o zero do controlador costuma ser z = 0,1, que

comp

comp

corresponde a 7' =10. Com esses valores de z e £, temos que a FT do controlador ¢ dada por:

(s+0,0)
Ge(s)=——""—
(s+0,0125)
Resposta "a Rampa
10 T T T T T
—— Referencia
—— Sem Controlador
—— Com Controlador
]
®
g 5+ |
(7]
(O]
n'd
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo
1 . 1F
0.5 i 05} .
: : o 1
05 i 05} i
1L 3 -1
2 15 1 0.5 0 2 15 1 0.5 0
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Quanto maior for o valor de T, menor serdo as alteragdes causados pelo controlador com
relagdo ao comportamento transitorio do sistema original. Contudo, valores muito grandes de
T tendem a ndo ser implementaveis na prética.

Resposta no Tempo

14 T T T
121 My = 20.58% i
i Com Controlador
1 ; \\ﬁ;' —
| Sem Controlador
g 0.8 't, = 3.84seg |
7] |
O |
o |
2 l
¥ 0.6~ ; s
0.4+ | s
0.2+ i _
0 | L | : | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo

4.7 Projeto de Controladores Atraso-Avanco de Fase

De uma maneira geral, a FT de um controlador atraso-avango de fase é:

] ]
S+? S+F
G.(s)=K, . f (4.8)
S+ s+——
! BT,

E utilizado quando o transitdrio e o regime estao insatisfatorios.

e  Passos para o projeto de controladores atraso-avanco

1) Traduzir as especificagdes de desempenho em termos de uma localizacdo desejada de

polos dominantes de malha fechada.
2) Determine a contribui¢do angular necessaria ¢ para a rede em avango

3) Determine T e yatravés da condicdes de angulo
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+
N =

o)
+
NS

4) Determine K, através da condi¢ao de mdédulo

1 1 1
S+ ? s+ 7 S+ ?
G, (5)G(s)| =1= . 12 |K.G(s)| ; considerando: 12 =1
s+ 2 s+ O
ol AT, AT, |,
5) Determine f a partir das exigéncias de erro: Kv,, = lirrol sG,(s)G(s) =

= lingsKC EG(S) =K, EKV, e, escolha 7, de modo que a contribui¢do angular da parte em
§—> 7/ 7/

atraso esteja entre -5° € 0°, e 0 modulo desta parte em s, seja aproximadamente a unidade.

5) Simular o sistema com o controlador e observar o comportamento da resposta. Caso

ndo seja satisfatorio, tentar um ajuste fino dos parametros do controlador.

EXEMPLO: Dado o sistema G(s) = 4 ; H(s). Projetar um controlador atraso-

s(s+0.5)
avango para que os polos de malha fechada tenham &=0.5, o, 6 =5rad/s e para que o

sistema tenha um Kv =80.

comp

Determinando a FT de MF da planta néo controlada G, (s) = 2;, ¢ facil notar
s°+0,5s+4
que: £=0,125, @, =2rad/s. Além disso podemos observar que os polos de MF do sistema

se localizam em: s,, =-0,25 + 1,98i. De G(s) temos ainda que K, = lirrol sG(s)=8.

Das especificagdes de projeto, temos que os pélos dominantes de malha fechada devem
estarem s, =-2,50 £ 4,33;.

A partir dos polos de MF da planta nao controlada, temos: L =180°.

5=-0,25+1,98i
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A partir dos polos desejados, temos: —1 = 235°.

§=-2,50 + 4,33i

Logo a contribui¢do de fase da rede em avanco € de: ¢ = —180°+6, + 6, = 55°.

6, =180°— ATAN 433 =120°
2,50

onde:

6, =180°— ATAN 43 s
2,50 0,50

o s=-2,50+4,33i

27 \\\\\\\iiiz\\ i
1 \\:::::::\\\ _
0,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,:::::\\\ =
L ]
2L ]
-37 L L L L +

-4 -3 -2 -1 0

E facil notar que infinitas combinac¢des de T} e » podem gerar a contribui¢io de fase
desejada. Sendo assim, € necessario fixar, aleatoriamente, algum dos parametros. Neste caso,
o zero da rede em avanco pode ser posicionado em s = -0,5, acarretando em um cancelamento
matematico um dos polos da planta. A partir dai, com a posi¢do do zero e a contribui¢do de
fase, a posicao do pdlo ¢ determinada como sendo aproximadamente em s = -5,0, ou seja,
T,=2¢ey=10

Agora, do critério de modulo, temos:

Kcs+0,5 4 | :lec:s(stS) =§=6,25
s+5 s(s+0,5) 5= 2.50+4.337 §=-2,50+4,33i
A partir do erro de velocidade estatico desejado Kv,,,, =80 ¢ dos valores anteriormente
ychamp
calculados, temos: f=——=16
KVKC

Como qualquer valor de 7, > 5 satisfaz a condig¢do de angulo, ¢ assumido que 7, =5.
Conclui-se assim o projeto do controlador.
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Resposta
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4.8 Exercicios

1. Considere o exemplo da secdo 4.2. Verifique, através de simulagdo, a resposta do
sistema com o controlador PD projetado: variando-se o ganho do controlador:

Variando-se o ganho do controlador de 1 & 5, com incremento de 0,5;
b. Variando-se o ganho do controlador de 1 a 2, com incremento de 0,1;

c. Variando-se a posicdo do zero do controlador de 0,1 a 3,1, com incremento de
0,5. Lembrar de recalcular o ganho;

d. Variando-se a posi¢do do zero do controlador de 0,4 a 0,8, com incremento de
0,05. Lembrar de recalcular o ganho;

2. Para cada um dos sistemas dados a seguir, projetar o controlador indicado para
satisfazer as especificagdes dadas:

1
G(s) = . Projetar um PD para que em MF =0,7,
(5) 10000(s* —1,1772) ! para 4 s
w,=05rad/s.
820 )
b. G(s)= . Projetar um controlador em atraso para que o fator
s(s+10)(s +20)
de amortecimento dos podlos dominantes permane¢a em & =0,6, mas, a
constante de erro de velocidade estatico aumente para Kv,,,, = 4157,
1 )
c. G(s)=————. Projetar um controlador em atraso-avango para que o
s(s+1)(s+5)

fator de amortecimento dos pdlos dominantes seja & =0,5, e, a constante de

erro de velocidade estatico seja Kv_ =50s"" (escolher o zero da por¢io em

comp

avanco de forma a cancelar o pélo da planta em s = -1).

3. Seja G(s)= , verifique através de simulagdo a resposta do sistema com um

sT+2s5+1
controlador PI, com os seguintes parametros:

a. Kc=1,00;z=0.01;
b. Kc=1,00;z=0.05;
c. Kc=1,00;z=0.10;
d. Kc=1,00;z=0.25;
e. Kc=1,00;z=0.50;
f. Kc=2,50;z=0.25;
g. Kc=5,00; z=0.25;
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5 APROXIMACAO DISCRETA DE FUNCOES DE TRANSF. CONTINUAS

5.1 Introducio

Muitas vezes um sistema analogico de controle ¢ substituido por um sistema de controle
digital devido as vantagens deste ultimo sistema, particularmente no que toca a comunica¢ao
e flexibilidade. Nestes casos, ¢ natural pensarmos em métodos que convertem um sistema
analogico (continuo) para um sistema digital (discreto) com caracteristicas semelhantes. Um
caminho para isto € usar um curto periodo de amostragem e fazer algumas aproximagdes
discretas a partir do controlador continuo.

H(z) = G(s)

t) ! KT _ KT oyt
% A/D W ;) Algoritmo ¥ g D/A | vy
/Y A X
Relégio

5.2 Aproximacoes por Integracao Numérica

Uma funcao de transferéncia representa uma equacao diferencial. Assim sendo, é natural
obter uma equacao de diferencas cuja solucdo ¢ a aproximagdo para a equacao diferencial.
Existem trés formas bésicas de fazer esta aproximacdo: método Forward (ou método de
Euler), método Backward e método Tustin (ou método de trapezoidal).

Supondo que os valores dos sinais de entrada e saida de um sistema continuo s3o
medidos a cada T segundos e que este periodo T ¢ suficientemente pequeno, podemos obter
uma equacdo de diferencas que modela aproximadamente a relacdo entre um sinal de entrada

t
u(t) e sua integral y(t) = ju(z‘)dz‘ , ou seja:

_Y®) 1
G(s)= UGs) =3 (5.1)

e  Meétodo de Euler ou Forward

Baseia-se na seguinte equacdo de diferengas, resultado do método de integracdo
numérica de Euler; y, =y, ,+Tu,_,; ou seja:

_Yo _ T
H(z) = U =1 (5.2)

Comparando as equagoes ( 5.1 ) e ( 5.2 ), concluimos que nesta aproximagao:
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S_Z—l (5.3)
E .

Neste caso, podemos mostrar que o semi-plano esquerdo do plano s ¢ mapeado para a
regido mostrada na figura abaixo, a qual inclui o circulo unitario. Assim sendo, neste tipo de
aproximacao ¢ possivel que um sistema continuo estavel (p6los em s no semi-plano esquerdo)
seja transformado em um sistema discreto instavel (p6los em z fora do circulo unitario).

Plano s Método Forward Plano 2

lV_\ Im

Semi-plano Esquerdo

Re Re

Circulo|Unitario

o  Meétodo Backward

Baseia-se na seguinte equagdo de diferengas, resultado do método de integracao
numérica semelhante ao de Euler; y, =y, , +Tu, ; ou seja,

_Y(@») _ Tz
H(z)= U(z) z-1 (54

Comparando as equagdes ( 5.1 ) e ( 5.4 ), concluimos que nesta aproximacao:
§=—" (5.5)

Neste caso, podemos mostrar que o semi-plano esquerdo do plano s ¢ mapeado para a
regido mostrada na figura abaixo, a qual esta contido no circulo unitario. Assim sendo, neste
tipo de aproximagao, um sistema continuo estavel sempre serd transformado em um sistema
discreto estavel. Porém, podemos ter sistemas continuos instaveis transformados em sistemas
discretos estaveis.

Plano s Método Backward Plano 2

Im Im

Semi-plano Esquerdo

Re Re

Circulo|Unitario
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e  Meétodo Trapezoidal, Tustim ou Aproximacdo Bilinear

Esta aproximacao corresponde ao método dos trapézios para integracdo numérica, que

. . . . u, +u,_ )
corresponde a seguinte equagao de diferengas; y, =y, , + T%; ou seja:

_ Y(2) :I(Z+1)

H(z 5.6
2 U(z) 2(z-1) (36)
Comparando as equagoes ( 5.1 ) e ( 5.6 ), concluimos que nesta aproximagao:
g=2Z27] (5.7)
T z+1 '

Neste caso, podemos mostrar que o semi-plano esquerdo do plano s ¢ transformado no
circulo unitario, como mostra a figura abaixo. Neste caso, sistemas continuos estaveis sao
transformados em sistemas discretos estaveis e sistemas continuos instaveis sao
transformados em sistemas discretos instaveis.

Plano s Plano z

Método Tustin

Mm

Semi-plano Esquerdo

Circulo|Unitario

5.3 Invariiancia ao Degrau

A idéia ¢ utilizar uma equivaléncia de ordem zero de sistema G(s), considerando-o
precedido por um Segurador de Ordem Zero (SOZ)

H(z) ~ G(5)

Desta forma, a fun¢do de transferéncia discreta H(z), pode ser obtida a partir de G(s),

através da seguinte equagao,
-1 G
H(z) = (Z—j z {ﬁ} (5.8)
z S
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5.4 Exercicios

1. Fazer as aproximagdes Forward, Backward, Tustin e Invariante ao Degrau para:

2) G(s)=-
S
b) G(s):iz
S
c) G(s)=
S+a
d) G(s)=—2
S+a
e) G(s)=K—
S+a
G(s) = s
K
g G(s)=—s
(s+a) +o’

2. Um controlador PI continuo ¢ descrito por K (1 + L] .
7.8

a) Use a aproximagdo de Tustin para encontrar a representagdo discreta do
controlador PI;

b) Determine as relagdes entre os parametros continuos K e 7; e seus
correspondentes discretos.
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6 IMPLEMENTACAO DE CONTROLADORES DIGITAIS

6.1 Introducio

O principal problema tratado neste capitulo ¢ a implementagao de algoritmos de controle
em computadores digitais. Uma vez escolhida uma lei de controle e obtida sua representagcdo
discreta, ¢ necessario implementa-la. Normalmente, ndo basta colocar a lei de controle na
forma de um codigo de computador, existem importantes consideragdes que nao podem ser
desprezadas. E preciso, por exemplo, estabelecer comunicagio com os sensores e atuadores e
criar interfaces homem-maquina (IHM).

Os detalhes da implementacdo dependem dos hardware e software usados. Supondo uma
implementagdo em um computador digital com relogio (RTC — Real Time Clock) e
conversores A/D e D/A, um esquema geral poderia ser representado da seguinte forma:

Computador Digital

t) + t kT kT tz Planta t
r(_»() )——»e() : A/D o :)Algoritmo u( 2 D/A u( ou Y():

-k ‘ T 7y T Processo

Relogio

[ Qorcrroc |
| Sensores |<

A lei de controle implementada no algoritmo computacional opera em ciclos, com
duracdo equivalente ao periodo de amostragem determinado para o sistema.

Relogio <~

Codigo Computacional:

Ler dados (A/D);
Calcular variavel de controle;
Escrever dados (D/A);

6.2 Pré-Filtragem e Atraso Computacional

o  Pre-Filtragem

Para evitar aliasing’ é necessario usar um pré-filtro analdgico, antes de amostrar os sinais
dos sensores analdgicos, visando eliminar distirbios e ruidos com freqii€ncias superiores a
freqiiéncia de Nyquist. A pré-filtragem ¢ fundamentalmente importante, quando existem
componentes de alta freqiiéncia que podem contaminar o sinal amostrado.

! Aliasing é um fendmeno que ocorre quando o sinal amostrado contém harménicas maiores que a metade
da freqiiéncia de amostragem.
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Em alguns casos a solu¢do mais simples ¢ introduzir um filtro analdégico na frente do

amostrador:
 Reldgio
r(t) + y(t)
— Filtro —» C(2) —» SOZ » G(s) >
Sensores [«

Um circuito analogico tipico para um filtro de segunda ordem é:

R

R

—AMN

3C

R

AWN—
20C

—0

sc L
° - L

31
|

r+

0

G, (5) =

2

(0]

Implementacdo, através de
amplificador operacional, de um
filtro de segunda ordem, com

. 1
freqliéncia: w=——, e, funcdo de
RC

transferéncia dada por ( 6.1 ), onde:
op ¢ a largura de banda selecionada
para o filtro.

(0] +220( 25, oo

Filtros de ordem superior podem ser obtidos pelo arranjo, em cascata, de varios filtros de
primeira e segunda ordem.

e  Atraso Computacional

Tanto os conversores (A/D — D/A) quanto os calculos computacionais requerem tempo,
por isso, sempre existird atraso quando uma lei de controle for implementada
computacionalmente. Este atraso ¢ chamado de atraso computacional, e, afeta o desempenho
global do sistema controlado.

y
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o

@

g y(Tk+1)

o

S y(TK)

[

2 y(Tk-1)

a :

> : Tempo
u \"'1 A

[}

g | u(Tk+1)

=

3 u(Tk)

% Atraso

5 >

:§ > Computacional

3

p
Tk-1 Tk Tk+1  1emPo

Variavel de Processo

Variavel de Controle

y(Tk+1)
-" Tempo
M § u(Tk+1)
u(Tk)
R
: u(Tk-1) Atraso
r— N Computacional
‘—
Tk-1 Tk Tk+1 ~ 1empo
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Existem basicamente duas possibilidades: A variavel de processo medida no instante k
pode ser usada para calcular a agdo de controle para o instante k+1, ou a variavel de processo
medida no instante k ¢ usada imediatamente no calculo da ac¢do de controle, que, por sua vez,
deve ser enviada ao conversor D/A tao rapido quanto possivel.

No primeiro caso, o atraso computacional ¢ constante, o que ¢ uma vantagem, porém ¢
igual ao periodo de amostragem, o que pode ser demasiado grande para alguns sistemas. Ja no
segundo caso, o atraso normalmente serd menor, porém dependerd de aspectos da
programacao, e, para leis de controle ndo lineares podera variar a cada ciclo.

6.3 Atuadores Nao-Lineares

Grande parte dos métodos para o projeto de controladores baseia-se na teoria de sistemas
lineares, ou seja, partem do pressuposto de que o processo a ser controlado ¢ linear. No
entanto, a maioria dos sistemas fisicos reais apresentam algum tipo de ndo-linearidade. No
caso dos sistemas de controle, isso acontece, mas tipicamente, com os atuadores. Uma das
principais ndo-linearidades apresentadas por atuadores ¢ a saturacao.

Planta ou Processo

|
| Atuador Dinamica Linear
|
|

ﬂn—» % (0 > %)—'—y(i)

Um dos principais atuadores encontrados em processos industriais sdo as valvulas.
Durante a abertura e fechamento as valvulas sdo aproximadamente lineares, porém, as
situagoes de totalmente aberta e totalmente fechada sdo exemplos tipicos de nao-linearidade
por saturagdo de atuador.

Existem, fundamentalmente, dois caminhos para lidar com essa realidade: Um ¢ utilizar
técnicas de projeto que levem em conta as ndo-linearidades. Estes métodos costumam
envolver céalculos complexos, gerando assim, leis de controle também complexas. Outro
caminho ¢ utilizar métodos heuristicos simples.

6.4 Aspectos Operacionais

Neste ponto serd discutida a interface entre o sistema de controle e o operador. Isto inclui
a apresentacao de dados e a alteragdo, por parte do operador, dos pardmetros do controlador.

Interface

Apresentacio de Dados

Valores numéricos;
<: Gréficos;
Imagems;
Animagdes ...

Ajuste de Parametros
Referéncia;
Ganhos; :{>
Tempo integrativo;

Tempo derivativo;
Modo de operagio ...

Operador
Controlador
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No caso do controle regulatério de processos, ¢ comum exibir informag¢des sobre os
valores de referéncia (SP — Set-point), sobre as saidas medidas (PV — Process Variable), e
sinais de controle. Além disso, a interface também deve possibilitar ao operador a alteragao
dos ganhos, do tempo integrativo e do tempo derivativo. Também costuma ser desejado que
haja a possibilidade de alternar entre os modos de operacdo automatico ¢ manual. Uma forma
simples de realizar o controle manual ¢ através de botdes para aumentar e diminuir o valor do
sinal de controle. Porém, como o controlador ¢ um sistema dindmico, precau¢des devem ser
tomadas no chaveamento do modo de operacdo manual para o automatico, para que a
transicao seja suave evitando que surjam transitorios devido ao chaveamento.

6.5 Mudancas de Parametros

Nos controladores convencionais o operador, normalmente, tem flexibilidade para alterar
valores como: referéncia e parametros basicos dos controladores (ganhos e tempos). Nos
controladores implementados computacionalmente essa flexibilidade ¢ ainda maior.

Devido a grande facilidade para realizar célculos ¢ possivel utilizar uma parametrizacao
no algoritmo de controle e mostrar outra ao operador através da interface. Por exemplo, o
algoritmo pode trabalhar sempre com os tempos derivativo e integrativo, mas, a interface
pode possibilitar que o operador entre ou com estes tempos ou com os respectivos ganhos. No
segundo caso, a partir dos ganhos fornecidos pelo operador, os tempos seriam calculados e
entdo usados no algoritmo de controle.

Porém, existem dois problemas com a alteragdo de parametros em tempo real. Um
problema esta relacionado com a programacdo em tempo real. Se mais de um programa,
rodando simultaneamente, estiver utilizando os mesmos dados ¢ possivel que haja problemas.
E necessério ter certeza de que a alteragio sera aceita e processada por todos os programas
que estejam usando o pardmetro em questao.

O outro problema ¢ algoritmico. A alteracdo de parametros em tempo real pode acarretar
em efeitos similares ao de perturbagdes. Esses efeitos sdo chamados de transientes de
chaveamento. Tal problema, muitas vezes, pode ser contornado com alteragcdes simples no
codigo do programa. Considere, por exemplo, os dois codigos a seguir para implementagao do
algoritmo de um controlador PI.

Algoritmo #1 Algoritmo #2
e(k) =r - y(k); e(k) =r - y(k);
I(k) =I(k-1) + e(k) * T; I(k) = I(k-1) + Kp* e(k) * T / ti,
u(k) =Kp * (e(k) + I(k)/ti); u(k) =Kp * e(k) + I(k);

Considere também o modelo discreto de um sistema de tanques acoplados de segunda
ordem:

9,687z +9,645

G(z) =107 —
2> —1,987z + 0,987

(62)
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Considerando-se os parametros do controlador como sendo: kp =2 ¢ 7; = 100, temos que,
se esses parametros permanecerem inalterados, ambos os algoritmos geram sinais de controle
idénticos. Conseqiientemente, a resposta do sistema em ambos os casos ¢ também idéntica.

Sistema de Segunda Ordem com Controlador PI — Parametros Constantes

Algoritmo #1

Porém, se em algum instante o tempo integrativo for alterado, no sistema com o
controlador PI implementado de acordo com o algoritmo #l surgird um transiente de
chaveamento, enquanto que com o algoritmo #1 o sistema fica livre desse transiente.

Considere o caso onde o sistema apresentado anteriormente sofre uma redugdo de 10
vezes no tempo integrativo, a partir do milésimo instante. Note como surgimento do
transiente de chaveamento perturba o sistema no primeiro caso, enquanto que com o segundo
algoritmo o sistema apenas tende a acomodar-se mais rapidamente, o que ¢ exatamente o
efeito desejado ao reduzir-se o tempo integrativo.
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Sistema de Segunda Ordem com Controlador PI — Variagao de Parametros

Algoritmo #1

Algoritmo #2

6.6 Aspectos Numéricos

59

Sistemas de Controle



6.7 Projeto de Controladores Digitais

Considere um sistema discreto descrito pelo seguinte diagrama de blocos:

R(—Z):( R py LB 6 XS,

A partir do mesmo podemos escrever que, Y(z) = G(z)D(z)[R(z) -Y (z)]

Y(z) 1 Y(2)/R(2)

Se for especificado , temos que: D(z) =
z G(z)1-Y(2)/ R(2)

6.7.1 Controladores Deadbeat

Um controlador deadbeat ou de resposta minima ¢ aquele que satisfaz as seguintes
condicoes:

e O tempo de subida deve ser minimo;
e O erro de regime deve ser zero.

Para um planta de ordem n o tempo minimo ¢ igual a n7, o problema a ser resolvido ¢
obter D(z), tal que, para uma entrada degrau, ou seja, R(z) = (1 - z ') a resposta seja: y(k) =
r(k) =1 para k > n, com: u(k) = u(n) para k > n.

Aplicando a transformada Z temos:

Y(2)=y,z 4 y,z e 0

U(z)=uy +u,z" +u,z” +...+u, {z’” +z7 0D +}

Y
) = [ylz_1 +y,z7° +...+1{Z_" 47D +} l—z_l): vzl =yzl vz 2
R(2)
Y(2) _ _ n
R(z) =)z 1 - -z ’ +o.+(l-y,)z
Y(Z) _1 ) _
=pz +p,z +..+p,z", com ;=1 6.3
SR p 2P (6.3)
Por analogia:
U(Z) 1 ) _n 49, = uo;% =U _MO;Qn =u, —u,,
=q,+4,z +qg,z " +..+q,z ,com: (6.4)
R(Z) qu = un
Entao,
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¥(z) _ D()G(2)
R(z) 14+ D(2)G(z)

= P(z) (6.5)

ou:

Y(z) G(2)= Y(z) R(z)  P(2)

U(z) R UG 0@) (66)

Usando as equagdes ( 6.6 ) em ( 6.5 ), temos:

z +qz 4. 4q. z"
D(Z) — Q( ) — qO ql ~ qn —
1-P(z) 1-(pz'+..+p,z")

Seja ainda:

G(z) = bz '+b,z7 +..+b z" o

(6.7)

n

l+az" ' +a,z” +..+a,z" q,
Da equacido ( 6.6 ), temos:

-1 -2 -n
Pz +pZ +...+an
G(Z) = l -1 : -2 -n
90 t9,Z2 +qg,z  +..+4q,z

(6.8)

Comparando ( 6.7 ) e ( 6.8 ), temos que:
q,=a,9, P, =byq,
: e:

q, =a,9, p,=b,q,

1

Como: Zpi :qubi =1, entdo: q, =

EXEMPLO:

0.368z+0.265

Projetar um controlador deadbeat para o seguinte sistema: G(z) = —; .
z= —1.368z +0.368

SOLUCAO:
q, =1/(b, +b,)=1.58 P, =q,b, =0.581
q, = a,q, =—2.160 P, =q,b, =0.418

q, =a,q, =0.581

-1 -2
Logo: D(z) = 1.58 2.122 + 0'581
1-0.58z7 —0.418z
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As figuras a seguir mostram a saida da planta e o sinal de controle com o controlador
deadbeat projetado:

Resposta ao Degrau com o Deadbeat 2 Sinal de Controle do Deadbeat
11—
1.5
0.8
3 1
o g
% 0.6 8 o5
» 3
0.4 ER
s
0.2 0.5
0 . : : . . -1 . : . .
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Instante Instante
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7 PROJETO DE SISTEMAS DE CONTROLE USANDO O ESPACO DE ESTADOS

7.1 Descricio por Variaveis de Estado

E aplicével a sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas, que podem ser lineares ou
nao-lineares, invariantes ou variantes no tempo e com condigdes iniciais nao-nulas.

O estado de um sistema no instante # ¢ a quantidade de informag¢ao em ¢y, que, junto com
a entrada u(t) em ¢ 2>¢,, determina univocamente o comportamento do sistema para todo

t>t,.

Considere os vetores:

xl(t) ul(t) yl(t)
| =0 0| o]
x,(7) u, (1) Y, ()

x(#) — vetor de estados.
xi(t) = variavel de estado.

E as matrizes; A(#)nxn; B(H)axp; C(#)gxn; D(#)gxp-

u(t) — vetor de entrada. y(t) = vetor de saida.

Na representagao por varidveis de estado, temos:

x(1) = A(H)x(t)+B(t)u(t)  Equagdo de Estado (dindmica do sistema)

y(t) =C(t)x(¢) + D(t)u(r) Equagdo de Saida (observagao do sistema) (7.1)
Ou ainda, no caso invariante no tempo, temos:
x(¢) = Ax(¢) + Bu(?) Equacao de Estado (dinamica do sistema) -
y(¢) = Cx(¢) + Du(z) Equacao de Saida (observacao do sistema) (7.2)
Aplicando Transformada de Laplace temos:
(sI-A)X(s) =BU(s) + X(0)
a1 1 (7.3)
X(s) = (sT = A) ' BU(s) + (sT - A)" X(0)
Para condigdes iniciais nulas ( X(0) =0 ):
Y(s) = |C(sI- A)'B+DU(s) = G(s)U(s) (7.4)
De onde, conclui-se:
G(s)=C(sI-A)'B+D Matriz Fungio de Transferéncia (7.5)

Como (SI—A) corresponde ao polindmio caracteristico de G(s), os autovalores de A
correspondem as raizes do polindmio caracteristico, ou seja, aos polos de G(s).
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7.2 Soluciao da Equacio de Estado

e  Caso Escalar
%(t) = ax(t) + bu(t) —22 5 X (s) = (s —a) " x(0) + (s —a) ' bU(s)
Aplicando a Transformada inversa de Laplace, obtemos:

x(t) = L {X(5)} = e"x(0) + bL™ {(s —a)” }* LU (s)t=

x(t) = e“x(0) + [ e bu(r)dr (7.6)
0

e  Caso Vetorial

(1) = Ax(?) + Bu(?)
x(¢) = e x(0) + j.eA(H)BU(z')d T (7.7)
onde: e =L {(sI ~A)" }

A exponencial matricial; e*', pode ser calculada através da série:

N Art*
+o.4
k!

M =T+At+

+...; que converge para todo ¢ finito e para todo A.

7.3 Estabilidade

Considere uma representacdo em variaveis de estado de um sistema SISO:
(1) = Ax(¢) + Bu(r)
y(t) = Cx(¢) + du(t) (7.8)

Teorema: Um sistema ¢ estavel, se, quando u(f) = 0, para todo x(0), temos que
limx(z) =0

t—

OBS:seu(f)=0 = x(t) = e*'x(0)

Corolario: Um sistema ¢ estavel, se, todos os autovalores da matriz A apresentam parte
real negativa.

OBS: Os autovalores de A sdo as raizes da equagao caracteristica: A(s) = det(sI - A) =0.
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EXEMPLO:

-1 1 3 0 s+1 -1 =3
x=0 -3 4x+|0ju=>det(sI-A)=| 0 s+3 -4 |=(G+1)(s+3)(s—2)
0O 0 2 1 0 0 S-2

Logo, o sistema ¢ instavel.

7.4 Controlabilidade

Definicao: O sistema (A,B,C,d) é controlavel se, quaisquer que sejam x(0) e x(7), existe
u(t) 0 <t <T que transfere o estado x(0) para o estado x(7) em um tempo finito.

Teorema: O sistema (A,B,C,d) ¢ controldvel se e somente se, o posto da matriz de
controlabilidade U,y,, associada ¢ igual a n.

U=[B AB A’B..A"'B| (7.9)
OBS: Uma matriz R ¢ dita possuir posto (rank), p(R), igual a m, se existir uma submatriz

M,,.x» de modo que o determinante de M € ndo nulo, e o determinante de todas as submatrizes
rxr (onde r > m) de R € zero.

EXEMPLO1:
1 2 2
R - 7! (R,)=1 R, - 7 ° (R,)=2
I R PR, )= 2710 0 0 PR, )=
000
EXEMPLO2:
-
+ IF == X, IF == X5 u =562 +x,
1S,
} 1Q 1Q X= -0 X + lu
0 -1 1
1 -1
U=[B AB]:L J p(U)=1<2 (Ndo-Controlavel)

Justificativa: Se x1(0) = x2(0) = x;(¢) = xz(?); Vt>0.
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7.5 Observabilidade

Definicdo: O sistema (A,B,C,d) ¢ observavel, se, para todo x(0), o conhecimento da
entrada u(¢) e da saida y(f) em um tempo finito € suficiente para determinar x(0).

Teorema: O sistema (A,B,C,d) ¢ observavel, se e somente se, o posto da matriz de
observabilidade V., associada ¢ igual a n.

C
CA
V =|CA? (7.10)
_CAn_l_
EXEMPLO:
1F
—4F— -1 0 0 1
+ x=|0 0 —-1{x+|1u
“WW-
1Q 1Q 0 1 -1 0
u T) IF ==y
IH y=[0 1 o)

C 0 1 0
V=] CA [=]|0 0 -1|= p(V)=2;Logo, o sistema ¢ Nao-observavel.
CA*| |0 -1 1

7.6 Realizacoes de Funcdes de Transferéncia

Dada a seguinte representa¢do em variaveis de estado de um sistema SISO:
x(1) = Ax(2) + Bu(?)
y(t) = Cx(¢) + du(t)
(A,B,C,d) ¢ uma realizacao de G(s) se:
C(sT-A)"'B+d =G(s)

com:

L‘Y):G(s)z Bis" + B,s" T+ + B, O]

n n—1 n—2 + d
U(s) s"+tos"T ta,st L+, D(s)
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7.6.1 Realizacdo na Forma Candnica Observavel

0 0.. 0 -a, B,
1 0... 0 -

A= @a :B= P ; C=[0 0.. 0 1] (7.11)
0 0.. 0 -a, A,
0 0.. 1 -a B

7.6.2 Realizacdo na Forma Candnica Controlavel

0 1 0 0 0

a=|?? O =Y esls B B 8]
0 0 0 1 0 o
-a, -—-a,, -a, —aQ 1

Sistemas de Controle 67



7.7 Realimentacao de Estado

A idéia basica da realimenta¢do de estados consiste em alocar os pdlos de malha fechada
(autovalores da matriz dinamica), modificando, assim, a dinamica do sistema.

x(1) = Ax(7) + Bu(t)

Dada uma representacdo em variaveis de estado de um sistema; :
y(t) = Cx(¢) + du(t)

> D
. +
u(t) + X " LU
> B J' > C
+
x(?)
A

Usando realimentacdo de estado, cada variavel de estado ¢ multiplicada por um ganho e
realimentada para o terminal de entrada, ou seja:

u(t) = Kx(t) + r(t) (7.13)
onde: K=[k, k, .. k,]éo vetor de ganhos de realimentagdo.

Assim, temos:

= X(t) = Ax() + B(Kx(?) + (t)) =

x(f) = Ax(¢) + Bu(t)
u(t) = Kx(¢) + r(?)

= X() = (A + BK)x(¢) + Br(t) (7.14)

OBS: Devemos ter acesso a todos os estados do sistema.

> D
. +
u(t) b X + y(t)
> B > J' » C
+
x(7)
A |€
K [«

Teorema: Se (A,B,C,d) for controlavel, usando u(¢) = Kx(¢)+r(¢) podemos escolher
arbitrariamente os autovalores de (A + BK).
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o  Formula de Ackermann para Determinacdo da Matriz de Ganhos K

1- Formar A(s) =s" +a,s"" +...+a, s +a, com os polos desejados.
2- Calcular K da seguinte forma

K=-[0 0 .. 1]U"g,(A) (7.15)

U=[B AB A’B..A"'BJ
onde: .
7. (A)=A" +a,A"" +..+a,l

EXEMPLO:

1 0 1
X = X+| |u
Dado; {O —2} L} , usando;u(t) = Kx(¢) + r(¢). Determine K para que os

y=[l 1
autovalores do sistema sejam -1 e -2.

SOLUCAO:
AB)=(+1D(5+2)=5"+3s+2
u=[B AB]{1 1} U :—1{_2 _1}
1 -2 3 -1 1

6 0
q.(A) = A*+3A+2I =
0 0

o2 e e o
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SIMULACAO:

x(¢) = (A + BK)x(?) + Br(¢)

y(1) = Cx(7)

Rotina Matlab:

% Programa para Realimentac¢ao de Estado

clear all;

A=[1 0;0 -2];B=[1 1];C=[1 1];d=0; % Sistema Original
K=[-2 0]; % Matriz de Ganhos

Aa=[A+B*K];

% Matriz Dinamica realimentada

t=0:0.01:5; % Tempo da simulagao
u=0%*t; % Sinal de entrada (nulo)
x0=[1 1]} % Condigoes iniciais

[Y1,X1]=LSIM(A,B,C,d,u,t,x0); % Simula o sistema, sem realimentagao
% para uma entrada e cond. iniciais dadas

[Y,X]=LSIM(Aa,B,C,d,u,t,x0); % Simula o sistema, com realimentagao
% para uma entrada e cond. iniciais dadas

figure;plot(t,Y1,'r', linewidth',2)
title('Saida sem realimentagdo de estado')
figure;plot(t,Y,'b','linewidth',2)
title("Saida com realimentagdo de estado')

Saida sem realimentacao de estado

Saida com realimentagao de estado

150 2

15
100

1

0.5
50

0

0 ‘ 0.5 ‘
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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7.8 Observadores de Estado

O observador de estados consiste em um mecanismo (algoritmo) para estimagdo dos
estados da planta. E uma solucdo util quando os estados reais da planta ndo estdo accessiveis,
situacdo muito comum na pratica .

i x(¢) = Ax(¢) + Bu(t) -
Seja: , conhecendo-se A, B ¢ C, e a medicdo de y(r) e u(?),
y(t) = Cx(1)

constroi-se o estimador:

{&(t) = AX(0)+ L(y(t) Y (t)) +Bu(?) ;  (Estimador Assintotico) (7.16)
y(1) = Cx(2)
onde: L=[I, 1, .. L]
X(?) y(t)
u(® » B . I > C >
+
x(1)
A
+ ¥
L |« e
0 -
> B . I > C [~
+ J y()
A [dx0)

e  FErro de Estimacdo

O erro entre X e X, conhecido como erro de estimagdo (ou erro de observagdo), ¢ dado
por; X(t) = x(¢) — x(¢) , derivando-se, temos:

X(1) = X(1) - X(2) = [Ax(1) + Bu(t) |- [A%(1) + L(y(1) - $(1))+ Bu(1)] =
= X(1) = A(x(1) - () - LC(x(t) - (1))

ou, simplesmente:
X(1) = (A-LC)X() (7.17)

Para que limX(#) =0 ¢ necessario que os autovalores de (A—LC) sejam estaveis, ou
—

seja, tenham parte real negativa.

Teorema: Se (A,B,C,d) for observavel, entdo um estimador de estado assintdtico com
quaisquer autovalores pode ser construido.
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Formula de Ackermann para Determinacdo da Matriz de Ganhos do Observador L

1- Formar A(s)=s" +a,s"" +...+a, s +a, com os polos desejados para o observador.

2- Calcular L da seguinte forma

L=q AV o .. 1]

(7.18)
v=lc ca ca* ... ca'f
onde: .
q,(A)=A"+a,A"" +..+a,l
EXEMPLO:
1 0 1
= X+| |u .
Dado; 0 -2 1| . Projetar um observador de estados com autovalores -3, -3.
y=[l 1k
SOLUCAO:

A(s)=(s+3)(s+3)=5>+65+9
il eE

V= = vVi=_—=
CA 1 -2 3[-1 1

16 0
q,(A)=A’ +6A+9I:{O J

e (i R e
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SIMULACAO:

{X(t)} |: y : :|[X(t)} [B}
R = R + u(t)
il |lve A-Lc|xo!| | B

B x(?)
»(0) =[C 0{&@}

Rotina Matlab:

% Programa para Observadores de Estado

clear all;close all;clc

A=[1 0;0 -2];B=[1 1];C=[1 1];d=0; % Sistema Original
L=1/3*[16 -17'; % Matriz de Ganhos do Observador
I=eye(2); % Matriz identidade 2x2

Aa=[A 0*[;L*C (A-L*C)];
Ba=[B;B]; % Matrizes aumentadas do Observador
Ca=[C zeros(size(C))];

t=0:0.01:5; % Tempo da simulagao
u=0%t; % Sinal de entrada (nulo)
x0=[1100]}; % Condigoes iniciais

[Y,X]=LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0); % Simula o sistema aumentado
% para entrada e cond. iniciais dadas

E = [X(:,1)-X(:,3) X(:,2)-X(:,4)]; % Erro de estimativa

figure;plot(t,X(:,1),'b",'linewidth',2);hold on; plot(t,X(:,3),'r','linewidth',2)
set(1,'Position',[ 10 258 380 280]);title('Estado X 1 e sua estimativa')
legend('X 1''X 1 Estimado'); hold off

figure;plot(t,X(:,2),'b'", linewidth',2);hold on; plot(t,X(:,4),'r','linewidth',2)
set(2,'Position',[232 258 380 280]);title('Estado X 2 e sua estimativa')
legend('X 2''X 2 Estimado'); hold off

figure;plot(t,E(:,1),'d','linewidth',2);hold on; plot(t,E(:,2),'r','linewidth',2)
set(3,'Position',[482 258 380 280]);title('Erro de estimativa')
legend('Erro de estimativa de X 1','Erro de estimativa de X 2');hold off
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Estado X1 e sua estimativa Estado )(2 e sua estimativa
150 1.2
— | —
X1 Estimado )(2 Estimado
0.8 —
100
0.6 J
0.4 J
50
0.2 ,
0 N—"
-0.2 ;
1 2 4 5 1 2 3 4 5
5 Estado X, e sua estimativa . Erro de estimativa
—_ X1 0.8 —— Erro de estimativa de X1
4l — X1 Estimado | — Erro de estimativa de )(2
0.6 —
3 0.4 J
0.2 ,
2 0
-0.2 ]
1
-0.4 ]
0 -0.6
0 0.5 1 1.5 1 2 3 4 5

7.9 Realimentacao de Estados Observados

Para a realimentacdo de estados ¢ necessario que todos os estados reais da planta, x(¢),

sejam mensuraveis. Quando isto ndo ocorre, ha a necessidade de construir um observador de
estados. Neste caso a realimentagdo ¢ feita a partir dos estados estimados, X(7):

u(t L X(®) y(t)
()> B — j > C =
+
x(?)
A
+ ¥y
L |« C
L Y X() )
> B — I » C =
+ y(t)
A |40
K |«
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. Se X(#) é uma estimativa de x(¢), entdo, na realimentagdo

_ {X(t) = Ax(?) + Bu(?)

Seja:
(t) = Cx(2)

de estados utiliza-se:

u(t) =Kx(@)+r() (7.19)

Porém, se a realimentacdo ¢ feita a partir dos estados estimados, a dinamica do estimador
precisa ser considerada. Desta forma, tem-se:

F(z)} {A BK }[x(r}} [B}
A = N + u(t)
x(r)| |LC A-LC+BK|x()| |B

W =[c O]Km

(7.20)

EXEMPLO:

1 0 1
X X+| |u
Dado; {0 —2} [J . Utilizar a realimentagdo de estados em conjunto com o

y=[ 1k
observador de estados projetados anteriormente.

SIMULACAO:
x0]_[A BK x(7) N B "™
()| |[LC A-LC+BK| k()| |B
B x(?)
»(0)=[C O]LA‘(IJ
Rotina Matlab:

% Programa para Observadores de Estado + Realimentacdo de Estado

clear all;close all;clc

A=[1 0;0 -2];B=[1 1];C=[1 1];d=0; % Sistema Original
L=1/3*[16 -17'; % Matriz de Ganhos do Observador

K=[-2 0]; % Matriz de Ganhos de Realimentagao
I=eye(2); % Matriz identidade 2x2

Aa=[A B*K;L*C (A-L*C+B*K)];

Ba=[B;B]; % Matrizes aumentadas do Observador
Ca=[C zeros(size(C))];

t=0:0.01:5; % Tempo da simulagao

u=0%*t; % Sinal de entrada (nulo)
x0=[1100],; % Condigoes iniciais
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[Y,X] =LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0); % Simula o sistema aumentado
% para entrada e cond. iniciais dadas

E = [X(:,1)-X(:,3) X(:,2)-X(:,4)]; % Erro de estimativa

Figure;plot(t,X(:,1),'b','linewidth',2);hold on; plot(t,X(:,3),'r','linewidth',2)
set(1,'Position',[ 10 258 380 280]);title('Estado X 1 e sua estimativa')
legend('X_1',X 1 Estimado'); hold off

figure;plot(t,X(:,2),d','linewidth',2);hold on; plot(t,X(:,4),'r','linewidth',2)
set(2,'Position',[232 258 380 280]);title('Estado X 2 e sua estimativa')
legend('X_2''X 2 Estimado'); hold off

figure;plot(t,E(:,1),'b','linewidth',2);hold on; plot(t,E(:,2),'r",'linewidth',2)
set(3,'Position',[482 258 380 280]);title('Erro de estimativa')
legend('Erro de estimativa de X 1','Erro de estimativa de X 2');hold off

figure;plot(t,Y,'b','linewidth',2);set(4,'Position',[ 602 258 380 280])
title('Resposta do Sistema')

Estado X, e sua estimativa Estado Xz e sua estimativa
1.2 1 1
A —% —%
I )(1 Estimado | )(2 Estimado
0.8 0.5
0.6
0
0.4
0.2 05
0
- ‘ ‘ ‘ \ -1
0'20 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Erro de estimativa Resposta do Sistema
1 2
—— Erro de estimativa de X1
0.8 N ]
— Erro de estimativa de X2 15
0.6
0.4 ] 1
0.2
0 0.5
-0.2
0
-0.4
-0.6 ; . : . -
0 1 2 3 4 5 0'50 1 2 3 4 5
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7.10 Seguidores de Referéncia (ou servosistemas)

Para que um sistema descrito por variaveis de estado possa, além de possuir a dindmica
desejada (garantida pela alocacdo de pdlos por realimentagdo de estado), seguir uma
determinada entrada, com erro zero, usamos o principio do modelo interno.

Considere entradas de referéncia descritas por equagdes do tipo:

X, =A X,
7.21
r=CXx, ( )

com condi¢des iniciais desconhecidas. Um modelo equivalente para entradas de referéncia é:
(n) (n=1) ; =0
r+a,,r +...tartaypy= (7.22)

onde 1™ ¢é a n-ésima derivada de r(t).

Exemplos:
a) Degrau unitario: rt)=1;t>0; 7=0:
x, =0x,
Escolhendo x,= r, temos: {
r=lx,
oy F=1
b) Rampa unitaria: rt)y=tt=0; {
xrl _ O 1 xrl
xrl =r er - O O er
Escolhendo _, temos:

X, =T X,
? r=[1 0{ 1}
xr2

e  Principio do modelo interno para referéncia do tipo degrau unitario

. . X(1) = Ax(¢) + Bu(¢)
Considere o sistema: :
y(t) = Cx(1)
Definimos o erro de rastreamento como: e(t) = y(¢) —r(t) .

Das caracteristicas do sinal de referéncia, temos: e(¢) = y(¢) —7(¢) = y(t) = Cx(¢).

: . Z=X . e=Cz
Definimos novas variaveis de estado como: ., entdo temos: , ou, na
w=u 7= Az+Bw

MR M
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Se o sistema for controldvel, entdo, existe uma lei de controle por realimentagdao de
estado, da forma; w=ke+k,z, tal que os polos do sistema aumentado podem ser
posicionados arbitrariamente.

Desde que os polos do sistema aumentado sejam alocados na regido de estabilidade, o
erro de rastreamento serd estavel. Assim, o objetivo de rastreamento assintdtico com erro em
regime nulo serd alcancado. Ou seja, a resposta do sistema abaixo € assintoticamente estavel.

el 0 C e 724
z| |Bk, A+Bk, |z (724

A entrada de controle u(#) ¢ obtida da expressao:
u(t) = [ wz)dr =k, jo e(t)dr +K,x(1) (7.25)
Logo:

X:Ax+Bu:>X:AX+B(k1J.(:e(r)dr+kzx) (7.26)

Definindo: x,,,(¢) = [e(r)d7, temos: x,,,(¢) = e(t) = y(t) — r(t) = Cx(t) — r(¢) ;

logo:
[ X } {A+Bk2 Bkl}[ X } [ 0}
= + r (7.27)
‘xn+l C 0 ‘xn+1 _1
r(t) + + —u(t) L X(@) y(t)
—>O—> kK, —> J. B I J. » C =
'Y + +
x(?)
A |«
k, [«
EXEMPLO:

0 1 0
X = X+ |u
Considerando o sistema descrito por: {— 2 - 2} L} . Projetar um controlador

y= [1 O]X
para que o sistema tenha erro zero para entrada degrau.
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SOLUCAO:

Sistema aumentado ¢ dado por:

zl=[0 0 1 |z |+ 0w
ol [0i-2 =2z, | |1

Logo, a matriz de controlabilidade do sistema aumentado, isto €, calculada levando-se
em conta as matriz A e B do sistema aumentado ¢ da por:

0 0 1
U=[B AB A’B|]=[0 1 -2|
1 -2 2

Como o posto da matriz de controlabilidade do sistema aumentado ¢ igual a dimensao do
sistema aumentado: p(U) = n = 3, o sistema ¢ controlavel. Logo, ¢ possivel alocar seus polos
de maneira que o rastreamento da referéncia seja assintotico.

Escolhendo os polos desejados em —10 e -1471, temos:
A(s) = (s +10)(s +1+ jI)(s +1- j) = s> +12s* +225+20

Aplicagdo da féormula de Ackermann:

2 21
U'=/2 1 0
1 00
K=-{0 0 .. 1{U"'¢.(A); com:
| 1U7g.(A) 0 2 10
g, (A=A +12A7 +22A+I=|0 0 0
0 0 0

Logo: K=k, | k,|=[k, | k,, k,]=[-20 —20 -10].
De onde concluimos que a lei de controle ¢ dada por:

u(t) = jo w(z)dr =k, jo e(t)d 7 + K, x(t) = 20 J:e(z')dr +[-20 —10)x(@)

logo:
X, 0 1 0 x, 0
X, |=]-22 =12 =20 x, [+| O
X, 1 0 0 x, -1
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SIMULACAO:

x ] [A+Bk, Bk | x 0
= + r
an C 0 xn+l _1
X
v=[C 0{ }
xn+1

Rotina Matlab:

% Programa para Seguidor de Referécia do tipo Degrau

clear all;close all, clc

A=[0 1;-2 -2];B=[0 1]';C=[1 0];d=0; % Sistema Original
K=[-20 -20 -10]; % Matriz de Ganhos
k1=K(1,1);k2=K(1,2:3);

Aa=[A+B*k2 B*k1;C 0];

Ba=[zeros(size(B));-1]; % Matrizes aumentadas do Observador
Ca=[C 0];

t=0:0.01:10; % Tempo da simulagao

u=0*t+1; % Sinal de entrada (degrau)

x0=[0 0]';x0a=[0 0 0]'; % Condigoes iniciais (nulas)
[Y1,X1]=LSIM(A,B,C,d,u,t,x0); % Simula o sistema, sem realimentagao

% para uma entrada e cond. iniciais dadas
[Y,X] =LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0a); % Simula o sistema, com seguidor de referéncia
% para uma entrada e cond. iniciais dadas

figure; plot(t,Y'1,'r",'linewidth',2); set(1,'Position',[232 258 380 280])
title("Saida do Sistema Original'); axis([0 max(t) 0 1.2])

figure; plot(t,Y,'b','linewidth',2); set(2,Position',[232 258 380 280])
title('Saida do Sistema com Seguidor de Referéncia'); axis([0 max(t) 0 1.2])

Saida do Sistema Original Saida do Sistema com Seguidor de Referéncia
1 1
0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
0.4 q 0.4
0.2 1 0.2
00 2 4 6 8 10 00 2 4 6 8 10

e Principio do modelo interno para referéncia do tipo rampa unitdaria
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X(1) = Ax(¢) + Bu(¢)

Considere o sistema: {
(1) = Cx(¢)

Definimos o erro de rastreamento como: e(¢) = y(t) —r(¢) ; com: é(¢) = y(t) = CX(¢).

z=X
Definimos novas variaveis de estado como: { _, temos:
w=1i
e 01 Ofe 0
ée|l=/0 0 Cle|+|0|w (7.28)
zZ 0 0 Az B

Se o sistema acima for controlavel, entdo existe w =k,e+k,e+k,z, tal que o sistema

aumentado ¢ assintoticamente estavel e e(f) — 0 quando ¢ — oo.

A lei de controle sera dada por:

u(t) = [y [y w(2)d s =[, [ (k,e(z) + k,é(2) + k(1) )dwd S
u(t) =k, [y [y e(r)dws + k, [ e(r)dt + k,x(¢)

Logo:

%= Ax+Bu = x = Ax + B(k, || [ e(r)dwd5 + k, [ e(r)d 7 + K x(1)) (7.29)

Definindo: {x”“ (®) = e()d : {xl (1) = e(t) = y(t) - r(t) = Cx(t) — r(¢) :

, temos: 1
xn+2 (t) = J..I. e(T)dT dé‘ ‘xn+2 (t) = xn+l (t)
logo:

x | [A+Bk, Bk, Bk | x 0

X, | = C 0 0 [ x,., |+|-1 (7.30)
xn+2 0 1 0 xn+2 0

r(t) + + L u(t) + X(®) y(t)

SO T O] o O~ 1 fpl et
- A + + +

T x(0)
> K, A €

k3

7.11 Descricao por Variaveis de Estado de Sistemas Discretos no Tempo

A partir de agora serdo considerados sistemas discretos no tempo.
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Considere um sistema discreto linear e invariante no tempo descrito em variaveis de

estado:

{x(k+1) = Gx(k) + Hu(k) (7.31)

(k) = Cx(k) + Du(k)

Aplicando transformada Z, temos:

zX(z) —zx(0) =GX(z2)+ HU(2) &
& (21 -G)X(z) = zx(0) + HU(2)

Para condig¢des iniciais nulas (x(0) = 0):
X(z) = (zI-G) HU(2)
Logo;

Y(z)=|C(z1-G) ' H+D(2)

(7.32)
Y(z) = G(z)U(2)

onde:

G(2) = [C(zl ~G)'H+ DJ (7.33)

7.11.1 Discretizacdo da Equacdo de Estado

Considere um sistema linear e invariante no tempo, descrito pela seguinte equagdo
diferencial: x(z) = Ax(¢) + Bu(t) . A solugdo para esta equagao diferencial ¢ dada por:

t

x(t) = e"x(0) + eA’Ie‘ATBu(r)dT

0

Supondo u(t) constante entre kT ¢ (k+ 1)T;

(k+D)T
x((k +DT) = T x(0) +e**" [e ™ Bu(r)de (7.34)

0

kT
x(kT) = ™7 x(0) + ™7 j e Bu(r)dr

0

Multiplicando-se ambos os lados desta ultima equagdo por e*’, obtém-se:
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kT
ATx(kT) = e DTx(0) 4+ 2T J.e"A’Bu(T)dr (7.35)

0
Agora, subtraindo a equagao ( 7.34 ) da equacao( 7.35 ), obtém-se:

(k+)T
x((k+DT)= e x(kT)+e*" [ Bu(r)dr =
kT
(k+D)T
= e M x(kT) + e j e OBy (kr)dr

kT

Assim;
x((k + D7) = e* x(kT) +e*” .T[e‘A’Bu(kT)dt =
< x((k+DT) = e x(kT) + je“Bu(kT)a%
Logo:
x((k + )T) = G(T)x(kT) + H(T)u(kT) (7.36)
EXEMPLO:

1

0
Dado o sistema: x =
0o -2

0
}x + L}u ,com 7 =1s. Obter a forma discreta:

x((k +D)T) = G(I)x(kT) + H(T)u(kT)

SOLUCAO:
G(T)=¢e"
Sabendo que: 7 = j.eA’Bdt _ U dtJB ., temos:
0
-1 l 1 1
eAT =L“[(SI—A)*1]=L—1 sl s s(s+2) [ |1 5(1—5”)
0 s-2 0 1 0 o7
s+2
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Se T =1s, temos ainda que:
x,(k+DT)] [1 04327 x,(kT)] [0,284 -
% (k+11) ~o 0135 x, (k1) || 0,432 ["*T

7.12 Soluciao da Equacio de Estado de Sistemas Discretos no Tempo

, . . ) x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)
Considere o seguinte sistema discreto: .
y(k) =Cx(k)+Du(k)
Conhecendo as condigdes iniciais e a entrada a partir do instante zero, podemos escrever,
x(1) = Gx(0) + Hu(0)
x(2) = Gx(1) + Hu(1) = G*x(0) + GHu(0) + Hu(1)
x(3) = Gx(2) + Hu(2) = G’x(0) + G*Hu(0) + GHu(1) + Hu(2)

x(k) = G*x(0) + kZ_I:Gk‘j‘lHu( )

Jj=0

7.13 Estabilidade de Sistemas Discretos no Tempo

{x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)
Dado: }
y(k) = Cx(k)+ Du(k)

Um sistema discreto é estavel se todos os autovalores de G estdo dentro de circulo
unitario.

7.14 Controlabilidade de Sistemas Discretos no Tempo

O sistema (G,H,C,D) ¢ controlavel se o posto da matriz de controlabilidade W¢ for igual
an.

W.=|H GH .. G"'H| (7.37)
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7.15 Observabilidade de Sistemas Discretos no Tempo

O sistema (G,H,C,D) ¢ observavel se o posto da matriz de observabilidade W for igual
an.

W, =| . (7.38)

7.16 Realimentacao de Estados de Sistemas Discretos no Tempo

o _ x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)
Dado o seguinte sistema na forma discreta:
y(k) = Cx(k) + Du(k)
Fazendo-se: u(k) = Kx(k) + r(k), tem-se: x(k +1) = Gx(k) + H(Kx(k) + r(k)), logo:
x(k +1) = (G + HK)x(k) + Hr(k) (7.39)

O problema de controle através da realimentacdo de estados consiste em projetar K para
que (G + HK) tenha polos desejados.

Assim como no caso continuo uma das ferramentas disponiveis para a determinagdo da
matriz de ganhos da realimentagdo, K, ¢ a formula de Ackermann.

K=-[0 0 - 1]W/q,.(G) (7.40)

7.17 Observadores de Estado de Sistemas Discretos no Tempo

A dindmica do observador de estados ¢ dada por:

{f((k +1) = Gx(k) + L(y(k) — $(k) )+ Hu(k)

7(0) = Cx(h) e
A dinamica do erro e estimac¢do dos estados ¢ descrita entdo por:
Xk+D)=x(k+1)—-x(k+1)=>
R(k +1) = Gx(k) + Hu(k) - [GX(k) + L(y(k) - $(k))+ Hu(k)] =
%(k+1)=(G-LC)X (7.42)

O projeto de observadores de estado consiste em determinar L para que (G — LC) tenha
polos desejados. Dessa forma, utilizando-se a formula de Ackermann, temos:

L=¢g.(G)Wg'[0 0 - 1] (7.43)
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7.18 Seguidor de Referéncia para Sistemas Discretos no Tempo

e  FEntrada do Tipo Degrau

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)

Dado o sistema: {
y(k) = Cx(k)

e um sinal do tipo: v(k) =v(k -1)+r(k)—y(k),
e(k)

vk +1) = v(k) + r(k +1) = p(k +1) =
onde: = v(k) + r(k +1) + —C[Gx(k) + Hu(k)] =
= —-CGx(k)+v(k)— CHu(k)+r(k +1)

A realimentacdo de estado para o seguidor de degraus ¢ dada por:
u(k) = ~k,x(k) + k,v(k) (7.44)

u(k+1)=—kx(k+)+kyv(k+1) =
u(k +1) = —k,[Gx (k) + Hu(k)]+ k,[- CGx(k) + v(k) = CHu(k) + r(k + )| =

080k +1) = (- .G — k,CG (k) + (= oy H =k CH (k) + (k) + Kk +1) =
u(k +1) = (= k,G — k,CG )x(k) + (= k,H — k, CH u(k) + u(k) + k,x(k) + k,r(k +1) =
u(k +1) = (k, — k,G — k,CG )x(k) + (1 - k, H — k, CH )u(k) + k,r(k +1) (7.45)
Dai, temos:
{x(k + 1)} { G H }{x(k)} { o}
= + r(k+1)
u(k+1)| |k, —k,G-kCG 1-k,H—-kCH |u(k)| |
(7.46)
B x(k)
y(k)=[C O{H(k)}

Se os autovalores da matriz dindmica da equacdo ( 7.46 ) forem “estaveis”

v(k) =V (k+1)quandok >
V() =v(®)+r  y(®)

Considerando a referéncia do tipo degrau, e, definindo:x,(k)=x(k)—x() e
u,(k)=u(k)—u(w). Temos:
x,(k+1) G H x, (k) )
= 7.47
u (k+1)| " |k, ~k,G=kCG 1-k,H—kCH | u, (k) (747)

: X, (k)
Definindo w(k) = [k, —k,G —k,CG 1-k,H—-kCH

u, (k)
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Temos: | D] _[G H]x.®)] [0] F D)= G+ Bk
emost| C ka0 0 lum|t | [P e slk+1) = Go(k)+ Huw(k).

Usando realimentacdo de estado: w(k) = —Ké‘,(k), e calculando o ganho através da

formula de Ackermmann: K=[0 0 ... 1]W.'q,(G), temos que:

(7.48)

ke kl=[k Do 1]{

G-1 H]'
CG CH

7.19 Exercicios
1. Dados os seguintes sistemas, determine se eles sdo estaveis, controlaveis e observaveis

e obtenha uma funcdo de transferéncia equivalente (ou, matriz de funcdes de
transferéncia, se for o caso):

o el
X = X+ u
a) 0 -2 |1

y=[ 1

b) X{—(z) —;}Hmu
y=[1 o

o [l ek
y=[l 2k

d) Xz{;i—LﬂX+B}
y=[t ok

0 1 0 0
x=| 0 0 1 x+|0u

° —6 -11 -6| |1
y=[4 5 1k
-6 1 0 2
x=|—-11 0 1|x+|6u
b [—6 0 0 2
y=[1 0 Ok

Sistemas de Controle 87



1 -2 —21 |2
x=| 0 -1 1 |x+|0u
& 10 —1] |1
y=[ 1 o)k
20 01
x=(0 2 Ox+|1 Olfu
h) 03 1] |01
1 0 0]
o 1 o]

2. Considere a func¢ao de transferéncia obtida no item ¢ da questdo 1 (FT de ordem 2,
sem cancelamento de polos e zeros):

a) Obtenha uma realizacdo na forma canodnica controlavel;

b) Verifique se este sistema € observavel.

3. Considere a fungdo de transferéncia obtida no item e da questdo 1:
a) Obtenha uma realiza¢do na forma candnica observavel;

b) Verifique se este sistema ¢ controlavel.

4. Para cada sistema, projete um observador de estados, uma realimentacdo de estados,
um seguidor de referéncia para entrada do tipo degrau e um seguidor de referéncia
para entrada do tipo rampa, usando os polos fornecidos, respectivamente, para cada

caso.
. Polos desejados para o:
Sistema Observ. Realim. Seg.Deg. | Seg.Ramp
I 0 1
X = X+| |u
a) 0 -2 1
y=[t 1
. 0 1 0
X = X+ |u
b) -2 -2 1
y=[t ok
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0 1 1
X+ u
c) 21 —15 1
y:[l O]x
2
—11 1[x+|6|u
d)
-6 0 0 2
y=[ 0
-1 -2 - 2
-1 1 |x+|0u
€)
0 1
y= [1 1 0l
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8 Introducio aos Sistemas de Controle Otimo

O problema de controle, de uma forma geral, consiste em determinar uma lei de controle
que faca com que o sistema atenda a certas especificacdes de desempenho. No caso dos
sistemas de controle 6timo, a obten¢do de uma lei de controle se d4 pela minimizagdo de um
funcional de custo.

J = f(x,u,1) (8.1)

Estudaremos os sistemas de controle oOtimo quadraticos, mais especificamente, os
reguladores lineares quadraticos (LQR — Linear Quadratic Regulator).

8.1 Controle Otimo Quadritico

No caso do controle 6timo quadratico, temos um sistema dinamico,

X = Ax+ Bu
8.2
y = Cx (8.2)
com a seguinte lei de controle:
u=Kx (8.3)

onde a matriz de ganhos K, serd obtida a partir da minimizacdo de um funcional de custo
quadrético, do tipo:

J = [L(x,u)dt (8.4)
0
Portanto, o projeto de reguladores 6timos baseados em indices de desempenho (funcional

de custo) quadraticos consiste, simplesmente, na determinagao dos elementos da matriz K.

Uma forma tipica para o funcional quadratico é:
J = [(x"Qx +u’Ru)dt (85)
0
onde: Q ¢ uma matriz real simétrica positiva semi-definida; e R ¢ uma matriz real simétrica

positiva definida.

Existem varias maneiras de resolver o problema do LQR, a mais comumente usada ¢
aquela que se baseia no segundo método de Liapunov. A maior vantagem da aplicagcdo do
método de Liapunov ¢ que, exceto em casos muito especiais, a estabilidade fica garantida a
priori, ou seja, garante-se encontrar uma matriz de ganhos K que resulte em autovalores
estaveis de (A + BK).

A solugdo do problema de otimizagao inicia-se pela substituicdo da lei de controle ( 8.3 )
na equagao de estados ( 8.2);

X = Ax + BKx = (A + BK)x (8.6)
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e no funcional ( 8.4),
J = [(x"Qx +x"K'RKx)dr = [ x" (Q + K" RK Jxdt (8.7)
0 0

Para mostra que uma fun¢do de Liapunov pode, efetivamente, ser usada na solucao deste
problema, vamos, inicialmente, supor que:

(Q+KTRK)=—%(XTPX) (8.8)

onde P ¢ uma matriz real simétrica positivo definida.
Expandindo a equagdo ( 8.8 ), temos:
(Q+K'RK)=—x"Px—x"Px (8.9)
Substituindo ( 8.6 ) em ( 8.9 ), temos:

(Q+K'RK)=—(A+BK) x"Px—x"P(A + BK )x =

:>(Q+KTRK):_XT[(A+BK)TP+P(A+BK)]X (8.10)

Pelo segundo método de Liapunov, sabemos que, para um dado (Q + KTRK), se
(A + BK) for estavel, existe uma matriz P, tal que:

(A+BK) P+P(A+BK)=—(Q+K'RK) (8.11)

A equagdo ( 8.11 ) é conhecida como Equacdo Algébrica de Riccati (ARE - Algebraic
Riccati Equation).

O funcional de custo pode ser calculado como:

: = —x(0)" Px(o0) + x(0)" Px(0) (8.12)

J = [x"(Q+K"RK Jxdr =~ x"Px|
0

Como (A + BK) ¢ assumida com sendo estavel, temos que x(0) — 0; logo:
J =x(0)" Px(0) (8.13)

Assim, o funcional pode ser obtido em termos das condigdes iniciais x(0) e de P, que, por
sua vez, est4 relacionada com (A + BK) e (Q + KTRK).

Para obter a solu¢do do problema de controle 6timo quadratico, seguem-se os seguintes
passos. Inicialmente, como R ¢ uma matriz real simétrica positivo definida, podemos
escrever:

R=T'T (8.14)
onde T ¢ uma matriz ndo singular.

Substituindo ( 8.14 ) em ( 8.11 ), temos:
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(A7 +K"B" )P+ P(A+BK)+Q+K'T'TK =0 (8.15)

Reescrevendo ( 8.15 ), podemos obter:
T "Y' lpl TY!pT T\ T
A P+PA+[TK+(T )'B P] [TK+(T )'B P]—PB(T T)'B'P+Q=0 (816)

A minimiza¢do do funcional J com relagdo a matriz de ganhos K, requer a minimizacao
de:

X’ [TK + (TT)"BTP]T[TK + (TT)’lBTP]x (8.17)

A expressao ( 8.17 ), por ser quadratica, ¢ nao negativa, logo seu minimo ocorre quando
ela € nula, ou seja, quando:

TK +(T" ' B'P=0= TK =—(T" ] 'B"P =
= K=-T"'(T")'B"P (515)
ou simplesmente:

K=-R'B'P (8.19)

onde P deve satisfazer a equagdo ( 8.16 ) ou sua versdo reduzida, conhecida como Equacao de
Algébrica de Riccati de matriz reduzida.

A’P+PA-PBR'B'P+Q=0 (8.20)

Resumindo, dados uma sistema dindmico na forma ( 8.2 ) e um funcional de custo

quadratico na forma ( 8.5 ), o projeto de um regulador linear quadritico consiste,
basicamente, de dois passos:

1. Encontrar a solu¢dao P da Equagao Algébrica de Riccati ( 8.20); e,

2. Usar esta solugdo para determinar a matriz de ganhos da realimentacdo K.

EXEMPLO:

Considere o seguinte sistema;

0 1 0

X = X+| [u . g
{0 — } [1} . Determine a matriz 6tima de ganhos

y [1 O]X

J

1
. . . = 10 2
da realimentag@o para o funcional; J = [(x 0 1 X+u’)dt.
0

SOLUCAO:

O primeiro passo ¢ resolver a equagdo de Riccate e determinar a matriz P:
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{0 0}{%1 p12j|+|:pll p12i||:0 1}_|:p11 plz}{o}m[o l{pll p12:|+|:1 0}:{0 0}
1 -1} p, p»n Pn Pn |0 -1 P Pxn |l P Px» 0 1 00

:>|: 0 0 }4_{0 pll_p12j|_|: p122 plzzpzz}_i_{l 0}:{0 0}
Piu—Pin P~ Pxn 0 p,—-py PPy P 0 1 00

De onde obtemos o seguinte sistema de equagdes simultineas:

_p122+1:0

- - =0 2 1
Pu =P~ PulPxr» ;:Pz{ }
Py — P — PPy =0 11

Pi» = PntPnPn _pjz +1=0

O segundo, e ultimo, passo consiste em utilizar a matriz P, determinada anteriormente,
para calcular a matriz 6tima de ganhos da realimentacao de estados K:

K=-R'B"P=-]1]0 1{? j =1 1]

8.2 Controle Otimo Quadratico Discreto

No caso do controle 6timo quadratico discreto, ¢ possivel mostrar que, considerando o
controle do processo para um tempo finito, a matriz de ganhos K varia ao longo do tempo,
permanecendo constante apenas nos instantes iniciais. Porém, se consideramos que o controle
do processo atuard indefinidamente, com o instante final, N, tendendo ao infinito, podemos
adotar uma solugao sub-6tima, considerando o sistema em regime, onde a matriz de ganhos K
¢ constante.

Neste caso, para N = oo, temos um sistema dinamico dado por:
x(k+1)=Gx(k)+Hu(k); k= 012,..N (8.21)
com a seguinte lei de controle:
u(k) = Kx(k) (8.22)

onde a matriz de ganhos K, sera obtida a partir da minimizagdo de um funcional de custo
quadrético, do tipo:

J= % S [x (K)Qx(k) +u” (k) Ru(k)] (8.23)

onde: Q ¢ uma matriz real simétrica positiva semi-definida; e R ¢ uma matriz real simétrica
positiva definida.

Assim como no caso continuo, a matriz de ganhos K ¢ definida em fun¢do de uma matriz
real simétrica positivo definida P. Onde K ¢ dada por:
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K=—(R+HPH) H'PG (8.24)
Sendo a matriz P a solugdo de uma equacao de Riccati de regime permanente.

P=Q+G'PG-G'PH(R+H'PH) HPG (8.25)

e  Fguacdo de Riccati de Regime Permanente

Uma forma de resolver a equagdo de Riccati de regime permanente ¢ considerar o caso
transitorio, onde:

P(k+1)=Q+G'P(k)G - GTP(k)H(R + HTP(k)H)'l H'P(k)G (8.26)

Partindo de uma solugao inicial nula P(0) = 0, damos inicio a um processo iterativo que
deverda convergir para uma matriz P constante. Quando os elementos de P nao variarem
significativamente (dentro de uma tolerancia previamente estabelecida) tomaremos a ultima
matriz P calculada como sendo a solu¢cdo da equagdo de Riccati de regime permanente e a
usaremos para determinar a matriz de ganhos K.

EXEMPLO:

02 0 1 . .
Considere o seguinte sistema; x(k +1) ={ 0 04})&(/{)7{1}(/{). Determine a matriz

1 0

otima de ganhos da realimentacdo, considerando; = 0 0.5 eR=1.
9

SOLUCAO:

O primeiro passo ¢ resolver a equagdo de Riccate e determinar a matriz P. Sendo P(0)=0,
temos:

. 1,0000 0,000
P(1)=Q+G P(0)G - G"P(0)H(R + H'P(O)H) H'P(0)G = Q = { }

0,0000 0,5000

. 1,0240  —0,0160
P(2)=Q+G"P(1)G -G"P(DH(R + H'P()H) ' H"P(1)G = [ }

—-0,0160 0,5640

. 1,0251 —0,0186
P(3)=Q+G'P(2)G -G P(QH(R + H'P(QQH) H'P(2)G = { }

-0,0186 0,5714

-0,0189 0,5724

-0,0189 0,5724

2 9

1,0252  -0,0189 1,0252  -0,0189 1,0252  -0,0189
P(4) = ;P(5) = :P(6) =
-0,0189 0,5723
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. A . 4 . . ~ . ;.
Considerando uma tolerancia de 10, atingimos uma solucdo satisfatoria na sexta
iteracao:

p_ 1,0525 —0,0189
1-0,0189 0,5724

Em seguida, utilizamos a matriz P, determinada anteriormente, para calcular a matriz
otima de ganhos da realimentagao de estados K:

K =—(R+H"PH) H'PG =-[0,0786 0,0865]
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