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1 — Limites y continuidad de

1.1 Idea intuitiva de limite

En este capitulo vamos a presentar la idea formal de limite como una operacién aplicada a una funcién
en un punto. Se estableceran también algunos teoremas sobre limites de sumas, productos y cocientes
de funciones. Iniciaremos nuestro estudio con la idea intuitiva de limite.La presentacién de los ejemplos
siguientes pretenden dar una idea del significado del limite de una funcién en un punto.

Ejemplo1.1

Consideramos la funcién definida por f(x) =x*—1 con dominio en R.
La representacion gréfica es la siguiente:

T

Nos interesa observar el comportamiento de la funcién f para valores de x cercanos a 2 pero no
iguales a 2.

Veamos las tablas siguientes:
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x flx)=x*-1 x flx)=x>-1
1,25 0,5625 2,75 6,5625
1,5 1,25 2,5 5,25
1,75 2,0625 2,25 4,0625
1,9 2,61 2,1 3,41
1,99 2,9601 2,01 3,0401
1,999 2,996 2,001 3,004
1,9999 2,9996 2,0001 3,0004
1,99999 2,99996 2,00001 3,00004

Puede observarse de ambas tablas que, conforme x se aproxima mds a 2, f(x) toma, cada vez, valores

mads proximos a 3.

En otras palabras, al restringir el dominio de la funcién a valores cada vez “mads cercanos a 2”, el conjunto
de imégenes o sea, los valores que toma la funcién, se “acercan cada vez mas a tres”.

En este caso se dice que cuando x tiende a 2, que se simboliza x — 2, entonces f(x) — 3, osea f(x)
tiende a 3. Utilizando la notacién de limites escribimos lin% f(x) =3, que se lee: el limite de f(x), cuando
X—

x tiende a 2, esigual a 3.

gomplorz

Nos interesa calcular el drea de region limitada por la pardbola con ecuacion y=x?, el eje X yla

recta de ecuaciéon x=1.

La representacion grafica de esta region es la siguiente:

Y/

\

|
‘1

n

Figura 1.1: f(x) = x?

Dividimos el intervalo [0,1] en partes iguales sefialadas por los valores:
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2 3 n—1 1
)n n)"') n )

0,

S|~

Formando sobre cada una de las partes, un rectdngulo cuyo lado vertical izquierdo toca a la

4 o1 .
parabola en un punto, y cuya base mide — en cada caso. Luego, el drea de cada uno de estos
n

rectdngulos podemos expresarla como sigue:

1 1(1)? 1(2)? 1(3)? 1
AIZO'_VAZZ_ - )A3:_ - ’A4=_ - »---vAnz_
n n\n n\n n n

Asi, la suma S, de todas la dreas de los rectdngulos estd dada por la siguiente igualdad:

1 1(1)2 1(2)2 1(n—1)2
Sp=—-0+—|—=| +=|=| +..4+—
n n\n n\n n n

14224324+, +(n—1)2
I’l3

de donde S, =

1
Como 12+22+3%+ ..+ (n—-1)%= gnn-1@n-1), cuya prueba est4 al final del capitulo, entonces:

S, = nn-102n-1)

6n3
1 1 1
dedonde S,=-+ ———)
3 \6n2 2n
T d 1 1 t S 1+
omando r;,=— - — entonces S;,=—+r
"“en2 2n S T

Observemos que si a “n” se le asignan valores positivos cada vez més grandes, entonces r, se
aproxima a cero.

Si en la figura anterior se aumenta el nimero n de divisiones del intervalo, entonces crece el
numero de rectdngulos y la suma S,, de las dreas de ellos se aproxima al area de la figura curvilinea.

. . . . 1
Como r, se aproxima a cero cuando n crece indefinidamente, puede decirse que S, = 3% 7Tn se

. o 1 F 14 o 1
aproxima al ndmero 3 yast el drea de la region tiende a 3

La expresion “ n toma valores positivos cada vez mayores” puede sustituirse por n — +oo, (n tiende

1 1
a més infinito) y como S, — 3/ (S, tiende a 5 cuando n — +o00) , entonces, volviendo a utilizar la

notacion de limites escribimos:
; . 1 1
Im S,= lim |=+r,|==
n—+oo n—+oo\ 3 3

. . e e 1
que se lee: el limite de S,,, cuando n tiende a mads infinito, es 3

Es importante sefialar que al estudiar el limite de una funcién, no se menciona el valor que toma la
funcién exactamente en el punto. Asi, en el ejemplo 1.1, no importa cuél es el valor de f(2), sino el valor
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de f(x) cuando x tiende a 2. Esto se debe a que el concepto de limite de una funcién en un punto es
independiente del valor que toma la funcién en este.

Puede suceder que en dicho punto la funcién no esté definida y atn asi exista el limite. El siguiente
ejemplo presenta esta situacion.

Eemplo 1.3

. . > 2x%-3x-2
Sea f la funcién definida por la ecuacion f(x) = —_,  bpan toda xeR, x#2.

La representacion gréfica de f es:

1 2

De la gréfica puede observarse que, aunque la funciéon f no esta definida para x =2, cuando x
toma valores muy cercanos a 2 la funcién se aproxima a 5, lo que escribimos como:

lim f(x) =5
x—2

1.1.1  Generalizaciéon del concepto de limite

Sea f una funcién definida para valores reales en los alrededores de un ntimero b, aunque no necesaria-
mente en b mismo, como se representa graficamente a continuacion:

Y
<

x—>bex

Figura 1.2: linzf(x) =L f(by=L
x—>
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Se observa que cuando x — b entonces f(x) — L lo que se escribe como: linz fo=L
X—

Recordemos que al calcular HII}? f(x) no importa que la funcién f esté o no definida en b; lo que interesa
X—

es que f esté definida en las proximidades de mtb.

Consideremos la siguiente representacion gréfica de una funciéon f cualquiera parala que f(b) = P:

x—>b<x

Figura 1.3: Hn}}f(x) =L, f(h)#L
X—

Observe que aunque f(b) # L, para valores de x préximosa b se tiene que f(x) — L, por lo que puede
escribirse siempre lirr;) fx)=L
X—

Observe ahora la siguiente representacion grafica de una funcién f.

(
=

x->bex

Figura 1.4: linllo f(x) no existe
x4>

En este caso, cuando x tiende a b por la derecha, que se escribe x — b*, la funcién tiende a R, pero
cuando x tiende a b por la izquierda, (denotado x — b~) los valores de f(x) tiendena T.

Asi, la funcién f no tiende a un mismo valor cuando x — b, por lo que se dice que no existe lirrlla fx).
X—

. . . 1
Consideremos ahora la funcién definida por f(x) = —— con ¢>0.
x—c
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¥

1
Figura 1.5: f(x) = o con ¢c>0

Observe que cuando x — ¢*, entonces f(x) tiende a tomar valores positivos cada vez mayores, (es decir,
fx) = +00), y que cuando x — ¢~, f(x) toma valores negativos cada vez menores, ( f(x) — —o00). Asi,
f(x) no tiende a ningtin niimero real fijo y se dice que lim f(x) no existe.

X—C

1.1.2 Formalizacion de la idea intuitiva de limite

En el ejemplo 1.1 se analiz6 el comportamiento de la funcién f con ecuacion f(x) =x*>—1 en las proximi-
dades de 2.

Expresamos como lin} f(x) =3, el hecho de que para acercar los valores de la funcién tanto como se
X—

quisiera a 3, era suficiente acercar adecuadamente x al valor 2, (x #2).

De otra forma, puede decirse que |f(x) —3| es tan pequefio como se quiera, siempre que |x—2| sea
suficientemente pequefio, aunque no igual a cero.

Utilizaremos las letras griegas € (epsilon) y 6 (delta) para escribir en forma maés precisa lo anterior.

€y 6 son numeros reales positivos que indican qué tan pequefio queremos hacer el valor absoluto de la
diferencia entre f(x) y 3,y el valor absoluto de la diferencia entre x y 2 respectivamente.

Se dice entonces que |f(x) —3| serd menor que &, siempre que |x—2| sea menor que 0 y |x—2|#0.

Luego, si para cada € >0 puede encontrarse un 6§ >0 tal que |f(x)-3|<e si 0<|x—2|<§, entonces se
dice que lin% fx)=3
X—

Observe que se establece la condicién 0 < |x—2|, ya que tinicamente nos interesa saber como es f(x) para
valores de x cercanos a 2, no en 2 mismo, en cuyo caso |x—2| serfa igual a cero.

Gréficamente tenemos:
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X

D 26 2 246

Figura 1.6: Gréafica de f(x)

Se tiene que, en el eje Y, los valores f(x) estdn entre 3—¢ y 3+¢, siempre que los valores de x, en el eje
de X, selocalicen entre 2—-6 y 2+6, osea |f(x)-3|<esi 0<|x-2|<F.

En general, el valor de ¢ es escogido arbitrariamente, pero la eleccién de § depende de la eleccion previa
de €. No se requiere que exista un nimero § “apropiado” para todo €, sino que, para cada € existe un
& especifico.

Entre mds pequefio sea el valor que se escoja de €, mds pequefio sera el valor del correspondiente §.

Luego, para el ejemplo 1.1, decimos que lin% f(x)=3, pues para cada € > 0, existe § > 0, tal que
X—
|f(x) -3l <e, siempre que 0<|x—-2|<0.

En general, para una funcién f cualquiera, el lin}) f(x) =L significa que “la diferencia entre f(x) y L
X—

puede hacerse tan pequefia como se desee, haciendo simplemente que x esté suficientemente préximo a
b, (x#b)".

1.2 Definicion de limite

Definicién 1.1
Sea f una funcién definida en una vecindad del punto (b,0). Se dice que lin%7 f(x)=L, siparacada
X—

numero positivo €, por pequefio que este sea, es posible determinar un ntimero positivo §, tal que
para todos los valores de x, diferentes de b, que satisfacen la desigualdad |x—b| <§, se verificara
la desigualdad |f(x) - bl <e.

Luego, lirr117 f(x) =L siy soélo si para cada £ >0, existe § >0 tal que, si 0 <|x—b| <, entonces
x—>
If(x)—Ll<e.

En forma gréfica se tiene:
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1
A Y
A
L+é&
L] Ly
L-&4
l 3> X | I | } x
;'7 g b-5 b b+s
Figura 1.7: Para cada £ >0, Figura 1.8: existe § >0
Y Y
A A
L+e} A
Lt L /f(x)
L-&+
A
} - - > X ] -
b5 b b+ o
Figura 1.9: tal que, si 0<|x—b| <4, Figura 1.10: entonces |f(x) - L| <e.

También el lirrllo f(x) = L puede interpretarse de la forma siguiente: como de la desigualdad [x-b| <6 se
X—

deduce que |f(x) - L| < ¢, entonces todos los puntos en la grafica de la funcién con ecuacién y = f(x),
que corresponden a los puntos x que se localizan a una distancia no mayor que § del punto b, se
encontrardn dentro de una franja de ancho 2¢,limitada por las rectas y = L—¢, y = L+¢, como se muestra
en la siguiente figura:

# bs b bo

Figura 1.11: Grafica de f(x)

Puede decirse entonces que la definiciéon de limite dada anteriormente , establece que los valores de la
funcién f se aproximan a un limite L, conforme x se aproxima a un nimero b, si el valor absoluto
de la diferencia entre f(x) y L se puede hacer tan pequefia como se quiera tomando x suficientemente
cercana a “b”, peronoiguala “b”.

Daremos ahora algunos ejemplos en los que se utiliza la definicién de limite:
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Qemplo 1.4

Probar que lirr; 2x-1)=3
X—

Solucién: Debe probarse que, dado € > 0, existe § >0, tal que [(2x—1) -3| < & siempre que
0<|x-2|<4.

Vamos a establecer una relacion entre [(2x—1)-3| y [x—2]|.

Como |[2x—-1)-3|=12x-1-3|=2x—-4|=12(x-2)| =|2||x—2] 0 sea
|2x—-1)—-3|=2]x-2].

. €
Entonces, para hacer |(2x—1)—3| menor que ¢, es suficiente que |x—2| < 5+ por lo que puede

€
tomarse 6 = 2°

. & .
Luego, dado >0, existe >0, (0= 5) tal que si 0<|x—2|<d entonces |(2x—1)-3|<e.

Qemplo 1.5
Probar que lin% 4x-1)=11
x—>
Solucién: Dada £ >0, debe encontrarse 6 >0 tal que |(4x—1)—-11|<e siempre que 0< |x—3|<J.

Como [(4x-1)-11| =]4x-1-11| = |[4x—12| = |4(x - 3)| = 4|x - 3] entonces para que [(4x—1)—11| sea

- € €
menor que ¢ es suficiente que |x-3| < 2 por lo que podemos tomar 6 = T

€
Luego, dado £ >0, existe § >0, (5= Z) tal que |(4x—1)-11| <& siempre que 0<|x—3|<34.

Qemplo 1.6

Probar que lirr% (x*+2x)=3
x—>

Solucién: Debe encontrarse § en términos de ¢, (¢ >0 dada), tal que |x? +2x —3| sea menor que €
cuando 0 <|x—1| < §. Se tiene que +2x-3=|(x-D(x+3)|=|x—-1] |x+3|

Como lo que nos interesa es el limite cuando x tiende a 1, vamos a considerar los valores de x que
estén cerca de 1, pero que sean diferentes de 1.

Asi, tomamos [x—1/ <1 dedonde -1<x-1<1 y por tanto 0 < x < 2.
Vamos a determinar un namero r parael que [x+3|<r cuando |[x—-1|<1.
De la desigualdad 0 < x <2 se obtiene que 3<x+3 <5 porlo que |[x+3| <5 y puede tomarse r =5.

Luego |x—1|-|x—3|<5-|x—1| cuando [x-1|<1
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‘ . £
Ademads 5/x—1| es menor que € si [x—1| < 5

: , €
Por tanto, si se toma § como el menor de los nimeros 1y 5 entonces

|x2+2x—-3|<e cuando 0<|x—1|<§

. . 1
Por ejemplo, si se toma € =1 entonces 6 = 5 y

1
x2+2x-3|=|x—1]-]x+3|<5|x—1|<1 cuando 0< |x—1| < :

En general, determinar el lin}) f(x) mediante el uso directo de la definicién es dificil, por lo que para
X—

hacerlo se contard con la ayuda de una serie de teoremas, que estudiaremos mas adelante.

Hemos dado un vistazo intuitivo y otro més formal sobre la nocién de limite en un punto. En sintesis, lo
que nos interesa saber es el comportamiento de una funcién cuando la variable independiente tiende a un

determinado valor en el eje X.

Eemplo 1.7

Determinar los siguientes limites, utilizando para ello la representacién grafica de la funcién f que

se da a continuacién:

a.) }615% fx)

b) lim /()

c.) }513, fx

d.) xl_i,IES f(x)

e) lim f(x)

£) lim f(x)
Solucién:

A partir de la grafica de f se tiene que:

lim f(x)=3, limf(x)=0, Ilim f(x)=-2,
x—0 x—2 x—3

xll»rz?5f(x) =0, xlin_lzf(x) =1, }Cl_rgf(x) =2
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EB Ejercicios
1.1 Determinar los siguientes limites, utilizando para ello la representacién grafica de la funcion g,
que se da a continuacion:

a) lim g(x) y
b.) lim g(x)
x—0
c.) lim g(x)
x—2

d.) lim g(x)
xX—-2

e.) limg(x)
x—4

f.) xlil{ll g(x)

g.) lim g(x)
x—1

Figura 1.12: Grafica de g(x)

1.2.1 Limites laterales

Hasta el momento hemos visto limites de funciones cuyo trazo es continuo, sin cortes o saltos bruscos.
Sin embargo, existen algunas funciones que presentan algunas discontinuidades, llamadas funciones
discontinuas y que estudiaremos en el tema continuidad de funciones. Nos dedicaremos ahora a estudiar
los limites en este tipo de funciones.

Consideremos la siguiente representacion gréfica de una funcién f, enla que existe una discontinuidad
cuando x = a:

¥ x—'>'a':ex ?(

Figura 1.13: f es discontinua en a

Notemos que cuando x tiende hacia “a” por la derecha de “a” la funcién tiende a 2, pero cuando x
tiende hacia “a” por la izquierda de “a”, la funcién tiende hacia 1.
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Escribimos x — a* para indicar que x tiende hacia “a” por la derecha, es decir, tomando valores mayores
“ 7
que “a”.

Similarmente x — a~ indica que x tiende hacia “a” por la izquierda, o sea, tomando valores menores

que /lall.

Utilizando ahora la notacién de limites, escribimos lim f(x)=2 y xliralf f(x)=1. Estos limites reciben el
x—at -

nombre de limites laterales; el limite por la derecha es 2 y el limite por la izquierda es 1.

Eemplo 1.8

Determinaremos los limites en los puntos de discontinuidad de la funcién i cuya representaciéon
gréfica es la siguiente:

v Se tiene que:

A

3} lim h(x)=3 y
x—2*

lim h(x)=-1
xX—2~

lim h(x)=-3 y

H | 7 x—-1
/ lim h(x) =1
/) =

1.2.2 Definicion de limites laterales o unilaterales

Definicion 1.2 Definicion de limite por la derecha
Se dice que lim f(x) =L siy s6lo si paracada € >0 existe § >0 tal quesi 0<x—a<d entonces
x—a*

|f(x)— LI <e-L esellimite por la derecha de f(x) en“a”.

Figura1.14: lim f(x)=L
x—at

Observe que no hay barras de valor absoluto alrededor de x—a, pues x—a es mayor que cero ya que
x>a.
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Definicion 1.3 Definicion de limite por la izquierda
Se dice que lim f(x)=R siy sOlo si para cada € >0 existe § >0 tal quesi 0<a—-x <0 entonces
|f(x)=R|<e. R esellimite por la izquierda de f(x) en“a”.

Figura 1.15: xlilzl_ f=L

Note que la expresién a—x es mayor que cero, pues x — a~ por lo que x<a.

En adelante, determinaremos los limites laterales a partir de la representacién grafica de una funcién cuya
ecuacion es dada.

Eemplo 1.9

Determinar los limites, en los puntos de discontinuidad, de la funcién f definida por:

x+2 si x=1

flx) =

-x2-1 si x<l1

Solucién: Primero hagamos la gréfica de la funcién.

El punto de discontinuidad se presenta cuando
x = 1. Luego:

lirr11+ fx)=3 vy HI{Iﬁ flx)=-2

Observe que el limite por la derecha (3), es diferente
al limite por la izquierda (2).

El Ejercicios

-1 si <0
1.2 Represente la funcién h definida por h(x) = . S% .
x+1 st x>0

y determine los limites laterales en el punto de discontinuidad.
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Es posible demostrar que para que exista lim f(x) es necesario y suficiente que los limites laterales existan

y sean iguales.
Es decir, lim f(x) =L siyso6losi lim f(x)=Ly lim f(x)=L
xX—a x—at Xx—a

Por consiguiente, si lim_f(x) es diferente de XHIE} f(x) sedice que )lcur}l f(x) no existe.
x—a* — —

Ejemplo 1.10

x2-2 si  x<2
Representemos graficamente la funcién definida por: f(x) = x si 2<x<4
4-x si  x=z4

Como lim f(x)=2 y lim f(x)=2, entonces lim f(x) =2
x—2% xX—27 x—2

Como lirfll fx)=0y lir£1 f(x) =4, entonces lirrll1 f(x) no existe.
x—4* x—4- x—

El Ejercicios
1.3 Considere la representacion grafica de la funcion g definida por:

vV=x—-1 si x<-2

_ x+3 si -2<x<1

g = 1 si l=x<3
(x—4)? si x>3

Determine si existen cada uno de los limites siguientes:
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a.) lim g(x)
xX—=2

b.) lim g(x)
x—1

c.) lim g(x)
x—3

d.) lim g(x)
x—4

-1

e.) lfl’l’(l) g(x)
X—
Figura 1.16: Gréfica de g(x)

1.3 Teoremas fundamentales sobre limites

En los apartados anteriores hemos determinado el limite de una funcién en un punto, utilizando para ello
la representacion gréfica de la funcién. Sin embargo, se hace necesario poseer otros criterios que permitan
agilizar el proceso. Con este fin es que estudiaremos algunos teoremas bésicos para determinar el limite
de una funcién en un punto.

Teorema 1.1 (Sobre la unicidad del limite).
Sea f una funcién definida en un intervalo I c R tal que a € I.Si lim f(x)= L y lim f(x) = M
entonces L= M.

O sea, el valor del limite de una funcién en un punto es tnico.

Teorema 1.2
Si m y b son nameros reales entonces lim (mx+ b) = ma+b
X—a

Eemplo 1.1

Aplicacién del teorema.
1. liII%(3x+5) =3-2+5=11
X—

2. lirré(—4x+2) =—4-3+2=-10
X—
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El Ejercicios

1.4 Determine cada uno de los siguientes limites:
a.) lim (bx-2)
x—-3

, 2
b.) lim (—x+ 1)
3

x—v2

Como consecuencia del teorema 1.2 se tiene que:

a. chin}lxza,con m=1,b=0en f(x)=mx+b

b. )lcirrtllbzb,conm=0enf(x):mx+b

Aplicacién del teorema.

1. imx=5
x—5

2. lim (z) = z
x—1\2 2

3. lim x=v?2
x—V2

4. lim V3=V3

=

1
5

Teorema 1.3
Si chln}l f(x) =L y k es un nimero real entonces se cumple que

lim [k- ()] = k lim f(x) = k-L

(Aplicacion del teorema).

1. lin%3(2x+5) =3 lirré(2x+5) =3(2-2+5)=27
X— X—

2. lim ~@x) = lfm o) = > lim (0 = 2(-1)=
. m x_xl»n—115x_5xl>n—llx_5 —5

x—-15
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B Ejercicios
1.5 Determine cada uno de los limites siguientes:

5
a.) lim Z(Zx—l)

x—V2

1
b.) lim3 (Sx + g)

X—T

Teorema 1.4

Si f(x) =/x con x =0 entonces )lclrrtll\/} =+va, con a=0.

_ (Aplicacién del teorema).

1. 1ir%\/§= V5
x—>

1 3v2
2. 1im3y7=3 1in}\/7:3¢;=7‘/_

V=3 V=3

B Ejercicios
1.6 Determine los limites indicados:

a.) lim4vx
x—4

b.) lim5v/x
x—2

Teorema 1.5
Si f y g son dos funciones para las que lim f(x) = L y lim g(x) = M entonces se cumple que:

lim [£(x) + g(x)] = lim g(x) + lim f(x) =L+ M

Este teorema lo que nos dice es que el limite de la suma de dos funciones, es igual a la suma de los limites
de cada una de las funciones.

_ (Aplicacién del teorema).

1. lin%(2x+\/}) =lin§2x+lin§\/§=2~3+\/§=6+\/§
X— X— X—
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2. lim (5+3v/x) = lim5+ lim3vx=5+3V2
x—2 x—2 x—2

Ejercicios
1.7 Determine los limites siguientes:

a.) lim (5vx+2)
x—5

b.) lin} 2x+7)

x—’g

El teorema 1.5 puede extenderse a un nimero cualquiera finito de funciones.

Teorema 1.6
Si f y g son dos funciones para las que lim f(x)=L y lim g(x) = M entonces se cumple que
lm [f(x)-g(0)]=L-M

Es decir, el limite del producto de dos funciones es igual al producto de los limites de cada una de las
funciones.

Eemplo 1.16  (Aplicacion del teorema).
1. limxv/x =lim x-lim vx =2v2
x—2 x—2 x—2

2. lim x*= lim x-x= lim x- lim x=(-1)-(-1) =1
x—-1 x—-1 x—-—1 x—-—1

3. lirgzﬁ(5x+2) = lirI;Z\/}- lirr%(5x+2) =2v2-(5-2+2) =24V2
X— X— xX—

Bl Ejercicios

1.8 Determine el valor de cada uno de los limites siguientes:
a.) lim x*V/x
x—4

b.) lim x®
x—5

El teorema 1.6 puede extenderse a un nimero cualquiera finito de funciones.
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Corolario 1.1 Si f(x) = x" entonces lim x"* = a", con neN.
X—a

Observe que x" = x-x- x...x (n factores) por lo que aplicando el teorema 1.6 se tiene que:

limx"” = lim[x-x-x...x]
X—a X—a

= limx-lim(x-x-x...x)
X—a X—a

= limx-limx-lim (x-x-x...x)
X—a X—a X—a

dim x - lim x... lim x
X—a X—a X—a

— N ,

n factores

= a-a-a..a (nfactores)
= an
En particular, el limite de la enésima potencia de f(x) esigual a la enésima potencia del limite de f(x). Es

. , n_ . n
decir, lim [f(x)]" = [}Cgr}l f (x)] .

Eemplo 1.17 | (Aplicacién del corolario).

2 5

1. lim x° = (—)

- 3

2. lim 2x®=2 lim 2x®=2(-1)® =2
x—-1 x—-1

6

3. lim(3x+5)6:[lim(3x+5) =[3-2+5]%=11°
xX—2 x—2

5

4. lim (x*+3x)°= [ lim (x*+3x)| =[(-1)?+3(-1]°=(-2)°=-32

x—-1 x—-1

Teorema 1.7
Si f y g son dos funciones para las cuales lim f(x) = L y lim g(x) = M entonces se tiene que:

im L9 _IMeoa SO Lo re que M #£0
x—ag(x) limy.,gx) M

Teorema 1.8
i 1 B 1 . £0
xl_Ig Pl siempre que a
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Qemplo 1.18 | (Aplicacién del teorema).

1 o1 1 -4
—=4 llm —=4-— = —
X x—-3 X -3 3
im2x+1 5241 5

limvx V2
x—2

lim 2x*>+3
x—-3

lim x®-1
x—-3

lim 2x%+ lim 3

o1 1
1 Iim-— = -
xX—5X 5
2. lim - = 1lim 4-
x—=-3 X x—-3
. 2x+1
3 lim =
x—2 X
; 2x%+3
4. lim =
x—-3 x3-1
X+x-—-2
5. lim U =

x—3x2-3x+1

Ii x—-3 x—-3
x=-3 1im x°- lim 1
x—-3 x—-3

2(-3)2+3

(-3)3-4
-21 -3

28 4

3+3-2
V3 V34

3)2-3@)+1

1

% (Por los teoremas 1.2 y 1.4)

7

(Por teorema 1.7)

(Por teorema 1.3)

(Por teorema 1.3 y corolario del teorema 1.6)

Observe que en este ejemplo se han aplicado directamente los teoremas estudiados, sin hacer el desglose
paso por paso como en el ejemplo anterior.

El Ejercicios

1.9 Determine el valor de cada uno de los siguientes limites:

, 2x+3
a.) lim —
x—-1x2-5x+1

Bt
2 xl—rg 3x3-5

2y/x+4x-5
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Teorema 1.9

Si neN entonces lim Vx = {/a si:
X—a
i. a es cualquier nimero positivo.

ii. a<0y n esimpar.

Qemplo 1.19 | (Aplicacién del teorema).
1. lim Vx= V5

x—5
2. limVx=v2
x—2
3. lim Vx=v-8=-2

x——8

4. lim V/x=v64=2
x—64

Teorema 1.10

Clteol0]Si )1612}1 f(x) =L, entonces )lcllr}l U fx) =/ )161_% f(x)= VL sise cumple alguna de las condicio-

nes siguientes:
i. L=0y n es cualquier entero positivo (n € R).

ii. L=<0y n esun entero impar positivo.

Eemplo 1.20 (Aplicacion del teorema).

1. limv5x+3= \/lim5x+3 =18
x—3 x—3

2. lim vV2x2+3= lim12x2 +3=v2(-1)2+3=v5
i

x—-1

3. lim v6x+2=5/1im 6x+2=v—-28=—-v28

x—-2 x—-2

KN Ejercicios

1.10 Determine el valor de cada uno de los siguientes limites:

., 4 x2+1
a.) lim
x—4 2
.6 5
b.) lim {/5x2+—+4
x—=5 X
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Teorema 1.11

Si f, g y h son funciones tales que f(x) < g(x) < h(x) para todo x de cierto entorno reducido
01 de b y ademds lin}] f=L= lin}) h(x) entonces se cumple que linz gx)=L
X— X— X—

El teorema 1.11 nos dice que, si para x proximo a b, la funcién g estd comprendida entre dos funciones
que tienden a un mismo limite L, entonces g(x) también tiende a L.

Gréficamente podemos tener lo siguiente:

XA

g(x)

H > Y
b

Figura 1.17: lim f(x) = lim g(x) = im h(x) =L
x—b x—b x—b

Ejemplo 1.21

Si g es una funcion tal que —x* < g(x) < x? para x#0 y como lin%) -x)=0y lin(l) x* =0 entonces se
X— X—

tiene que lin}) g(x)=0.
X—
Sea ahora g una funcion tal que 5+ x < g(x) < x* —9x+30 para x #5
Se tiene que lim (5+x) =10 y lim (x* —=9x+30) =10
X— X—

Luego }61{513 g(x)=10

EEN Ejercicios

1.11 Sea f una funcién tal que —(x—2)% < f(x) <0 para x # 2. Calcule lin% fx)
X—
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1.3.1 Otros aspectos sobre limites

En algunos limites no es posible aplicar directamente los teoremas sobre limites, especialmente el del

“"

. : . . , 0,
limite de un cociente de funciones, ya que se presenta la forma indeterminada “—". En estos casos se

hace necesario realizar primero algin proceso algebraico, para luego determinar el valor del limite. Es
indispensable en esta parte tener muy en claro los conceptos sobre factorizacién, racionalizacion y valor
absoluto.

Por medio de ejemplos estudiaremos:

1.3.2 Limites que involucran factorizaciones

Qemplo 1.22

2x% +2x-12
Calcular lim —————
x—2 3x2—-5x-2

Solucién: Si evaluamos el numerador se obtiene: 2(2)* +2(2)—12 = 0 y en el denominador:
3(22-5@2)-2=0

ol o

Luego se tiene la expresién “—~" que no tiene sentido.

Como 2 hace cero ambos polinomios podemos hacer una factorizacién como sigue:

2x*+2x—12 = (x—2)(2x+6), 3x*—5x—2=(x—2)3x+1). Luego el limite dado puede escribirse como:
. (x-2)(2x+6)
m-——-
x—2 (x—2)Bx+1)
y simplificando se obtiene:

2X+6

im
x—23x+1

que si puede determinarse pues

Iim3x+1
x—2

es diferente de cero.

2x*+2x-12 . 2x+6 10

Luego: lim ————— = lim = —
x—2 3x2-5x—-2 x—23x+1 7

Ejemplo 1.23

x3+(1—a)x2—ax

Calcular lim >
x—-1 xXc—x-2

Solucion: Evaluando nuevamente numerador y denominador se obtiene:
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F3+0-a)-1%-a-)=-1+1-a+a=0
(-1)2-(-1)-2=1+1-2=0.

Puede escribirse el limite anterior ya factorizados los polinomios como:

o xx—a)(x+1) . X(x-a) o . .
lim ————— = lim Simplificando la expresiéon anterior.
x—-1 (x—-2)(x+1) x—-1 x—-2
_ -1(-1-a)
T -1-2
a+1 .
= Aplicando el teorema 1.7.
m Ejercicios
x%-27

(Respuesta: —9)

1.12 Determinar: lim
x—33x— x2

1.3.3 Limites que involucran racionalizaciones

Eemplo 1.24
2 _
Calcule lim o4
x—2 \/E — \/}

Solucién: Como al evaluar el numerador y el denominador se obtiene cero en ambos, procedemos a
racionalizar el denominador de la forma siguiente:

( x> -4 \/§+\/§)

. i F A2+ V)
V2-Vx V2+Vx

x—2 2—X

lim
x—2

. (x+2)(x—2)(V2+ %)
= Ilim
x—2 —(x-2)

= lgrg[—(x+2)(¢§+ﬁ)]

en este tltimo limite no hay ningtn problema y aplicando los teoremas respectivos se obtiene como
resultado —8v/2.
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Ejemplo 1.25
Vx?+6x-3
Calcule lim xx+—;c Recuerde que (a—b)(a® + ab+b?) = a® - b3
x— -

1" 4

Solucién: Como vuelve a presentarse la forma o procedemos a racionalizar como sigue:

. Va2 +6x-3 V(22 +6x)2+3Vx2+6x+32
=3  x-3 V(X2 +6x)2 +3Vx2 + 6x + 32

(Vx2+6x)3-33

Hm " =
=3 (x-3) [{/(x2+6x)2+3\/x2+6x+9]

3 (x—=3)(x+9)
lim =

=3 (x_3) [{/(x2+6x)2 +3\3/x2+6x+9]

. x+9 4
lim - = o
=3 3/(x2 +6x)2 +3Vx2 +6x+9 9
EEN Ejercicios
) ., 4-V15—x
1.13 Determinar hmlT (Respuesta: 0)
e

1.3.4 Limites con valor absoluto

X—a Si x=a

Recuerdequelx—alz{ @) si x<a

Qemplo 1.26

x—2
Calcule lim | 5 |
x—2 x-—4

. 0
Solucién: Como [2—-2|=10/=0y 22 -4 =0 vuelve a obtenerse la forma ”6”. Como aparece |x —2|
de acuerdo a la definicién de valor absoluto se tiene que:

x—2 si x=2
|x—=2|= .
—(x—-2) s1 x<2

Asi, para valores de x mayores que 2 la expresion |x —2| se puede sustituir por x -2, y para valores
de x mayores que 2 se sustituye por —(x —2), por lo que se hace necesario calcular los limites
cuando x — 2% y cuando x — 27, es decir, se deben calcular los limites laterales.

Luego:
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. lx=20 . x-2 . 1 1
im ——=1lim — = lim —— =
x—2t X2 —4  x—2* (x+2)(x—-2) x—2tx+2 4

. 1x=2] —-(x-2) ) -1 -1
hm—— —_— hm— —

- 1m = =
x—2-x2—4 x=2" (x+2)(x-2) x—2-x+2 4

s

. . . x
Como los limites laterales son diferentes entonces el hrr% 5
xX—2 X= —

| .
2 no existe.

Qemplo 1.27

2x—6
Calcule lim _ErX70
x—32—1|1-x|

. 0 . .
Solucién: Vuelve a presentarse la forma “6”. Analizando el valor absoluto se obtiene que:
I-x si x=<1
11— x|= :
—(I-x) st x>1

Como se desea averiguar el limite cuando x — 3 y 3 es mayor que 1, entonces se analiza Ginicamente
el siguiente limite:

; 2x—6 ; 2(x-3)
m— = lim————
x—32—|1-x| x—32—-[-(1-x)]
. 2(x-3)
= lim—
x—32+1—-x
. 2(x-3)
= Ilim
x—3 3—-Xx
., 2(x—-3)
=] m———
x—3—(x—-3)
= Ilim-2
x—3
= =2

En este caso el limite si existe.

EZ¥ Ejercicios

x+1
1.14 Determinar el lim | |

—_ Respuesta: no existe
x—-12x2+3x+1 (Resp )



http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.3 Teoremas fundamentales sobre limites 35

1.3.5 Limites que involucran un cambio de variable

Eemplo 1.28
J1+y-1

Calcular lim ———
y=01—4/1+y
e . . 0
Solucién: Al evaluar numerador y denominador en y = 0 se obtiene ”6”. Aunque en este caso
podria efectuarse una racionalizacion, el procedimiento seria muy largo pues hay que racionalizar
tanto el numerador como el denominador. Por tanto, vamos a hacer un cambio de variable en la
forma siguiente:

Se desea sustituir la expresién 1+ y por otra que tenga tanto raiz ctibica como raiz cuadrada. Luego,
3
seal+y=u® (observe que Vu=c®y vVub=u?).

Ademés cuando y — 0 se tiene que u® — 1 y por tanto u — v/1, es decir, u — 1; en el limite original
se sustituye y — 0 por u— 1

Sustituyendo se tiene que:

 YT+y-1 . Vub-1
Iim — lim

y=01—/T+y u—11_ /18

; u? -1
lim
u—11-us

0 . . .
Aunque vuelve a presentarse la forma ”6”, la expresion ahora es facilmente factorizable.

Asi:
Cout-1 . (u—1(u+1)
lim =
u—11-us u—1(1—w)(1+ u+ u?)
B 3 —-1-w(u+1)
T ou—1 (- w1+ u+u?)
5 —(u+1)
= m ——-
u—1 (14 u+u?
_ 2
Qemplo 1.29
‘5/ — —_—
Calcular lin} L’;l
e _

.. . . 0
Solucion: Nuevamente, evaluando el numerador y el denominador en 1 se obtiene ”6”


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.3 Teoremas fundamentales sobre limites 36

En este caso vamos a sustituir 3 —2x por una expresion que posea raiz quinta. Tomamos entonces
5
3-2x=u’ pues Vud = u.

Cuando x tiende a 1 se tiene que 3 —2x también tiende a 1y por tanto u®> — 1y u— v/1 de donde
u —1.

Sustituyendo se obtiene que:

o V3=2x-1 VAT |
lim— = lim——~
x—1 1—-x u—11_3=w

u—1

m——
u—1 2=3+ u®
2

. 2(u-1)
= Ilim
u—1 ud -1

., 2(u-1)
lim
u—l(u—D(ur+ud+u2+u+1)

. 2
= lim 7 5 3
u—lu*+uw+u-+u+l

2
5

EEl Ejercicios
1-vx-1
1.15 Iim

3
_ Respuesta: —)
=21+¢1—x ( P 4

1.3.6 Limites que involucran funciones trigonométricas

Estudiaremos aqui los limites de las funciones seno y coseno, y algunos limites especiales que no pueden
resolverse por los procedimientos ya estudiados.

Teorema 1.12
lil’l’(l) sena=0y lil’l’(l) cosa =1 donde a es un dngulo que se mide en radianes.
a— a—

Recordemos que la medida en radianes de un dngulo se define por la igualdad siguiente: 6 = ;, donde

s el la longitud del arco interceptado por el dngulo, sobre una circunferencia de radio r, cuyo centro
coincide con el vértice del dngulo, como se muestra en la siguiente figura:
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s es la medida del arco AB
r es el radio del circulo

Figura 1.18: Circunferencia de radio r

Consideramos ahora un circulo de radio uno y un dngulo agudo AOP cuya medida en radianes es a:

> X

A(1,0)

Figura 1.19: Circunferencia de radio 1

. s
En este caso como r =1 se tiene que a = 1 porlo que a =s.

El tridngulo PQA es rectangulo y sus catetos PQ y QA miden respectivamente sena y 1-cosa (Note
que OQ =cosa).

Por el teorema de pitdgoras se obtiene que:
(sena)? + (1 —cosa)? < (PA)?
Como la longitud de PA es menor que la longitud del arco AP, es decir, es menor que a, se tiene que:
(sen a)2 +(1--cos 05)2 < a?

Como los dos sumandos del primer miembro de la desigualdad anterior son positivos, entonces cada uno
de ellos es menor que la suma de ambos, por lo que:

sen? a < (AP)? y (1 -cosa)? < (PA)?

Y como (AP)? < a? entonces:
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sen’ a<a’?y (1-cosa)? < a?

De donde [sena| < |a| y |1 -cosa| < |a]

Si € es un ndmero positivo, podemos tomar 6§ = ¢ de tal forma que |sena| <|a|<e y |l -cosa|<|a| <&
siempre que 0 < |a| <.

De otra manera: |[sena — 0| < ¢ siempre que 0 < |a@ —0| < § por lo que lin}) sena =0, y similarmente,
a—

|cosa—1| <& siempre que 0 < |a—0| <6 por lo que ling)cosaz 1
a—

De esta forma hemos probado los dos limites.

Teorema 1.13
. senx
lim =1
x—0 X

Observe que este limite no puede resolverse por los procedimientos ya estudiados de factorizacion,

racionalizacién o cambio de variable, y que al evaluar directamente se obtiene la forma ”5”.

Consideremos nuevamente un circulo unitario y designemos por x el 4ngulo central MOB (siendo en
. . y3 . .
radianes su medida), con 0 < x < > como se muestra en la figura siguiente:

)
B

>
S

5
A (1,0

@)

Figura 1.20: Circunferencia de radio 1

Puede observarse que: el drea del A\ MOA es menor que el drea del sector MOA es menor que el area del
ACOA(1).

- — 1 senx
OA- B:E-l-senx: .

Ademés se tiene que: el area del \ MOA =

DN | =

El 4rea del sector MOA=- 0A ZAOM=--1-x= g

N =

1
2
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1 tan x
OA Czé-l-tanx:

El drea del A COA= %

Sustituyendo en (1):

senx x tanx

5 — de donde senx < x< tanx

Como x € ]0, E[ entonces senx > 0, por lo que podemos dividir los términos de la desigualdad anterior

por senx, sin alternar el sentido de la desigualdad, obteniendo entonces que:

senx
1< < por lo que cosx < <1

Ssenx CoSsXx

. . . . T sen(-x) —senx senx
Esta tltima desigualdad también es valida cuando 5 <x< 0 pues 0 _ = y ademas
-X -X x

cos(—x) =cosx

senx

Como cosx < <ly lin}) cosx=1y lin}) 1 =1, aplicando el teorema 1.11 se concluye que:
X— X—

. senx
lim =
x—0 X

1

Ejemplm.so
. senbx
lim =1
x—0 6Xx
Eemplol.sl
sen3x

Calcular lim
x—0 X

Solucion: Observe que en este caso el argumento es 3x, por lo que en el denominador se necesita
también la expresion 3x, de ahi que se lleve a cabo el siguiente procedimiento:

. sen3x ; sen3x
lim = lim3-
x—0 X x—0 3x
. sen3x
= 3-lim
x—0 3x
= 3-1
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. sen(x—1)
x—=1 (x-1)

Ejemplo1.33

=1 pues (x—1) — 0 cuando x — 1

-2
Calcular lim w
x—2 (3x-06)
Solucién:
. sen(x—2) . sen(x—2)
m——— = lim——
x—2 (3x-6) x—2 3(x-2)
1. sen(x—2)

— 11m
3x—2 (x—-2)

_ 1
= £l
B 1
-3
. senj
Calcular lim
x—0 X
Solucién:
sen > sen %
Iim 2 = lim xz
x—0 X x—0 2-5
_ lli sen%_l.l
2 x—0 % 2
_ 1
)
KA Ejercicios
1.16 Calcular li sent” 3 R ek — =
. alcular lim 2 (Respuesta: —3)
sen(l—x
1.17 Calcular lim¥ (Respuesta:—2)
x—1 /x-1

En los siguientes ejemplos utilizaremos un procedimiento comtin en algunos limites trigonométricos y
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que consiste en multiplicar por el conjugado de una expresion.

Ejemplo 1.35

1 —
Calcular lim S Cosy
y—0 y

Solucién: Multiplicamos por el conjugado de 1 -cosy, que es 1+ cosy, como sigue:

1—-cos 1—-cosy 1+cos
lim —2%Y i Y, y
y—0 y y—0 vy 1+cosy
1 — cos?
= lim— 2> ¥
y—0y(l+cosy)
2
sen” x sen
= lim = 1im 222 jim Y
y—0y(l+cosy) y—0 y y—=0l+4cosy
0
= 1.—=0
1+1
Ejemplo 1.36

. tanx-—senx
Calcular hr% _—
x—>

X3
Solucioén:
. tanx-—-senx . %—senx
lim———— = lim——F—
x—0 x3 x—0 x3

. Senx—senx cosx
= Ilim 5
x—0 x3cosx

. senx(l—cosx)
= 11m3—

x—0 X°COSX

. senx(l—cosx) 1+cosx
= Ilim .

x—0  x3cosx 1+cosx

senx(l— cos? X)

s

im —
x—0 x> cos x(1 + cos x)

sen3 X

s

lim 5
x—0 x° cos x(1 + cosx)

. (senx\3 1 3 1 1
= hm( ) -lim =1°. =—
x—0\ x x—0 cosx(1 + cosx) 11+1) 2
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Ejemplo 1.37

_ sen(x— %)
Calcular lim ——=
x—Z1-2cos x

. 7 1 T
Solucién: Como cos§ = P entonces 1 —2cos x — 0 cuando x — 3

Ademés sen(x—%) — 0 cuando x — %

T
Desarrollemos sen (x - g)

( Jr) b4 b8
sen{x——| = senxcos— —sen— CoSXx
3 3 3
1 V3 senx—v3cosx
= —senx—— CoOSx= ———
2 2 2
Luego:
. sen(x—%) . senx—V3cosx
Im —— = lim——F—
x—%1-2cos x x—% 2(1—-2cos x)

senx—+v3cosx .. senx++v3cosx
fm - lim
x—1 2(1-2cos X) *—Tgenx++/3cosx

sen® x —3cos? x

s

im
x—% 2(1—2cos x)(senx+ \/§cosx)

1 1—-cos?x—3cos?x

s

= lim - lim
x—Z 2(senx+v/3 cosx) x—Z 1-2cos x

1 1—-4cos®x

’

= — . lim —
2(\/7§+\/§%) x—2 1-2cos x

1 . (1-2cos x)(1+2cos x)
= Iim
2V/3 x—1 1-2cos x
= L lim 1+2cos x
2v31~3
= L (1+2 1)
23 2
1

2V3
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Ejercicios

sec26 tan30
1.18 Calcular éin(l) _—

50

X senx
1.19 Calcular lim ———
x—01—-cosx

Limites infinitos y limites al infinito

El simbolo oo se lee infinito, es de caracter posicional, no representa ningtin ndmero real.

Si una variable independiente x estd creciendo indefinidamente a través de valores positivos, se escribe
X — +oo (que se lee: x tiende a més infinito), y si decrece a través de valores negativos, se denota como
x — —oo(que se lee: x tiende a menos infinito).

Similarmente, cuando f(x) crece indefinidamente y toma valores positivos cada vez mayores, se escribe
f(x) = +oo, y si decrece tomando valores negativos escribimos f(x) — —oo.

. . . 1 .
Consideramos la funcién f definida por f(x) = ~_, paraxe R-{2}. Vamos a determinar el comporta-
x fa—
miento de la funcién cuando x — 2 cuando x — +co y cuando x — —oco. Para ello nos ayudamos de las
tablas siguientes:

‘ 3 ‘ 2,5 ‘ 2,3 ‘ 2,25 ‘ 2,1 ‘ 2,01 ‘ 2,001 ‘ 2,00001

X

1

—2‘1‘ 2 ‘3,33‘ 4 ‘10‘100‘1000‘ 10000
x_

Tabla 1.1

En este caso, cuando x — 2%, osea, (x — 2, x>2), la funcién f(x) tiende a tomar valores positivos cada
vez mayores. Esto podemos escribirlo como f(x) — +oco cuando x — 27, es decir lim f(x) = +oo
x—2

‘ 1 ‘1,5‘ 1,6 ‘1,75‘ 1,9 ‘ 1,99 ‘ 1,999 ‘ 1,9999

X

1
~—2 ‘ -1 ‘ -2 ‘ -2,5 ‘ -4 ‘ -10 ‘ —100 ‘ —1000 ‘ —10000
x—

Tabla 1.2

Ahora, cuando x toma valores cercanos a 2 pero menores que 2, la funcién tiende a valores negativos
cada vez menores. Es decir, f(x) — —oo cuando x — 27, o sea linzl f(x) = —o0.
m
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x‘4‘5‘8‘10‘100‘1000
ﬁ ‘ 0,5 ‘ 0,33 ‘ 0,16 ‘ 0,125 ‘ 0,0125 ‘ 0,001002

Tabla 1.3

Ahora observe que es x la que tiende a tomar valores positivos cada vez mayores, obteniendo como
resultado que f(x) tiende a valores cercanos a cero.

Asi xliI-Poof(x) =0, osea, f(x) — 0 cuando x — +oo.

‘ -3 ‘ -5 ‘ -8 ‘ -10 ‘ -100 ‘ —1000

X
1
*—2 ‘ -0,2 ‘ —-0,142 ‘ -0,1 ‘ —-0,083 ‘ —0,0098 ‘ 0,000998

Tabla 1.4

En forma similar a la tabla anterior se tiene que f(x) — 0 cuando x — —oco es decir, lim f(x)=0
X——00

Podemos representar graficamente el comportamiento de la funcién f en la forma siguiente:

> X

1
Fi 1.21: =—
igura f(x) =2

1
Consideramos ahora la funcién f definida por f(x) = —— para x € R—{0}, cuya representacioén gréfica es
x

la siguiente:

1
Figura 1.22: f(x) = ~
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Podemos decir que:
a. xlg{)l+ f(x)=-c0y leI}’)lﬁ f(x) =400

b. xglllmf(x) =0y xErpwf(x) =0

KBl Ejercicios

1.20 Determine los siguientes limites,

a.) lim g(x)
x—1*

b.) lim g(x)
x—1-

c.) lim g
x—-1*

d) lim g(x)
x—-1-

e.) [lim g(x)

f) lim g(x)

s
-
3=

;

Figura 1.23: Grafica de g(x)

Daremos ahora algunas definiciones sobre limites infinitos y limites al infinito.

Definicion 1.4

0<|x—c| <.

Gréficamente se tiene:

Se dice que f(x) crece sin limite cuando x tiende a ¢, que se denota lim f(x) = +oo, si para
X—C

todo nimero real N >0, (sin importar su magnitud), existe § > 0 tal que f(x) > N siempre que

X T5 ¢ C+o

> X

Figura 1.24: Gréfica de f(x)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.4 Limites infinitos y limites al infinito 46

Esta definicién nos dice que es posible hacer f(x) tan grande como se quiera, (es decir, mayor que
cualquier ntimero positivo N), tomando x suficientemente cerca de c.

Eemplo 1.38
Consideremos la representacion grafica de la funcion

f definida por: y

1
fx)= 2 para xeR-{0}

1
Demostremos ahora que hn(l) — = +oo. Para hacer la
x—0 X

prueba, debe establecerse que dado un N > 0 existe

1
4 >0 tal que ?>N siempre que 0<|x—0]<§6.

1 1 1 1
Observeque: — >N < x’ < — < V2 </ — < |x]| < —.
q 2 N VN | x| T

1 . 1
Luego, dado N >0, escogemos 6 = T de tal forma que se satisfaga que — > N cuando 0 < |x| <§.
X

1 1
Si tomamos, por ejemplo, N =100 entonces —; >100 cuando 0 < |x| < —, es decir, cuando
) X v100
0<|x| < —.
v10

Definicion 1.5
Se dice que f(x) decrece sin limite cuando x tiende a ¢, que se denota por }CIII} f(x) = —o0, si para
todo niimero real N <0, existe una 6 >0 tal que f(x) < N siempre que 0<|x—c|<d

Graficamente se tiene que:

c-6 C c+6

Figura 1.25: Gréfica de f(x)
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La definicién anterior afirma que es posible hacer f(x) menor que cualquier nimero negativo N, tomando
x suficientemente cerca de c.

Eemplo 1.39

(x:—4)2 para x € R— {4}

Consideremos la representacion grafica de la funcién f definida por f(x) =

Y
A
4 -
] i
i
D h =l
emostremos ahora que f(x) = lim (x—4)2

=2
Para hacer la prueba debe establecerse que dado un N <0, existe 6 >0 talque Goa? < N siempre
x —_—
que0<|x—4|<é

(x—4)?

Ademas \/ >V(x—4)2 = \/ > |x—4].

Note que \/ N si tiene sentido pues N <0

Observe que <N —2 > (x—4)? (el sentido de la desigualdad cambia pues N < 0).

=2

<N siysolosi|x—4|< \/ por lo tanto tomamos 6 = N

=2
L
uego, ——— a2

= =
Asi, dada N <0, existe § >0, (6 =1/ —) tal que < N siempre que 0< [x—4| <6
N (x—4)?

o sea 6§ = L L or lo que
—-200 “Vio 10 P 9

Si por ejemplo, tomamos N = —200 entonces 0 =

1
——— < =200 siempre que 0< |x—4| < —
(x—4)2 preq =4l< 15
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Definicion 1.6
Se dice que f(x) tiende a +oo cuando x tiende a ¢ por la derecha, y se escribe lim f(x) = +oo, si se
x—c*

cumple que a cada namero positivo M , (tan grande como se quiera), corresponde otro ntimero
positivo 0, (que depende de M) tal que f(x) >M siempreque 0<x—-c<6.

Similarmente, se dice que f(x) tiende a +co cuando x tiende a ¢ por la izquierda y se escribe
xlirrclf f(x)=+o0 si f(x) >M siempre que 0 < c—x <6 (Observe que c—x es mayor que cero pues
xX<cyaquex—c).

El comportamiento de la funcién f definida por f(x) = P cuando x — 2, estd regido por la definicion
x L—
anterior.

Los simbolos lim f(x) =—-oco y xlincl_ f(x) = —oo se definen andlogamente, escribiendo f(x) <—M en vez
x_,c+ —

de f(x) > M. (note que si M >0 entonces —M < 0)

Gréficamente se tiene:

By

> X

Figura 1.26: Grafica de f(x)

En esta representacion gréfica se tiene que tanto al acercarnos a ¢ por la derecha como por la izquierda,
los valores de la funcién son negativos cada vez mayores, (mayores en el valor absoluto), es decir, se tiene
que f(x) = —oo cuando x — ¢~ y cuando x — ¢*.

Definicion 1.7
Se dice que f(x) — +oo cuando x — +oo es decir, Jim £ (x) = +oo si para cada ntimero positivo M
—+00
existe otro nmero positivo k, tal que f(x) > M siempre que x > k.

Podriamos representar graficamente este comportamiento de una funcién f como sigue:
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Figura 1.27: Grafica de f(x)

Observe que xp > k y que f(xp) > M. Podemos anotar que xl—i>r-+l:loo f(x) =400

Ejemplo 1.40

Demostraremos que lirP x* = +o0
X—+00

Para probar este limite, se debe establecer que dado
un M > 0, debe existir k >0 tal que x* > M siempre que
x> K.

Ahora, como x> > M si y solo si x > VM, entonces,
para cualquier nimero M > 0, podemos tomar k = VM de
tal forma que se cumpla que x* > M cuando x > k. Por =
ejemplo, si M = 1000 entonces k = v/1000 = 10. Esto significa
que f(x) = x> es mayor a 1000 siempre que x sea mayor que
10.

La representacion grafica de la funcion f definida
por f(x) = x3, con x € R, se puede ver a la derecha.

En forma similar a la definicién anterior pueden definirse lim f(x) = —oo, lim f(x)=-ocoy lim f(x)=+oo
X—+00 X——00 X——00

En las siguientes representaciones graficas vamos a ejemplificar el comportamiento de una funcién f en
el que se evidencien los limites anteriores:

Y Yy Yy

A ‘\/> A
AN \ .

- // . G

Figura 1.28: xlil}lm fx)=-o0 Figura 1.29: xkglm fx)=-o0 Figura 1.30: xl—lvlzloo f(x) =400
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EEN Ejercicios

1.21 Determine los limites que se indican usando la grafica:

a) lim f(x)

b.) lir_r;+ fx)

, Fa "
¢) lim f( ﬂ \

d.) xl—i>IPoo fx) Figura 1.31: Grafica de f(x)

Y A
e) lim g(x)

f.) lenlli g(x) \ \\_// x

g.) lim g(x)
x—1*

h.) lim g(x)
Ao Figura 1.32: Gréfica de g(x)

: - 2x L : :
Consideraremos ahora la funcion f definida por f(x) = PEEE En las siguientes tablas vamos a evidenciar
x

su comportamiento cuando x — +oo y cuando x — —oo:

x | 5 | 10| 15 |20 ] 25 | 100 | 1000

2

Z* 1166 1,81 (1,87 /1,9]1,92 1,98 | 1,998

x+1

Tabla 1.5

x -5 | =10 | =15 | =20 | —25 | —=100 | —1000
2Xx Y Y
== | —24|-2,22|-2,14 | -2,1|-2,08| -2,02 | —2,002
x+1

Tabla 1.6
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En ambas tablas puede observarse que cuando x A
toma valores positivos o valores negativos cada vez
mayores, (mayores en valor absoluto), se tiene que la
funcién f tiende a acercarse a 2, por lo que se puede
escribir que:

. 2x B 2x
Iim ——=2y lim —=2
x—+oo x+1 x—-o0 x+1

A continuaciéon hacemos la respectiva representacion

{fica de la funcion f: 2
gréfica de la funcién f Figura 1.33: f(x) = x_fl’ x#-1

Damos ahora las definiciones para los limites cuyo resultado es una constante cuando x — +oo y cuando
X — —oo.

Definicion 1.8
Sea f una funcién con dominio K tal que para cualquier niimero ¢ existen elementos de K en el
intervalo [c, +ool.

El limite de f cuando x tiende a mds infinito es L, que se representa HIP f(x) =L, sipara cada
X—+00

€>0 existe un nimero M tal que |f(x) - L| <€ paratoda xe K y x> M.

Qemplo 1.41

x
Probar que lim —— =1
xX—+oo x + 2

x

Hay que demostrar que para £ >0 existe M tal que ‘? = 1' <e¢
x

si x>M, ecR-1{2}

. X F=38=2 = 2
Set1eneque|——1|: = =
x+2 xX+2 xX+2 |x+ 2]
g X 2
Si x> -2 entonces |x+2| = x+2 por lo que: |——1| =—
xX+2 x+2

I dadae>0 1 ‘_x 1‘< i lo si 2 < i >2 2 I
uego, dada ¢ se cumple que - € s1y solo si g, 0sea, sl x>——2, por lo que
& peq xX+2 y xX+2 P P 1

2 . X :
podemos tomar M = — -2 de tal forma que se verifique que |T2 = 1| <& siempre que x> M.
£ b4

. o1 x 1 .
Por ejemplo, si € = - entonces M =2 por lo que: ’——1|<— si x>2
2 x+2 2
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La representacion gréfica de la funcién es la siguiente:

X
Fi 1.34: =—, -2
igura fx) 7 X #

Definicién 1.9
Sea f una funcién con dominio K tal que para cualquier niimero c, existen elementos de K en el
intervalo ] — oo, c].

El limite de f(x) cuando x tiende a menos infinito es L, que se representa xlirn f(x) =1L, sipara
——00
todo £ >0 existe un niimero M tal que |f(x) - L| <& paracadaxe K y x< M.

EX Ejercicios

1.22 Utilizando la definicién anterior y un proceso similar al desarrollado en el ejemplo inmediato

: , X
anterior, pruebe que lim —— =1
x——-00 x4 2

1.4.1 Teoremas sobre limites infinitos

Teorema 1.14
Si n es cualquier entero positivo, entonces se cumple que:

L1 .
b.) lim — =+oo sin espar
x—0~ x"

L1 . .
c.) lim — =-o0 sin esimpar
x—0~ x"
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o1

im — =400
x—0" X

. 1

Im — = +00
x—0t X

, 1

lim — =-oc0
x—0" X

o1

lim — = —oc0
x—0" X

enestecason=1

conn=1

Graficamente se tiene que:

. 1

Iim — =+oc0
x—0* x6

3 1

Iim — = +oc0

x—0" X

>
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Eil Ejercicios

1.23 Determine cada uno de los limites siguientes:

Teorema 1.15

Si ¢ es cualquier ntimero real, )lcll’l’}l fx=0y )lcln}l g(x) = ¢ con ¢ #0, entonces:

1. im

. 8W) _ . . +
x_kam_+oo si se tiene que ¢>0 y f(x) — 0

. 8x)
M
. 8x) _
e
lim 8t =

x—a f(x)

—oo sisetienequec>0y f(x)—0"
—oo sise tiene que c<0 y f(x) — 0"

+o0o sise tiene que c<0 y f(x) — 0~

Veamos algunos ejemplos de cada uno de los casos que se mencionan en el teorema 1.15.

Eemplo 1.48

. . 2x
¢ Existe lim ——7?

x—2x—2

Observe que si se hiciera la sustitucién directa se obtiene la forma indeterminada o

Como la expresion x —2 puede aproximarse a cero a través de valores positivos o a través de
valores negativos, estudiaremos los limites laterales como sigue:

a.

; 2x
lim —— =+o0
x—2t X —2
Como x — 2%, entonces x >2 por lo que x—2>0 y se dice que x—2 — 0*. Asi, el numerador

tiende a una constante positiva y el denominador tiende a 0.

: . . 2x
Luego, aplicando la parte 1 del teorema se obtiene que hrgl ——p -t
x—2+ X —

; 2x
lim —
x—2" X—2
Como x — 27, entonces x < 2 por lo que x—2 <0 y se tiene que x—2 — 0~. Como el numerador
tiende a una constante positiva y el denominador tiende a 0~ aplicando la parte 2 del teorema

2x
1.15 se obtiene que lim —— = -o0
x—2"x—2


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.4 Limites infinitos y limites al infinito

. : : . 2x :
Como los limites laterales son diferentes decimos que hrr% ~—, 10 existe.
x—2 X —

Eemplo 1.49

(Existe lim ?
x—-12x+2

Observe que liml?)x =-3 yque lim1 (x+2)=0
X—— X——

Como la expresion 2x +2 puede tender hacia cero a través de valores positivos o a través de valores
negativos debemos calcular los limites laterales de la siguiente forma:

. 3x
a. lim
x—=1*2x+2
Como x — —1" entonces x> -1 por lo que 2x> -2 y 2x+2>0 de donde 2x+2 — 0*.
Asi el numerador tiende a una constante negativa y el denominador tiende a 0*, por lo que
aplicando la parte 3 del teorema anterior se obtiene que lirn1 e A
x——1*
3x
b. lim
x—-1"2x+2
Como x — -1~ entonces x < -1 y 2x < -2 de donde 2x+2 <0 y puede decirse que 2x+2 —0".
Luego, el numerador tiende a una constante negativa y el denominador tiende a 0~, por lo
que aplicando la parte 4 del teorema 1.15 se obtiene que lim1 e e
x—-12x
Como lim im entonces lim no existe.
x—=1*2x+2 x—-1"2x+2 x—=12x+2
EA Ejercicios
1.24 Calcular cada uno de los limites siguientes:
1-x
a.) lim
x—-23X+6
. 2—X
b.) lim =
x—4 2 - E

Teorema 1.16

“ o1

Sean f y g funciones con dominios Dy y D, respectivamente y sea “a” un ntimero tal que todo

“"o_r “"o_r

intervalo abierto que contenga a “a” contiene ntiimeros diferentes de “a” en D; N D».

Si )lcl_r}}lf(x) =cy )lclg}l g(x) = o0 entonces


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.4 Limites infinitos y limites al infinito 56
1. )lclrr}l [f(x)+gx)] =+o0
2. )lcilr%[f(x)-g(x)] =+o00sic>0
3. )lcirr}l[f(x)-g(x)] =—0c0 8ic<0
1 1im 1% g
x—a g(x)
Ejemplo 1.50
Calcule lim [5x + —)
x—2 (2x—4)?
6
Solucién: En este caso lim5x =10 y lim ———— = +oo pues (2x+4)?> — 0" y en el numerador se
x—2 x—2 (2x —4)2

tiene una constante positiva, obteniéndose el resultado anterior al aplicar la parte 1 del teorema 1.2.

Luego: liné (Sx + = 400
x—>

(2x—4)2)

Ejemplo 1.51

2x+3
1
x—1

Calcule lim
x—1t

; . . 5 1
Solucion: En este caso se tiene que 111111 (2x+3)=5 yque hnll PR (por parte 1 del teorema
x—1* x—1t —

2x+3

1
x-1

1.2). Y del teorema 1.3 concluimos que lim =0

x—1*

Ejemplo 1.52

2—X
Calcule lim ——
x—-3tx+3

Solucion: Este limite anterior puede escribirse como hn}% ((2 -X)- m) siendo
x——3*

1
fX)=2-xy g(x)—m

1
Calculamos el lim ——
x—-3tx+3

Como x — —3" entonces x> -3 y x+3 > 0; ademds la constante en el numerador es positiva por lo
y

. ) 1
que aplicando la parte 1 del teorema 1.2 se tiene que hm3 73—t
x—-3" X

Ahora, el lim (2-x)=5, (5>0) y aplicando la parte 2 del teorema 1.16 se tiene que

x—-3
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1
lim [(2—x) —
x——3* xX+3

Teorema 1.17

oo

Sean f y g dos funciones y “a

un nimero con la propiedad mencionada en el teorema 1.3.
Si }cg}lf(x) =cy )lclil}l g(x) = —oo entonces:

1. )lcl_{r}l [f(x)+gx)]=—-00

)lci_l}}l[f(x)-g(x)] =—00sic>0

3. )lcilgl[f(x)-g(x)] =400 sic<0
4. lim J =0
x—a g(x)
Qemplo 1.53

Calcule lim (x?;x )
x—2-

Solucion: Este limite puede escribirse como lim

3x !
x—2° % 1
1
Como lim 3x=6 y lim (x ):—oo,
x—2" x—=2"\ 5 —
3x
aplicando la parte 2 del teorema 1.4 se obtiene que lim (x_l) = —00
x—2"\ 53—
2
Qemplo 1.54
) 1
Calcule lim [+—— +4x
i—2- |21
Solucién: En este caso f(x) =4x y g(x) = ]
z_
Calculemos lim
x—2- -1
Six—2" entonces x<2, =<1y 5= 1 <0 por lo que puede decirse que — -1 —0"

lim —— =-oc0

Como la constante en el numerador es positiva, aplicando la parte 2 del teorema 1.2 se deduce que
1
x—2- % -1

Por otra parte lirr%4x = 8, y aplicando el punto 1 del teorema 1.4 se obtiene que
X—
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= —00

1
lim | +—— +4x
xX—2- E —_ 1

Qemplo 1.55

Calcule lim (lx_ 4x)
x—27

Solucién: El limite anterior puede escribirse como lim |(1—-4x)-

x—2"

X
5—1]

= —o0, entonces aplicando el punto 3 del teorema 1.4

Como lim (1-4x)=-7, (-7<0), y lim -
x—2- x—2- i——l

se obtiene que:

1-4x
-1

= +00

xX—2"

NSRS

Qemplo 1.56
Calcule lim _o*x im Stx
—=-3"(9+3x)71 x—-3 1
9+3x

Solucién: En este caso se tiene que lirr}o) G+x)=2y lim = —oo por parte 2 del teorema 1.2
X—=3" X

—--3"9+3x
(compruébelo). Luego aplicando el punto 4 del teorema 1.4 se tiene que:

3 5+x
lim =0

xX——-3" ;

9+3x

m Ejercicios

1.25 Calcule los limites siguientes:

Teorema 1.18
Si f y g son funciones tales que i{r}l f(x) =400y chllré g(x) = +oo entonces se cumple que:

L. lim [f(x) +g(x)] = +o0

2. lim [f(x)-g(x)] = +o00
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Ejemplo 1.57

2 +1
Calcular: lim + X
x—2* | (x—2)? x—2

P 2 lm x+1
Solucién: En este caso calculemos: lim ——— Go22 y 1l

x—2t (x—2 x—»2+ V=2

Como x — 2% entonces x>2 y x-2>0 por lo que (x-2)2>0 y Vx-2>0 o sea (x-2)? - 0"
2

X+
vVx-2 — 0%. Luego, se tiene que lim —— =+ lim
y & e w2 ™Y A

concluimos de acuerdo al teorema 1.18 que:

=+oo (por teorema 1.2), y

. 2 x+1
lim +
x—2+ [ (x—2)? x—2

= +oo

EX¥ Ejercicios

1.26 Calcule cada uno de los limites siguientes:

5

a.) lim
2-2x x-1

x—1-

b.) lim

x—1-

[ 15x
2-2x)(x-1)

Teorema 1.19
Si fy g son funciones tales que JIC% fx)=-c0y )lcl_rg g(x) = —oco entonces:
L lim [f(x) +g(x)] = -

2. lim [f(x) - g(x)] = +o00

Eemplo 1.58

2—x 2x
Calculemos lim — vy —
x—-3-x+3 il B (x+3)2

Como x — -3~ entonces x < -3 porlo que x+3<0,0sea x+3— 0" y (x+3)*>— 0*. Luego, se tiene

2—Xx 2x
ue lim —=- or teorema 1.2 parte 2 hm —— or teorema 1.2).
que lim ——=-oo (p p )Y N A3 —oo (p )
Entonces, utilizando el teorema 1.19 se tiene que:
2—X 2x
im + = —00
x—=3"|(x+3) (x+3)2
2—Xx 2x
y lim |— 7 00
x—-3"[x+3 (x+3)
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EEl Ejercicios

1.27 Calcule los limites siguientes:

. 3+x x-5
a.) lim |—
x—=2" | x—2 2—x
3+x x-5
b.) Ii —_—
x—2"|x-2 2—Xx

Teorema 1.20
Si f y g son funciones tales que chlil}l f(x) =400y chl_r;‘ll g(x) = —oo entonces:

lim [f(x) - g(x)] = —o0
Ejemplo 1.59
Calculemos:
. 3x . 1—-x
lim — y lim ——
x—=2txX—2 7 x=2tx—2

Como x — 2% entonces x—2 — 0" ademds3x—6 y1—x— —1 cuando x — 2%.
y

. , 3x . 1—-x .
Luego, se tiene que: lim —— =+oo y lim —— = —oo y aplicando el teorema 1.20 tenemos que:
x—2tx—2 x—2tx—2
. 3x 1-x
lim | ———| =-00
=27 | X—2 x-2

EA Ejercicios

1.28 Calcule lim

x—-1

2x x-1

x+1.x+1

Nota: Los teoremas del 1.3 al 1.7 son validos cuando x — a*, x — a~, x = +oo y x — —oo.

Teorema 1.21

: . 1
Si p>0 es un nimero real, entonces lim — =0
x—+oo xP
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Iim —=0
X—+00 X
. 5 .
lim — = 5 lim —
X—+00 X X—+00 x

= 5-0
= 0
. x+2 B X
Iim |—— = Iim |—+—
X—+00 x3 X—+00 x3 X
; 1
= lim (— + —3)
X—+00 X X
= 040
= 0
. 3 . 3
Iim — = im —
x—+o00o x4+ 1 x—+00 x (1 + ;)

) (3 1 )
= lim |[—- :
X—+oo | X 1+}

s

lim
X—+00

=0

>.G\3<IK)‘\| N
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Teorema 1.22

Si p es un ntmero positivo tal que x” es un nimero real para x <0, entonces lim —

=0
——o0 xP
Nota: Observe que, como x esta creciendo a través de valores negativos es necesario que x” sea un
. . . 13
ntmero real, por lo que no tienen sentido expresiones como: x2 o x4.

2
X——00 X3
1 1
. 5+ x3 ; 5 X3
1 = lim - TP —
X——00 xé X——00 x§ xg
It ( 5 1 )
= lim [-—=+—=
=\ Ve VR
= 0
0. =2
lim —=0
X——00 X
lim =0
X——00 /—Xx
Note que si x — —oco entonces —x — +oo por lo que \/—x si tiene sentido cuando x — —oo.
Daremos ahora ejemplos de limites cuando x — +oo y cuando x — —oo. Para calcular lim f(x) y
X—+00
lim f(x) factorizamos la variable de mayor exponente como se evidencia a continuacién.
X——00
lim (3x%-x*+1)
X—+00
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P 3 .2 p 3 X 1
Iim Bx°—-x“+1) = lim x°(3—-—+—
X—+00 X—+00 x3  x3

. 1 1
lim x E’>——+—3 = +o00
X—+00 X X

1 1
Note que ——0, ——0y x* — +o0o cuando x — +00
x 5

. 3x+1
m
x—+o02x—3
 3x+1 _ x(3+1)
= lim
x—+002x—3 X—+00 x (2 — %)
3+1 3
= lim f,f:—
x—>+002_; 2

1 -3
Pues lim —=0y lim —=0
X—+00 X X—+00 X

Ejercicios

5x3 —x2+1
1.29 Calcule lim ————
x—-004x3-2x+1

5
(Respuesta: Z)

gomplon71

o 2x%-x+1
m —_—
x—+o0 3x+5

o 2x%—x+1 L XF(2-1+%)
m ——— = Ilim ———~
x—+o0  3x+5 X—+00 x(3+%)
x(2-1+
= im =)
x—too (3 é)
= +4o0

1 1
Recuerde que P 0,y i 0 cuando x — +oo.
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Ejemplo 1.72

 5x%+6x-1
lim R
X—=00 x> — X +3X

6 1

. 5x%+6x—1 . x2(5+;—7)
lim ————+ = lim ——3—=
x—-o00 x3 — x2 4+ 3x x—-—oox3(1—} %)
6 1

. St w

= lim T3
x*‘°°x(1——+;)

= 0 (por teorema 1.8)

Observe que al evaluar, el numerador tiende a una constante (5), y el denominador tiende a +oo.

Ejemplo 1.73
Iim [Vx2+5x+1-2x]

X—+00

5 1
lim [Vx?+5x+1-2x] = lim x2(1+—+—)—2x

X—+00 X—+00 x  x2

5 1

= lim [Vx®\/1+—+— -2x
X—+00 X X
. 5 1

= lim (lxl\/1+—-+—=5-2x
X—+00 X X

Como x esta definida a través de valores positivos entonces |x| = x.

3 5 1
= Iim |x 1+—+—2—2x
X—+00 X X

. 5 1
= lm x[{/1+-+—=5-2
X—+00 X X

= -o00

Observe que x — +oo y que la expresion dentro del paréntesis tiende a —1.
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Ejemplo1.74 -

V3xt+2x2+1-1

Iim
X——00 2x—1
. V3xt+2xZ+1-1 B R+ -l
lim = lim
X——00 2x—1 X——00 2x—1

|x|{‘/3+ = +——1
= lim
X——00 2x—1

Como x crece a través de valores negativos se tiene que |x| = —

-xy/3+ 2+——1

(Recuerde V/x" = |x| si n es par)

= lim
X——00 2x—-1
x(—\4/3+%+%—%)
= lim 1
ey
“{3+etw-x -3
= lim T =
X——00 D=L 2
EXN Ejercicios

V53 +x2—1+2x

3x2+1

1.30 Calcule lim
X——00

(Respuesta: 0)

lim _x2+1—x PO+ -x

= lim

X—+00 x+2_1 X—+00 /x(1+%)_1
2
3\/1+——x

= IIIP -
T xz 1421
( iy ) \/}(%31+i2—1)
= lim = lim VE ad

Note que /x — +oo cuando x — +oo
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Qemplo 1.76

lim [V2x2+x+4—V2x2+3x-2]

X—+00

Observe que:

1 4
lim V2x2+x+4= 11m le\/2+ +— lim x\/2+—+—=
X—+00 X—+00 X X
, , 3 2
lim V2x2+3x-2= hm | x| 2+——— lim x\/2+—--—=
X—+00 X—+o00 X X

Luego se presenta la forma +oco — (+00) para la que no tenemos ningtn teorema que nos permita
dar el resultado.

Cuando se presenta esta situacién, primero racionalizamos y luego evaluamos el limite con el
proceso que ya conocemos. Tenemos que:

lim (\/2x2+x+4—\/2x2+3x—2j

X—+00

V2x2+x+4+V2x2+3x-2
V2x2+x+4+V2x2+3x-2

lim [\/2x2+x+4—\/2x2+3x—2]-

X—+00

. 2x2+x+4—-(2x%2+3x-2)
= Iim
X=+00 \/2x2 4 x+4+V2x2+3x -2

6—2x
lim
T2+l L ax 2422
( -2)

S [\/2+ + 2+\/2+

x 0-2 -2 -1
lim = =
x*+°°\/2+%+%+\/2+%_% V2+0+0+vV2+0+0 2v2 V2

=

Eemplo 1.77

lim (\/xz—x— %/x3+1)
X——00

Observe que:
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1

lim Vx2-—x lim |x[y/1-—

X——00 X——00 X
p 1
limy_._o—xy/1-%

= 400, Yy

. 3
lim vVx3+1
X——00

. 3 1
= lim x 1——2 = —00
X——00 X

Por lo que en este caso se presenta la forma +oo— (—00), 0 sea, +oco +oco para la que si existe un
teorema y concluimos que:

lim (Vx2—x—Vx3+1) = +o0
X——00

EXN Ejercicios
vV3—-x+v5-9
1.31 Calcule lim i al (Respuesta: 2)
r==o  y—-4x-5-1

1.4.2 Limites que involucran la funciéon exponencial y logaritmica

Recordemos primero el comportamiento de la funcién exponencial y el de la funcién logaritmica.
1. Funcién exponencial creciente:

Note que:

lim a*=+c0
2 X—+00

/ lim ax =0
X——00

2 -1 1 iR

Figura 1.35: f(x) =a*, cona>1

2. Funcién exponencial decreciente:
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Y

A
Note que:

3

lim a*=0
2 X—+00
\ lim a*=+oo
X——00
) 1 i X
Figura 1.36: f(x)=a*, con0<a<1
3. Funcién logaritmica de base e:
Yy e Observe que: lim Inx=+oo y lim Inx = —oco
X—+00 x—07*

e Ademas lim Inx=0" y lim Inx=0"
x—1* x—1-

e Si x — 1" entonces x >1 y Inx >1Inl, o sea Inx >0

Y
=

y por tanto Inx — 0%.

e Si x - 17 entonces x <1 y Inx < Inl por lo que

1 l — (0
Figura 1.37: f: R* — R, f(x) =Inx nx<0ylnx—0

Tomando en cuenta las representaciones graficas de las funciones exponenciales y logaritmicas, estudiare-
mos limites que involucran funciones de la forma G(x) = K/® con k constante.

Eemplo 1.78

(Existe liné 32/@2-x)9
X—

. . . o2
En este caso se tiene la funcién exponencial de base 3. Observe que en la expresiéon T el
— X

denominador tiende a cero cuando x — 2, por lo que analizaremos el comportamiento de esta
expresion cuando x — 2%, y cuando x — 2.

2
a. Si x — 2" entonces x>2, 2—-x<0, porloque -x+2—-0"y T ™ (Teorema 1.2)

2 .

Como —— — —oo cuando x — 2% entonces 3*@ % — 0 pues estamos trabajando con la
—Xx

funcién exponencial con base mayor que 1.

Luego lim 3% =0
x—2%
. _ N 2
b. Si x — 2~ entonces x<2, (2—x)>0, porloque 2-x) -0y 7=~ t®

Como el exponente de la funcién exponencial tiende a mas infinito entonces:
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32/@2=% — +00 cuando x — 2~ y por tanto lim 3@,
A

Como los limites laterales son diferentes entonces liné 32/@=%) no existe.
x—>

Ejemplo 1.79

2x/x+1
(Existe lim (- ?
x—-1\4
. . 1 1
Tratamos nuevamente con la funcién exponencial, pero ahora la base es a = 7 on 0<-<1
(Revise la representacion grafica de f(x) =a* con 0<a<1.)

. . o 2x
Calculamos los limites laterales nuevamente pues el denominador de la expresiéon ol tiende a
x
cero cuando x — —1.

1 2x/(x+1)
a. lim (—)
x—-1t\4

Six — —1" entonces x>-1y x+1>0 por lo que x+1— 0" y como 2x — —1 se tiene que
2x
= L

1 2x/(x+1)
Luego lim (—) = +00
x—-1*\4

1 2x/(x+1)
b. lim (—)
x—-1"14

Six— —1" entonces x<-1y x+1<0 porloque x+1— 0" ycomo 2x — —1 entonces

2x/(x+1)
Luego lim (4_1) =0.

x—-1

2x/(x+1)
Como Ilim (Z) # lim (—

x—-1"

)Zx/(x+1)

2x/(x+1)
entonces lim1 (4_1) no existe.
S

Qemplo 1.80

4x+1
¢(Existe lim —————7?
x—-11n(2x +3)
Observe que cuando x — —1 se tiene que 4x+1— -3 y 2x+3 — 1 por lo que In(2x +3) — 0. Como el

numerador tiende a una constante, y el denominador tiende a cero, es necesario calcular los limites
laterales como sigue:

, 4x+1

a. lim ———
x—-1*In2x +3)
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Como x — —1" entonces x> -1y 2x> -2 por lo que 2x+3>-2+3 y por tanto 2x+3 > 1, de
donde In(2x+3) >In1 y se tiene que In(2x+3) — 0*

B 1x+1
Luego lim ———=-
x—-1*In(2x + 3)
4x+1
b. lim ——
x—-1"1n(2x + 3)
Como x — -1~ entonces x< -1y 2x< -2 porlo que2x+3<-2+3 y por tanto 2x+3< 1, de
donde In(2x+3) <Inl o sea que In(2x+3) <0 y se tiene que In(2x+3) — 0~
, 4x+1

Por tanto: lim ———=+o0

x—-1"In(2x+3)
Luego In(2x+3) <In1 o sea que In(2x +3) <0y se tiene que In(2x+3) — 0~

. 4x+1

Por tanto: lim —————=+o0

x—-1"In(2x+3)

P ] . 4x+1 .
Como los limites laterales son diferentes, se concluye que lim ———— no existe.
x—-11n(2x + 3)
Ell Ejercicios
. . X+2 .
1.32 ;Existe lim ————7? (Respuesta: no existe)
x—2In3 - x)

1.33 ;Existe lim

_7 Respuesta: no existe
x—14In(2x—-1) (ke )

Qemplo 1.81

(Existe lim a
X—T

CSCXn

Solucién: Se deben analizar dos casos:

i.
ii.

Ademas se debe tomar en cuanta el comportamiento
de la funcién f(x) = senx en los alrededores de

1
x=m, pues sent =0 y cscx = senz PO" lo que el

denominador tiende a cero cuando x — 7.

a>1

O<ax<l A

Ny

La representacion grafica de la funcién senx,
en el intervalo [0,%] estd a la derecha.

Observe que cuando x — % se tiene que senx — 0~ y que cuando x — 7~ entonces senx — 0%, por

lo que lim

=-oo y lim =+00

x—nt Senx X—7n” senx
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Ahora analicemos el limite indicado.

i. Cuando a>1:

1) lim a*°* = lim a"/*"*=0
x—nt x—nt
2) lim a®%* = lim a'/**"* = +o0
X— X—
Como los limites laterales son diferentes entonces lim a®“* no existe.
X—T
ii. Cuando0<a<1:
1) lim a®* = lim a"*"* = +oc0
x—nt x—nt
2) lim a®*= lim a'/*"*=0
X—m X—m
Luego, los limites laterales son diferentes por lo que lim a®“* no existe.
X—T
Ejemplo 1.82
(Existe 1im (In3)~'"*?
x—7%
Solucién: En este caso la base de la funcién exponen-
cialesIn3 yIn3>1. A
1
senx T
Como tanx = y cosx — 0 cuando x — —, 0.5
cosx 72r
analicemos la gréfica de y = cosx cuando x — > 3 L >
analicemos la grafica de y = cosx en los alrededores 05 :
- -0,
de —:
2 -1
. n* _ senx —senx )
Si x — — entonces cosx — 0~ por lo que — —00 y —— — +00, es decir, —tanx — +oo.
2 COS X CoS X
) T . senx —senx
Si x — — entonces cosx — 0" por lo que — +00 y —— — —00, 0 sea, —tanx — —oo.
2 COSX CoS X

x—Z

Luego al calcular los limites laterales se tiene que: lim (In3)"™*"*=+o0 y lim (In3)~"“*"*=0,
x—3z" 5

tan x

por lo que lim (In3)~ no existe.
E=5
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EXl Ejercicios

cotx
1.34 ;Existe 111121 (Z) ? (Respuesta: no existe.)
X—2T

Continuidad de funciones

1.5.1 Introduccion
Cuando empez6 a desarrollarse el cdlculo, la mayor parte de las funciones con las que se trabajaba eran
continuas, y por lo tanto no se sentia la necesidad de penetrar en el significado exacto de continuidad. Fue
ya entrado el siglo XVIII que se presentaron algunas funciones discontinuas en conexién con distintas
clases de problemas fisicos. En particular, los trabajos de J.B.]J. Fourier (1758-1830) sobre la Teoria del calor,
obligaron a los matemaéticos de principios de siglo XIX a examinar cuidadosamente el significado de los
conceptos de funcién y continuidad.

A pesar de que el significado de la palabra “continuo” parece intuitivamente clara a todo el mundo, no
es facil imaginarse cudl seria una buena definicién de esta idea. Un diccionario popular da la siguiente
definicion de continuidad:

Continuidad: Cualidad o condicién de ser continuo.
Continuo: Que tiene continuidad entre las partes.

Intentar aprender el significado de continuidad tinicamente a partir de estas dos definiciones, es lo mismo
que intentar aprender chino con sélo un diccionario chino. Una definicién matematica satisfactoria de
continuidad, expresada enteramente por medio de las propiedades del sistema de los ntimeros reales,
fue formulada por primera vez en 1821 por el matemaético francés Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)
(Apostol, 1977, 156). Antes de dar la definicién de continuidad de una funcién en un punto, veremos el
comportamiento de algunas funciones que no son continuas.

Qemplo 1.83

Sea f la funcion definida por f(x) = y
x+1 six=-2

-X xX<-2
Su representacion grafica estd a la derecha. 2

En este caso la funcién f estd definida en -2 5 / -

z ) >
pues f(-2) =-1. ’ / -1 2 '

Sin embargo el lim f(x) no existe yaque lim f(x)= lim (x+1)=-1y lim f(x)= lim (-x)=2
g1 x—=27 x—=2% x—=2" X——27

por lo que los limites laterales son distintos.
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Eemplo 1.84

1
Sea g la funcién definida por g(x) = 5 paraxe R, x # 2. Su representacién grafica es la siguiente:

Note que la funcién g no estd definida en 2 y que ademds lin% g(x) no existe pues linzl gx)=+oc0y
x— x—2%

lim g(x) = —oo.
x—2"

Ejemplo 1.85

Consideremos ahora la funcién i definida por:

Vx osi o x>1
h(x)={ 2 si x=1

x si x<l1

Su representacion grafica es la siguiente:

En este caso, la funcion h esta definida en 1 pues k(1) = 2, ademas lirri h(x) existe y es igual a 1, pero
X—

lirr% h(x) # h().

X—

Puede observarse que las graficas de las funciones f, g y h, presentan “saltos bruscos” o discontinuidades
en los puntos en los que no esta definida la funcién o en los puntos, en los que atin cuando la funcién
estd definida, el limite de la funcién en ese punto no existe, o su valor es diferente al que toma la funcién
en ese punto. Luego, debemos establecer condiciones bajo las cuales se sepa con certeza cudndo una
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funcién es continua. De los ejemplos anteriores podemos deducir intuitivamente lo que se establece en la
siguiente definicion.

1.5.2 Definicion de continuidad

Definicion 1.10
Se dice que una funcién f es continua en c si y solo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. f(c) esta definida, (o sea, ¢ pertenece al dominio de f).
2. }CLH} f(x) existe.

3. }Ci_)n}f(x) = f(c).

La funcién f serd discontinua en x = ¢ si por lo menos una de las condiciones anteriores no se cumple.

Ejemplo 1.86

Determine si la funcién i definida por

|[x—4| si x#4
h(x) =
4 si x=4

es 0 no continua en x = 4.

Solucion: Se tiene que h(4) = 3 (es decir, 4 pertenece al dominio de h).
Ademas lirrél1 |x—4|=14-4|=0.
X—

Pero lin}1 h(x) # h(4) por lo que h es discontinua en x = 4.
X—

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:
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Ejemplo 1.87
Determinar si la funcién f definida por f(x) = 25 continua en x = 2.
Solucién: Primero, f(2) = ﬁ =3 por lo que f esta definida en 2.

Calculemos lin% f(x):
X—

. e _ 32 e .
)lcl_rg f(x) =1im == 3 (de aqui )lcl_rg f(x) existe).

x—2x2—x

Como lirr% f(x) = f(2) entonces f es continua en x = 2.
X—

Note que f no esta definida ni en x =1, ni en x =0 por lo que f es discontinua en esos puntos.

Ejemplo 1.88
Sea f la funcién definida
xX+x-2 .
— S1 X#-2
flx) = x+2
-3 si x=-2

Determinar si f es continua en x = —2.

Solucién: Segtin la definicién de la funcién f(-2) = -3.

2+x-2 +2)(x—1
THX2 _ gy EFAEZD lim (x—1) = -3.
i

Ademas lim f(x)= lim = lim
x—=2 +2 x—=2 x+2

x—-2

Luego lim2 fx) = f(=2) por lo que f es continua en x = -2.
o

La representacion grafica de esta funcién es la siguiente:
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EA Ejercicios
4
1.35 Determine si la funcion f definida por f(x) = — es o no continua en x =0.
X

2_

1.36 Similarmente para la funcién h, definida por h(x) = 2x ,enlos puntos x=-1y x=3.
x

—-2x-3

1.5.3 Discontinuidades evitables
Si una funcién f es discontinua en x = a pero se tiene que )lcur}l f(x) existe, entonces sucede que f(a) no

existe o que lim f(x) es diferente de f(a). Ambas situaciones se ilustran a continuacién:
X—a

> X

7 >X a

Figura 1.38: )lcif}lf(x) =Ly f(a) no existe Figura 1.39: )1611131 f)=Ly f@=m (con L#n

En ambos casos, la discontinuidad de la funcién puede evitarse predefiniendo la funcién de tal forma que
f(a) sea igual al resultado del )1611131 f(x).

Ejemplo 1.89
Sea f la funcién definida por

2—x] si x#2
f)=

1 si x=2

Determinemos si f es continua en x = 2.

Solucioén: Se tiene que f(2) =1y que

lim f(x)=lim|2-x|=]2-2|=0
xX—2 x—2

Se observa que lin% f(x) existe pero es diferente de f(2).
X—

Luego, si le asignamos a f(2) el valor de 0 (cero), la funcién es continua. Puede escribirse de nuevo
la definicién de f como sigue:
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2—x] si x#2
fx)=

0 si x=2

La nueva situacion se observa a la derecha,

La discontinuidad serd inevitable o esencial si el limite de la funcién en el punto de discontinuidad no
existe.

Qemplo 1.90

x*—4 si x>2
Consideremos la funcién definida por f(x) =
x si x<2

Analicemos la continuidad en x = 2. Como f no estd definida en 2, automdticamente f es
discontinua en ese valor. Sin embargo, si el lin; f(x) existe puede redefinirse la funcién para que sea
X—

continua. Calculemos por tanto el lin}‘ f.
X—
Para ello vamos a analizar los limites laterales como sigue:
lim f(x)= lim (x*-4)=0
x—27 x—27
lim f(x) = lim x=2.
xX—2" x—2"

Como los limites laterales son diferentes entonces lir% f(x) no existe y la discontinuidad es
X—

inevitable, ya que no podemos redefinir la funcién.

La representacion grafica de la funcion f es la siguiente:

>
>~

EXl Ejercicios
1.37 Para cada una de las funciones definidas a continuacion, determine si la funcién es o no

continua en el valor de ¢ especificado. En caso de discontinuidad, especifique si ésta es evitable o
no. Si la discontinuidad es evitable, escriba la nueva definicién de la funcién.
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a.) f(x)=+

b.) g(r) =1

c.) h(r) =4 r

1.5.4 Continuidad en un intervalo [a, b]

Una funcién f definida en un intervalo [a, b], es continua en el intervalo si:
a. f es continua para todo x tal que x € [a, .
b. f es continua por la derecha en “x=a”.

c. f escontinua por la izquierda en “x = b".

Es decir, f es continua en [a, b] si:
a. lim f(x)= f(xp) V x0 € la, bl.
X—Xo
b. lim f(x) = f(a).
x—at

C. an}f fx) = f(b).
Ejemplo 1.91

Consideremos la funcién f definida por f(x) = V4 — x2. y

Esta funcién es continua en el intervalo ce-
rrado [-2,2], ya que si xp € ]-2,2[ se tiene

que lim V4-x? = (/4-(x)? = f(xo); ademas

X— Xo

1
lim V4-x2=0=f(-2) y 1111217v4—x2=0:f(2).

x—-=2%

La representacion grédfica de esta funciéon es la

siguiente: 2 %

Y
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También se tiene que una funcién f definida en el intervalo [a, b, es continua en ese intervalo, si y
solo si es continua en el intervalo abierto ]a, b[ y es continua por la derecha de “a”.

Similarmente, para que una funcién f definida en el intervalo ]a, b] sea continua en ese intervalo,

es necesario que f sea continua en el intervalo abierto ]a, b[ y a la vez que sea continua por la
izquierda en “b”.

Qemplo 1.92

Consideremos la funcién definida por f(x) = en el intervalo [0,2].

1
vV2—Xx
= f(xo).

Para xj € 10,2], se tiene que lim

1 1
X=X /2 —x - V2 —Xp

1 1
Ademaés lim f(x) = lim =
x—07* f x—=0*" /2 —x \/E

Luego f es continua en [0, 2[.

, por lo que la funcién es continua por la derecha en x = 0.

Qemplo 1.93

Considere la funcién f definida por f(x) = 2x4+3 en el intervalo

-3 ]
=—p2||o
2

. 4 4
y lim

Parac € =
x—c2x+3 2c+3

se tiene que f(c) =

-3 .
7,2 por lo que f es continua en

-3 [
—,2|.
2c+3 2

i T e 4 4 c N
Ademés, xll.ngl— flx)= xll.ngl— e f@2)y f es continua por la izquierda en 2.
-3 [
==
2

Luego f es continua en el intervalo

1.5.5 Definicion de continuidad utilizando ¢ y 6

Segun la definicién de continuidad, una funcién f es continua en un punto c si
}Clincf(x) = f (o).

Utilizando la definicién de limite, la anterior desigualdad significa que para cada € > 0 existe § > 0 tal que
si0<|x—c| <6 entonces |f(x)— f(c)l <e.

Sin embargo, ahora la restriccion 0 < |x — ¢| no es necesaria, ya que si toma |x—c| =0 entonces x =cy
fx) = f(c) porlo que |f(x)—f(c)l =0y cero es menor que &, lo cual cumple con lo que estipula la definiciéon
de limite.

Luego puede decirse que una funcién f es continua en c si y solo si para cada & > 0 existe § > 0 tal que si
|x—c| < & entonces |f(x)— f(c)| < €.
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Note que si la funcién f es continua en ¢, entonces el punto (c, f(c)) estd en la gréfica de f y existen puntos
de ella tan cercanos como se desee al punto (c, f(c)).

Segtn la definicién dada de continuidad, dada una € > 0 y para cualquier seleccién de las rectas cuyas
ecuaciones son y = f(c) —¢€, y = f(c) +¢, existen rectas con ecuaciones x = ¢ -8, x = c— 0 tales que la parte
grafica de f que esté entre las dos tltimas lineas, queda enteramente contenida en el rectingulo determi-
nado por las cuatro rectas ya mencionadas, como se muestra en la figura siguiente:

Y
A
(C)+8f-rmmmrmmmrrmmannaes
f (cf(c)) /
fl©) L~
flo)-& :

c-§ ¢ c+d

Figura 1.40: Gréfica de f(x)

1.6 Teoremas sobre continuidad de funciones

Teorema 1.23
Si las funciones f y g son continuas sobre los intervalos U; y U, respectivamente y si U = U; U U
entonces:

a. f+ g es continua sobre el intervalo U.
b. f-— g es continua sobre U.

c. f-g es continua sobre U (Producto de dos funciones).

]—c es continua sobre U, excepto para a € U tal que g(a) =0.

e

Teorema 1.24
La funcién f definida por f(x) = P(x), donde P(x) es un polinomio real, es continua para todo
ndmero real.

(Recuerde que P(x) = apx" + ap1x" '+ .. apx* + ayx+ap, a, #0, n € N, a; € Rparai€{0,1,..., n}).
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Segun el teorema, algunos ejemplos de funciones continuas son las siguientes:
f(x)=5x3—4x> —6x+1.

5
g(x) = v2x* - §x3 +4x—6.

Qemplo 1.94

5x*—3x3+2x+1

3 2
X°+2xc—x—-2
polinomio en el denominador se hace cero cuando se evalGaen x=-2, x=-1o0x=1.

es continua para todo x e R—{-2,-1,1}, ya que el

La funcién f definida por f(x) =

Qemplo 1.95

2x2+7x+1

——— escontinua para xeR tal que x # -3y x # —4.
C+7x+12 P que x# -3y x 7

La funcién g definida por g(x) =

Teorema 1.25
Sean f y g dos funciones tales que f ={(x,u) talque u=f(x)} y g=1{uy talque y=gw}
Ademas }g_)rrz f(x)=dy gescontinuaen x=d.

Entonces lim g[f(x)] = g- [}Cirr}f(x)] =g(d)

Ejemplo 1.96

Sean f'y g dos funciones tales que:

fx)=x*>+1, g(x) = V.
Como lim f(x) = lim (x**+1)=5 y g es continua para x = 5 pues lim v/x = V5= g(5), entonces
X— X— X—

lim g[f(x)] =lim Vx2+1=, /lim (x2+1) = V5.
x—2 x—2 x—2

Teorema 1.26
Si g es una funcién continua en ¢y f es una funcién continua en g(c), entonces la composiciéon de
funciones f o0 g es continua en c.

Nota: La continuidad de la composicién de funciones es vélida para cualquier nimero finito de funciones,
siempre y cuando se cumpla que cada funcién sea continua en su respectivo argumento.
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Qemplo 1.97

1. Sean [y g dos funciones definidas por las siguientes ecuaciones g(x) = x* +2x+1, f(x) = y/x.

Note que g es una funcién polinomial y por lo tanto continua para todo x € R. La funcién es
continua para x € [0, +ool.

Luego la funcién h = (fog)(x) = f(x*+2x+1) = Vx2 +2x + 1 serd continua para los valores de x
tales que x? +2x + 1 sea mayor o igual que cero.

Como x?+2x+2=(x+1)?y (x+1)2>0 Vx eR, entonces la funcién h serd continua para todo
valor real.

1
2. Consideremos las funciones definidas por 7T g(x) =3x+1. La funcién f es continua para
x
x € R—{0}, y la funcién g es continua para todo valor real por ser funcién polinomial.

Luego la funcién h = f o g, dada por h(x) =

-1
siempre que x # EX

sed continua siempre 3x +1 # 0, es decir,

1
V3x+1

2 _
3. La funcién f definida por h(x) =In ()jc+ 14

cero.

2

. . x“—4
) es continua siempre que o
X

sea mayor que

Esta dltima condicién se satisface cuando x €] —2,-1[U ]2, +ool.

Teorema 1.27

La funcién seno definida por y = senx es continua sobre todo su dominio, es decir, sobre todo R.

Ejemplo 1.98

. . 6 . . .
La funcién f definida por f(x) = sen (—) es continua siempre que x sea diferente de cero, pues en
x

. 6  ps
x =0 se tiene que o estd definida.

Teorema 1.28
La funcién coseno denotada por y = cos x es continua sobre todo su dominio R.
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Qemplo 1.99

La funcién h(x) = v/cosx puede considerarse como la composicién de las funciones con ecuaciones
f(x) = v/x, g(x) = cosx. Como la funcién f es continua para x = 0 y la funcién g es continua para
todo x en R, entonces la funcién h es continua siempre que cos x sea mayor o igual a cero, lo que
sucede cuando

b4 b4
X € (2n—1)§,(2n+1)§ , n€ Z,|n| par.

1.6.1 Algunas propiedades de las funciones continuas

Daremos ahora algunas propiedades de las funciones continuas sobre un intervalo cuya interpretaciéon
geométrica parece hacerlas evidentes.

Teorema 1.29

Sea f una funcién continua en c tal que f(c) # 0. Existe entonces un intervalo Jc—J,c+4d[ en el que f
tiene el mismo signo que f(c).

A
fe)
La interpretacion geométrica estd a la derecha.

En este caso f(x) > 0 para x cercano a ¢, pues
fc)>0.

Figura 1.41: Grafica de f(x)

Teorema 1.30 (Teorema de Bolzano)

Sea f una funcién continua en cada punto de un intervalo cerrado [a, b], de donde f(a) y f(b) tiene
signos opuestos. Entonces existe por lo menos un punto x = ¢ en el intervalo abierto ]a, b tal que
fe)=0.

Geométricamente puede interpretarse este teorema como sigue:
La gréfica de la funcién continua con ecuacién y = f(x), que une los puntos P(a, f(a)) y Q(b, f(b)), donde

f@ <0y f(b) >0, (obien f(a) >0, f(b) <0), corta o interseca el eje X en por lo menos un punto, como se
representa en las figuras siguientes:
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Y y
A b, fit) A
P(a,f(a))
: b -
a Cl\ \-/CZ C3¥ -
P(a,f(a)) Q,f(b)
Figura 1.42

Note que f(c) =0. En este caso f(c1) =0, f(c2) =0y f(c3) =0.
Consideremos la funcién f con ecuacién f(x) = x3 —4 en el intervalo [-1,2].

Como f(-1)=-5, (-5<0), f(2) =4, (4 >0), entonces existe por lo menos un x =c en ] -1,2[ tal que
fe) =o0.

En este caso ¢ = V4. Graficamente se tiene:

Ejemplo1.101

Consideremos ahora la funcién con ecuacién f(x) = x3 —2x? — 4x en el intervalo [-2,4].

Como f(-2)=-8y f(4) = 16, entonces existe por lo menos un valor x = c en el intervalo ] - 2,4[ tal
que f(c) =0.

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:
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Y
=

I)S]
=)
—
o
[Ny S

Note que la funcién interseca al eje X en un valor entre -2y —1 en x =0, y en un valor entre 3 y 4.
Resolviendo f(x) =0 se obtiene que ¢; =1-V/5, ¢, =0, c3 =1+ /5.

Teorema 1.31 (Teorema del valor intermedio para funciones continuas)
Sea f una funcién definida y continua en cada punto de un intervalo [a, b]. Si x; y x2 son dos puntos
cualesquiera de [a, b] tales que x; < x2 y f(x1) # f(x2), entonces la funcién f toma todos los valores
comprendidos entre f(x1) y f(x2) por lo menos una vez en el intervalo ]x;, x2[.

Gréficamente se tiene lo siguiente:

y
A
J[6%) S ; /‘\
L , [
e e \/
: - - — > X
a X c \/Jc2 b

Figura 1.43: Grafica de f(x)

En otras palabras, si en los extremos del segmento dado la funcién toma valores diferentes f(x;) = 4,
f(x2) = B, siempre se encontrard un punto x = C, comprendido entre x; y x, tal que f(c) = k, cualquiera
que sea el nimero k entre los valores Ay B.
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Ejemplo 1.102

. sz 2z 1
Consideremos la funcién f con ecuacién f(x) = — Y
X

>
T

- . 1 L
definida en el intervalo 5,4 , cuya representacion 2o

gréfica estd a la derecha.

1 1
En este caso f(—) =2y f4) = - (obviamente
2 4 14

24— - i:x
¢4) 12 2 4

. 1 .
Entonces, segtin el teorema 1.31, siempre se encontrard algtn valor entre 27 4 cuya imagen esté

1
comprendidaen 2y 7

1
Si f(x)=1existex=1, (1 € 5,4

) tal que f(1)=1.

1
Z4
2

. 3 . 3 2
Sif(x)= 2 existe x =c, (c € ) tal que f(c) = 5 €n este caso ¢ = 3

Es necesario hacer notar que el Teorema del Valor Intermedio es valido tinicamente cuando la funcién es
continua en un intervalo dado.

En caso de que la funcién sea discontinua, el teorema no siempre se cumple.

Eemplo 1.103

2x2+1 si xe [0,1]

Consideremos la funcién g en el intervalo [0, 2] definida por g(x) = .
—-Xx+ P si x€ [1,2]

La representacion grafica es la siguiente:

12
Note que la funcién es discontinua en el intervalo [0,2], pues en x =1, el 11111 g(x) no existe. Se tiene
X—

1
que f(0) =1y que f(2) = =5
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1 1
Si se toma un valor k entre > y 1,(5 <k< 1), no existe ningtin valor ¢ entre 0y 2, tal que f(c) =k,

. 1 . ) )
pues la funcién nunca toma valores entre 2V 1. Si se trazara una recta con ecuacién y = —, ésta

4
nunca intersecaria a la curva.

De aqui que la condicién de continuidad en el intervalo es indispensable para que se cumpla el
teorema.

1.6.2 Continuidad y funciones inversas

Antes de establecer las relaciones entre las funciones inversas y los teoremas sobre continuidad, daremos
las siguientes definiciones.

Definicion 1.11 (Funcion estrictamente creciente o estrictamente decreciente)

Se dice que una funcién f definida en un intervalo [a, b] es estrictamente creciente, si para cada
x1 € [a, b], x2 € [a, b] con x;1 < X se tiene que f(x1) < f(x2).

Y
A %
MR | :
f)< fix,)
flx)
A S
<X
Figura 1.44

Similarmente, una funcién f es estrictamente decreciente si x; < x, pero f(x1) > f(x2).

AY
\

fx)

f(xj) > f(xz)

fix,)

> X
a x x, b N

X > X,

Figura 1.45
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Ejemplo 1.104

La funcién con ecuacién f(x) = x> — 1 es estrictamente creciente en el intervalo de [0,2], como se
muestra en la gréfica siguiente:

Y

/ ’ '
<

Ejemplo 1.105

La funcién con ecuacion f(x) = —/x es decreciente en el intervalo [-8,1] como se muestra en la
figura siguiente:

1N

Consideremos ahora la grafica de una funcién f, denotada por y = f(x), que es continua y estrictamente
creciente en un intervalo [a, b]:

“"_ 1

Segun el teorema del Valor Intermedio, si “y” estd comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe por
lo menos un x € [a, b] tal que y = f(x). En este caso, como f es una funcién estrictamente creciente, si
y € [f(a), f(b)], existe un tnico valor x € [a, b] tal que y = f(x).

Podria establecerse una nueva funcién g que tomara a “y” como la variable independiente, de tal forma
que x sea igual a g(y). Esta nueva funcién g recibe el nombre de funcién inversa de la funcién f y se
denota por 1.
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Definicion 1.12 (Funcion inversa)

Sea f una funcién determinada por {(x,y)/y = f(x)}. Si existe una funcién f~! tal que x = f~1(y)
si y solo si y = f(x), entonces f~! recibe el nombre de funcién inversa y estd determinada por
{(y,x)/x = f~1(3)}. El dominio de f~! es el rango de f y el rango de f™! es el dominio de f. Asf:

filabl—[f(@), f()], y=f(x)

FiAf@, fb) = la,b), x=F'(p)

Ejemplo 1.106

La funcion f: [0, +oo[— [1,+oo[, f(x) = x> + 1 tiene como funcién inversa, la funcién definida por:

f7L: (1, +oo[— [0, +ool, f1(x) = VX —1.

La representacion grafica de ambas funciones es la siguiente:

y
A y=x>+1
4
3
2 y=x
y=Vx-1
1 /
1 1 3 3 X
-1

(x,y) con
y=fx)
> X
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1.6.3 Propiedades de las funciones inversas

Teorema 1.32
Si una funcién f es continua y estrictamente creciente en un intervalo [a, b], entonces:

1. Existe la funcion inversa f~! en el intervalo [f(a), f (b)].
2. f~! es estrictamente creciente en [f(a), f(D)].
3. f~!escontinua en [f(a), f(b)].

Qemplo 1.107

Sea f la funcion definida por: f: [1,+oo[— [0,+0ol, f(x)=x?—1.
Su representacion grafica es la siguiente:

Se observa que f es continua y estrictamente creciente en [1, +oo[. Luego, segin el teorema existe
una funcién inversa f~! que también es continua y estrictamente creciente.

Dicha funcién esté definida de la manera siguiente: f~!: [0, +oo[— [1,+oo[, f™1(x) = Vx +1.

Su representacion gréfica es la siguiente:

Teorema 1.33
Si una funcién f es continua y estrictamente decreciente en un intervalo [a, b] entonces:

1. f posee una funcién inversa denotada f~!, definida en [f(a), f(b)].
2. f~! es decreciente en [f(a), f(D)].

3. f~! es continua en [f(a), f(b)].
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Ejemplo 1.108

Consideremos la funcién f definida como sigue:
J:1=00,0] = [0, +oo[, f(x) = v=x.

Su representacion grafica es la siguiente:

La funcioén f es continua y estrictamente decreciente por lo que posee funcién inversa que también
es continua y estrictamente decreciente. Dicha funcién est4 definida por:

F71:10,+00[—] —00,0], f1(x) = —x°.

Su representacion grafica es la siguiente:

y
A
2
1
= > x
m Ejercicios
1.38 Sea f la funci6n definida por f:[-3,0] — [-8,1], f(x) = —(x +2)3. Represente graficamente esta
funcién.

Si f cumple las condiciones del teorema 1.3 o del teorema 1.2, determine f~! y haga la respectiva
representacion grafica.

1.39 Proceda en forma similar a lo enunciado en el punto anterior para
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1.6.4 Valores maximos y minimos para funciones continuas

Definicion 1.13 Maximo absoluto y minimo absoluto

Sea f una funcién real de variable real definida en un conjunto U de ntiimeros reales
a. Se dice que la funcién f posee un maximo absoluto en el conjunto U, si existe por lo menos un
valor c en U tal que f(x) < f(c) para todo x € U. El ntimero f(c) recibe el nombre de maximo
absolutoen fen U.
b. Se dice que f posee un minimo absoluto en U si existe un valor d en U tal que f(d) < f(x)
para todo xe U.

Ejemplo 1.109

x+1 si x<1
Consideremos la funcién f definida por: f(x) =
X2 —-6x+7 si x=1

en el intervalo [-2,4].

Su representacion grafica en este intervalo es la siguiente:

-2/’ 1\2 3 4 7

Como f(x) < f(1) para todo x € [-2,4] entonces el maximo absoluto de la funcién es f(1) =2.

Como f(x) = f(3) para todo x € [-2,4] entonces el minimo absoluto de la funcién es f(3) = -2.
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Qemplo 1.110

Consideremos la funcion f definida por
1
fi1=4,0[—  fO = y

Su representacion gréfica esta a la derecha. A

1
—00, ——
4

En este caso f(x) < f(-4) para todo x € [-4,0],

por lo que f(-4) = ik el maximo absoluto de f.

Sin embargo, esta funcién no posee un minimo
absoluto.

1
Note que lim — =-o0
x—0" X

Teorema 1.34 Teorema de acotacion para funciones continuas

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] entonces [ es acotada en [a, b], es decir,
existe un namero k = 0 tal que | f(x)| < k para todo x € [a, b].

Una demostracion de este teorema aparece en el libro “Calculus” de Tom M. Apostol.

Qemplo 1.111
Sea f una funcién definida por f:[1,4] — [1,2], f(x) = ;

Su representacion grafica es la siguiente:

Se observa que f es continua para todo x € [1,4].
Note que % < f(x) =2 lo que puede escribirse como -2 < % < f(x)=2,dedonde -2 < f(x) <2.

2
L z
uego |

<2 para x € [1,4] por lo que f es acotada en [1,4].
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Eemplo 1.112

: W 5 (x—2)?

Considere la funcién definida por: f:[0,5[— —5,2 , fx)=2- .
Su representacion grafica es la siguiente:

Y

A

2
1 2 3
S/ EUEEEE
Se observa que f es continua para todo x € [0,5].
: =5 -5 5 -5 5

Se tiene que =5 < f(x) =2 para x € [0,5], por lo que =5 sfx)=2=< D de donde > <flx)= 5 ypor

tanto
5
[f(x0)l = 2 para x € [0,5].

Luego f es acotada en [0,5].

Si una funcién f es acotada en un intervalo cerrado [a, b], entonces el conjunto de todos los valores de
f(x) estd acotado tanto superior como inferiormente.

Luego, este conjunto posee un extremo superior y un extremo inferior denotados por sup f e inf f respecti-
vamente. Se escribe entonces:

sup f =sup{f(x)/a< x< b}

inff =inf{f(x)/a<x< b}

El sup f es el mayor de los f(x) para x € [a, b].

Elinf f es el menor de los f(x) para x € [a, b].

Para cualquier funcién acotada se tiene que inf f < f(x) < sup f para todo x € [a, D].

-5(-5
En el ejemplo inmediato anterior se tiene que el sup f es 2, y que el inf f es - (? <flx)= 2).
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Teorema 1.35 Teorema del maximo (minimo) para funciones continuas

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces existe puntos c y d en [a, b]

tales que f(c)=supfy f(d) =inff.

Segun el teorema, podemos decir que si f es continua en [a, b] entonces el sup f es su méximo absoluto, y
el inf f es su minimo absoluto. Luego, por el teorema del valor medio, los valores que toma f estardn en
el intervalo [inf f,sup f].

Es indispensable que el intervalo sea cerrado, pues de no serlo, puede ocurrir que aunque una funcién
sea continua en un intervalo abierto, no alcance en él ni su valor méximo ni su valor minimo.

Eemplo 1.113

Sea f la funcién definida por f: ]—g, %[ —R, f(x)=tanx.

Su representacion grafica es la siguiente:

Y

. -7 S 0
Observe que aunque f es continua en ] =9 [ no posee ni maximo ni minimo absoluto, o sea no
tiene ni inf f ni sup f.

Qemplo 1.114

Sea f la funcién definida por f:10,4] — , fo)= i

=, 00
4

1 1
En la gréfica siguiente puede apreciarse que f(x) =  paraxe 10,4], por lo que inf f = e Sin embargo
f no posee un valor maximo absoluto.
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Eemplo 1.115

Sea f la funcién definida por f:[0,3] — [0,4], f(x) = (x—1)2.

Su representacion grafica es la siguiente:

En este caso, el intervalo en el que esta definida la funcién f si es cerrado. Note que f(3) > f(x) para
x € [0,3] por lo que existe c =3 en [0,3] tal que f(3) = sup f. Ademads f(1) > f(x) para x € [0,3], por lo
que existe d =1 en [0,3] tal que

f@) =inff.

Se tiene entonces que sup f es el maximo absoluto de la funcion y el inf f corresponde a su minimo
absoluto.
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2.1

Introduccion

El problema de la tangente. "Muchos de los problemas importantes del andlisis matematico pueden transfe-
rirse o hacerse depender de un problema bésico que ha sido de interés para los matematicos desde los
griegos (alrededor de 300 —-200 a.C). Es éste el problema de trazar una recta tangente a una curva dada en
un punto especifico a ella.

Este problema fue resuelto por métodos especiales en un gran ntimero de ejemplos aislados atin en la
temprana historia de las matemaéticas. Por ejemplo, es bastante facil resolver el problema si la curva es un
circulo, y todo estudiante ha visto esta solucién en su geometria de secundaria. Sin embargo, no fue si no
hasta el tiempo de Isacc Newton(1642 —1727) y de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716) que se dio un
método general sisteméatico para obtener la solucién. En este sentido se acredita a estos dos hombres la
invencién del célculo.

Aunque el problema de la tangente pueda parecer de poco interés a los no matematicos, el hecho es que las
ténicas desarrolladas para resolver el problema son la mera columna vertebral de gran parte de la ciencia
y la tecnologia actuales. Por ejemplo, la direccién del movimiento de un objeto a lo largo de una curva en
cada instante se define en términos de la direccion de la recta tangente a la trayectoria de movimiento. Las
o6rbitas de los planetas al rededor del sol y las de los satélites artificiales alrededor de la Tierra, se estudian
esencialmente comenzando con la informacién sobre la recta tangente a la trayectoria del movimiento.
Un tipo diferente de problemas es el de estudiar la descomposicién de una sustancia radioactiva tal como
el radio cuando se conoce que la razén de descomposicién en cada instante es proporcional a la cantidad
de radio presente. La clave de este problema asi como la del problema del movimiento, est4d en un andlisis
de lo que queremos designar con la palabra razén.

Como pronto veremos, este concepto estd tan intimamente relacionado con la pendiente de la recta tangen-
te a una curva, que la formulacién matemdtica abstracta de un problema sobre razones es indistinguible
de la formulacién del problema de la tangente.
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Empezamos con el problema de la tangente no solo por su importancia histérica y préctica, sino también
porque la intuicién geométrica del lector contribuird a hacer concreta la que, de otro modo, seria una

nocioén abstracta” [1, pag 323].

Definicion 2.1
Recibe el nombre de recta secante cualquier recta que pase por dos puntos diferentes de una curva.

En la siguiente figura se ha representado gréficamente una recta L secante a una curva:

»L\\\H N W %;Qt
\
=

Figura 2.1: Recta secante a una curva

Como al conocer la pendiente de una recta y un punto de ella, la recta queda completamente determinada,
se tiene que el problema de trazar una recta tangente a una curva dada, por un punto de ésta, se reduce a
encontrar la pendiente de la recta.

Consideremos la representacion grafica de una curva con ecuacién y = f(x), donde f es una funcién
continua.

flx)=y / Qxy)

P
f6) =1, En;

— /x{, X

Figura 2.2: Gréfica de f(x)

Se desea trazar la recta tangente en un punto P(x,, y,) dado de la curva.

Sea PQ la recta secante que pasa por los puntos P(x,, yo) y Q(x,y) de la curva.

La pendiente de esta secante, denotada mg estd dada por: m; = i/_ i/o = f(x; — i(x(’)
— Ao — Ao

Como la pendiente de una recta es igual a la tangente del d&ngulo que forma la recta con la parte positiva
del eje X, y como 0 es ese angulo para la recta secante, entonces:
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F(x) = f(x0)

X— X0

ms=tanf =
Supongamos que existe una recta tangente a la curva en P(x,, y,). Sea PT dicha recta.

Mantenemos ahora el punto P fijo y hacemos que el punto Q se aproxime a P, a lo largo de la curva.
Cuando esto sucede, la inclinacién 6 de la recta secante se aproxima a la inclinacién de a de la recta
tangente, lo que puede escribirse como gn}) 0=a.

En igual forma, la pendiente de la secante tiende a la pendiente de la tangente, es decir, gn}p tanf =tana.

Ademéds, cuando Q tiende hacia P, la abscisa x tiende hacia x, por lo que éin} tanf =tana puede escribirse

como lim tanf =tana.
X—Xo

Luego hm tanf = lim M =tana.
Xo X=X X— X,

Si denotamos por m;(x,) la pendiente de la recta tangente a la curva en P(x,,y,), entonces m;(x,) =
m F(x) = f(xo)

X=Xo  X—Xo

Definicién 2.2
La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (x,, y,), denotada

m;(x,) es igual al lim SO = f(xo)

, siempre que este limite exista.
X=X, X—Xg

Ejemplo 2.1

Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva con ecuacién f(x) = x* - 3x, en el punto
(1,-2).

Solucién: La ecuacién de la recta tangente es: y = mx + b. Utilizando la definicién 2.2 vamos a
averiguar la pendiente en (1,-2).

Asi:

1
mp(l) = 1f(x) fa
; e —-3x—-(-2)
=lim———

x—1 x—1

. x?>-3x+2
=lim——

x—1 x—1

. x-Dx-2)
=lim—

x—1 x—1

=lim(x-2)=-
x—1
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Luego mr(1) = -1, por lo que y = —x + b. Para averiguar b, sustituimos el punto (1,-2) como sigue:

—-2=—(1)+b de donde b=-1.

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente es y = —x — 1.

Figura 2.3: Recta tangente a f(x) = x> - 3x, en el punto (1,-2)

Definicion 2.3
Se dice que la recta normal a una curva en el punto P(x,,y,), es la linea que pasa por P y es
perpendicular a la recta tangente en ese punto. Ademads, recuerde que dos lineas no verticales son

perpendiculares entre si, siy solo si sus pendientes tienen valores reciprocos negativos.

Si mr es la pendiente de la recta tangente y my la de la recta normal, entonces:

-1
my=—— (mT.mNz—l)
mr
y normal
tangente
A
2.5 \
2
1.5
1
0.5
05 1 15 2> %

Figura 2.4: Recta normal y tangente
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Qemplo 2.2

: . 32 4
Determinar la ecuacion de la recta normal a la curva con ecuacién f(x) = — ,x >0, en el punto (2,2).
x

" -1 . . . .
Solucién: Como my = —, averiguamos primero la pendiente de la recta tangente. Ast:
mr

mr@2) = Wi —

4 4
= lim <2
x—2 x—2

. 4-2x
im
x—2 x(x—2)

. —2(x-2)
=2 x(x—2)

lim fx)-fQ2)

8—4x

Jim —2%
x—2 xX—2

. 4-2x
im
x—2 x(x—2)

. =2
Iim—=-1
x—2 X

Como mr(2) = —1, entonces my((2) = 1.

La ecuacién de la recta normal es: y = 1x + b. Sustituyendo en la ecuacién anterior x =2, y =2 se

obtiene b =0.

Por tanto, la ecuacion de la recta normal es y = x.

La representacion gréfica de la curva y la recta normal es la siguiente:

4
Figura 2.5: Recta normal a f(x) = T en (2,2)

recta normal y = x

La ecuacién de la recta tangente es y = —x + 4.

N 6 8

EHl Ejercicios

2.1 Determinar la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la curva con

ecuacion f(x) =2x* -5, en el punto (1,-3).
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Ejemplo 23

Determinar la ecuacion de la recta tangente a la pardbola con ecuacién y = x?, y que es paralela a la
recta con ecuacion y =4x.

Solucién: Recuerde que si dos rectas son paralelas entonces sus pendientes son iguales.
Note que en este caso no nos indican el punto de tangencia en la curva.
Como la recta tangente es paralela a la recta de ecuacién y = 4x, entonces mr(x,) = 4.

Calculemos my(x,):

m JF(x) = f(x0)

X— X, X— X,

mr(Xo)

2_ .2
xX°— X5

= lim
X—=Xo X — Xp

. (x=Xxp)(x+xp)
= hm —_—

X— X, X— X,

= lim (x+ x,)
X— X,

= Xo+Xo=2X,
Como mr(x,) = 2x, se tiene que 2x, =4y por tanto x, = 2.
Si x, = 2 entonces y, = 22 = 4. El punto de tangencia es P(2,4).
La ecuacién de la recta tangente es: y = 4x+ b.
Sustituimos (2,4) y se obtiene que b = —4.
Entonces la ecuacion de la recta tangente es y = 4x — 4.

Y y=4x-4
A

y=4x
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Estudiaremos ahora un segundo problema que involucra un limite similar al utilizado al determinar
pendiente de una recta tangente a una curva.

Dicho problema es el de determinar la velocidad de una particula en un instante de tiempo .
Recibe el nombre de movimiento rectilineo el efectuado por una particula a lo largo de una linea recta.

Sea s la funcién con ecuacion s(#) = t? + 1, que describe la distancia dirigida de la particula a un punto fijo
O, en cualquier tiempo ¢, (s se mide en metros y ¢ en segundos).

Cuando t =0, la particula se encuentra a 1 metro de O y cuando ¢ = 3 segundos la particula estd a 10
metros de O, como se representa a continuacion:

t=0 t=3
1 I S
01 10 S

La velocidad promedio de la particula es la razén del cambio en la distancia dirigida desde un punto fijo,
al cambio en el tiempo.

En este caso, en el lapso de tres segundos, la velocidad media, denotada v,.4, estd dada por vy,eq =
10-1

30" 3 metros por segundo.

Note que la velocidad promedio de la particula no es constante, y que ademads ésta no proporciona
informacién especifica referente al movimiento de la particula en cualquier instante determinado.

Para el movimiento anterior, la velocidad media desde ¢ = 3 segundos hasta otro tiempo t cualquiera, esta
dada por:

s(t)—s(3) _ s(1)—10
t-3  t-3

Umed =

Si quisiéramos determinar la velocidad al final de 3 segundos, es decir la velocidad instantdnea cuando
t =3 no podriamos averiguarla con la férmula anterior, pues si se sustituye t = 3 el denominador se hace
cero.

Sin embargo, cuanto mds corto sea el intervalo de ¢ a ¢ =3 seg, la velocidad promedio estard mads cerca de
lo que intuitivamente se consideraria como la velocidad instantdnea en ¢ = 3 seg.

Surge asi la siguiente definicién sobre la velocidad instantdnea:

Definicion 2.4
Si una particula se mueve sobre una linea recta de tal forma que su distancia dirigida s, a un punto
fijo de la recta esta dada en funcién del tiempo por la ecuacién s = s(), entonces la velocidad en
cualquier instante 7, es:
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s —s() . .y .
v(t) = }lntl . siempre que este limite exista
—7 —

Qemplo 24

Si s(#) = * + 1 describe la distancia dirigida de la particula a un punto fijo O, en cualquier tiempo ¢
entonces, utilizando la definicién 2.4, se puede averiguar la velocidad en el instante ¢ = 3 seg, de la
siguiente forma:

. s()—s(3)
lim—

V) t—3 -3

2 +1-10
= hm—
t—3 t—3

. (t=3)(t+3)
= lim————
—3 -3

= lim(t+3)=6
t—3

Luego, la velocidad cuando ¢ = 3 seg es de 6 metros por segundo.

La velocidad instantanea puede ser positiva o negativa, segtin la particula se mueva a lo largo de la recta
en direccién positiva o negativa; es cero cuando la particula estd en reposo.

La rapidez de la particula en un instante de tiempo ¢, se define como |v(#;)|, siendo simplemente la
magnitud de la velocidad, es decir, su valor absoluto, por lo que serd siempre positiva o nula.

La aceleracion es una medida de la variacion de la velocidad. La aceleracién es cero si una particula se
mueve sobre una recta con velocidad constante.

Si la velocidad v de la particula estd dada por la ecuacién v = v(t), donde ¢ es el tiempo, entonces la
aceleracion en el instante r = t;, se define como el limite de la aceleracién media de la siguiente forma:

t)—v(r
atty) = lim 20—V
=1 t—n

Observe la semejanza con la definicién 2.4 (velocidad instantdnea) como limite de la velocidad media.
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Qemplo 25

La ecuacion s(t) = 1% + 2t describe el movimiento de una particula sobre una recta. La distancia al
origen estd en metros y t estd en segundos. Calcular la velocidad cuando ¢ =3 seg.

Solucién: Se debe determinar la velocidad instantdnea cuando ¢ =3 seg

. s(8)—s(3)
lim—

v(3) t—3 -3

2 +42t-15
= hm—
t—3 t—3

. (t=3)(t+5)
= lim———
—3 r—3

= %‘m% (t+5) =8 metros por segundo.

Asi, cuando ¢ = 3 seg, la velocidad de la particula es de 8 metros por segundo.

Una particula P se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s(t) = 15t — 3¢2, donde s, en
metros, es la distancia al punto de partida en el tiempo ¢, (en segundos). Determinar la distancia de
P al punto de partida cuando la velocidad es nula.

Solucién: Debemos averiguar primero la velocidad de la particula en cualquier instante .

s(8) = s(to)
t))=1i _—
bito) t—>mtlo r—t,

15t - 31> — (154, — 3¢2)

= lim

=1 t—t,

. 15¢—15t,—3¢2 +3¢£2
= lim

=1 t— to

. 15(t—t,)—-3(2 - £2)
= 1m

=1 t— tO

L 15(r—ty) —3(t—ty)(t+1p)
= 1m

=1 t— ta

. (t—1ty)(15-31t—-31)
= lim

=1, t— to

= }mtl (15-3t-3t,) =15-6¢, = 15— 6%, metros por segundo.

Ahora averiguaremos el valor de f, para el que la velocidad se hace cero:
5
V(ty) =0 <= 15—1,=0 < 1, = > segundos

. ., 5
Por altimo, calculemos la distancia que ha recorrido la particula al cabo de t, = D segundos.

5 5 5\ 75
s{=1=15=|-3|=| =— =18,75 metros.
2 2 2 4
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EA Ejercicios
2.2 Dos particulas p; y p» parten de un mismo punto en una recta y se mueven a lo largo de ella
segtn las ecuaciones s;(t) = 2 —4t, y, S2(8) =3t — t2, donde s; y sz estdn en metros, y ¢ en segundos.

a.) ¢ En qué tiempos tendran las dos particulas la misma velocidad?
b.) Determine las velocidades de las particulas en los tiempos en que estdn en la misma posicién
sobre la recta.

La derivada de una funcion
En la resolucién de los dos problemas anteriores: el de trazar una recta tangente a una curva dada y el de
determinar la velocidad instantanea de una cierta particula, se obtuvo como resultado dos limites:

() = f(x0) m f(@) = f(to)

mr(x,) = lim , V(L) =
T( o) X (0) s —t,

—Xo  X—Xg

Ambos limites tienen basicamente la misma forma y son casos especificos de un tipo especial de limite
que se define a continuacién.

Definicion 2.5 Derivada de una funcién
Sea f una funcién real definida en un intervalo I cR. Sea x, € I

La derivada de f en el punto x,, denotada f'(x,), es el J}LIE} w
o — Ao

si este limite existe.

Note que, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva con ecuacién y = f(x) en el punto
(X0, f(x0)), es precisamente la derivada de f evaluada en x,.

También, si una particula se mueve a lo largo de una linea recta de acuerdo con la ecuacién de movimiento
s = f(1), puede observarse que v(t;) en la definicién 2.4 de la particula en #;, es la derivada de f respecto
at, evaluadaen f;.

Si en la definicién 2.5 se sustituye x — x, por h, entonces h — 0 cuando x — x, y x =X, +h.

f(xo+ h) _f(xo)
h

Luego f'(x) = }lin}] , si este limite existe. La funcion f es derivable en x, si f'(x,) existe.

Si f'(x) existe para cada x en un intervalo I, (I c[R), se dice que la funcién f es derivable en I; se escribe
fx+h)-fx)

/ =1’
Feo =i =
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Ejemplo 2.6

Utilizando la definicién 2.2 (derivada de una funcién), determinar la derivada de cada una de las
funciones cuyas ecuaciones son:

1. f(x)=5x-3

Se debe calcular el }lin}) w

La expresion f(x+h) indica que la funcién f debe evaluarse en (x+h). Asi, f(x+h) =5(x+h)-3.

Luego:

f’(x)=}lir%—f(x+h)_f(x)

h

. 5(x+h)-3-(5x-3)
= lim

h—0 h

. 5x+5h—-3-5x+3
= lim

h—0 h
= lim —

hl—I% h

'(x)=lim5=5
0= im
Por tanto, si f(x) =5x—3 entonces f’(x) =5.
_ 3
2. fx)= F,x;ﬁO

En este caso f(x+h) = Gz

Luego:

fx+h) - fx)
h
3 _3

2 2

— lim (x+h) X

h—0 h

- 3x% —3(x+ h)?

h—0 hx?(x+ h)?

! — 1’
0=

_ o 3x* —3x* —6xh—3h*
"~ h—0 hx?(x + h)?

~ lim -3h2x+h)
"~ h—0 hx?(x + h)?

_ iy 3@x )
T =0 x2(x + h)2
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_ —6x -6

BB

. 3 , 6
Si f(x)= ) entonces f'(x) = &

3. g(w) = Qu+1)?
En este caso g(u+h) = [2(u+ h) +1]?

Luego:

. glu+h)-gu
/ =1
g0 =)im =
 Ru+h+1%2-Qu+1)?
= lim
h—0 h
_ lim Ru+h)+1+QRu+DI2(u+h)+1—-Q2u+1)]
T =0 h
. Qu+2h+1+2u+1)Qu+2h+1-2u-1)
= lim
h—0 h
. (Au+2h+2)(2h)
=lim
h—0 h

=lim2@du+2h+2)
h—0
g'(w)=24u+0+2)=8u+4

Si g(u) = (2u+1)? entonces g'(u) = 8u +4.

Ejercicios
2.3 Determine, utilizando la definicién 2.5, la derivada de cada una de las funciones cuyas
ecuaciones son:

a.) f(O=ve+1,t>-1
b.) f(x)=x3+2x*-4

_ W
c.) g(y)—y+2,y¢ 2

2.3 Notaciones para la derivada de una funcion

Si f es una funcién derivable en un intervalo I, (IcR), el proceso por medio del cual se obtiene f'(x),
da origen a una nueva funcién que recibe el nombre de funcién derivada.
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El dominio de f’(x) estd formado por todos los nimeros del dominio de f para los que exista f'(x).

1
Por ejemplo, si f(x) =+y/x con x =0 entonces f'(x) = —= esta definida Gnicamente para x > 0.

2Vx
Si y = f(x), con f una funcién derivable, entonces la derivada de f puede denotarse por:
df .
1. <, duese lee: derivada de f(x) respecto a x.
dy : ‘o _r
2. <5 quese lee: derivada de “y” respecto a x.

3. ¥ queselee: “y prima”.

Continuidad y derivabilidad

En el capitulo anterior se estudiaron las condiciones para que una funcién fuera continua en un punto.
También se determiné la continuidad en un intervalo, que puede asociarse con la representacion gréfica
de una curva que no tiene “brincos” o “saltos bruscos”.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la derivabilidad de una funcién f en un punto x,, por
medio del siguiente teorema.

Teorema 2.1
Si una funcién f es derivable en un punto x,, entonces f es continua en x,.

El reciproco del teorema 2.1 no es cierto. Es decir, el hecho de que una funcién sea continua en un punto
no implica que sea derivable en él.

Antes de estudiar algunos ejemplos, necesitamos conocer las siguientes definiciones sobre derivadas
laterales.

Definicion 2.6
Si f es una funcién continua definida en x = x,, entonces:

1. La derivada por la derecha, que se denota f/(x,), se define por la igualdad:

11 = 1im TR0
+

, siempre que el limite exista.
X—Xg X—Xo

2. La derivada por la izquierda, denotada f’(x,), se define por la igualdad: f’(x,) =
lm f(x) = f(x0)

5 , siempre que el limite exista.
X=X, X—Xo
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Como consecuencia de la definicién 2.6, se tiene que f'(x,) existe siy solo si existen las derivadas laterales
y ambas son iguales. Asi: f'(x,) existe <= fl(x,) = f(x,)

Ejemplo 2.7

x+1 si x<1

Consideremos la funcién f definida por: f(x) = { I

Vamos a determinar si f es continua en 1y si f'(1) existe.
Para lo primero tenemos que:
a. f(1) existe pues f(1)=-1+3=2
b. Como lim f(x)= lim (-x+3)=2,y
x—1* x—17
lim f(x) = lim (x+1) =2 entonces lim f(x)=2.
x—1- x—1- x—1*
Luego f es continua en x =1 pues lin% fx)=f@.
X—

Para lo segundo determinaremos las derivadas laterales.

x)—fa =F =2 ==
a. fi(1)= lim F =7 = lim —— = lim ==l lim -1 = -1.
-1t x-1 -1t x-1 x—1t x-1 x—1*
x)—f(1 x+1-2 x-1
b. f/(1)= lim Ak (O lim ——— = lim — = 1.
-1  x-1 x—1- x-1 x—1-x—1
Como f](1) # f.(1) entonces f'(1) no existe.
Luego, se ha comprobado que aunque f es continua
en x =1 se tiene que f no es derivable en x =1.
La representacion grafica de la funcién estd a la
derecha.
Note que en x = 1 la gréfica de f tiene un “pi-
co”, siendo precisamente en x = 1 donde no es
derivable la funcién.
Qemplo 2.8
x? si x>0

Sea f la funcién con ecuacioén: f(x) =
-x si x<0

Determinemos si f'(0) existe y si f es continua en x = 0.
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Calculemos las derivadas laterales:

w— im =% - jm x = 0.

a. f7(0)= lim =
f+() x—0* x—0 x—0* x—0 x—0*

- f S V= - —1
b. f/(0)= lim f0-70 _ im G lim x. - lim s lim — =-o0
x—0~ x—0 x—0~ X x—0- x /—x x—=0 xy/—-x x—0,/—x

Luego f1(0) # f/(0) por lo que f no es derivable en x = 0.

Probemos ahora si f es continua en x = 0:

a. f(0) existe pues f(0)=0; f(0)=v-0=v0=0.

. Y 2 . _1¢ —_
b. xlggf(x) —xlin&x =0 yleIBlif(x)—leI%li\/ x=0.

Ejemplo 29

Entonces f es continua pero no es derivable en x = 0.

La representacion gréfica de la funcién es la siguiente:

10

=Y

Note que la grafica tiene una tangente vertical en (0,0).
El hecho de que f no sea derivable en cero, estd relacionado con el hecho de que una recta vertical

no tiene pendiente.
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Eemplo 2.10

2 .
x“—-4 s1 x<2
Sea f la funcién con ecuacién: f(x) = )
f fx) { vVx—-2 s1 x=2

Determinemos si esta funcién es continua y derivable en x = 2. Se tiene que f(2) existe pues

f@=v2-2=v0=0.
Como lim f(x) = lim Vx-2 =0 y lim f(x) = lim (x*-4) =0
x—2% x—2% x—2" x—2"
Entonces lin} f(x) existe y ademds liné fx) = f(2), porlo que f es una funcién continua en x = 2.
X— X—

Estudiemos ahora las derivadas laterales:

_fe Vi=2-0 ) 1
a fl@)= lim IS @ o, ¥X2270 e VX2 =+
x—2* x—2 =2t x—2 x—2t x—2 x—2t\/x=2
-f2 =) =) (2
b, fl@=lim L0 S@ g, 27470, BT AOHD e (x42) =4
x—2- x—2 x—2- x—-2 x—2" x—2 x—2"

Ejemplo 2.11

Como f}(2) # f/(2) entonces f'(2) no existe.

Nuevamente, aunque una funcién sea continua en un punto esto no garantiza que sea derivable en
él.

La representacion grafica de esta funcién es la siguiente:

A Tangente en x =2

Note que nuevamente la recta tangente a la curva en x =2 es una linea vertical.
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EEl Ejercicios
2.4 Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:
-1 si x<0
1. f(x)= , Xo=0
x-1 si x=0

2. f(xX)=1x-3l, x0=3
a.) Determine si f es continua en x,.
b.) Halle f(x,) y f’(x0).
c.) Determine si f es derivable en x,.

d.) Haga la representacion gréfica.

2.5 Teoremas sobre derivadas

Aunque dada la ecuacién de una funcién es posible obtener su respectiva funcién derivada utilizando la
definicion 2.5, para algunas funciones este procedimiento resulta sumamente tedioso. Surge entonces la
necesidad de simplificar este proceso, lo cual puede lograrse al estudiar los teoremas sobre derivadas.

Teorema 2.2
La derivada de una funcién constante es cero.

Eemplo 2.12  (Aplicacion del teorema).

1. Si f(x) =8 entonces f'(x) =0.

2. Si f(x) =52 entonces f'(x) =0.

3. Si f(x)= entonces f'(x) = 0.

5+

Teorema 2.3

af _ i(x) =1.

Si f(x) = x entonces f es derivable sobre R y Ir = dx
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Qemplo 2.13 (Aplicacién del teorema).

d

1. — =1
dx(y)
d

2. — =1
dx(n)
d

3. — (1) =1
dx( )

Teorema 2.4

Si f(x)=x" con neQ y x pertenece al conjunto A en el que x" estd bien definida, entonces f es
yxp ] q

n
=nx"!

derivableen A y d)ic

Ejemplo 2.14 (Aplicacién del teorema).

1. Si f(x) = x* entonces f’(x) =2x*>"1 =2x! = 2x.

2. Si f(x) = x° entonces f'(x) =5x>"! =5x%.

Cdx \x°) T dx

N
6. %(xé):gxg—lzgx_%

7 b=t =

v Grlm) )=
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Teorema 2.5
Sila funcién f es derivable sobre un intervalo K y ¢ es un ntimero real, entonces la funcién g para

la que g(x) = ¢ f(x) es derivable sobre K, ademads % [cfx)]l=c %

El teorema 2.5 afirma que la derivada del producto de una constante por una funcién derivable, es igual
al producto de la constante por la derivada de la funcién.

|

da
Si f(x) =5x entonces f'(x) =55x=5-1=5.

d
Si f(x) = —2x3 entonces f'(x) = -2 Ex‘g’ =—2(3x%) = —6x°.

d 2 1 1
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Teorema 2.6
Si f y g son dos funciones derivables sobre un intervalo K, entonces la funcién 7 = f + g es
derivable sobre K y ademads % [f(x) + gx)] = % + %, para xe K.

Se tiene entonces que la derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de
cada una de las funciones. También:

d d d d d
a[fl(x) + L@+ 50 +...+ frx)] = afl (x) + afz(x) + afg(x) +..+ afn(x)

donde fi, f>,..., fn son funciones derivables sobre un intervalo K.

Qemploz.zo
d d
a[xe’ +x7] = axg + a)ﬂ =3x%+7x5.
Qemploz.zl
d d d d ’ d 7 > 1
Lox2+xy=Lox24+ 2 1208 0 L 10 . 050 27— =
dx[ xz+x 7] ax X +dxx dxx +dxx 2x X X 2
Qemploz.zz
d d d d ) 2
—[¥x+2:3+5x] = —x3 + —2x3+ —5x=-x 3 +2.3x%+5-1= +6x% +5.
dx[\/} * x] dxx dx . dx * 3x o 3V x2 o

Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcién f — g es derivable sobre K, y
ademads para cualquier x € K se tiene que

A e - _4df _dg
Tx [f(x) —gx)]= o dx
Eemplo 2.23

d[5x2 5] = d5x2 d5—10x 0=10x
dx T dx dx~ B )
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Ejemplo 2.24

d
dx

3 1
——= \/_] = Bx ' —2x 4 x2] = —3x 2+ 4x" +2x

I\J\»—

Teorema 2.7
Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funciéon H = f - g es derivable

df

. . . d B ag af
sobre K, y ademads para cualquier x € K se tiene que Ix [f(x) - gx)] = f(x) Tx + g(x) ax (x).

Puede decirse que la derivada del producto de dos funciones, es igual al producto de la primera funcién
por la derivada de la segunda, més el producto de la segunda funcién por la derivada de la primera.

Eemplo 2.25

d 3 2 _
a[\/E(.zx +x)]—\/_d @x% + x) + (2x? +x) \/_ Vx(@Ax+1) +2x% +x) \/x_

Eemploz.zé
d 3 2 3 2 d d 3 2
—[(4x° —5x°+6)(Vx+2x)] = (4x° —5x° +6) — (VX +2x) + (VX +2x) — (4x° —5x° +6) =
dx dx dx

4x% - 5x*+6) (L + 2) + (VX +2x)(12x%> —10x +0).

2Vx

Eemplo 2.27

d
P [(ax® — bx*+¢)(5x 2+ kx)], con a, b, ¢, k constantes.
X

= (ax® - bx®*+¢) dd Gx3+kx)+Gx 3+ kx)i(ax —bx*+0)

=(ax3=bx®+0)(-15x"* + k) + (6x73 + kx)(3ax? - 2bx).
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Teorema 2.8

Si f y g son dos funciones derivables y si g(x) #0 sobre un intervalo K entonces la funcién h = Jé
af dg
dx J= dx

(g(x)]?

| , | | d (fo)_8W
es derivable sobre K, y ademads para cualquier x € K y se tiene que Ix (g )

Puede decirse que la derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador multiplicado por
la derivada del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada del denominador, todo
dividido por el cuadrado del denominador.

Eemplo 2.28
d (5x2 —x+1 )

dx\ x3+4x2?

(x3 + 4x2)i(5x2 —-x+1)— (5x2 - X+ l)i(x3 + 4x2)
dx dx

[x3 +4x2)2

(P +4xH)(10x-1+0) — (5x* — x +1)(3x% + 8x)
- [x3 +4x2]?

_ 10x* - x* +40x® — 4x® — 15x* — 40x® + 3x° + 8x* — 3x* — 8x
- [x3 +4x2)?

B —5x*+2x3 + x2 - 8x
B [x3 +4x2)2

conx#0, x#—-4

Qemplo 2.29
d ( VX +5 )

dx \4x2+2

(4x2+2)i(\/}+5) - (\/}+5)i(4x2 +2)
_ dx dx

[4x2 +2]2

2 L)_
:(4x +2)(2\/E (VE+5)(8x)

[4x2 +2]2

_2x*+1-y/X-8x(y/x+5)
B VX (4X2 +2)2
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_2x%+1-8x(x+5/X)
- Vx(4x2 +2)2

_ 1-6x*—40xy/x

\/}(4x2+2)2 con x>0
Qemploz.so
-
(V/x-2)-2-2x|-x 3
=7 :
dx\yx-2) (Vx—2)?
1
2 p—
23/}—4—§x3
T (x-22

_6Yx-12-2yx  4yx-12
S 3(Yx-22 3(¢x-2)?%

con x #8

2.6 Derivada de una funcion compuesta (Regla de la cadena)

Si consideramos las ecuaciones y = u3, u =5x% + 8 entonces puede escribirse “y” como y = (5x2 + 8)3.

En igual forma, si y = v/u, u=4x*+5x+2 entonces puede expresarse “y” como y = Vax2 +5x+2.
En general, si y = f(u), u=g(x) entonces y = f(g(x)).

Las ecuaciones anteriores dan en forma explicita las siguientes funciones:

f={wyly=fw}

g={x, )/ u=gx}

h={xy/y=f(gl)}

La funcién h para la cual h = f(g(x)) recibe el nombre de funcién compuesta y se escribe h = (f°g)(x) =

f(gx).

Observe que los elementos del dominio de & son los x que pertenecen al dominio de la funcién g, tales

que g(x) pertenezca al dominio de f.
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Ilustraremos lo anterior con el siguiente diagrama:

h=fog

Figura 2.6: Dominio de una funcién compuesta

Otros ejemplos de funciones compuestas son:
1. h(x)=V6x—4 = f(g(x)) donde f(x)=V/x y g(x) =6x—4
2. h(x)=e3*! = f(g(x)) donde f(x)=e* y g(x)=3x2+1

Determinaremos ahora la derivada de una funcién compuesta.

Teorema 2.9

Si la funcién g = {(x,y)/ y = g(x)} es derivable sobre un intervalo S; y si la funcién f={(u,y)/ y=
f (u)} es derivable sobre un intervalo S, tal que S, = { gx)/ xe 82} entonces la funcién compuesta

fog esderivable sobre S; y %[f(g(x))] = f( e -g'(x),con u=gx) yxes;.

Esta férmula recibe el nombre de Regla de la Cadena.

Ejemplo 2.31

—[f(Sx +1D]= B2 +1)- (3x +1)= f'Bx*+1)-6x

Qemplo 2.32

—[f(\/_)]—f(\/_) F con x>0
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-G 6=

Corolario 2.1 Si la funcién g = {(x,u)/ u = g(x)} es derivable sobre un intervalo S; y si [g(x)]P y
[g(x)]P~! estdn definidas para x€ S, con S, €Sy, (p € Q), entonces la funcién g€ = {(x,y)/ y = [g(x)1P}

d d
es derivable sobre S, y ademads a[g(x)”] =plgx)P1. d—i, para x € Sy.

dy dy d
El corolario es una aplicaciéon inmediata de la regla de la cadena en la forma d_y = d_y : d_u cony=uP, u=
x du dx

da
g(x) y d—Z =p- up—l.

Ejemplo2.34 -

2 (543
dx
En este caso u=5x+3 por lo que
4 5x+3)
dx

3 d
=4(5x+3)°-—(Bx+3)

dx

=4(5x+3)-5

=20(55x+3)°3

Ejemplo23s

d
—[(Bx* +5x% +4)7?]
dx
4 2 3 d 4 2
=-23x*+5x“+4) -a(?)x +5x°+4)

=-2@x*+5x2+4)73. (12x3 +10x)
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%v5x2+4

4 53?4 )b
dx

-1
:%-(5x2+4)7-(10x+0)

5x
V5x2+4

d
= Vext+7x?
dx
J 1
= —(6x*+7x%)4
dx
| -3
= Z-(6x4+7x2) 4 .24x% +14x)

12x3 +7x

2V (6x4 +7x2)3

a |/
a 5x+v6x2+1

1 ( 12x )
= -[5+
2V5x+V6x2 +1 2V6x%+1

1 (5\/6x2+1+6x)
2V5x+V6x2+1 V6x*+1

EXN Ejercicios

2.5 Determine la derivada de las funciones con ecuaciones:

a) fx)=6x3+

2Xx
Vx3+1
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5/5x2+1

b.) f(x)= o

2.7 Diferenciales. Interpretacion geométrica

2.7.1 Incrementos

Estudiaremos este punto antes de definir el diferencial y dar su interpretacion geométrica.

fx+h)-fx)

Al dar la definicién de la derivada de una funcién f como el }liII(l) .

, se utilizé h para sefalar

un ntmero distinto de cero tal que x+ h pertenece al dominio de f .

Gréficamente se tiene la representacion de f y la recta tangente:

y y = f(x)

floe+h)

fx)

Figura 2.7: Grafica de f(x) y la recta tangente

Puede decirse que h es la diferencia entre las abscisas de dos puntos de la grafica de f. Esta diferencia
recibe el nombre de incremento de x y se denota por Ax.

—f(x th-f , se obtiene foetAn) - (X

Para una funcion f, dada al sustituir 42 por Ax en la expresién . A

de donde f’(x) = lim fo+Ax) - fx)
Ax—0 Ax

£“_r

Si y = f(x) entonces el incremento en “y” correspondiente al incremento Ax de x, que se denota por Ay,
estd dado por f(x+Ax) - f(x).

Asi, Ay es el cambio en “y” debido al cambio Ax en x.

A +Ax) -
La razén A_y _ S+ AD -7 recibe el nombre de razén promedio de cambio de f o de “y”, respecto a

\x Ax
X, para el intervalo [x,x+ Ax].

d A x+Ax)— f(x
La derivada: 4y _ Iim 2y Iim I il 1S recibe el nombre de razon instantédnea de cambio o
dx Ax—0Ax Ax—0

‘o _7

x
simplemente razén de cambio de “y” o de f respecto a x.
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Qemplo 2.39

Si y=2x*+1 hallar Ay en términos de x y Ax.
i. Determinar Ay para:

a. x=1, Ax=0.1

b. x=10, Ax=0.01

Solucioén:
Ay=f(x+Ax— f(x))

=2(x+Ax)?+1-2x%+1)
=2(x% +2xAx+ (Ax)?) +1-2x> -1
=2x? +4xAx +2(Ax)% - 2x?
=@Ax+2Ax)Ax
a. Parax=1, Ax=0.1 se tiene que:
Ay=(4-1+2-0.1)0.1=0.42

Puede decirse que existe un incremento de 0.42 en las ordenadas debido a un incremento
de 0.1 en las abscisas.

b. Para x =10 y x=0.01 se tiene que:
Ay=(4-10+2-0.01)0.01 = 4.002

ii. Hallar la razén promedio de cambio de “y” respecto a x para el intervalo [2, 2.5] y para el
intervalo [2, 2.01].

Solucién:
La razén promedio de cambio de “y” respecto a “x” estd dada por:

& B fx+Ax)—f(x) _ (Ax+2Ax)Ax

de donde
Ax AXx Ax
A
2y =4x+2Ax
AXx

: : Ay : :
En el intervalo [2, 2.5] se tiene A—:8+2(0.5):9 y el intervalo [2, 2.01] se obtiene
x
Ay

=8+2(0.01) =8.02
AXx

“”_rm

iii. Hallar la razén de cambio de “y” respecto a “x”. Determinar el valor de esta razén en 2 y en 4.

Solucioén:
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“"_r “" _.r

La razén de cambio de “y” respecto a “x” estd dada por:

A
lim 2 Iim (4x+2Ax)=4x
Ax—0AX Ax—0

En 2 esta razén instantdnea es 8 y en 4 toma el valor de 12.

Ejemplo 2.40

Demostrar que la razén de cambio del volumen de una esfera con respecto a su radio, es igual al
area de la superficie de la esfera.

Solucion:

4
El volumen de una esfera de radio r es V = 57”3

La razén de cambio del volumen con respecto al radio estd dado por:

lim —
Ar—0 Ar
. V(r+Ar)—-V(r)
= lim
Ar—0 Ar
4 4
—(r+Ar)——nard
= lim 3
Ar—0 Ar
.4 r3+3r2Ar+3r(An®+(Ar)d - r®
= lim -7n-
Ar—03 Ar
.4 Ar(3r®+3rAr+(Ar)%)
= lim -7x-
Ar—03 Ar
= lim —7-[3r% +3rAr + (Ar)?]
Ar—0
= —71(3r?)

=47r® expresion que corresponde precisamente al drea de la superficie de la esfera.

2.7.2 Diferenciales

Sea f una funcién definida por y = f(x), derivable sobre un intervalo S.

Sea Ax diferente de cero tal que Ax +x pertenece al dominio de f y el punto (x +Ax, f(x+Ax)) esté enla
gréfica de f como se muestra en la siguiente figura:
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(Dx+x, y+4y)

Figura 2.8: Gréfica de f(x)

Sabemos de la definicién 2.5 que:

flx+Ax)— f(x)
Ax

si el limite existe

7 _ )3
fia= AIJICIEO
luego:

. ﬁ_ / i &)_ . / PNy _
i[5~ ') = Jim, (35 - fim, 0= =0 =

. . A .
de donde para cualquier € > 0 existe § > 0 tal que A_y - f'(x)| <€ siempre que 0 < |[Ax| <5 o sea,
X

Ay — f'(x)- Ax| < eAx siempre que 0 < |Ax| < 8.

Lo anterior significa que |[Ax — f'(x)Ax| puede hacerse tan pequefio como se quiera, tomando |Ax| sufi-
cientemente pequefio.

Luego, f'(x)Ax es tan buena aproximacion para el incremento |Ay| como se desee, tomando |Ax| suficien-
temente pequerio.

Definicion 2.7
Si f es una funcion tal que f'(x) existe sobre un intervalo S y si Ax es cualquier nimero distinto
de cero, la diferencia de f con respecto a x esigual f’(x) multiplicada por Ax. Esta diferencial se
denota por dy f(x) de tal forma que
dyf(x) = f'(x)Ax

Ejemplo 2.41

Si f(x) =4x%+1 entonces d, f(x) = 8xAx.
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Qemplo 2.42

Consideremos ahora una funcién compuesta compuesta h = f(g) donde y = f(x) x = g(#) siendo ¢
la variable independiente final y “x” la variable intermedia. Luego y = h(¢).

Aplicando la definicién 2.7 tanto a “y” como a “x” se obtiene: d;y = h'(t)At, d;x = g'(H)At.
Utilizando la regla de la cadena para derivar h respecto a ¢ se obtiene que h'(¢) = f'(x)g'(¢).

Luego d;y = h' (At = f'(x)g' ()At = f'(x)d;x, férmula que se escribe usualmente dy = f'(x)dx, y

“"_rm “o_7 o _.r

que se lee como la diferencial de “y” es igual a la derivada de “y” con respecto a “x”, multiplicada
por la diferencial de “x” donde dy, dx son diferenciales con respecto a la misma variable.

Definicion 2.8
Si una funcién f estd definida por y = f(x) entonces la diferencial de x, que se denota dx, estd dada

o _7

por dx = Ax donde x es la variable independiente final, y ademads, la diferencial “y” es siempre:
dy=f'(x)dx.

En la figura 2.8 es facil observar que dy es una mejor aproximacién de Ay conforme Ax se hace cada vez
mas pequefia.

Qemplo 2.43

Determinar Ay, dy, Ay—dy para y = x*—3x, x=2; Ax=0.03

Solucién: Consideremos f(x) = y = x* —3x. Calculemos primero el incremento:
Ay = f(x+Ax) - f(x) = (x+Ax)? —3(x+ Ax) — (x*> - 3x)

= Ay = x> +2xAx+ (Ax)? —3x—3Ax - x*> +3x

= Ay =2xAx+(Ax)? —3Ax

= Ay=02x+Ax-3)Ax

Para x =2, Ax=0.03; Ay =(4+0.03-3)(0.03) de donde Ay =0.0309

Ahora calculemos la diferencial dy:

dy=f'(x)dx=(2x-3)dx

Luego para x =2, Ax=0.03 se tiene que dy = (2-2-3)(0.03) = 0.03
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Por tltimo Ay —dy =0.0309 — 0.03 = 0.009.

Qemplo 2.44
Utilizando diferenciales, calcular aproximadamente el valor de v122.
Solucion: Tomemos f(x) =y = /x, x =125, dx=Ax = -3.
Nos interesa determinar una aproximacién a y + Ay para x =125 y dx =-3.

Para ello calculamos el diferencial de “y”:

o _.7

dy=f'(x)dx = dx; sustituyendo “x” por 125 y dx por —3 se obtiene que:

1
3Vx?
-3 -1 -1 -1 -1
dy: 3 :3 =3 6:—2:2—:—0.04

3v/(125)2 /(1252 V56 5 5

Luego dy=-0.04, y=5=v125
Asi aproximamos y+Ay para x =125, dx=Ax=-3 con y+dy=5-0.04 =4.96

Luego V122 =4.96

Ejemplo 2.45

El lado de un cuadrado es igual a 5 cm. Hallar el incremento aproximado de su drea si el lado
aumenta 0.01 cm.

Solucién: Sea A(x) = y = x> donde x es el lado del cuadrado, A denota su &rea.

Se desea determinar cudnto aumenta el drea cuando la longitud del lado pasa de 5cm a 5.01 cm.
Calculemos la diferencial de area. Asi:

dA= f'(x)dx=2xdx, donde x=5 y dx=10.01

Luego:

dA=10(0.01) = 0.1 y aproximamos A+AA para x =5, dx=0.01 con A+dA=25+0.10 de donde
A+dA=25.10, drea del nuevo cuadrado.

El incremento del 4rea es de 0.1 cm?2.
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Eemplo 2.46

Al calentar una esfera de radio R =9 cm, su volumen aumenté 32.47 cm®. Hallar el alargamiento
del radio de la esfera.

Solucioén:
Sea f(R)=y= gnR3 la ecuacion para el volumen de la esfera.

En este caso conocemos la diferencial del volumen de la esfera que esta dada por dV =32.47 cm?®.
Debemos averiguar la diferencial o el incremento del radio, es decir dx = Ax(dR = AR)

Como dV = f'(x)dR = 4nR*dR; dV = 32.4w;cm® y R=9 cm entonces:
32.47 cm® = 47(9 cm)*dR y por tanto dR =0.1 cm.

El radio de la esfera se alarg6 0.1 cm.

EX Ejercicios

2.6 Resuelva los problemas siguientes:
a.) Hallar el valor aproximado de (99)!.

b.) Sea u= f(x) y v =g(x), donde f y g son funciones derivables sobre un dominio comun.
Exprese la diferencial del producto uv en términos de las diferenciales de u y v.

c.) Un paralelepipedo rectangular de 10cm de altura tiene por base un cuadrado cuyo lado es igual
a 20cm ;Cuanto aumentard el volumen del paralelepipedo si el lado de la base se alarga 0.02cm?

d.) De cada cara de un bloque ctibico de madera se saca una capa de 0.3cm de espesor. Si el bloque
tenia originalmente 7cm de arista, aproximadamente ;cuanto va a decrecer el volumen a causa del
proceso?

Nota: A partir de la notacién diferencial se tiene que dy = f "x)dx por lo que se puede dividir por dx

d

obteniéndose por tanto que f’(x) = d_y
x

El usar el cociente de diferenciales para denotar la derivada de f se debe a Leibniz y se utiliza a veces al

denotar las derivadas de orden superior.
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2.8 Derivadas de orden superior

Si f es una funcién diferenciable, es posible considerar su funcion derivada como:
/ df .
f={xnly= a} para x en el dominio M de f.

Si para algunos valores x € M existe el }Lim
-0
2

dx?

se dice que existe la segunda derivada de la

% . O sea, la segunda derivada de la

ffx+h)-f'(x)
h

fx), que equivale a a4

funcién f que se denota por f”(x) o P

funcién f se obtiene

derivando la primera derivada de la funcién.

Ejemplo 2.47
Si f(x) =5x3+6x*—5x+1 entonces:
fl(x)=15x*+12x-5y

F"(x) =30x+12

Qemplo 2.48

2

. X“+3x
Sigx) = entonces:

_ (x-DERx+3)-(x*+3x) _x*-2x-3

g'(x) 12 = -z Y derivando nuevamente
G 1)2@2x-2) - (x*-2x-3)2(x— 1)

&= (x-D*

_ (x=Dlx-1)2x-2)— (x* - 2x-3)]

- (x—1)?*

Por tanto g"' (x) = o8

2
“" 1

- . . d .
Similarmente podemos decir que la derivada de Tz respecto a “x” es la tercera derivada de f respecto
x
3

d
a “x” que se denota PP o f"(x).

. . . a* . :
La derivada de la tercera derivada es la cuarta derivada d—{ y asi podriamos continuar sucesivamente
x
af

hasta la enésima derivada de f que se denota por Zon © f"(x). Generalmente se habla del orden de la
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derivada; asi la primera derivada es la derivada de primer orden, la segunda es la de segundo orden, la
enésima derivada es la derivada de orden n.

Ejemplo 2.49

Determinar g (x) si g(x) = Vx2 +2x+3,donde Dy =R.

Solucién:
Obtenemos primero g'(x)

g/(x) — x—H
Vx?+2x+3
Luego:
Va2 +2x+3— (x+ 1) 2
g'(x) = NEETTIE X2y se tiene que:
7 2
g (x)=
(x2+2x+3)Vx2+2x+3
Ejemplo 2.50

Determinar " (x) si f(x) = 2x7 — 4x5 + x

Solucién:
Se tiene que:

2 8 -
f’(X) = gx_g —gx?g +1

7 -4 5 24
X)=—Xx3 +—x75
Fr&) 9 25
Por altimo:

20 8 192 -3

1
X)=—X3 —X 5

o 27 125

Qemplo 2.51

Si y = /x determinar 7y
y= dxn’

En este caso debemos dar una forma general para la derivada de orden n, partiendo de las
regularidades que se presentan en las primeras derivadas que calculemos.


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.8 Derivadas de orden superior 132

Ast:
r lx%l
Y 2
" —lx—73 B —lx—(zzz—l)
Yy =3 - 22
3 =5 3 -es
m =5
—x2 =—x 2
Y =% 23

(-1)"*11.3.5.7-...-2n-3) e
= 2n x 2

n

paran=2.

XN Ejercicios

d*w
2.7 Obtener siw= .
du 1+2u

Una aplicacion de la segunda derivada

Anteriormente hemos estudiado que si s = s(¢) nos indica la distancia de una particula al origen en un

. d . .
tiempo ¢, entonces Es(t) es la velocidad en el tiempo t.

Al calcular la derivada de la velocidad respecto al tiempo, es decir, al calcular %v(t) se obtiene la
2

aceleracion instantdnea en el tiempo t. Si denotamos esta aceleracion por a(t) se tiene que a(t) = T s(2),

es decir, la aceleracién es la segunda derivada de la distancia respecto al tiempo.

Ejemplo 2.52

32 . . . . .
Sea s = ——— con >0, la ecuacién que determina la distancia en el tiempo 7 (en segundos) de una

particula al origen en un movimiento rectilineo. Determinar el tiempo, la distancia, y la velocidad
en cada instante en que la aceleracién es nula.
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Solucion:

. 32 ] p
Sis= LI entonces la velocidad v esta dada por:

1921 - 768

et — e
70 g W

- . .

= ———- =5 () y la aceleracién es a =
(12 +£2)? Dy

Averiguemos el tiempo en que la aceleracién se hace cero:

a()=0 < 1921*-768=0 < 1* =4 < =2

Luego, la distancia recorrida cuando =2 es s =2 metros y la velocidad en t=2 es v = Ym/ seg.

Qemplo 2.53

Determinar la pendiente de la recta tangente en cada punto de la gréfica de la curva con ecuaciéon
y=x*+x%-3x%, en los que la razén de cambio de la pendiente es cero.

Solucién:

Se tiene que y' = 4x% +3x? - 6x da la pendiente de la recta tangente a la curva.
Ademas y” =12x* + 6x— 6 determina la razon de cambio de la pendiente.
Debemos averiguar los valores de x en los que esta razén de cambio es cero;

6x=1

N | =

Entonces y' =0 < 6Q2x—-1)(x+1)=0 < x=

1 . 1) 6 . G
Luego, cuando x = 2 la pendiente es y' = 12 (Z) = 6=0 y cuando x = -1 la pendiente y’ también
es cero.

Ejemplo 2.54

Si y = f(x) es la ecuaciéon de una curva, se sabe que f'(x) determina la pendiente de la recta
tangente a la gréafica de f en un punto (x, y).

. d’y . : : .
Se tiene que T2 ©S la razén de cambio de la pendiente de la recta tangente respecto a x. Mds
adelante utilizaremos la segunda derivada de una funcién para determinar los extremos relativos
de una funcién y para determinar la concavidad de la gréfica de una funcién.
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Qemplo 2.55
Determinar la razén de cambio de la pendiente en (3,27) para la curva con ecuacién y = 2x - 3)3.
Solucién:
La raz6n de cambio de la pendiente estd dada por la segunda derivada de la funcién, asi:
d’y_d (dy) = 2 l62x -3 = 12(2x—3) -2 = 242~ 3)
dx?  dx\dx] dx B B

En el punto con coordenadas (3,27) la razén de cambio de la pendiente es:
24(2-3-3)=24(6-3)=72

d2
Luego d_xle =72en (3,27).

2.9 Derivada de la funcién logaritmica

Vamos a estudiar la derivada de la funcién f definida por f(x) =log,x, donde xe R*y aeR" tal que
0<a<léa>1

Teorema 2.10
Sia>0y a#1,ysi x>0, entonces la funcién log, = {(x, y)/ y =log, x, x €]0,+oo[} es derivable sobre

. d 1
su dominio 0, +oo[ y Elogax = ;loga e, x>0.

Eemplo 2.56 | Aplicacién del teorema,

d 1
1. Elogzx: ;logze

d 1
2. Elog%xz ;log%e

Teorema 2.11
Sea a>0ya#1, silafuncién g = {(x,u)/ u = g(x)} es derivable y g(x) # 0 sobre un con-
junto M, entonces la funcién F definida por F(x) = log,|g(x)|, x € M, es derivable sobre M y

dlo lu| = F(x) =lo Iul—l(lo e)duxeM
dx gu - - ga _Lt ga dx’ N
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— Aplicacion del teorema,

1 ilo (5x2+1)—;lo e(10x) = 10x log. e
Cdx U8 Thx2r1l 68 Thx2r1l 88
d 1 loge
2. alogz\/} \/_ log, e- N 2; , x>0
d x+1
— 1 —_
3 dx OgS(x2+3)
1 x> +3
=—1 — . (x%+3)?
x+1 OB T rney Che
x2+3
3-2x—x2

=— """ "  log.e -1
x+Dx2+3) 08¢ >

En particular si la base de los logaritmos es e entonces el log, x se denota por In(x), y:

d 1 1 1 d 1
. —Inx=-1 =—.1=- ir —Inx=-—
1 x nx= < og,e < 7 es decir P nx <

2. Si g(x) esuna funcion derivable con g(x) # 0 entonces:

4 g = ——L (g

dx '8 g(x) dx &
d " 5xdx 5 B
iln(\/x+1+x) 1 (\/x+ + Xx)
dx Vx+1 Vx+l+xdx

oY)
= x>—1.
x+1+x \2vVx+1
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d. , d 2 d 3 1 2lnx
aln x—dx[lnx] =2[lnx] dxlnx—ZInx P

X

1

d
4, 2 _ 2 4
P In*(x“ +5) o [In(x“ +5)]

=4[In(x*+5)]°- (2x)

x2+5

_ 8x-In*(x? +5)

eR.
x2+5

3 -12x-1 -1

d
—[InBx+1)—-4x]=——-4=———, x> —.
dx[ ( ) ] 3x+1 3x+1 3

Ejemplo263 -

g8 mr
dx\In(x+1)

- 2 (olinge+ 1Y)
X
2

=-2[1 D2 =
Hosr il x+1  (x+DIn®(x+1)

EA Ejercicios
2.8 Si In50 = 3.912 calcule, utilizando diferenciales, un valor aproximado a tres decimales de
In(50.4).
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2.10 Derivada de la funciéon exponencial

La funcién exponencial de base a,con a>0y a# 1, tiene como dominio R y como d&mbito ]0, +ool.

En el teorema siguiente se dard la derivada de la funcién exponencial.

Teorema 2.12

—a*=a*lna

dx

Qemplo 2.64 (Aplicacion del teorema).

d
1. —2*=2%In2
dx

d
2. —4*=4%1n4
dx n
1 X X _
3 i(_) :(1) e
dx\2 2 2 2%
X X
n i(%) :(§) 2
dx \4 4 4

: . . d d
Observe que si la base de la funcién exponencial es e, entonces d—ex =e'lne=e"-1 de donde d—ex =e".
x x

Teorema 2.13
Sia>0, con a#1, ysi g={(x,y)/ y=g(x)} es derivable sobre M entonces la funcién compuesta

d d
f(x) = a8™ es derivable sobre M y d—ag @ = 8@ na d—g, para x € M.
X X

. . . . d d
Igual que el caso anterior, si la base de la funcién exponencial es e, entonces d—eg ) = e8Wpe d_g de
x X

donde ieg(x) = 8™ E
X dx
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Qemplo 2.65 (Aplicacion del teorema).

d d d
1. d—25x = d—25x . d—5x =2°%(In2)-5=5(2°*1n2)
X X X
d d d
2. Ee»(xz“) - Es“‘z*” : a(x2 +x) =3 D (In3)2x+1)
d 1 4%In4
3 L gvE_gVE . — 20
dx 2v/x  2x

a

d
2x 2x 2x
= —@2x)=2
dxe ¢ dx( x) ¢

5. die5x+1 _ 5P+l
x

EXN Ejercicios

2.9 Determine la derivada de cada una de la funciones siguientes:
a.) f(x)=x*g**

b.) gx)=3e*

t3
C.) h(l’):m
2-5¢*
. =ln|———
d) h@x) n(2+5e3x)

e) f()=(x?+e)Ina+27

2.10 Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuaciéon y = 3 e™2* tal que sea
paralela a la recta con ecuacion x +y = 2.

. L . 1
2.11 Determinar la ecuacién de la recta tangente trazada a la curva con ecuacién y = e2* en el
punto de su interseccién con el eje Y.

2.12 La dependencia entre la cantidad x de sustancia obtenida en cierta reaccién quimica y el
tiempo ¢ de reaccién se expresa por la ecuacién x = A(1 - e~¥%). Determinar la velocidad de reaccién.
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2.11 Derivadas de la funciones trigonométricas

A continuacién se presentan las derivadas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente,
cotangente, secante y cosecante.

d
1. —senx=cosx

dx

Utilizando esta como guia, junto con el teorema 2.8 (derivada de un cociente de funciones), se
pueden realizar las respectivas demostraciones sobre las derivadas de las funciones trigonométricas.

En general, aplicando la regla de la cadena para funciones compuestas, se cumple que

i( [g(x)]) = cos[g(x)] a8
75 senlg(0)l) = coslg(x)]- ==

1

—[sen(6x)] = cos(6x) - ti =6 cos(6x)
dx dx

1

d cos V/x
—senyx=cosvx-—vx=
dx Ve dx\/_ 3v/x2

1

d
— [sene*] A, = o = cosetr - e?r 4 = 4 cos e
X

dx

=Ccose

1

d
—(sen4 X)=— [(senx)4] = 4(senx)3 .cosx = 4sen’ x cosx

dx dx

EA Ejercicios

2.13 Determine la primera derivada de cada una de las funciones con ecuaciones:
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a.) f(x)= sen(5x3 —2x% +4)

2x
b.) g(x)=sen (m)

c.) h(x)= sen?(3x)

2. 7 Cosx = —senx
. . . d
En general, si u= g(x) aplicando la regla de la cadena se tiene que P [cosu]l =-senu-Dy
d 3 5.4 o3 2 3
——[cos(8x7)] = —sen(8x” - —(8x”) = —24x” sen(8x"))
dx dx

|

i (cos (i)) = i[cos(3 e M]=-senBe ¥)-Be - -1)=3e “sen(3e )
dx ex dx

d 3 d 3 2 2
—(cos” x) = —[(cosx)’] =3(cosx)“(—senx) =—3 cos” x senx

dx dx

EAl Ejercicios
2.14 Determine f'(x) si:

a.) f(x)=cosVx?

b.) f(x)=cos (Sx;— 1)

2n+1

T

c.) f(x)=+/cosx, x€

nr, , NeZ

d.) f(x)=4cos3*
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dtan(x) 9 7T
3. =sec“x, con xZ@2n+1)—, neZ
dx 2

En general, su u = g(x) entonces aplicando la regla de la cadena se obtiene que

dtanu 2.
dx

(3] (3) g 5) oo () (F) =2 oo (3]
dx x) x) dx\x) x ) x? x)
x#0

d sec?(In x)
—tan(ln x)=sec’(ln x)—In x=——"" x>0
dx dx X
d 1 sec? x
—+Vtanx = sec®x =
dx 2v/tanx 2V/tanx

EA Ejercicios

2.15 Determine f'(x) si
a.) f(x) — etanx
b.) f(x)=Vtan2x

c.) f(x) =tan32x)

d 9 b2
4., —[cotx]=—-csc“x, x#—n, n€ Z
dx 2

Si u = f(x), aplicando la derivada para la composiciéon de funciones se obtiene que

dcotu , du
=—csc U —
dx dx
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d 2 2
—(coth5x) =—csc” 5x-5=-5csc“5x
dx

d 3 d 3 2 2
—(cot”5x) = —[(cot5x)”] = 3(cot5x)“-—csc” 5x-5
dx dx

Ejemplo278 -

i( 2 )_ —2(—csc® x)  2csc? x
(cotx)2  (cotx)?

dx \cotx

Ejercicios
2.16 Determine f’(x) si

a.) f(x)=cot(5)
b.) f(x)=2Vcotx

c.) f(x)=cot(5x*>+5In x)

d b4
5. —(secx)=secx tanx, x#(2n+1)—, ne Z
dx 2

d d
Si u = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que %(sec u)=secu tanu P

Ejemplo279

i[sec(2xz)] = sec(2x2) tan(ZxZ)i(sz) =4x sec(2x2) tan(2x2)
dx dx
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d—(esecx) =Y gecx tanx
X

oo =seel S ran () 22 ) = o) an )
—sec|—|=sec|=|;tan|—| — |=|=—sec|=| tan|—]|,
dx X X x) dx\x x2 X X

x#0

EEN Ejercicios
2.17 Determine f'(x) si

-

b.) f(x)=secVx2+1

a.) f(x)=sec (2x

3x
c. =
) fx) sec4dx
d
6. d—[cscx] =—cscx cotx, x#Znm, neZ.
X

d
Si u=g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que E(csc u)=—cscu cotu P

Ejemplozsz -

d
ix [csc2 + x%)] = —csc(2 + x?) cot(2 + x?) P 2+ x?) = —2x csc(2 + x2) cot(2 + x?)

Ejemplozss

d d
d—[csc(zx)] = —csc2® cot2®* —2% = —csc2”* cot2* In 2 = —2x In 2 csc2” cot2*
X
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Qemplo 2.84

d 1
—In (cscx) = —— - (—cscx cotx) = —cotx
dx cscx

EEN Ejercicios
2.18 Determine f'(x) si

a_) f(x) — ecscx2

b.) f(x)= V/cscx

2

X
c.) f(x) —cot(m), x#Z-1

2.12 Derivadas de las funciones inversas

Previo al estudio de las funciones trigonométricas inversas, es necesario determinar la derivada de la
funcién inversa de una funcién dada. Para ello consideremos el siguiente teorema.

Teorema 2.14

Sea f una funcién estrictamente creciente y continua en un intervalo [a, b] vV g la funcién inversa

de f.

Si f'(x) existe y es diferente de cero para x €]a, b[, entonces la funcién derivada g'(y) también
existe y no es nula en el correspondiente “y” donde y = f(x).

oseai ()—L

dx

Ademas se tiene que g'(y) =

1
'’

Note que si y = f(x) entonces x = g(y) corresponde a f~1(y), y oy = diy
dx

Eemplo 2.85

Consideremos la funcién definida por:

f :10,+00[—] =3, +o0[, f(x) =y =x>-3
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Esta funcién posee funcién inversa definida por:

8 :1=3,+00[—]0,+00, g(y) =/y+3

1
Se tiene que g'(y) = ———
e = /i3

Como
y = x?+3 entonces g'(y) = ! - .1
2Vx2-3+3 2vx%2 2x
1
/
g (x) = =
d !
4 2oz J'0
dx

Note que: Va2 =|x|=x pues x €]0, +oo[

Qemplo 2.86

Sea y = f(x) = x* la ecuacion de una funcion definida en R tal que g(y) = /¥ =x, osea f~1(x) = ¥/x.

1
Se tiene que g'(y) = , ycomo y= x® entonces
q 3 W y

e L1 _ 11
B Ve 3Us 32 fW

. d 1
Asi d—yx E
dx

El teorema 2.14 sera de gran utilidad cuando determinemos las derivadas de las funciones trigonométricas

inversas.

2.13 Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas

Conviene recordar que:
a. Si una funcién es continua y estrictamente creciente (o decreciente) en un intervalo, entonces posee

funcién inversa la cual también es continua y estrictamente creciente (o decreciente).
b. Las funciones trigonométricas son periddicas por lo que la correspondencia entre la variable inde-

pendiente y la dependiente no es uno a uno.
De aqui se tiene que la inversa de una funcién trigonométrica no es una funcioén, es una relacién.

Sin embargo, si se restringe el dominio de una funcién trigonométrica se establece una relacién biunivoca
y la inversa de la funcién trigonométrica si es una funcién.
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Funcion seno inverso

Al considerar la grafica de la funcién seno:

U
- ==l

1
1
1
|
L - > X
7 b 1 27
2 |
|
1
-1

Figura 2.9: Grafica de la funcién seno
Se observa que en varios intervalos, por ejemplo:

3n 57
272

—5n -3m

)Tt 2 7

73

etc, la funcién seno es continua y estrictamente creciente, por lo que podria escogerse alguno de ellos
. o . . -7

para definir la funcién inversa de la funciéon seno. Usualmente se toma el intervalo [7, E] Luego, se

define la funcién seno como:

-7
F={(x,y)tal que y =senx, con x€ [7,5] yel-1,11}

. P . . . ) -7 7 .
La funcién F asi definida es continua y estrictamente creciente en el intervalo [7, E]' por lo que existe
una dnica funcidn, definida en el intervalo [-1,1], llamada funcién seno inverso. Esta funcién, denotada

arcsen, se define como sigue:

f:=L1] - [%”,%],f(x) =arcsenx

. -T T
Se tiene entonces que y = arcsenx <= x=seny, y€ [7, 3l
7 . 7 - 7T
Luego, arcsen(r) con r € [~1,1], es el inico niimero € [7, E] parael cualsent=r.

Ejemplo 2.87

arcsen0 =0 pues sen0=0.

Ejemplo 2.88

arcsen(i) -z ues sen(z) = L
vz) aP 4]\
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Qemplo 2.89

-1 -7 -7 -1
arcsen|— | = — pues sen(—) =—
2 3 3 2

Ejemplo 2.90
v3
2

V3 b/ b/
arcsen|— [ = — pues sen— =
2 6 6

La representacion grafica de la funcion seno y de la funcién arcoseno es la siguiente:

Y Y
A y = sen(x) A y = acrsen(x)

|
|
|
|
|
|
1

-
oY - — — — —

'
—_——— = N

---------- -1

-
2

Figura 2.10: Grafica de la funcién seno y arcoseno

Derivada de la funcién seno inverso

-T T
Como y =arcsenx <= x=seny, para ye€ [7, 5] , x€[-1,1], aplicando el teorema 2.14 (derivada de
una funcién inversa) se tiene que:

d ( ) 1 1
— (arcsenx) = =
dx d

B cosy
—sen
dy y
- 7
Como cos? y+sen2 y=1,ycosy=0 para ye [7,5] entonces cosy = \/l—sen2 y= V1-x2 pues x =
seny.

d
Luego: a(arcsenx) = para x€]—1,1[

1-x2
f'(x)

m,f(x) E] — ].,].[-

d
En general a(arc sen f(x)) =
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Qemplo 291

i(arcsen5x2) = ; i(5x2) = 10—x |x| < L

dx V1-(x2)2 dx V1-25x% V5
Qemplo 2.92

d 1 d 1

— (arcsenv/x) = ——— — (V) = ——————, x€]0,1[

dx V1-(/x)2 dx 2v/xV1-x
Qemplo 2.93

i(arcsenx)3 = ?)(arcsenx)2 ! = 3 arcsen” x xel—-1,1(

a 1—x2_ \/1_x2 ’ ’

m Ejercicios

2.19 Determine ih(x) si:
dx
a.) h(x)= arcsen(z—x)
x+1

b.) h(x) = arc sen(2x? + 3)

Funcion coseno inverso

Como en la funcién seno, la funcién coseno es continua y estrictamente creciente en varios intervalos
por ejemplo: [-27,—n],[0, 7], [27,37], etc, por lo cual debe restringirse su dominio de tal forma que posea
funcién inversa.

Sea entonces la funcién F tal que:

F= {(x,y) tal que y =cosx, con x€[0,7], y€ [—1,1]}

La funcién F asi definida es continua y estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7], por lo que posee
funcién inversa. Esta recibe el nombre de arco coseno, (o funcién coseno inverso), y se denota arccos.

Se define de la siguiente forma:

f:1-1,1] = [0,7], f(x) =arccosx
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Se tiene que y = arccosx <= x=cosy con y € [0, 7]

Luego, arccos(k) con k € [-1,1], es el inico nimero a con « € [0,7] para el que cosa = k.

|

arccos(—1) = pues cosm =-1

|

V3| 57 (57:)
arccos| —| = — pues CoOS|— | =—
2 6 6 2

|

arccos(0) = z ues cos(z) =0

|

N —

pues cos (g) =

w| S

8
arccos| - | =
2

La representacién gréfica de la funciéon coseno y la de la funcién arco coseno es la siguiente:

Y y
1 ¥ = cos(x)

Y =acrcos(x)

oy

———— =y

Figura 2.11: Gréfica de la funcién coseno y arcocoseno

Derivada de la funcién coseno inverso
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Como y =arccosx < x=cosy para ye€ [0,7], x € [-1,1], aplicando el teorema 2.14 (derivada de la
funcién inversa), se tiene que:

da ( ) 1 1 -1
— (arccosx) = = =
dx d —seny seny
—cosy
dy

Como cos? y+sen? y=1, yseny =0 para y€[0,n] entoncesseny=+/1-cos? y=v1-x2 pues x=cos}.

d
Luego: E(arccosx) = con x€]—1,1[

1—x2
d -1 af
En general — (arccos f(x)) = —-—, f(x) €] - 1,1[.
8 dx f 1-[f(x)]? dx f
d -1 d -3 1
—(arccos(3x)) = ——— —(Bx) = ——, |x|< =
dx

V1-(@3x?2 dx V1-9x2 3

1

-1 —e*
d—(arccos(ex)): — = —— x€]-1,0[
X

B Ejercicios

d
2.20 Determine a8 si:
X

a.) g(x)=arccos(2x+1)

2x
b.) g(x)=arccos (—)
arccosx
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Funcién tangente inversa

Igual que en los dos casos anteriores, vamos a restringir el dominio de la funcién tangente al intervalo
-7 7 . . . S
—, —|, en el que es continua y estrictamente creciente, por lo que posee funcién inversa.
22

Luego se define la funcién tangente como:
-T T
G={(x,y) tal que y =tanx, con XE]T'E[' yeR}
Se define la funcién tangente inversa, también llamada arco tangente, y denotada arctan, como:
-T T
:IR—»]—,—[, X) = arctanx
f 5% fx)

. -7
Se tiene que y =arctanx < x=tany con ye€ ]7,—

[, xeR
2

o . -7
Luego, arctan(k) con ke R es el tinico nimero a con a € ] 55 [ para el que tana = k.

Qemplo 2.101

7 b2
arctanl = — pues tan— =1
4 4

Eemplo 2.102

arctan0 =0 pues tan0=0

Ejemplo 2.103

t (_—1)—_—” ues t (_—ﬂ)—(_—l)
arcan\/g—6pes an(—-) =

Ademas:

§ T :
lim arctanx=— pues lim_tanx=+oo
X—+00 2 T~

Xx——

+

lim arctanx =

pues lim tanx=-oo
X——00 +

=7

X—

La representacion gréfica de la funcion tangente y la de la funcién arcotangente es la siguiente:


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.13 Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas (hitp:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/). 152

y Y

y = tan(x) y = arctan(x)

4
I
1
I
I
1
1
I
1
:
-7y
I
1
1
1
|
|
I
1
1
|
A

wly
| [y« G

\\\\\

=

Figura 2.12: Grafica de la funcién tangente y arcotangente

Derivada de la funcién arcotangente

Como y=arctanx < x=tany para y € —n, r , x € R, aplicando el teorema 2.14 (derivada de la funcién
y yparaye|—=5 p

inversa), se tiene que:

11
~sec? y

d
%(arctan X) = p

d—ytany

Como tan® y+1=sec?y, v x =tany entonces sec® y = 1+ x? por lo que:
y v,y y y p q

i(arctan X) =
dx 1

— XER
+Xx

1 af

VIt dx

d
En general P (arctan f(x)) =

Ejemplo2.104

d 3 15x2
— (arctan(5x”)) =
dx

T 142545

d

_ xeR
1+65x3)?2 dx

(5x°%)

i(arctan(\/f)) = 1 L 1 x>

dx 1+ (V22 2V 2V +x)

4 arctan@na) = ——— P in=—L 150
dx r W= 1+(n x)?2 dx C x(1+In? x)
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EA Ejercicios

2.21 Determine ih(x) si:
dx

i) 7

a.) h(x) = arctan (Zx n

b.) h(x) x# -1

~arctan(x+1)’

c.) h(x):arctan(i , X#0

Funcioén cotangente inversa

Para definir la funcién inversa de la funcién cotangente, vamos a restringir el dominio de ésta al intervalo
10, [, en el que es continua y estrictamente decreciente, por lo que posee funcién inversa.

Se define funcion cotangente como:
H={(x,y) tal que y = cotx, con x€]0,n[, y R}
La funcién cotangente inversa, llamada también arcocotangente y denotada arccot, se define como:

f:R—10,7x[, f(x) =arccotx

Por la definicién de la funcién arco cotangente se tiene que y = arccotx < coty = x con y€]0,n[, xR

Luego, arccotkcon k€R es el tinico niimero a con « €]0,n[ para el que cota = k.

Eemplo 2.107

/4 T
arccot(l) = o oS cot(z) =1

Qemplo 2.108

arccot(0) = z ues cot(z) =0
2 P 2

Ejemplo 2.109

n n
arccot(v/3) = 5 pues cot(g) =V3


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.13 Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas 154

Ademas:

lim arccotx=0" pues lim cotx = +oo
X—+00 x—0t

lim arccotx=n" pues lim cotx=-oco
X——00 X—T

La representacion grafica de la funcion cotangente y la de la funcién arcocotangente es la siguiente:

y

y = cot (x) y = arccot (x)

oy

B

Figura 2.13: Gréfica de la funcién cotangente y arcocotangente

Derivada de la funcién cotangente inversa

Como y =arccotx < x =coty para y€]0,7[, x € R, aplicando el teorema 2.14 se tiene que:

da ( ) 1 1 -1
— (arccotx) = = =
dx d —csc?y  csc?y
— coty
dy

Como cot? y+1=csc? y, y x =coty entonces csc* y =1+ x> por lo que:

d
— (arccotx) = , XeR

dx 1+x2

d -1 af
En general a(arccot f) = YU @E dx

Ejemplo 2.110

i(7\/2) = >0

i(arccot(?x/f)) -t S
dx 1+ (7Vx)? dx 2v/x(1+49x)’

Ejemplo 2.111

-1 _ —2 arccotx

d
—(arccot2 X) =2 arccotx- 7= g
+ X 1+x

, XER
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Qemplo 2.112
d (arccot(e®)) = _—ex xeR
dx S 1+e?
B Ejercicios
d
2.22 Determine — h(x) si:
dx
2
a) h(x)=—>_
arccotx

b.) h(x) = varccotx

Funcion secante inversa

-7

T
Vamos a elegir como dominio de la funcién secante el intervalo I de donde I = [—n, 7] U [0, E]' ya que

en I la funcién secante es biunivoca y la derivada de la funcién inversa puede expresarse por medio de

una sola férmula.

La representacion grafica de la funcion secante en el intervalo sefialado es el siguiente:

S

S —— - - =

P i e S

TR

Figura 2.14: Gréfica de la funcién secante

., . . . . -7
Como puede observarse, la funciéon secante es continua en I, siendo estrictamente decreciente en [—n, 7]

. . 7
y estrictamente creciente en [0, 5]

Existe por tanto la funcion secante inversa, llamada también arco secante y se denota arcsec, definida por:

f:l—00,-1[ U ]1,4+00[— [—n,_?n] U [0,%], f(x) = arcsecx
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Por la definicién de funcién arcosecante se tiene que:

-7 7T
y=arcsecx < x=Secy=x con ye€ [—7‘[,7 U [O’E]' X €]—o0,—1[ U ]1,+00]

i . -7 T
Luego, arcsec(k) con k €] —oo,—1[ U ]1,+oo[ es el tnico niimero a con a € [_”’7] u [O’E] tal que

seca = k.

Ejemplo2.113.

( 2
arcsec | —
3

~——
|

= 5 Pues sec

33

arcsec(—1) =7 pues sec(m) = -1

arcsec(2) = i ues sec(z) =2
3 P 3

La representacion gréfica de la funcién arcosecante es la siguiente:

Figura 2.15: Grafica de la funcién arcosecante

Note que:

. T .
lim arcsecx=— pues lim_secx=+oo
X—+00 2 T

x——


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.13 Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas 157

. - .
lim arcsecx=-—— pues lim _secx=-oo
X——00 2 -7~

X—

Derivada de la funcion secante inversa

-7 /4 .
Como y =arcsecx < x=secy con ye€ [—n,—] u [0,—], x€]—o0,—1[ U 11,400, utilizando el teorema

2 2
2.14, se obtiene que:
da 1 1

— (arcsecx) = =
dx secy tany

—secy

dy

-7

n
Como tan® y=sec® y—1, ytany >0 cuando y € [—n,;] U [0,5], entonces tany = y/secZ y—1=vx2 -1

pues X =sec y

d 1
Luego — (arcsecx) = ———, con |x|>1
8 dx xVx?-1
En general, si u = f(x) con |f(x)| >1 entonces d (arcsecu) = ! d u
g ! B dx B uv uz_ 1 dx

Ejemplo 2.116

d 1 d 2 1
—(arcsec(2x)) = —— —QR2x) = ————, x> -
dx 2x\/(2x)2-1 dx 2xV4ax2 -1 2

Ejemplo 2.117

1 1 d1l_
xx_

d (arcsec( ))—

dx x)) 1 1 d
— _2_]_
xV x

x| <1

—1 =
5 l\/i—l x\/i—l’
xV x? x2

m Ejercicios

2.23 Determine ih(x) Si:
dx
a.) h(x)=arcsecvx

b.) h(x) = arcsec(3x+2)

Nota: La funcién secante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:
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1
arcsec x = arccos (— con |x|=1
X

d
En este caso P arcsec(x) = con |x|>1
X

1
lx|vVx2 -1

Se deja como ejercicio para el estudiante que compruebe esta igualdad.

Funcion cosecante inversa

. . ., . -7 b1 ..
Tomaremos como dominio de la funcién cosecante el intervalo I = [—n, 7] U [0, 2 J , en el que la funciéon
cosecante es biunivoca.

La representacion gréfica de la funcion cosecante en el intervalo sefialado es la siguiente:

-7 2
T
|
1
|

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
1
1
I
¥

Figura 2.16: Grafica de la funcién cosecante

., . . . . -7
Como puede observarse, la funcion cosecante es continua en I, siendo estrictamente creciente en [—n, 7]

. . 7
y estrictamente decreciente en [0, 5]

Existe por tanto la funcién cosecante inversa, llamada también arcocosecante y que se denota arccsc,
definida por:

fil—o0,-1[ U ]1,+oc0[— [—n,_?”] u [0,%], f(x) =arccscx

Por la definicién de funcién arco cosecante se tiene que:

-7 /4
Yy =arccscx < Xx=cscy con ye€ [—7‘[,7] U [O'E]’ xX€]—o0,—1[ U ]1,+00[
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. . -7 T
Luego, arccsc(k) con k €] —oo,~1[ U ]1,+00[, es el tinico niimero a con a € [—n, 7] U [0, E] tal que

csca=k.

|

2
arcesc| —

3

2
V3

SN—

:% pues csc(%) =

|

arccsc(—1) = il pues csc(—) =-1
2 2

|

b V)
arccsc(v2) = 1 pues csc(z) =v2

|

—57 —57
arccsc(—2) = e pues csc ralb =2

La representacion grafica de la funcion arcocosecante es la siguiente:

y
4

N

X

I i
2

P I T I -7

Figura 2.17: Gréfica de la funcién arcocosecante

Note que:
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lim arccscx=0" pues lim cscx =+oo
X—+00 x—0*

lim arccscx=-n" pues lim cscx=-oo
X——00 x——-7t

Derivada de la funcion cosecante inversa

-7 /4 -

Como y =arccscx < x=cscy para y€ [—7[,7] u [O’E]' Xx€]—oo,—1[ U ]1,+00[, utilizando el teore-
ma 2.14, se obtiene que:
d ( ) 1 -1
— (arccscx) = = =
dx icsc —cscycoty cscy coty

dy y

2 1 a2 - T - 2 )

Como cot” y =csc” y—1, y coty >0 para y € [—n,?] U [O'E]' entonces coty = y/csc? y—1= Vx2-1

pues x =cscy.

d _
Luego a(arccsc x)= m, para |x|>1
En general, si f(x) con |f(x)|>1 entonces d ( ) ! d
,siu=f(x X —(arcescu) = ———— - —u
g dx uv u2_1 dx
i(arccsc (x*) = _ — () = X 2 s
dx x¥2y/(x)4-1 dx VISl x/d -1
d (arccsc(e™)) = ! d e’ = e 1 x>0
dx CenVer—1 dx exv/eBx—1 Ver—1
B Ejercicios

2.24 Determine ih(x) si:
dx
a.) h(x)=arccsc(v/x)

b.) h(x)= arccsc(%)
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Nota: La funcién cosecante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:

1
arccscx = arcsen(— con |x|=1.
X

d -1 . . .
Ademas — arccscx = ————— con x| >1 , igualdad que debe comprobar el estudiante como ejercicio.
dx lx|Vx%—1
< 1
Verifiquemos que arccsc x = arcsec —.
x
1 1
arcCcSCX =y < CSCy =X < =x < —=seny < arcsen|—|=y
seny x x

1
Luego arccsc x = arcsen (—), y se verifica la igualdad.
x

Funciones paramétricas

En algunos casos la ecuacién de una funcién o de una relacién no estda dada en la forma y = f(x) o
f(x,y) =0, como en las igualdades y = 5x%+3x, 0, x*+y?> =4, sino que estd determinada por un par de
ecuaciones en términos de una misma variable.

Ejemplo 2.124

Consideremos las ecuaciones x = t>-2¢, y=t+1 con teR.

Se tiene que a cada valor de ¢ le corresponde un punto (x,y) del plano, el conjunto de los cuales
determina una relacién R x R.

La siguiente tabla de valores:

nos permite hacer la representacion grafica de la relacién de la siguiente manera:

Y

6

4

En general, las ecuaciones x = g(#), y = h(t) con h y g funciones continuas en un intervalo I, (I <R)
reciben el nombre de ecuaciones paramétricas o representacién paramétrica de una curva en el plano
XY. La grafica de las ecuaciones paramétricas estd dada por el conjunto de puntos del plano XY, que se
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obtiene cuando ¢, que recibe el nombre de pardmetro, toma todos sus valores posibles en el dominio 1.

La relacién que determinan las ecuaciones paramétricas, en general no es una funcién, como sucede en el
ejemplo 2.124. Sin embargo, en algunos casos, la relacién dada si es una funcién.

Ejemplo2.125

t t?
Sean x=—-, y=——-1con fteR.
2 4

La representacion grafica es la siguiente:
Obtenemos la siguiente tabla de valores:

t| 54| 3|2l-1]0|1]|2]3]4
-5 -3 -1 3

x| = |2 =]a|=|0o| i |1]2]2
2 2 2 2
21 5 -3 -3 5

yl= 3|20l =]1]=|0|2]|3 >
4 4 4 4 4

Lot t* . iy )
En este caso, al sustituir x= ~ en y = i 1 se obtiene que y = x*—1 que es la ecuacién de la parébola

con el eje Y como el eje de simetria por lo que si es una funcién. Note que la ecuacién obtenida
involucra tinicamente las variables “x” e “y”. Se dice entonces que el pardmetro ha sido eliminado.
En algunos casos, en la eliminacién del pardmetro se utiliza una o méas identidades trigonométricas

como se muestra a continuacion.

Ejemplo 2.126

Sea Q la relacién con representacién paramétrica x =2 sent, y =2 cost con f € R. Se tiene que
Q={(x,y)talquex=2sent, y=2cost, teR}

Vamos a expresar la relaciéon Q utilizando tnicamente las

“"_r “"_r

variables “x” e “y” como sigue:

x2+y2 = (Zsent)er(Zcost)2

= 4sen’t+4cos®t

= 4(sen2 [ + cos? 1)=4

de donde x* + y* = 4 es la ecuaci6n de una circunferencia con centro en (0,0) y radio 2. Luego Q no
representa una funcién y su representacion gréfica esta a la derecha.
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Q puede expresarse entonces como:

Q={(x, )/ ¥*+y*=4 xe[-2,2], ye[-2,2]}

Ejemplo 2.127
Sea ahora R la relacion con representaciéon paramétrica
6
xX=2t, y= - con reR-{0}.

6
En este caso R = {(x, y)/ x = 2¢, y=-teR t#0}

Para expresar R en términos de “x” e “y”, se despeja
t en alguna de las ecuaciones y se sustituye en la otra como

se muestra a continuacion:

(&

> X

12

T
©]

. x
Si x =2t entonces t = > YYy=

N & o

-10

Luego la ecuaciéon y=— para x € R- {0}, tiene como

representacion grafica la figura a la derecha

Ejemplo 2.128

x-3)* ) iy iy :
TS 1 es una ecuacién de la relacién determinada por las

Por dltimo verifiquemos que
ecuaciones paramétricas x =3(1—cosf), y =2 sen, con 6 € R.

X
Como x =3(1—cosf) entonces cost =1— 3’ y como y =2 senf entonces senf = %

2 2 _3)2
Luego sen”6 + cos?6 = (%) +(1- g)z, de donde 1 = yz + (xx-3)

con centro en (3,0).

, que es la ecuacion de una elipse

9

Su representacion grafica es la siguiente:
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Derivada de la funcién dada paramétricamente

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones necesarias para obtener la derivada de una funcién

dada en forma paramétrica.

Teorema 2.15

Sean f y g funciones derivables en un intervalo ¢, f2[. Supongamos que f tiene una inversa
derivable en ese intervalo. Entonces en cada punto donde f'(#) # 0, las ecuaciones x = f(1), y = g(1)
d

implican que existe una funcién derivable F tal que y = f(x), y ademds —— ===

Ejemplo 2.129

dy g _ar’
dx f'(t) d
dat”

Determinar los puntos de la curva con ecuaciones x = 1
pendiente de la recta tangente a la curva.

Solucioén:

d
Recuerde que la pendiente de la recta tangente esta dada por d_i

ar’ - @2-02' Y ar T @2-1)2 dx 2t
dy

:t2_

7 en los que que es cero la

La pendiente de la recta tangente es cero cuando il 0, en este caso cuando % +1=0; pero esta

x
igualdad no se cumple para ningtn valor real de ¢. Luego, no existe ningtin punto de la curva dada

donde la pendiente de la recta tangente sea cero.

Ejemplo 2.130

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuaciones x = Bt, y = Ct—dt? cuando

tr=0

dy

Solucién: La ecuacién de la recta tangente estd dada por y = mx+b, donde m = —.

d
. dy 417 C-2dt
Se t 4y _di _
e tiene que —— = 77 3
—x
dat

d C C
Cuando t =0 entonces d_ic/ =g por loque y= 35T b (%)

dx
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Cuando ¢ =0 se obtiene x =0, y =0, y al sustituir en (*) se obtiene: b= 0.

. C
Luego, la ecuacion de la recta tangente es: y = 3%

Ejemplo 2.131

. dy .
Determine d—y six=e!, y=1+1*> con teR
X

Solucién:
d y
d il
Por el teorema se tiene que 4y = Cfi—t
) ) a” )
L, Domit dy _2t
Luego: dty_Zt' pradal (e’ #0 para todo t€R) por lo que prial

Derivadas de orden superior para una funcién dada en forma paramétrica

2
Si x y y estdn dadas en forma paramétrica entonces d—)zl puede expresarse como sigue:
x

d dy
d’y_d dy,_ di'dy
dx? dx dx ix

dt

Ejemplo 2.132

d dy d (2t+sent)

2t+sent 612 +cost

. dy d’y dt(d dat
— 943 _ 42 _ — X _
Six=2¢ +sent, y==t —cos t entonces dx—m Yﬁ— P = d ;

— (21> +sent)

ar” dt

_ (6£*+2)cost+1—-12r*—10 sent
- (612 + cos 1)2(612 +cos )

En general, para obtener la enésima derivada, cuando las ecuaciones estdn dadas en forma paramétrica,
se aplica la siguiente igualdad:

i(dn_IJ/)
d"y dr\dx"!
dxn dx

dt
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2.15 Funciones implicitas y su derivada

Al considerar la funcién con ecuacion f(x) =3x* —5x* +1, es posible determinar f’(x) con los teoremas
enunciados anteriormente, ya que f es una funcién dada implicitamente en términos de la variable
independiente x.

Sin embargo, existen funciones que no estan definidas en forma explicita, ejemplos de las cuales son las
siguientes:

2

3x2y? —5xy3 +x=5, x*—x=5xy*-y*

7 _ 7

Estas ecuaciones no pueden ser resueltas explicitamente para ”y” en términos de “x”. Se dice que
la funcion f estd definida implicitamente por las ecuaciones: 3x?[f(x)]* - 5x[f(x)*+x=5 y x*-x=
5x[f(x)]% = [f014, respectivamente.

Note que ambas expresiones son de la forma general g(x, y) = 0. Interesa ahora determinar la derivada de

una funcién dada en forma implicita.

Ejemplo 2.133

a. 3x2[f(0))? -5x[f(xX))3+x=5

Observe que 3x2[f(x)]* involucra un producto de funciones y que para derivar [f(x)]? se
debe utilizar la regla de la cadena.

Se tiene entonces derivando:

af af
2. ajy 2 . 2 4] 3 _
3x7-2[f (x)] dx+6x[f(x)] 5x-3[f(x)] dx+5[f(x)] +1=0
af af
2 ) 2 2. _ 3 _
6x° f(x) —dx+6x[f(x)] 15x[f (x)] Ir 5[f(x)]°+1=0

d
Despejando d_]; se tiene que:

af _5lf@P —6x[f(x))*-1
dx  6x2f(x)— 15x[f(x)]?

“"_r

Sustituyendo “y” por f(x) se obtiene:

dy 5y°-6xy*-1
dx 6x2y—15xy2

b. x?—x=5x[f(x)]?-[f(x)]* derivando

d
2x—1:5x~2f(x)'d—i+5[f(x)]2—4[f(x)]3-Dxf(x)
o 105700 Y e sipeo - a4

2x—1=10xf(x) dx+5[f(x)] 4[f(x)] ax
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d
2x—1-5[f(x)]% = 10x f(x)—4[f(x)]3)- d—i:

2x—1-5[f(x)]?
10x f(x) —4[f(x)]3

y sustituyendo y = f(x) se tiene:

de donde f'(x) =

dy ,_2x—1—5y2

dx ¥~ 10xy—4y3

El proceso realizado en estos dos ejemplos recibe el nombre de derivacion implicita, y puede ser utilizado
tnicamente bajo el supuesto de que la ecuacion dada especifica una funcién. En caso de que no sea asi,
aunque se realicen las operaciones, el resultado carece de sentido.

Por ejemplo, la ecuacién x* + y* +9 = 0 no puede ser satisfecha por ningtn valor real de “x” y “y”. Al

. .. . . da d -x
realizar el procedimiento anterior se obtiene que 2x +2y- d_ic/ +0=0 de donde d—i = —, férmula que

o _.r " _ 7

parece tener significado para “x” y “y” siempre que y #0, aunque de hecho no puede existir derivada ya
que la ecuacién dada no especifica ninguna funcién f.

La derivacién implicita determina una férmula para d—i, que es valida para toda funcién derivable f tal
que f(x) esté definida implicitamente por una ecuacién dada.

Ejemplo 2.134

Suponiendo que existe una funcién derivable f tal que f(x) estd definida implicitamente por la

. d
ecuacion x% + y3 —3x% +3y? =0, calcular &7
X

Solucién: Derivando implicitamente se obtiene:

dy dy
3x%2+3y? == —6x+6y-—==0
* y dx Aoy dx

d
(3y2+6y)-—y =6x—3x°
dx

dy 6x—3x? B 2x— x?

dx 3y2+6y y2+2y

Note que hemos trabajado como si y = f(x).
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Ejemplo 2.135

En cada caso determinar una ecuacion para la recta tangente y una ecuacién para la recta normal a
la gréfica de la ecuaciéon dada en el punto P. Graficar la curva, la recta tangente y la recta normal.

a. x?+y?—4x+6y-24=0, P(1,3).

b. y2=4ax; P(a,2a), a>0.

Solucién:
d d d
a. Primero obtenemos d_y que nos da la pendiente de la recta tangente: 2x+2y- d_y —4+6- d—y -0=0
X X X
d 2—
de donde ay_z°X
dx y+3

d 1
Evaluando d_z en P(1,3) se tiene que m; = =

1 . . 17 .
Luego y = —x+ b. Sustituyendo (1,3) se obtiene que b = 5 por lo que la ecuacién de la recta
17
tangentees y=—-x+ —.
g y 6 6
La pendiente de la recta normal es my = -6 de donde la ecuacién de esta recta es: y = —6x+ by;

sustituyendo nuevamente en (1,3) se obtiene que b; =9.

La ecuacién de la recta normal es: y = —6x +9.
La ecuacion x*+ y*—4x+6y—24 = 0 puede escribirse como (x—2)?+(y+3)* =36 que representa
la ecuacién de una circunferencia con centro en (2,-3) y radio 6.

La representacién gréfica de la curva y las rectas es la siguiente:

Y
\
normal

tangente

d d dy 2
b. Dada la ecuacién y? = 4ax obtenemos Y como2 A ) _ 4a entonces 2 =22
dx dx dx y

dy 2a
Evaluando en P(a,2a) se tiene que &y _24_
dx 2a
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Luego, la pendiente de la recta tangente es mr =1 y la ecuacién es y = x + b. Sustituyendo
(a,2a) en esta ecuacion se obtiene que b = a por lo que finalmente la ecuacién de la recta
tangentees y=x+a.

La pendiente de la recta normal es my = —1 y la respectiva ecuacién es: y = —x + b. Sustitu-
yendo (x,y) por (a,2a) se obtiene que b =3a por lo que la ecuacion de la recta normal es

y=—-x+3a.

La representacién gréfica de la curva, las recta tangente y de la recta normal es la siguiente:

y

Normal A

N

2a

/

EA Ejercicios
2.25 Probar que las rectas tangentes en el origen a las curvas con ecuaciones 4y® — x*y - x+5y =0,
x* —4y® +5x+y =0, son perpendiculares entre si.

2.26 En cada caso:

a. Determinar d_y en términos de “x” y “y” utilizando la derivacién implicita.
x

£ _7 o _r

b. Despejar “y” en términos de “x” y demostrar que cada solucién y su derivada satisfacen la
ecuacion obtenida en a.

a.) x>-2xy=5

2 2 2
b.) x3 +y3 =a3, a constante.

c.) 2x®2-3xy—-4y*=5

2.27 Determinar la ecuacion de la recta normal a la curva con ecuaciéon x -y = /x+y en el punto
(3,1).
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2.15.1 Derivada de segundo orden para una funciéon dada en forma implicita
d2

Especificaremos en los ejemplos siguientes el procedimiento que se sigue para determinar d_Jz/
X

Qemplo 2.136

. . d .
Sea la ecuacién x3 — xy + y® =0, obtenemos primero d—y en la forma siguiente:
X

dy dy
3x% — (x- == 3y —==0
e dx+y)+ Y dx
_a.2
dedondeﬂzﬁ
dx 3y°-x
d’y d dy d(y-3x*
h L= (==
Aot e T dx dx) dx(3y2—x)

dy dy

2 2

—x) (== — —(v-— 1
&y _ By =) (72 —6x) - (y-3x9)6y_—-1)
dx? (3y2 — x)?

. dy .
se sustituye 5 Y %e obtiene:

2 2
y—3x y—3x
3y% - —6x|— —32(6 -——1)
dZy _ ( y X)(3y2_x x) (y X ) y 3y2_
dx® (3y?—x)?
Simplificando:

d’y 2xy(7xy-27(x*+y%) -2
_deZ/ _2xy( xéyZ _(;C); yis2) pero de la ecuacion original x* + y* = xy por lo que: 27xy—27xy -
d’y  —4xy
2=-2,y =2 =—0
Va2~ 3 y2 —x)3

Eemplo 2.137

2
. Yy . 2 2
Determinar —= si ax“+2xy+by =1

d
Primero calculamos 4y
dx

dy dy
2ax+2x-—+2y+2by-— =0
axwex dx Y Y dx

dy —2ax-2y -ax-y

dx  2x+2by x+by

Luego:
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d’y d (dy _d (—ax—y)
dx2  dx dx dx

- x+by

dy dy
@_()Hby)( a dx) (max-y)A+Db dx)

dx? (x+ by)?

d
dzy (abx—x)d—i/—abwy

dx? (x+ by)?

dy
a2y B (ab—l)(x-a—y)

dx? ~ (x+ by)?

. dy )
sustituyendo Ix se tiene:
b

—ax-y
d?y e )(x x+by y)

dx? (x+ by)?

d’y —(ab-1)(ax*+2xy+by*)
dx? (x+ by)?

d’y —(ab-1)(1) 1-ab
dx2~ (x+by)?  (x+by)?

pues ax®+2xy+by* =1 en la ecuacion original.

Ejercicios
2
2.28 Determine d_x.z y exprese el resultado en la forma mads simplificada posible.

a) x2-2y*=4

2 2 2
b.) x3+y3 =a3 a cte.

c.) b*x?-a’y? = a*b?* a cte, b cte.
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2.16 Teorema de Rolle

Teorema 2.16
Sea f una funcién que cumple las condiciones siguientes:

1. f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].
2. f es derivable sobre un intervalo abierto ]a, b|.
3. fla)=f(b)=0.
Entonces existe por lo menos un nimero real ¢ talque a<c<by f'(c) =0. O sea f'(x) =0 para

cierto c entre a y b.

Interpretacién geométrica. El teorema 2.16 puede interpretarse geométricamente de la manera siguiente:

“Si una curva continua interseca al eje X en (a,0) y (b,0) y tiene una recta tangente en cada
uno de los puntos del intervalo ]a, b[, entonces existe por lo menos un punto de la curva en el
que la recta tangente es paralela al eje X.”

Gréficamente se tiene:

Y Yy
A

£ > m b\.'x

Figura 2.18: Teorema de Rolle Figura 2.19: Teorema de Rolle

El teorema 2.16 también es véalido para una funcién
derivable que aunque en los extremos del intervalo
[a, b] no interseque al eje X, si tome valores iguales
para ay b, es decir, f(a) = f(b).

Es necesario que la funcién posea derivada en
todos los puntos del intervalo, ya que aunque la
funcién sea continua en el intervalo, si no es derivable
en algtin punto, puede suceder que no exista ningtin
valor ¢ para el que f'(c) sea igual a cero.

Y
=
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Qemplo 2.138

La funcién f con ecuacién f(x) =2+ Vx2 es continua
en el intervalo [-1,1] y ademds se cumple que

f(=1) = fQ), pero la derivada de f, f'(x) =

2
no
3v/x
estd definida para x =0, (0 €] - 1,1[), y se tiene que
f'(x) no se hace cero en el intervalo dado.

La representacion grafica de esta funciéon en el
intervalo [-1,1] es la siguiente:

=Y

Eemplo 2.139

Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones se dan a continuacion, verificar que se cumplen las
condiciones del teorema 2.16 (Teorema de Rolle) en el intervalo indicado, y determinar un valor
adecuado c que satisfaga la conclusion de este teorema:

1. f(x)=x*>-3x+2; [1,2]

2. f(x)=x3-2x*-x+2; [-1,2]

3. f(x)=x%+5x%-6x; [0,1] (Ejercicio para el estudiante).

2 - T . P .

4. f(x)=cos” x; [T’ Z] (Ejercicio para el estudiante).
Solucién:

1. Por ser f una funcién polinomial es derivable y por lo tanto continua para todo x € R. se

cumplen entonces las dos primeras condiciones en el intervalo [1,2].

Ademads f(1) =0 y f(2) =0 por lo que la curva interseca al eje X y se cumple la tercera
condicién.

Luego, debe existir por lo menos un nimero c €]1,2[ tal que f'(x) =0.

N w
N w

3
Como f'(x)=2x-3y f'(x)=0 siysolosix= > entonces puede tomarse ¢ = €]1,2[.

)

Luego en el punto (g, f (g)) la recta tangente es paralela al eje X.
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Y

(3/2;*1/4)

2. Denuevo, f es una funcién polinomial y por tanto es derivable, y continua para toda x € R.
En particular, en el intervalo [-1,2] se cumplen las dos primeras condiciones.

Ademas f(-1) =0y f(2) =0 verificindose la tercera condicién.
Luego, el teorema 2.16 es vélido en el intervalo [-1,2] y existe c €] —1,2[ tal que f'(c) = 0.

247 2-\7
0O X=
3 3

Como f'(x) =3x*—4x—-1 entonces f'(x) =0 siy solo si x = . Note que

ambos valores pertenecen al intervalo | - 1,2[.

2+V7 -8-27V7 2-+v7 -116-26V7
3 27 Y173 27
pendiente cero y por tanto dicha recta es paralela al eje X.

Luego, en los puntos , la recta tangente tiene

2.17 Teorema del valor medio para derivadas (Lagrange)

Teorema 2.17
Sea f una funcién que cumple las propiedades siguientes:

1. Es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].

2. Es derivable sobre un intervalo abierto ]a, b|.

fb) - f(a)

Entonces existe por lo menos un nimero ¢ talque a<c<by f'(c) = b

El teorema 2.17 se utiliza para demostrar varios teoremas tanto del calculo diferencial como del célculo
integral.

En su demostracion se utilizara el teorema 2.16 (Teorema de Rolle).
Interpretacion geométrica
El teorema2.17 (Teorema del valor medio) puede interpretarse geométricamente como sigue:

Consideremos la representacion gréfica de una curva continua f:
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¥ S

—=
N
o

_fb) - fa)

La recta secante que une los puntos P(a, f(a)), Q(b, f(b)) tiene como pendiente m; = e Segun

el teorema 2.17, debe existir algtin punto sobre la curva, localizado entre P y Q, en el que la recta tan-
gente sea paralela a la recta secante que pasa por P y Q; es decir, existe algtin ntimero c €]a, b[ tal que
ms = f'(C) = M.

b-a

Qemplo 2.140

Para cada funcién cuya ecuacion se da, verificar que se cumplen las condiciones del teorema 2.17 en
el intervalo dado, y determinar un valor adecuado c que satisfaga la conclusiéon de este teorema:
1. f(x)= B+x’-x [-2,1]

2. f(x)=V10-x% [-6,8]

1 3
3. f(JC) —x—1+m, [5,3]

2
X +4x
4. f(x)=—; [2,6
fx) 7 (2,6]
Solucién:
1. Por ser f una funcién polinomial, es derivable para toda x € R por lo que debe existir por lo
menos un nimero c €] -2,1[ tal que:

f-f(=2) 1-(-2) _
1-(-2 3

f'le)= 1

Ademas f'(x) =3x*+2x—-1 por lo que f'(c) =3¢c2+2c-1.

. -1-7
OcCc= .
3 3

Como f'(c) =1 entonces 3¢?+2c—1=1 por lo que ¢ =

-1+v7 11-5V7 en -1-+v7 11+5V7
s 27 |7 3 27
secante que pasa por los puntos (-2,-2) y (1,1).

Luego en ( ) la recta tangente es paralela a la recta

2. Como f es continua en el intervalo [-10,10] y derivable en el intervalo ] —10,10[ cumplira
ambas condiciones en el intervalo [-6,8] = [a, b].

Luego debe existir por lo menos un niimero c €] - 6,8[ tal que
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f®-f(-6) _6-8 -1
8—(-6) 14

f'(e)=
—C

-1
©)=—=——
7 V100- c?

Como f'(x) = , entonces f'(¢) =

-x —c ,
V10— x? V100 - ¢? porlo que f

Resolviendo la ecuacién se obtiene que c=v2 0 c=-v2

-1
Aunque ambos valores de ¢ pertenecen al intervalo ] -6,8], se tiene que f'(x) = = Unicamente

cuando ¢ = V2.

Luego en P(v2,7v?2) la recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por los puntos
(-6,8) y (8,6).

Gréficamente se tiene:

-6 -4 -2 V2 2 4 6 8

El andlisis de las otras funciones queda como ejercicio para elestudiante.

2.18 Teorema de Cauchy del valor medio

Teorema 2.18
Sean f y g dos funciones continuas sobre un intervalo cerrado [a, b] y derivables sobre el intervalo
abierto ]a, bl.

Sig(h)#gla)y g'(x) #0 para x €]a, b[, entonces existe un ntiimero c €]a, b[ tal que

f)-f@ _ f©
gb)-gla g’

Interpretacion geométrica

Considere la representacion gréfica de una curva y = h(x), que tiene ecuaciones paramétricas x = g(t), y =
f(#) donde t € [a,b].
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| : |
a / b x

Utilizando la derivacién paramétrica se obtiene que la pendiente de la recta tangente a la curva en un
determinado valor estd dada por

d
dx d gl
a8

Ademés, la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P(g(a), f(a)), Q(g(b), f(b)) estd dada por:

fb)-fla
gb)-gla)

Por el teorema 2.18 (Teorema de Cauchy del valor intermedio), existe por lo menos un valor ¢ en]a, b[ tal
que:

fb)-fla _ f'©©
gb)—gla) g

En este caso, hay dos valores de t que satisfacen la conclusion del teorema y son t =c¢;, t=c,.

Ejemplo 2.141

En cada caso, determinar los valores c €]a, b[ tales que satisfacen el teorema 2.18.

1. fx)=x3, g(x)=x2 la,b[=10,2]

2x 1-x?
2SR S0 e

la, bl =10,2[
Solucién:

1. Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ por ser funciones
polinomiales.

Ademas: g(2) =4 y g(0) =0 por lo que g(2) # g(0); g'(x) =2x,y 2x es diferente de cero para
x €]0,2[. Como se cumplen todas las condiciones existe ¢ en ]0,2[ tal que:

f2)-f(0) _ f'(o)
g2)—g0) g0
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Como f(2) =8, f(0)=0, f'(x) =3x% y g'(x) =2x entonces sustituyendo en la expresion
anterior:

8-0 3c? 3 4
= — dedonde 2 = —c y se obtiene que ¢ = —
4-0 2 2 3

2. Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ pues ambas son el
cociente de dos polinornios P(x) y Q(x) donde Q(x) = x*+1 es diferente de cero para x en]0,2].

Ademas: g(2) = — y g(0) =1 por lo que g(2) # g(0); g'(x) = ﬁ, es diferente de cero
para x €]0,2[. Como se cumplen todas las condiciones del teorema 2.18, existe ¢ en ]0,2[ tal que:

f2)—-f(0) _ f'(o
g(2)—g) g'(c)

4 —-2x —4x
2) = -, = , _— i 1
Como f(2) z f=0, f'(x)= (1+ Tra02 y g'(x) = 11227 entonces sustituyendo en la
-4 2-2¢% 3
igualdad anterior se tiene: 5 = e y 10c? =6 por lo que |c| = \/;

3 . . .
Comoc=- \/; no pertenece al intervalo 0, 2], el valor que satisface la conclusion del teorema

3 .
esc= \/;’ que si pertenece al intervalo dado.

El teorema 2.18 (Teorema de Cauchy del valor intermedio) serd utilizado en la demostracién de algunos
teoremas que se refieren a la regla de L'Hopital y que serdn estudiados en el préximo apartado.

Regla de L'Hopital

Introduccién. La regla de L'Hopital es un método que se le atribuye al matematico francés Guillaume
Francois de L'Hopital (1661-1707). Este escribi6 el primer libro de calculo conteniendo su método, junto
con J. Bernoulli. Fue publicado en 1696.

Este método nos permite calcular ciertos limites que con los procedimientos estudiados anteriormente

. . . P X ; .
no era posible resolver. Asi, al evaluar limites de la forma )lclm /) en algunos casos se podia aplicar el

—a g(x)
teorema para el limite de un cociente:
lim,_,
- fo) _ 1}mx af () siempre que 1im g(x) #0
x—ag(x) limy_,g(x) a
Atn cuando lim,_, f(x) =0 y lim,_, g(x) =0, a veces es posible determinar }cln}l f Exi
—3x-2 0 2x+1 2

Por ejemplo el lim ———— al que es de la forma “~" puede escribirse como lim M

¥=2 x2—x—2 0 =2 (x+1)(x—-2)

. 2x+1 5
lim =—
x—2 x—2 2

: : - . In(x-1) .
Sin embargo, existen limites como Im% —— los que tanto el numerador como el denominador
X—
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tienden a cero cuando x tiende a 2, para los que no hemos dado ningtn procedimiento que permita
determinar su valor.

El siguiente teorema llamado Regla de L'Hopital proporciona el instrumento adecuado para la evaluacion
de tal tipo de limites.

Regla de L'Hépital.

Teorema 2.19

Sean f y g funciones que satisfacen las condiciones del teorema 2.18 en cierto intervalo [a, b] y
tales que f(a) = g(a) =

! !
Entonces, si lim f'x) existe , también existird lim @ y ademads lim & = lim Fx
x—a g’(x) x—a g(x) x—a g(x) x—a g’(x)
!
También, si lim f,(x) = oo entonces lim Q =00
x—a g'(x) x—a g(x)
Ejemplo 2.142
X _ ,—X

Calculemos el lim ¢ utilizando el teorema 2.19.

x—0 senx

l/ 7

Observe que ¢’ —e?=1-1=0, sen0 =0 por lo que se tiene la forma

Nota: Si f'(a) =0 y g'(a) =0 y las derivadas f'(x) y g'(x) satisfacen las condiciones que se
especificaron para las funciones f y g, segtin la hipétesis de el teorema de la Regla de L'Hopital,
entonces puede aplicarse de nuevo la Regla de L'Hopital, obteniéndose que:

f (x) = lim ! (X).
x—»a g "(x) x—a g”(x)

1/ 7”7

Puede operarse asi sucesivamente siempre que se presente la forma
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Ejemplo2.143
Calculemos los limites siguientes:

. tanx—x
1. im ——
x—0 X —senx

0 .
Note que tan0—-0=0, 0—sen0 = 0; se presenta la forma oV puede aplicarse el teorema.

Luego:

tanx — x sec® x—1

lim = lim
x—0x—senx x—0 1—cosx

0 . g
aqui se presenta de nuevo la forma ”6” por lo que es posible aplicar otra vez el teorema 2.19.

Entonces:

. tanx—x
lim ——
x—0 X —Senx

sec? x—1

=lim—
x—0 1—cosx

2sec x tanx secx

=lim
x—0 senx

. 2sec’xsenx
=lim ——
x—0 Senx-cosx

= li = — = 2
x—0 COSX 1
e —1- e—1-0 0
2. lim 5 y forma =—
y—0 y 0
. eV-1 -1 0
=lim forma =—
y—0 2y 2 0
er e
=lm—=—=-
y—0 2 2
. B-—send 0-sen0 O
3 =lim——— forma; ————=—
6—0 tan36 tan30 0
1-cosO

s

=lim————
6—0 3tan? 0 sen?6
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3 1-cos6
=lim 5
6—0 sen<@ 1

cos28 cos?6

_ cos*f(1-cosB)
=lim—F+——
0—0 3(1—cos20)

cos*0 1 1

= lim = =—.
6—03(1+cosf) 3(1+1) 6

EA Ejercicios
2.29 Calcule los limites siguientes utilizando la Regla de L'Hopital.

. b : 3 “" O 7
Antes de aplicarla asegtirese de tener la forma indeterminada 0

seny

a.) lim
y=n~ \T—y

senu

b) lim =7
. In(senx)
c) lim ——
7T (T —2x)2

x——

a*-b*
d.) lim
x—0

Teorema 2.20

Sean f y g funciones derivables, (y por tanto continuas), en un intervalo [k, +oo[, donde h es una
constante positiva. Sea g'(x) # 0 para x € [k, +ool.

!
Si lim f(x)=0,y lim g(x)=0ysi lim f &) = L entonces lim f® =L
X—+00 X—+00 X—+00 g/(x) X—+00 g(x)
!
Ademas, si lim f,(x) — oo e T 400 o ey
xX—+00 g (x) X—+00 g(x)

0
El teorema 2.20 nos permite aplicar la regla de L'Hopital a limites en que se presenta la forma o cuando

la variable independiente tiende hacia +oo. También puede aplicarse cuando x — —oo y se tiene que
f(x)—0, y gx)—0.
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Ejemplo 2.144

Calculemos los siguientes limites utilizando el teorema 2.20.
1
2

X—+00 > 2
sen- | —
X

. 1 2 2[2
Cuando x — +oo se tiene que — — 0, y — — 0 por lo que sen”(—| — 0.
x x x

0
Se presenta la forma ”6” y podemos aplicar el teorema 2.20.

Luego:
2
lim —*
X—+00
sen? —)
-2
-3
_ ¢ X
= Jm, 2 2\ -2
2sen|—|-cos|— =5
X x) x
1
= lim X forma “="
X—+00
sen(_)
-1
T2
= lim X
X— 400 (4) —4
cos|—|-—
x] x?
. 1 1 1
lim = =—
x—+00 (4) 4cos0 4
4cos|—
sen !
. X sen( 0
2. lim for =—
xX—+00 (1) arctan0 0
arctan | —
X
1} -1
COS ; —2
= lim
X—+00 1
1+(1 =
x] x2
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X—+00

3. lim

|
=
=
|
I
I
\S]

2.19.1 Aplicacion de la Regla de L'Hoépital a otras formas indeterminadas

La Regla de L'Hopital también se aplica en los casos en que un cociente presenta algunas de las formas
siguientes:

+00 —00 +00 —00

) ) ’
+00 —00 —00 +00

Daremos a continuacién, sin demostracién, los teoremas que permiten evaluar tal tipo de limites.

Teorema 2.21

Sean f y g funciones continuas y derivables para todos los valores en un intervalo abierto I,
excepto cuando x=a, (a€l).

Sipara x # a se tiene que:
i g #0

ii. ,lclf,%f(x) =00

1ii. )161_% g(x) =00

flx)

iv. existe el lim —=k
x—ag (x)

!
entonces también existe lim @ y ademds lim DG = lim [ =
x—a g(x) x—a g(x) x—a g’(x)
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Qemplo 2.145

In(1-2
Calcular lim In(1 ~2x)
x—1" tanm x

Observe que:

1- 1
a. x—> :x<5:2x—1<0:>1—2x>0:>1—2x—>0+:>1n(1—2x)—>—oo.

1 T
b. x—»z :nx—»T:tan(nx)—wLoo.

Luego, se presenta la forma ;;.o por lo que puede aplicarse el teorema 2.21 como sigue:
(e, 9]

. In(1-2x)
lim ———
1~ tanmx
e
-2
— 1’ 1_2x 2 _
= lim ———>=— (Recuerde que sec” 0 = ——)
x—»% T Sec-1mT X COS 6
T
_ 207
. —2cos?( x) 2 (Sl g
= lim ——— forma———==-—
1=~ n(1-2x) n(l-1) 0
e
; 4 r(cosm x)(senm x)
= lim
B 27
e

HI{I_ -2 (cosm x)(senmw x) =0

e
2
In(1-2x
.t 2029,
1- tanmx
o —

Teorema 2.22

Sean f y g funciones derivables para toda x > h, donde & es una constante positiva. Ademads, para
x> h se cumple que g'(x) # 0 si:

i xl—iHloof(x) =+oo (O xl—i»rPoof(x) - —OO)

ii xl—l»IPoog(x) =+00 (0 xl—l»Iﬁl—loog(X) = —00)
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/
i lim O
x—+oo g (x)
/
Entonces el lim [ también existe y lim A lim S _
x—+oo g (x) X—+00 g(x) T x—+oo g (x)

El teorema 2.22 también es valido cuando se sustituye x — +oo por x — —oo

!
Ademas, si hm fx) = oo entonces lim m =00
—+too g "(x) X—+00 g(x)

Ejemplo 2.146

Calcular los limites siguientes:

bu

u +00
1. lim forma: Tog Pues e’ — oo cuando u — +oo (b>0)
oo

u—+oo eb

) 1

im
u—+oo pebu
eft+e™*

2. lim x  ao—x
xX—+00 geX — =X

Este limite puede escribirse también como:

2X

B et +1 +00
im — que presenta la forma —
x—+o0 9% — 1 +00
luego:
ef+e e+l

Iim ——— = lim
X—+00 @2X _ p=X  x—too @3X _ 1

2e2x

1m
x—+oo 3e3%

s

2.19.2 Limites que presentan la forma “0-oc0”
Si=lim f(x) =0y lim g(x) =oco entonces el = lim [f(x) g(x)] puede designarse por la forma 0-co que no
coincide con ninguna de las expresiones en las que es posible aplicar la Regla de L’'Hopital.

Sin embargo, es posible hacer transformaciones algebrdicas de manera que se obtengan las formas

n n n

OO" .
—" 0 "—", como sigue:
[0,@]
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1. =lim[f(x) gx)]= @ y se tiene ® cuando x— a
X—a (oe]
g(x)
2. = chl_l"rlll [f(x) gx)] = @ y se tiene “=" cuando x — a
g

En estos dos casos si es posible aplicar los teoremas de la Regla de L’'Hopital.

Ejemplo 2.147

Calcular los limites siguientes:

1. = lim [2x In x]
x—0*

Como x — 0* entonces 2x — 0" yIn x - —oco

o In(x
Pero 2x In x puede escribirse como i )

2x
aplicar la Regla de L’'Hopital como sigue:

In(x)

= lim [2x In x] = lim
x—0* x—0*

1
2x
1
= lim X
=0t —1
2x2
=lim -2x=0
x—0*

2. lim senxIn x
x—0*

Note que si x — 0" entonces senx — 07 yIn x — —oco perosenx In x puede escribirse como:

Inx Inx —00 +
= —— que presenta la forma — cuando x— 0.
1 cscx +00
senx
Luego:
) . Inx
lim senx In x= lim ——
x—0* x—0* CSCX
1
= lim .

x—0* —CSCX cotx

5o '
que presenta la forma T lo que nos permite
oo
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- senz X

= lim
x—0+ X COSX

-1 . sen’x 0
= lim - lim forma “="
x—0* COSX x—0t X 0

-1 _, 2sen xcosx
=—.lim ———=-1-0=0
1 =x—ot 1

Por tanto: lim senxIn x=0

x—0*

3 lim (1-x) tan(?)

x—1

o . . X
Este limite vuelve a presentar la forma forma 0- oo, sin embargo, la expresién (1 —x) tan (7)

puede también escribirse como:

1-x) sen(ﬂ)

)
cos|—
2

sigue:

lenl{ (1-x) tan (%)

’ (1-x) Sen(_)
- xll»nll' COS(%)
:xlinil_ sen(zx) xll,l— C(()lsizxi)
2
, _1 2
=1 xlggl’ _—nsen(zx) T
2 2

2.19.3 Otras formas indeterminadas
Sienel lim [f(x)]¥" se presenta alguno de los tres casos siguientes,

1. :)lclg}lf(x):o y:)lcl_r}}lg(x):o
2. :chllrzlf(x)zoo yzjlclgzlg(x)zo

3. :)lci_r%f(x):l yzi%g(x)zoo

entonces dicho limite presenta las formas 0°, 0o, y 1 respectivamente.

0 "
que presenta la forma ”6” ,cuando x — 17. Luego, calculamosel limite como
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Para calcular este tipo de limites se sigue el siguiente procedimiento:

Consideremos la igualdad y = [f(x)18"), tomando logaritmo natural a ambos lados de ella se tiene:
In y = g(x)[In f(x)]. Note que en la expresién g(x)[In f(x)] presenta en todos los casos la forma 0-oco.

Los limites en que se presenta esta forma indeterminada fueron estudiados anteriormente.
Tenemos entonces que:
}Cgr}lln y= chgg gx)[In f(x)]

Como la funcién logaritmo es continua podemos escribir:

ln[)lciil}ly] = limy_4[g@In[fx)]]

)1311}1 g(x)(In f(x)]

= limy=e
x—»ay

lim g(x)[In f (x)]
= lim[f(0)EY =e

Utilizando el procedimiento descrito anteriormente, vamos a calcular algunos limites de ejemplo.

Ejemplo 2.148
1

Calcular lim xx—1

x—1*

- 1 .
Solucién: Si x — 1" entonces ~ 7~ oo por lo que se tiene la forma (1)**°
x —_—

Luego:
1 lim+— Inx
P x—1" X —
lim xx—1=¢
x—1*
. Inx
lim ——
x—1t x—1

1 0
Note que el = linll _xn xl presenta la forma g por lo que puede aplicarse la Regla de L’'Hopital.
x—1*t —

Entonces:
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Qemplo 2.149

1 tan x
Calcule lim (—)
x—0t\ X

R @ 1 .
Solucién: Si x — 0" entonces — — +oo y, tanx — 0 por lo que se tiene la forma (+00)°.
5

Luego:
B 1
| \tanx 11n01 tanx In p
X— +
lim (—) =e
x—0t\ X

1 . - o
Note que HI{)I tanx ln(—)] presenta la forma 0-+oo. Este tltimo limite puede escribirse
x—0* X

como:

e

1
In (— )
lim = lim ad
x—07* x—0* cotx
tanx
L’'Hopital.
Entonces:

que es ahora de la forma :;.o y al cual puede aplicarse la Regla de
(o.0]
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sen2 X

lim+ 0
x—0 X
=e forma “6”

. 2senxcosx
hm+ — 1
x—0
=e = eO =1

Por tanto:

1\t@nx
lim (—) =1
x—0t\ X

Qemplo 2.150

Calcule lim (x)se™~*
x—0*

Solucién: Se presenta la forma (0%)°" por lo que:

lim (senxlnx)
lim (0% ="
x—0*

Inx

El lirg [senxInx] es de la forma 0-(-00), que puede escribirse como HI{)I T =
x—0* x—0+

senx
que es ahora de la forma +£, y podemos por tanto aplicar la Regla de L'Hopital.
oo

Luego:
. Inx
hm+
. x—0* CSCX
lim (x)*" =e
x—0*
1
im —%*
_ ex—»0+ —cscxcotx
. —sen?x
lim ——
x—0* XCOSX
=e
—1| sen® x

lim - lim
ex—»o+ CoSXx x—0* X

. 2senxcosx
-1-lim ———

x—0* 1 1
=e =e10=¢0=1

im ,
x—0* CSC X
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Eemplo 2.151

-2

. [senu\u

Calcule lim ( )
u—0 u

-2

SEIE 1 v w2 ! + or lo que lim (senu) es de la
— = — — 4+00 _—
y 02 p q o\

Solucién: Si u — 0 entonces

forma (1)*>®

Luego:
) o, (senu
senu\u’ hn}) u Zln( )]
a u— u
lim ( ) =e
u—0 u
R

) _p. (senu o Ty
el hn}) [u ln( )] es de la forma 0-+oco y puede escribirse como llr% 5 al cual

u— u u— u

puede aplicarse la Regla de L'Hopital pues es de la forma ”g” .

Entonces:
senu
ln( )
2 lim—2
lim(senu) _u—0 u
u—0 u

u ucosu—senu

2
lim | senu u
u—0 2u
=e
. ucosu-—senu
e 0
u— u?senu
=e forma ”6”

cosu—usenu—cosu

s

1ol 2
euﬂo 4dusenu+2u-cosu

—usenu

-

lim 3
_ eu—»O 4usenu+2u-cosu

. —senu
lim 2
u—04senu+2u-cosu 40,

—e forma 7
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—Ccosu

|-
Il
il
Q

lim
_ eu—»o 4cosu+2cosu—2usenu _ e

_senu\u’
Luego: hm( ) =
u—0 u

5l-
Q

Otra forma indeterminada

En algunos limites se presenta la forma (+o00) — (+o0) de la cual no se puede dar un resultado inmediato.

0
Sin embargo, mediante algunas transformaciones algebréicas es posible obtener la forma ”6” y aplicar
luego la Regla de L'Hopital.

LE'jempIo 2.152

2 1
Calcule lim (2— — —)
x—1\x—-1 x-1

Solucién: Consideramos dos casos:

a. Si x — 1* entonces x > 1 y x?

>1 por lo que x—1 — 0" y x*-1 — 0" de donde

1
—+00y —— — +00

x2-1 x—1
Luego 2 L (+00) — (+o0) cuando x — 17
& x2-1 x-1 ° *°
b. Si x — 17 entonces x <1 y x* <1 por lo que x—-1— 0" y x*-1— 0~ de donde
2
—_— — _— 4
x2-1 ooyx_l *
L L ) (+00) — (+00) d 1
- |- = uando x —
uego | 57~ 7 00 o0) cuando

Note que en ambos casos se tiene (+00) — (+00)

Resolvemos el limite de la siguiente manera:

2 1 )
— —— | =1lim
x2-1 x-1]| =x=1

2 1

Iim -
x-Dxx+1) =x-1

x—1

o 2-(x+D)
=lim —————
=1 (x—1)(x+1)

£“" 4

=1im forma

x—1x2 -1


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.19 Regla de LHopital 193

Ejemplo 2.153

Calcular HH}, (secx—tanx)

X——=

Solucién: Consideramos los siguientes casos:
+

. 4 _ senx
a. Six— - entonces cosx — 0~ por lo que secx =
c

— —oo ytanx =
0S X cosx

— —00

7T+
Luego (secx —tanx) — (—oo) — (—o0) cuando x — =

. e
b. Six— = entonces cosx — 0% por lo que secx — +oo y tanx — +oco

/4
Luego (secx —tanx) — (+o0) — (+o0) cuando x — =

Note que en ambos casos se tiene (+00) — (+00). Procedemos como sigue para determinar el valor
del limite:

. . 1 senx
lim (secx—tanx) = Ilim =
b4 m\cosx cosx
X—— X——
. l-senx
= lim forma —
T COoSX
P
—cosx O

Ejemplo 2.154

Calcule lim (x*-2¢*Y)
X—+00
Solucién: Si x — +oo entonces x> — +o0o y €>¥ — +00 tenemos que aparece la forma (+00) — (+00)

Para este tipo de limite se factoriza algunos de los sumandos de la manera siguiente:
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2e3x
lim (x*-2¢%) = lim x*|1-—
X—+00 X—+00 X
. = +00
Calculemos ahora: lim —— que presenta la forma —
X—+00 X +00
2¢%" 6e3" 6e>* 9¢3*
lim = li = Ii = li = 400
x—+o00 X x—+400 3x2 x—+o0o 2Xx x—+oo ]
3x
p 3 €
Luego: lim x (1— 5 ):(+oo) (-00) = —c0
X—+00 X

Eemplo 2.155
1

Calcular lirgl (e; +1Inx)
Xx— +

1

oa . 1 =
Solucioén: Si x — 0" entonces — — +00, eX — +0o In x — —co de nuevo aparece +oo— oo
x

Factorizamos:
! 1
) - 3 nx
lim (eX +In x)= lim e* |1+ —=
x—0* x—0* 1
eXx

Inx —00
Calculemos lir{)l — que presenta la forma —
x—0*

<4 +00
ex
1
Inx p 1
lim — = lim —*— = lim =0
x—0t 1 x—0t 1 _1 x—0t 1 _1
ex ex x2 ex X
1 1
3 - 3 - Inx
Luego: lim [eX +Inx|= lim eX |1+ —— | = 400
x—0* x—0" 1

X
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3 — Aplicaciones de la Derivada

Ademas de la utilizacion de la derivada para el calculo de ciertos limites, (Regla de L'Hopital), es posible,
por medio de ella, obtener informacién sobre el comportamiento de una funcién, lo que permite contar
con ciertos criterios que ayudan a representarla graficamente.

3.1 Funciones crecientes y decrecientes

Sea f una funcién continua con ecuacién y = f(x), definida en un intervalo [a, b]. La siguiente es la
representacion gréfica de f en el intervalo [a, b].

Figura 3.1

En la representacién grafica anterior puede observarse la funcién f es:
1. Creciente en los intervalos ]a, x3[ , 1xs5, X6
2. Decreciente en los intervalos ]1x3, x5[ , 1xg, bl

También se tiene que cuando la pendiente de la recta tangente es positiva, la funcién f crece; y cuando la
pendiente de la recta tangente es negativa, la funcién decrece.
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Note ademads que en los puntos (x3, f(x3)) , (x5, f(x5)) y (%6, f (x6)) la recta tangente es horizontal, por lo
que su pendiente es cero, es decir, la primera derivada de la funcién se anula en cada uno de esos puntos.

En los siguientes teoremas se formalizan las apreciaciones anteriores.

Teorema 3.1
Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto ]a, bl.

1. Si f'(x) >0 para toda x en ]a, b[, entonces la funcién f es creciente en [a, b].

2. Si f'(x) <0 para toda x en ]a, b[, entonces la funcién f es decreciente en [a, b].

Ejemplo 3.1
. . . 8 1 o
Determinemos los intervalos en que crece o decrece la funcion con ecuacion f(x) = 2 (x*—4x+1).
Para ello calculemos la primera derivada de f: f'(x) = x—2.
Como f'(x)>0<= x—-2>0,0seasix>2, entonces f es creciente para x > 2.
Como f'(x) <0 < x—-2<0,0seasix<2, entonces f es decreciente para x < 2.

En la representacion grafica de la funcién puede observarse lo obtenido anteriormente.

Y

2
1
1
1
1
32 f-----2

Qemplo 3.2

. . . . 1
Determine en cuéles intervalos crece o decrece la funcién con ecuacién f(x) = x2 + — con x #0.
X
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2
La derivada de f esta dada por f'(x) = 2x - = que
puede escribirse como

i 26— D(x+1D(x2+1) —o0o —1 0 1 +oo
fx)= 3
x
x-1| - -1 -1+
Como 2(x? - 1) es positivo para toda x en R entonces: X+l | -]+ ] +] +
-1 1 3 - | =
flix) >0 %>Oyf’(x)<0<:> x Rl
(x—l);x+ 1) <0 P O I I
x

Para resolver estas desigualdades recurrimos a la
tabla que estd a la derecha.

Luego: f'(x) >05si xe]—1,0[U]1,+oo[ por lo que la funcién f crece en el intervalo | —1,0[uU]1, +oo[.
Ademas: f'(x) <0 si x € ] —o00,—1[ U ]0,1[ de donde la funcién f decrece en el intervalo
]—00,—-1[U]0,1[.

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:

Ejemplo 33
Determinar los intervalos en que crece o decrece laGréfica de f

funcién f con ecuacién

x+1
X)=——, con x#1
f(x) =1 #

La derivada de f es f'(x) = G-

Y

Como (x—1)> es mayor que cero para x en R, S 7 3 7
x#1,y ademds —2 < 0 entonces f’(x) <0 para todo x \

en R (x #1), por lo que la funcién f es decreciente

para x en R, x # 1.
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Valor maximo y valor minimo de una funcion
Si f es una funcién dada, entonces f(c) es un valor méaximo relativo de f, si existe un intervalo abierto
la,bltal que a<c<by f(c) = f(x) para x €]a, b[, siendo x un valor del dominio de la funcién.
Si f(c) = f(x) para toda x en el dominio de f, entonces f(c) es el valor méximo de f o maximo absoluto.
Similarmente, f(c) es un valor minimo relativo de la funcién f, si existe un intervalo abierto ]a, b[ tal que
a<c<by f(c) < f(x) para x€]a,b[, con x en el dominio de f.
Si f(c) = f(x) para toda x en el dominio de f, entonces se dice que f(c) es el valor minimo de dicha
funcién. También se llama minimo absoluto.

Ejemplo 34

Considere una funcién f definida en un intervalo ]c, d[, cuya representacion grafica es la siguiente:

Losooocoocoosootccsoscooood
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
)
|
|
|
|
|
|
|

Locoocoooooooopooccoooococcocas
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[

[ T R
=

=

KN =

=

=

s

QU

Note que f(x1), es un méximo relativo y f(x3) es el méximo valor que toma la funcién en el intervalo
en que estd definida. Similarmente, f(x,4) es un valor minimo relativo y f(x2) es el minimo absoluto
de la funcién en |, d[.

Teorema 3.2
Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f.Si f(c) es un valor méximo relativode f y
si existe f’(c) entonces f’(c) = 0.
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Eemplo 35

Considere la funcién f definida por f(x) = _Tl(xz +4x - 8), donde

Dy =[-4,1.

Su representacion grafica estd a la derecha.

Puede observarse que cuando x toma el valor de —2 entonces la funcién

tiene un valor maximo. En este caso (-2,3) es precisamente el vértice de

4 » — 9
la parabola con ecuacién: y = i (x“+4x-8).

Segtn el teorema 3.2 debe cumplirse que f'(-2) sea igual a cero.

-

N\

-1 -1
En efecto, como f'(x) = T(Zx +4), al sustituir x por -2 se obtiene que f'(-2) = T(—4 +4) =0, que

era lo que queria comprobarse.

Teorema 3.3

Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f. Si f(c) es un valor minimo relativo de f y si

f'(c) existe, entonces f’(c) = 0.

Eemplo 3.6
Considere la funciéon f definida por f:[1,4] — R, Su representacion grafica es la siguiente:
fx)=x*—6x+7. v A

Note que la funcién f tiene un valor minimo en
x =3 dado por f(3) =-2. El punto (3,-2) es el vértice
de la pardbola con ecuacién y = x* —6x+7. De acuerdo

con el teorema 3.3 debe cumplirse que f’(3) sea igual
a cero. Como f’(x) =2x—6 entonces f'(3)=2-3-6=0
y se verifica lo enunciado respecto al valor minimo.

Observacién. : El reciproco de los teoremas 3.2 y 3.3 anteriores no es cierto. Es decir, el hecho de que f'(c)

sea igual a cero, no implica que en x = ¢ exista un maximo o un minimo.

Y
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Qemplo 3.7

Para la funcién f con ecuacion f(x) = x°, se tiene que
f'(x) =3x2,y f'(x) =0 si x = 0; sin embargo, en x =0
no hay ni un valor méximo ni un valor minimo, como
puede observarse en la representacion grafica de la
funcioén. 1y

Y

Definicion 3.1
Sea f una funcién. Recibe el nombre de valores criticos del dominio de f, aquellos en los que f’(x)
es igual a cero o en los que f'(x) no existe.

Qemplo 3.8

Determinemos los valores criticos de las funciones con ecuaciones:

a. fx)=2x>-x* xeR

1
b. f)=vVx——,x>0
f Vx 7
Solucion:
a. Como f(x) =2x? - x*, entonces f'(x) = 4x—4x> Ahora: f'(x) =0 si y solo si 4x(1 — x?) =0 o sea
six=0,06,x=1,6, x=-1Luego, los valores criticos de f son: x=0, x=1, yx=-1.

b. Como f(x) = \/}—% entonces f’(x) = 2\/_ \/_

y solo si x+1=0, 0sea, si x =—1 Por lo tanto el valor critico de f es x = —1. Note que aunque
f'(x) se indefine en x = 0, como este valor no pertenece al dominio de f, entonces no es valor
critico de dicha funcién.

(x) = de donde f'(x) =0 si
‘J_ f

Observacion. Reciben el nombre de valores extremos de una funcién f los valores maximos relativos y los
valores minimos relativos de f. Dada una funcién f cuyo dominio es el intervalo K, un valor c€ K serd
un valor critico de x para la funcién f si:

a. flle)=06
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b. f'(x) no existe 6
c. ¢ esun extremo del intervalo K.

En este ultimo caso, si K = [a, b] entonces “a” y “b” son valores criticos. Si K = [a, b[ 0 si K = [a, +o0[
entonces “a” es un valor critico. Si K =]a, b[, o si K =] — oo, b] entonces “b"” es un valor critico. Si K =]a, b|,
entonces ni “a” ni “b” son valores criticos (note que los valores extremos de un intervalo abierto no son
elementos del intervalo).

3.3 Criterio de la primera derivada

3.3.1 Criterio de la primera derivada para determinar los maximos y los minimos de una funcién

En el siguiente teorema se establece cémo determinar los valores méximos y los valores minimos de una
funcién, al estudiar los intervalos en que crece o decrece la funcién.

Teorema 3.4

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], que es derivable en todo punto del
intervalo abierto |a, b[. Sea ¢ en ]a, b| tal que f'(c) =0 o f'(c) no existe.

a. Si f'(x) es positiva para todo x < ¢, y negativa para todo x > ¢, entonces f(c) es un valor
maéximo relativo de f(x).

b. Si f'(x) es negativa para toda x < ¢, y positiva para toda x > ¢, entonces f(c) es un minimo
relativo de f(x).

c. Si f'(x) es positiva para todo x < ¢ y también lo es para todo x > ¢; 0 si f'(x) es negativa para

todo x < ¢ y a su vez para todo x > ¢, entonces f(c) no es un valor méaximo relativo ni un valor
minimo relativo de f(x).

Las situaciones enunciadas en 3.4 a.), 3.4 b.) y 3.4 c.) pueden representarse graficamente como sigue:

flo|-=-=-=-=-=-----2
fe<0

f©)>0

flelf - -

[}
[}
[}
[} 4
[} 1
| 1
) I
[ |
| l
[} |
[} |
! i
[}

[ i
| l
[} |
[} |
| I
! i
! |
L |
¢ b

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
!
a

|
|
|
|
a

Y

Figura 3.2: Maximo relativoen x = ¢ Figura 3.3: Minimo relativoen x=¢


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.3 Criterio de la primera derivada 202

F1(©>0
F1(©<0

] E—
fo)- - fie

I
|
I
I
|
I
I
|
I
I
|
I
I
|
b

Qmmm - — —

|
|
|
|
|
|
|
!
c

[}
[}
[}
[}
[}
! |
:
c

|
|
I
b a

Figura 3.4: En x = ¢ no hay ni maximo ni minimo relativo.

En los siguientes ejemplos determinaremos los valores extremos de una funcién cuya ecuacién se da. Para
ello, se calcula la primera derivada de la funcién, luego se determinan los valores criticos y por dltimo se
aplica el teorema 3.4.
Ejemplo 3.9
1
f(x)=4x-=x>.
3
Note que f estd definida para xe R
Como f’(x) =4 - x* entonces f'(x) =0siysolosi x=2,6 x=-2.
Los valores criticos son x=2,y , x=-2.

Determinemos ahora cudndo f’(x) >0y cudndo f'(x) <0.

Como f'(x) = (2—-x)(2 + x), se deben resolver las desigualdades: (2—x)(2+x) >0, 2-x)(2+x) <O0.
Nos ayudamos con la tabla siguiente:

2+x | — | + | +

ffm| - + | -

f@ | | /| \

Como f'(x) <0 para x€]—oo,-2[y f'(x) >0 para x € [-2,2] entonces f(-2) es un valor minimo.

Como f'(x) >0 para xe]-2,2[y f'(x) <0 para x € ]2, +oo[ entonces f(2) es un valor maximo.

La representacion gréfica de la funcién es la siguiente:
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Mbocoococooooooos

V12

|
4
3]

—-16 o 3 16 (o ] A
Note que f(-2) = —5 (8 I MG relativo y que f(2) = = (58 Ui MEBSD relativo, en el dominio

de la funcion.

Qemplo 3.10

(x+1D2(11x-7)
3vx—1

Luego, f'(x) =0siysolosix= T 0, x=—1. Ademas, f’(x) no existe si x = 1. Los valores criticos de

flx) = (x-1)3 (x+ 13 xe [~1,1]. En este caso f'(x) =

(jCompruébelo!)

7
fsonx=—,x=1,x=-1.
11

Como (x +1)? es positivo para todo x € [-1,1] entonces para determinar cuando f’(x) >0, y cuando
11x-7

3]

f'(x) <0, basta con analizar la expresion =
x p—

Utilizamos la siguiente tabla:

11x-7 | - +

x—1| - | -

f'(x) + | -

fx) | /| \

) 11 . .
i. Como f'(x) >0 para x € ] =l = [ y como f es continua sobre ese intervalo, entonces f(x) es

. 11 . 11
creciente sobre |1, — | por loque f(-1) = f(x)sixe |-1, =
Por lo tanto f(—1) =0 en un valor minimo relativo de f.
N 11 11 1 16 (18)°
ii. Como f'(x) >0 para x € —1,7 y f(x) <0 para x € 7,1 , entonces f(;): ¥ e (7) es
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un valor méximo relativo de f.

. 11 . 11 )
iii. Como f'(x) <0sixe = 1| y como f es continua sobre X 1| entonces f es decreciente

sobre , y por tanto f(1) < f(x) cuando x €

11
—,1
7

11
— 1]. Luego f(1) =0 es un valor minimo

relativo de f.

Eemplos.n
fl) = o x€ [-2,2]
x3+8x
Se tiene que f'(x) = ——— — — (;Compruébelo!
e O g | pruebeio)

Ahora, f'(x) =0siy solo si x(x%+8) =0 es decir, si x = 0. Los valores criticos de f son x=0, x = -2,
x =2, estos dltimos por ser extremos del intervalo.

2
x(x~+8 . 9o
Como f'(x) = 4, y, X*+4, x> +8,y, VX2 +4 son expresiones positivas para todo x € R
(X2 +4)Vx2+4

entonces el signo de f'(x) estard determinado por la variacién de x.

Luego se tiene:

-2 0 2
X - alx
| - | +
f |\ |/

i. Como f'(x) <0 para x€]-2,0] y f es continua en [-2,0[ entonces f es decreciente sobre
[-2,0[. Luego f(-2) = f(x) para x€ [-2,0[, y f(~2) = V2 es un maximo relativo de f.

ii. Como f'(x) <0 para x€]-2,0[y f'(x) >0 para x € ]0,2[, entonces f(0) =0 es un minimo
relativo de f.

iii. Como f'(x) >0 para x€]0,2] y f es continua en ]0,2] entonces f es creciente en ]0,2]. Luego
f) = f(x) para x€10,2] y f(2) = V2 es un méximo relativo de f.

BN Ejercicios

3.1 Hacer un estudio similar para las funciones

a.) f(x)=x>-6x*>+12x-8
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b) g=2"2 xe [-2,2]
)= '

c.) h(x)=xV5-x%lx|<v5

3.4 Concavidad y puntos de inflexion

La segunda derivada de una funcién también proporciona informacién sobre el comportamiento de ésta.
Para iniciar este estudio daremos la siguiente:

Definicion 3.2 Definicién de concavidad
Se dice que la grafica de una funcién f es concava hacia arriba en un intervalo A, (A< D r),sif "(x)
es creciente sobre A. Si f’(x) es decreciente sobre A entonces se dice que la gréfica de f es concava
hacia abajo.

Note que es la funcion derivada f’ la que debe ser creciente o decreciente en el intervalo A. En la siguiente
representacion grafica, una funcién f es céncava hacia arriba en el intervalo ]a, b[ y concava hacia abajo
en el intervalo ]b, c[

a | b

ﬁ___________
Y

Figura 3.5

Teorema 3.5

Si f es una funcion tal que f”(x) >0 cuando x € ]a, b|, entonces la grafica de f es céncava hacia
arriba sobre ]a, bl.

Si f(x) >0y como f”(x) = Dyf'(x), entonces se tiene que f'(x) es creciente sobre |a, b[ por lo que de
acuerdo con la definicién 3.2 (concavidad de una funcién), se obtiene que f es concava hacia arriba sobre
la, bl.
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Teorema 3.6

Si f es una funcion tal que f”(x) <0 cuando x € ]a, b|, entonces la grafica de f es concava hacia
abajo sobre ]a, b.

De la hipétesis: f”(x) <0, y como f”(x)x = Dy f’(x), se obtiene que f’(x) es decreciente sobre ]a, b[ por lo
que segun la definicién 3.2, la grafica de la funcién f es concava hacia abajo sobre ]a, bl.

Ejemplo 3.12
4 3
Ejemplifiquemos los teoremas 3.5 y 3.6 utilizando la funcién f con ecuacion f(x) = R
i3 x3
Sif(x)= R entonces f'(x) = = -2y, f(x) = x* = 2x = x(x - 2)

Luego, f"(x) >0si x€]—00,0[U]2,+o0ly, f"(x) <0six€]0,2[.

Como f"(x) = D, f'(x), entonces f’ es creciente en los intervalos ] —oo,0[, 12, +oo[, pues en ellos f”(x)
es positiva. Ademds f’ es decreciente en el intervalo ]0,2[ pues en el f”(x) es negativa.

Luego, f es concava hacia arriba en el intervalo ] —oo,0[ U ]2, +00[ y concava hacia abajo en el
intervalo ]0,2[.

La representacién grafica de la funcion f’ es la siguiente:

f(x)

Y

Observe que f’ es creciente en ] —oo,0[ y ]2, +oo[ y decreciente en ]0,2[. Representacion grafica de la
funcén f:
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fx)

s LY

Note que f es concava hacia arriba en los intervalos ] —o00,0[, ]2, +o0[ y céncava hacia abajo en el

intervalo 10,2][.

Damos ahora la:

Definicion 3.3 Definicién de punto de inflexién

Se dice que (xp, f(x0)) es un punto de inflexién de la gréfica de una funcién f, si existe un intervalo
la, bl tal que xj € 1a, b|, y la gréfica de f es concava hacia arriba sobre ]a, xy[, y concava hacia abajo

sobre |xg, b[, 0 viceversa.

Podemos representar lo anterior en forma grafica como sigue:

Y

Figura 3.6

Ejemplo 3.13

1. El punto (0,1) es un punto de inflexién de la curva con ecuacién f(x) = x*+1, pues f”(x) = 6x es
positiva si x >0, y negativa si x <0, de donde f es concava hacia arriba para x >0, y céncava

hacia abajo para x < 0. Gréficamente se tiene:

-
>
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p

Y

4 3

. . . . 0 X
2. Determinemos los puntos de inflexién de la funcién f con ecuacion f(x) = — + 5 x*>+1Se

3 2

12

tiene que f’(x) :%+%—2xporlo que f"(x) =x*+x-2=(x—1)(x+2)

Resolvamos las desigualdades f"(x) >0, f"(x) <0

- -2 +00
x-1 | - 4+
x+2 N T
fl=x-Dx+2) | +| - | -
f(x) ulnlu

Como f"(x) >0 si x€]—o00,—2[U]1,+oo[ entonces la grafica de f es concava hacia arriba en

esos intervalos.

La grafica de f es concava hacia abajo en el intervalo ] —2,1[ pues en él f”(x) <0.

1
Luego los puntos (-2,-3) y (1, Z) son puntos en los que cambia la concavidad y por tanto son

puntos de inflexién.

La gréfica de la funcién f es la siguiente:
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Puede decirse que un punto de inflexién separa una parte de la curva que es céncava hacia arriba
de otra seccién de la misma que es cdncava hacia abajo. En un punto de inflexién, la tangente a la
curva recibe el nombre de tangente de inflexién.

Gréficamente:

Observe que una parte de la curva queda sobre la tangente de inflexién, y otra parte bajo ella.

Teorema 3.7
Si (xo, f (x0)) es un punto de inflexién de la grafica de f y si f”(xo) existe, entonces f"(xp) =0

Ejemplo 3.14

Considere la funcién f con ecuacién f(x) = x> + x> + x.

La segunda derivada de f es f”(x) =6x+2.
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-1 -1
Note que f"(x) >0si x> < f'x)<0six< 3
. . -1 . . -
Luego, f es concava hacia arriba para x > =0 céncava hacia abajo para x < =
. -1 (-1 . L
Se tiene entonces que 5 f 5 || esun punto de inflexién.

-1 -1
Evaluando la segunda derivada de f en x = = resulta que f” (?) =0 con lo que se verifica lo

expresado en el teorema 3.7.

En el siguiente teorema se dan las condiciones para que un punto sea punto de inflexién.

Teorema 3.8
(x0, f (x0)) es un punto de inflexién de la grafica de f si se cumlen las condiciones,

i. f esuna funcién continua sobre un intervalo I,
ii. xo es un punto interior de I tal que f"(xp) =0, 6 f"(xo) existe, y
iii. siexiste un intervalo ]a,b[con xp€la, bl y a,be I) tal que:
e f"(x)>0cuando x€la,x[y f"(x) <0 cuando x € ]x, b[.
o f"(x)<0cuando x€la,x[y f"(x) >0 cuando x € ]xo, b[, entonces (xo, f (xp)).
Con las mismas condiciones, si f”(x) >0 cuando x € ]a,x[ y f"(x) >0 cuando x € ]xo, b[, o bien,

f"(x) <0 cuando x € ]a,x[y f"(x) <0 cuando x € ]xp, b] entonces (xp, f(xp)) no es un punto de
inflexién de la grafica de f.

Qemplo 3.15

4 .3
Sea f una funcién con ecuacién f(x) = — + ——x*+xcon x€ R.

12 6
Note que f es una funcién continua en todo su dominio por ser una funcién polinomial.
La segunda derivada de f es f"(x) = x*+x—2, que es igual a cero si y solosi x=16 x = -2.

Asi f"(-2)= f"(1) =0

Observemos la solucion de las desigualdades f”(x) >0, y f"(x) <0 por medio de la siguiente tabla:
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00 —2 1 +o0

x-1 | —1| —| +
Xx+2 | - | + | +
ffoo | + | = | +

Como f"(x) >0 para x €] —oo0,—2[y f"(x) <0 para x €] -2,1[ entonces (-2, f(—2)) es un punto de
inflexion segtn el punto i. del teorema 3.8.

De acuerdo con el punto ii. del teorema 3.8, como f'(x) <0 para x €]-2,1[y f"(x) > 0 para
x €11, +oo[, entonces (1, f(1)) es un punto de inflexion.

Eemplo 3.16

. . ., 8 3
Consideraremos ahora la funcién g con ecuacion: g(x) = g(x -12,conx=1

Como f"(x) = se tiene que f”(x) nunca se hace cero y que f”(1) no existe.

2
vVx—1
Ademés f”(x) es mayor que cero para x € ]1,+oo[, por lo que f siempre es concava hacia arriba en
su dominio, y por lo tanto (1, f(1)) no es punto de inflexién.

3.5 Criterio de la segunda derivada

Criterio de la segunda derivada para establecer los valores méximos y los valores miinimos de una funcién. Ade-
mas de proporcionar informacion sobre la concavidad de la grafica de una funcién, la segunda derivada
permite establecer si un punto critico es un valor méximo o un valor minimo.

El siguiente teorema se refiere a este segundo aspecto.

Teorema 3.9
Sea f una funcién con dominio D. Si f'(x) estd definida para x € ]a, b[ donde ]a, b[c D y si f’(x) =0
con xp € la, bl entonces:
a. f(xp) es un valor maximo relativo de f sise cumple que f"(xp) <0
b. f(xp) es un valor minimo relativo de f si se cumple que f"(xp) >0

Utilizando el teorema 3.9 vamos a determinar los valores maximos y los valores minimos de las algunas
funciones
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Ejemplo 3.17

x2
f(x)=m, xe]—4,2]

Note que la funcién f no estd definida en x = -1

x(x+2)
(x+1)2’

La derivada de f estd dada por f'(x) = x#-1

Los valores criticos de f se obtienen cuando f’'(x) = 0.
En este caso, f'(x) =0siysolosi x=0,06 x=-2.

. 1 - —
Ahora, la segunda derivada de f es f"(x) = Gr1)?

Y

Vamos a evaluar f’(x) en x=0yen x=-2

a. f"(0) =2; como 2 > 0 entonces f(0) es un valor
minimo relativo de f.

b. f"(-2) =-2; como -2 < 0 entonces f(—2) es un
valor maximo relativo de f. Graficamente se
tiene en el intervalo | — 4, 2[

Ejemplo 3.18

g(x) = g (x=9)(x—1)%3 El gréfico de g se muestra a continuacién.

10
Se tiene que Dg =R
La primera derivada de g estd dada por R \1 2 5
g0 =(x-1)3(x—6)

Y

Como g'(x) =0 cuando x =1 y cuando x = 6 entonces estos son los valores criticos de g.

5(x-3)

33

La segunda derivada de g es g"(x) = -
x f—

Evaluando g”(x) en x = 6 se tiene que g”(6) = v/35 que es mayor que cero, por lo que g(6)
es un valor minimo relativo de g.

Observe que g” no puede evaluarse en x = 1 pues hace cero el denominador por lo que
para este valor critico debe utilizarse el criterio de la primera derivada.
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Analizando g'(x) = (x - 1)i(x - 6) se obtiene que g'(x) <0 para x € ] —oo,1[ y g'(x) < 0 para
x € ]1,6[ por lo que al no existir cambio de signo resulta que f(1) no es ni méximo ni minimo.

Trazo de curvas
La teoria estudiada hasta ahora sobre maximos y minimos de una funcion, sera aplicada tanto en la
resolucion de problemas como en el trazo de la grafica de una curva. Para este tltimo aspecto nos hace
falta estudiar las asintotas de una curva, tema que veremos a continuacién para pasar luego al trazo de
curvas y por ultimo a la resolucién de problemas.
Asintotas
Dada una curva con ecuacién y = f(x) es necesario estudiar la variacion de la funcién cuando la abscisa y
la ordenada de un punto cualquiera de la curva tiende al infinito.
Definicion 3.4
Cuando el punto P(x,y) de una curva se desplaza a lo largo de ella, de tal forma que tienda a
infinito su distancia al origen, puede suceder que la distancia de P a una recta fija tienda a cero.
Esta recta recibe el nombre de asintota de la curva.
Graficamente:
Asintota
Figura 3.7
3.7.1 Asintota horizontal
Definicion 3.5
Sea la funcién con ecuacion y = f(x). Si xlirp fx)=bo xlim f(x) = b, entonces la recta con ecuacién
—+00 ——00
¥ = b es una asintota horizontal de la gréfica de f.
Ejemplo 3.19

Sea y= la ecuaciénde una curva.

x2+1
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2x 2x
Como: lim ——= lim ————= lim
X—+00 X—+00

——— =2 entonces la recta con ecuacién y =2 es
2 1 X—+00 1
xc+1
1+ R X 1+ )

] X X

una asintota horizontal de la curva.

Ejemplo 3.20
. 2x ; 2x . = ..
———= lim ———— = lim ——— = -2 entonces la recta con ecuacién y = -2 es una
X——00 x2 +1 X——00 1 X——00 1
—-x\/1+ - \/ 1+ =
X X

asintota horizontal de la curva.

Gréaficamente se tiene:

3.7.2 Asintota vertical:

Definicion 3.6

La recta con ecuacién x = a es una asintota vertical de la gréfica de una funcién con ecuacién
¥ = f(x), si se cumple alguna de las siguientes condiciones:
i. lim f'(x)=+oco0 iii. lim f(x) = +oco
x—a* x—a-

ii. lim f(x)=-oc0 iv. lim f(x)=-oc0
x—at Xx—a

Si la recta con ecuacién x = a es una asintota vertical de la gréafica de una funcién f, entonces f es
discontinua en “a”.
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EFempIo 3.21
2 L . .
Sea y = F- la ecuacion de una curva. Observe que el dominio es el conjunto: R — {3}
; 2 ’ 2 > -
Como lim —— = —co y lim —— = +oo entonces la recta con ecuacién x =3 es una asintota
x—3*3—-Xx x—3"3—-x

vertical de la grafica de la curva.

Gréficamente:
f Recta vertical
I x=3
A I
|
, I
10 | \
|
|
|
I
—  e—— :
2 3 —5 ma
|
|
I
|
10 !
| |
|
|
|
|
I
|
Y
Note que la recta con ecuaciéon y =0, (eje X), es asintota horizontal de la curva.
3.7.3 Asintota oblicua:
Definicion 3.7
X
Si los limites: lim & =my lim f(x)—mx = b existen, entonces la recta con ecuacion y = mx+b
x—+oo X X—+00

es una asintota oblicua.

Ejemplo 3.22

o 1 . :
La curva con ecuacién f(x) =4x+ — — 1 posee asintota oblicua pues:
x

X 1 1
a. lim &: lim (4+—2——) =4,dedonde m=4
X—+o00 X X—+00 X X
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1 1
b. lim f(x)—mx= lim (4x+ | —4x) = lim (— - 1) = -1, de donde
X—+00 X—+00 X x—+oo | x
b=-1

Asf la ecuacion de la asintota es y = 4x — 1. La representacion gréfica es la siguiente:

e Asintotay = 4x -1
< ‘ >
1 2

Note que la recta con ecuaciéon x =0, (eje Y), es asintota vertical de la curva.

Especificaremos ahora los pasos a seguir para hacer el anélisis y la grafica de una funcién f cuya ecuaciéon
se da.

Calcular el dominio de f, Dy
Averiguar las intersecciones con los ejes coordenados: Si y = f(x) es la ecuacién de la curva, los puntos
de interseccion con el eje X se determinan resolviendo la ecuacién f(x) =0, los puntos de intersec-
cién con el eje Y se calculan ddndole a x el valor cero.
Sentido de variacién: Se hace el estudio de la primera derivada:
a. Se calcula f'(x)

b. Para determinar los valores criticos se resuelve f’(x) =0

c. Para determinar los intervalos en que f crece y en los que decrece se resuelven las desigualda-
des f'(x) >0,y, f'(x) <0

Estudio de la segunda derivada de f: a. Se calcula f"(x)
b. Se determinan los puntos de inflexién resolviendo f”(x) =0

c. Para determinar los intervalos en que f es concava hacia arriba y en los que es céncava hacia
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abajo, se resuelven las desigualdades f”(x) >0y f"(x) <0.

Los puntos maximos y los puntos minimos se pueden establecer ya sea utilizando el criterio de
la primera derivada o el de la segunda derivada.

Estudio de los limites: Se calculan los siguientes limites:

Ji f0, Jim 7. Jim o0y Jim £

donde a¢ Dy
Estudio de las asintotas: Se determina si la curva posee asintotas verticales, horizontales u oblicuas.
Se hace el cuadro de variacién: Este es un cuadro en el que se resume todo el andlisis anterior.

Griéfica de la funcién: Con los datos sefialados en el cuadro de variacion se dibuja la gréafica de f(x).

Ejemplo 3.23

Hacer el andlisis, cuadro de variacién y grafica de la curva con ecuacién f(x) = — |
x f—

1. Dominio: Dy:R-{-1,1}
2. Interseccién con los ejes:

f(x)=0 < x*=0 < x=0, luego (0,0) es el punto de interseccién con el eje Y, y con el eje
X.

3. Sentido de variacién:

(x2-1)2"

i fl(x)= Como (x? —1)? es positivo para x € Dy, basta con analizar el numerador.
ii. f'(x)=0 < —2x=0 < x =0 valor critico.
iii. f'(x)>0 & —-2x>0 < x<0;luego f crecesixe]—o0,0[

iv. f/(x)<0 < —-2x<0 < x>0,luego f decrece si x €]0,+ool.

Dei. y iv. se deduce que f(0) es un maximo relativo.

4. Estudio de la segunda derivada:

6x2+2

2 1! _
L= 8

ii. f"(x)#0paratodax¢ Dy

Para determinar si f es concava hacia arriba o hacia abajo se deben resolver las desigual-
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dades f”(x) >0y f"(x) <0 para lo que utilizamos la siguiente tabla.

| +00
-3 | - | - | +
x+13 | — | + | +
ffx)y | +| - | +

Como f”(x) >0 para x € ] —oo,—1[ U [1, +oo[ entonces f es concava hacia arriba en ese intervalo.
Como f"(x) <0 para xe€]—1,1[ entonces f es concava hacia abajo en ese intervalo.

5 Estudio de los limites:

2

. . 2x .
a. lim = lim —= lim 1=1
X—+00 x2 —1 x—>+002x X—+00

X 2Xx
b. lim 5 =lim —= lim 1=1
x—-00ox¢—1 x—-002x X——-00
o2
c. iIm ———— =400 (x>1 = x-1>0 = (x—1)—0%)
=1t (x—-D(x+1)
2
. X _
d Iim ——— =-00 (x<1 = x-1<0 = (x-1)—0")
-1 (x—=1D(x+1)
e
e. Iim ——— =400 (x>-1= x+1>0 = (x+1)—0")
x—-1* (x—1D(x+1)
2
f. Im ———— =400 (x<-1= x+1<0= (x+1)—0")
x—-1"(x—-1)(x+1)
6 Asintota:

De a. y b. del punto anterior, la recta con ecuacién y =1 es una asintota horizontal.

Del punto anterior también se obtiene que las rectas con ecuaciones x =1, x = —1 son asintotas
verticales.

2
X X 2

Como lim &: lim ———= lim = lim —=0

X—+o0 x X—+00 x(xz —-1) x—+oo 3x2—-1 x—+c0bx

pero: xlirgo fx)—-0.x = xlirgo f(x) =1 entonces la asintota oblicua coincide con la asintota

horizontal.
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F'{x] F + - -

Fix) + - - e

filx) AUteo | AN—ee | NN —eo | Nl +eo

‘_ e e e ececaae-

Qemplo 3.24

Hacer el anélisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuacion f(x) = xe'/*

1. Dominio: Dy:R—{0}
2. Interseccién con los ejes:

Para que la curva interseque al eje X se necesita que f(x) =0, pero esto sucede tinicamente si
xe'’* =0, es decir, si x =0 pero 0¢ Dy por lo que no hay interseccién con el eje X

Para la interseccion con el eje Y, x debe ser igual a cero, pero 0¢ Dy, por lo que tampoco hay
interseccién con el eje Y.

3. Sentido de variacién: Estudio de la primera derivada,

x—1

! _ ,l/x
a. flx)=e (_x )
b. ff(x)=0 < x=1

c. Para determinar los intervalos en que crece o decrece la funcién debemos resolver
fl(x)>0y f'(x)<0.

1 ] . x—1
Como ex es mayor que cero para x € D fr basta analizar el comportamiento de ——. Para
X

ello utilizamos el siguiente cuadro.
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—0o0 0 1 +oco
x-1| — - | +

X - +| +
flfx | +|| = | +

Como f'(x) >0 para x € ] —o0,0[ U ]1,+oo[ entonces f crece en ese intervalo.

Como f’(x) <0 para x €]0,1[ entonces f decrece en ese intervalo. Ademds en (1, f(1)),
hay un minimo relativo.

4. Estudio de la segunda derivada

1/x

a. f(x)=

x3

b. f"(x)#0 Vx€ Dy
c. f'x)>0 < x*>0 < x>0, luego f es céncava hacia arriba si x>0

d. f(x)<0 < x*<0 < x<0,luego f es concava hacia abajo si x<0

5 Estudio de los limites

a. lim xe'*(

¥ forma 0.00)
x—0

] 1
Si x — 0% entonces — — +oo y e!/* — +o0, por lo que:
x

1/x
. ) 00 . A
lim x-e'/* = lim (forma — por lo que puede aplicarse la Regla de L'Hopital)
x—0* x—0+ 1 (0 @)
x
ez, ”L
2
= lim =
x—07* -1
P2
= lim e = +o00
x—0*

§ . 1
b. 11%1 x-e'* =0, pues si x — 0~ entonces — — —coy e/* -0 x—0~
x—0- x

c. lim x-e"*=+oc0
X—+00

. 1
Si x — +oo entonces — — 0y e'/* — 1
x

d. lim x-e'*=—oco, pues — —0ye!/* -1
X——00 X

6 Asintotas
Existe asintota vertical dada por la recta con ecuacion x = 0, por el resultado del limite a.

No hay asintota horizontal.
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Asintota Oblicua:

el/x

, (x) . X .
lim f—: lim = lim e/*=¢’=1dedonde m=1
X—+00 X X—+00 X X—+00

i.

1/x

/x

0
ii. lim (f(x)-mx)= lim x e*—~x= lim x(e'*-1) = lim (forma — por lo que
X—+00 X—+00 X—+00 xX— 0

+00

==

puede aplicarse la Regla de L'Hopital)

xHIP —lszIP e’*=¢=1,dedonde b=1
—+00 - —+00

Por tanto, la recta con ecuacién y = x + 1 es una asintota oblicua.

7 Cuadro de variaciéon: Resumen de lo anterior.

—00 0 1 +00o
flx) + - +
f"(x) - + +
fx) | /N=-oo || \U+oo | /U+oo

8 Grdfica:

Ejemplo 3.25

4
Hacer el andlisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuaciéon f(x) = x+ —
X

1. Dominio: Dy :R—{0}
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2. Interseccién con los ejes
a. eje Y:no hay interseccién, pues x debe tomar el valor de cero, pero 0¢ Dy

2
x“+4 5
=0, pero x“+4#0 Vx€ Dy, por lo que no hay

b. eje X: f(x) =0 < x+%=0 =

interseccion con este eje.

3. Sentido de variacién: Estudio de la primera derivada
4
a. flx)=1-—=
[l =z

x°-4

5— =0 < x=20 x=-2, estos son los valores criticos de f
x

b. f[(x)=0 <
c. Como:

-0 -2 2 +4oo

Z=L | = =|
X+2 | — | + | +
flx) | +| - | +

Se tiene que f'(x) >0si x€]—00,-2[U]2,+oo[ f'(x) <0six€]-2,2]

Entonces f es creciente si x €] —o00,-2[U]2,+o0[y f es decreciente si x €] -2,2[

Luego, f(-2), es un valor mdximo y f(2) es un valor minimo.

4. Estudio de la segunda derivada:

o))

8
. f/l(x) = E

o

. f"(x)#0 Vxe Dy

. f"(x)>0 < x*>0 < x>0, entonces f es céncava hacia arriba si x >0

0

Q.

. f"(x) <0 <= x3<0 < x<0;luego, f es concava hacia abajo si x <0

5 Estudio de los limites:

B 4
a. lim |x+—|=+oc0
x—0* X

4
b. lim (x+ —) =—00
x—0~ X

; 4

c. lim [x+ —) =+00
X—+00 X
B 4

d. lim [x+ —) = —-00
X——00 X
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6 Asintotas

De a. y b. del punto anterior se concluye que la recta con ecuacién x = 0 es una asintota vertical.
De c. y d. del punto anterior se concluye que no existe asintota horizontal.

Asintota oblicua

i. lim @= lim (x+é)l

xX—+o00 X X—+00 x| x

4
= lim (1+?):1dedondem=1

X—+00

ii. lim f(x)-mx= lim x+——-x
X—+00 X—+00 X

4
= lim —=0dedonde b=0

xX—+00 X

Luego, la recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.

8 Cuadro de variacion

—00 -2 0 2 +00
' + — - +

f"(x) - - + +

fx) | /N-oo | \N-oo || \\U+oo | /U+oo

9 Grdfica
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Qemplo 3.26
Hacer el andlisis, cuadro de variaciéon y gréfica de la curva con ecuaciéon

2
fl) =

x2—4

1. Dominio
Se necesita: x* —4 > 0 lo cual se cumple cuando x € ] — oo, —2[ U ]2, +00[
2. Interseccion con los ejes:
Eje X: f(x) =0 < x*=0 < x=0, luego en el punto (0,0) interseca al eje X.

Como f(0) =0 también en (0,0) interseca al eje Y.

3. Sentido de variacién o estudio de la primera derivada

a. f'(x)= xx - \/E)(x;- V) (jCompruébelo!)

(x2—4):2

Como (x2—4)2 es positivo para x € Dy, analizamos tnicamente el numerador para
determinar f'(x) >0y f'(x) <0

—oo—\/g 0 \/§+oo

x - = + ]+
x=2v2 | - | - | - | +
X+2V2 | — | + | + | +

f'(x) -+ | -]+

Como f'(x) es mayor que cero para x € ]8,0[ U ]8,+co[ entonces f es creciente en esos
intervalos.

Como f’(x) es menor que cero para x € ] — oo, —v/8[U]0, V8] entonces f es decreciente en
esos intervalos.

Ademés en (—V8, f(-v8)) y (V8, f(v/8)) hay dos valores minimos relativos.

4. Estudio de la segunda derivada

4x%+32
a. f'x)=——
(x2—-4)2

b. f"(x)#0 Vxe Dyy f"(x)>0 Vxe€ Dy por lo que f siempre es céncava hacia arriba.
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5 Estudio de los limites

a. lim lim

X—+00 ‘/ _ x—>+oo x—>+oo
\/1 —— -2
2 2
X x

2

X
m —_—
X——00 xz _ x—-—oo x—»—oo 4 x—»—oo
EY —x\/1- = -
X X

2

X
b. lim 400X ——27 = x<-2 = x’>4 = x*-4>0 = x’-4-0"
xX——2" x2_4
2
X
lim ——— =400 x—2" = x>2 = x?>4 = x*-4>0 = x*—4—-0"

=2" Vx? -4
6 Asintotas

Del punto a. anterior se obtiene que no hay asintota horizontal.

Del punto b. anterior se obtiene que x = -2 y x = 2 son las ecuaciones de asintotas verticales.

Determinemos si existen asintotas oblicuas:

fx Ifm x? i X

1. a. lim — = lim

X—+00 x X—+00 4 /x2 T x—+00 4
x\/1l-—
X

s

1
= lim ———=1dedonde m=1

X—+00 4
il==
x2

x X“—xVx2—4
b. lim (f(x)—mx)= lim -x|=lim ———
X— 400 X— 400 xz -4 xX—+00 xz —4
7 X—xVx?-4 x*+xVx?>-4 o x*t—x%2(x%-2)
= lim .
X—+00 x2_4 x2+x x2_4 x—>+oo,/x2 (x2+x~’x2 )
4x? B 4x?

= lim = lim

X—+00 4/ (x2+x,/x2 4) x—»+oox 1_%x2(1+ l—i
5%

lim =0, de donde b =0.

T (D

La recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.

X X
2. a. lim M: lim ———— = lim
X—-00 X x—»—oox,/x2_4 X——00

lxly/1 .
x —_——
2
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X
= lim ————= lim 1

_]_ B
X——00 4 X——00 1 4 -
—X 1——2 %2
X

de donde m = -1

2 2

X +xVxi-4
= llm ———
X——00 X2—4

+ X

b. lim (f(x)—mx)= lim
X——00 X——00 x2 -4

X+xVxi-4 x>-xVx?>-4

x* = x2(x2-9)

= lim = lim

H=EE x2—4 X2—xVx2—-4| *TOVx2-4 (x2-xVx2-4)
B 4x?

= hr_n

* oo—x,/l—%xz(ur 1—%)
. —4

= lim =0, de donde b =0.
TTEon1-% (144/1- %)

Luego, la recta con ecuacién y = —x es otra asintota oblicua.

7 Cuadro de variacion:

—00 -v8 -2 2 V38 +00
['x) - + - +
f"(x) + + + +
f&x) | +oo\U | /U+oo N\U+oo | /U+oo

3.8 Resolucion de problemas de maximos y minimos:
En la resolucién de problemas en que se debe determinar el méximo o el minimo de una cierta expresion,
deben seguirse los siguientes pasos:
e Determinar la magnitud que debe hacerse mdxima o minima, y asignarle una letra.

« Hacer un dibujo cuando sea necesario.

e Asignar una letra a las cantidades mencionadas en el problema y escribir una ecuacién en la que se
establezca lo que se debe hacer médximo o minimo.

« Establecer las condiciones auxiliares del problema y formar una ecuacién (ecuacién auxiliar)
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e Expresar la cantidad que debe maximizarse o minimizarse en términinos de una sola variable
utilizando para ello la ecuacién auxiliar. Determinar el dominio de esta funcion.

» Obtener la primera derivada de esta funcién para determinar los valores criticos.

o Comprobar, utilizando el criterio de la primera derivada o el de la segunda derivada, si los valores

criticos son maximos o minimos.

« Verificar que el valor obtenido cumple las condiciones dadas en el problema.

» Responder a la pregunta establecida en el enunciado del problema.
En algunos problemas hay que utilizar diversas figuras geométricas por lo que a continuacién se especifi-
can algunas de ellas junto con las respectivas férmulas sobre areas y volimenes:

Y

s
B

b

[ ]

A
B

Circulo de radio r con centro en (0, 0)

Ecuacién: x? + y? = r?

Circunferencia: 2xr
Area: nr?

Sector circular;

p 1
Area: > r?
0 donde 0 es el angulo central medio en radianes.

Area: g donde s esla longitud del arco AB

Trapecio
Area: (B+D) -h, donde B es la longitud de la

base mayor, b es la de la base menor y h es la altura
del trapecio.

Cilindro circular recto de altura & y radio de la base r.
Volumen: nr?h
Area lateral: 27rh

Area total: 27rh + 27r?
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Cono circular recto de altura h y radio de la base r.

nr’h

Volumen:

Superficie lateral: 7rL donde L es la generatriz
estd dada por:

L=VZT 2

Esfera de radio r.

2 4
K Volumen: 3 3

Superficie: 47 r?

gomplosar

Determinar dos ntimeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto tenga el mayor valor
posible.

Solucién: Se debe de maximizar el producto P de dos niimeros positivos. Sean estos niimeros: x, y.
Luego P =xy

Como la suma de esos ntimeros es 10, entonces x+ y = 10 es la ecuacién auxiliar, de donde y = 10— x.
Entonces: P(x) = x(10 — x) = 10x — x?

Se debe de determinar el valor de x que hace méxima la funcién P(x)

Derivando: P'(x) = 10—2x

Valores criticos: P'(x) =0 < 10-2x=0 < x-5

En x =5 se tiene un valor critico, y se debe estudiar si es un valor minimo o un valor méximo.
Como P"(x) = -2 entonces P"(x) = -2 <0 por lo que en x =5 se tiene un valor méaximo.

Si x =5 entonces y = 10—5 = 5. Luego, los ntimeros positivos cuyo producto es maximo y cuya suma
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es 10 son ambos iguales a 5.

Ejemplo 3.28

Un rectangulo tiene 120 m. de perimetro. ;Cudles son las medidas de los lados del rectdngulo que
dan el area maxima?

Solucion: Se debe maximizar el drea A de un rectangulo: Designemos

X
con “x”,” y” las longitudes de los lados del rectdingulo. Luego A = xy.

Como el perimetro del rectingulo es 120m. entonces la ecua- y y
cion auxiliar es: 2x+2y =120 de donde y =60 — x.

Luego A(x) = x(60 — x) = 60x — x? .

Como A'(x) =60-2xy A'(x) =0 < x =30 entonces x = 30 es un valor critico.
Analicemos si este valor es maximo o minimo utilizando el criterio de la segunda derivada.
Como A”(x) =-2xy A”(30) = —2(30) = —60 < 0, entonces x = 30 es un valor maximo.

Si x = 30 entonces y = 30 por lo que un cuadrado de lado 30 es el rectingulo de mayor area y
perimetro 120m.

Qemplo 3.29

Una recta variable que pasa por el punto (1,2) corta al eje X en A(a,0) y al eje Y en B(0, b). Hallar el
area del triangulo AOB de superficie minima, suponiendo A y B positivos.

Solucién: Se debe minimizar el drea T de un tridngulo. Graficamente se tiene:
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., . . . ab
El tridngulo es rectangulo y su drea estd dada por T = >

La recta pasa por los puntos (0, b),(1,2) y (a,0), por lo que la pendiente estd dada como sigue:

i. Tomando (0,b) y (1,2): m = 1:—0 =2-b

.. 2-0 2
ii. Tomando (1,2) y (a,0): m= —— = ——
l-a 1-a

2
Luego:2—-b= e es la ecuacién auxiliar, de donde:
a

2
N J—— 1
b = (3.1)

a a a-a*-a -a? —a? a?
Entonces T(a)=—-2-——)=a- = = = T(a)=——, a#1
2 l1-a l1-a l-a l-a —-(a-1) a-1

a’?-2a ala-2)

Como T'(a) = G122

entonces

T'a)=0 < a(a-2)=0 < a=06a=2

Determinemos, utilizando el criterio de la primera derivada si los valores criticos son méximos o
minimos:

a + | +
a=-2 | — | +
T@ | - | +
Ta@ | \| /

Del cuadro anterior, como T decrece para a €]0,2[ y crece para a € ]2, +oo[ entonces en a = 2 se tiene
un valor minimo.

Si a =2 entonces b =4 (al sustituir en 3.1)

2-4

Luego el drea del tridngulo es T = = =4

Ademas, la ecuacion de la recta es y = —2x+4
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Ejemplo 3.30

Una ventana tiene forma de rectdngulo, culminando en la parte superior con un tridngulo equilétero.
El perimetro de la ventana es de 3 metros. ;Cudl debe ser la longitud de la base del rectangulo para
que la ventana tenga el d&rea maxima?

Solucién: En este caso se debe maximizar el drea de la siguiente figura
geométrica: Se han sefialado con las letras” x” y “y” las longitudes de
los lados de la ventana.

El 4rea de la ventana estd dada por la suma de las &reas del
tridngulo y del rectangulo.

-h
Area del tridangulo: xT

Area del rectdngulo: xy

xh
Area total: A=xy+ =

3—-3x

Como el perimetro de la ventana es 3 metros entonces: 2y +3x = 3 de donde y = es una

ecuacion auxiliar.

3-3x. xh
2 )+ - Debemos escribir h también en términos de x.

Luego: A= x(

2
Se tiene en el tridngulo de la derecha. h? + (g) =5

W=x2-==x
4 4
3x
h=——, h>0
2
1 x V3
Luego: A(x) = -(Bx—3x)+=-—x
g (x) 2( ) 5 5
3 3 2 3 2 . /L
Alx) = Ex—zx +Tx Determinamos los valores criticos
, 3 3
AX)==-3x+—x
2 2

, 3 3
Luego: A'(x) =0 < 5—3x+?x:0

3 3
— —+Xx £—3 =0
2 2
— _% — 3
xX= X =
V3_g 6—V3
? 3

El valor critico es x =
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Utilizando el criterio de la segunda derivada se tiene que

3 3 3
A" (x) :—3+£,y,A”(—) = £—3<0
2 6-v3) 2
3 L.
de donde x = es un valor maximo.
6-v3

Luego, la longitud de la base del rectangulo debe ser para que la ventana tenga el drea

3
6-3

maxima.

9-3 3
La altura del rectangulo debe ser: ——— v el lado del tridngulo es .
& 12-2v3 y & 63

Ejemplo 3.31

Un faro se encuentra ubicado en un punto A, situado a 5 km del punto mds cercano O de una costa
recta. En un punto B, también en la costa y a 6 km de O, hay una tienda. Si el guarda faros puede
remar a 2km/h, y puede cambiar a 4km/h, ;Dénde debe desembarcar en la costa, para ir del faro a
la tienda en el menor tiempo posible?

Solucién: Se debe minimizar el tiempo de recorrido.
Gréficamente la situacion se ve en la figura de la

derecha.
0 Tienda
Costa <« b6km ———»|
Sea C el punto de la playa en el que desembo- X T P B
ca el guarda faros, designemos con x la distancia OC. 4 2
dy es la distancia en que debe remar desde A 5 km dy
hasta C ‘
dy es la distancia en que debe caminar desde C A‘— Faro
hasta B

Note que dy = V25+ x>y do =6—x

Ademés se tiene que la distancia S recorrida en un tiempo es igual a la velocidad por el tiempo: o
sea;

S=v-tdedonde t:%.

La distancia d; es recorrida con una velocidad de 2km/h, y la distancia d» con una velocidad de
4km/h, por lo que el tiempo total de recorrido sera:
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2 4 2

siendo esta la funcién a minimizar.

d; dg_v25+x2+6—x
- 4

X 1_4x—2\/25+x2

Luego: t'(x) = -—=
g 2V25+x2 4 8v25+ x2

Para determinar los valores criticos hacemos t'(x) =0

F(x)=0 < 4x—-2V25+x2=0 <> 16x% =425+ x?)

2 5
— 12x2 =100 < x’=— — x=—

V3

Utilicemos el criterio de la segunda derivada para determinar si el valor critico es un minimo.

" B 25 _ 5 .
t"(x) = ————, evaluando en x = — se obtiene
2(25+ x2)2 V3

t" (%) >0 por lo que en x = % se obtiene un minimo local.

5
Luego, el guardafaros debe desembarcar en un punto C que estd a — km de punto C, para llegar a

V3

la tienda en el menor tiempo posible.

Qemplo 3.32

Determinar las dimensiones del cono de mayor area lateral que puede inscribirse en un cono circular
recto de radio 1cm y altura 3cm, como se muestra en la figura siguiente:

3cm

Solucién: Hay que maximizar el area lateral del cono inscrito.
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Las dimensiones de éste son: x radio de la base, i altura y se especifican en la figura de la siguiente
manera:

3cm

El area lateral del cono estd dada por A=nxL. Una ecuacién auxiliar se puede obtener por medio
de semejanza de tridngulos de la siguiente forma:

| 1km —>

Ademds L=vVh2+x2=1/(3B-3x)2+x2=V10x>—18x+9
Sustituyendo en la ecuacién del 4rea lateral A=7xL=xv10x?—18x+9

Determinemos los puntos criticos:

nx(10x—9)

V10x2 -18x+9

A(x)=nvV10x2-18x+9+

m(20x* —27x+9) m(4x—3)(5x—3)
V10x2-18x+9  V10x>-18x+9

Al(x) =

3
Ax)=0 = 4x-3)5x-3)=0 < x= ,c’)ng

A~ w

.- 3 3
Por lo tanto, los valores criticos son x = 1 y xX= 5
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Determinemos cual de esos valores es un valor maximo utilizando el criterio de la primera derivada.

4x-3 | - | - | +
=8 | = | # || <
Ax)y | + | - | +
Ax) | /| N\ |/
3 383 3 Aok
Como A(x) crece para x € |—oo, =Y decrece para x € = entonces x = 5 valor maximo.
33 3 3 P
Como A(x) decrece para x € 54 y crece para x € 7 +oo| entonces x = a es un valor minimo.

; 3
Luego el valor que nos interesa es x = F

. . . 3 6
Por lo tanto, el radio de la base del cono inscrito es x = £ cm,y la altura es h = =cm.

Ejemplos.ss

Determinar las dimensiones del cono de volumen minimo circunscrito a una semiesfera de radio R,
de tal forma que el plano de la base del cono coincida con el de la semiesfera.

Solucién: Hay que minimizar el volumen del cono circunscrito.

Si el radio de la base del cono es x y su altura es h, su volumen estd dado por: V = gxzh.

Gréficamente se tiene:

Haciendo un corte transversal se tiene:

235
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Podemos utilizar semejanza de tridngulo para obtener una ecuacién auxiliar:

R VvV h2 _ R2

AABC ~AABD — = u
X h

de dondex:h—R
hz_Rz

Sustituyendo en la ecuacién del volumen del cono:

2 2 3
v=2y2p=" e .h:nR‘ L
3 3VIZ_-R2 3 h?-R?
T = nR* h*(h*-3R%) nwR* h*(h—v3R)(h+v3R)

3 (hZ_RZ)Z - 3 (hz_RZ)Z

Utilizando el criterio de la primera derivada, analicemos cual valor critico corresponde a un valor
minimo:

—00 —V3R 0 V3R +oo

h? + |+ |+ |+
h—V3R | — | = | - | +
h+V3R | — | + | + | +

V'(h) + 0 - -1 +
Vi | /N |/
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Como V(h) decrece para x € 10, v3R([ y crece para x € ]v/3R, +oo[ entonces h = V3R corresponde a un
valor minimo que era lo que nos interesaba.

" . . : . Rv3
Luego, las dimensiones del cono circunscrito a la esfera son: radio de la base x = 7\/2_ y altura

h=+v3R
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Introduccion

Se ha estudiado la regla de la cadena para obtener, implicitamente, % de una funcién y = f(¢). Asi, por

n—lﬂ

. d
ejemplo, s (y") = ny o

Otra aplicacién importante de lo anterior es el cdlculo de razones de cambio de dos o més variables que
cambian con el tiempo; o sea, ;qué tan rdpido varia una cantidad en el tiempo?

Por ejemplo, suponga que se tiene un recipiente cénico con agua, como el que se muestra en la figura.
Cuando el agua sale del recipiente, el volumen V, el radio r y la altura h del nivel del agua son, las tres, 3
funciones que dependen del tiempo t.

Figura 4.1: Recipiente lleno Recipiente vaciandose

Estas tres variables estan relacionadas entre si, por la ecuacion del volumen del cono, a saber:



4.1
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Vzgr%z @.1)

Por otra parte, derivando implicitamente ambos lados de 4.1 respecto del tiempo ¢, se obtiene la siguiente
ecuacién de razones relacionadas:

av

dr  ,dh
dt

7 2rh +
—|2rh—+7r
3 dt dt

Se puede observar que la razén de cambio del volumen, estd ligada a las razones de cambio de la altura y
del radio, en donde:

av ) . . ;
T la razén o rapidez a la cual varia el volumen con respecto al tiempo

dr 3 ) j . .
7 s la razén o rapidez a la cual varia el radio con respecto al tiempo

dh . . p -
7 s la razén o rapidez a la cual varia la altura con respecto al tiempo

) av o
Asi, por ejemplo, T 10m>/seg significa que el volumen estd aumentando 10m® cada segundo;

. av 3 L e s
mientras que, ai —-10m”/seg significa que el volumen esta disminuyendo 10 m* cada segundo.

Problemas de Razones Relacionadas

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, en todo problema de razones relacionadas o tasas relacionadas,
se calcula la rapidez con que cambia una cantidad en términos de la razén de cambio de otra(s) canti-
dad(es).

Estrategia para resolver problemas de razones relacionadas

(1) De ser posible, trazar un diagrama que ilustre la situacién planteada.

(2) Designar con simbolos todas las cantidades dadas y las cantidades por determinar que varian con el
tiempo.

(3) Analizar el enunciado del problema y distinguir cudles razones de cambio se conocen y cudl es la
razén de cambio que se requiere.

(4) Plantear una ecuacién que relacione las variables cuyas razones de cambio estdn dadas o han de
determinarse.

(5) Usando la regla de la cadena, derivar implicitamente ambos miembros de la ecuacién obtenida en
4.1, con respecto al tiempo ¢, con el fin de obtener la ecuacién de razones relacionadas.
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(6) Sustituir en la ecuacién resultante del punto (5), todos los valores conocidos de las variables y
sus razones de cambio, a fin de deducir (despejar) la razén de cambio requerida. Es hasta en este
momento, que se hacen las sustituciones de acuerdo con los datos del problema)

Qemplo 4.1
Un recipiente conico (con el vértice hacia abajo) tiene 3 metros de ancho arriba y 3,5 metros de
hondo. Si el agua fluye hacia el recipiente a razén de 3 metros ctibicos por minuto, encuentre la
razén de cambio de la altura del agua cuando tal altura es de 2 metros.

Solucioén:

Sea V el volumen del recipiente, r el radio de la superficie variable en el instante ¢ y & el nivel del
agua en el instante ¢.

3,5m

. av
Dato: Rapidez con que aumenta el volumen del agua; o sea, T 3m®/min.

Encontrar: Rapidez con que sube el nivel del agua cuando la profundidad es de 2 metros; es decir,
dh

dt h=2m

La ecuacién que relaciona las variables es el volumen del cono:

Ve = r’h (4.2)

Ahora bien, como el volumen consta de dos variables ( r y h ), conviene, en este caso, expresarlo
Unicamente en términos de la altura h, para lo cual se usard la relacién que existe entre las variables

citadas (Thales); a saber, r = = h.

. . (3 ) 3 3
Sustituyendo en 4.2 se tiene que: V = 3= hl h = V= Ve h

La ecuacién de razones relacionadas se obtiene derivando implicitamente, respecto del tiempo, a

. 3n
ambos lados de la ecuacién V = ol K3, 1o cual nos conduce a:

dv 9 , dh
av._dm . an 4,
ar - " ar (43)
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Finalmente, como se desea encontrar la variacién de la profundidad del agua en el instante en que

av o
h =2,y dado que Fri 3, sustituimos estos valores en 4.3 para obtener que:

-4 4
3L @lo | S G — @51,2998

I
3=— (2 — <= — —_—
49 “ dat dt 4-9n 12n dt

Por lo tanto, el nivel del agua aumenta a una razén aproximada de 1,3 m/min.

Eemplo 4.2

Un hombre se aleja de un edificio de 18 metros de altura, a una velocidad de 1,8 metros por
segundo. Una persona en la azotea del edificio observa al hombre alejarse. ;A qué velocidad varia
el angulo de depresion de la persona en la azotea hacia el hombre, cuando éste dista 24 metros de
la base de la torre?

Solucioén: Sea x la distancia recorrida por el hombre en el instante ¢. Sea a la medida, en radianes,
del angulo de depresion en el instante .

cos o = 24/30

30 m

18 m 18 m

d
Dato: Rapidez con que el hombre se aleja del edificio; o sea, d_JtC = 1,8m/seg.

Encontrar: Variacion del &ngulo de depresién cuando el hombre se encuentra a 24 metros de distancia

/RS . a
del edificio; es decir, —
dt x=24m

La ecuacién que relaciona las variables estd dada por la razén:

18
tana = — (4.4)
X

La ecuacién de razones relacionadas se obtiene derivando implicitamente a ambos lados de 4.4, con
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respecto del tiempo, lo cual nos conduce a:

- _ 2
(secza) da _ (_18) dx da ( 18 cos a) dx (4.5)

dt x2 ) dt = dar x2 dt

Finalmente, para determinar la variacién del d&ngulo de depresion en el instante en que x = 24,
primero se debe calcular el valor para el cos @ en ese mismo instante.

18 18 3 4
Ahora bien, dado que:tana = — = tana=— =— = cosa = —
X 24 4
. 4 dx 9 .
Por lo tanto, sustituyendo cos a = SV = 1,8 = 5 en 4.5 se obtiene que:
da -18-16-9 da -9 da

= = —_— = — = = -0,036.
dt 242. 25.5 dt 250 dt

Se concluye que, el &ngulo de depresién disminuye a una velocidad de 0,036 radianes cada segundo.

Ejemplo 4.3

La altura de un tridngulo disminuye a razén de 2cm/min mientras que el drea del mismo
disminuye a razén de 3cm?/min. ;A qué ritmo cambia la base del tridngulo cuando la altura es
igual a 20cm y el 4rea es de 150 cm??

Solucion: Sea A el drea , b la base y & la altura del tridngulo, en el instante .

A =150 cm?

20

A
Y

A
Y

S
—
O

Datos: Rapidez con que disminuye tanto la altura, como el 4rea del tridngulo; es decir,

dh = -2cm/min A -3cm?/min
dr Yar = ‘

Determinar: La variacion de la base del tridngulo cuando la altura mide 20cm y el drea es de
150cm?; o sea,
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db h=20cm

dt | a=150 cm?
Ecuacién que relaciona las variables: Area del tridngulo, por lo que:

A= (4.6)

Derivando respecto del tiempo, a ambos lados de 4.6, se obtiene que:

dA 1 dh db

— == |b— +h— 4.7

dat 2 at dat 47)
De la ecuacién 4.7, de acuerdo con los datos que se tienen, se puede observar que para poder
encontrar la variaciéon de la base del tridngulo en el instante en que h =20 y A =150, falta
calcular el valor de b, en ese mismo instante, el cual lo podemos obtener de la ecuacién dada
en 4.6.

bh
Por lo tanto, como A = = entonces 150=10b < b=15cm.

dA dh
La sustitucién de Fri -3, i -2, h=20y b=15en 4.7, nos conduce a:

3—1 15(2)+20db — 6 = 30+20db — co 28 _ B
2 dt B dr dt 20 5

En conclusién, la base del tridngulo aumenta a razén de 1,2 cm/min.

Qemplo 4.4

Un controlador aéreo sittia dos aviones (A y B) en la misma altitud, convergiendo en su vuelo hacia
un mismo punto en dngulo recto. El controlador detecta que el avién A viaja a 450 kilémetros por
hora y el avién B, a 600 kilémetros por hora.

a. ¢A qué ritmo varia la distancia entre los dos aviones, cuando A y B estan a 150 kilémetros y
200 kilémetros, respectivamente, del punto de convergencia?

b. ¢De cuanto tiempo dispone el controlador para situarlos en trayectorias distintas?
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Solucién: Sea x la distancia recorrida por el avién A, y la distancia recorrida por el avién By z la
distancia entre los dos aviones, en cualquier instante t.

B B
l z2=x% + 12 l z =750 km
200
y % %
o \A [ A
Punto de / N Punto de / 150
convergencia convergencia

Datos: Velocidad con que los dos aviones se dirigen al punto de convergencia; a saber,

d d
d—f = —450km/hr y &Y _600km/hr (las velocidades son ambas negativas ya que la

distancia de los aviones al punto de convergencia disminuye)

Determinar:

(a) La variacion de la distancia entre los dos aviones cuando el avién A estd a 150 km del
x=150km
z

punto de convergencia y el avion B estd a 200 km de dicho punto; o sea , — .
dt |y=200km

(b) El tiempo requerido por el controlador para cambiar la trayectoria de los aviones, con el
fin de evitar que éstos colapsen.

Ecuacién que relaciona las variables: Por “Pitagoras”, se tiene:

2= x*+ (4.8)

Ecuacioén de razones relacionadas: Derivando implicitamente a ambos lados de 4.8, respecto del
tiempo, obtenemos que:

dz dx dy

dz _ dx 1.
“ar T Yar TV ar (4.9)

Con base en los datos que se tienen, de la ecuaciéon 4.9 se puede observar que para poder
encontrar la variacién de la distancia entre los dos aviones, en el instante en que x =150 y y = 200,

falta calcular, en ese mismo instante, el valor de z, el cual se puede obtener de la ecuacién dada en 4.8.

Dado que 2% = x* + y?, entonces z> = (150) + (200)? = 62500 <= z=250km.

dx d
La sustitucion de T —450, d—f = —600, x =150, y =200 y z =250 en 4.9, nos conduce a:
dz 150-(—450) + 200 (—600) dz

— = — — = -750
dt 250 dt
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Respuesta (a): La distancia entre los dos aviones disminuye a razén de 750km/hr.

Respuesta (b): El controlador dispone de 20 minutos para cambiar la trayectoria de los avio-
nes puesto que, en ese tiempo, los dos aviones estarian llegando al mismo punto y colapsarian.

Justificacion: Usando la relaciéon d = v-t, se tiene que:

Para el avion A: 150 = 450-t <= t = 1/3hr (20 minutos)

Para el avién B: 200 = 600-t <= t = 1/3hr (20 minutos)

N Ejercicios

4.1 Plantear y resolver los siguientes problemas.

a.) Un nifio usa una pajilla para beber agua de un vaso cénico (con el vértice hacia abajo) a razén
de 3cm?®/seg. Si la altura del vaso es de 10 cm vy si el didmetro de la parte superior es de 6 cm, jcon
qué rapidez baja el nivel del agua cuando la profundidad es de 5 cm? ;Cudl es la variacién del
radio en ese mismo instante?

R/ Elnivel del agua disminuye a razén de 4/37 cm/seg y el radio disminuye a razén de 2/57 cm/seg.

b.) Lalongitud del largo de un rectdngulo disminuye a razén de 2 cm/seg, mientras que el ancho
aumenta a razén de 2 cm/seg. Cuando el largo es de 12 cm y el ancho de 5 cm, hallar:

a. la variacion del drea del rectdngulo

R/ El 4rea aumenta a razén de 14 cm?/seg.

b. la variacion del perimetro del rectdngulo

R/ El perimetro no varia.

c. la variacién de las longitudes de las diagonales del rectangulo

R/ Las diagonales disminuyen a razén de 1,08 cm/seg.

c.) Dos lados de un tridangulo miden 4 m y 5 m y el angulo entre ellos aumenta con una rapidez de
0,06 rad/seg. Calcule la rapidez con que el drea y la altura del tridngulo se incrementan cuando el

angulo entre los lados es de 7/3.

R/ El 4rea aumenta a razén de 0,30 m?/seg. La altura aumenta a razén de 0,12 m/seg, cuando la
base del tridngulo es de 5 m, y a razén de 0,15 m/seg, cuando la base es de 4 m.

d.) Una luz esté en el suelo a 45 metros de un edificio. Un hombre de 2 metros de estatura camina
desde la luz hacia el edificio a razén constante de 2 metros por segundo. ;A qué velocidad esta
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disminuyendo su sombra sobre el edificio en el instante en que el hombre estd a 25 metros del
edificio?

R/ La sombra del hombre disminuye a una velocidad de 0,45 m/seg.

e.) Un globo esta a 100 metros sobre el suelo y se eleva verticalmente a una razén constante de 4
m/seg. Un automévil pasa por debajo viajando por una carretera recta a razén constante de 60
m/seg. ;Con qué rapidez cambia la distancia entre el globo y el automévil 1/ segundo después?

R/ La distancia entre el globo y el auto aumenta a una velocidad de 20,77 m/seg.

f.) Considere un depdsito de agua en forma de cono invertido. Cuando el depésito se descarga, su
volumen disminuye a razén de 507 m3/min. Si la altura del cono es el triple del radio de su parte
superior, ;con qué rapidez varia el nivel del agua cuando estd a 5 m del fondo del dep6sito?

R/ El nivel del agua disminuye a razén de 18 m/min.

g.) Un globo asciende a 5 m/seg desde un punto en el suelo que dista 30 m de un observador.
Calcular el ritmo de cambio del d&ngulo de elevaciéon cuando el globo esta a una altura de 17,32
metros.

R/ El 4ngulo de elevacion aumenta a un ritmo de 0,125 rad/seg.

h.) Considere un tridngulo rectangulo de catetos a y b. Si el cateto a decrece a razén de 0,5 cm/min
y el cateto b crece a razén de 2 cm/min, determine la variacion del drea del tridngulo cuando a
mide 16 cm y b mide 12 cm.

R/ El 4rea aumenta a una velocidad de 13 cm?/min.

i.) Dos lados paralelos de un rectdngulo se alargan a razén de 2 cm/seg, mientras que los otros dos
lados se acortan de tal manera que la figura permanece como rectangulo de drea constante igual a
50 cm?. ;Cuél es la variacién del lado que se acorta y la del perimetro cuando la longitud del lado
que aumenta es de 5 cm?

R/ El lado y el perimetro disminuyen, ambos, a razén de 4 cm/seg.

j.) Un tanque coénico invertido de 10 m de altura y 3 m de radio en la parte superior, se esta
llenando con agua a razén constante. ;A qué velocidad se incrementa el volumen del agua si se
sabe que cuando el tanque se ha llenado hasta la mitad de su capacidad, la profundidad del agua
estd aumentando a razén de un metro por minuto? ;Cuanto tiempo tardara el tanque en llenarse?

R/ El volumen aumenta a razén de 17,81 m3/min. El tanque se llena en 5,29 minutos.

k.) Se vierte arena en el suelo a razén de 0,4 m® por segundo. La arena forma en el suelo una pila
en la forma de un cono cuya altura es igual al radio de la base. ; A qué velocidad aumenta la altura
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de la pila 10 segundos después de que se empez6 a vertir la arena?
R/ La altura aumenta a una velocidad aproximada de 0,0521 m/seg.

I.) Un rectangulo tiene dos de sus lados sobre los ejes coordenados positivos y su vértice opuesto al
origen estd sobre la curva de ecuacién y = 2%, segtin se muestra en la figura adjunta. En este vértice,
la coordenada y aumenta a razén de una unidad por segundo. ;Cudl es la variacion del area del
rectdngulo cuando x = 2?

—_— X

Figura 4.2

R/ El 4rea del rectdngulo aumenta a razén de 3,443 unidades cuadradas por seg.

Préctica adicional de razones relacionadas (M.Sc. Luis Carrera R., M.Sc. Sharay Meneses R.)

GZH Ejercicios
4.2 El voltaje V(en voltios), la intensidad I(en amperios) y la resistencia R(en ohmios) de un
circuito eléctrico, como el que se muestra en la figura, se relacionan mediante la ecuaciéon V' =I-R.
Suponga que V aumenta a razén de 1 voltio por segundo, mientras I decrece a razén de 1/3
amperio por segundo. Sea ¢ el tiempo en segundos.

a.) ;Cuédl eselvalor de dV/dt?
av
R/ T 1 voltio/seg

b.) ;Cuél es el valor de dI/dt?

ar_ -1 amperios/
"3 perios/seg
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c.) ¢Qué ecuacion relaciona dR/dt con dV/dty dIldt?

RI— =1— + R— =
dt dt

av dR al dr 1 [dV al
= — = R
dat dt dt dat I

d.) Halle la razén a la cual R cambia cuando V = 12 voltios e I = 2 amperios ;R aumenta o
disminuye?

R/ La resistencia aumenta a razén de 1,5 ohmios/seg.

4.3 El radio r y la altura & del cilindro circular recto se relacionan con el volumen del cilindro
mediante la formula V =7 r?h.

a.) ;Coémo se relaciona dV/dt con dh/dt, si r es constante?

b.) ¢Cémo se relaciona dV/dt con dr/dt, si h es constante?

av dar
R/E = ZﬂhI’E

c.) ¢Coémo se relaciona dV/dt con dr/dty dh/dt, sini r ni h son constantes?

dh d
2Ly onr &8

av
R/E_n dt dt

d.) En cierto instante la altura es de 6 cm y se incrementa en 1 cm/seg, mientras el radio es de 10
cm y disminuye a razén de 1 cm/seg. ;Con qué rapidez cambia el volumen en ese instante? ;El
volumen aumenta o disminuye en ese instante?

h

av
R/ Hallar a7 = 6 . El volumen disminuye a razén de 207 cm®/seg.

r=10

4.4 Cuando un plato circular de metal se calienta en un horno, su radio aumenta a razén de 0,01
cm/min. ;Cudl es la razén de cambio del drea cuando el radio mide 50 cm?

R/ El 4rea aumenta 7 cm? cada minuto.

4.5 Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un depésito en forma de cono invertido (con
el vértice hacia abajo) a razén de 37 m® por hora. Si el depésito tiene un radio de 2,5 metros en su
parte superior y una profundidad de 10 metros, entonces:

a.) ¢Qué tan rdpido cambia dicha profundidad cuando tiene 8 metros?

R/ El nivel del aceite aumenta 3/4 de metro cada hora.

b.) (A qué razén varia el drea de la superficie del nivel del aceite en ese mismo instante?
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3n
R/ La superficie del nivel del aceite aumenta T m? cada hora.

4.6 Un globo aerostético se infla de tal modo que su volumen estéd incrementandose a razén de
84,951 dm®/min ;Con qué rapidez esta incrementandose el didmetro del globo cuando el radio es
3,05 dm?

R/ El diametro del globo aumenta a razén de 1,45 dm/min, aproximadamente.

4.7 Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3 centimetros por segundo. ;Con qué
rapidez aumenta el volumen del cubo cuando una arista tiene 10 centimetros de longitud?

R/ El volumen del cubo aumenta 900 cm? cada segundo.

4.8 De un tubo sale arena a razén de 16 dm3/seg. Si la arena forma una pirdmide cénica en el
suelo cuya altura es siempre 1/4 del didametro de la base, ;con qué rapidez aumenta la pirdmide
cuando tiene 4 dm de altura?

R/ La altura de la pirdmide aumenta, aproximadamente, 0,0796dm cada segundo.

4.9 Una mujer, en un muelle, tira de un bote a razén de 15 metros por minuto sirviéndose de una
soga amarrada al bote al nivel del agua. Si las manos de la mujer se hallan a 4,8 metros por arriba
del nivel del agua, ;con qué rapidez el bote se aproxima al muelle cuando la cantidad de cuerda
suelta es de 6 metros?

R/ El bote se aproxima al muelle con una velocidad de 25 m/min.

4.10 Se bombea agua a un tanque que tiene forma de cono truncado circular recto con una razén
uniforme de 2 litros por minuto (1 litro = 1000 cm?®). El tanque tiene una altura de 80 cm y radios
inferior y superior de 20 y 40 cm, respectivamente. ;Con qué rapidez sube el nivel del agua cuando

la profundidad es de 30 cm?

Nota: El volumen V de un cono truncado circular recto de altitud % y radios inferior y superior a y
b es:

V= %h(a2+ ab + b?)
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R/ El nivel del agua sube con una rapidez aproximada de 0,8418cm cada minuto.
4.11 El agua esta goteando del fondo de un depésito semiesférico de 8 dm de radio a razén de 2
dm? /hora. Si el dep6sito estaba lleno en cierto momento, ;con qué rapidez baja el nivel del agua

cuando la altura es de 3 dm?

Nota: El volumen Vde un casquete de altura i de una esfera de radio r es: V = % h?3r - h).

R/ El nivel del agua baja a razén de 0,016dm/seg, aproximadamente.

4.12 Una escalera de 4 metros se apoya contra una casa y su base comienza a resbalar. Cuando la
base estd a 3,7 metros de la casa, la base se aleja a razén de 1,5 m/seg.

a.) ;Cudl es la razén de cambio de la distancia entre el suelo y la parte superior de la escalera sobre
el muro en ese instante?

R/ La distancia entre el suelo y la parte superior de la escalera disminuye a razén de 3,65 m/seg.

b.) ;Cuadl es la razén de cambio del 4rea del tridngulo formado por la escalera, la pared y el suelo
en ese instante?

R/ El 4rea del triangulo decrece a una velocidad de 5,613 m? /seg.

c.) ;(Cuél es la razén de cambio del dngulo 6 entre la escalera y el suelo en ese instante?
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Figura 4.3

R/ El &ngulo decrece a razén de 0,9869rad/seg, aproximadamente.

4.13 Si Angélica mide 1,80 metros de altura y se aleja de la luz de un poste del alumbrado ptblico,
que estd a 9 metros de altura, a razén de 0,6 metros por segundo, entonces:

a.) ;Con qué rapidez aumenta la longitud de su sombra cuando Angélica estad a 7,2 metros del
poste? ;A 9 metros?

R/ La longitud de la sombra crece a razén constante de 0,15 m/seg.
b.) ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?
R/ El extremo de la sombra se mueve a razén constante de 0,75m/seg.

c.) Para seguir el extremo de su sombra, ;a qué razén angular debe alzar la cabeza cuando su
sombra mide 1,8 metros de largo?

R/ Para seguir el extremo de la sombra, se debe alzar la cabeza a una razén angular de 0,042
radianes cada segundo.

4.14 Un automévil que se desplaza a razén de 9 m/seg , se aproxima a un cruce. Cuando el auto
estd a 36 metros de la interseccién, un camién que viaja a razén de 12 m/seg , cruza la interseccion.
El auto y el camién se encuentran en carreteras que forman un dngulo recto entre si. ;Con qué
rapidez se separan 2 segundos después de que el camién pasa dicho cruce?

R/ El automévil y el camién se separan con una rapidez de 4,2m/seg.

4.15 Un avién vuela con velocidad constante, a una altura de 3000 m, en una trayectoria recta que
lo llevara directamente sobre un observador en tierra. En un instante dado, el observador advierte
que el d&ngulo de elevacion del aeroplano es de 7/3 radianes y aumenta a razén de 1/60 radianes
por segundo. Determine la velocidad del avién.

R/ El avién viaja a una velocidad de 66,67 m/seg. La velocidad es negativa pues la distancia
horizontal entre el avién y el observador disminuye; de igual forma, la distancia del avién al
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observador en tierra, también disminuye)

3
4.16 Una particula se estd moviendo sobre una curva cuya ecuacion es

y 8

= —. Suponga que
2 5 pongaq
la coordenada x se estd incrementando a razén de 6 unidades/seg cuando la particula estd en el
punto (1,2).
a.) ;Con qué rapidez estd cambiando la coordenada y del punto en ese instante?
R/ La coordenada y disminuye a razén de 8,57 unidades/seg.

b.) ¢La particula estd ascendiendo o descendiendo en ese instante?

R/ El ese instante, la particula esta disminuyendo.
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Dada una funcién f, una primitiva arbitraria de ésta se denomina generalmente integral indefinida de f

y se escribe en la forma / fx)dx.
La primitiva de una funcién también recibe el nombre de antiderivada.

Si A es una funcién tal que A'(x) = f(x) para x en un intervalo I, entonces la integral indefinida de f(x)
estd dada por:

ff(x)dx:/l(x)+C

C es cualquier ntimero real y recibe el nombre de constante de integracion.

Teorema 5.1

Si Fi(x) y F2(x) son dos funciones primitivas de la funcién f sobre un intervalo [a, b], entonces

Fx)-Fx)=C

es decir, su diferencia es igual a una constante.

Puede decirse a partir del teorema 5.1 que si se conoce cualquier funcién primitiva de F de la funcién f,
entonces cualquier otra primitiva de f tiene la forma F(x) + C, donde C es una constante. Luego

ff(x) dx=F(x)+C si F'(x) = f(x)

Nos dedicaremos ahora a estudiar los métodos que permiten determinar las funciones primitivas, (y por
tanto las integrales indefinidas), de ciertas clases de funciones elementales.
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El proceso que permite determinar la funcién primitiva de una funcién f recibe el nombre de “integracién
de la funcién f”.

Las propiedades estudiadas para la integral definida también se cumplen para la integral indefinida.

Férmulas y métodos de integracion

5.1.1 Regla de la cadena para la antiderivacion

Sea g una funcién derivable en un intervalo I.
Sea f una funcién definida en I y H una antiderivada de f en I. Entonces:

ff[g(x)] -g'(x)dx=H[gx)]+C

Note que % [H(g(x)+Cl=H'(g(x)-g'(x)+0=H'(g(x))- g'(x), como H es una primitiva de f entonces
H'(x) = f(x) por lo que:

H'lgx)]-g'(x)=flgx)]-g'x)

Luego tenemos que:

n+1
1. f[g(x)]"-g’(x) dx= wm’, n#—-1. jCompruébelo!

" xn+1 .
2. | x"dx= 1 +C, x#1, {Compruébelo!

El caso en que n = -1 serd estudiado luego.

Eemplo 5.1

L1+ 52
fxdx: +C=—=
1+1 2

Qemplo 5.2

6 6
X 2x
[4x5dx:4fx5dx:aE+C:?+C

Ejemplo 53
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gomplosa

f Cx+1)°dx

d 1
Note que P (2x+1) =2, por lo que es necesario multiplicar por 2 y 5 de la siguiente manera:

1 1 [ @x+1)° 2 4+1)8
[(2x+1)5dx=5‘[2(2x+1)5dx=5f( x;’ ) +C=( x+1) +C

Ejemploss

f5—xdx = 5[ X Note que d (Bx% +4) =6x
V3x2 +4 V3x2+4 45€ ax
5 _
- Efﬁx(s',x2+4)71dx
5 (Bx%+4):
= -~ " +cC
6 3
= g\/3x2+4+c
1
f(2+y)(4y+y2+5)%dy = E-fz(z+y)(4y+y2+5)%dyNoteque dy(4y+y* +5) = 2(y +2)
1 , 1
- 5-[(4+2y)(4y+y +5)3dy
1 215)
= _M_’_C
2 4
3
= %(4y+y2+5)§+C
A Ejercicios
5
5.1 fﬁdx, x>0
5.2 3i+4dx
X

5.3 f(4€/§+3€/§)dx
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5.4 fsu(3+2u3)§du

7(1+5x)

55 | ——————dx
V2x+5x2+4

dx 3

5.6 , X< —
v3-2x 2

5.1.2 Integral de la funcion exponencial de base ¢

d d
Recuerde que Ir e’ =e* y que - [ eg(x)] = e8W. g/ (x)

Luego fexdx: e+ C yfeg(x) g'(x) = o804 ¢

[Zx

d
En este caso Ix (2x) =2, por lo que multiplicamos y dividimos por 2 para tener la integral completa.

1 1
[ezxdxz—fZezxdxz—e2x+C
2 2

Ejemploss

/ 5xe3* dx
Note que 4 (3x%) =6x
1 dx B

1 5
/5xe3x2dx:5-gf6x-esx2dx:ge3x2+C

Ejemploss

eﬁd

e
Note uei(\/f)——1
dHe 7x T 2Vx
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earctan X
3 dx
1+x

d
R d — t B
ecuerde que dx (arctan x) Tt 22

earctan % 1
[ T dx:f1+ 5 earctanx dx:earctanx+c
X X

ZA Ejercicios

4x
5.7 fesz dx

5.8 f e*2+3e%°dx

(3+1
5.9 f—93+ DY) i
X

5.10 fx(e4x2—x+ 1)dx

etanx
5.11[ s—dx
COs* X

5.12 f ¢ dx
) V4 —6e*

5.1.3 Integral de la funcion exponencial de base “a” (a>0,a#1)

d
Como Ix (a®) = a*In a entonces:

/axlnadx:ax+C y faxdx:hcll

1 2
fzxdx:—[lenzdx:—x+c
In 2 In2
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Eemplo 5.12

1 3
fx34x2dx:§f8x34x2dx:

4x?
+C

Eemplo 5.13

f(2t+ 1) 50+ gy

1
f(2t+1)5‘2”+4dt = ﬁf(2t+ D fEH D g rdy
n

1 2
_ - 5([ +1+4) +C

In5
5.1.4 Integral que da como resultado la funcion logaritmo natural

1
f; dx=In|x|+C (5.1)
Prueba:
Si x > 0 entonces |x| = x,y,In |x| =In x por lo que:

d (n|x]) = d (lnx)—1
dx T dx Cx

Si x <0 entonces |x| = —x,y,In |x| =In (-x) por lo que:

i(ln |x1) = i(ln(—x)) - .1=2
dx Cdx X X

De esta manera queda comprobado la igualdad dada en 5.1.

En general se tiene que

f'(x)
fx)

dx=In|f(x)|+C

Observe que la expresion en el denominador debe tener exponente uno y que ademads en el integrando
debe aparecer la derivada de f.
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3 1
f— dx=3f— dx=In|x|+C
X X

1 [ 2 1
f al dx:—[ al dx=3In|x+1]+C

[ —4x+1
———F—— dx
4x?>-2x+5
d 4.2
Note que a@x —2x+5)=8x-2

e X — -
4x2-2x+5 2 J 4x2-2x+5

—lf 8x—-2
— | ——— dx
2 J 4x2-2x+5

-1
= =5 In |4x2—2x+5|+C

/ —4x+1 d -1 [ -2(-4x+1)

Nota. Cuando en un cociente, la variable de la expresién en el numerador tiene exponente mayor o igual al
de la variable en el denominador, debe efectuarse primero una division y luego integrar como se especifica
en los ejemplos siguientes:

Ejemplos.17 -

3y 15 dy
— = R = -1 — = —-151 +5| +
f 5 dy f(S v 5) dy fB dy 5/ 5 3y—15In|y+5| +C
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gomplos.1s

472
[z
2y+5

I
—
—_——
A}
<
|
N o
+
\&}
1[I
w
N ——
<

5 25 1 2
2y——|dy+ d
f(y )y22f2y+5y

5 25
= y2—5y+zln|2y+5|+c

A Ejercicios

5
513[ y+6y
10y +3

5.1.5

Integrales de las funciones trigonométricas

Se debe tener muy claro cual es la derivada de cada una de las funciones trigonométricas estudiadas.

Daremos a continuacién la lista de las férmulas:

1. facosudu:asenu+C

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) cos f(x)dx=asen f(x)+C

gemplos1s

fo cos x* dx = sen x* + C. Note que u = x? y du=2x dx

Ejemplos.20

cosv/x
VX

Noteque u=vxy du=——

dx
2Vx

1
dx=2/—cos xdx=2senyvx+C.
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gomplosar

5 5
fS cos4x dx=1f4 cos4x dsz sen4x +C

EE Ejercicios
5.14 fexcos(z e*+1)dx

1
5.15 f—cos(nx) dx
X

2. fasenudu=—acosu+C
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx por lo que

faf’(x) sen f(x)dx=—a cos f(x) +C

3 -3
fS senb5x dx:gf5 senb5x dx:? cosb5x +C

Ejemplos2s

fxz sen(x3+4) dx

Note que u:x3+4y du=3x%dx
/xz sen (x> +4) dx

1
§f3x2 sen (x> +4) dx

-1
= ? cos(x3+4) +C

Eomplosas

/4x sen(d— x%) dx

4
f4x sen (4 —x%) dx = f—Zx sen(4—x%) dx, u=4-x*y du=-2xdx

—2(-cos(d—x*)+C

= 2cos(4—x2)+C
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A Ejercicios
6
6_[ cos 6x dx
sen(6x) +4

—X
5.17 f sende 1) .,

ex

sen u —sen u
3.fatanudu:a/ du:—a/ du=-aln|cosx|+C.
cos u cos u

Viélido para {u€R tal que u#n/2 + nn, ne zZ}
Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) tan f(x) dx=—aln|cos f(x)|+C

1 -1
ftanGx dngfG tan 6x dx=?1n|c036x|+C

Ejemplos2e -

fextanex dx=-In|cose*|+C, u=é€* du=e*dx

Ejercicios
5.18 f tan‘/_

519 f tan(esen x)
SeC X

4. facot udu:afcosuduzalnlsenuHC
sen u
Vaélido para {u€R tal que u# nn, nez}

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) cot f(x) dx=aln |sen f(x)|+C
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gomplosar

1 1
fx cot (x* +4) dx= = fo cot (x*> +4) dx= E-ln |sen(x®+4)| +C

Ejemplos2s

cot(v/x) _f
f 7x dx=2 2\/_cot(\/_)dx 2 In |sen(vx)|+C

A Ejercicios

5.20 f cot(sen x)
sec x

2
5.21 f—csc x) dx
cot2x+3

5. fa sec’udu=atanu+C
Vélida para {ueR tal que u#n/2+nmn, nez}
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

faf’(x) sec’[f(x)] dx=atan f(x)+C

2 2
/2 sec’(3x) dx = 5[3 sec’(3x) dx = 3 tan3x+C

I

[ e[ ] -amf 2

1

1 1
f&xnx)dx:tan(lnx)+c Siu=In x, du:;dx

BN Ejercicios

5.22 f S S
cos” 2x+1)
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5.23 f—secz (t;m 2 dx
COs* X

6. fa csc® udu=-acotu+C
Esta férmula tiene sentido en {u € R tal que u# nm, ne 7}

Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx y por tanto

faf’(x) csc? f(x) dx=—-acot f(x) +C

1 -1
fo csc? (5x%) dx = gflo csc? (5x%) dx = = cot (5x2)+C

|

d 1
f—x :f— csc? (In x) dx=—cot(In x) + C
x sen?(In x) X

|

csc2(v/x) 1
_— dxzzf— csc?y/x dx=-2cot Vx+C
NG o = v
dx
Note que si u = v x entonces du = ——
e VX W

Ejercicios

20,—X
5.24 fcsc—(e) dx
ex

5.25 f(,?;x2 + X) csc 2(2x3 +x%+ 1) dx

7. fsecutanuduzsec u+C
Esta igualdad es vélida para {ueR tal que u#n/2+nmn, nez}

Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

ff’(x) sec[f(x)] tan[f(x)] dx =sec[f(x)]+C
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fsec (5x) tan(5x) dx = %fsec (5x) tan(5x) dx= % sec(5x)+C

|

fex sec(e¥) tan(e®) dx =sec(e®)+C

2
f x sen(x”) dx

cos2(x2)

2 2
j‘xsen(x)dx _ fx sen(x“) dx

cos?(x?) cos x2 cos x2

fx sen x° tan x° dx
1
= Efo sec(x?) tan(x?) dx

L sect?)+C
= — SecC(x
2

Ejercicios

3
5.26 f S€COX dx
cot 3x

an (3)

t
5.27 f—d
xzcos(l) *

X

8. fcsc ucotudu=-cscu+C
Esta igualdad vale para {ueR tal que u# nm, ne z}
Si u = f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que

ff’(x) csclf(x)] cot[f(x)]dx=—csc[f(x)]+C
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Ejemplos.s7

(111 fx csc (4x?) cot (4x%) dx

1
fx csc (4x2) cot (4x2) dx ngx csc (4x2) cot (4x2) dx

= —1[—csc(x2)]+c
8

_ 4x2
_ cscg(x)_i_c

Ejemplos.ss

1 -1
f CeEY) o —f?) csc(3x) cot(3x) dx = — csc(3x) +C
tan(3x) 3 3

fex cos(e¥) —fex cos(e®) dx

> —fex cot(e) csc(e®) dx=—csc(e®) +C
sen+(e¥)

sen(e¥) sen(e¥) B

Ejercicios

dx
5.28 f
x sen? (In x) sen(In x)

5.29 /csc x (csc x + cot x) dx

9. Calculemos ahora f sec u du. Para ello se multiplica el numerador y el denominador por la expresién

sec u+tan u en la forma siguiente:

sec u (sec u+tan u) du
secudu= +C
sec u+tan u

=In|secu +tan u|+C

fsec2 u+secutan udu
sec u+tan u

Esto es asi ya que, segtn lo estudiado sobre la integral que da como resultado la funcién logaritmo
natural, si f(u) = sec u+tan u entonces f’(u) = sec u tan u+ sec’u y se tiene por tanto una integral de
la forma

ff’(u)du
fw
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El resultado anterior es valido para {u€R tal que u#n/2+nn, nez}
Si u = f(x) entonces du = f’'(x) dx, por lo que:

ff’(x) sec[f(x)] dx=1n |sec[f(x)] +tan[f(x)]|+C

1 1
fsech dngfG sec 6x dngln |sec 6x +tan 6x|+C

|

3 3
f3xsecx2 dszfosecxz afnglnlsecx2 +tan x°|+C

1
f&xnx) dx=1In|sec(ln x) +tan(In x)|+C

Ejercicios
2Xx

5.30 f G
e X

5.31 fsec (tanzx) dx
COs® x

10. En forma similar al procedimiento seguido en el caso anterior calcularemos f csc udu.

csc u (csc u—cot u)
/csc udu:f du

csc u—cotu

/csczu—csc ucotu

dx=In|csc u —cot u|+C
csc u —cot u

Este resultado es vélido para {u € R tal que u# nn, ne zZ}
Si u= f(x) entonces du = f'(x) dx, por lo que:

ff'(x) csc[f(x)] dx =1n |csc[f(x)] —cot[f(x)]|+C
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1 1
fx csc x? dszfo csc x? dsz In |csc x% —cot x*|+C

|

fex csc e dx=1n|csc e —cot e*|+C

3 1 -1 1
f—csc (—) dx=—3f—2 csc (—) dx=-31n
X X X X

+C

o} o)

Ejercicios

5.32 f—csc (Cgt 2 dx
sen< x

5.33 fcsc (%) dx

5.1.6 Integrales que involucran potencias y productos de funciones trigonométricas

Antes de proceder a determinar este tipo de integrales es conveniente recordar las férmulas siguientes:
a.) sena+cos’a=1,acR
b.) tana+1=sec’a, a€R,a#nw/2+nn, neZ

c.) cot’a+1=csc’a, acR, a#nm, nez

d.) sen2a=2sena cosa, xR

9 1-cos2a

e.) sen a:T,aER
1+cos2a
f.) cosza:T,ae[R{

Estudiaremos mediante ejemplos los casos generales que se enuncian a continuacion:

1. Integrales del tipo f sen” x dx, f cos” x dx con n un entero positivo par.
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Ejemplos.s

fsenzx dx

Se utiliza la férmula dada en e.)
f sen®x dx

1—-cos2x
[l
2
1 1
f— dx——/cost dx
2 2

x 1
= ——-sen2x+C
2 4

Ejemplos47

f sentx dx

fsen4x dx = f(sen2 x)? dx

1— 2
f( cos Zx) dx
2

1
= Zf(l—z cos 2x + cos? 2x) dx

1 1 1
= —fdx——chostdx+—/cosz2xdx
4 4 4

En la tltima integral se utiliza nuevamente la férmula dada en e.), solo que en este caso a es igual a
2x.

1 1 1 [1—-cosdx
fsen4xdx —x——sen2x+—f—dx
4 4 4 2

1 1 1 1
-x—- sen2x+—[dx——fcos4x dx
4 4 8 8

1 1 1 1
—x——-sen2x+—-x——sen4x+C
4 4 8 32

3 1 1
—x——-—sen2x——sen4x+C
32

Ejercicios
5.34 fcoszx dx
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En forma similar se procede con f cos® x dx y en general con las integrales de las potencias pares de

las funciones seno y coseno.

2. Integrales del tipo fsec"x ax, fcsc"x dx con n un entero positivo par.

Qemplo 5.48

fsec‘lx dx

d
fsec4x dx = fseczx sec? x dx, note que T tan x = sec® x
X

f(tan2x+ 1) sec’x dx

ftanzx sec? x dx+fsec2x dx

tan3 x
= +tanx+C

Similarmente, utilizando la identidad c.) puede determinarse f csctx dx

Eemplo 5.49

f sec®x dx

f(secz x)? sec’xdx = f(tan2x+ 1)? sec®x dx

[(tan4x+2 tan®x+1) sec’ x dx

[tan“x sec’ x dx+2ftan2x sec’ x dx+fseczx dx

tan® x tan3 x
= = +2 3 +tanx+C

Ejercicios
5.35 fcsc 6x dx

Utilizando el procedimiento anterior pueden calcularse las integrales de las potencias pares de
las funciones secante y cosecante. En el caso de potencias impares debe utilizarse el método de la
integracion por partes que se estudiard méas adelante.
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3. Integrales del tipo f tan” x dx, f cot"x dx con n un entero positivo par.

Ejemplos.so

ftanzx dx

ftanzx dx = f(seczx—l) dx

fseczx dx—fdx

= tanx—x+C

Utilizando la f6rmula dada en c., calcule f cot’x dx

Ejemplosst

ftan“x dx

ftan4x dx f(seczx— D? dx

fsec4x dx—zfseczx dx+fdx

f(tan2x+ 1) sec’x dx—2 tan x + x

= fseczxseczxdx—Ztanx+x

= tanx—x+C

ftanzx sec? x dx+fsec2x dx-2tan x+x

tan’ x tan® x
= 3 +tanx—2tanx+x+C

+x—tanx+C

Ejemploss2

Determine f cotx dx

4. Integrales del tipo fsenmx dx, fcosmx dx, ftanmx dx, fcot "x dx con m un entero positivo
impar.

Eomplosss

fsen?’x dx
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fsensx dx = fsenzx sen x dx:f(l—coszx) senx dx

fsenx dx—fcoszx senx dx

fsenx dx+f(cos x)? (-sen x) dx

1
—cosx+§ cos® x+C

Ejemplos.sa

Determine / cosSx dx

Eomplosss

fcos5x dx

fcos5x dx = fcos‘lx COS X dx:f(cos2 x)? cos x dx

f(l—senzx)2 COS X dx:f(l—Z sen® x +sen* x) cos x dx

fcosx dx—Zfsenzx cosxdx+fsen4x cos x dx

2 45 1 4
senx—g sen x+Z sen“ x+C

Ejemplos.se -

Calcule f sen’ x dx
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Eomploss?

ftansx dx = ftanzx tan x dx

f(seczx— 1) tan x dx

fseczx tanxdx—ftanxdx

1
p tan’x dx+1In |cos x| + C

Ejemplos.ss -

fcot5x dx

fcot >x dx

fcot 4x cot x dx= f(cot 2x)2 cot x dx

fcsc4x Cotxdx—chsczx cotxdx+fcotxdx

f(cot2x+l) csc?x cotxdx—zfcotxcsczx dx+fcotxdx

1 4 2
— csc x+cot“x+In |senx|+C

Eomplosss

Determine f tan® x dx

5. Integrales del tipo fcos"x sen’ x dx, ftan"x sec” x dx, fcot "x sec” x dx,con n'y r ambos ente-

ros positivos pares.

Eomplosso

1= f sen’x cos*x dx (utilizando las férmulas e. y f.)

1-cos2x) (1+cos2x)\?
I:f dx
2 2

1
= gf(l —c0s 2x)(1 +cos 2x)? dx
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1
= g[(l + 08 2x — cos® 2x — cos® 2x) dx

1 1 1 1
:gfdx+ ngOSZJC dx—ngOSZZx dx—gfcos22x cos2x dx

1 1 1 [1+cos4x
==X+ sen2x——fT

1
dx— —f(l —sen’®2x) cos2x dx
8 16 8 8

1 1 1 1
=—x+— sen2x——fdx——fcos4x dx—f(l—senZZx) cos2x dx
8 16 16 16

1 1 1 1
=—XxX+—sen2x— — sen4x——f(c052x—sen22x cos2x) dx
16 16 4 8

1 1 1 1 1 3
=1—6x+1—6 sen2x— — sen4x— —sen2x+ —sen"2x+C

Qemplo 5.61

ftan2 x sectx dx

ftanzx sec* x dx /tanzx sec’ x sec’ x dx

= /tanzx(tan2x+ 1) sec® x dx

/tan‘lx sec’ x dx+ftan2x sec® x dx

1 5 1 3
= —tan’x+—-tan" x+C
5 5

Ejercicios
5.36 Calcule fcot 2x cscx dx
5.37 Calcule fsenzx cos’x dx

5.38 Calcule fsen4x cos’x dx

6. Integrales del tipo fsen”x cos’ x dx, ftan"x sec’ x dx, fcot "xcsc” x dx, con n'y r ambos ente-

ros positivos, siendo por lo menos uno de los exponentes impar.
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Eomplosz

fsen3 x cos* x dx

fsen3 xcostxdx = fsenzx sen x cos? x dx

f(l —cos® x) sen x cos* x dx:fsenx cos* x dx—fcosz sen x dx

—fcos4x(—sen X) dx+fcossx(—sen x) dx

1 5 1 7
= —-cos’x+=cos'x+C
5 7

Ejemplos.e

f sen” x cos® x dx Ejercicio para el estudiante

Ejemplos.ea

fcos‘r’x sen® x dx

fcosSx sen®x dx fcos5x sen®x sen x dx

fcos5 x(1- cos? XxX)senx dx

fcosSx sen x dx—fcos7x senx dx

1 6 1 8
——cos’x+—-—cos"x+C
6 8

Eomplos.ss

ftansx secx dx
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ftansx secxdx = ftanzx tan x sec x dx

[(sec2 x —1) tan x sec x dx

= [seczx(tanx sec x) dx—ftanx secx dx

1 3
3 secx—secx+C

Ejemplo 5.66

f cot°x csc x dx Ejercicio para el estudiante

Ejercicios

5.39 fsenSx cos® x dx

5.40 f\/cos x sen’x dx

5.41 fsech dx

3
r
5.42 fcosz dt
4

5.43 f tansy dy
sec

sec> x
5.44[ dx
tan? x

5.45 f R
CO

5.1.7 Integrales que dan como resultado funciones trigonométricas inversas

A partir de las férmulas estudiadas en el capitulo de derivacion sobre las derivadas de las funciones
trigonométricas inversas, pueden determinarse varias integrales indefinidas.

1 dx
1. Como — arcsen x = , entonces =arcsen x+C
dx V1-—x? V1-—x?
Ademas
f dx _ _ (F)+ca>0 sbelo)
Nl arcsen (— , a ompruébelo
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En general

[%:arc (f ))+C

dx dx X
= = arcsen(—) +C
9—x2 32— x2 3

i)+C

f dx —f dx —arcsen(
8 — x2 v (VB)2 — x2 V8

f dx __ f dx -1 i L arcsen(2x) + C. (En este caso, f(x) =2x)
V1-4x2 -2 2J) oa—@n? 2 '

V7 dx

fgdxmzfm\/_fm\/_

arcsen (

x dx _ -1 —2x dx —1 3—x2
f / = — arcsen 3 +C

9-— 3x2 V9 3x2

Note que f(x) =3-x*y f'(x) = —2x dx

T

1)

f dx
4-2x—x2
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En este caso debe “completarse cuadrados” en la expresiéon que aparece en el subradical.
4-2x-x*=5-(x+1)°

Sustituyendo en la integral

(x+ 1)
=arcsen|—— |+ C

dx _f dx
fm‘ V55— (x+1)2 V5

Qemplos.n
(x+3)dx
V3 -2x2
f(x+3) dx _ xdx N 3dx
V3 -2x2 V3-2x2 V3 -2x2
= fx(B—sz)_71 dx+3f dx
V(V3) - (vV2x)
= —lf—4x(3’>—2xz)i71 dx+if vE s
! V2l v - (v’
= —% \/3—2x2+% arcsen(%) +C
Qemplos.n
f dx
V—-4x2+12x

Volvemos a completar cuadrados en el subradical —4x* +12x =9 — (2x - 3)*

Sustituyendo:
dx 3 [ dx
V—-4x2+12x V99— (2x—3)2

1 2dx

2 V9 - (2x—3)?

1 (2x—3)
— arcsen +C
2 3


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.1 Férmulas y métodos de integracién

279

Ejemplos.n
2+x)dx
V4 -2x—x2
2+x) dx 3 xdx N 2dx
Va4 —2x—x? V4 —2x— x? Va4 —2x— x?
—_1 —2x dx

dx
—+2[—
V4 —-2x—x? V4 —-2x—x?

-1 —2x—-2+2 dx+2f dx
V4 —2x—x2 V4 -2x—x2

-1 (-2x-2) 1 2dx +2f X
— —_— x__
V4 -2x—x? 2) Va-2x—x2 V4 —-2x—x2

-1 (-2x-2) . 1 2dx +2f dx
V4—2x—x? 2J) Va-2x—x2 V4 —2x— x2

= — | (-2x-2)4-2x- x)2 dx+f
f Vf_7¥1T?

1 4-2x-x%): x+1
= — —————+arcsen|—|+C
7 1 5

x+1
= —\/4—2x—x2+arcsen(—)+C
V5

Ejercicios

546 [ 2223 44

V1-4x2

x dx

V3—-2x—x2

2x+3
548 [ =223 4,

V5—x2—4x

5.47

d
2. Como P arctan x = entonces
X

1
VitxZ

=arctan x+C

dx
V1+x2
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1
Ad = — arct C, dond 0. belo!
emasf\/m _arc an(a)+ onde a > 0. (Compruébelo!)
En general:
!
—f ) dx = ! arctan(—f(x))+C
a2+[fX))%® a a
dx dx 1
= arctan — +C
f9+x2 [32+ 273 3
f dx
2+4x2
f dx 3 f dx 3 lf 2dx
2+4x2 (V2)2 + (2x)2 2J (V2)2+(2x)2
= liarctan(z—x)+C = Larctan(\/ix)+C
2 V2 V2 2V2
fx_” dx
5+ 2x2
f xX+2 x dx f 2dx
———dx = +
5+2x2 54 2x2 5+ 2x2
B 1f4x dx f V2 dx
5422 2) (Bt (Va2
1 V2 2x
= = 1In|5+2x% +— arctan +C
Y Y

f dx
———— dx
4x*>+4x+3
Se “completa cuadrados” en la expresion que estd en el denominador.

Ax2 +4x+3=4x>+4x+4-1+3=(2x+1)%+2

Sustituyendo en la integral:
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f dx B dx _lf 2dx 11 arctan(2x+1)+C
4x2+4x+3 ) @x+D2+2 2J (V22+Q2x+1)2 2 V2 V2

|

dx S .
f - Ejercicio para el estudiante
X“+2x+5
3x3 dx o .
f —————— dx Ejercicio para el estudiante
4x2+12x+13

|

f 3xdx

X2 +6x+12

f 3xdx B 3j 2x dx
2+6x+12  2J x2+6x+12

3[ 2x+6—6
2J x2+6x+12

3 (2x+6)dx 3[ -6 dx

— —+_ F—
2) x2+6x+12 2J x2+6x+12

3 (2x+6) dx 9/ dx
2J x2+6x+12 3+ (x+3)2

3 9 X
= —In |x2+6x+ 12| — —arctan(—) +C
2 V3

f 2x3 dx

2x2-4x+3
En este caso se debe hacer primero la divisién, pues el exponente de la variable en el
numerador es mayor que el exponente de la variable en el denominador.
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2x3 dx 2x3 5x—6
—_— = ——dx=| x+2)+ ———— dx
2x2—4x+3 2x2—4x+3 2x2 —4x+4
5x dx
f(x+2) dx+f— dx—6f—
x2—4x+3 2x2—4x+3

5 4x dx dx
(x+2)dx+ - -6
4) 2x2—-4x+3 2x2—4x+3

5[ (4x—-4+4) dx dx
x+2)dx+-| ——— -6 | ———
4 2x2—4x+3 2x2—4x+3

5 (4x—-4) dx 5/ 4dx f dx
2x2

[(x+2)dx+— +2 6
4) 2x2—-4x+3 4J) 2x2-4x+3 —4x+3

x+2)? 5
. &4 +>In|2x%* —4x+3|-
2 4

if v2
v2J) V2x-v2)2+1

x+2)? 5 1
= ( 2) +Zln|2x2—4x+3|——arctan(\/ix—\/i)+C

V2

Vamos ahora a estudiar algunos tipos de integrales que no se determinan utilizando las férmulas anterio-
res, sino mediante algunas técnicas especiales, llamadas técnicas de integracion.

Técnicas de Integracion: Método de sustitucion:

Anteriormente hemos resuelto integrales como las siguiente:
f xV4-x2dx

Como d(4 - x?) = —2x dx entonces multiplicando y dividiendo por —2 se obtiene que:

-1 1 (4-x%)5
fx Via—x2dx= 7[—2x(4—x2)% dx=—§-¥+C
3
Sin embargo, una integral como f xVx+2 dx no puede calcularse por el procedimiento anterior ya que
d(x+2) = dx # x dx. Se necesita por tanto un procedimiento que nos permita calcular este y similares

tipos de integrales. Para ello veamos el teorema siguiente:

Teorema 5.2

Si x = g(w) es una funcion derivable que posee una funcién inversa u = g~!(x) también derivable.
Entonces, en cualquier intervalo donde g'(x) # 0 se tiene que:
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ff[g(u)] g’(u)du:H(u)+C:>ff(x)dx:H[g_1(x)]+C

Prueba.
Utilizando la regla de la cadena se tiene que:

4w =L g W =L Hw- L g )
dx T dx & du dx §
“du g'(u)

d 1
(Recuerde que d—; = o sea, la derivada de la funcién inversa es igual a 1 sobre la derivada de la

o dx
funcién original).

d !/
Como %H(u) = flg(u)]g'(u) entonces

d _1 _ / 1 _ _
P H(g™ (0) = flgwlg (w) N flgl = f(x)

Con esto se ha demostrado que H[g ! (x)] es una derivada inversa de f,y que por tanto, bajo condiciones
apropiadas es posible llevar a cabo el proceso de sustitucion.

Ejemplos.es
fxz vVx+4dx
Sea u® = x+4, 3u*du = dx, x = u® — 4. Sustituyendo:
fxz Vx+4dx = f(u“”’—4)2 Viud3u? du
= f(u6—8u3+ 16)u3u® du

= 3/(u6—8u3+16) ud du

= Sf(u9—8u6+16u3)du

410 i ut ,
5_87“6? +C,como u=vx+4

= 3

= 1% (Vv x+4)10—% Vx+4)"+12(Vx+4) +C
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Eemplo 5.86
f xVx+2dx

Seau=x+2,du=dx

luego x = u—2, sustituyendo:

fx\/x+2 dx f(u—Z)\/ﬁdu:f(u%—Zu%)du

N

39
[NIIS))
jw

2
-2 +C:g(u) +C

NIO‘I| <
w|m| <
|
W
<

2t taitac
= =(= --(x
5 3

Note que se escogi6 la variable u con el exponente 3, (1®), para que al sustituir se obtuviera una raiz
ctbica exacta.

5emplos.a7
X
dx
f\/3x+4
2 2 , u?—4
Sea u” =3x+4, luego 2udu=3 dx = gudu:dx.Ademasx:
Sustituyendo:
u-4 2
f x dx _ 3 sudu
V3x+4 vu?
2 [ u(u?-4
_ _[ w -4 ,
9 u
2 2
= —|(w—-4du
s
2 [ud
= Z|=-4u|+cC
93
2 , 8
= Eu —§u+C,comou:\/3x+4

2 3 8
= E[\/3x+4] -5 VBETa+C
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gomplosss

VY4

1+ 9y
En este caso se debe sustituir” y” por una expresion que posea tanto raiz cuadrada como ctibica, asi
y=ub yentonces dy = 6u’du

Sustituyendo:

f NG dy = f\/ﬁsuf'du

1+ ¥y 1+ vub
8
u
= of 2
u-+1
u uww ud
= 6——-——+——u+arctan u+C
7 5 3

6 6
= = (\6/7)7—3 (¥/3)° +2(¢7)% -6y +6 arctan ¢y +C

f xdx
(x+1)5
Sea u® = x + 1. Entonces 3u?du = dx. Ademés x = u® — 1. Sustituyendo

(x+1)3 (u3)3

f x dx (w3 - 1)3uldu

B 3] WwP-1)du

u2

= 3f(u3—1)du
4

3
= Z(\/Sx+1)4—3 Vx+1+C

Ejemplos.so -

f(x?’ +3)i x° dx
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4
Sea u* = x3 + 3. Entonces 4u®du = 3x% dx o también gu‘o’du =x*dx

Ademas x° = u* - 3. Sustituyendo:

4
f(x3+3)ix3-x2dx = f(u4)i(u4—3)§u3du

4
B u(u* -3)ud du

= gf(ug—u‘l)du

P

9 5

4
= +C
3

- 24—7 [V +3]9—14—5 (VB3 +3)5+C

EX Ejercicios
5.49 [ _dx
1+vx-2
5.50 f __dx
2Vx+x
5.51 [x(2+x)§

5.52 f x°Bx%+4) dx

5.53 f\/6+y(y+2)2dy

5.3 Meétodos de Integracion: Integracion por partes

Esta es otra técnica que se utiliza para expresar una integral en otra expresiéon que se puede determinar
mas facilmente.

Consideremos dos funciones f y g derivables en S. Luego, por medio del diferencial de un producto se
tiene que:

dlf(x)-gx)] = f(x) g x) dx+gx) f'(x) dx
fx) g dx=dlf(x)-gx)]-gx) f(x) dx

integrando a ambos lados:

ff(x) g% dx:fd[f(x)-g(x)]—fg(x) f'(x) dx
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de donde

ff(x) g'(x) dx=f(x)-gx) —fg(x) f(x) dx

Esta es la formula de integracion por partes.

Utilizando los diferenciales de las funciones, si u = f(x) entonces du = f'(x)dx, y si v = g(x) entonces
dv=g'(x)dx.

Sustituyendo en la igualdad anterior:

fudv:u-v—fvdu

Haciendo una eleccién apropiada de u y dv, la férmula anterior expresa la integral f udv en términos

de otra integral f v du, que puede resultar mas facil de integrar.

Si f v du fuera mas complicada que la integral dada, probablemente la seleccién hecha no ha sido la més

adecuada.
Es corriente utilizar el método de integracién por partes en integrales del tipo:

fx” sen(a x) dx,fx” cos(a x) dx,fx” et dx,fln x dx,

Asi como en las que contienen en su integrando funciones trigonométricas inversas.

Con los ejemplos siguientes, el o la estudiante podra darse una idea de la selecciéon adecuada de las
variables u y dv.

Eemplo 5.91
fo sen x dx
Si u=3x entonces du=3 dx

Si dv =sen xdx entonces v:fsenx dx=—cos x

fi-}x senx dx = 3x(—cosx)—f—cosx-3 dx

—3xcosx+3senx+C
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Note que sin afectar el resultado final, la constante C de integracién puede adjuntarse cuando se lleva a
cabo la dltima integracién, y no cuando se determina v a partir de dv.

En algunos casos es necesario aplicar varias veces la integracién por partes como se muestra en el siguiente
ejemplo:

Eemplo 5.92

fxz 3 dx
eSx

. . 1
Si u = x? entonces du=2x dx.Si dv = e** dx entonces v :fesx dx = 5/63’“ dx = =

Luego:
3x 3x
e e
fxzegxdx = x> —— | —-2xdx
3 3
2 ,3x
x°e 2
= 3 —gfxeBx dx
3x 1 3x
ahorau=x,du=dxydv=e dxyvzge dx. Por tanto:
2 ,3x 3x 3x
x“e 2[xe e
fxzesxdx = —— - | — dx
3 3 3
x2 e3x 2 xeBx fe3x F
= - — - | — dx
3 3 3 3

Ejemplo 5.93
f In x dx
Si u=Inx entonces du= ?
Sidv = dx entonces v=x

Luego:
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flnxdx = xlnx—fx%

xlnx—fdx

xlnx-x+C

Ejemplos.94
[lenxdx
d
Si u=In x entonces du = TX
3
Si dv = x? dx entonces v = 3
Luego:
31 3
flenxdx - e X dx
3 3 x
31
=2 nx—l/xzdx
3 3
31
_ X nx_1x3+c
3 9
Qemplos.%
fexsenxdx

Si u=sen x entonces du=cos x dx
Si dv=e* dx entonces v=e" dx
Luego: fex senx dx=e" senx—fex cos x dx

Nuevamente: u=cos x, du=-senx dx, dv=e*dx, v=e*

e* cos x—fex(—senx) dx

fexsenxdx:exsenx— :exsenx—excosx—fexsenxdx

Entonces f e* sen x dx+fex sen x dx = e* sen x— e”* cos x, es decir,

X
e

2| e*senxdx=e*senx—e*cosx = | e*senxdx=— (senx—cosx)+C
2
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Qemplo 5.96

fsec3x dx

Podemos escribir: f secd x dx = f sec x-sec’ x dx

Si u=sec x entonces du=secx-tanx dx y dv=sec’x dx entonces v :fseczx dx=tan x

Luego:
fsecsx dx = secx-tanx—ftanx-secx-tanx dx
= secx-tanx—fsecx-tanzx dx
= secx-tanx—fsecx(seczx—l) dx
= secx-tanx—fsechdx+/secxdx
_ 3 3
= fsec xdx+fsec x dx
= secxtanx+fsecxdx
= fsec3x dx
1
= E(secxtanx+ln|secx+tanx|)+C
Ejemplos.97
farctan xdx
. dx
Si u = arctan x entonces du = —
1+x

Sidv=dx entonces v=1x

Luego:

X
farctanx dx = x arctan x—f 1+

1
2dxzxarctanx——1n|1+x2|+C
X 2
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Ejemplo 5.98
f(x+ 1)?e* dx
Si u = (x+1)? entonces
du=2(x+1) dx
Si dv=e* dx entonces v =e*
Luego:
f(x+ 1?e* dx=e" (x+ 1)2—f2(x+ 1)e* dx
nuevamente: si u = x+ 1 entonces du = dx y si dv=e* dx entonces v=e*
Por tanto:

ef(x+1)>% -

f(x+ D2 e* dx

ex(x+1)—fex dx

Fx+1)?-(x+1) e +ef+C

EXl Ejercicios
5.54 flnzx dx

5.55 fcscSSx dx
5.56 [x In Vx+2dx
5.57 fx arcsen x dx
5.58 fsen(ln Xx) dx

5.59 fx sec’ x dx

x1n x

dx
Vx2-4

5.60

5.4 Integracion por sustitucion trigonométrica

Las sustituciones que involucran funciones trigonomeétricas se pueden llevar a cabo en aquellas integrales
cuyo integrando contiene una expresion de la forma:
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Va2 -b2x2, Va2+b?x2, Vb2x2—a? cona>0y b>0

La sustitucion trigonométrica permite transformar una integral en otra que contiene funciones trogono-
métricas cuyo proceso de integracion es mas sencillo.

Estudiaremos cada uno de los casos como sigue:

El integrando contiene una funcion de la forma v a? — b?>x? cona>0, b>0
Se hace el cambio de variable escribiendo:
a T a a
x=- sen®, donde 0 € ]_E’E[ y X € ]_E’E[
) a a
Six= 3 sen 0 entonces dx = 5 cos 0 db

Ademas:

Va2 —b2x2 2 2. @
a—b°x> = a—b-ﬁseHG
= Va?-a?sen?d
= Va?(1-sen?0)
= Va? cos?0
= |a cos0|
= acosf
- T
pues a>0 y como 6 € ]7,5[ entonces cos 6 >0
Luego: V a? — b?x?> = a cos 0
a bx bx
Como x = i sen § entonces senf=— vy 0= arcsen(—)
a a

Para este caso, las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

bx
0

VaZ — D252

Figura 5.1
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Qemplos.w
f\/ﬂdx, x €]—-4,4[
Seax=4senf conf e ]—771,%[ = dx=4cosfdf
Luego: 16—x*>=16-16 sen20:16(1—sen20):16 cos’) = m:4 cos 6

f\/ 16 —x2 dx

f4 cosf-4 cos db
= lﬁfcosze do

1 2
= 16‘[%8661‘9

Sustituyendo:
= 8f(l+c0520) do

1
= 8(0+§ senf)+C

= 80+4-2senf cosf+C

80+8senf cosf+C

X x
Como x =4 sen 0 entonces sen 0 = 7 0 = arcsen (Z)

V16 — x?
Ademads V16 —x% =4 cos 0 por lo que cos 0 = Yooy

Estos resultados también pueden obtenerse a partir de la figura siguiente:

4
X
0

V16 — x2
Por altimo:
f\/16—x2dx = 860+8senf cosf@+C
X x V16—x2
= 8arcsen(—)+8-—-—+C
4 4 4
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Eemplo 5.100

[ =<l 73l

5 - T
Sea x=-sen0,0 € |—, —
2 "2

5
dx=50050d0
2 25 2 2 2
Luego 25-4x :25—4-Z sen” 0 = 25— 25 sen”0 = 25 cos“ 0

Asi V25-4x2=5cos@

Sustituyendo:

f dx 3 f 5 cos 0 do

xV25—4x2 2 senf-5 cos 6
3 lf do
~ 5J senf

1
= —fcsc@d@
5

1
= glnlcsc O—cotO|+C

5 2x s 8y :
Como x = = sen 6 entonces sen 6 = — Ppor lo que puede utilizarse la siguiente figura para dar el

resultado final:

5
2x
0
V25 — 4x?
1 1 5
csc O = =—=—
sen 8 %x 2x
V25 —4x2
cot=———
2x
Luego:
[ dr 1,15 V25-4x7|
xV25—4x2 5 |2x 2x
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Eemplos.lm
dx
f S,xe]—\/_ 5,V/5]
(5—x2)z
Sea x=v5senb, 0 € ]%ﬂ,g[ = dx=v5cos0db
Luego 5—x%>=5-5 sen?6 =5 cos?0
Asi (S—xz)% =5 coszﬁ)% =1/(5 c0s26)3 = (V5 cos 0)® =5 V5 cos® 0
Sustituyendo:

f dx B f\/gcost?de
5

—x2)3 5v/5 cos30
3 lf ao
~ 5J cos20
1
= —/SGCZHdQ
5
1
= —tan6+C
5
1 X
= g - 2+C
-X
5 — x2
puessen():iycosez al
V5 V5

También puede utilizarse:

Ejemplo 5.102

x% dx

v4x

-2,2[

Seax=2sen0, 0 € ]_7”,%[ — dx=2cos0do

Ademas: 4—x*=4—4sen’0 =4 cos’0 = V4—x2=2 cosf
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Sustituyendo:

f x>dx
4—x?

(2 sen0)?2 cos O db
2cosf

4[1—c;3320 a0

4fsen20d9

Zf(l—cos 20) do
1

2(0—5 sen20)+C

20—-2senf cos@+C

4—x2
2

X X
2arcsen(—)—2-—- +C
2 2

X _x(4—x2)

2 arcsen(—) +C
2 2

EA Ejercicios
5.61 fxz V25-x2 dx

2
5.62[ T dx
(4—-x)2

x3 dx

V16— x2

5.63

5.4.1 Elintegrando contiene una expresion de la forma v a?+ b?*x2 con a>0, b>0

Hacemos un cambio de variable escribiendo x = % tanf, donde 0 € ]—g, g[ y xeR

Six= % tan 6 entonces dx = % sec’6 df. Ademas:

2
\/a2+b2x2:\/a2+b2~% tan20 = Va2 + a2 tan20 = \/a2(1 + tan20) = vV a2 sec20 = |a sec 0|

-7 1
Comoa>0y#6 € ]7’5[ entonces Sece:cos@

Las otras funciones trigonométricas pueden obtenerse a partir de la siguiente figura:

es positiva y por tanto V a? + b*>x? = a sec 6
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bx

Figura 5.2

Eemplo 5.103

dx
V4 + x2

Seax=2tan0,0 € ]—g,g[ = dx=2sec’0db

Luego: 4+ x* = 4+4 tan?0 = 4(1 + tan”0) = 4 + x* = 4 sec® )

Entonces V4 + x2 = V4 sec26 = |2 sec 0] = 2 sec ©

Sustituyendo:
f dx ~ steczﬂdQ
Vit+rZ 2 secl
= fsec@d@
= In|secO+tanB|+C
Vi+x? x
= In +—=|+C
2 2
Ejemplos.lm
x? dx
Vx2+6

Sea x=V6tanb, 0 € ]—_nyz
2 2
dx =6 sec’0 do

Luego: x> +6="6tan’0 +6=6(tan’0 + 1) = 6 sec’ O

Vx2+6=6sec?0 = V6 sec (cos0>0 sif € ]_Tn’g[)

Sustituyendo:
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/ x2 f6tan29\/§se029d6
dx =
2+6 V6 sec 6
= 6ftan298e09d6
= 6/(sec20—1)sec0d0
= 6[(sec3—sec9)d9
1
= 6[§(sec(9tan0)+ln|sec9+tan6l —61In|secO+tanf|+C
= 3secftanf-31In|secO+tanf|+C
_ 3 x2+6 x—3ln xz+6+ X e
V6 6 V6 6
2 2
_ X x+6_Bln X“+6+x c
2 V6
Eemplos.los
f x dx
9+4x2)>
3 -
Seax:—tanB,HE]—n,z
2 2 2

3
dx == sec’0 do
2
9
Luego 9+ 4x* :9+4'Z tan’0 = 9+9 tan®0 = 9(1 +tan’ @) = 9 sec’d
9 +4x2)% =09 sec? 0)% =09 sec? 6)3 = (3 sec 0)3 =27 sec’ 0

Sustituyendo:
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f x dx _ f%tan@-%sec%d‘9
9+4x2)3 27 sec30
B lftaanH
12 secO
0
i
12 1
cos 0

= ifsent9dt9:i(—cosﬂ)+c
12 12

Como

V9 + x2
2x

e e e .. 2x
De la sustitucion inicial tan 6 = =

Por tanto:

f x dx -1 3
——=——=+C
9+4x2): 12 V9+4x2

Qemplos.wb
f dx
x4Vx2+3
b
Sea x=+V3tan0, 0 € ]_5’5[
dx =3 sec’0 do

Luego x*+3 =3 tan®0 +3 = 3(tan®H + 1) = 3 sec’

Vx2+3=13sec20 =3 secO

Sustituyendo:
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f dx B f V3 sec?0 do
x4Vx?+3 (v/3 tan 0)v/3 sec
B lf sec O do
9 tan40

1 4

_ _f cos*0 40
9J cos@-sent0
1 [ cos®0

= 2| =Zap
gfsen‘*@

1 [ (1-sen?
_ _f( sen 0)cos€d0
9 sen0

B lf(cose sen29c086) a0
9 sen?0 sen0

1 1
= §fcose(sen0)_4 d9—§fcos 0(senl9)_2 dé

B -1 N csc O L C
~ 27 sen36 9
Como x = v/3 tan @ entonces tan § = =
. x2+3
Por lo que se obtiene: sen 6 = ,csc 0 =
x> +3 X
YA

Por ultimo:

f dx —(Vx2+3)3 Vx2+3
= + +C
x4\/x2 +3 27x3 9x
EXH Ejercicios
Vax2 +1
5.64 fx—+ dx
X
3d
565 | —2* 4y

V9 +3x2
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5.4.2 El integrando contiene una expresion de la forma v b*x2-a? cona>0y b >0

En este caso la sustitucion adecuada es:

a T
x= sec, donde 6 € ]O’E[U

ngg[ y x E]_OO’_Tfl[U]%""OO’[’ osea|x|>g

Six= % sec 6 entonces dx = g sec tan 6 doO

2
Ademés Vb%2x2—-a?= \/b2 . % -sec?0 —a?=+v/a?*(sec’0-1)

3
de donde Vb?x?—a? =V a? tan?6 = |a tan O] = a tan 6, pues a>0y tanf >0 para 0 € ]0,%[ U ]n,?n

b b
Como x = % sec 8 entonces ;secO = 2r por lo que 0 = arcsen (_x)
a a

Utilizando el siguiente tridngulo puede obtenerse las otras funciones trigonométricas:

bx
Va2 — 212
0
a

Figura 5.3

Ejemplo 5.107

xdx

Vx2-9
7T 3n
Sea x=3secd = dx=3secOtan6do, 0 € ]0, E[ U ]n,;

, 1x|>3

Luego x> —9=9 sec?0 -9=9(sec’0 —1) =9 tan’0 y Vx2—9=1/9 tan?6 =3 tan O

Sustituyendo:
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xdx 3 f3sec9-3sec0tan9d9
Vi2_9 3tanf
= 3fsec26d6

3tanf0+C=Vx2-9+C

Ejemplo 5.108
f Vax2 -1
X

1
dax,|x| > -
4

Seax:%sece e dxz%sec@tan@d@

1
Luego 4x2—1=4-1 sec’0—1=sec’—1=tan’0 y V4x2—1=+/tan?6 =tan 0

Sustituyendo:

f\/4x2—1d [tan@-%sec@tan@d@
— dx

1
5 sec @

f tan®0 do

[tan6—9+C

= V4x2—-1-arcsec(2x)+C

= f(secZH -1)do

Qemplo 5.109

du
—, |u| >2v2
f u?vu? -8

Sea u=v8sec) = du=+8sect tan 0 db

Luego u” —8=8 sec’0 —8==8(sec’0—1)=8 tan’0 y V u?—8=1/8 tan?6 = v/8 tan 0

Sustituyendo:
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f du B f\/gsecetanede
utVu® -8 8 sec26 v/8 tan 0
1 f do
~ 8J secH
1
= = f cos 0 do
8
1
= =—-sen0+C
8
Como sec = 75 puede utilizarse la siguiente figura para determinar sen 6
u
u?—8
0
V8
Por altimo:
f du 1 Vu*-8 e
V-8 8 u
EXA Ejercicios

5.66 fx3v4x2—9 dx
2 _25

sor [V 4y
Yy

5.4.3 Elintegrando contiene una expresion de la forma v Ax?>+Bx+C

Eemplo 5.110
f dx
Vx2—-6x+13

Podemos escribir x2—6x+13=x2—6x+9+4=(x—3)2+4
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es la integral que debemos calcular

2 V(x-3)2+4

Sea x—-3=2tanb, 0 € ]%ﬂ,g[z dx=2sec’0 do

Luego (x—3)2+4=4tan’0+4 =4 sec’0 y V(x=3)2+4=14sec20 =2 sech

Sustituyendo:

/ dx ~ j‘ZsecZHdQ
V(x—32+4 2 secf

fsec@ do

1
Eln |secO+tan 0|+ C

1 \/(x—3)2+4+x—3 N

—In C
2 2 2

Qemplo 5.111

x% dx

V21 +4x— x?

Se tiene que: 21 +4x— x* =21 - (x* - 4x) = 25— (x - 2)*. Luego la integral se convierte en:
f x* dx
25— (x—2)?
y se utiliza la sustitucién (x—2) =5 sen§, de donde x=2+5senf = dx =5 cos 0 df

Luego: 25— (x—2)? =25-25 sen?6 = 25 cos?0 y /25— (x—2)2 =5 cos 6. Sustituyendo:
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x% dx (2+5sen )25 cos do
25— (x—2)2 5 cos @

f(4+20 sen 0 + 25 sen20) do

f4d9+zofsenede+z5fl_c2ﬁd0

f4d9+20fsen9d6+?fd@—zz—sfcoswow

25 25
= 460-20 cos8+?8—z sen20+C

33 25
= 79—20 cosH+? send cosf +C

— arcsen C
2 2 5 5

33 x—2 V25— (x-2)2 25 x-2 /25— (x-2)?
—|-20 - +=. : +

(x—2)V21 +4x— x?
+ 2 +C

33 x—2
= ?arcsen = —4V21+4x-x2

con |x—2|<5, 0sea xe]-3,7]

Qemplo 5.112

I‘f (x+2)dx
B+2x—x2)?

2

Se tiene que 3 +2x — x? =4 — (x—1)?> (completando cuadrados)

Luego la integral que se debe determinar es:
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f (x+2) dx
[4—(x—2)2]%

Sea (x—1)=2senf, osea x=1+2senf — dx=2cos0 db

Luego4—(x—1)2 =4—4sen’0 = 4(1 —sen?0) =4 cos?0

(\/4— (x— 1)2)3 = (\/4 cos? 6)3 = (2 cos )% =8 cos®0

Sustituyendo:

f (x+2) dx (1+2senf+2)2cosf do
[4—(x—2)2]% 8 cos30

1 (3+2senf)db
4 cos26

1 3 2senf
S L AP
4f(cos20 cos26

3 1
= Zfsecze d0+§-sen6(0050)_2 do

3 1 (cosO)!
= 3iang-L.089 ¢
4 2 -1
3
= —tanfO+ +C
4 2cosf

x—1 o
Como x-1=2senf entonces senf = =7 utilizando

se obtiene finalmente que

_f(3+2x—x2)3 T4 i—@-1? JA-@x-1?

(x+2)dx 3 (x-1) 1
1 . + +C, con x€]—-1,3][

Qemplo 5.113

2x dx
Vx2+4x+3
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Se tiene que x* +4x+3=x*+4x+4—-1=(x+2)* -

2x dx 2x dx
por lo que = , con |x+2|>1

Va2 +4x+3  V(x+2)2-

Sea x+2=secO dedonde x=secf -2 = dx=secO tan 0 doO

Luego (x+2)2-1=sec’0—1=tan’0y /(x+2)2-1=tan0

Sustituyendo:
f 2x dx 3 f2(sec9—2) sec tan 0 d6O
,/(x+2)2_1 tan 6

= Zf(seCZH—Z sec ) db

= 2tanf—-41In|secf+tanf|+C

= 2V (x+22-1-4In|x+2+Vx2+4x+3|+C

E&l Ejercicios

5.68 2x-3) dx

(x2+2x-3)2

Vx2+2x
569[ YT g
x+1

sec’x dx
570[
4- tanzx)z

e Ydx
5.71 f —
9e2*x+1)2

Integracion de fracciones racionales

Recibe el nombre de fraccién racional una expresién de la forma Zixi donde P(x) y Q(x) son polinomios.

2x2-3x+1 3x+5 6x2+7x-5

Ejemplos de fracciones racionales son 5 'y 5 ,
x<+4 xX“—=3x+2 2x-3

Una fraccion es propia, si el grado del polinomio en el numerador es menor que el del polinomio en el
3x+1  2x  3x*+1

2_5x+5 x2+3" x3-1

denominador. Por ejemplo P

Hasta el momento hemos determinado integrales de la forma f dx que da como resultado

(x_ a)—n+1

-n+1

(x—a)"

+C cuando n#1 yAln|x—al+C si n=1


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

5.5 Integracion de fracciones racionales 308

mx+b

x?>+bx+c
x%+ bx + ¢ no es factorizable en R (Para este tipo de integral ver “Integrales que dan como resultado

funciones trigonométricas inversas”).

Ademas también se puede determinar integrales del tipo f dx donde b*—-4ac<0, es decir

Debemos ahora encontrar un método que permita obtener la derivada inversa de expresiones del tipo

P(x) : : : . . :
——. La idea bésica del método consiste descomponer una fraccién racional en una suma de fracciones

Q(x)

racionales mds simples, llamadas usualmente fracciones parciales.

Daremos sin demostracion los siguientes teoremas:

Teorema 5.3
Si M(x) y N(x) son polinomios, entonces:

M(x) B

N(x)
que el de N(x)

)

L(x) + %, en donde L(x) y R(x) son polinomios tales que el grado de R(x) es menor

)

Qemplo 5.114

5x3 +7x%+x-1 4x+6
X+7- ——
x2+1 x2+1

Teorema 5.4
(x)
N(x)

Si M(x) y N(x) son polinomios tales que el grado de M(x)es menor que el de N(x), entonces

se puede representar como una suma S(x) de expresiones de la forma:

A B Cx+D Cx+D
ax+b’ (ax+b)" ax?+bx+c (ax®+bx+c)"

Como resultado del teorema 5.4 se tienen los cuatro siguientes casos:

1) Cada factor lineal ax + b que aparece s6lo una vez en N(x) posee un término de la forma oy

la suma S(x).
2) Para cada factor lineal ax + b que aparece k veces en N(x) habra una suma de k términos como
sigue:

A Ao Az Ay
+ + et
ax+b (ax+b? (ax+Db)3 (ax+ b)*

en la suma S(x)
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3) Para cada factor cuadréatico ax?+ bx+c con b?—4ac <0, que aparezca s6lo una vez en N(x) existe

Cx+D
un término de la forma —— — en la suma S(x).
ax?+bx+C

4) Para cada factor cuadratico ax?+bx+c con b*—4ac <0, que aparezca k veces en N(x) habra una
suma de k términos como sigue:

Cix+ D, Cox+ Dy Crx+Dpx
ax2+bx+c (ax®+bx+c)? (ax?+bx+c)k

en la suma S(x)

Teorema 5.5

Si el valor de un polinomio P(x) de grado n es igual al valor de su polinomio Q(x) de grado m,
donde m < n;, para al menos n+1 valores de x, entonces los polinomios son idénticos y tienen
valores iguales para todos los valores de x.

El teorema 5.5 sera utilizado para obtener los valores de las constantes en cada uno de los casos anteriores.
Daremos ahora ejemplos de cada caso.

Caso 1: Calcular cada una de las siguientes integrales:

Eemplo 5.115
f 4x—2 dx
x(x+1)(x—2)

Observe que el denominador del integrando ya esta factorizado, y cada factor lineal aparece solo
una vez. Luego se puede escribir la siguiente igualdad (aplicando el teorema 5.4)
4x—-2 A B C

- - —+ +
x(x+1D)x-2) x (x+1) (x-2)

de donde:

4x—2 _A(x+1) (x—2)+Bx(x—-2)+Cx(x+1)
x(x+1) (x-2) x(x+1) (x-2)

igualando los numeradores se tiene:

4x—-2=Ax+1) (x—-2)+Bx(x—-2)+Cx(x+1)

Para determinar los valores de A, B y C se pueden utilizar dos procedimientos.
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i. Sidos polinomios T(x) y Z(x) son tales que T(x) = Z(x) para x € R, entonces los coeficientes
de potencias iguales de x en los dos polinomios deben ser iguales.

Como:

4x—2=Ax* - x—2)+ B(x* - 2x) + C(x* + x)

entonces

4x-2=(A+B+CO)x*+(-A-2B+C)x—2A y por tanto:

A+B+C=0

—-A-2B+C=4

—2A=-2

Resolviendo el sistema anterior se obtiene que A=1,B=-2yC=1

Luego:
4x -2 1 =72 1

- - — 4+ ——+
x(x+1)(x-2) x x+1 x-2

ii. Como los miembros de la ecuacién 4x—2 = A(x+1)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x+1) son polinomios
de grado dos o menos y deben ser iguales para mas de dos valores de x, del teorema 5.5
concluimos que son iguales para todos los valores de x. Luego es posible escoger tres valores
arbitrarios de x para sustituirlos en la ecuacién anterior y asi obtener tres ecuaciones en las
incégnitas A, B, C. Generalmente se utilizan valores de x que conduzcan a las ecuaciones
mas simples.

Asi, si x =0 se obtiene que:

4(0)-2

A0+1)0-2)+B-0(0-2)+C-0(0+1)
= AQ)(-2) dedonde A=1

Si x = -1 se obtiene que:

4-1)-2 = AFI+D(-1-2)+B(-1D(-1-2)+C(-1)(-1+1)

B@3) dedonde B=-2

Por dltimo, si x = 2 se obtiene que:

4(2)-2

AR+1)(2-2)+B-2(2-2)+C-2(2+1)

= (C(6) dedonde C=1
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Como vemos, el resultado es el mismo que el obtenido en el procedimiento sefialado en i.

Luego:

dex = fldx+f_—2dx+dex
x(x+1(x—-2) X x+1 x—2

= In|x|-2In|x+1]+In|x-2|+C

x(x—2)

= g |2
M x+22

Qemplos.llb
6x%—2x—

f X X ldx
4x3 —x

En este caso se debe factorizar primero el denominador del integrando. Asi 4x®—x = x(2x+1)(2x—1)

Luego:
6x*-2x-1  6x*-2x-1 A B C

= = — +
4x3 —x x2x-1Q2x+1) x 2x—-1 2x+1

Se deben calcular nuevamente los valores de A,B y C, utilizando para ello cualquiera de los dos
procedimientos ya sefialados.

Como:

6x>—2x—-1  A@x-1) Qx+1)+BxQx+1)+Cx(2x—-1)
x2x-1) 2x+1) x(2x—1) 2x+1)

entonces:
6x*—2x—-1=A@2x—1) 2x+1)+Bx(2x+1)+Cx(2x—1)

s o 1 -1 .
Utilizando el segundo procedimiento daremos a x los valores de 0, 5 ¥ — como sigue:
Si x=0 entonces: 1=A(-1)(1) dedonde A=-1

-1
Six= % entonces: —% = B(%)(Z) de donde B = >

3
Si x= _71 entonces: % = C(_Tl)(—Z) de donde C = 2

Luego
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6x2—2x—1 6x2—2x—1 -1 — 3
f—dx:f dx:f—dx+f 2 dx+f 2 _dx
4x3 —x x2x-1)2x+1) X 2x—1 2x+1

3 dx lfdx+3fdx
B x 2J2x-1 2J 2x+1

1 3
=-In IxI—Z ln|2x—1|+Z Inl2x+1|+C

VvV (2x+1)3
=In —|+C
xv2x-1
‘gemMO&H7
2x+1 2x+1
f3—dx:
xX>—-7x+6 (x-Dx-2)(x+3)

Luego, segtin el teorema 5.4

2x+1 B A N B N C
(x—l)(x—2)(x+3)_x—1 xX—2 x+3

de donde:

2x+1=Ax-2)(x+3)+B(x-1)(x+3)+C(x—-1)(x—2)

Utilizando el segundo procedimiento para determinar A, By C, se obtiene que:
Si x =2 entonces 5 = B(1)(5) de donde B=1

Si x =3 entonces —5 = C(—4)(-5) de donde C:—le

Si x =1 entonces 3 = A(-1)(4) de donde A:—?—1

Luego:
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2x+1 2x+1
/ R — dx = dx
X —7x+6 (x-1Dx-2)(x+3)

=3 dx -1
f 4 dx+ —+f 4 dx
x—1 x—2 xX+3

-3 dx dx 1 dx

4 x—1 x—-2 4J x+3

3 1
Wi In |x—1|+ln|x—3|—Z In|lx+3|+C

Caso 2:

Ejemplo 5.118

f2y2+11y+8d
Y3 +4y?+4y

Factorizando el denominador del integrando se obtiene que

VHay +ay =y +4y+4) = y(y+2)%

Se observa que el factor (y +2) aparece dos veces, por lo que segtin el teorema 5.4 existird una suma
de dos términos para el término (y +2)?

Luego:

2y2+11y+8_2y2+11y+8_A+ B | C
V3+4y2+4y  y(y+22 y y+2 (y+2)?2

2y2+11y+8  A(y+2)*+By(y+2)+C(y)
yy+22 y(y+2)2

de donde:

2y2+11y+8=A(y+2)?+By(y+2)+ C(y)
Aplicando el teorema 5.5:
Si y=0 entonces 8= A(2)?> de donde A=2

Si y=-2 entonces —6=C(-2) de donde C=3
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Pueden ahora utilizarse los valores de A y C e igualar coeficientes para determinar el valor de B, o
darle a” y” otro valor (segun teorema 5.5) como se hace a continuacién:

Si y=1 entonces 21 =2(3)2+B-1(3)+3(1) dedonde 21=18+3B+3 y por dltimo B=0

Luego:

2y+11y+8 2 3
[Rles ,f2g [ 3y,
y3+4y?+4y y (y+2)?

zf%wf(yu)‘z dy

3
2In|y|—-——+C
y+2

Qemplo 5.119

3
=1l
—— dx
f x2(x-2)3
En este caso el factor x se repite 2 veces y el factor (x—2) lo hace 3 veces.

Luego

£©-1 _A, B C D E
2x-23 x 12 x-2 (x-22 (x-2)3

-1  Ax(x-2)3+B(x-2)*+Cx*(x—2)? + Dx*(x—2) + Ex*
x2(x-2)3 x2(x-2)3

de donde:

X -1=Ax(x-2)%+B(x—-2)3+Cx?*(x—2)? + Dx*(x —2) + Ex?
Por el teorema 5.5:
Si x=0 entonces —1 = B(-2)® de donde B = %

Si x=2 entonces 7= E(2) dedonde E = %

Daremos ahora otros valores a x para obtener ecuaciones que permitan calcular los valores de A, C
y D.

Si x=1 entonces 0=-A+3-(-1)+C-D+%

osea A—C+D=§

Si x=3 entonces 26 =3A+3+9C+9D+1-9
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osea A+3C+3D=6

i 20 1 . G
Si x=-1 entonces —2=27A+9C-3D - ry osea 27A+9C-3D = 5 B2 tiene entonces el siguiente

sistema de ecuaciones.
13
A-C+D=—
8
27
A+3C+D= E

-3
27A+9C-3D = Y

. 3 -3 5
el cual se satisface para A= —,C=—y D=~
16 16 4
Luego:
3_ 3 1 7
fx—ldx:fﬁdx+f—dx+f dx+ 4 dx
x2(x-2)3 X x2 (x— 2)2 (x—2)3
d 1 3
= x+—fx_2dX—— f(x 22dx+— f(x 2)3dx
16 X 8 16 J x— 2 4
3 1 3 5 7

In |x]— ——1In|x-2|- — +C
16 8x 16 4(x—2) 8(x—2)2
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Introducion

Antes de abocarnos al estudio de la integral definida y de la integral indefinida, daremos una pequefia
semblanza histérica de la relacion entre el célculo diferencial y el integral.

A continuacién transcribiremos algunos de los parrafos al respecto tomados del libro La Matematica: su
contenido, métodos y significado (que se menciona en la bibliografia).

Durante la segunda mitad del siglo XVII, Newton y Leibniz dieron un paso decisivo en la matematica
de las magnitudes variables, al sentar las bases del calculon diferencial e integral. “Este fue el verdadero
comienzo del analisis, puesto que el objeto de este cdlculo son las propiedades de las funciones mismas,
distinto del objeto de la geometria analitica que son las figuras geométricas. De hecho, lo que hicieron
Newton y Leibniz fue completar esa cantidad inmensa de trabajo que habian desarrollado hasta entonces
muchos matematicos y que se extendia hasta los métodos de determinacién de &reas y voliimenes em-
pleados por los antiguos griegos”.

“Aqui solo queremos llamar la atencién acerca de los origenes de este cdlculo, que fueron principalmente
los nuevos problemas de la mecénica y los viejos problemas de la geometria, consistentes estos tltimos
en la determinacion de tangentes a una curva dada y el calculo de 4reas y voliimenes. Estos problemas
geométricos habian sido ya estudiados por los antiguos (basta mencionar a Arquimides), y también por
Kepler, Cavalieri, y otros, a principios del siglo XV II. Pero el factor decisivo fue el descubrimiento de
una notable relacién entre estos dos tipos de problemas y la formulacién de un método general para
resolverlos; tal fue la obra de Newton y Leibniz.

Esta relacién, que permitié conectar los problemas de la mecanica con los de la geometria, fue descubierta
gracias a la posibilidad (brindada por el método de coordenadas) de hacer una representacioén gréfica
de la dependencia de una variable respecto a la otra, o, en otras palabras, de una funcién. Con la ayuda
de esta representacion gréfica es facil formular la relacién antes mencionada entre los problemas de la
mecénica y la geometria (relacién que fue el origen del célculo diferencial e integral) y describir asi el
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contenido general de estos dos tipos de célculo.

El célculo diferencial es, basicamente, un método para encontrar la velocidad de un movimiento cuando
se conoce la distancia recorrida en un tiempo dado. Este problema se resuelve por “derivacion” y es
completamente equivalente al problema de dibujar una tangente a la curva que representa la dependencia
de la distancia respecto del tiempo. La velocidad en el instante ¢ es igual a la pendiente de la tangente a
la curva en el punto correspondiente a t.

Figura 6.1

El célculo integral es en esencia un método para encontrar la distancia recorrida cuando se conoce la velo-
cidad, y en general, de encontrar el resultado total de la accién de una magnitud variable. Evidentemente,
este problema es reciproco del problema de calculo diferencial (el problema de encontrar la velocidad),
y se resuelve por “integraciéon”. Resulta que el problema de la integracién es en todo equivalente al de
encontrar el drea bajo la curva que representa la dependencia de la velocidad respecto al tiempo. La
distancia recorrida en el intervalo de tiempo #; a f, es igual al area bajo la curva entre las rectas que
corresponden en la gréfica a los valores #; a t,.

Y

Figura 6.2

Haciendo abstraccién de la formulacién mecanica de los problemas y operando con funciones en vez de
dependencias de distancia o velocidad respecto al tiempo se obtienen los problemas de célculo diferencial
e integral en forma abstracta.
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Fundamental para el cdlculo como para todo el desarrollo posterior del andlisis, es el concepto de limite,
que fue formulado algo mads tarde que los otros conceptos fundamentales de variable y funcién. En los
primeros dias del anélisis el papel que mas tarde desempefiaria el limite, corrié a cargo de ese concepto
algo nebuloso que es el infinitésimo. Los métodos para el cdlculo real de la velocidad, conocida la distancia
recorrida (a saber, la derivacién), y de la distancia, conocida la velocidad (integracién), se basaban en la
unién del dlgebra con el concepto de limite. El anélisis se originé por la aplicacién de estos conceptos
y métodos a los referidos problemas de la mecédnica y la geometria (y también a otros problemas: por
ejemplo, los de méximos y minimos). El andlisis fue a su vez absolutamente necesario para el desarrollo
de la mecdnica, en la formulacién de cuyas leyes ya se encontraban los conceptos analiticos en forma
latente. Por ejemplo la segunda Ley de Newton, tal como él la formul¢, establece que “la variacion de la
cantidad de movimiento es proporcional a la fuerza actuante” (con més precision: el ritmo de variacion del
impulso es proporcional a la fuerza). Por consiguiente, si deseamos hacer uso de esta ley debemos estar
en condiciones de definir el ritmo de variacién de una variable, esto es, de derivarla. (Si establecemos la
ley diciendo que la aceleracién es proporcional a la fuerza, el problema es el mismo, porque la aceleraciéon
es proporcional al ritmo de variacién del impulso). También esta perfectamente claro que, para establecer
la ley que rige un movimiento cuando la fuerza es variable (en otras palabras, cuando el movimiento
tiene lugar con aceleracién variable), es preciso resolver el problema inverso de encontrar una magnitud
dado su ritmo de variacién; en otras palabras, es preciso integrar. Asi, pues, se puede decir que Newton
se vio simplemente obligado a inventar la derivacién y la integracion con el fin de poder desarrollar la
mecénica”.

(Aleksandrov, 1979, 71).

La integral definida

Hemos visto entonces, “que el concepto de integral y en general del calculo integral tuvo su origen
histérico en la necesidad de resolver problemas concretos, uno de cuyos ejemplos més caracteristicos es el
calculo del 4rea de una figura curvilinea” (AlekSandrov, 1979,163).

Consideremos una curva situada sobre el eje X que representa la gréfica de la funcién con ecuacién
¥ = f(x). Se desea encontrar el drea S de la superficie limitada por la curva con ecuacién y = f(x), el eje X
y las rectas paralelas al eje Y con ecuaciones x =a y x =b. Para tal efecto, dividimos el intervalo [a, b] en
n partes, no necesariamente iguales como se muestra a continuacion:

Yl\

/

N N
Ax; AX,
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Figura 6.3

Denotamos con Ax; lalongitud de la primera parte, la de la segunda parte con Ax; y asi sucesivamente
hasta la dltima Ax,. En cada parte elegimos puntos ry, r2,...r,, de tal forma que f(r) - Ax; nos da el 4rea
del primer rectangulo, (Ax;, es la base y f(r1) la altura), f(r2) Ax, da el drea del segundo rectdngulo y por
lo tanto f(r,) - Ax, da el drea del enésimo rectdngulo. Luego se tiene que:

Sp=fr)-Axi+ f(r2) - Axp +... + f(rp) - Axy
es la suma de las dreas de los rectdngulos de la figura anterior.

Obsérvese que cuanto mads fina sea la subdivision de segmento [a, b], més préxima estard S, al area S.
Si se considera una sucesion de tales valores por division del intervalo [a, b] en partes cada vez mds
pequefias, entonces la suma S,, tenderd a S. Al decir subdivisiones cada vez mds pequefias, estamos
suponiendo no solo, que n crece indefinidamente, sino también que la longitud del mayor de los Ax;, en
la enésima division tiende a cero.

Luego:
S=  lim [f(r) -Axi+f(r2)-Axo+...+ f(rp) - Axyl
max Ax;—0
§= mm}lir;i—@ (l:zl f(ri) ' Axi) (61)

Por lo que el célculo del drea buscada se ha reducido a calcular el limite 6.1.

El calculo del limite 6.1 también se presenta en otros problemas; por ejemplo, cuando se desea determinar
la distancia S recorrida por un cuerpo que se mueve a lo largo de una linea recta, con velocidad variable
v=f(t), enelintervalo de tiempoentre t=ay t=b.

Supongamos que la funcién f(#) es continua, o sea, que en intervalos pequefios de tiempo la velocidad
solo varia ligeramente. Se divide el intervalo [a,b] en n partes de longitudes At;, Aty,...,At,. Para
calcular un valor aproximado de la distancia recorrida en cada intervalo A¢;, (con i =1, 2,...,n) vamos
a suponer que la velocidad en este intervalo de tiempo es constante e igual a su verdadero valor en
algtin punto intermedio r;. Luego, la distancia total recorrida estard expresada aproximadamente por la
siguiente suma:

Sp=) frAL

i=1

siendo el verdadero valor de la distancia S recorrida en el tiempo b— a, el limite de tales sumas para
subdivisiones cada vez maés finas, o sea, que sera el limite 6.1:

n
S= 1 i) At
maxlg}i_}()(iﬂ fri) l)

Es necesario determinar ahora la conexién entre el célculo diferencial y el integral, pero antes calculemos
el drea de la region limitada por la curva en ecuacion y = x* y las rectas con ecuacién y =0, x = 3.
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Figura 6.4

Dividimos el intervalo [0,3] en n partes iguales de tal forma que la longitud de cada Ax esté dado por
3-0 3
—— = —, y tomamos como puntos r; los extremos derechos de cada segmento, por lo que

n n

r0=0, M=0+Ax, r;=0+2Ax,..., T, = b =nAx

Luego:

Sn = fr)-Ax+ f(r)-Ax+ f(r3)-Ax+...+ f(rp) - Ax
= (AX)?Ax+(2AX) Ax+BAX) AX +...+ (MAX)*Ax

= (Ax20+22+3%+..+1)

3 nn+1)2n+1)

= (Ax
( 6

(6.2)

nn+1)2n+1)

Laigualdad 1+2%+3%+..+n%= 5

puede comprobarse utilizando el método de induncién
matematica.

(3)3 nn+1)2n+1)

Sn 6

n

E' nn+1)(2n+1)
n3 6
g‘ (n+1)@2n+1)

2 n2

9 n+l1 2n+1
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Entonces:

. ; 9 1 1 9
lim S, = lim —(1+—)(2+—)=—(1+0)(2+0)=9
2 n n 2

n—-+oo n—-+oo

Por lo tanto, el drea de la region es 9 unidades cuadradas.

Puede observarse que el procedimiento utilizado es bastante laborioso y depende del conocimiento de
una serie de férmulas como la sefialada con 6.2. Es necesario por tanto establecer un procedimiento que
agilice el calculo del drea de una regién curvilinea y pa ra ello, vamos a establecer la relacion existente
entre el cdlculo diferencial e integral.

El limite (A) recibe el nombre de integral definida de la funcién f(x) en el intervalo [a, b] y se denota por

b
f f(x) dx, donde f(x) dx sellama integrando, los limites de integracién son a y b, con “a” como limite
a

inferior y “b” como limite superior. Debemos contar con un método general que permita el célculo de las
integrales definidas.

“Histéricamente esta cuestion interesé a los matemaéticos durante mucho tiempo, por la utilidad que ello
suponia para el cdlculo de dreas de figuras curvilineas, volimenes de cuerpos limitados por superficies
curvas, eftc.

El namero de problemas particulares que se consigui6 resolver (cdlculo de areas, voliimenes, centros de
gravedad de solidos, etc.) fue creciendo gradualmente, pero los progresos en lo referente a encontrar un
método general fueron, al principio, extremadamente lentos. Dicho método sélo fue descubierto cuando
se hubo acumulado suficiente material tedrico y practico, proporcionado por la experiencia diaria. El
trabajo de recoger y generalizar este material avanzé muy lentamente hasta el final de la Edad Media; y su
répido desarrollo posterior fue una consecuencia directa del acelerado crecimiento del poder productivo
de Europa como resultado de la desaparicion de los primitivos métodos (feudales) de produccion, y la
aparicién de otros nuevos (capitalistas).

La acumulacién de datos relacionados con las integrales definidas marché paralela a la investigacion de
problemas relacionados con la derivada de una funcién.

Esta inmensa labor preparatoria fue coronada con el éxito en el siglo XVIII por los trabajos de Newton y
Leibniz. En este sentido se puede decir que Newton y Leibniz son los creadores del calculo diferencial e
integral.

Una de las contribuciones fundamentales de Newton y Leibniz fue que aclararon finalmente la profunda
conexion entre el calculo diferencial e integral, que proporciona, en particular, un método general para
calcular las integrales definidas de una clase bastante amplia de funciones.

Para calcular esta conexién, analicemos un ejemplo tomado de la mecénica. Supongamos que un punto
material se mueve a lo largo de una linea recta con velocidad y = f(#), donde ¢ es el tiempo. Se sabe que
la distancia § recorrida por el punto en el intervalo de tiempo desde t=t; a ¢t =1, viene expresada por la
integral definida:

12}
s5=| fwdt

5]
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Supongamos conocida la ecuacién del movimiento del punto material; esto es, la funcién s = F(t), que
expresa la dependencia de la distancia s respecto al tiempo ¢ a partir de un punto inicial A sobre la
recta. La distancia recorrida en el intervalo de tiempo [#;, ] es evidentemente igual a la diferencia
6 =F() - F(t)

De este modo, consideraciones fisicas llevan a la igualdad:

[2)
f@dt=F(t)-F(n)

h

que expresa la conexién entre la ecuacién del movimiento del punto material y su velocidad.

Desde un punto de vista matemadtico la funcién F(#) puede definirse como una funcién cuya derivada
para todos los valores de ¢ del intervalo dado es igual a f(#), esto es:

F'()=f(

Una tal funcién se llama primitiva de f(#).

Hay que tener en cuenta que si la funcién f(¢) tiene al menos una primitiva, entonces tiene un nimero
infinito de ellas; porque si F(#) es una primitiva de f(#); entonces F(#) + C (donde C es una constante
arbitraria) es también una primitiva. Ademas de este modo obtenemos todas las primitivas de f(#) puesto
que si Fi(#) y F»(t) son primitivas de la misma funcién f(#) entonces su diferencia ¢(t) = Fy (1) — F2(1),
tiene una derivada ¢'(#) que es igual a cero en todo punto del intervalo dado, por lo que ¢'(#) es constante.

Nota: Por el teorema del valor medio ¢(2) — ¢(ty) = ¢'(v)(t— 1) =0 donde v se encuentra entre ¢ y ty. Asi
¢(to) = p(tp) = constante para todo t.

Desde un punto de vista fisico los diferentes valores de la constante C determinan movimiento que sé6lo
difieren entre si en el hecho de que corresponden a todas las posibles elecciones del punto inicial del
movimiento.

Se llega asi al resultado de que para una clase muy amplia de funciones f(x), que incluye todos los casos
en los que la funcién f(x) puede ser considerada como velocidad de un punto en el instante x se verifica
la siguiente igualdad.

b
f f(x)dx=F(b)-F(a) (6.3)
a
donde F(x) es una primitiva cualquiera de f(x).

Esta desigualdad es la famosa férmula da Leibniz y Newton que reduce el problema de calcular la integral
definida de una funcién a la obtencién de una primitiva de la misma, y constituye asi un enlace entre el
calculo diferencial e integral.

Muchos de los problemas concretos estudiados por los mas grandes matematicos se resuelven automati-
camente con esta férmula que establece sencillamente que la integral definida de la funcién f(x) en el
intervalo [a, b] esigual a la diferencia entre los valores de cualquiera de sus primitivas en los extremos
superior superior e inferior del intervalo. La diferencia 6.3 se acostumbra escribir ast:
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b
F(x)| =F(b)-F(a)
a
(Aleksandrov, 1979, 166 — 169)

3

Por ejemplo, utilizando la férmula de Newton-Leibniz puede calcularse f x*dx, que determina el drea
0
de la region limitada por la curva con ecuaciéon y = x? y las rectas con ecuaciones y=0, x=3 y x=0, de

la siguiente manera:

3 BB 33 03
f Pdx="| ==-—=9-0=9ul?
0 31p 3 3
3 2 3
X 3x X o
Observe que Dy (?) =3 = x?, por lo que 3 esuna primitiva de x2.

Veamos otro ejemplo en el que utilizamos esta férmula:

Qemploal
4
f(x2+1)dx
2
(x3 ) 4 43 (23 ) 62
3 2 3 3 3
Note que:

x° 5 x° - ,
Dx 3 t¥|=x +1 por lo que 3t es una primitiva de x* +1

”De los razonamientos hechos al exponer la férmula de Newton y Leibniz se desprende, claramente
que esta férmula es la expresién matemdtica a una conexién auténtica del mundo real. Es un bello e
importante ejemplo de como la matematica da expresion a las leyes objetivas. Debemos observar que
en sus investigaciones matematicas Newton siempre adopt6 un punto de vista fisico. Sus trabajos sobre
los fundamentos del célculo diferencial e integral no pueden ser separados de sus trabajos sobre los
principios de la mecénica.

Los conceptos de andlisis matemdtico -como la derivada o la integral- tal como se presentaban a Newton y
sus contemporaneos, atin no habia “roto” del todo con sus origenes fisico y geométrico (velocidad y area).
De hecho era de un cardcter mitad matematico y mitad fisico. Las condiciones existentes en esa época no
eran todavia las apropiadas para lograr una definiciéon puramente matematica de esos conceptos. Por
consiguiente, el investigador s6lo podia manejarlos correctamente en situaciones complejas si permanecia
en contacto inmediato con los aspectos précticos del problema incluso durante las etapas intermedias
(mateméticas) de su razonamiento.

Desde este punto de vista el trabajo creador de Newton tuvo un caracter diferente del de Leibniz, ya que
sus descubrimientos tuvieron lugar independientemente. Newton se dj6 guiar siempre por el enfoque fisi-
co de los problemas. En cambio las investigaciones de Leibniz no tienen una conexién tan inmediata con
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la fisica, hecho que, en ausencia de definiciones matemaéticas precisas, le condujo a veces a conclusidones
equivocadas. Por otra parte el rasgo mds carateristico de la actividad creadora de Leibniz fue su esfuerzo
por generalizar su busqueda de los métodos mas generales de resolucion de los problemas del anélisis
matematico.

El mayor mérito de Leibniz fue la creacién de un simbolismo matematico que expresaba lo esencial de la
cuestion. Las notaciones por conceptos fundamentales del anélisis matematico tales como la diferencial

dx, la diferencial segunda d*x, la integral f ydx, yla derivada d/dx fueron propuestas por Leibniz. El

hecho de que estas notaciones se utilicen todavia muestra lo acertado de su eleccion.

Una de las ventajas de un simbolismo bien elegido es que hace las demostraciones y célculos més cortos
y faciles, y evita también, a veces, conclusiones equivocadas. Leibniz, quien no ignoraba esto, presté
especial atencién en todo su trabajo a la eleccién de notaciones.

La evolucion de los conceptos del andlisis matematico (derivada, integra, etc.) continu6, naturalmente,
después de Newton y Leibniz y contintia todavia en nuestros dias; pero hay una etapa en esta evoluciéon
que merece ser destacada. Tuvo lugar a comienzos del siglo pasado y estd particularmente relacionado
con el trabajo de Cauchy.

Cauchy dio una definicién formal precisa del concepto de limite y la utiliz6 como base para sus definicio-
nes de continuidad, derivada, diferencial e integral. Estos conceptos se emplean constantemente en el
analisis moderno. La gran importancia de estos resultados reside en el hecho de que gracias a ellos es
posible operar de un modo puramente formal y llegar a conclusiones correctas no s6lo en la aritmética, el
algebra y la geometria elemental, sino también en esa nueva y extensa rama de la matemaética, el anélisis
matematico.

En cuanto a los resultados précticos del anélisis matemético se puede decir hoy lo siguiente: si los datos
originales se toman del mundo real entonces el resultado de los razonamientos matemaéticos también se
verificard en él.

Y, si estamos completamente seguros de la precision de los datos originales, no hay necesidad de hacer
una comparacién préctica de la exactitud de los resultados matematicos, hasta comprobar la exactitud de
los razonamientos formales.

Esta afirmacion tiene naturalmente la siguiente limitacién. En los razonamientos matematicos los datos
originales que tomamos del mundo real sélo son verdaderos con una cierta precisién. Esto significa
que en cada etapa de razonamiento matematico los resultados obtenidos contendran ciertos errores que,
conforme avanza el razonamiento (Por ejemplo de a= by b = c sigue formalmente que a = c. Pero en la
préctica esta relacion aparece como sigue: del hecho de que a = b con un error iguala ey b =c con un
error también € se sigue que a = ¢ con un error igual a 2¢) puede irse acumulando.

Volviendo ahora a la integral definida, consideremos una cuestion de capital importancia. ;Para qué
funciones f(x) definidas sobre el intervalo [a, b] es posible garantizar la existencia de la integral definida

b n
f f(x) dx, es decir, un namero para el cual la suma Z f(r) Ax; tenga limite cuando max Ax; — 0?
a i=1

Debe tenerse en cuenta que este nimero serd el mismo para todas las subdivisiones del intervalo [a, b] y
para cualquier eleccién de puntos r;. Las funciones para las cuales la integral definida es decir, el limite (A)
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existe se dicen integrables en el intervalo [a, b]. Investigaciones realizadas en el dltimo siglo demostraron
que todas las funciones continuas son integrables. Pero hay también funciones discontinuas que son
integrables y entre ellas figuran por ejemplo las funciones que son acotadas y crecientes (o decrecientes)
en el intervalo [a, b].

La funcién que es igual a cero en los puntos racionales de [a, b] e igual a uno en los puntos irracionales
puede servir de ejemplo de funcién no integrable, puesto que para una subdivicion arbitraria la suma s,
serd igual a cero 0 a uno segtn elijamos los puntos r; entre los ntimeros irracionales o racionales.

Sefialamos que en muchos casos la férmula de Newton y Leibniz proporciona la solucién al problema
de calcular una integral definida. Pero surge entonces el problema de encontrar una primitiva de una
funcién dada, esto es, de encontrar una funcién que tenga por derivada la funcién dada.

Procedemos ahora a discutir este punto.

Observemos de paso que el problema de encontrar una primitiva tiene gran importancia entre otras ramas

de la matematica particularmente en la solucioén de ecuaciones diferenciales.
(Aleksandrov, 1979, 170,173)

6.0.1 Propiedades fundamentales de la integral definida

Teorema 6.1
Si k es un ntimero real constante, y f es una funcién integrable en el intervalo cerrado [a, b],
entonces:
b b
f k f(x) dx:kf flx)dx
a a
Teorema 6.2

Si f y g son dos funciones integrables en [a, b] entonces f + g también es integrable en [a, b] y:

b b b
f[f(x)+g(x)]dx:f f(x)dx+f g(x)dx

Teorema 6.3
Si f y g son dos funciones integrables en [a, b] (con a < b) y ademads f(x) < g(x) Vx € [a, b] entonces:

b b
ff(x)dxsf gx)dx

Podemos ilustrar geométricamente la propiedad 6.3 como sigue:

Sea f(x) >0y g(x) >0 para x € [a,b], ademds g(x) = f(x) para cada x € [a,b], como se muestra en la
figura siguiente:
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Figura 6.5

Note que el drea del trapecio curvilineo a Q R b es mayor que el trapecio curvilineo a R S b, por lo que:

b b
ff(x)dxsf gx)dx

Teorema 6.4
Si My m son los valores méximo y minimo respectivamente de la funcién f(x) en el intervalo
[a,b], con a< b, y ademads f es integrable en [a, b] entonces:

b
m(b—a)s[ fx)dx<=Mb-a)

Puede ilustrarse la propiedad 6.4 geométricamente como sigue: sea f(x) =0 para x € [a,b] (a<b) y
consideremos la siguiente representacion grafica:

A
R
M S
\T
m|--P. u
a b
b-a |
Figura 6.6

Note que el drea del trapecio curvilineo a Q T b estd comprendida entre las dreas de los rectangulos
aPUDby aRSb. (El 4rea del rectdingulo aP U b es m(b— a), la del rectdingulo aRSb es M(b—a) y la
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b
del trapecio curvilinieo es f flodx
a

Ejemplo 6.2

Consideremos la region limitada por la curva con ecuacién y = x* +1 y las rectas cuyas ecuaciones
son x =1, x = 3; la representacion gréfica es la siguiente:

|
|
|
[
|
1

) 3\{'(

Note que el valor minimo que toma la funcién es 2 y el méximo es 10. El drea del rectdngulo a P S b
es 4 (ul)?, la del rectdngulo a Q R b es 20 (ul)? y la del trapecio curvilineo a PR b es:

3 3
f xzdx:x—
1 3

26 3
Observe que 4 < 3 <20 y por tanto 2(3—-1) <[ x*dx <103 -1)
1

; 27 1

Teorema 6.5

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existe en éste un punto a tal que se
verifique la siguiente igualdad:

b
f fdx=b-a)f(a)

Podemos dar una interpretacion geométrica como sigue: consideremos una funcién f tal que f(x) =0,
para todos los valores de x en el intervalo [a, b].

b
Entonces f f(x) dx es el area de la regién limitada por la curva con ecuacién y = f(x), el eje X y las
a

rectas con ecuaciones x=a, x=>b
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Figura 6.7

El teorema 6.5, establece que existe un nimero a en [a,b] tal que el drea del rectdingulo a Q S b, cuya

altura es f(a) y que tiene ancho de (b—a) unidades, es igual al drea de la regiéon a P R b.

El valor de @ no es necesariamente tinico.

Aunque el teorema no establece un método para determinar «a, si garantiza que existe un valor de «, lo

cual se utiliza para demostrar otros teoremas.

Ejemplo 6.3
Determinar, en cada caso, el valor de a tal que:

2
: f Bdx=f@e-1)

1

4
ii. f (X2 +4x+5)dx=f(@)(4-1)
1

2
iii. f P+ dx=f(@2+2) (Ejercicio para el estudiante)
-2

Solucién:

2
i. Calculemos primero f x> dx
1

2 4

X

Como Dy (%4) = x> entonces f X dx= vy
1

2
Luego[ x> dx= 14—5 = f(@)(2-1) de donde:
1

15
4

, 15 . ,[15
o= y por ultimo a = 121,55

Gréficamente se tiene:

f(@) = — (en este caso f(x) = x°)
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Y

4
ii. Calculemos f (x*+4x+5) dx
1
3

X 2 2
Como Dy (? +2x +5x) =x“+4x+5 entonces:

4 x3 43 1
2 _ 2 4 _ 2 -
f X +4x+5—(?+2x +5x 1_§+2(4) +5~4—(§+2+5)—66
1

4
Luego: f (x> +4x+5)=66= f(@)(4—1)

1
de donde f(a) =22, como f(x) = x> +4x+5 entonces:

a’+4a+5=22 y los valores de a que satisfacen la ecuaciéon son a; = -2+ v21, ap = -2 —V/21; este
altimo valor se descarta pues no pertenece al intervalo [1,4]

Luego el valor de @ que satisface el teorema del valor medio para integrales es a = v21 -2

Gréaficamente se tiene:

104
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Teorema 6.6

Si f es una funcion integrable en los intervalos cerrados [a, b], [a,c] y [c,b] con a < c < b entonces:

b c b
f f(x)dx=f f(x)dx+f fx)dx
a a C

Asumimos la propiedad 6.6 sin demostracion.

Qemplo 6.4

Sea [a,b] =[0,3] y c=2
3 3

f xzdx=x— |8=9

0 3

2
Ahora: f
0

3 2 3
Luego: f x* dx =f x? dx+f x* dx
0 0 0

3

3 P 3
xzdx+f dx="
2 3

X
i+
3

3 8 8
b=—+9--=9
3

Geométricamente podemos interpretar la propiedad 6.6 como sigue:

Si f(x) 20 para x € [a,b] entonces la propiedad 6.6 anterior establece que, el drea de la region
limitada por la curva con ecuacién y = f(x), el eje X las rectas con ecuacién x = a, x = b, esigual a

la suma de las 4reas de las regiones desde “a” hasta ¢ y desde ¢ hasta b.

El resultado anterior es valido para cualquier orden de a, b y ¢, como se establece a continuacion.

Teorema 6.7
Sea f una funcién integrable en un intervalo cerrado que contiene los tres nameros a, b y c.

b c b
Entonces: [ f(x)dx= f fx)dx+ f f(x) dx sin importar cudl es el ordende a, b y c.
a a C

Para la prueba del teorema se necesitan las siguientes definiciones:

Definicion 6.1

b a
f f(x)dx:—f fx)dx
a b


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

331

Ejemplob.s
. x? 9 1
[ xdx— ‘;’:———=4
1 2 2 2
b s 1 9
fxdx— :},,:———:—4
3 2 2 2

3 1
Luego:f xdx:—f xdx
1 3

Definicion 6.2

a
f f(x) dx =0, en este caso note que la longitud del trapecio curvilineo es cero por lo que se area
a
también es igual a cero.

Las definiciones 6.1 y 6.2 anteriores serdn de gran utilidad al calcular el drea de diversas regiones, como
estudiaremos en el apartado de aplicaciones de la integral definida.
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La integral definida es una herramienta ttil en las ciencias fisicas y sociales, ya que muchas cantidades de
interés en dichas ciencias pueden definirse mediante el tipo de suma que se presenta en la integral definida.

Antes de estudiar casos especificos en que se utiliza la integral definida, daremos las siguientes definicio-
nes:

Definicion 7.1
Recibe el nombre de particién de un intervalo cerrado [a, b] un conjunto de intervalos cerrados:

{[x0, x11, [x1, X2], [X2, X3], ..., [Xn—2, Xn-1], [Xn-1, Xnl}

que posee las propiedades:

1. [x0, x1] U [x1, X2] U+~ U [Xp—2, Xp-1], [Xn-1, Xnl} = [a, D]
2. [xi—1,xi0N[x;, xi1] = x; coni€{1,2,...,n}

3. [xj—1,XjIN Xk, Xke1] =@ amenos que k=jo j—1=k+1.

Definicién 7.2
Cada intervalo en una particién de [a, b] se llama subintervalo [a, b]. Una particién estd determinada
por los niimeros que son puntos externos de los subintervalos de la particién. Asi, una particién
que contenga n subintervalos queda determinada por un conjunto de n + 1 nimeros.

{x0, X1, X2, ..., Xn-1,Xn},
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donde xo=a, x, =b, x;i—1 <x; parai€{l,2,3,...,n}.

Denotaremos con P, la particién determinada por este conjunto de n + 1 niimeros, asf:

Py ={lx0,x11, [x1, x2], ..., [Xpn—-2, Xp-1], [Xn-1, Xnl}

Definicion 7.3
Si Py, es una particion de un intervalo [a, b], la norma N, de P, es el mayor de los n niimeros

(x1 = X0), (X2 — x1), (X3 — X2),..., (X — Xp-1),

donde

AX1=X1— X0, AXp=X2— X1, ..., AXyy = X — Xp—1,

oseaAx;=x;—x;—1 parai€{l,2,...,n}.

La norma N, de una particion P, es la longitud del mas grande de los subintervalos en la grafica de P,
que se muestra a continuacion:

Xo X Xi1 X Xo-1 Xy

<! | [ ! ! |
<

a b

Figura 7.1

Definicién 7.4
Si P, es una particién en un intervalo [a, b], un aumento T, de la particién es un conjunto de ntimeros
{t,1,..., t,} tales que

X=X, X1<DO<Xy, X0<I13<X3, ..., Xp-1=1Iy=<Xp,

osea, xj_1<t;<x;conief{l,2,..., n}

Gréficamente:
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Calculo de areas

Sea f una funcién cuyo dominio esta en el intervalo cerrado [a, b, tal que f(x) =0 para x € [a, b].

Sea R la regién plana limitada por las gréficas de las ecuaciones: y = f(x), y =0 (eje x), x=a, x=b.

Figura 7.3

Sea P, una particion de [a, b] en n subintervalos determinados por el conjunto {xo, x1, X2, ..., Xn_1, X5}, con
Ax;=x;—x;_1,1€{1,2,...,n}.

Sea T, = {11, 13,..., t,} un aumento de P,. Construimos n rectdngulos cuyas bases sean los n intervalos de
la particion P, cuyas alturas sean

f(tl), f(tz)y (RS ] f(tl); (AR f(t}'l—l)y f(t}’l)-

() ——

a t1 tz ¢ tn—] tn b

Figura 7.4

El area del i—-ésimo rectdngulo estd dada por f(¢;)-Ax;; y la suma
n
Y. ft)Ax;
i=n
de las dreas de los n rectangulos serd una aproximacion al drea de R.
Si aumentamos el namero de subintervalos, entonces decrece la longitud de cada subintervalo de la

particiéon P, obteniéndose una nueva suma que dard una mayor aproximacion al drea de R. Demos ahora
la siguiente definicion:
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Definicion 7.5
Si f(x) =0 para x € [a, D], y si existe un nimero A tal que dada una € > 0, exista § > 0 tal que

<€

Y f)Ax; —A
i=1

para toda particién P, de [a, b], y todo aumento de P, en que N, < §, entonces este nimero A es el
area de la region limitada por las graficas de la ecuaciéon y = f(x), y=0, x=a, x=b.

n
Note que de esta definicién se tiene que:  lim | )_ f(#)Ax;
méxAxi—»O i=1

= Ay si A existe, entonces: A= f fx)
a

Ejemplo 7.1

2

X
,¥=0,x=5,x=0.

Calculemos el drea de la regién R limitada por las graficas de y =1+

Solucién: La representacion gréfica es la siguiente:

ft)}----1

6t; — 17

y(t) =1+

El 4rea del i—ésimo rectangulo es: /

61; — 2
1+ 9 -AX;

=S
(9]
Y

>
=

La suma de aproximacién para el drea de R es:

Lo 6i—i?

Z 1+ -AX;

; 9

(En la grafica anterior se muestra el i—ésimo rectdngulo de la aproximacién).

Luego se tiene que:

5 2
A = f(1+6x x)dx
0 9

3, x5 3 125 85 ;
xes- )| =545 -2 -0 = )
9" 27)lo 9 27 27
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Calculemos el drea de la region R limitada por las gréficas de y=Inx, y=0, x=e.

Solucién:
Graficamente se tiene:

Como Inx =0 < x =1, entonces la curva interseca al eje x en el punto (1,0). El drea de la regién R
estd dada por:

e
f Inxdx
1

e
— — 2 M8y a . -z
(xInx —x) |1 = elne—e-Inl+1 = 1(u.l) Se utiliz6 el método de integracién
“por partes”.

A

7.2 Area de una region comprendida entre dos curvas

Sean f y g dos funciones con dominio en el intervalo [a, b], tales que f(x) = g(x) para x € [a, ].
Vamos a determinar cudl es el drea de la region R limitada por las gréficas de y = f(x), y=g(x), x=a, x=D
que se muestra a continuacion:

Figura 7.5

Construimos un conjunto de rectdngulos tales que la suma de sus 4reas sea una aproximacion al 4rea de
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R.

_fit) v=fe)

/y(= gx)

-~ i

/ —
(t
i)
AX;
Figura 7.6

Sea P, una particion de [a, b] en n subintervalos determinados por el conjunto

{x()rxl;va---;xi—l,xir---;xn*bxn}v

donde Ax; = x; —xj_1,i€{1,2,...,n}.

Sea T, ={t1,t,..., ti-1, ti,..., ty—1, ty} un aumento de P,. Construimos n rectdngulos cuyos anchos sean los
n subintervalos de la particion P, y cuyas alturas sean:

f)-gn), (L) —gta), ..., f(t) —g(ti), ..., [(tn) — &(Ln).

El drea del i—ésimo rectdngulo es: [f(;) — g(#;)]-Ax;, y la suma de aproximacién para el area de R esta
dada por:

Y Lf() - gt - Ax;
i=1

Si aumentamos el nimero de subintervalos, entonces decrece la longitud de cada subintervalo de la
particion P, obteniéndose una nueva suma que dard una mayor aproximacioén al rea de R.

Se tiene entonces la siguiente definicion:

Definicion 7.6
Si f(x) = g(x) para x € [a, b], y si existe un nimero A, tal que dada una € > 0 exista una 6 > 0 para lo
cual

Y If(t) - g(td))-Axi— Al <e
i=1

para toda particién P, de [a, b] y todo aumento de P, con N, < §, entonces dicho nimero A es el drea
de la region limitada por las grdficas de las ecuaciones y = f(x), y=g(x), x=ay x=D.

De esta definicién se tiene que:
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n
= i Z [f(5:) — g(t:)]- Ax;
Np—0;=

Si h es la funcién definida por h(x) = f(x) — g(x) para x € [a, b], y si A existe, entonces:

b b
:f h(x) dx=f [F00) - g(0]dx
a a

Ejemplo 7.3

, . x=2)° 2
Hallar el drea de la region R limitada por las gréficas de las ecuaciones: y = Gl 1, y= SXto, xS
4

Solucién: Graficamente se tiene:

—2)2
Note que las graficas de y = b=a

area del i—ésimo rectangulo es:

1, y= gx T 5 se intersecan en el punto (-1,0). En este caso, el

~Ax,-

(2 8- (%)
e -1
5'°5 9

y la suma de aproximacién estd dada por:

no(2 2 [(ti—-2)?
Z === —1|r-Ax;
=15 5 9

Se tiene que:

4 2 2 _ 22
A = f [—x+——(x 2 +1]dx
—115 5 9

x< 2 (x—2)3 ] 4 16 8 8 (l 2 27 ) 235
—+-x- +x | = —+-———+ + =
5 5 27 -1 5 5 27 27

2
5 5 27 27 (Wl
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Qemplo 7.4
Hallar el drea de la region R limitada por las gréficas de las ecuaciones y = —7x +1,x=-2,x=4,y=0.

Solucién: Graficamente se tiene:

» —X . g
La recta con ecuacion y = > + 1 interseca al eje x en el punto (2,0).

Note que la regioén R esta formada por dos partes, las regiones R; y Ry, por lo que el drea de R =
4rea de R; + drea de R,.

85 g 2/ —X : :
La region R; esta limitada superiormente por la gréfica de y = = 1, inferiormente por la de y =0,

lateralmente porlade x=-2y x=2.

Luego:
2 —x
dreade R, = f(—+1—0)dx

o\ 2
—x2 2

_ (—+x)|
4 -2

= 4(ul)?

L P . » e -X
La region R; esta limitada superiormente por la gréfica de y =0, inferiormente por la de y = 5 1,
lateralmente porlade x=2y x=4.

Luego:

area de R,

/2“ o (1)) dx

Il Il
% U_%
[\S}

—_—
| N =
= [

~——
—_ —
A} = ——

QU

=

Il

—
;»h
=~
s

Por tanto, el 4rea de R es igual a: 4+ 1 =5 (u.1.)%.
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Ejemplo 7.5

Hallar el drea de la regién R sefialada en la figura adjunta, que estd limitada por las gréficas de las
ecuaciones:

S X il y=% 41 y=—x45
y=3 y=3+Ly= :

y=x3+1

ww»»/n

Solucién: R puede dividirse en dos regiones Ry y R.

Las rectas con ecuaciones y = g +1, y = —x+5 se intersecan en el punto (3,2) (jcompruébelo!).
La recta con ecuacién y = —x+ 5y la pardbola se intersecan en el punto (4,1).

La recta con ecuacién y = 5 + 1y la pardbola se intersecan en el punto (0, 1)

Luego: drea de R = drea de Ry + drea de R,

51 5 2
dreade R, = f —+1—(——2x+1) dx
o |3 2
3
= [x—]dx
0
7 3\ 3
- (-3
6 6 Jlo
= 6(u.l)?
4 x2
dreade R, = f —x+5—(?—2x+1 dx
3
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31
Entonces: 4rea de R=6+ = (w.1.)?.

Ejemploz6

Hallar el 4rea de la region R limitada por las gréficas de las ecuaciones y? = x, y = —x +2.

Solucién: La representacion gréfica es la siguiente:

Las gréficas se intersecan en los puntos (1,1) y (4,-2) (Verifiquelo algebraicamente).

“"_rm

En esta caso podemos tomar “y” como variable independiente y x como la variable dependiente, es
decir, x=g(y) =2-y.

Asi el drea de la region R esta dada por:

1

_Z(Z—y—yz)dy
2 3\ 1
yo oy
= |o2y—-Z__-L
(y 2 3)|—2
9
= = (ul)?
zm )

Otra forma de obtener el 4rea de la region R es la siguiente:

y=vVx y=-vx y=2-x
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Dividimos la regién R en dos regiones R; y R,. La region R; esté limitada superiormente por la
gréfica de y = /x, inferiormente por la de y = —/x, lateralmente porlade x=1y x =0.

Asi:

area de R;

[ 1vE--vlax
fOIZ\/}dx
- %(\/E)3|

= g (w.1.)?

1
0

La regién R esta limitada superiormente por la grafica de y = —x +2, inferiormente por la de
y = —V/x, lateralmente por la de x =1.

Luego:
4
dreade R, = f[—x+2—(—\/§)]dx
1
4
=S f(2—x+\/})dx
1
x2 2x3/2 4
= (2x——+ )|
2 3 1
19 5
= — (u.l
6( )
Por tanto:
dreade R = 4&reade R; +4reade R,
419
3 6
27 ,
= — (u.l)".
6( )

7.3 Volumenes de solidos de revolucion

Sea f una funcion definida en el intervalo [a, b].

Recibe el nombre de sdlido de revolucion, el sélido generado al girar alrededor del eje x, la region limitada
por la grafica de y = f(x), el eje x y las graficas de x = a 'y x = b. El eje x es un eje de simetria de dicho
s6lido y una seccién recta perpendicular al eje x es un circulo.
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Figura 7.7

Para determinar el volumen de este tipo de s6lidos, seguiremos un procedimiento similar al utilizado
para el drea de una regién, aproximando el “volumen” de un sélido de revolucién por medio de una
suma de voltimenes de sélidos mds elementales, en los que el volumen ya ha sido definido.

Vamos a considerar discos o cilindros circulares como los sélidos elementales, asumiendo que el volumen
de un disco circular es, por definicién, el producto del 4rea A de la base por el espesor & (o altura).

Figura 7.8

Consideremos una particién P, del intervalo [a, b] determinada por el conjunto de ntimeros
{x0, X1, X2, ..., Xi—1, Xiy ..., Xpn—1, Xn},

donde Ax; =x;_1—x;, coni€{l,2,3,...,n}.

Sea T, =1{t1, b,..., t;} un aumento de P,,.

Consideremos ahora los n discos circulares, cuyos sensores son Axj,Axy,...,Ax;,...,Ax,, y cuyas bases
tienen radios f(t), f(t2),..., f(£),..., f(tn).

f(t)

Figura 7.9

El volumen del i—ésimo disco es:
wlf ()% Ax;
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La suma

n
2
Y wlf(t)]*- Ax;
i=1
de los voliimenes de los n discos nos da una aproximacién al volumen del s6lido de revolucién.

Podemos suponer que mientras mas delgados sean los discos, mayor serd la aproximacion de la suma
anterior al volumen del sélido.

Se tiene entonces la siguiente definicion:

Definicion 7.7
Si existe un niimero V tal que dada € > 0 exista 6 > 0 para la cual

Y wlf())?-Axi - V]<e
i=1

para toda particién P, de [a, b] y todo aumento T, de P, y con N, <, este ntimero V es el volumen
del s6lido obtenido por revolucién del drea limitada por las graficas de y = f(x), y=0, x=a, x=Db
alrededor del eje x.

Si h es la funcion dada por h(x) = n[f(x)]? para x € [a, b], entonces la suma de aproximacion:

Y mlf () Ax;

i=1

utilizada en la definiciéon del volumen del sélido de revolucién, puede escribirse como:

n
Y h(t;)-Ax;

i=1

donde ¢; € [x;_1, x;], Ax; = Xj—1 — X;.

Luego, de la definicién de integral y de la definicién de V dada, se tiene que

b b
v:f h(x)dxz/ nlf(x))*dx

Consideremos ahora dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado [a, b], tales que f(x) = g(x) para
x € [a,b]. Sea R la region del plano limitada por las curvas con ecuaciones y = f(x), y = g(x) y las rectas
con ecuaciones x = a, X = b.
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y=if(x)

\\_/
y=8(

;S
<

Figura 7.10

Deseamos determinar el volumen V del s6lido de revolucién generado al girar la regién R alrededor del
eje x (note que en este caso no giramos la region R alrededor de una de sus fronteras).

El sélido generado se muestra en la siguiente figura:

Figura 7.11
Sea P, una particién del intervalo [a, b] determinada por el conjunto de nameros {xo, X1, X2, ..., X1, X, ..., X}
con Ax; =x;—x;1 parai€{l,2,...,n},ysea T, ={t,1,..., t,..., [} un aumento de P,,.

En este caso, los s6lidos elementales usados para obtener una suma de aproximacién del volumen del
sOlido de revolucion, seran anillos circulares.

Se muestra a continuacién el i—ésimo rectdngulo y el i—ésimo anillo circular generado al rotar aquel
alrededor del eje x.

fit)

(k)
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Luego, el area del anillo circular es:

nlf ()1 —mlg(t))?

por lo que el volumen del i—ésimo elemento sélido sera:

AV; = (1f (1)) - [g(t))?) - Ax;

Entonces, la suma de aproximacién para el volumen del sélido de revolucién es:

n
Y w(lf)1* - (g(t)1%) - Ax;
i=1

Puede suponerse que mientras méas delgados sean los anillos circulares, mayor sera la aproximacion de la
suma anterior al volumen del sélido.

Definicion 7.8
Si existe un nimero V tal que dada e > 0 exista § > 0 para la cual

Y w(lf(t))? - [g(t)1*)Ax; — V| <e
i=1

para toda particion P, de [a, b] y todo aumento T, de P, y con N, <§, este nimero de V es el
volumen del sélido obtenido por revolucién del drea limitada por las gréficas de y = f(x), y = g(x),
X =a, x=Db, alrededor del eje x.

Si h es la funcién dada por k= ([ f(x)]* - [g(x)]?) para x € [a, b], entonces la suma Y., ([ f(£)]* - [g(£:)1?)

n
Ax; utilizada en la definicién 7.8, puede escribirse COl’nOZZ h(t;) Ax;,donde t; € [xj_1,x;], Ax; = Xj — Xi_1.
i=1
Luego se tiene que:

b b
v=f h(x)dx=f 7 ([f (01 - [g(012) dix
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Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor del eje x, la regién limitada
por la graficade y=v/x, y=0, x=1, x =4.

Solucioén:

777 y=\x :
y ﬂ””,’)’fi’il’:’”\;; N |
il | (ti) ! l |
A f B :
T | ! |

TTTT 1 Y
1 ti 4

e

Observe, en la figura de la derecha, i—ésimo rectdngulo que al rotar alrededor del eje x genera un
disco circular en forma de cilindro circular recto.

El volumen del i—ésimo disco circular es:
Al f ()1 Axi = m(\/1:)% - Ax;
La suma de aproximacién del volumen:

n
Zﬂ(\/t_i)z'Axi
i=1

El volumen del sélido estd dado por:

4
/ Txdx
1

1%

Hallar el volumen del s6lido generado cuando la regién limitada por las graficas de y=2—-x, x =
0, y =0 gira alrededor del eje x.

Solucién: La representacion gréfica del sélido de revolucion es la siguiente:
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fit)

El volumen del i—ésimo disco circular es:

mlf ()% Ax; = w2 - t;1* - Ax;

La suma de aproximacién del volumen es:

n
Y n@-1)? Ax;
i=1

Luego, si f(x) =2 - x, entonces el volumen del sélido estd dado por:

2 2
f[f(x)]zdx nf 2-x)?dx
0 0

-7 2
- -]
3( ) 0

8
?” (w.1)3

Hallar el volumen engendrado cuando la superficie limitada por la curva y = senx, y las rectas con
ecuaciones y =0, x =0, x = 7, gira en torno al eje x.

Solucién: La representacion grafica es la siguiente:
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(LT S ft;)

Si f(x) = sen x entonces:
1. El volumen del i—ésimo rectangulo es:

rlf(t)1% - Ax; = m(sent;)? - Ax;

2. La suma de aproximacién del volumen es:

n
Y m(sent;)?- Ax;

i

3. El volumen del sélido esta dado por:

& T1-cos2x
fﬂ(senx)zdx = nf —dx
0 0 2
= —|x——sen2x
2 2 0
2
i 3
= — (u.l.
2( )

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la superficie comprendida
entre las parébolas con ecuaciones y = x?, y = /.

Solucion: La representacion gréfica de la region y del i—ésimo rectangulo es la siguiente:
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y=x’=g(x)
1] S— , y =\ = fix)
N A—
;
AX

El volumen del i—ésimo anillo circular es:

n([v1:)? - [1117) - Ax;

La suma de aproximacién del volumen es:

Y m(lV6)? - 1617) - Ax;
i=1

Luego, el volumen del sé6lido de revolucién esta dado por:

Eemplo 7.11

1
f | (Vx)? - (x*)?] dx
0

nf(x—x4)dx

Determinar el volumen del s6lido obtenido al girar la regién del ejemplo anterior, alrededor del eje y.

Solucién:
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y=x =fy)

i

t) o(t)

El anillo circular tiene como radio méximo g(t;), y como radio minimo f(¢;).

En este caso tomamos x como la variable dependiente, y se tiene que el volumen del sélido esta
dado por:

1
v o= fo (g2 - 1f )1?) dy
1
_ fon[(mz—(yz)z]dy
1
= f n(y-y')dx
0
2 5
{52
2 2 )lo
= —awl)}
Ejemplomz

Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar, alrededor del eje y, la parte de la parabola
y2 =4ax, a>0, que intercepta larectax=a

Solucién: La representacion grafica de la region y del i—ésimo rectdngulo es la siguiente:
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A =8(y) = 4%2

ti}-

N

2
El anillo circular tiene como radio méximo x = a, y como radio interior x = i/—
a

Tomamos x como la variable dependiente.

El volumen del sélido estd dado por:

2a yz 2
VvV = f /4 az—(—) ]dy
-2a 4a

2a y4
= ﬂf (a2 - —) dx
—2a 1642

5\ 2a
2 Y
= nlay-—=—
( J 80a2) ~2a
5 32a° 5 32a°
= m\2a - —|-n|2a"+ —
80a? 80a

16
= —ad’n (u.l.)3

Determinar el volumen del s6lido de revolucion generado cuando la regién limitada por las gréficas
de las ecuaciones y = x?, y =4, gira alrededor de:
1. eleje y
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2. la recta con ecuaciéon y =4
3. el gje x

4. la recta con ecuaciéon y = -1
5. la recta con ecuacion x =2

Solucion:

1. Laregion en el plano xy que gira alrededor del eje y es la siguiente:

ti

-2

Se tiene que el radio del s6lido generado es:

x=\7

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

nlyV/ti1% - Ay;

El volumen del sélido esta dado por

4
14 ‘L7ﬂ¢?fdy

4
j,ﬂydy
0

2 4
:ny_|
2 1lo

87 (u.1.)3

1. Laregion gira alrededor de la recta con ecuaciéon y =4
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1
N bocooccoooa

El radio del i—ésimo disco circular es:

2
4-t

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:
n[4—-12]%- Ax;
En general, el radio del s6lido generado es:

4—y:4—x2

Luego, el volumen del sélido estd dado por:

2 2
vV = /n(4—x2) dx

=2

2
= nf (16—8x* +x*) dx
-2

5

8 3 x
= m|lbx—=—x"+— |
3 5

( 64 32) ( 64 32)
= n|32-—+=|-n|-32+—-=
3 5 3 5

2

=2

12
= 5—7‘[(u.l.)3

2. Note que al girar la regién alrededor del eje x, el i—ésimo elemento sélido tiene como base un
anillo circular.
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N 4 it
-2 t 2

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

[m(@)? - m(£5)?] - Ax;

Luego, el volumen del sélido generado estd dado por la siguiente integral:

v

2
f n[16 - (x*)?] dx
-7

fz n(16—x*)dx

=72

x°)\ 2
= n(lGx— i ‘
5)1-2

( 32) ( 32)
= 7w|32-—|-7|[-32+—
5 5

256
= “—xl)
5 7 (u.l.)

1. La region gira alrededor de la recta con ecuacién y = -1
El radio maximo del anillo circulares y=5=4+|-1|

El radio interior del anillo es y = x*> + |- 1| = x* + 1

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

[7!(5)2 — 7 (17 + 1)2] -AX;

El volumen del sélido generado estd dado por la siguiente integral:
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<
Il

/_22 257 —n(x?+1)?] dx

2
f n(25—x4—2x2 -1)dx
—2

© 2 5\
= m|24x———=-X ‘
5 3 -2

32 16 32 16
- nf18-T-3)-n[-a04 T+ )
5 3 5 3

1088
= —awl)
15

1. Laregion gira alrededor de la recta con ecuacién x =2

De nuevo, el i—ésimo elemento sélido tiene como base un anillo circular, cuyo radio maximo
es 2+ |-/, y cuyo radio interior es 2 — \/%;.

\
\

S
>
S8

=

El volumen del i—ésimo elemento sélido es:

[+ V1) -n@2 - /1)?]-Ay;

Luego, el volumen del sélido estd dado por la siguiente integral:

4
174 fo [n(2+\/y)2—n(2—\/?)2]dy

4
= nf 8\ydy
0

3/2 4
3/2 1o
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Longitud de una curva plana

Vamos a determinar la longitud s del arco de una curva con ecuacién y = f(x), comprendida entre los
puntos A(a, f(a)), B(b, f(b)).

Como se muestra en la figura anterior, dividimos el arco AB en n partes, uniendo luego los sucesivos
puntos de divisién por segmentos rectilineos.

Por ejemplo, el segmento DE tendra como longitud

\ (Ax)? + (Ayi)A

Luego, tendremos una aproximaxion de la longitud de la curva AB, mediante la suma:

Y\ (Ax)?+ (Ayp?.
i=1

Si aumentamos indefinidamente el nimero de puntos de divisién, entonces las longitudes de los segmen-
tos tienden a cero, por lo que:

n
i 2 )2
ngglm; (Ax)%+ (Ayi)

nos da el arco AB, siempre que el limite exista.

Para expresar el limite como una integral tenemos lo siguiente: supongamos que la funcién con ecuaciéon
¥ = f(x) es continua y posee derivada continua en cada punto de la curva, donde A(a, f(a)) hasta B(b, f(b)).
Luego, por el teorema del valor medio para derivadas, existe un punto D*(x;2, y;) entre los puntos Dy E
de la curva, donde la tangente es paralela a la cuerda DE, esto es:

xy _ Ayi L * .
f(xi)—A—xi osea Ay;=f(x])-Ax;
Luego

n

n
lim ) \/(Axp)?+(Ay)? = lim Z\/(Axi)2+[f’(x;‘)-Ax,-]2
i

= lim (Xn:\/1+[f’(x;.*)]2-Ax)

i=1
mé.xAxi—>O i=1
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b 2
que por definicién corresponde a la integral: f 1+ (%) dx (hemos expresado f'(x) como dy/dx).
a

Como la longitud de una curva no depende de la eleccién de los ejes coordenados, si x puede expresarse
como funcién de y, entonces la longitud del arco estd dada por

f) dx)?
f 1+(—) dy
f@ dy

En cada caso calcular la longitud del arco de curva que se indica.

Eemplo 7.14
1
y= g(x2 +2)%2 desde x =0 hasta x = 3.

Solucién:
Designemos con L la longitud del arco.

1 d
Como y = g(x2 +2)%2 entonces d—i/ =xVx2+2

Luego:
3
L = f\/1+[x\/x2+2]2dx
0

3
[ V1+x2(x2+2)dx
0

3
f Vxt+2x2+1dx
0

3
f V(x2+1)2dx
0

3
f (x> +1dx
0
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Eemplo 7.15
9x? = 43, desde (0,0) hasta (2v/3,3)

e . . dx .
Solucion: En este caso, tomemos x como variable dependiente y obtengamos ay por medio de

derivacién implicita:

d dx 2y°
18x25 =12 y* de donde i Luego, la longitud L del arco estd dada por:
dy dy 3x

3 212\2
L = f 1+(L) dy
0 3x
3 4y4
1+ —=—d
fo \/ 9x2 Y
3 4 4
f\/1+i3dy
0 4y

= 2 3 14
f V1+ydy = §(1+y)% 5 3
0

3

Qemplo 7.16

4

1
x:y—+—,desdey:1hastay:2
4  8y?

dx 5 1 _4)y°-1
TR TR

d
Solucion: Obtenemos de nuevo —x, pues x = h(y). Asi,
dy dy

4y6—1)?

fz 16y5+16y12 —8y5+1 4
1 16y5

fz 16y12 +8y5 +1 J
1

Luego: L

fZ /(4y6 + 1)2 4
1 4y3 Y

24y%+1
1 4y

2 1
f (y3+—y_3) dx
1 4

Il
—_——
|‘<
N

|
|~
N —
[\S]

|
p—t
[\~
w
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Qemplo 7.17

(y+1)?>=4x3, desde x =0 hasta x =1

- d . . .
Solucién: Obtengamos d—y por medio de derivacién implicita:
x

d dy 6x*
2(y+1)—x:12x2 dedonde Z¥=2>%
dy dx y+1
Luego:
1 6x2 \2
L = fﬁn(i) dx
0 y+1

1 36x4
[
0 (y+1)
1 36 4
f \/1+ s dx
0 4x3

1
= f V1+9xdx
0
2 3!
= —(1+9x)2
27 0
2 32 2 2
= —(10 -— = —(10v10-1
27( ) 27 27( )

7.5 Calculo de trabajo con ayuda de la integral definida

Vamos a estudiar la aplicacion de la integral definida al concepto de “trabajo”.

Si una fuerza constante F acttia sobre un objeto desplazdndolo una distancia x, a lo largo de una linea
recta, y la direccion de la fuerza coincide con la del movimiento, entonces el trabajo realizado W se expresa
como el producto de la fuerza F por el camino recorrido.

Es decir: W=F-x.

Cuando la fuerza no es constante, por ejemplo, cuando se contrae o estira un resorte, el trabajo no se
puede expresar en forma tan simple.

Consideremos una particula P que se desplaza sobre el eje x, desde el punto (a,0) al punto (b,0) por medio
de una fuerza f = F(x), x € [a, b].

Dividamos el segmento [a, b] en n partes arbitrarias de longitudes Axy,Axy,...,Ax;,...,Ax,, y tomemos en
cada subintervalo [x;_1, x;] un punto arbitrario ¢; como se muestra a continuacién.
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Xo X . Xi1 X Xo-1 Xy
b .

g i|'1 t £ "'im £, b

<
~<

Cuando la particula se mueve de x;_; a x;, el trabajo realizado es aproximadamente igual al producto
F(t;)-Ax;.

Luego, la suma:

n
Y F(t;)-Ax;
i=1
nos dard la expresion aproximada del trabajo de la fuerza F en todo el segmento [a, b].

La suma

F(t;)-Ax;
1

n
i=

representa una suma integral, por lo que si
n
lim ) F(5;)-Ax;

mé.xAxi—>0 i=1

existe, entonces este expresa el trabajo realizado por la fuerza f = F(x) al mover una particulade aa b, a
lo largo del eje x.

Se tiene entonces que

n b
W= lim ZF(ti)-Axi:f F(x)dx
a

méxAx;—0;

siendo F(x) la fuerza aplicada a la particula cuando ésta se encuentra en el punto cuya coordenada es x.

Sila unidad de fuerza es el kilogramo, y si la unidad de distancia es el metro, entonces la unidad de trabajo
es el kilogrametro. También pueden utilizarse como unidades de trabajo la libra-pie y el gramo-centimetro.

El alargamiento o la compresién de un resorte helicoidal, nos proporciona un ejemplo del trabajo realizado
por una fuerza variable. La ley de Hooke afirma que la fuerza necesaria para estirar un resorte helicoidal,
es proporcional a la elongacién del resorte. Asi, la fuerza necesaria para producir una elongacién de x
unidades, estd dada por la expresion F = kx, donde k es la constante de proporcionalidad, que depende
del material, del grosor del alambre, de la temperatura, etc.
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Eemplo 7.18

Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulgadas. Si una fuerza de 20 libras estira el resorte 1/2
pulgada, determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 8 pulgadas a 11 pulgadas.

Solucion: Consideremos el resorte ubicado a lo largo
del eje x, con su extremo fijo en el origen:

Por la ley de Hooke se sabe que F = kx. Como
x = 0,5 pulgadas cuando F = 20 libras, entonces
20 = k(0,5) de donde k = 40.

Luego, F = 40x. Se desea calcular el trabajo rea-
lizado por esta fuerza si aumenta la extensién de 8 a
11 pulgadas. Luego:

3 3
w = f 40xdx = 20x*| = 180 pulgadas-libras.
0 0

Qemplo 7.19

Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulgadas, y una fuerza de 30 libras lo estira 11,5
pulgadas. Determinar el trabajo realizado al estirar el resorte de 10 pulgadas a 12 pulgadas. Luego
encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte de 12 pulgadas a 14 pulgadas.

Soluciéon: Como F = kx, y x = 11,5 pulgadas, cuando
F =30 libras, entonces 30 = 11,5k, por lo que k = 60/23.

El trabajo realizado para estirar el resorte de 10
a 12 pulgadas est4 dado por:

260 30 ,2 120
W = f —xdx = —x%| = — pulgadas-libras
0 237 lo ~ 23

El trabajo realizado para estirar el resorte de 12 a 14 pulgadas estd dado por:

f4 60 30 ,4 480 120 360
W = = —28 = =g
2 23 12 23 23 23

5 dx pulgadas-libras

Eemplo 7.20

Una fuerza de 25 kg alarga un resorte 3 cm. Determine el trabajo requerido para alargar el resorte 2
cm mas.
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Solucion:

Como F = kx y x=0,03 m, cuando F = 25 kg, entonces k = 2500/3.

El trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm més (es decir, hasta 5 cm), estd dado por:

0,05 2500
w = f ——xdx
0,03

1250 2|0,05
—X
3

3,125 1,125

3 3

0,03
2

= —kgm
3 <&

Eemplo 7.21

Determinar el trabajo efectuado al alargar un resorte 6 cm, sabiendo que se necesita una fuerza de
15 kg para alargarlo 1 cm.

Solucién:
Segun la ley de Hooke F = kx, por lo que 15 = k-0,01, de donde k = 1500.

Luego, F =1500x y el trabajo efectuado para alargar el resorte 0,06 m estd dado por:

S
I

0,06
f 1500 xdx
0

0,06

750 x2 |
0

2,7kgm
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Eemplo 7.22

Un resorte tiene una longitud natural de 6cm. Si 1200 dinas lo comprimen 0,5 cm, calcular el trabajo
efectuado al comprimirlo desde 0,6 cm hasta 4,5 cm. ;Qué trabajo se requiere para hacer que el
resorte llegue a 9 cm, partiendo de su estado comprimido de 4,5 cm?

Solucién:
1. Como F =kxy x=0,5cm cuando F = 1200, entonces k = 2400. Luego F = 2400 - x. El trabajo
necesario para comprimir el resorte desde 6 hasta 4,5 cm estd dado por:

1,5
w f 2400xdx
0

15

1200x2|
0

1200(1,5)?

2700 ergs

2. El trabajo que se requiere para hacer que el resorte llegue a 9 cm, partiendo de su estado
comprimido de 4,5 cm, estd dado por:

3
w = f2400xdx
1,5

3

- 1200x2|
1,5

1200-9 —1200- (1,5)>

8100 ergs
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