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PROLOGO

Sin lugar a dudas el avance tecnolégico que ha desarrollado la humanidad,
se debe a que ha contado con la herramienta de las matematicas que son
“El Lenguaje De La Naturaleza”’;, una parte fundamental de las
matematicas lo constituye el Cdlculo Infinitesimal y dentro de este
ubicamos al Cdlculo Integral, que es el tema de estos apuntes preparados
para que los alumnos se introduzcan en su comprensién y dominio.

En los apuntes encontraran la parte tedrica correspondiente seguida de
ejemplos resueltos, los cuales incluyen los pasos a seguir y las formulas
empleadas, las cuales se disponen hacia el margen derecho de los
ejercicios planteados. La solucion de los ejercicios propuestos al alumno
es de vital importancia para la consolidacidon de sus conocimientos.

Como ayuda al estudiante se preparé también un Formulario De
Matemadticas, al cual hay que reproducir por separado. Lo anterior
porque para la solucidon de problemas se requiere del conocimiento de
otras areas de las matematicas, tales como: Algebra, Geometria,
Trigonometria, Geometria Analitica y Calculo Diferencial.

En realidad es grande la importancia y son muchas las aplicaciones que
tiene el Calculo. El estudiante de esta asignatura encontrara en estos
apuntes la ayuda necesaria para cubrir el programa de la materia y
encaminarse a su descubrimiento, aplicaciéon y la satisfaccion de su
dominio. Me sentiré retribuido si este sencillo esfuerzo contribuye en algo
a ese proposito.

Ing. Manuel Zamarripa Medina
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Ing. Manuel Zamarripa Medina Apuntes de Cdlculo Integral
INTRODUCCION

El Cdlculo Integral junto con el Cdlculo Diferencial constituyen el Cdlculo Infinitesimal que se encarga del
estudio de magnitudes infinitamente pequefias.

El Calculo Infinitesimal fue desarrollado casi al mismo tiempo por el cientifico inglés Isaac Newton y el
abogado alemdan Gottfried Wilhelm Leibniz a finales del siglo XVII.

Aunqgue Newton descubrié y empleo el nuevo lenguaje desde 1670, fue Leibniz el primero en publicar
sus descubrimientos del calculo infinitesimal en un breve ensayo que aparecié en la revista Acta
Eruditarum de su pais en 1684, en donde utilizo la notacién o simbologia que se sigue utilizando en
nuestros dias.

Sir Isaac Newton
(1642 -1727)

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646 — 1716)

En este nivel de preparacién escolar los alumnos ya estdn preparados para realizar las operaciones
mutuamente inversas como: adicién y sustraccidon (suma y resta), multiplicacion y divisién, elevar a una
potencia y extraer una raiz. En el curso anterior aprendimos a derivar una funcién, ahora aprenderemos
la operacién inversa de la derivada que es el Cdlculo Integral.

En el Cdlculo Diferencial se investiga el limite del cociente de dos magnitudes sumamente pequenas, o
sea, se determina la pendiente de una curva dada por una ecuacién.

El Cdlculo Integral tiene fin hallar la ecuacién de cuya grafica representativa se conoce la expresién de la
pendiente de su tangente. No obstante lo anterior tiene ademas el objeto de hallar el limite de la suma

de un nimero sumamente grande de magnitudes infinitamente pequefias; por eso Leibniz ided el signo [
gue es una letra S deformada para indicar a la Integral.

Las aplicaciones del Calculo Integral van desde estudios geométricos en el cdlculo de areas y volimenes,
hasta procesos fisicos e industriales, economia y negocios.

Lectura de comprension:
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Matematicas Aplicadas a la Vida Cotidiana y otros Lugares Inesperados
Por el Lic. en Matemadticas: Alberto Vargas Mendoza

No se requiere de un gran poder deductivo para concluir que existe una aversién generalizada hacia las
matematicas. La gran mayoria de los alumnos de preparatoria y de licenciaturas en ciencias sociales vy
humanidades experimentan las clases de matematicas como entes completamente ajenos a sus vidas cotidianas y
a sus futuros profesionales. Quiza la frase mas escuchada por los profesores de estas clases es: “¢Y eso para qué
me va a servir?”.

El problema no radica en que el estudiante no conozca las aplicaciones
de las matemadticas en ese momento, sino que lo mas probable es que j ATEMATICAS
pase el resto de su vida sin conocerlas. El propdsito de este escrito es PACA
presentar una serie de ejemplos de posibles aplicaciones a situaciones
de la vida cotidiana, asi como a disciplinas que tradicionalmente se han
considerado como ajenas al mundo de las matematicas, en un afan de
contestar a esta eterna pregunta.

LA UiDA DIiARIA

Continuando con la pasarela de frases célebres entre los alumnos de prepa, esta aquella que dice: “Si, ya me veo
usando algebra para ir al super”. Eso puede ser verdad en la mayoria de los casos, pero si pides una factura y
necesitas el IVA desglosado, tendrds que confiar ciegamente en las habilidades del empleado de la tienda, a
menos que sepas como despejar la ecuacion que te da el precio después del IVA (nota: el precio antes del IVA no
es 85% del precio final sino precio final)/1.15).

éNo vas a necesitar una factura nunca en tu vida? Aun asi las matematicas te pueden llegar a servir. Seguramente
algun dia querras comprar un automovil nuevo o una casa, y te enfrentaras con empleados bancarios o
vendedores de autos que te hipnotizardn con promesas de cero intereses y pagos chiquitos para pagar poquito,
pero en realidad ¢sabes cudnto estas pagando por el crédito? ComiUnmente entre mas benigno parezca un
esquema de crédito es muy probable que la tasa de interés implicita sea mas alta, para calcularla necesitas sdlo
algebra de secundaria y un poco de paciencia. En estos casos como en muchos otros, el papel que juegan las
matematicas en la vida cotidiana es el de detectar mentiras y engafios.

Estando en el terreno de los engafios, la simple experiencia de leer el periddico o ver las noticias en la televisidn es
completamente diferente cuando se sabe un poco de matematicas. Por ejemplo, uno de los temas que los
periddicos tratan con gran frecuencia es el de la pérdida del poder adquisitivo de los salarios, sin embargo, es muy
comun que los reporteros hagan sus “estimaciones” sin explicar sus metodologias o la fuente de sus datos. Una
vez mas, sin conocimiento matematico, leer el periddico se reduce a un acto de fe.

Asi, comprender las nociones bdasicas de algebra y una pizca de matematicas financieras nos da el poder de
desenmascarar las mentiras, engafios y triquifiuelas de vendedores, periodistas y (aun peor) politicos. Pero
vayamos mas alld de las situaciones cotidianas que todos hemos de enfrentar y adentrémonos al terreno del
ejercicio profesional. Hasta hace algunos afios, la aplicacidon de las matematicas avanzadas al ejercicio profesional
era un terreno restringido de manera casi exclusiva a las ciencias fisicas y a las ingenierias. Sin embargo este
panorama estd cambiando de una forma radical y cada dia son mas las disciplinas que estan aplicando métodos
que van de la administracién cuantitativa a la psicologia matematica, pasando por aplicaciones a la biologia, la
medicina o la planeacidn urbana.

Tradicionalmente los alumnos de las preparatorias a quienes les interesaba la ciencia pero no las matematicas
solian estudiar biologia, con la firme esperanza de no volver a ver una férmula en sus vidas. Desgraciadamente
para ellos, esto se aleja cada vez mas de la realidad, ya que a medida que avanza la biologia ésta depende cada vez
mas de las herramientas matematicas para producir modelos de la realidad.



Quiza el ejemplo mas famoso de esto es el de la genética. Aqui los métodos de la teoria de probabilidad se utilizan
con fines tan exdticos como encontrar la distancia evolutiva entre dos especies. Esto es, nos permite saber cuantas
generaciones atrds debemos remontarnos para encontrar un ancestro comun a dos especies. Esto se hace
comparando el cddigo genético de las dos especies y modelando el ritmo con que cambia este cddigo mediante la
evolucidn. Asi, podemos estimar qué tan “lejos” se encuentran evolutivamente una de la otra. La evolucién misma
es sujeta a ser analizada desde un punto de vista matematico.

La teoria de juegos nos ofrece herramientas para explicar partes de la evolucién que pueden parecernos casi
absurdas. Tomemos como ejemplo lo grave del croar de los sapos. En los cursos basicos de biologia nos ensefian
que aquellas especies que sobreviven son las mas aptas. Pero podemos preguntarnos: ¢éEn qué le ayuda a un sapo
croar de manera mads grave? Lo mas probable es que lleguemos a la conclusion de que no le sirve de nada en la
vida diaria. Sin embargo, los sonidos graves se asocian a lo largo de la historia evolutiva con sapos grandes. Asi un
sapo que croara de manera grave tiene mayor probabilidad de reproducirse que una con un croar agudo. Asi, con
el paso de las generaciones, los sapos adquieren un croar cada vez mas grave ya que de no hacerlo sus genes no se
perpetuaran al no lograr reproducirse.

Un caso muy similar es el de los pavo reales, cuyo plumaje no sirve a ningln propdsito mas que el de brindarle al
macho de la especie una ventaja en las sefales que manda a las hembras con las que podria reproducirse. Estos
dos ejemplos los hemos logrado describir con palabras; sin embargo, traducirlos al lenguaje matemadtico nos
permite no sélo escribirlos de una manera mds elegante sino que al resolver el problema, estamos de hecho
resolviendo todos los problemas que se puedan escribir de la misma forma. Es decir, si resolvemos el problema de
los sapos y encontramos que el croar seguira haciéndose mas grave mientras las leyes de la fisica lo permitan es
muy probable que la solucidon al problema de los pavo reales sea muy similar.

Ademas, el utilizar un modelo matematico nos permite analizar las cosas mas
allad de lo que podriamos hacer utilizando sdlo palabras. Podemos comenzar a
modelar varios atributos en una especie y el papel que juegan en conjunto en el
éxito para reproducirse de un individuo y asi encontrar que caracteristicas que
prevaleceran en el futuro evolutivo de esa especie.

La teoria de juegos es una herramienta de las matematicas aplicadas que no
solo se aplica a la biologia, sino que se ha enriquecido de ella. Al tomar algunas
de las ideas de la evolucién ha logrado avances importantes en aplicaciones en
la ciencia politica y la economia. Una aplicacion directa (y sumamente
simplificada) del ejemplo de los sapos se puede hacer a los partidos politicos de la siguiente forma: si suponemos
que un partido prometié Unicamente lo que es estrictamente posible cumplir, otro partido puede beneficiarse en
numero de votos prometiendo un poco mds, lo que provocard que el primero prometa adn mas y asi
sucesivamente... hasta que las promesas de campafa sean como el plumaje de los pavo reales.

Si bien hoy en dia a casi nadie le sorprende la aplicacién de las matematicas a las ciencias econdmicas, lo que si es
sorprendente es la sofisticacion de las matematicas utilizadas. Cuando se leen las convocatorias para hacer
estudios de posgrado en economia, tanto en Inglaterra como en Estados Unidos, las universidades parecen mas
preocupadas porque los aspirantes manejen el algebra lineal y el calculo de varias variables que los principios de la
economia. Algunas incluso sugieren que es util que los aspirantes sepan un poco de andlisis. Esto no ha de
sorprendernos después de hojear una revista especializada practicamente en cualquier area de la economia
emplea las matematicas.

La intensidad del uso de modelos matematicos en estas disciplinas es comparable sélo con el de las ciencias
fisicas. Este paralelo entre las ciencias econdmicas y las ciencias fisicas va mas alld de la profundidad o
complejidad de las herramientas utilizadas, en muchas ocasiones las herramientas son las mismas. Por ejemplo, la
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macroeconomia ha tomado prestada de la ingenieria la teoria de control éptimo como una de las herramientas
mas ampliamente utilizadas y las finanzas han tomado la teoria del movimiento Browniano como una de sus
piedras angulares.

Asi cada vez mas el perfil de los economistas se aleja mas de aquel individuo que leia tomo tras tomo de las
teorias de Ricardo, Smith, Marx y Mill, y se acerca mas al del estudiante de ingenieria que deambula por las
universidades con un grueso tomo en cuyo lomo se aprecia la palabra “Calculo”.

Hasta ahora hemos considerado aplicaciones en disciplinas que podriamos considerar como puramente
académicas, sin embargo la historia dificilmente acaba ahi. Uno de los conceptos que mas se utilizan en la
administracién moderna es el manejo de inventarios “just in time”. Este esquema seria absolutamente impensable
sin la ayuda de la investigacion de operaciones. Esta disciplina nos permite disefar desde la distribucién de los
productos en las bodegas, hasta las rutas que han de seguir los camiones repartidores para optimizar los recursos
disponibles. Utilizando informacién sobre la cantidad que se vende de un cierto producto cada dia, podemos
mantener inventarios minimos y asi disminuir drasticamente los costos de almacenamiento. Es gracias a estas
herramientas que las existencias de muchos supermercados consisten de sdlo aquello que estd en exhibicién, lo
gue evita que inviertan en grandes areas de almacenamiento en sus sucursales.

Mas alld de la maximizacidn de ganancias, existen industrias completas que
dependen de la investigacién de operaciones para sobrevivir. El caso
arquetipico de esto lo constituyen las aerolineas. El margen de utilidad bajo el
gue operan estas empresas es muy estrecho y ademas estan sujetas a algunas
regulaciones sumamente estrictas, tanto en los estandares de sus equipos,
— como en la cantidad de horas que puede estar en el aire cualquier miembro de
las tripulaciones. Asi, se enfrentan con problemas complejisimos de asignar las
©  tripulaciones de tal forma que no se violen las reglas internacionales, pero al

mismo tiempo no darle a su personal mucho mas tiempo en tierra del
LS ~. estrictamente necesario, ya que esto significa un costo significativo para las
N ‘ 2~ empresas. A tal grado es importante la optimizacion de recursos en las

. : aerolineas que inclusive la cantidad de sobreventa de boletos se optimiza.

Hemos, hasta ahora, considerado aplicaciones de las matematicas “hacia afuera”, esto es, aplicaciones a otras
ramas del conocimiento. Sin embargo, vale la pena considerar que otro lugar inesperado de aplicacién de las
matematicas son las matematicas mismas. Esto, que dé inicio puede parecer redundante no lo es. En el desarrollo
de conocimiento nuevo dentro de las matematicas (puras o aplicadas) con frecuencia se encuentra apoyo en otras
ramas de la disciplina que uno nunca esperaria. Por ello, la especializaciéon necia que sélo se concentra en un area
muy especifica y se olvida del resto de los conocimientos matematicos representa un riesgo. Frecuentemente en
areas distantes se encuentra la respuesta que se busca, de la misma forma que las demas disciplinas encuentran
en las matematicas (un area que creen muy distante) las respuestas que ellas buscan.

En nuestro recorrido por las aplicaciones de las matematicas hemos pasado del supermercado a la agencia de
coches, al laboratorio de biotecnologia, por las promesas de campafia y por la sobrevivencia de las aerolineas. Esta
breve semblanza no pretende de manera alguna ser una exposicién exhaustiva de las aplicaciones de las
matematicas, sino solamente una exposicidn inicial que permita al lector advertir la multiplicidad de lugares
donde, de manera inesperada, las matematicas pueden surgir como herramientas Gtiles (y hasta necesarias). Es
nuestra esperanza que el lector adverso a las matematicas se interese en ellas por el simple hecho de que le seran
utiles en la vida y que el lector que es ya un amante de las matematicas, sienta la curiosidad por explorar
aplicaciones poco conocidas o poco convencionales de esta maravillosa ciencia.



Ing. Manuel Zamarripa Medina

Apuntes de Cdlculo Integral

VENTAJAS COMPARATIVAS DEL CALCULO INTEGRAL

Sin Calculo Integral

Con Calculo Integral

Area de un
Rectangulo

Area debajo
de una curva

Trabajo realzado
Por una fuerza

Trabajo realzado
Por una fuerza

— :
constante D variable
Centro de e Centroide de
Un rectangulo /.—"' TPea Una region
Longitud de un Longitud de
segmento rectilineo un arco

Area superficial
De un cilindro

Area superficial
De un sélido de
Revolucién

Volumen de un
Solido rectangular

Volumen de un
Solido debajo de
Una superficie

Suma de un numero
Finito de términos
S=a;+a,+az+...+a,

Suma de un nimero
infinito de términos
S= a,;+a,+az+...




Ejemplos de Aplicaciones de la Integracion

Areas Planas.- Disefio y construccién de una presa de arco.

(~16, 389)9-¢ (0, 389)

(-16,244)¢ T

200 -100

La Presa Hoover, uno de los diques de concreto mds altos del mundo, se usé un tipo de construccion de arco por
gravedad, para contener las aguas del Rio Bravo. Su seccion transversal pudo modelarse por medio de la funcion:
flx) = 0.03x° + 7.1x + 350 -70 < x £-16 (una de sus tres secciones). La definicion del drea transversal de la presa

posibilito entre otras cosas la determinacion del volumen de concreto.

Si un objeto se mueve a lo largo de una linea recta mediante una fuerza F(x) continuamente variable, entonces el
trabajo W hecho por la fuerza cuando el objeto se mueve de x=a,a x=b, es:

Volumenes de Sélidos de Revolucion

Los sdlidos de revolucion se usan
comunmente en la ingenieria y en
procesos industriales. Algunos ejemplos
de aplicacion son los ejes, embudos,
discos, botellas y pistones.

Trabajo realizado por una fuerza variable

n
W = lim Z AW,
4-0 £
=1

LN\

b
W= | F(x)dx
[ Feo



LA INTEGRAL INDEFINIDA
I. LA DIFERENCIAL

.1 Generalidades. Incremento De Una Funcidn
Recuerda que uno de los objetivos fundamentales del cdlculo infinitesimal es estudiar cdmo varia una
funcién cuando el valor de su variable independiente cambia.
Si x es la variable independiente de la funcidon y =f{x) y su valor cambia desde x; hasta x,, el aumento o
disminucion que experimenta dicha variable se llama incremento de x y se denota por Ax. Asi tenemos:

Ax = xy — x4

Cuando la variable independiente x en y = f(x) experimenta un incremento Ax, generalmente la funcién
y también experimenta un aumento o disminucién de su valor, el cual se denomina incremento de la
funcién y se denota por 4y, es decir:

Ay = f(x2) = f(x1)

Como Ax=x,-x;, porlotanto, x,=Ax+Xx; Asitenemos que:

Ay = f(x, + 4x) = f(x1)
La palabra incremento se emplea para referirnos a la variacidon: aumento (+) como a una disminucién (-).

Ejemplo.- Dada la funcién f{x) = 2’ - 5x + 3, determina:
a) El incremento de x en el intervalo desde x = -2 hasta x = 2.
Solucion:
AX = X3- X1, donde X;=2yx;=-2.
Porlo tanto: Ax =2-(-2) ; Ax=2+2 ; Ax=4
b) El incremento de la funcidn y en el intervalo desde x = -2 hasta x = 2.
Solucion:
By =f(x) - fix1), donde f(x2) =f(2) vy f(x1) =f(-2)
Determinemos a continuacion f(2) y f{-2), y por ultimo el incremento de la funcién (4y).
f(2)=2(2)>-5(2)+3 =8-10+3
flz)=1
f(-2)=2(-2)>-5(-2) +3=2(4)+ 10 + 3
f(-2)=21
De acuerdo con los valores obtenidos de f(2) y de f(-2) resulta:
Ay = flx2) - f(x1)
Ay =f(2)-f(-2) ; dy=1-21
Ay =-20
10



c) El incremento de la funcion y desde el intervalo x hasta x + Ax.
Solucion:
Sea x;=x+Ax y Xx;=Xx, entonces
Ay = f(x2) - f(x1)
Ay = f(x + Ax) - f(x)
Ay = [2(x + Ax)? - 5(x + Ax) + 3] - (2x° - 5x + 3)
Si hacemos h = Ax, tenemos:
Ay=[2(x+h)2—5(x+h)+3]- (2x°-5x +3)
Ay=[2(x2+2xh +h?)-5x-5h+3]-2x°+5x-3
Ay=[2x2+4xh+2h2—5x—5h+3]—2x2+5x—3
Ay=2x2+4xh +2h%-5x-5h+3-2x°+5x-3
Ay=4xh +2h?~5h, 0 sea:
Ay = 4x Ox + 205 - 50x

d) El incremento de la funcidonsi x=4 y Ax=2. Solucién:
De acuerdo con la expresién obtenida en el inciso anterior, tenemos:
Ay =4x Ax + 2AX° - 50
Luego:
Ay = 4(4)(2) +2(2)*-5(2) ; Ady=32+8-10
Ay =30

Diferenciales

Consideremos que la funcién y = f(x) es derivable en el intervalo a < x £ b. En un punto x de dicho
intervalo, la derivada de y con respecto a x se define por la expresién:

dy Ay
, .
x) =—= lim —
f'e) dx Ax-0Ax
. ., d , .

Hasta ahora hemos utilizado la expresion d—z como un simbolo para denotar la derivada de y con
respecto a x. Ahora definiremos el concepto de diferencial de manera que dx y dy tengan significados
. . ., d .
por separado. Esto nos permitira considerar la expresion d—z como la razén de dy y dx, donde dx es la

diferencial de la variable independiente x y dy es del diferencial de la variable dependiente y.
Definicion del diferencial dx

Si y = f(x) es una funcién derivable en x, la diferencial de la variable independiente coincide con el
incremento de x; o sea:

dx = Ax
11
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Definicion del diferencial dy

Si y = f(x) es una funcién derivable en x y dx es el diferencial de x, el diferencial dy que corresponde a la
variable dependiente y se define como:

dy =f' (x) dx

Se llama diferencial de una funcion al producto de la derivada por la diferencial de la variable
independiente.

De acuerdo con la expresion anterior, el valor del diferencial dy depende del valor de x y de dx; o sea que
dx es otra variable independiente de dy.

Si en la expresién dy = f' (x) dx, dx es diferente de cero y dividimos ambos miembros de la igualdad por
dx obtenemos:

dy _ f'(x)dx
dx - dx
dy ,
—=f'®

Ejemplos:

1.- dadas las siguientes funciones derivar y determinar las diferenciales de y correspondientes.

Funcion Derivada Diferencial
y=x3 Z_y=3x2 dy = 3x? dx
X
y = 4x? 3—y=8x dy = 8x dx
X
y = 3x dy dy =3dx
ax

Notacion. La diferencial de una funcién se representa por medio de la letra d colocada delante de la
funcién. Asi, si la funcién es y = x2, la diferencial se expresa como:

4

dy =2xdx ; vy se lee: “diferencial dey

2.- Determina la diferencial de la funcién y = sen 4x

Solucion:

d

2 = 4 cos 4x
dx

dy =4 cos 4x dx

12




3.- Determina la diferencial de la funcién f(x) = V5x — 4.
Solucién:

Haciendo y = f(x) y cambiando a notacién de potencia

-1

y = (5x-4)"2 derivando, aplicando (10) di (x") =nx"
X

Bajando el binomio al denominador para que la potencia

dy _ 1 N
T2 (5x —4) 2 (5) sea positiva y cambiando la notacion a raiz:

dx

dy _ _ 5 .
dx Ve Despejando dx
dy = ——d
Y= et ¥

4.- Determina el incremento y la diferencial de la funcién f(x) = 2x*- x, parax =1y dx = 0.01 .
Solucion: se requiere calcular 4y y dy
Primero calculamos el incremento de la funcion.
De la expresion Ay = f(x + Ax) - f(x) sustituyendo valores
Ay =f(1+0.01) - f(1)
Ay = f(1.01) - f(1) ; sustituyendoen f(x) = 2x*-x
Ay = [2(1.01)? — 1.01] — [2(1)%? — 1]
Ay=1.0302 -1
Ay = 0.0302

De la funcién f(x) = 2x2-x obtenemos dy derivando:

Z—z =4x-1 despejando dx al sequndo miembro:

dy = (4x-1)dx

Sustituyendo x =1y dx =0.01, obtenemos:
dy =[4(1) — 1]0.01=0.04-0.1

dy =0.03

Obsérvese que el valor del incremento de la funcidén Ay es aproximadamente el de la diferencial
de la funcion dy.
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Ing. Manuel Zamarripa Medina

Ejercicios (1).- Resuelve lo que se te pide:

1) Define los conceptos: a) incremento, b) diferencial.

Apuntes de Cdlculo Integral

2) Dada la funcién f(x) = x + 3x, determina el incremento de la funcién cuando x=2 y Ax = 0.01.

3) Dada la funcion f{x) = 3x” + 5, determina:
a) el incremento de la funcién cuando x=2 y Ax = 0.01

b) la diferencial de la funcién cuando x=2 y Ax = 0.01.

14
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4) Aplicando la definicidn de diferencial, calcula las diferenciales de las funciones siguientes:

a) y=3x* b) y=sen2x c)y=2x3-3x*+8 d) y=x e) y=a**

15



1.2 Resolucion De Problemas Por Aproximacion

La siguiente figura corresponde a la funcién diferenciable y = f(x).

Tomamos en la curva un punto arbitrario P(x,y), trazamos una tangente a la curva en ese punto y

definimos como 0 al dngulo que se forma por la tangente y la direccion positiva del eje x.

Damos a la variable independiente un incremento Ax. Asi, la funcion experimentard el incremento
Ay = RQ

De acuerdo con la figura, las coordenadas del punto Q son Q(x+Ax,y+4y). En el tridngulo PRT

encontramos:

anf — RT
an0 = =P
RT = RPtan©

Como f'(x) =tan © y RP = Ax, tenemos que RT = f'(x) Ax. La diferencial de la funcidn es igual a la longitud
del segmento de recta RT, o sea:

dy =RT

La igualdad anterior significa que la diferencial de la funcién f(x), correspondiente a los valores dados de
xy de Ax, es igual al incremento de la ordenada de la tangente a la curva y =f(x) en el punto dado x.

En la figura también podemos observar que QT = Ay - dy. Esto significa que la diferencial dy no es lo
mismo que el incremento de la funcidn; esto es, dy # 4y. Sin embargo, si Ax-> 0, entonces dy = Ay.

Si Ax se aproxima a cero, tenemos que el valor del incremento de la funcidn es aproximadamente igual al
valor de la diferencial dy.

16
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Esto nos permite utilizar en los calculos ordinarios la igualdad 4y = dy porque generalmente es mas
sencillo calcular f'(x) Ax que f'(x +Ax) - f(x).
Es importante aclarar que no siempre 4y es mayor que dy. Analiza la siguiente figura y verds que aqui la
grafica de la funcién es cdncava hacia abajo.

dy > Ax

0 x X +Ax

Ejemplos:

1. Determina el valor aproximado del incremento de la funcién f(x) = x*+4x para x =2y Ax = 0.001.
Solucién:
Considerando que Ay =dy
Derivando  f(x) = x* + 4x

Z_z =2x+4 despejando dx

dy = (2x +4)dx sustituyendox=2 y dx=Ax=0.001
dy = [2(2)+4] (0.001)= 8 (0.001)
dy=0.008 como Ay=dy

El incremento de la funcidn es aproximadamente 0.008

2.- Supongamos que ante una determinada situacidon no contamos con calculadora y requerimos de una buena
aproximacioén para determinar:

a) V4.6
b) 8.2
Solucion:

a) Consideremos la grafica de y =+/x dibujada en la figura siguiente. Si x cambia de 4 (que tiene raiz exacta) a
4.6, \/x cambiade V4 = 2 a (aproximadamente) V4 + dy . Ahora bien obteniendo la diferencial de dy:

dy d a . 1
CAN _ % 1p2_ 2. -1/
dx dx(\/;) dxx Zx

1 1
dy =—x"Y2dx = —— dx

Locualparax =4 y dx = 0.6 tomaelvalor

17
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0.6
(0.6) = — = 0.15

d
yZ\/— 4

Por lo tanto,

V46 ~V& +dy=2+015 V46 ~215

by
dx = —0.8
, e .
. y = —0.133 = y=Vx
T o=
dx = 0.6 :
_.1 |.._ I
I
dy = 0.15
2 - |
| l
|
I :\/§=3
l |
1 V=2 !
| |
| |
| |
| I
S S L1 1 ! I | ot
1 2 3 4 46 5 6 7 8 9 10 X
8.2

b) En forma semejante y = +/x , para el radicando 8.2 hacemos para x=9 (que tiene raiz exacta)y dx =-0.8

1
dy = —— dx
Y x

1

-0.8
d 0.8) = —— = —0.133
y = 2\/_( ) c

Y por lo tanto:

V82 ~+9+dy=3-0.133 V8.2 ~ 2.867

Ndtese que tanto dx como dy son negativas en este caso.

Los valores aproximados 2.15 y 2.867 se pueden comparar con los valores verdaderos 2.1448 y 2.8636.
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4. El lado de un cuadrado mide 20 cm. Calcula el incremento aproximado del area si su lado se
incrementa 0.1 cm.

Solucion: r
AA =~ dA

El incremento del Area es aproximadamente
El diferencial del drea.

<— dL=0.1cm

Dénde: el drea es una funcién del lado

A=f(L) « 1 —>)
A=L?  (formula del cuadrado) '

Derivando respecto a L

Z—/Z =2L despejando dL

dA = 2L (dL) sustituyendo los valores de Ly dL
dA =2(20)(0.1)

dA=4 como AA=~dA

El incremento aproximado del drea del cuadrado es de 4 cm?

5. Calcula el incremento aproximado del volumen de un cubo cuyos lados miden 3 cm y aumentan 0.002
cm cada uno.

Solucidn: g y
AV=dV = — {

El incremento del volumen es aproximadamente
el diferencial del volumen

dL =0.002 cm

Dénde: el volumen es una funcién del lado
V=f(L) <~ L —>

V=L3 derivando

Z—‘L/ = 3 L? despejando dL

dV=3L2dL

Sustituyendo valores L =3 cm y dL = 0.002 obtenemos:
dV =3(3cm)? (0.002 cm) =27 cm? (0.002 cm)

dV =0.054 cm3 como AV =x=dV

El incremento aproximado de volumen es de 0.054 cm3
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6. El volumen de un cascardn esférico se considera como un incremento del volumen de una esfera.
Analiza la siguiente figura.

Calcula el volumen aproximado del cascarén esférico que tiene un radio
interior de 8 cm y cuyo espesor es de 0.12 cm.

Solucion:

AV =dV el incremento de volumen es aproximadamente el diferencial de volumen
Dénde:

V=f(r) elvolumen esuna funcién del radio

4mr3
3

V= formula del volumen

Derivando respecto al radio

2—‘:=§ m(3r?) reduciendo% =1 y despejando dr

dV = 4nridr

Sustituyendo valores r=8 cm y dr = 0.12 cm, obtenemos:
dV = 4m(8 cm)?(0.12 cm) = 256 mcm?(0.12 cm)
dV=30.72m cm3 multiplicando por m:

dV=96.51cm3 como AV=xdV

El incremento de volumen es aproximadamente 96.51 cm?
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Ejercicios (2).- Resuelve los siguientes ejercicios:

Mediante diferenciales calcula el valor aproximado de v25.2

=

Apuntes de Cdlculo Integral

2) Mediante diferenciales calcula el valor aproximado de V64.2
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3) Si el lado de un cuadrado mide 15 cm, calcula el incremento aproximado del drea si su lado se
incrementa 0.02 cm.

4) Si el lado de un cubo mide 4 cm, calcula el incremento aproximado del volumen si su lado aumenta
0.02 cm.

22
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5) Calcula el volumen de un cascaron esférico si su radio interior mide 6 cm y su espesor es de 0.02 cm.
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1.3 Antiderivada: La Integral Indefinida Como Operacion Inversa De La Diferenciacion

Por lo que sea visto referente al calculo diferencial, se desprende que por el se investiga el limite de una
razon (cociente) de dos magnitudes sumamente pequeias, o sea que se determina la pendiente de una
curva dada por su funcion.

El calculo integral tiene como fin hallar la funcién original cuya derivada se conoce, desde este punto de
vista la integral es la operacion inversa a la derivada.

Supongamos que se nos pide encontrar una funcién F cuya derivada es f (x) = 3x° . De lo que sabemos
sobre derivadas, podemos decir que:
F(x)=x> debido a que % x3 = 3x?

La funcién F es una antiderivada de f ; ndétese que se estd indicando una antiderivada, no la
antiderivada, esto porque funciones como:

Fi(x)=x>, Fa(x)=x"-5, F3(x)=x>+2, Fa(x)=x+7

Son todas antiderivadas de f (x) = 3x* . De hecho para cualquier constante €, la funcién dada por
F (x) = x> + C es una antiderivada de f. Para los ejemplos anteriores la constante € tomaria los valores:

0, -5 2y+m.

Consideremos los ejemplos siguientes:

Funcidn Primitiva Derivada Diferencial Antiderivada 6
Integral Indefinida

F(x) f ) f (x) dx [ f (x) dx
X 3x° 3x° dx X +C
cos(5x) -5 sen(5x) -5 sen(5x) dx cos(5x) + C
e 3e* 3e™ dx e +C
2 2X 2x 2
Ln(X°-1) = szrldx Ln(X°-1)+C

En estos ejemplos tenemos en la primer columna a la funcidon primitiva, en la segunda columna la
derivada, en la tercer columna su diferencial y en la cuarta a la integral, donde volvemos a obtener la
primitiva mas la constante de integracion C.
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De lo anteriormente expuesto podemos concluir lo siguiente:

1.
2.

La derivada y la integral son operaciones inversas,

El problema del célculo integral consiste en que : “dada la diferencial de una expresién, hallar la
funcion”,

La diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada por la diferencial de la variable

independiente. Una ecuacion diferencial en x y y es una igualdad que comprende ax, y vy
derivadas de y, cuando se resuelve una ecuacion diferencial de la forma:

d
d—z =f(X) Es util escribirla en su forma diferencial equivalente, como:

dy =f(x) dx

Notacion Para Las Antiderivadas.- La operacién de hallar todas las soluciones de esta ecuacion se
llama antiderivacidon o integracion indefinida y se indica con el signo de integral ideado por
Leibniz: ,f, gue como ya se menciono es una letra s deformada y expresa suma. La solucién
general se denota por:

y= I f(x)dx =F(x)+C Se lee como “la integral de f con respecto a x”
—— —
Integrando Constante de
integracion

Prueba de la integracion indefinida. Para comprobar el resultado de una integral indefinida, se halla la
derivada del resultado, esta derivada debe ser igual al integrando.

Reglas para integrar las formas elementales de la integral indefinida.

1)

2)

Para facilitar el trabajo en el principio del aprendizaje conviene echar mano del formulario de
integrales inmediatas. Por separado a estos apuntes viene un formulario de matemadticas, del
cual es necesario tener una copia para consulta.

Para resolver una integral se compara la expresion diferencial dada con las formulas de integrales
inmediatas; si se encuentra la formula inmediata, se aplica y se calcula la integral; si no existe una
formula inmediata, se aplican diversos métodos algebraicos hasta reducirla a una de las formas
registradas.
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Ejemplo.- sea el caso de obtener la antiderivada de 3x Formulas aplicadas
Solucién: [ 3xdx
Aplicamos la férmula 2, regla de la constante (2) Iaudx = ajudx

[ 3xdx =3/ xdx

n+l

Aplicamos la férmula 4, regla de la potencia, con n=1 (4) Iu“du = Ll+ c
n+

2
=3+ C

2
Simplificando:

_3.2
—zx + C

La comprobacion de la integral de una funcién diferencial es mediante derivacidn; en el ejemplo del
inciso b, derivando el resultado, tenemos:

% EXZ/?’ + C] =§ %xl/z =x1/2 = \x Igual que el integrando del ejemplo b

Ejemplos.- Integra y comprueba por derivacién los resultados obtenidos.

3 . n+l
1. fxzdx = %+C Aplicando formula 4; conu=xyn=2 (4) Iundu:Ll+c
n+

3
Derivando para comprobar: Sea f(x) = X; +C

fix) =3 [3x%] = x2
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n+1

(4) Iu”du = u—+c

n+1
1 Subiendo x* al numerador; ver leyes de los exponentes
2. fx—3 dx = [ x3dx en formulario. Aplicando formula 4; conu=xyn=-3
= x +C =x__2 + C Bajando x? al denominador para presentar como
—3+1 = potencia positiva.
=—=—=+C
2x
: 1 y 1 -2-1 -3 1
Derivando para comprobar:  Sea f(x) = — =T C, fx)=- 5[—2x |=x7°= =

Cambiando la notacién radical a potencia; ver

3. fi/xz dxzfx2/3dx Radicales en formulario. Aplicando formula 4; con
u=xy n=2/3.
24 5/ b : -
X3 x 3 3 ara efectuar la suma de fracciones, considérese
— — = 5
T +C= : =g Vx> +C que: 1= 3/3

5
Derivando para comprobar: ~ Sea f(x) =§ X33 +C; flx) =§ Exi_l] = x2/3 = Yx2

4. [(x®+2x—+x)dx (1) I(u+v—whx:fudx+fvdx—jwdx

Aplicando las formulas 1y 2, volvemos a escribir: 2) J. audx = aj udx

[x?2+2[xdx— [xY?dx
Integrando y reduciendo:

x3  2x% x3/2

3 2 3
2

3
+C = x?+x2 —§Vx3 + C
Derivando para comprobar:

3
Sea f(x)=x?+x2—§\/ﬁ+ C

i =£(2)+ £ - £ (45 + 0

d

3
= §(3x2)+2x—§[§x5_1] = x2+2x—+x

Ejercicios (3).- Resuelve las siguientes integrales y comprueba por derivacién los resultados

1) [x3dx 2) 5 3) [VxZ dx 9 [Z
5) [(2x% + 3x + 5)dx 6) [2senxdx 7) [3cosxdx

8) [3Vx%2dx  9) [e¥dx 10) [ 2a*
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Apuntes de Cdlculo Integral
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1.4 Interpretacion Geomeétrica de la Constante C de Integracion

Como la ecuacion y = f(x) dx tiene muchas soluciones diferentes por una constante, esto significa que
cualquier par de integrales de f son traslaciones verticales una de la otra. Traslacidn es una propiedad
geomeétrica que mantiene la forma, el tamafio y la orientacidn de las figuras o graficas.

En estas circunstancias la constante C es un parametro, es decir una cantidad distinta de la variable a la
cual se le pueden fijar distintos valores numéricos.

Ejercicio.- Integra la ecuacion diferencial dy = 2x dx ; representando graficamente la familia de funciones
para valoresdeC=-4,C=-1,C=0y C=1en el dominio [-4, 4].

Solucion: Integramos ambos miembros de la ecuacion diferencial dy = 2x dx

fdy = fo dx En el primer miembro se reducen la integral y la (2) jaud)(: aj udx
diferencial, quedando solo y; en el segqundo miembro o
aplicamos las formulas 2 y 4 (4) J' u"du = u- +C
X2
y=J2xdx=2[xdx =2 ?+C i y=x+C

Tabulacién para obtener pares ordenados, haciendo y = f{x)
En el dominio [-4 , 4] paravaloresdeC=-4,C=-1,C=0yC=1

Para C=-4 Para C=-1
fix)=x*-4 || flx)= x-1
X f(x) X f(x)
-4 12 -4 15
-3 5 -3 8
-2 0 -2 3
-1 -3 -1 0
0 -4 0 -1
1 -3 1 0
2 0 2 3
3 5 3 8
4 12 4 15

-4 16 -4 17

-3 9 -3 10

-2 4 -2 5

-1 1 -1 2 ) ;

o | o 0 1 ,

1 1 1 2 IN—y=x-4

2 4 2 5 :

3 9 3 10 Las grdficas de las funciones resultantes son traslaciones
4 16 4 17 verticales una de la otra y forman la familia de curvas y = x* + C
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Calculo de la constante C de integracion

Conociendo la ecuacidn de una curva, y = f (x), la pendiente m de la tangente a ella en uno de sus puntos
P(x, y), viene dada por m = f’ (x) = dy/dx ; reciprocamente por integracion se puede hallar la familia de
curvas y = f (x) + C; para determinar una de ellas en particular es necesario asignar o determinar el valor
de la constante C. esto se consigue obligando a que la curva pase por el punto dado.

Ejercicio.- dada la ecuacién diferencial dy =x" dx ; determina la integral, la constante C de integracion y
la ecuacion de la curva que pasa por el punto (-1, -1).

Solucién: dy =x° dx

n+1

Integrando ambos miembros y aplicando la formula 4 (4) I u'du = Ll +C
n+
[dy =[x dx
6
y= % + C Funcion Primitiva: Ecuacidn de la Familia de Curvas

Para calcular el valor de C, sustituimos (-1, -1): x=1, y=1 en la funcidn primitiva.

(-1° 1 .
(-1 = —t c ; —1=-+ C Despejando C
C=-1-2 Como: —1=—2:
6 6
C=- % Sustituyendo este valor en la primitiva

En consecuencia, la funcién cuya curva pasa por el punto (-1, -1) es:

x6

Y=%-

[S W]

Grafica de la funcion
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Ejercicios (4).- Resuelve los siguientes ejercicios:

1) Integra la ecuacién diferencial dy =2 dx vy grafica el dominio [-3, 3]; para valores de

C=-5,C=-2,C=0yC=3.
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2) Integra la ecuacién diferencial dy=3x” dx vy grafica el dominio [-2, 2]; para valores de

C=-3,C=0yC=1.
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3) Dada la ecuacioén diferencial dy =(2x + 2) dx determina la integral, la constante C de integraciony la
ecuacion de la curva que pasa por el punto (3, 10).
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Unidad Il: METODOS DE INTEGRACION

En esta unidad estudiaremos los diferentes métodos de integracidén, desde la simplicidad de las
integrales elementales o inmediatas, donde aplicamos directamente las férmulas de integracién, sin
embargo cuando las integrales no son inmediatas, es necesario emplear algin otro de los métodos de

integracion.

II.1 Integrales inmediatas

11.2 Integracion por cambio de variable

11.3 Integracion de diferenciales trigonométricas
11.4 Integracion por sustitucion trigonométrica
I1.5 Integracion por partes

Il. 6 Integracién de fracciones parciales

1.1 Integrales Inmediatas

Para resolver una integral inmediata, se compara la expresidon diferencial dada con las férmulas de
integrales inmediatas; si se encuentra la formula inmediata, se aplica y se calcula la integral; si no existe
una formula inmediata, se aplica algun otro de los diversos métodos hasta reducirla a una de las formas

Formulas
Aplicadas

un+1
Iu“du =—_ +4¢C
n+1

n+1

u
u'du=——+c
n+1

inmediatas.
Observa que el patrdn general de integracion es similar al de derivacion:
Integral ,| Vuelvea »| Integra »|  Simplifica
Original Escribir
-1
a)fxizdx [ x?dx X_—1+C -X1+C
b) [+Vx dx [ X% dx LG 2 ec
3/2 3
c) [2senXdx 2 [ senxdx 2(-cos x) + C -2 cosx+C

_[sen udu = —CoSU +C
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Ejemplos.- Resuelve las siguientes integrales.

1- [x8dx =
Aplicando 1a formula 4

B+1 7

jx’dx=g+l+c=‘%+c

2- I'\de

La podemos escribir come potencia

1

Jxldx

xd = +C=§+C=%E+c
PR

3- j%

La podemeos escribir como

Jxdx

Aplicando formula 4

=i+l -1 1

jxd=2 - jo-__—_.ic

-3+1 -2 2x*

(4)

Formulas empleadas

ny. U
ju du_n+1

n+l

+C
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4 [addx

Utilizando firmnla 2 tenemos
=a[x’dx

Utilizando formula 4

u[fdx=a%+ C=T+C

5. [{2x0 -5 — 3+ 4
Utilizando formulas 1 v 2 tenemos
=2)x’dx — 5[ X dx — 3 xdx + 4] dx

Utilizando las fommlas 4 v 3

I:‘I:—l 1_'1+1
- 5 X LaxeC
341 241 2 0
Simplificando
4 k]
XX Beiaie
2 3 2

2a b
6- {———:facﬁ&}ak
&=
Utilizando 1as fommulas 1 v 2 podemos escribir

1 1
2a(x e — b xdx + 37 x dx

Aplicando 1a formula 4

Simplificando queda

=4a-.|"}+é+ 23+ C
x

(2) J'audx = aj udx

n+1

u
4 u'du=——+c
@ -[ n+1Jr

(3) Idx:x+c

(1) J'(u +v—w)jx:fudx+fvdx—jwdx
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La podemos eseribir come
¥ 4
FFﬂE[ - JFdx
Simplificando v wtilizando formula 2
Jx2dc— 4 x (2) jaudx = a.[udx

Aplicando formula 4

. un+1
X X (4) Iu"du:—+c
= ~4 C

D41 A1 n+1

simphificando

Aplicando formula 2 y posteriormente la 5 (2) J.audx = a_[ udx

[2ax=3f% (5) J'd—uzln\u\+c
X X u

=3In|x|+C

9.- [3e*dx
Aplicando formula 2 y posteriormente 7 (7) J'e“du =e" +c¢C
[3e¥dx =3 [e*dx

=3e*+ C

sen x
d

10.- |

. . . . 4. sen x .
p—— aplicamos la identidad trigonométrica v tanx (ver formulario)

[ dx= [tanx dx

COsSX

Aplicando formula 14 (14) jtanudu = In\secu\ +C

=In|secx|+C
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Ejercicios (5).- Resuelve las siguientes integrales indefinidas

dx
1- | =

Apuntes de Cdlculo Integral

2.- | (6€*+2)dx

3.- | 30" dx

4- [ (4% + 3x*+x)dx

5.- J Cos x dx
6.- j 2x dx

x> +3
7.- Vx5 dx
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8.-1 4x*+2x+3 dx

Apuntes de Cdlculo Integral

X
9.- [ Csc*xdx
10).- g
11).- [ j—;
12).- | ZOSX d

13).- [ (x — 3)%dx dx

14).- [ 5Sen x dx

15).- [Secx Tan x dx
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1.2 Integracion Por Sustitucion Algebraica O Cambio De Variable

Con frecuencia es necesario tomar a u como una nueva variable en sustitucién de un alguna funcién de
la variable “x”; con esto una diferencial determinada se transforma en otra que se integra facilmente
mediante una de las férmulas de integracion inmediata.

En ocasiones se sustituye la base, en otras el exponente; en otros casos se sustituye el denominador o el
angulo de una funcidn trigonométrica. La sustitucién o cambio de variable se hace segln convenga.

Ejemplos:

n+1
1.- [(X*+2)3dx ; apoyados en la formula 4, hacemos: (4) ju”du = Ll +C
n-+

. d .
u= x+2 ;derivando respecto x: d—z = 3x? ; despejando dx; du=3x"dx ; entonces resulta:

Ju’du =u’+C ; restituyendo u por suvalor original:

3
=pC+2)+C
3

2.- [V/1 =3t dt ; se puede escribir como:  [(1—3t)/?dt ; apoyados en la férmula 4, hacemos:

u=1-3t; derivando: 2—1; =-3,; dt=-— d3—u ; haciendo el cambio de variable:
1/2 (_au\ . : . _
fu ( - ) ;  Aplicando la férmula 2 (2) Iaudx = aj udx

—iful/z du ;  Aplicando la formula 4

1 u3/2

=332 +C = —% w2+ ¢ = — %\/u3 + C  Restituyendo u por su valor original.

= -2 Ja-3+c
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ady

3 JJ.—;*_S

Podemos escribirla como

e —5]“%3*:;5:

Apovados en 1a formula 4

v=g -5 ;£=e‘; dv = g'dx
dx

sustituyendo estos valores en la integral

fv_;a‘v

Nota: En el desarrollo de los siguientes ejercicios considérese
qgue la variable u de las formulas es igual a la variable v
empleada en el cambio de variable.

n+l

. u
ju du=—+c
(4) n+1

{Cambio de Variable)

Aplicando firnmla 4 v restifmvendo a v su valor

Jdy

4.-
jZ+1‘x

Apoyados en 1a formula 3

v=2+3x ;£=3; dv = 3dx
ax
Sustitimos en la integral
dv
=J—
v

(Cambio de Variable)

(5) I(]::J: Injuj+c

Aplicando fornmla 5 y restituyendo a v su valer

=lnM+ C=]2+ 3|+ C
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5.- i idf
it +4

du ]
Apoyados en 1 formula 5 (5) J‘?— nuj+c

v=3"+4 % =0 ; dv==04d ; % = 1df {(Cambio de Varable)
Sustituyendo en 1a integral
i
6 (2) |audx=a|udx
- J J

Aplicando formula 2

1. dv
B 6F v
Aplicando fornmla 5 y restinryendo a v su valor original

=%1u|v|+ﬂ=%]n|3f2+4-|+c

6- [
g

Podemos escribirla como

=3]erdx (7) J'e“du =e' +c

Apoyados en 1a formula 7 tenemeos

V=—X £=—1 D dv=—dy [ —dv=dx
dx

Sustituyendo en la mfegral

= 3[e"(—av)

—-3[e'd
Utilizando formula 7

=-3g"



7.- jsm[%)dx

Apoyados en la foroula 8§

1r*=E : @ _2 ; a’v=gdx ; Er:‘u=r:’;a|:
3 dc 3 3 2
Sustituyendo en 1a integral
3

= =dv

j'Si:'er2

3
== v

zjsem

Utilizando 1a foonula 8 v restituyendo a v su valor
3 {Zx]
—2[ co 3 ]-{-C

= —EW{E] +C
2 3

8.-  [codb+ax)ix

Apovados en la formula 9 tenemos

v=b+m [ —=a ; dv=md

&
o | &

Sustituyendo en la integral

=jcnsv+£
a

Aplicando formula @ y restituyendo a v s valor

1
—Esen{ﬁ+ ax]+ C

(8) jsen udu = —cosu + ¢

(9) Icos udu =senu+c
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9.-  Jesci{a—bxyix

Apoyados en 1a formula 11 tenemos

v v
r=q—-bx ; —=-b ; dv=-ddx ; —=dx
¥ a ] i. 3 X ] —b
Sustituyendo en Ia integral

v
= 2.
=[cscve
1
=——Jesc’ vav
b

Aplicando formmila 11 v restituvendo a v su walor tenemos

= —%[—mt{v}] +C

= %cuf{a —EJx] +C

10.- [e‘cotedx
Podemos escribirla como
_[cot{e‘]e‘dx

Apoyados en 1a formmla 15 tenemos

Sustituyendo en Ia integral
= [cotve dv
Aplicando fommila 15 y restifuyendoa v su valor

=]ﬂ|5env| +

=Jﬂlsene’|+C

(11) Icsczudu —_cotu+c

(15) Icot udu = Injsenu|+c
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11.- 2
[sec’(2anx)ex (11) jseczudu —tanu+c
Apoyados en 1a formula 10 tenemos

v=2m ﬁ=2a o dv=2adx ; ﬁ=|:a"}c
dx 2a
Sustituyendo en 1a integral tenemos

dhr
_ 2
=[sec’ve —

= if sec’ wiv
2a
Aplicando formmla 10 fenemos v restifiiyendo a v su valor

= ii‘lﬂ?=11.f+ c
2a

= irm[z.m:] +C
2a

Ejercicios (6).- Resuelve las siguientes integrales empleando el método de sustitucion o cambio de
variable.

dx
1) -y
2) [5e5*dx
3) [a** dx

4) [ 2cos2xdx
5) [ 2x(x*+ 1)dx

6) [ cos?2x sen2x dx

7) Jo

8) [V3x—2 dx
9) [x2eX’dx
10) | fTX
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I1.3 Integracion De Diferenciales Trigonométricas

Para integrar una funcién trigonométrica con cierto grado de dificultad, no existe una regla general de
solucion, por lo que se recomienda la aplicacién de los conocimientos sobre identidades trigonométricas
(ver formulario) y aplicarlo en la sustitucién de la funcidon que se desea integrar. Este procedimiento
aplicado a base de prueba y error permite adquirir practica y experiencia para transformar una funcién
por otra u otras equivalentes y que se les pueda aplicar a estas las formulas bdsicas de integracion.

Ejemplos: Integra las siguientes diferenciales trigonométricas.

Resolviendo por sustitucidn, aplicando
la férmula 10.

1.- Jseczidx
3
d 1
seq u=£ " L ;o ddu=dx
3 dx 5

= jsn:r:1 weSdu = SI sec” udu = Sran%d.- oy

5. Jsecxdx
COSX
1
— 1
_ [cnsx‘ﬂ_:I : ‘ix=]'m2xdx=ra}rx+c
Y COBX cos X
3.- jsen?xﬂ‘x
1-cos? 1 1
- I( ‘:‘:'S_de = —[dx —— [ cos2xdx
2 2 2
sea N=2Xx | du = dx
2
1 1j du
=—x—=| cosu —
2 2 2
X Lenax+c
= —— — Sen 4£X
2 4

(10) _[seczudu =tanu+c

El coseno y la secante son funciones reciprocas:
secx=1/cosx; 1/cos’x=sec’x. Aplicando
la férmula 10.

Aplicamos la identidad

sen’ x = %{1 —coslx)

Resultan dos integrales, resolviendo Ia
segunda por cambio de variable.

(9) jcos udu =senu+c
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4.- .[“’f xdr Haciendo sen’x = sen x sen’x; aplicando la identidad  sen’x = 1- cos’x, y
efectuando el producto, resultan dos integrales.
1 1 2
= | senxsen” xdx = | senx|l—cos” x)dy = | senxdx — | cos® xsenxdy . .
j -[ x{ ] -[ j Resolviendo la segunda integral por
cambio de variable.

dl
B3 U = CO3X d_u = —seuxl[l} ;o dw=—senxdxy [ —du=senxdr
x
= jseuxdx—fuz{—du} = Iseuxdx+ | Aplicando las formulas 8 y 4

3
=—cosx+—+
3

(8) _[sen udu = —cosu +c¢

n+l

(4) ju“du = u—+c

cos x n+1

= —COEX + +C

Haciendo cos’x= (cos’x)’cos x; aplicando cos’x = 1- sen’x , desarrollando el

5.- _[cosj xsen” xdx ) - !
cuadrado del binomio y posteriormente el producto.

2 2
2 1 2 1
= [sen x(cos x} cosxdy = [sen x(l —3en x} cosxdx

4

= | sen’ x('l — Z?sen’ x+ sen x}cosxdx

= j sen’ xcosxdr — 2]' sen’ xcosxdx + I-SEIIE xdx

Resolviendo por cambio de variable, apoyado

583 U = EEAX : du =cosxdy en formula 4

u
— =cosx
dy
= [t du - 2[u’du+ [u’du

=u—3—2£—:£—: C
3 307

5 7
E:F_',CEL3 x Zsen’xy asen'x
= - + +C

3 5 T

Ejercicios (7).- Resuelve las siguientes integrales trigonométricas.

1) [ esc®x dx

2) [ secxtanx dx

3) [ sen’6x cos6x dx
4) [cos®3x sen3x dx

5) [(sen 3x/ cos 3x) dx

S
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.4 Integracidon por sustitucidon trigonométrica

Las integrales en cuyo integrando aparecen radicales del tipo:

2 2 * 2 2
a —v o Vo—da

O bien binomios del tipo:

Se pueden resolver por medio de una sustitucién trigonométrica. Recordando el teorema de Pitagoras y
las propiedades del triangulo rectangulo.

2 2 2
a +b" =c

a=+¢" —b* =csen¢ = btand

b=~ —a? = ccos@ b

c=+a’ +b* =bseco

Podemos observar que lo radicales son semejantes a los que aparecen en dichas propiedades por lo
tanto vamos hacer que estos radicales pertenezcan a un triangulo rectangulo.
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1.- El radical Va? — v? por su forma representa a uno de los catetos del triangulo, la constante a para la
hipotenusa y la variable v serda el otro cateto entonces
tendremos que:

L0
v = asen
0 \
—— N o
Va' —v' =acosg J
22 _ 2

2.- El radical Va2 + v2 o Vv?2 + a? por suforma representa a la hipotenusa del tridngulo rectangulo y
la constante “a” serd un cateto y la variable “v” serd otro cateto con lo que tendremos que:

v = atan@

Na* +v? =aseco

d

3.- El radical Vv2 — a? por su forma serd uno de los catetos del tridngulo rectangulo, la variable “v” sera
la hipotenusa y la constante “a” serd el otro cateto con lo
gue tendremos:

r=aseco

P2 2 . !
NV —d = artang d

Estas serdn las sustituciones que haremos cuando en un integrando aparezca uno de estos radicales:

Debe observarse que en todos los casos tanto la variable como el radical son iguales al producto de la
constante por la funcidn trigonométrica correspondiente.

La sustitucién de los demds elementos que aparezcan en el integrando debe hacerse condicionada a la
sustitucion hecha por la variable o por el radical.

Una vez hecha la sustitucion de todos los elementos, la integral por resolver sera trigonométrica y se
resolvera por los métodos ya explicados.
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Ya resuelta la integral trigonométrica, el resultado debe de transformarse a la variable original, para la

cual utilizamos el mismo triangulo rectangulo.

Ejemplos.- Resuelve los siguientes ejercicios aplicando el método de sustitucidn trigonométrica.

xdx
1- []Qf;?

Sea 5ﬁﬂ¢=§ ;o ox=2send ; X =4sen’¢

Cosg = 4;12 o A4—x" =2cos

%=2ms¢ ;. dr=2cosgdp

4sen® @2 cosgdp 4153{1 od= 4.[[1 coslzp] do

IM = e
= EJ dg— EJ cos2gdg

Sea u=2 ; —=12 =dg

=2J'a’¢—2j'cosu-%=2!d¢—_[cosudu=2¢—smu+c
=2p—zsen?gp+C

x
¢—arcsv.=_112

¥y sen?gp =2sengcosg  Identidad de angunlos dobles

=2£¢ - =%-~| 4_1’!
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5. |* .‘{':-:'J_':v::

(5
[ iy

) [w.-'x: + Ef

X

fang = & . x=+8mmg x* =8un’p
dx 2 - 2
£=J§s&: ¢ :  dr=-[Ssec’ gdy

% . A3 +8 =+f8seco

secg =

|' xdx =Jsmn2¢£sec!¢af¢=I.3ran2«i§sec”¢d¢
( mf (Bsecd) 848sec’p

_ptan® o rfsec’9-1),.  fsec’d 1
_J.sec:pdtp_J‘[ secd ]dtp_j(s&c:p sfec:qi-}dtp

= J'secf g — j cosgde = lnjsec ¢ + fang|—seng + C

COmo sec¢=?—§+8 ; !aﬂ¢=x . seng ad

X

C
AJx?+8 *

j X’dx |q."x!+8rx

X
ER T
V3 +) IR

_ 1|«.-'x: +8:—x|_ x

A8 | Jx +8

+

=h.\‘1‘+ﬁ‘—mlu'§|—¢_ﬁ +C

- .+hn‘r+x'r!+3—h1lw.|"§|+0
x"rrg 8

- +I.ulr+-‘.n'x! +8|+C

™ +8
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dx

. l':u'l.ﬁ':—.‘-t'i
X . 2 1 2
fang =— X=aigng , X =alfan @
a
ax a 3
d—=ars:e:t'¢ dv = asec” ¢ dg

secg =

2 1
Aat +x o
_ ‘-.t‘J'!+xE=t‘]'SEE¢
a

I. dx _{ asec’ pdp _il.sremdtjr

et axt atanpasecd a tan’ o
R

et L L,

s ICDW"W‘? = jcmﬂ"""@d‘? =

=—(—esc¢)+C  como cscg=

cosg

2

X

1
a—?jcotqbcs::tp\

)

- +XxX

.y,

a
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seng=—— : x=45sen¢ : x*=3sen’p Iz

ax z : = .5
. Scos¢ ; dr=-/Scosgdd

3-X - =
cosg = cooA5=xt =w.l'3c05¢-

& _ /5 cos¢dg —lj ¢_1{
Tx*f5_x* 7 5sen’ ¢fScosg 5 sen’ o ek
1
=—(—cotg)+C
5
Comao m’rqﬂ—uﬁ_x
/5 _
=_1_’“} X sC
5 0x

Ejercicios (8).- Resuelve las siguientes integrales aplicando el método de integracidon por sustitucion
trigonométrica.

[ 2- [ x N
v'x2+a2 ‘“‘" Cxea
j _[ 6. IL
AF M/1+A xyx* =9
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Il.L5 Integracion Por Partes

Una de las técnicas mas importantes de integracidon es la integracidén por partes, la cual es aplicada en
situaciones como las descritas a continuacién:

1.- integrales no inmediatas que presentan productos de funciones de distintas clases, como:
[ x Cosxdx ; [ xe*dx ; [ e*Sen x dx

2.- integrales logaritmicas, del tipo:
fIn | x|dx ; [ log | 5x | dx

3.- las integrales con funciones trigonométricas inversas, por ejemplo:

[ ArcTanxdx ; [ Arc Cos @ d

Son integrales que pueden resolverse por el método de integracidén por partes, que a continuacion se
describe:

Siendo u y v funciones derivables de x.

De laférmula: d(u-v)= udv+vdu ;integrando:

fd(u-v)=Judv+[vdu ;reduciendo en el primer miembro la integral y la diferencial:

u-v=Judv+[vdu ;despejando la primera integral:

fudvzuv— fvdu

Formula de la integracion por partes

Esta férmula se aplica cuando se tiene un producto de la forma [ u dv ; cuyos factores u y dv son las
partes de la integral, en donde dv debe ser integrable y siempre incluye a la dx. La integral que se
obtiene [ v du en el segundo miembro de la formula, deberd ser mas sencilla que la original, o un

multiplo de ella.

Pasos para resolver una integral por partes:

1) Designar las partes de la integral (u y dv) tomando como dv la parte de aspecto mas complicado,
a condicién de que se pueda integrar.

2) Calcular du (diferenciando u) y calcular v (integrando dv)

3) Aplicar la férmula de integracién por partes.
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Ejemplos.- Resuelve los siguientes ejercicios aplicando el método de integracidn por partes.

1.-

[ xe*dx

En este caso hacemos u = x, que es la parte mds simple; y hacemos dv = e* dx :
. . du

Diferenciando u=x ; = 1 ; du=dx

Integrando dv = €* dx
Jv=fe‘dx ; v=[fe“dx integrando, aplicando la férmula 7
v=e" (7) je“du:e“+c

Sustituyendo en la formula de integracion por partes:

[xe“dx =xe* -fée"dx la integral resultante es mds sencilla, integramos:
=xe"- e +C factorizando
=e(x-1)+C
[ In x dx
En este caso hacemos u = In x, que es la parte mas simple para derivar; y hacemos dv = x* dx
Diferenciando u=Inx ; gu_1 ; du= L dx formula i(In u)= ld—u
ax  x x dx u dx
Integrando  dv = x* dx
n+l
[dv = [x*dx Reduciendoy aplicando la férmula 4 (4) Iu“du = L1+ c
n-+
_x
V=3
Sustituyendo en la formula de integracion por partes: f udv=uv- f vdu

x3 x3\ /1
f x2/nde =Inx?—f(?) (;)dx
3
x?lnx — § In x— gfxzdx Integrando
x3 1x3 .
=—Inx—-=—+4+C Reduciendo
3 33

x3 x3
?lnx—;+ C
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dv=senx ; Jdv=[senx ; v=-cosx
J xsen xdx = x{—cosx)— j(—cosx)x
=—XCosX + [ cosxdx

=—xcosx +5enx +C

Eealicemos el mismo ejercicio pero tomando al confrario las partes

i ]
H=S8enx d_ =C08Y [ du=cosxdy

X

E

dv=xdr ; [dv=[xdx

X
V="
2

1 2
fxsmxdx =seux[%] —I%cnsnﬁf

Se complica 1a integral. Lo anterior significa que €5 muy importante 1a manera en que son designadas las
partes de la integral

4.-  [x*senxdx fudv=uv—fvdu

Integracién por partes
sea H=1 @ ﬂ=2:r © o =2xdx

i
dv=senxdx | [dv=[senxdx
¥ = —COSX
Jx* senxdyx = x*{—cosx) — [ - cosx2xdx

=—x" cosx + 2| xcosxdx

Esta ultima integral no es inmediata, pero es mas simple que 1a onginal, por lo que se le aplicara el
método de mtegracion per partes muevamente.

n=x du=dx

dv=cosxdx [ |dv=|cosxdx

v=senx

Jx* senxdx = —x”" cosx + 2[xsenx — [ senxdx]
=—X’ COSX + l[x senx —(—cos x}] +C
=—x"cosx+ 2xsenx +2cosx+C
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5. ‘[]nxa‘x fudv=uv—fvdu

Integracion por partes
Sea u=I1nx : d_u=1_ : du=d—x
dx x X

dv=dx v=Ia‘u=de=x

_F]J:l:ara:i:c=]J:1:lc|':x]|—j3c-ﬁ
X

=11nx_jarx
=xhx—-x+C
6.- [mrdx
P4
5 = o —=1 du = dx
ga M=X = : 4
dv=a'dc v=]’dv=fardx=a
Ina
[xa‘dx=xa——ja »dy
Ine " lna

a‘x 1 .

" lna lna
atx 1| a
~na ‘E(E] e

2 (I—L)-{-C
Ina Inag

Ejercicios (9).- Resuelve las siguientes integrales aplicando el método de integracidn por partes.

1) [X3Inxdx
2) [xcosxdx
3) [x%e*dx

4) [2xa*dx
5) [2Inxdx
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1.6 Integracion Por Fracciones Parciales

Integracion de fracciones racionales.- 5Se llama fraccién racional a una fraccion tal como

X e3x
P —2x-3

cuyo numerador ¥ denominador son polinomios

51 el grado del mumerador es 1gual o superior al del denominador se transforma la fraccion por medio de
Ia division Asi

¥ +3x 10x+6
—_ x4

X —=2x-3 X —2x-3

Una fraccion cuyo mumerador es de grado inferior al denomuinador pueds transformarse en una suma de
fracciones parciales, cuyos denominadores sean factores de pnmitivo denominador. Asi

10x+ 6 _ 10x+6 B 4] . 1
P —-2x-3 (x-3)x+1) x-3 x+1

Muchas veces esas fracciones pueden hallarse por tanteos.
En caso contrario, se procede de la siguiente manera.

Caso L- Los factores en que se puede descomponer el demominador son fodos de pnmer grado v
ningune se repite.

Y 4+2x+6

Ejernplo »{:r" +xt—=2x

Dividiendo el numerador por el denonunador, obtenemos

t+2x+6 It +6 It +6
#=x—l+#=x—l+—
T +xt=2x X +xt-2x J{I—l][x{—l}
Supongamos
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I’ +6
x-1)x+2)

C
x+2

4 B
=—+—0
x x-1
Los 2 miembros de esta ecuacion son simplemente maneras distintas de escribir 1a misma funcion Por
consiguiente, si quitamos denominadores, los 2 miembros de 1a ecuacidn resultante

3x° +6=A(x—)(x+2)+ B{x)x+2)+ C(x){x-1)
357 +6=(A+B+C)x" +(4+2B-C)x-24
De esta identidad tenemos
A+B+C=13 I
A+?B-C=0 I
2A=6 I
Eesolviendo €] sistema de ecuaciones, obtenemos A=-3.B=3,C=13

Feciprocamente, 51 A B v C tienen esos valores, se satisfacen idénficamente 1as ecuaciones anteriores.
Por consiguiente

4
(Z 2 ffx-1-3e 2 D
Xr+x —

=dex—ja’x—3j%+3j f‘rxl+3j ax

I_
I!
=?—I—3]ﬂx+3]ﬂ{x—1]+3]ﬂ{x+2}+C'

=I—2—x+3 {x—l]{:r+2]‘+c
2 x

Caso IL- Los factores en que se puede descomponer el denominador son todos de pnmer grado, pero
algunos estan repetidos.
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. 8x* +7
E 1o
Jemp ‘{{x:—l}(QJH lj3
Supongamos
8 +7 4 B c D

(x+ l](Ex-[—l}‘,' Cx+l * (2x+ 1}3 N {2x+l}2 * (2x+1)

Comespondiendo al factor repetido (2:-{—1}3, introducimos, pues, fracciones con [EI-[—IJJY todas las

potencias inferiores como denominadores. Desamrollando y resolviendo en 1gnal forma que en el caso I
obtenemos

A=1B=12,C=6,D=0

De aqui obtenemos

Bx " +7 1 12 i)
"-|'(x-{—fl:]{2x+lj|3 =j‘[3f+1+{lx+l]|5 - [2:-{—1}2][&

3 +C
2x+l] l‘H-l

=lnjx+1|—

Caso III - El denominador contiene factores de sepundo grado, pero ninguno repetido.

45 +x+1
Ejemplo j—a’x

Los factores del denominador son (x-1) y (f +X+ l) .

Supongamos

i+ x+1 A4 Bx+0C

+
-1 r—1 x*+x+1

Fmpleamos pues. con el denominador cuadritico x* +x+1, un numerador que no es una sola
constante, 51 no una fiineidn lineal Bx+C. Haciendo desaparecer las fracciones v resolviendo pam A By
C obtenemos
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A=2, B=2y C=1

Por consiguiente

4: +I+]. 2x+1
J- j[ x3+x+])dx

=2]ﬂlx—l|+1r:|lf +x+1|+-'3

Caso IV - El denominador contiene factores de segundo grado, estin algunos repefidos

3
Hjemplo [—X*1 _dy

r(f + l}

Supongamos X FL__ A, Br+C  Dx+E
;vr{x!+l:]2 X (:lr:+l]|2 {f"'l}

Comrespondiendo al factor de segundo grado repetido [x? +1]!, introducimos fracciones parciales que
tengan como denominador

{x? +l}2 v todas las potencias infeniores % + 1, siendo todos los numeradores de primer grado.
Haciendo desaparecer las fracciones y resolviendo para A, B, C, D v E cbtenemos.

A=1.B=1.C=1,D=1.E=1

De aqui

e R e S

x 1 x-1
+—aretany —

41 2 E{I?+l}

=In +
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Ejemplos.- Resuelve los siguientes ejercicios aplicando el método de integracidén por fracciones parciales

dx
L -l-:r’ -4
i B
CasoL- -4 1-2 142
(x=2)x+2) {121_4} _ [: HE-2x+2)+ B(x(—x?[;z]

1= A{I+2}+E{x—2]
l=Ax+24+Bx— 28

1=({4+Bpx+24-2B

Dee esta identidad tenemos que
A=B=0 I
2A-2B=1 1
) ) ) 1 1
Eesolviendo este sisterna de ecuaciones 4 = 1 ¥y B= 3

1 1

o A B 4 4
-l-x’ —4 =j(x—2 +x+2)dr=-l- x—2  x+2

=3
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7. J'JI_“E

¥+ xt -6y

=J- (x+1)ebx =_{ (x+)dx
x[f+x—ﬁ} x(x+3)x-2)

x+1 x+1 4 B c

Caso L- = ==
as0 X +xt—6x  x{x-2)x+3) x+x+3+x—2

x(x+3)x-2)— (x+1)  Ax){x+3)x-2) N B(x)(x+3)(x-2) . Clx)(x +3)x-2)

o +xt—6x x x+3
x+1=A(x+3)x—2)+B(x)(x - 2)+ C{x)(x + 3)
x+1=(A+B+Cx* +(4-2B+3C)x—64

A+B=C=0 I
Die donde A-2B+3C=1 1
H5A=1 I

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

1 2 3
0 15 10
1 —2
——dx —dx —dx
1 4.8 C 6 (15 (10
I-Ltﬂ'=i(— = —].ir=
Prr—ec \xTx+3 x—2 J X +[x+3 +fx—2

_Lpd 20k 3o
6- xr 15" x+3 107 x=-2

1 2 3
= —E]ﬂ|1'|—ﬁln|x+3|+ﬁlﬂj:r—2|+ C

x=-2
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x-xt —I+1=x2{x—1]—[x—l}=(f —1}{:—l]={x+1}{x—l}|:x—1]=[x+1}[;r—1}!

Caso II.- — 3{+5 __A + B + ¢ .
¥=x-x+1 x+1 x-1 (x-1)
Ix+5 Ax+D(x-1)" B{x+x-1F C(x+)x-1)
oxtox+l x+1 " (x—1) N (x-1)°

Ir+5=Alx—1) + Blx +)(x-1)+O(x+1)
Ir+5=Ax" —24x+ A+ Bx' — B+ Cx+C

31+5=(A+E}.r? +(24+C)+A-B+C

A+B=D I
De aqui obtenemos que 2AHC=3 I
A-BC=5 III
. . 1 1
Eesolviendo este sistema fl'=§ : B=_§ . O=4
3x+5 4 B C > 2 4
e = | + + = ldx = | 2 dv+ | 2 +] i
r-x-x+1 ¥+l x-1 {;._-_1} x+1 -1 x—l}'

lpdx 1 dx dx
=E’[I+]_EJ-I—1+4’{

x-1

1 1odr

Afx—1"g
i 2l -y e

1 1 4
=E]IIJI+1|—E]IIII— 1|—E+C
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4- [ .:ﬁb:
=9

CasoI- ¥’ —0= (x+3)(x-3)

1 B A N B
-0 x+3 x-3

_ A{x+3)(x-3) . B(x+3)(x-3)

(r+ 33—

x+3 x-3
1= A(x—3)+B(x+3)
1=Ax-3A+Bx+3B
1={A+Bx-3A+3B
De aqui obtenemos A+B=) I
3A+3B=1 O
Resolviendo el sistema obtenemos A= —% . B= %
1 1
& =f[ 4 B ]¢={_de+ i
-0 =3 x+3 o R
1p d& 1 dx
__E‘{I:—3+E'|-I—3
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5. [ dr
I iy [

Caso I- x* +Tx+6=(x+06)x+1)

1 A B

¥ aTx+6 x+6 x+1

1 =A{x+6]fx+1}+ﬁ(x+ﬁ}[x+lj
P +7x+6 (x+8) (x+1)

(r+6)x-1)

1=A{x+lj+ﬂ{x+ﬁ]
l=Ax+ 4+ Bx+ 568
1=[A+EJI+A+IEB

De esta identidad obtenemos el sistema siguiente

A=B=0 I
A6B=1 I
Resolviendo el sistema tenemos que 4 = —é y B =é
I
j i fx =J 5 5 -‘.’fl’=—l{ ax 1_ dx
' +7x+6 x+6 x+1 5 x+6 57 x+1

=—1_Iﬂ|x+ﬂ+llﬂ|x+1|+£‘
5 5

1, |x+1
==In——/I+C
Sm‘x+ﬁ

Ejercicios (10).- Resuelve las siguientes integrales.

Id:l.' 7. xjd,'l."
a [ (x+1)° I{l T]dl [ :(tl R g;d_ 3
[, ) {3x+ 7)dx 8- [T
2. _rx3+1 X 5. 'l-{l IJ(I_’}](I—?}} [T{_?_Ffd
(3 +6)dx (x* +1)dx o. [_&7=Dax
R I S [0
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lll.  INTEGRAL DEFINIDA

1.1 Suma de Riemann

Apuntes de Cdlculo Integral

Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826 — 1866)
Matemdtico alemdn que hizo sus
trabajos mds famosos en dreas de la
geometria, ecuaciones diferenciales
y teoria de los numeros. Sus
descubrimientos fueron la base para
la teoria general de la relatividad de

Einstein.
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La Notacién Sigma

La letra del alfabeto griego sigma (3 mayuscula 6 6 mindscula) es la decimoctava letra del alfabeto

griego y es muy empleada en matematicas. De forma particular nos vamos a referir a sigma mayuscula ¥
la cual denota o expresa sumatoria.

Los numeros cuya suma se indica en una notacién sigma pueden ser naturales, complejos u objetos
matemadticos mas complicados. Si la suma tiene un numero infinito de términos, se conoce como serie
infinita.

Por ejemplo, para obtener la suma de los términos de la sucesion:
01,000,030 4,05,

Esta se puede representar como la suma de los 7. términos con la notacién de sumatoria o notacién
sigma ) , que corresponde a nuestra S de "suma". La notacidn sigma se aplica de la siguiente manera:

n
Z Gy = a1+a2+a3+a4+a5—|—...—|—an
k=1

L . a -~
La ecuacién anterior se lee la "suma de “k desde & =1 hastak = ." La letra k es el indice de la suma
o variable de la sumatoria y se reemplaza k en la ecuaciéon después de sigma, por los enteros
1,2,3,4,5,..... 1y se suma lo que resulte del lado derecho de la ecuacién.

Ejemplos
1. Calcula la siguiente sumatoria:
5
>k
k=1

Solucion: k toma valores desde 1 hasta 5.

k2=12492432142 182 14449116495 =55
E=1

2. Calcula la sumatoria:
3 1
jZBJ
Solucidén: en este caso la variable de la sumatoria j toma valores desde 3 hasta 5

Zl_l 1 __M_'i_?
= 1_3 T (3@(E) T eo
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3. Determinala suma:

10 _
3
e=F5
Solucion: La variable de la sumatoria i toma valores desde 5 hasta 10.
10 _
zz = 54+6+7+84+9+10 =45
r=Fh

4. Determina la suma:
&
2.2
=1

Solucioén: La variable de la sumatoria h toma valores desde 1 hasta 6, no aparece en los términos
a sumary 2 es constante, por lo que el intervalo de h es el nimero de sumandos.

B
Z 24242424242=12
h=1

5. Expresa la siguiente suma en notacién sigma:
53463473483 4934103
Solucidén: Para este caso seleccionamos arbitrariamente a j como variable de la sumatoria.

10
53+63+?3+83+93+1D3:Z _jT'B
7="5

6. Expresa la siguiente suma en notacion sigma:

VIHVEFVE+. AT
Solucion:

77
VIHVEFAVE4. +TT = Z Wk
k=23
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El problema de determinar el darea de una regidn limitada por una curva y un eje cartesiano

Eiemplo.-  Sea encontrar el drea de la regién acotada por la grafica de la funcion f(x) =4 -x>, el eje x y
las rectas verticales x=1, x=2, como se muestra en la figura(a).

Solucion: la funcién f(x) es continua en el intervalo [1, 2], subdividimos el intervalo en n subintervalos
iguales, por ejemplo en 3 intervalos y formamos rectangulos verticales de los cuales podemos
determinar su area, multiplicando la base por su altura, la suma de los rectangulos sera aproximada al
area requerida, figura (b).

La Suma de Riemann. La aproximacidon mejora si el nimero de subdivisiones aumenta; Riemann se dio
cuenta de ello y género un nimero de intervalos infinito, dando por resultado un ndmero infinito de
rectangulos de base infinitamente pequefa, es decir que su base tiende a cero, figura (c)

Figura (a) Figura (b) Figura (c)

Las sumas de Riemann }
Las variaciones en las dreas bajo la curva (o sobre la u
curva) disminuyen a medida que se da mds
refinamiento en la particion del intervalo en estudio,
porque cada rectdngulo se divide en otros y esto
hace que cuando la base de los rectdngulos tiende a .
cero y el numero de rectdngulos es infinito; el drea \
bajo la curva corresponda con la suma de las dreas

1 2
de los rectdngulos. (1) 2)
Obsérvese lo anterior en la sucesion de las figuras W W
(1,2,3,4) de la derecha. (3) (4)
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Representacion Geométrica De Una Integral
Sea f (x) una funcidn continua en el intervalo desde x =a hasta x = b. Dividiendo este intervalo en n
sub-intervalos cuyas longitudes son Ax; , Ax, , ... Ax,, elegimos los puntos medios de cada sub-

intervalo, de abscisas X1, X2, ... Xn respectivamente.

Considérese la suma de los n rectangulos, siendo f(x,) la altura y Ax, la base de cada rectangulo:

Y
* —1 y=f(x
o a
N El valor limite de esta suma
cuando n tiende a infinito y
: i cada sub-intervalo tiende a
: cero, es igual a la integral
] : definida:
Ak | A%, AX, .
eg—x—g +— —>
. § J f (x)dx
| é 2
a X1 X X, b X
0
Esta integral también se puede expresar como:
b n
j f (X)dx = lim z f (x) Bx; La Integral es el limite de una suma
n—->oo
a i=1

La interpretacion del area como resultado de la integral definida, depende de la naturaleza de las
magnitudes que representan la abscisa y la ordenada. si x y y se consideran coordenadas de un punto
fijo, entonces la integral, es realmente un area.

Supdngase que la ordenada representa la velocidad de un movil y la abscisa represente el tiempo cuando
el mévil tiene esa velocidad; entonces la grafica es la curva de la velocidad y el drea bajo ella entre dos
ordenadas, representa la distancia recorrida en el intervalo de tiempo correspondiente. Es decir que el
numero que representa el area o valor de la integral, es igual al nimero que representa la distancia.

Asi mismo una integral definida que signifique volumen, superficie, masa, fuerza, resistencia, trabajo,
utilidad, etc, puede ser representada geométricamente por un area.
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El Area Bajo La Curva

En el Gran Premio de Espaina en 2008, los autos de Fernando Alonso y el de Kimi Raikkonen estdn uno al lado del
otro al inicio de la carrera, la velocidad de Raikkonen se denota con (Vg) y la velocidad de Alonso por (Va). En la
tabla siguiente se indican las velocidades en km/h de cada vehiculo en los primeros 10 segundos de la
competencia.

Ve(km/h) 57 69 81 104 111 121 129

Vi(km/h) 0 33 58 78 92 106 120 129 140 147 153

¢Con cudntos metros aventaja el auto de Alonso al de Raikkonen a los 10 segundos?

Solucidn: Transformando la velocidad en m/s y graficando; siendo la velocidad una funcién del tiempo, para los
dos competidores tenemos:

......... WVS) b : o Vim's)) SN S B
o A SR " Femando Alonso .
Kimi Raikkonen ' L
Col ]
......... : / N | —
» £
/ : SRR Y S VAN (ST W — AL [S—— j IS E— eeersssrenfersesesssrreniorrenee
/ t(s) i(s)
G T T N T N T N N I F 1 F I F i P 1

d
De la formula de la velocidad: V = T despejamos a la distanciad: d =Vt

Obsérvese que la féormula para hallar la distancia se puede establecer también como la férmula para hallar el drea
de unrectingulo: A=b*h  paranuestro caso A =t*V eldrea representa la distancia.

Obteniendo el 4rea de cada rectangulo en cada intervalo de tiempo de 1 seg. con rectangulos por extremos
derechos e izquierdos

Distancia con rectangulos por extremos derechos La
0-1|1-2|2-3 [3-4|4-5|5-6|6-7 |7-8 |8-9 |9-10|suma . s .

Zs] Raikkonen utilizando los rectangulos

= e e o B e W B O — por los extremos derechos es de

d. 9| 16| 22| 26| 29| 33| 36| 39| 41| 43 293 293-234 = 59m

ventaja de Alonso sobre

Distancia con rectangulos por extremos izquierdos La ventaja de Alonso sobre
t(s) |0-1/1-2|2-3 [3-4/4-5|5-6|6-7 |7-8 |8-9 |9-10|suma Raikkonen utilizando los rectangulos
de | O] 8| 13) 16| 15| 23| 26| 29| 31| 34| 198|| 4 |os extremos izquierdos es de

d. | o] 9| 16| 22| 26| 29| 33| 36| 39| 41| 251|| 251-198-=53m

Por lo tanto la ventaja de Alonso sobre Raikkonen esta en el intervalo: 53 <d <59
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1.2 Teorema Fundamental Del Calculo

Hasta ahora se han presentado las dos ramas principales del calculo: calculo diferencial, introducido con
el problema de la recta tangente, y calculo integral introducido con el problema del drea. Ambos
problemas parecen no estar relacionados, pero, existe una conexion muy cercana. Isaac Newton vy
Gottfried Leibniz descubrieron esta conexidn y expresaron versiones de este concepto, sin embargo fue
Reimann quien dio la definicién.

", n

Una integral definida es la integracion entre limites, entre un limite superior “b” y un limite inferior “a”.
Entonces la integral tiene un valor definido que depende de la funcion f (x) y del intervalo [a, b]
escogido.

La simbologia de una integral definida es:

f: y dx é f: f(x)dx yselee: “la integral de a hasta b”

b
Se calcula por: ff(x)dx =F(b) — F(a)

Teorema fundamental del calculo: la integral definida de una funcion continua en un intervalo dado, es
igual a la diferencia de los valores de una de sus primitivas para los extremos de un intervalo.

. . - b .
De lo anterior se concluye que una integral definida: fa f (x)dx  Esunnudmero,

Mientras que una integral indefinida: [f (x)dx Es una funcion.

Ejercicios (11).- Responde correctamente las siguientes preguntas:
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1)

Indica los objetivos del calculo integral

2)

Explica con tus palabras, Cudles son las ventajas de emplear el calculo integral.

3)

¢Que representa el simbolo de integracion?

4)

¢Qué son las sumas de Riemann?

5)

¢Qué representa el resultado de una integral definida?

6)

¢Qué representa el resultado de una integral indefinida?

7)

¢Cual es el teorema fundamental del calculo?
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lll.3 Laintegral definida

o“n

La integral definida es la integracion entre limites, entre un limite superior “b” y un limite inferior “a
Entonces la integral tiene un valor definido que depende de la funcién f ( x) y del intervalo [a , b]
escogido.

La nomenclatura de la integral definida es:

b , b 14 H ”
fa y dx 6 fa f(x)dx La integral de a hasta b

b
f f()dx = F(b) — F(a)

Que se calcula por:

Pasos para resolver una integral definida

1) se resuelve laintegral como indefinida, haciendo caso omiso de la constante de integracién.

2) el resultado anterior se encierra dentro de un paréntesis rectangular afectado por los limites de
integracion.

3) en la primitiva encontrada, se sustituye en lugar de la variable el limite superior y se le resta lo
gue resulta de sustituir el limite inferior.

Ejemplo.- determina el area limitada por la pardbola y = x¥* con el eje de las “x” y las ordenadas
x =2 ,x=4. Elaborando su gréfica.

Solucion:

Los limites de integracion son: a=2, b=4

AREA = f; x?dx  resolviendo la integral como indefinida

. %314 3 23 64 8 56
= |— = —_——— = —_—— - = — =52
AREA [3]2 3 3 3 3 3 T/ky_x

AREA = 18.67 u? (4, 16)

Pares ordenados (para elaborar la grdfica)

x | y=x?

7| 16

2| 4

0 0 >
2 4 0 2 4

4 16
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Ejemplos.- Resuelve las siguientes Integrales Definidas

1- [*x'dx

1
i *x*dx x 3—33—£—E
1 3 R P

1

2o [ x -2
2

: : o 2 _13
_J]D{I—E]nﬁr=_[]°xdx—2;ll"dx=%—2xl] 4%_1[9}}_['{ 2] _1[—1)}_2

3- [“2xdx

[

[12xdx = 2] 'xdx =
] Q

4- MR -Ddr

16 =2t = [ Par—2]ar - %- zsl - E— 2{1]}— {g_ 1(_1}} 210

5- ['Qt-10dt

a
[t —1dr = [ (38 — 45 + Dt
a ]

=4[ dt — 4] tdr + | 't
H a a

a4t |
=+
FmRegl

-

41y oy 40y
=|:ﬂ_4{Tj+l}—|:4{T]_ﬁ+{}i|=|:i_E+3:|_[n]=%

3 2 3 3 3

Apuntes de Cdlculo Integral
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I
|
b3 | taa
|
[
|
|
| 12
|
| I
]
|
| =a
+
I
Il
| =

—I'Pdr zjdr_ -2¢

13
i
3

1

1
=E%ﬂ’r_‘—2r]
4 L,

[0 52

Ejercicios (12).- Resuelve las siguientes integrales definidas:

3
X
1) IE dx
-3

2) J(azx —x3)dx
0

e
dx

X
1

4) (3x + 2)dx
/

5
5) f 4x dx
2
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.4 Aplicaciones geométricas de la integral definida

I1.4.1 Areas bajo la curva

Apuntes de Cdlculo Integral

Hallar el area de la superficie limitada por la curva dada, el eje de las “x” y los limites indicados.

1.- Curva: y=x> ; limites: x=0, x=4

Solucion:

4
A—f3d—X44—44 UNEFRIPY
B AR ) R
0

2.- Curva: y=9—x2 ; x=0 ; x=3

Solucidn:
3 3 3
A=j (9—x2)dx=9j dx—f x? dx
0 0 0

a=for- 2] = [o» - 2] - o0 - 2]

A=[27-9]— [0] = 18 3

88



Ing. Manuel Zamarripa Medina

3.- Calcula por integracion el darea del triangulo limitada por la recta y=2x, las rectas x = 0, x = 4.

Apuntes de Cdlculo Integral

Verifica el resultado obtenido, determinando el drea por medio de la formula del triangulo.

Solucion.

Los limites de integracion sonx=0,x=4
El drea se determina por:

4 4
A=f2xdx=2fxdx
0 0
x21*
A=2 [Yl = [X?]% = [4% — 0%] = 16 u?
0
Comprobacion:

_bxh_4x8_32
2 2 2

=16 u?

....................

.................

4.- Determina por integracion el drea del trapecio limitado por la recta x + y = 10, el eje de las X y las
rectas x = 1, x = 8. Verifica el resultado obteniendo el drea con la formula del trapecio.

Solucion.

x +y =10 Ecuacidn implicita, transformamos a forma explicita en funcion de x

y=10-x

A= f18(10 —x)dx = 1Of18dx—f18x dx

Integramos, los limites de integracion son x=1, x=8

12

x*]° (8)2 (1)2
A= lle —711 = [10(8) — > l - [10(1) — >

A= [80—32]—[10—%]

19 96 19 77

— I — = 2
A= 48 > > > 2u
Comprobacion:

A—B+bh

2
A—<9+2)7—(11)7—77 )
2 )T \) T

|

IR

N
\\\\\‘\\\\X\\\\\\\

0 2

4

6
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111.4.2 Volumenes de sélidos de revolucion

Se llama solido de revolucion a aquel que se engendra o genera al hacer girar alrededor de un eje una
superficie plana.

Por ejemplo, si se hace girar un triangulo rectangulo alrededor del eje x, este tridngulo en su giro va a
generar un cono circular.

\ 4
>
=<

—

Para obtener el volumen de un sélido de revolucién, pondremos de ejemplo la siguiente parabola:

Y/\ Consideremos que la superficie limitada
por la grafica de la funcidn f(x), el eje Xy las
"\ rectas x=a, x=b, gira alrededor del eje X.

“_n

Si dividimos esta superficie en “n
rectangulos, cada uno de ellos engendrara
un cilindro recto.

X b

—

AX =dX

A\ 4

De la formula de la circunferencia:
2
b A=nr

V=rnr’h
Para nuestro caso:

A:rty2
V =y’ AX

El diferencial (incremento) de volumen es igual al area
de la base por su altura.

dV = n Y2 dx
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" II

El limite de la suma de los volimenes de los
del solido de revolucion.

cilindros engendrados cuando n << es el volumen

Cuando el eje de revolucion es “X”:

n b
Volumen= lim Z ny*AX= [ my®dx
n—>eo =1 a
b 2
V= 7z_|' y2dx
a
Cuando el eje de revolucién es “Y” :
b
V= EJ x>dy
a

Ejemplos.-

1.- Determina el volumen engendrado por el area limitada por larecta y=-x+8 ylasrectasx=0, y =0.

Solucion:

Tabulando valores para dibujar la grdfica:

y=-x+8 vy“"*s

o AN O

g

El eje de revolucion es X, por tanto:

V= ﬁj: y2dx

Los limites de integracion son: a = 0, b = 8, sustituyendo y

V=7tj(—x+8)2dx= nf(x2—16x+64)dx

0
8

x3  16x? 8 = =
V=m [— - + 64x]
3
0
3 3
v= |8 ) —8(8)2 + 64(8)] (3) — 8(0)2 + 64(0)

512 512
= TL'[T—512+512] = TT[ u3
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2.- Determina el volumen engendrado por el area limitada por las intersecciones de las rectas x=0, x=2

yla curvay=x2.

Solucioén:
Tabulando valores para elaborar la grdfica

y=x
X y
2 4
-1 1
0 0
1 1
2 4

El eje de revolucion es X, por tanto:

b 2
V= 7r_|. y“dx
a
Los limites de integracion son: a = 0, b = 2, sustituyendo y

2

2
V= nj(xz)zdx = njx“‘dx
0

0

2

x® (2% (0)° 32
V‘"[? i —”[TO
0
32
V=?nu3

Ejercicios (13).- Resuelve los siguientes ejercicios:

y

Y

y 3

v

=x
<
0

1
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1) Calcula el drea bajo la curva y = x* limitada por las rectas x = 2, x = 5.

2) Calcula por integracion el drea del tridangulo limitada por la recta y=3x, las rectas x=0, x = 5.
Verifica el resultado obtenido, determinando el drea por medio de la férmula del tridngulo.
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3) Determina por integracion el area del trapecio limitado por la recta x + y = 8, el eje de las X y las
rectas x = 1, x = 6. Verifica el resultado obteniendo el drea con la férmula del trapecio.

4) Determina el volumen engendrado por el area limitada por la recta y =x+ 6 y las rectas x=0,
y=0.
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5) Calcula el volumen generado por la rotacién alrededor del eje X del rectangulo limitado por las
rectas cuyas ecuaciones son: y =4, x = 2, x = 7. Realiza una gréfica del rectdngulo y del cilindro
engendrado, comprueba el resultado por medio de la férmula del cilindro V = it/h.
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