Capitulo 9

Teoria dos Jogos - Jogos na Forma
Normal

9.1 Introducao

No curso de Microeconomia 1 nés estudamos a teoria da decisao individual. Isto é, nds
estudamos como um agente econdémico isolado faz suas escolhas. Na primeira parte do curso
de Microeconomia 2 nés nos concentramos na teoria do equilibrio geral. Embora a teoria
de equilibrio geral aceite a presenca de diversos agentes, a hipétese 14 é que os diversos
agentes econdmicos desconsideram o efeito que as suas decisoes vao ter nas decisoes dos
outros agentes. Desta forma, a teoria do equilibrio geral ignora completamente quaisquer
consideracoes estratégicas que um agente possa ter na hora de tomar uma decisao.

A teoria do equilibrio geral é muito 1til e tem diversas aplicacoes em economia, mas
algumas situacgoes econdmicas relevantes sao inerentemente estratégicas, o que nos faz ter
interesse em teorias que possam ser aplicadas a tais situacoes. Considere os seguintes
exemplos:

Exemplo 9.1 (Problema dos Sorveteiros). Suponha que tenhamos uma praia que seja
atendida por dois sorveteiros. Para simplificar, suponha que as pessoas estejam distribuidas
de maneira igual por toda a praia. Onde serd que os dois sorveteiros vao se posicionar? Tal
problema ainda nao estd totalmente especificado, mas nés ja podemos perceber que este é
um problema totalmente estratégico. O lucro do sorveteiro vai depender de onde ele e de
onde o seu concorrente estiverem posicionados. Mais ainda, o sorveteiro sabe disto, o seu
concorrente sabe disto, ele sabe que o seu concorrente sabe disto, etc.. Fica claro, que as
teorias que estudamos até agora nao sao capazes de lidar com tal problema.

Exemplo 9.2 (Duopdlio). Suponha que somente duas empresas vendam o produto y. Existe
um grande nimero de consumidores no mercado, de modo que os consumidores vao agir como
tomadores de preco. O problema das duas empresas agora é escolher que preco eles devem
cobrar pelo produto y de modo a maximizar os seus lucros. Novamente, o problema acima
ainda nao estd totalmente especificado, mas nés ja podemos perceber que ele também é um
problema estratégico. O lucro de cada uma das empresas vai depender do prego que ela
estd cobrando e do prego que a sua concorrente estd cobrando. Por outro lado, ambas as
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empresas sabem que a sua decisao de preco vai afetar a decisao de preco da concorrente.
Como saber o que vai acontecer em tal situacao?

Os dois exemplos acima mostram que nés precisamos de novas ferramentas para podermos
estudar situacoes econdmicas em que situagoes estratégicas estejam envolvidas. A ferramenta
usada em economia para tanto ¢ conhecida como Teoria dos Jogos.

9.2 O Conceito de Jogo

Nesta secao nés estudaremos o conceito de jogo. Um jogo para nds consistird de trés
elementos. Primeiramente, nés temos um conjunto de jogadores, digamos J := {1,2,..., N}.
Para cada jogador ¢« € J nés associamos um conjunto de acgoes ou estratégias A;. Finalmente,
nos precisamos de algo que represente as regras do jogo. Para nds as regras do jogo vao ser
representadas pelo que nés chamamos de fungoes de ganho dos agentes. A funcao de ganho
do agente 7, por exemplo, é simplesmente uma funcao que nos diz qual o prémio que o
agente i recebe dadas as estratégias usadas por todos os jogadores. Ou seja, dado um vetor
(a1, az, ...,ay) em que para cada j, a; € A;, a fungao de ganho U’ do agente i associa um
niimero real U (ay, ...,ay) que representa o prémio que o agente i recebe em tal situagao.
Em geral, nés chamamos um vetor de estratégias (ay, as, ..., ayn), de perfil de estratégias.

Exemplo 9.3 (Problema do Sorveteiro Revisitado). Uma forma de modelar o problema dos
sorveteiros como um jogo é representar a praia simplesmente como um segmento de reta ou
intervalo. Digamos que nés representemos a praia como o intervalo fechado [0,1]. Agora
o problema de cada um dos sorveteiros é simplesmente escolher uma posicao, ou niimero,
entre 0 e 1. Ou seja, em tal problema os conjuntos de estratégias dos jogadores sao dados
por A; = A; = [0,1]. Finalmente, para completar a descri¢ao do jogo nés sé precisamos de
duas funcoes Ut e U? que para cada par de de nidmeros a; e as entre 0 e 1 nos diga qual
o ganho de cada agente. Isto é, U'(ay,as) nos dird qual o ganho do sorveteiro 1 quando
o sorveteiro 1 se coloca na posicao a; e o sorveteiro 2 se coloca na posicao as. De forma
similar, U? (ay, as) nos diz qual o ganho do sorveteiro 2 nesta mesma situagao.”!

a, a,

Figura 9.1: Representacao grafica do problema dos sorveteiros

91Dependendo da nossa modelagem o ganho de cada um dos sorveteiros pode ser, por exemplo, o seu lucro
ou numero de sorvetes vendidos. Quanto cada sorveteiro vende dada as suas posi¢oes na praia vai depender
de hipéteses adicionais que nds incorporaremos ao modelo no futuro.
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Exemplo 9.4 (Duopdlio Revisitado). No duopélio o conjunto de jogadores é logicamente
dado pelas duas firmas, ou seja, J := {F7, F3}. Cada firma tem que escolher que preco cobrar
pelo produto, portanto suas estratégias sao dadas simplesmente por A; = A; = [0, 00). Para
completar a descricao do jogo s6 precisamos agora de duas funcoes U e U? que, dados os
precos cobrados pelas duas firmas, nos informem o lucro de cada uma delas. Ou seja, dado
um vetor de pregos (ap,az) com a; € Ay e ay € As, U (ay,a2) nos diz qual o lucro da firma
Fy e U? (a1, as) nos diz qual o lucro da firma Fj.

9.3 Conjuntos de Estratégias Finitos e Jogos na Forma
Matricial

Nesta secao nds nos concentraremos em jogos em que o nimero de jogadores é igual a 2
e o conjunto de estratégias de cada jogador é finito. Para tais jogos existe uma forma
bastante conveniente de representacao. Nés vamos chamar tal representacao de representacao
matricial de um jogo.

Para visualizar tal representacao, comecemos com o caso em que cada um dos dois
jogadores tém apenas duas estratégias disponiveis. Por exemplo, suponha que A; := {C, B}
e Ay :={F, D}. Neste caso, para completar a descrigao do jogo nds s6 precisamos especificar
o ganho de cada um dos agentes em 4 situagoes distintas. Isto é, nés sé precisamos conhecer
Ut (C,E),U"(C,D),U*(B,E) e U'(B,D), para i = 1,2. A forma mais conveniente de
representar tal jogo ¢ em uma matriz em que o jogador 1 escolha a linha da matriz e o
jogoador 2 escolhe a coluna. Em cada célula nds escrevemos o ganho dos agentes dadas as
duas estratégias jogadas.

Jogador 2
E D
Jogador C | U'(C,E),U*(C,FE) | U'(C,D),U*(C, D)
1 B[U'(B,E),U2(B,E) | U"(B,D),U%(B,D)

(9.1)

Geralmente, na literatura, nés encontraremos o jogador 1 representado como o jogador
que escolhe as linhas e o jogador 2 representado como o que escolhe as colunas. Neste curso
nods seguiremos esta convencao.

Exemplo 9.5 (Par ou impar). Suponha que o jogador 1 tenha sido a pessoa que pediu
par. Agora, as estratégias dos jogadores consistem apenas em colocar um nimero par ou um
nimero impar. Digamos que o jogador que ganha o par ou fmpar recebe ganho 1 e o que
perde recebe ganho -1. Na representacao matricial tal jogo pode ser escrito como

Jogador Tmpar

P 1
Jogador P |1,—-1|—1,1
Par I | —-1,1]1,-1

(9.2)

O jogo acima é o que chamamos de jogo de soma zero. Se vocé prestar atencao vocé vai
perceber que em todas as situacoes a soma dos ganhos dos dois jogadores é igual a zero. Nos
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seus primordios a teoria dos jogos dedicou bastante atencao a tais jogos, nem tanto por sua
importancia econdémica, mas sim por ser este um dos tnicos tipos de jogo que eles sabiam
analisar satisfatoriamente. Apds a introdugao do conceito de equilibrio de Nash, que nés
estudaremos mais a frente, a importancia relativa dos jogos de soma zero diminuiu bastante.

Consideremos mais um exemplo.

Exemplo 9.6 (Batalha dos Sexos). Suponha agora que os jogadores 1 e 2 sejam um casal.
Os jogadores tém que decidir aonde ir no sdbado a noite. Jogador 1 é a mulher e ela prefere
ir para uma discoteca. J4 o jogador 2 prefere ir para o seu bar favorito. Como eles sao um
casal muito apaixonado, caso ambos vao para locais diferentes eles nao derivam nenhuma
utilidade. Tal situagao pode ser representada pelo seguinte jogo:

Homem
D B

Mulher D13,1]10,0 3
B100]1,3

9.4 Jogos Resolviveis por Dominancia

Acima nés vimos que algumas situagoes econdmicas relevantes podem ser representadas pelo
conceito de jogo. E claro que uma teoria s6 é til se nés pudermos usé-la para fazer previsoes.
No caso de uma jogo, nés estamos principalmente interessados em saber que estratégias serao
usadas pelos jogadores naquele contexto. Na linguagem de teoria dos jogos, em geral nés
estamos interessados em saber qual é a solucao do jogo.

Viérios conceitos de solucao jé foram discutidos na literatura. O mais famoso, é claro, é
o conceito de equilibrio de Nash. Nés estudaremos tal conceito mais tarde. Agora nds nos
concentraremos em um conceito de solucao mais bédsico que, embora nao possa ser aplicado
para todos os jogos, quando aplicdvel gera previsoes claras, intuitivas, e empiricamente
consistentes.

9.4.1 Estratégia Dominante

Suponha que tenhamos um jogo em que o conjunto de jogadores seja dado por J = {1, ..., N}.
Dado um jogador qualquer ¢, nés dizemos que uma estratégia a; € A; é uma estratégia
estritamente dominante para o jogador 7 se, independentemente das estratégias que os outros
jogadores estejam jogando, a estratégia a; é a tunica melhor estratégia para o jogador i.
Formalmente, a; ¢ uma estratégia estritamente dominante para o jogador i se para qualquer
perfil de estratégias (a1, ..., an), com a; € A; para todo j e a; # af,

U'ay,...,al,...,ay) > U' (a1, ..., a;, ...,an) .

Ou seja, nao importa o que os outros jogadores estejam jogando, jogar a; é estritamente
melhor para o jogador i do que jogar qualquer outra estratégia.
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9.4.2 Solugao por Estratégias Estritamente Dominantes

Suponha agora que todos os jogadores tenham uma estratégia estritamente dominante.
E de se esperar que neste caso todos os jogadores usem exatamente as suas estratégias
dominantes. Quando isto acontece nés dizemos que o jogo é resolvivel por estratégias
estritamente dominantes.

Exemplo 9.7 (Dilema dos Prisioneiros). Dois individuos sao presos por um crime grave
e colocados em celas separadas. O delegado tenta obter uma confissao. Cada um deles,
separadamente, recebe a seguinte informacao: se um deles confessar e o outro nao, quem
confessou receberd uma pena leve de apenas um ano e o que nao confessou receberd uma
pena de dez anos. Caso ambos confessem, os dois receberao uma pena de cinco anos. Se
ninguém confessar ainda é possivel condenar ambos por um crime menor. Neste caso ambos
recebem uma pena de dois anos. Tal situacao pode ser representada pelo seguinte jogo em
forma matricial:
Prisioneiro 2

C N
Prisioneiro C | —5,—5 | —1,—10 (9.4)
1 N[ =10, -1] —2,—2

No jogo acima, independentemente do que o jogador (prisioneiro) 2 esteja jogando, a
melhor estratégia para o jogador 1 é confessar. A mesma coisa acontece para o jogador 2.
Portanto, o jogo acima é resolvivel por estratégias estritamente dominantes e sua solugao
é (C,C). Ou seja, o conceito de solugao por estratégias estritamente dominantes nos diz
que dado o jogo acima os dois prisioneiros confessariam. De fato, dada a matriz de ganhos
acima, é dificil imaginar que os jogadores agiriam de forma diferente.

No exemplo acima, embora o jogo tenha uma solucao bem natural, nés podemos observar
que o ganho final dos agentes nao parece ser muito bom, dadas as opg¢oes que eles tinham.
Em particular, caso ambos nao confessassem os dois obteriam um ganho estritamente maior.
Ou seja, em termos de ganhos, a solugao do jogo nao é eficiente no sentido de Pareto.
Esta é uma caracteristica marcante de situacoes estratégicas. Nés vamos ver que em geral,
independentemente do conceito de solucao usado, as solugoes de jogos nao tém que ser
eficientes.

Jogos resolviveis por estratégias estritamente dominantes sao a melhor situacao que
podemos encontrar em teoria dos jogos. A solucao de tais jogos é simples, intuitiva e
geralmente corresponde ao que esperariamos que ocorresse na vida real. O tinico problema
com tal conceito de solugao é que poucos jogos podem ser resolvidos desta maneira. Por
exemplo, considere o exemplo do par ou fmpar acima. Suponha que o jogador que pediu
fmpar esteja jogando um nimero impar. Neste caso a melhor estratégia para o jogador Par
¢ jogar também um ndimero fmpar. Por outro lado, se o jogador Impar estiver jogando um
nimero par, entao é melhor para par jogar um nimero par. Nés vemos que o jogador par nao
tem uma estratégia dominante neste caso. Uma andlise similar mostra que o jogador fmpar
também nao tem uma estratégia dominante. Também no jogo Batalha dos Sexos nenhum
jogador tem uma estratégia dominante. Vocé consegue ver isto?
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9.5 Eliminacao Iterativa de Estratégias Dominadas

9.5.1 Estratégias Estritamente Dominadas

Na secao anterior nés estudamos o conceito de uma estratégia estritamente dominante para
um dos jogadores. N6s vimos que uma estratégia era estritamente dominante para o jogador
1 se, independentemente do que os outros jogadores estivessem jogando, ela fosse sempre
estritamente melhor para o jogador i do que todas as suas outras estratégias. Agora noés
estudaremos o conceito relacionado de uma estratégia estritamente dominada. Intuitivamente,
uma estratégia a, ¢ estritamente dominada para o jogador 7, se existe uma outra estratégia a;
tal que jogar a; seja estritamente melhor para o jogador ¢ do que jogar a;, independentemente
do que os outros jogadores estiverem jogando.

Formalmente, considere um jogo em que o conjunto de jogadores é dado por J :=
{1, ..., N} e cada jogador j tem um conjunto de estratégias A;. Pegue um jogador qualquer i.
Uma estratégia a; serd estritamente dominada por uma outra estratégia a; se, para qualquer
perfil de estratégias (ay, ..., a;_1, Git1, ..., an) dos outros jogadores,

Ui (Cll, '--7di7 ...,aN) > Ul (CLl, ceny Qg ...,CLN) .

Exemplo 9.8. Considere o seguinte jogo:

Jogador 2
E D

C [1,-1]-11 (9.5)
Jogi‘dor M| -1,1[1,-1

B [—2,5]-32

Observe que no jogo acima, independentemente da estratégia que o jogador 2 estiver jogando,
a estratégia B d4 um ganho estritamente menor para o jogador 1 do que a estratégia M (e
do que a estratégia C'). Neste caso dizemos que B é uma estratégia estritamente dominada
por M.

Abaixo nés utilizaremos o conceito de estratégias estritamente dominadas para definir
um novo conceito de solugao, ou pelo menos de simplificagao de um jogo.

9.5.2 Eliminacao Iterativa de Estratégias Estritamente Dominadas

Suponha que no jogo acima o jogador 2 ao tentar decidir o que fazer esteja tentando averiguar
a possibilidade do jogador 1 jogar cada uma de suas estratégias. Ele logo perceberd que a
estratégia B ¢é estritamente dominada e, portanto, o jogador 1 nunca ird jogd-la. Desta
forma, ao fazer consideracoes sobre o jogo, o jogador 2 agird como se a estratégia B nao
fosse possivel. Ou seja, ele agird como se o jogo na verdade fosse apenas

Jogador 2

E D

Jogador C |1,—-1] —1,1
1 M| -1,11,—-1

Consideremos um outro exemplo.
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Exemplo 9.9 (Amigo do Juiz). Considere a seguinte variacao do dilema dos prisioneiros:

Prisioneiro 2

C N
Prisioneiro C | —5,-5 | —1,—10
1 N[ —10,-1] 0,-2

A estéria agora (admitidamente um pouco boba) é que o prisioneiro 1 é amigo do juiz.
Desta forma, quando nenhum dos prisioneiros confessa, ele consegue escapar sem nenhuma
pena. Nas demais situacoes os ganhos de ambos sao exatamente iguais aos ganhos no jogo
original. Observe que agora confessar nao ¢ mais uma estratégia estritamente dominante
para o jogador 1. Quando o jogador 2 nao estiver confessando a melhor coisa para o jogador
1 seria nao confessar. Portanto, agora o jogo nao é mais resolvivel por dominancia. Mas
considere a analise que fizemos acima. Ao olhar as opgoes do jogador 2, o jogador 1 percebe
que a estratégia N é estritamente dominada pela estratégia C' para aquele jogador. Portanto,
sendo o jogador 1 alguém extremamente racional, ele desconsiderard a possibilidade de que
o jogador 2 possa jogar N. Mas agora o jogo simplifica-se para

Prisioneiro 2

C
Prisioneiro C | —5,-5
1 N [ =10, -1

Mas agora jogar C' é uma estratégia estritamente dominante para o jogador 1, ou, alternativamente,
N ¢é estritamente dominada por C para o jogador 1. Se eliminarmos N do jogo acima ficamos,
novamente, com a previsao tnica de que os dois jogadores vao confessar.

Nos dois exemplo acima a eliminagao de uma tnica estratégia estritamente dominada
ja foi suficiente para simplificar o jogo até um ponto que este pudesse ser resolvido por
dominancia. Em geral, os nossos agentes em economia sao bem mais racionais do que isto e
nos assumimos que eles podem aplicar o conceito de eliminagao de estratégias estritamente
dominadas intimeras vezes. Considere o seguinte exemplo, aparentemente complexo, mas na
verdade simples:

Jogador 2
A B (C D
E[0,7125[40] 2,1
Jogador F |5,2(3,3|52]| 0,1
1 G |70,25]0,7]| 0,1
H [{0,0/0,0]0,0]9,—-1

(9.6)

Se vocé tiver paciéncia, vocé pode checar que nenhum jogador tem uma estratégia dominante
no jogo acima. Por outro lado, vemos que a estratégia D é estritamente dominada pela
estratégia B. Portanto, se aplicarmos o raciocinio de eliminagao de estratégias estritamente
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dominadas nés podemos simplificar o jogo acima para

Jogador 2

A B C

E 10,7]2/54,0

Jogador F' | 5,2 |3,3|5,2
1 G |7,0]25]0,7
H10,0]0,0/0,0

Mas agora, no jogo simplificado acima, vemos que a estratégia H ¢é estritamente dominada
pela estratégia F'. Novamente, aplicando o conceito de eliminacao de estratégias estritamente
dominadas nés obtemos o seguinte jogo, ainda mais simples:

Jogador 2

A B C
0,712,540

Jogffdor F[52][3,3]5,2
G[70[25]07

Continuando com o mesmo procedimento, agora observe que a estratégia F é estritamente
dominada pela estratégia F'. O jogo reduz-se para

Jogador 2

A B (C

Jogador F'|5,2]3,3]5,2
1 G |701(25]0,7

Agora a estratégia que € estritamente dominada ¢ do jogador 2. Observe que A ¢ estritamente
dominada por B, o que nos dd o seguinte jogo:

Jogador 2

B C

Jogador F'| 3,3 |5,2
1 G|25]0,7

Agora G ¢ estritamente dominada por F' e o jogo simplifica-se para

Jogador 2
B C

Jogador
uor

Finalmente, agora C' ¢é estritamente dominada por B, o que nos d4d a previsao unica de que
no jogo acima os jogadores acabarao jogando F' e B.

9.5.3 Eliminacao de Estratégias Fracamente Dominadas

A primeira vista, a nossa definicao de uma estratégia estritamente dominada parece ser muito
restritiva. Lembre-se que tal definicao considera uma estratégia estritamente dominada
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somente quando existe uma outra estratégia que é estritamente melhor do que ela em
todas as outras situacoes. Uma definicao alternativa poderia ser uma similar ao conceito
de dominancia no sentido de Pareto. Ou seja, poderfamos dizer que uma estratégia a; é
fracamente dominada por uma outra estratégia a; se para qualquer perfil de estratégias
(@1, ..., @;_1,0341,...,ay) dos outros jogadores

i . i
U'(ay, ..., ...;an) > U (ay, ..., a;, ..., an)
e para pelo menos um perfil (ay, ..., a;_1, @11, ..., ay) dos outros jogadores,
i . i
U (al,...,ai,...,aN) >U (&1,...,@1',...,&]\7).

Ou seja, agora nao estamos pedindo que a; seja estritamente melhor do que a; em todas
as situacoes. Estamos pedindo que a; seja pelo menos tao boa quanto a; em todas as
situagoes e exista pelo menos uma situacao em que a; seja estritamente melhor do que a;.
O conceito de uma estratégia fracamente dominada é razodvel e parece que existe espaco
para considerarmos o conceito de eliminacao de estratégias fracamente dominadas. Embora
a eliminagao de estratégias fracamente dominadas seja de fato discutida na literatura, tal
conceito ¢ mais problemdtico do que o conceito de eliminacao de estratégias estritamente
dominadas.

Alguns problemas que acontecem quando aplicamos o conceito de eliminagao iterativa de
estratégias fracamente dominadas sao os seguintes:

1. A ordem em que eliminamos iterativamente estratégias fracamente dominadas altera
o resultado final. Tal fato nao ocorre com a eliminagao de estratégias estritamente
dominadas, embora a demonstracao de tal fato esteja um pouco acima das nossas
capacidades neste curso.

2. Perfis de alternativas que sao equilibrios de Nash, algo que nés estudaremos abaixo,
podem ser eliminados se aplicarmos o conceito de eliminagao iterativa de estratégias
fracamente dominadas. Novamente, tal fato nao ocorre quando aplicamos o conceito
de eliminacao iterativa de estratégias estritamente dominadas.

Nos pararemos a discussao a respeito do conceito de eliminagao de estratégias fracamente
dominadas aqui. Embora tal conceito tenha alguma importancia tedrica, para noés ele nao
terd muita importancia. Tudo que vocés precisam saber é que tal conceito é um pouco
problemadtico o que nos leva a trabalhar sempre com eliminacao iterativa de estratégias
estritamente dominadas.

9.6 Equilibrio de Nash

Até agora nés ja aprendemos dois possiveis métodos de solucao para jogos. No6s vimos que
alguns jogos podem ser resolvidos pela existéncia de estratégias estritamente dominantes
para todos os jogadores e também vimos que alguns outros jogos podem ser resolvidos pela
eliminagao iterativa de estratégias estritamente dominadas. Nao ¢ dificil ver que o método
de eliminacao iterativa de estratégias estritamente dominadas é mais geral do que o método
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de solucao por dominancia. Isto é, todo jogo que é resolvivel por dominancia é também
resolvivel por eliminagao iterativa de estratégias estritamente dominadas e a solucao ¢é a
mesma.”-2

Mesmo sendo mais geral do que o método de solugao por dominéncia, ainda existem
varios jogos em que o processo de eliminacao iterativa de estratégias estritamente dominadas
nao nos dd uma solucao. Algumas vezes, como no jogo (9.5) acima, tal método até simplifica
0 jogo, mas nao nos fornece uma previsao clara do que os dois jogadores vao fazer.

Nesta secao nés estudaremos o conceito de equilibrio de Nash. Tal conceito nos fornecerd
o método de solucao mais utilizado em teoria dos jogos. Nés comecamos com o conceito de

uma melhor resposta.

9.6.1 Melhores Respostas

Suponha que tenhamos um jogo com N jogadores. Fixe um jogador ¢ qualquer e considere
um perfil de estratégias (ay, ..., a;_1, @;11, ..., ay) dos outros jogadores. N6s podemos fazer a
seguinte pergunta: dado que os outros jogadores estao jogando (aq, ..., a;_1,Gii1, ..., an) qual
a melhor estratégia (ou as melhores estratégias) para o jogador i. Ou seja, nés podemos
tentar encontrar as estratégias a; € A; que resolvem o seguinte problema de maximizacao:

max U’ (ay, ..., iy ..., an)

a;EA;
As estratégias do jogador i que resolvem o problema acima sao chamadas de melhores
respostas do jogador i a (a1, ...,a; 1,811, ..., an). E interessante termos uma notagao para
representar, dado um perfil de estratégias dos outros jogadores, as melhores respostas do
jogador i. Defina a correspondéncia de melhores respostas B* do jogador i, como um mapa
que associa a cada perfil de estratégias dos outros jogadores, o conjunto de alternativas
do jogador 7 que sao melhores respostas aquele perfil. Formalmente, dado um perfil de
estratégias (ai, ..., a;_1, i1, ..., ay) para os outros jogadores, defina B (ay, ..., @;_1, @it 1, -, AN )
como o conjunto de estratégias do jogador ¢ que resolvem o problema de maximizagao acima.

Exemplo 9.10. Considere o seguinte jogo:

Jogador 2
A B C D
E [0,7]2,5]4,0
Jogador F | 7,2|3,2|5,2
1 G |70]25]0,7 ,
H10,0[0,0]0,0/9,—1

Y

1
1
1

Ol O N

E facil ver que no exemplo acima B! (B) = {F}, ou seja, a nica melhor resposta do jogador
1 & estratégia B é exatamente F. Por outro lado, B! (A) = {F, G}, ou seja, tanto F' quanto
GG sao melhores respostas para o jogador 1 quando 2 joga A. Para finalizar, observe que
B?(F) = {A, B,C}, ou seja, A, B e C sao melhores respostas para o jogador 2 quando 1
joga F.

92Se o jogador i tem uma estratégia estritamente dominante, entdo todas as suas outras estratégias sdo
estritamente dominadas por tal estratégia e, portanto, serao eliminadas.
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9.6.2 Equilibrio de Nash

Considere o seguinte jogo:

Jogador 2

E D

C |5,1/]4,0

Jog?dor M 6,031
B [6,4]3,4

No jogo acima, em termos de melhores respostas, nés temos B! (E) = {M, B}, B' (D) =
{C}, B*(C) = {E}, B>(M) = {D} e B*(B) = {E,D}. Observe que B é uma melhor
resposta para o jogador 1 quando 2 joga F e E é uma melhor resposta para o jogador 2
quando 1 joga B. De certa forma, existe um certo equilibrio no perfil de estratégias (B, F).
Mesmo se 2 ja tivesse observado que 1 jogou B, nao haveria razao para 2 mudar de estratégia.
De forma similar, mesmo que 1 j& tivesse observado que 2 jogou E, nao haveria motivo para
1 desejar mudar de estratégia. Quando um perfil de estratégias satisfaz tal tipo de condigao
nos dizemos que tal perfil é um equilibrio de Nash do jogo.

Formalmente, considere um jogo com N jogadores. Um perfil de estratégias (aj, ..., al) €
um equilibrio de Nash do jogo se para todo jogador i, a} € B’ (a{, ey W, Ay a}‘\,). Ou
seja, em um equilibrio de Nash todos os jogadores estao fazendo o melhor que eles poderiam
fazer dadas as estratégias que estao sendo jogadas pelos outros jogadores.

Exemplo 9.11 (Dilema dos Prisioneiros revisitado). Considere o dilema dos prisioneiros
original, isto é:
Prisioneiro 2

C N
Prisioneiro C' | —5,—5 | —1,—10
1 N | —-10,—1| —2,-2

Observe que B! (C) = {C} e B?(C) = {C}. Ou seja, para qualquer um dos jogadores, se
o outro estiver jogando C', entao a melhor coisa que ele tem a fazer é jogar C', também.
Portanto, o perfil (C,C') é um equilibrio de Nash do jogo Dilema dos Prisioneiros.

Vimos no exemplo acima que o perfil de estratégias (C, C') é¢ um equilibrio de Nash para o
jogo dilema dos prisioneiros. Lembre-se que tal perfil também era a solucao por dominancia
do jogo. De fato, tal propriedade é geral, como a proposicao abaixo mostra:

Proposicao 9.1. Suponha que um perfil (af,...,a%) seja a solugdo por domindncia de um
determinado jogo. Entao, tal perfil é também um equilibrio de Nash do jogo.

Demonstragao da Proposi¢ao. Fixe um jogador qualquer i. Como, por hipétese, af ¢ uma
estratégia estritamente dominante para i, sabemos que para qualquer estratégia a; € A;,
com a; # a’ nés temos que ter

U'(al,...;al,...ay) > U'(a},....a;,...,ak) .

: : : 7 * * * * _ * : A <13
Mas isto implica que B’ (a},...,a}_y,a},;,...,ay) = {a;}. Como isto é vélido para todos
os jogadores i, nés vemos que (aj,...,ay) satisfaz a condigdo que define um equilibrio de

Nash. |
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Vamos estudar mais um exemplo.
Exemplo 9.12. Considere o seguinte jogo, que é o mesmo jogo (9.6) estudado acima:

Jogador 2
A B (C D
E 10,712,540 2,1
Jogador F |5,2]3,3|5,2] 0,1
1 G|70]25(0,7| 0,1
H|0,0]00/|0,0/|9—-1

Nos vimos que se aplicdssemos o processo de eliminacao iterativa de estratégias estritamente
dominadas o tinico perfil de estratégias que sobreviveria é (F, B). Mas observe que B! (B) =
{F} e B*(F) = {B}, portanto, (F, B) ¢ também um equilibrio de Nash do jogo.

Novamente, tal fendémeno é geral como a proposicao abaixo, que infelizmente nés nao
vamos demonstrar, mostra.

Proposicao 9.2. Suponha que ao aplicarmos o procedimento de eliminacao iterativa de
estratégias estritamente dominadas a um determinado jogo somente o perfil (af, ..., al) sobreviva.
Entao, (a3, ...,a%) é um equilibrio de Nash do jogo em questao.

Finalmente, vamos considerar um tltimo exemplo.
Exemplo 9.13. Considere novamente o jogo estudado no exemplo 9.10 acima. Isto é,

Jogador 2
A B (C D
E 10,712,540 2,1
Jogador F | 7,2]3,2|5,2] 0,1
1 G|70]25(0,7| 0,1
H|0,0]0,0/|0,0|9—-1

Observe que B! (B) = {F} e B*(F) = {A, B,C}, portanto (F, B) ¢ um equilibrio de
Nash do jogo acima. Agora, observe, também, que a estratégia D é estritamente dominada
pela estratégia B. Se nés aplicarmos o principio da eliminacao de estratégias estritamente
dominadas nés obtemos o seguinte jogo simplificado:

Jogador 2

A B C

E 10,7]2/54,0

Jogador F | 7,2 |3,2|5,2
1 G |7,0]25]0,7
H10,0]0,0]0,0

Mas agora H é estritamente dominada por F', o que nos permite simplificar o jogo ainda
mais para

Jogador 2

A B C
0,712,5]4,0

Jogidor F|7,2]32[52
G70[25]0,7
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Finalmente, agora nés observamos que E ¢é estritamente dominada por F, o que nos dé o
jogo ainda mais simplificado

Jogador 2

A B (C

Jogador F'|7,21]3,2]5,2
1 G|7,0|25]0,7

Agora nenhum dos jogadores tem mais estratégias estritamente dominadas. No entanto,
observe que para o jogo simplificado acima B' (B) = {F'} e B*>(F) = {A, B,C}. Ou seja, o
perfi (F, B) ainda é um equilibrio de Nash do jogo acima.

Novamente, o fendmeno acontecido acima é geral. Isto é, se simplificarmos um jogo
usando eliminagao iterativa de estratégias estritamente dominadas, o conjunto de equilibrios
de Nash do jogo simplificado é o mesmo do jogo original. Tal resultado é formalizado na
proposicao abaixo.

Proposigao 9.3. Suponha que tenhamos um jogo qualquer e fize um perfil qualquer (a3, ..., a¥)
deste jogo. Suponha agora que simplifiquemos o jogo usando o método de elimina¢ao iterativa
de estratégias estritamente dominadas. O perfil (a3, ...,a%) é um equilibrio de Nash do jogo
original se e somente se ele for um equilibrio de Nash do jogo simplificado.

A proposicao acima nos mostra que se estivermos interessados em encontrar os equilibrios
de Nash de um determinado jogo e este tiver estratégias estritamente dominadas, entao é
uma boa idéia primeiro usar o método de eliminacao iterativa de estratégias estritamente
dominadas para simplificar o jogo o maximo possivel para s6 entao tentar encontrar os
equilibrios de Nash do jogo diretamente.

9.7 Aplicacoes

9.7.1 Equilibrio de Cournot

Suponha que o mercado de produgao de um determinado bem seja dividido entre duas
empresas, firma I} e firma F;. Suponha que os custos de producao das duas firmas sejam
dados simplesmente por

Ci (y) = cy.
Ou seja, as duas firmas tém o mesmo custo marginal constante e igual a c¢. Finalmente,
suponha que a curva de demanda inversa pelo bem seja dada por

p(y) =a—by.

Quanto serd que cada uma das firmas vai produzir em tal situagao? Primeiramente, observe
que a situagao acima pode ser descrita por um jogo. Obviamente o conjunto de jogadores é
dado por J = {1, F»}. As estratégias de cada uma das firmas serao escolher as quantidades
que elas vao produzir. Ou seja, A} = Ay = [0,00). E as fungdes de ganhos de cada uma das
firmas serao dadas pelo seu lucro, ou seja, para a firma i,

U (y1,92) = p (y1 + y2) vi — cys.
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Agora que ja temos a descricao completa do nosso jogo, nés podemos tentar analisar a
situacao acima sob uma visao de teoria dos jogos. Suponha, por exemplo, que a firma 2
esteja produzindo uma quantidade qualquer y,. Qual seriam as melhores respostas da firma
1 a tal estratégia. Para descobrir isto nés temos que resolver o seguinte problema:

manp (Y1 +y2) y1 — e
1

A condicao de primeira ordem do problema acima pode ser escrita como

P (yr+y2)yr + oy + ) =3

Que utilizando as funcoes que definimos acima pode ser escrita como
—byr +a—b(y1 +y2) =c.

Resolvendo a equacgao acima para y; nés obtemos:
a—bys; —c
2b

Portanto, a correspondéncia de melhores respostas para o jogador 1 neste caso é dada
simplesmente por

Y1 =

a— by, —c
B' (o) = ———— 9

Nos podemos repetir a mesma andlise acima para o jogador 2, o que vai nos dar a seguinte
correspondéncia de melhores respostas para tal jogador:

a—by, —c
B () = T =E

Serd que existe algum equilibrio de Nash para este jogo? Isto é, serd que existe um perfil de
estratégias (yi,ys) tal que y; € B (y3) e y3 € B*(y;)? Como em todas as situagoes os dois

jogadores tém apenas uma unica melhor resposta, um perfil que seja equilibrio de Nash para
tal jogo tem que satisfazer as sesguintes condicoes:

., a—bys—c

yl:—%
e

. a—byi —c

yz——%

Mas as duas equagoes acima nos dao um sistema linear que pode ser facilmente resolvido.
Resolvendo o sistema acima ndés obtemos:

a—c

3b

) ¢é o unico equilibrio de Nash do jogo acima.

Yy = Yp =

a—c a—c

Isto é, o perfil de estratégias (W’ b

930bserve que esta ¢ a velha condicdo receita marginal é igual ao custo marginal. A diferenca agora é que
a receita marginal depende do que a empresa F5 estd produzindo.
94Na verdade, para valores de 7, muito altos a escolha 6tima da firma F; sera produzir zero. Formalmente,

a correta correspondéncia de melhores respostas da firma Fy ¢ dada por B! (y2) = max {%’ffc, O}. Nos

vamos ignorar tal fato, ji que nao fard muita diferenca para a nossa discussao no texto.
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9.7.2 Problema dos Sorveteiros

Voltemos agora ao problema dos sorveteiros. Em tal problema nds temos uma praia representada
pelo intervalo [0, 1] e dois sorveteiros tém que escolher aonde se posicionarem nesta praia.

A nossa hipdtese é que as pessoas estao distribuidas de forma uniforme pela praia e que
ambos os sorveteiros vendem exatamente o mesmo sorvete pelo mesmo preco. Desta forma,

as pessoas irao sempre comprar do sorveteiro que estiver mais préximo. Caso os dois se
posicionem no mesmo lugar, entao metade das pessoas comprard de um deles e a outra
metade comprard do outro. Desta forma, para o sorveteiro 1, por exemplo, se ele estiver na
posicao « e o sorveteiro 2 estiver na posicao 3, o seu nimero de sorvetes vendidos seré:

oLt (l—a),sea>p

SY(a, B) = 1sea=p

A figura 9.2 ilustra as duas situagoes em que os dois sorveteiros posicionam-se em locais
distintos. A drea cinza na figura representa as pessoas que vao comprar do sorveteiro 1.

;3 o
| -
0 o - 1
2
o
L |

Figura 9.2: Sorvetes vendidos pelo sorveteiro 1

O nimero de sorvetes vendidos pelo sorveteiro 2 segue padrao similar. Suponha que o
sorveteiro 2 esteja na posi¢ao [ e o sorveteiro 1 esteja na posicao o. Entao, o nimero de
sorvetes vendidos pelo sorveteiro 2 serd dado por

Para que possamos analisar a situacao acima como um jogo que saibamos resolver vamos fazer
uma ultima simplificagao. Vamos supor que ambos os sorveteiros sé possam escolher posicoes
que sejam multiplos de 0,05. Ou seja, A; = Ay = {0;0,05;0,1;0,15;...}. A descri¢ao do
nosso jogo agora estd completa. J& temos os conjuntos de estratégias dos dois jogadores, A;
e As, e as fungoes ganho dos dois jogadores, S e S2. Tentemos agora identificar as melhores
respostas do jogador 1 dado que 2 esteja posicionado em uma posigao (3. Suponha primeiro
que 5 < 0,5. Neste caso, é facil ver que a melhor coisa que 1 pode fazer é escolher a posicao
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a* = (540,05 (ver figura 9.3). Deste modo, ele conquistard todos os clientes a sua direita
mais 0,025, que corresponde & metade dos clientes entre ele e o sorveteiro 2. Como 3 < 0,5
isto dard um nimero de sorvetes vendidos maior do que 1/2. Portanto é melhor escolher tal
posicao do que escolher a« = 3. Se ele escolhesse um valor de o > «*, entao o nimero de
clientes a sua direita iria diminuir. Como ele s6 fica com metade dos clientes entre ele e o
sorveteiro 2, isto significa que ele estaria perdendo clientes (ver figura 9.3). Finalmente, se
ele escolhesse um valor de o < 3, entao ele estaria conquistando os clientes a sua esquerda
mais metade dos clientes entre ele e o sorveteiro 2. Como [ < 0,5 isto dard um niimero de
sorvetes vendidos menor do que 1/2 (ver figura 9.3). Nés verificamos, entdo, que realmente
a melhor resposta neste caso é escolher a* = 3+ 0, 05.

6 o
- |
0 1
6 84
I |
0 1
o 3
L | |
0 1

Figura 9.3: Resposta 6tima do sorveteiro 1

Uma andlise exatamente simétrica ao caso < 0,5 nos mostra que se o sorveteiro 2
estiver jogando um valor de § > 0,5, entao a melhor resposta do sorveteiro 1 é escolher a
posicao a* = [ — 0,05. E se o jogador 2 estiver posicionado exatamente no meio? Neste
caso é facil ver que qualquer valor de a > 8 = 0,5 d4 um ganho para o sorveteiro 1 menor
do que 1/2 (ver figura 9.4). Similarmente, qualquer valor de o < 5 = 0,5 também dd um
ganho para o sorveteiro 1 menor do que meio (ver figura 9.4). Ou seja, a melhor resposta
para o jogador 1 neste caso é também se posicionar no meio da praia. Isto é, sua melhor
resposta é escolher a* = 0, 5.

Resumindo a andlise acima, nés chegamos a seguinte correspondéncia de melhores respostas
para o sorveteiro 1:

£+4+0,05se 5<0,5
B (B) = 0,5se 3=0,5
g —0,05se 3>0,5

A situacao do sorveteiro 2 é absolutamente simétrica, portanto, a sua correspondéncia de
melhores respostas é dada por

a+0,05se a<0,5
B%(a) = 0,5sea=0,5
a—0,05sea>0,5
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Figura 9.4: Respostas nao 6timas do sorveteiro 1 quando 2 estd no centro da praia

Agora que ja conhecemos as melhores respostas de ambos os jogadores, nés podemos tentar
descobrir se este jogo tem algum equilibrio de Nash. Sera que existe algum equilibrio de
Nash em que o sorveteiro 1 escolhe uma posicao o* < 0,57 Se a* < 0,5, entao a unica
melhor resposta do sorveteiro 2 é escolher 5 = o* + 0,05. Observe que, por construcao, tal
valor de 8 é menor ou igual a 0,5. Mas para 8 < 0,5 a melhor resposta do jogador 1 serd
escolher ou @ = 0,5, no caso em que 3 = 0,5, ou @ = [+ 0,05, no caso em que S < 0,5.
Mas tanto a = 0,5 como o = 3+ 0,05 = o* + 0,05 + 0, 05 sao estritamente maiores do que
a*. No6s concluimos que nao existe equilibrio de Nash em tal situacao.

Serd que existe equilibrio de Nash em que o sorveteiro 1 escolhe um valor o* > 0,57 Se
a* > 0,5, entao a melhor resposta do sorveteiro 2 é escolher § = a* — 0, 05. Novamente, por
construcao, tal valor de 8 é maior ou igual a 0,5. Mas para valores de § > 0,5, a melhor
resposta do sorveteiro 1 é a = 0,5, quando 8 = 0,5, e a = 8 — 0,05, quando 3 > 0,5. De
novo, tanto a = 0,5, como o = 3 — 0,05 = a* — 0,05 — 0,05 sao estritamente menores do
que o*. No6s concluimos que também neste caso nao existe equilibrio de Nash.

S6 nos resta testar uma ltima alternativa. Serd que existe equilibrio de Nash em que
o jogador 1 joga a* = 0,5. Neste caso, a melhor resposta do sorveteiro 2 é também se
posicionar na posi¢ao 5* = 0,5. Ainda, se o sorveteiro 2 estiver posicionado no centro
da praia, a melhor resposta do sorveteiro 1 é, de fato, também se posicionar no centro
da praia. Ou seja, a* = 0,5 é realmente uma melhor resposta para o sorveteiro 1 quando
£* =0,5. Acabamos de mostrar, entao, que o tinico equilibrio de Nash do jogo dos sorveteiros
é exatamente o perfil em que ambos os sorveteiros se posicionam no centro da praia.

9.8 Exercicios

Exercicio 9.1 (Jogo da Producao de Armas Nucleares). Dois paises vizinhos estio considerando
a possibilidade de construir armas nucleares. Se ambos construirem armas nucleares, entao
a situacdo serd rutm para os dois, jd que isto implica em um alto custo financeiro, além
do risco que um wvizinho detentor de armas nucleares representa. Caso apenas um dos
paises construa armas nucleares, entao o pais construtor desfrutard de uma grande vantagem
estratégica e esta acaba sendo a melhor situagcao possivel para ele. Por outro lado, o pais
que ndao construir ficard numa situacao muito Tuim, jd que ficard praticamente submisso
ao vizinho. Fsta é a ptor situagcao possivel para ele. Finalmente, se ninguém construir
armas nucleares, a situacao é boa para os dois, ja que ambos economizam bastante dinheiro e
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ninguém fica ameagado. Mesmo assim, ambos os paises prefeririam a vantagem estratégica
de serem o0s unicos detentores da tecnologia nuclear.

(a) Descreva a situag¢io acima como um jogo matricial. Os exatos valores dos ganhos
dos jogadores nao tmportam. Vocé pode colocar o que wvocé quiser, desde que eles
representem a situag¢ao acima de forma consistente. Em especial, as informagoes em
negrito tém que estar refletidas no jogo que vocé escrever.

(b) Resolva o jogo que vocé escreveu utilizando o conceito de solu¢ao mais simples possivel.
Isto é, se o jogo for resolvivel por domindncia, entdo resolva-o por domindncia. Caso o
jogo nao seja resolvivel por domindncia, entao tente resolvé-lo por eliminacao iterativa
de estratégias estritamente dominadas. Caso ainda assim nao seja possivel resolver
0 jogo, entao tente resolvé-lo encontrando os seus equilibrios de Nash (em estratégias
puras).

Exercicio 9.2 (Jogo do Dinheiro Gratis). Dois agentes econdmicos extremamente racionais
participam do sequinte jogo em que eles podem ganhar mais de um milhao de reais. Primeiramente,
ambos os jogadores, em salas separadas, tém que escrever 1, 100, 10.000 ou 1.000.000 em
folhas de papel que posteriormente sao colocadas dentro de envelopes. Quando os envelopes

sao abertos, o jogador que escreveu o menor niumero recebe uma quantia, em reais, igual a
soma dos dois nimeros. O outro jogador nao recebe nada. Caso ambos tenham escrito o
mesmo numero, entdao cada um recebe, em reais, exatamente o valor que cada um escreveu.

Ou seja, se ambos escreverem 10.000, por exemplo, entao cada jogador recebe 10.000 reais.

(a) Descreva a situagdo acima como um jogo matricial.

(b) Resolva o jogo que vocé escreveu na parte (a) por eliminagao iterativa de estratégias
estritamente dominadas. Serd que tais agentes realmente merecem a terminologia
racionais?

Exercicio 9.3 (Sorveteiros em Praia Circular). Considere novamente o problema dos sorveteiros
que tém que se posicionar em uma faiza de areia. A diferenca agora é que esta faiza de areia

se encontra ao redor de uma lagoa circular. Suponha que o perimetro da lagoa seja 1 e que as
pessoas estejam distribuidas de maneira uniforme por toda a faiza de areia. Os sorveteiros
sao idénticos e, portanto, as pessoas sempre compram do sorveteiro mais proximo. Caso mais

de um sorveteiro estejam posicionados em uma mesma Posi¢ao, as pessoas que estao mais
proximas daquela posicao se dividem igualmente entre todos os sorveteiros ld posicionados.

(a) Suponha que apenas dois sorveteiros estejam escolhendo aonde se posicionarem na faiza
de areia ao redor da lagoa. Caracterize todos os equilibrios de Nash deste jogo. (Dica:
Vocé nao precisa sair fazendo conta. A caracterizacao dos equilibrios pode ser bem
intuitiva, vocé pode usar figuras, etc., mas seja preciso na sua explicacao. Finalmente,
existe um nimero enorme de equilibrios).

(b) Suponha que agora tenhamos trés sorveteiros escolhendo uma posi¢io na faira de areia.
Caracterize todos os equilibrios de Nash do jogo agora (Dica: Novamente existirdo
diversos equilibrios, mas vocé terd que dividi-los em duas classes. FEquilibrios em que
nenhum dos sorveteiros se posiciona na mesma posicao que algum outro sorveteiro e
equilibrios em que pelo menos 2 sorveteiros se posicionam em uma mesma posi¢ao).



Capitulo 10

Teoria dos Jogos - Estratégias Mistas

10.1 Introducao

Agora que nés ja conhecemos o conceito de equilibrio de Nash, nés discutiremos a existéncia
de equilibrio de Nash. Em geral, ¢ possivel que um determinado jogo nao tenha equilibrio de
Nash. Mesmo jogos matriciais simples muitas vezes nao possuem nenhum equilibrio. Para
escapar de tal situagdo nds introduziremos o conceito de estratégias mistas. Admitindo
a possibilidade de uso de estratégias mistas, jogos matriciais sempre tém equilibrio de
Nash. Por simplicidade, ao estudarmos estratégias mistas nés nos concentraremos em jogos
matriciais 2x2. Isto é, jogos com 2 jogadore em que cada um dos jogadores tem apenas duas
estratégias puras.

10.2 Estratégias Mistas e Existéncia de Equilibrio

Voltemos a um dos primeiros jogos que estudamos: o jogo do par ou impar. A matriz de
ganhos daquele jogo era dada por

Jogador Tmpar

P 1
Jogador P |1,—1| —1,1
Par I |—-1,1]1,-1

Olhando para a matriz de ganhos acima nés vemos que quando o jogador Impar joga P, a
melhor resposta para o jogador Par ¢ P. Mas se o Jogador Par joga P, a melhor resposta
para o jogador Impar é I. De forma similar, se o jogador Impar joga I, a melhor resposta
para o jogador Par é I. Mas quando o jogador Par joga I a melhor resposta do jogador
Impar ¢ P. Nés acabamos de verificar que o jogo acima nao tem nenhum equilibrio de Nash.
O jogo de par ou impar nao tem nada de especial. Na verdade, vdrios outros jogos nao tém
equilibrio de Nash.

Esta situagao é aparentemente problemética. Se nem mesmo um jogo tao simples como
0 jogo de par ou impar tem equilibrio de Nash, qual a utilidade de tal conceito, entao? A
solugao que temos para tal problema vem da prépria forma como o jogo de par ou fmpar é
jogado na vida real. Na vida real, se o jogador Par jogasse sempre P, entéo o jogador Impar

119
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iria acabar descobrindo isto e iria sempre jogar I, ganhando o jogo em todas as ocasides. A
mesma coisa aconteceria se qualquer um dos jogadores jamais variasse a sua estratégia. Por
causa disto, o que nés observamos na pratica? Na prética, nés observamos que os jogadores
de par ou fmpar costumam variar as suas jogadas de forma mais ou menos aleatéria.

A idéia de uma escolha aleatéria de acGes motivou o conceito de estratégias mistas. A
idéia agora é trabalhar com um conjunto de estratégias maior para ambos os jogadores. Os
jogadores nao estarao mais limitados a escolher jogar P ou I, mas poderao, também, escolher
jogar P com uma probabilidade o e I com uma probabilidade (1 — «). Formalmente, nés
estamos usando a matriz de ganhos acima para definir um novo jogo em que o conjunto de
estratégias dos dois jogadores agora é dado por A; = Ay = [0,1]. A interpretagao aqui é que
a € A; é a probabilidade com que o jogador Par joga P. Por construgao, isto implica que
ele joga I com probabilidade 1 — . N6s ainda faremos a hipétese adicional de que no novo
jogo os ganhos dos dois jogadores serao dados pelos seus ganhos esperados, dados os ganhos
do jogo original. Por exemplo, se Par estd jogando a estratégia o e Impar estd jogando a
estratégia [, entao o ganho de Par no novo jogo é dado por

U (a,B) = aBUP* (P,P)+a(1—B)U" (P 1)
(1) BUT (I, P) + (1 — a) (1= BYU™™ (1.1)
= afxlta(l—pF)*(-1)+(1—a)f*(-1)
+(1—a)(1=0)*1
= 1+4af —2a — 23101

De forma similar, o ganho do jogador Impar no novo jogo é dado por

Ul (a,8) = aBUT™ (P, P) +a (1 - B) U™ (P, 1)
(1—a) BUT™ (I, P)+ (1 — a) (1= B) U™ (I,1)
= af*x(-1)+a(l=-0*x1+(1—a)px1
+(1—a)(1=p)*(-1)
= 2a+28—1—4ap.102

O n0sso novo jogo estd, portanto, completamente especificado. E vélido perguntarmos,
por exemplo, se este novo jogo tem algum equilibrio de Nash. N6és estudaremos este tipo de
jogo na proxima subsecao.

10.2.1 Equilibrio de Nash em Estratégias Mistas

Acima, nés aprendemos como construir, a partir de um jogo em forma matricial, um novo
jogo em que as estratégias dos jogadores agora consistem das probabilidades com que cada
jogador estd jogando cada uma de suas estratégias. Quando fazemos isto dizemos que estamos

10-1N¢s estamos cometendo um pequeno abuso de notacio aqui. N6s estamos usando U7%" para denotar
tanto o ganho do jogador Par no novo jogo, como os ganhos de par representados na matriz de ganhos
original. Como os argumentos de U7%" sio diferentes nos dois casos, tal abuso de notacdo nio gera confusao.
102Novamente, nés estamos cometendo um abuso de notacao aqui.
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permitindo o uso de estratégias mistas. Neste curso, nés sé trabalharemos com estratégias
mistas de jogos 2x2, isto é, jogos com 2 jogadores em que ambos os jogadores tém apenas
2 estratégias. No entanto, todos os resultados discutidos nesta segao se generalizam para
qualquer jogo em que o nimero de jogadores seja finito e os conjuntos de estratégias de todos
os jogadores sejam também finitos.

Considere um jogo 2x2 genérico. N6s podemos representar tal jogo pela seguinte matriz:

Jogador 2
E D

Jogador C | U'(C,E),U*(C,E) | U (C,D),U?(C, D)
1 B|UY(B,E),U*(B,E) | U (B,D),U? (B, D)
Como vimos na secao anterior, nés podemos usar o jogo acima para definir um novo jogo
em que os conjuntos de estratégias dos dois jogadores agora sao A; = Ay, = [0,1]. A
interpretacao é que o € A; é a probabilidade com que o jogador 1 estd jogando C'. De forma
similar, 5 € A, é a probabilidade com que o jogador 2 estd jogando E .Finalmente, os ganhos

de ambos os jogadores no jogo com estratégias mistas sao dados por

U'(a,8) = a[BU"(C,E)+(1-B)U"(C,D)] +(1—a)[8U" (B,E)+(1-B)U"(B,D)]
= aU'(1,8)+ (1 —a)U" (0,5)

U*(a,) = BlaU?(C,E)+(1—a)U*(B,E)| +(1-p3) [aU?(C,D) + (1 — ) U* (B, D)]
= BU*(a,1) + (1 - B)U?(,0).

Observe que os ganhos de ambos os jogadores com estratégias mistas sao sempre médias
ponderadas dos seus ganhos se eles estivessem usando estratégias degeneradas (que dao
probabilidade 1 para uma das duas estratégias puras). Um perfil de estratégias (a*, 5*) é
um equilibrio de Nash para o jogo acima se

U' (o, 8%) > U (o, ) para qualquer o € [0, 1]

U? (o, 3*) > U? (o, B) para qualquer 3 € [0,1].

O nosso primeiro resultado nos garante que se aceitarmos o uso de estratégias mistas,
entao todo jogo matricial tem equilibrio de Nash.

Teorema 10.1. Qualquer jogo com um niumero finito de jogadores e em que o conjunto de
estratégias (puras) de cada jogador é também finito tem equilibrio de Nash em estratégias
mistas.

O teorema acima foi na verdade o segundo resultado demonstrado por Nash em sua
dissertagao de doutorado. O primeiro resultado dizia que jogos em que os conjuntos de
estratégias de todos os jogadores sao convexos e compactos e suas funcoes ganhos sao
continuas e concavas sempre tém equilibrio de Nash. Na verdade, o teorema acima é um
simples corolario deste resultado. Tais fatos sao apresentados aqui a titulo de curiosidade,
mas vocés nao precisam se preocupar com esses detalhes. O nosso interesse agora é aprender
como encontrar tais equilibrios em estratégias mistas. Para tanto, o resultado abaixo é
fundamental.
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Proposicao 10.1. Considere um jogo 2x2 qualquer em que nds estamos permitindo o uso
de estratégias mistas. Suponha que (o*,5%) seja um equilibrio de Nash deste jogo. Se 0 <
a* < 1, entao

B (5) =1[0.1].

Similarmente, se 0 < 8% < 1, entao
B%(a*) = [0,1].

Antes de demonstrar a proposi¢ao acima, vamos primeiro tentar entender o que ela nos
diz. Olhemos para a primeira parte, por exemplo. Se 0 < «o* < 1, entdao o jogador 1
estd jogando as suas duas estratégias puras com probabilidades positivas. A proposicao,
entdo, nos diz que isto s6 pode ocorrer se * fizer o jogador 1 indiferente entre todas as suas
estratégias. Ou seja, todas as estratégias do jogador 1 tém que ser melhores respostas contra
£*. A demonstracao da proposicao acima é simples e nos mostra por que tal fato tem que
ser verdade.

Demonstragao da Proposi¢ao 10.1. Suponha que (a*, 3*) seja um equilibrio de Nash de um
jogo 2x2 em que 0 < o* < 1. Vimos antes que o ganho do jogador 1 neste caso pode ser
escrito como

Ut (o

f%) = U (1,87) + (1= a") U (0,57).
Mas entao, se U (1,5%) # U1 (O,

S*), a* nao serd uma melhor resposta contra 3*.!%% Nés
concluimos que U (1, 3*) = U (0, 3*). Mas agora ¢ facil ver que isto implica que U! (a, %) =
Ul (a*, 3%) para qualquer o € [0,1]. Um raciocinio idéntico prova a parte da proposigao

referente a 8*. I

Para nés, a proposicao 10.1 terd consequéncias praticas importantes, ja que esta nos
fornecerda um método para encontrar equilibrios de Nash em estratégias mistas para jogos
2x2. A melhor forma de ver como a proposi¢ao 10.1 nos ajudara é estudar alguns exemplos.

Exemplo 10.1 (Solugao do jogo de par ou impar). Considere o jogo de par ou impar:

Jogador Impar

P 1
Jogador P |1,—1|—1,1
Par I | —-1,1|1-1

Tentemos primeiro encontrar equilibrios de Nash em que o jogador Par jogue P com probabilidade
1. Isto é, tentemos encontrar equilibrios de Nash (a*, %) em que o* = 1. Mas quando o
jogador Par joga P com probabilidade 1, a tinica melhor resposta para o jogador Impar é

10:3Por exemplo, se UL (1, 8*) > U (0, 3%), entdo, obviamente,

Ut(1,8) = UM L,BY)+ (1 —a")U' (1,5
a* U (1,8%) + (1 = a*) U (0,57)
= U'(a*,f7).

V
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jogar I com probabilidade 1. Porém, se Impar joga I com probabilidade 1, a melhor resposta
para Par é jogar I com probabilidade 1. Nés concluimos que nao existe equilibrio de Nash
em que Par jogue P com probabilidade 1.

Tentemos agora encontrar equilibrios de Nash em que Par jogue I com probabilidade 1.
Isto é, tentemos encontrar equilibrios de Nash (a*, %) em que a* = 0. Mas quando Par joga
I com probabilidade 1, a tnica melhor resposta para Impar é jogar P com probabilidade 1.
Porém, se Impar joga P com probabilidade 1, a melhor resposta para Par ¢ jogar P com
probabilidade 1. N6s concluimos que nao existe equilibrio de Nash em que Par jogue I com
probabilidade 1.

Nos resta agora tentar encontrar equilibrios de Nash em que Par jogue alguma estratégia
mista nao degenerada. Isto é, equilibrios (a*, %) em que 0 < o* < 1. Pela proposi¢ao 10.1,
nés sabemos que para que isto ocorra S* tem que ser tal que

UPar (176*) — UPar (O,B*) )

Em termos dos ganhos do jogo a expressao acima pode ser escrita como a seguinte equacao
em funcao de 5" :

B 14+ (L= B) % (—1) = B (~1) + (1= B) * L.

Resolvendo a equagao acima nés obtemos * = 1/2. Ou seja, para que o jogador Par esteja
jogando uma estratégia mista, é necessario que o jogador fmpar esteja jogando as suas duas
estratégias puras com probabilidade igual a 1/2. Mas isto implica que a estratégia que Impar
tem que jogar também ¢ mista. Usando a proposicao 10.1 novamente, nés sabemos que neste
caso o tem que ser tal que

Ufmpar (Oé*, 1) — Ufmpar (04*7 0) )

Em termos dos ganhos do jogo a expressao acima pode ser escrita como a seguinte equacao
em funcao de a* :

k(1) +(1—a")*1l=a"«1+(1—a")x(—1).

Resolvendo a equagao acima nés obtemos a* = 1/2. Observe que, de fato, com g* = 1/2,
qualquer estratégia do jogador Par dard um ganho igual a 1/2. Similarmente, com o* = 1/2,
qualquer estratégia do jogador Impar dard um ganho de 1/2. Ou seja, o € B' (8%) = [0,1] e
B* € B?(a*) = [0,1]. Nés concluimos que (a*, 3*) = (1/2,1/2) é um equilibrio de Nash em
estratégias mistas do jogo de par ou fmpar. De fato, como nos outros dois casos nao havia
equilibrio, nés podemos concluir que este é o inico equilibrio de Nash do jogo.

Consideremos mais um exemplo.

Exemplo 10.2 (Solucao do jogo Batalha dos Sexos). Voltemos ao jogo Batalha dos Sexos
que vimos na primeira aula sobre jogos.

Homem
D B
D |3,1]10,0
B10,01]1,3

Mulher

)
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Tentemos descobrir os equilibrios de Nash, permitindo estratégias mistas, deste jogo. Busquemos
primeiro equilibrios de Nash em que Mulher jogue D com probabilidade 1. Ou seja, equilibrios
(a*, ") em que a* = 1. Se Mulher joga D com probabilidade 1, entao é facil ver que a
tnica melhor resposta para Homem ¢é jogar D com probabilidade 1. Além disto, quando
Homem joga D com probabilidade 1, a tinica melhor resposta para mulher é jogar D com
probabilidade 1. Nés concluimos que o tnico equilibrio de Nash de tal jogo em que Mulher
joga D com probabilidade 1 é exatamente (a*, 3) = (1,1).

Tentemos agora identificar os equilibrios de Nash de tal jogo em que Mulher jogue B com
probabilidade 1. Isto ¢, os equilibrios (a*, 3*) em que o = 0. E facil ver que se Mulher
joga B com probabilidade 1, entao a tnica melhor resposta para Homem ¢é jogar B com
probabilidade 1. Além disto, quando Homem joga B com probabilidade 1, a tinica melhor
resposta para Mulher é jogar B com probabilidade 1. Nés concluimos que o tinico equilibrio
de Nash em que mulher joga B com probabilidade 1 é (a*, 5*) = (0,0).

Finalmente, tentemos identificar os equilibrios de Nash em que Mulher jogue uma estratégia
mista nao degenerada. Isto é, equilibrios (a*, %) em que 0 < a* < 1. N6s sabemos que para
isto acontecer 5* tem que ser tal que

UM (1,67 =U" (0,57,
o que em termos dos ganhos do jogo acima pode ser escrito como
frx3+(1—=p")*x0=0"%«0+(1—[3")*1.

Resolvendo a equagao acima nés obtemos §* = 1/4. Mas isto significa que Homem também
estard jogando uma estratégia mista nao degenerada. Novamente, nés sabemos que para que
isto ocorra nés necessariamente temos que ter

U (o, 1) = U (a*,0),
o que em termos dos ganhos do jogo pode ser escrito como
a*x14+(1—a")*0=a"+«0+(1—a") 3.

Resolvendo a equagao acima nés obtemos o = 3/4. De fato, é fécil conferir que para
qualquer « € [0,1], UM (a,1/4) = 3/4, e para qualquer 3 € [0,1], U7 (3/4,3) = 3/4.
Portanto, 3/4 € BM (1/4) e 1/4 € B (3/4). Nés conclufmos que (a*, %) = (3/4,1/4) é um
equilibrio de Nash em estratégias mistas do jogo Batalha dos Sexos. Como néds esgotamos
todas as possibilidades, nés aprendemos que o jogo acima tem trés equilibrios de Nash
(quando permitimos o uso de estratégias mistas).

Nos dois jogos acima nés sé encontramos equilibrios em que ambos os jogadores jogavam
estratégias puras ou equilibrios em que os dois jogadores jogavam estratégias mistas nao
degeneradas. O exemplo a seguir mostrar que isto nao tem que ser sempre verdade:

Exemplo 10.3. Considere o seguinte jogo:

Jogador 2

E D

Jogador C' | 3,11 2,0
1 B13,0(1,3
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Tentemos descobrir os equilibrios de Nash do jogo acima. Primeiro verifiquemos se existe
algum equilibrio em que o Jogador 1 jogue C' com probabilidade 1. Ou seja, tentemos
encontrar um equilibrio (o*,5%) em que o = 1. Se o jogador 1 estd jogando C' com
probabilidade 1, entao a tnica melhor resposta para o jogador 2 ¢ jogar E' com probabilidade
1. Ainda, quando o jogador 2 joga E com probabilidade 1, jogar C' é de fato uma melhor
resposta para o jogador 1. Nés concluimos que o perfil (a*, %) = (1,1) é o tnico equilibrio
de Nash do jogo acima em que o jogador 1 joga C' com probabilidade 1.

Tentemos agora encontrar equilibrios em que o jogador 1 jogue B com probabilidade 1.
Isto é, busquemos equilibrios (a*, 3*) em que a* = 0. Mas se o jogador 1 estd jogando B com
probabilidade 1, entao a tinica melhor resposta do jogador 2 é jogar D com probabilidade 1.
Porém, quando o jogador 2 joga D com probabilidade 1, a melhor resposta do jogador 1 é
jogar C' com probabilidade 1. Nés concluimos que nao existe equilibrio de Nash em que o
jogador 1 joga B com probabilidade 1.

Finalmente, tentemos encontrar equilibrios de Nash em que o jogador 1 usa estratégias
mistas nao degeneradas. Isto é, busquemos equilibrios (a*, ") em que 0 < o* < 1. Pela
proposicao 10.1, nés sabemos que para que isto ocorra ndés precisamos que

Ut (1,87 =U" (0,57,
o que em termos dos ganhos do jogo pode ser escrito como
Brx«34+(1—p")*x2="*3+(1—p") 1.

Resolvendo a equacao acima nés obtemos * = 1. Ou seja, para que tenhamos a chance de
obter um equilibrio de Nash em que o jogador 1 joga uma estratégia mista nao degenerada,
nods precisamos que o jogador 2 esteja jogando FE com probabilidade 1. Finalmente, para
que tal perfil seja de fato um equilibrio de Nash, nés precisamos garantir que jogar E com
probabilidade 1 seja uma melhor resposta para o jogador 2. Uma condi¢cao necessdria e
suficiente para isto é que a* seja tal que

U? (a*,1) > U?(a*,0).
Em termos dos ganhos do jogo, a condi¢ao acima pode ser escrita como
a1+ (1—a")*0>a" 04 (1 —a") =3,
o que nos dé a condi¢do a* > 3/4. Nos concluimos que o conjunto de equilibrios de Nash
para o jogo acima constitui-se de todos os perfis (a*, 1) em que o* > 3/4.
10.3 Exercicios
Exercicio 10.1 (Encontro em Nova Iorque). Os professores X e Y marcaram um encontro

para tomar um café na loja do Starbucks proxima a Universidade de Nova Iorque. O problema
¢ que eles esqueceram de combinar se eles estavam falando da loja no Washington Square
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Park ou da loja na Broadway. Suponha ainda que eles ndo tém como se comunicar.'* Tal
situagao pode ser representada pela sequinte matriz de ganhos:

Professor Y

W B

Professor W | 1,1 | 0,0
X B 10,0]1,1

Isto é, se ambos forem para o mesmo lugar, ambos recebem um ganho de 1. Se eles forem
para lugares diferentes, ambos recebem um ganho de zero. Permitindo o uso de estratégias
mistas, encontre todos os equilibrios de Nash do jogo acima.

Exercicio 10.2. Considere o sequinte jogo:

Jogador 2

E D

Jogador C' | 1,1]0,1
1 B {0,120

Permitindo o uso de estratégias mistas, encontre todos os equilibrios de Nash do jogo acima.

Exercicio 10.3 (Existéncia do Equilibrio). Considere um jogo 2x2 genérico. Isto é, considere
um jogo representado pela sequinte matriz de ganhos:

Jogador 2
E D
Jogador C | UY(C,E),U*(C,E) | UY( )
1 B |UY(B,E),U*(B,E) | U"(B,D),U*(B,D)

(a) Suponha que o perfil (C,E) seja um equilibrio de Nash do jogo acima (sem o uso de
estratégias mistas). Considere agora a extensao do jogo acima para o jogo correspondente
em que 0s jogadores podem usar estratégias mistas. Seja a a probabilidade com que o
jogador 1 joga C e [ a probabilidade com que o jogador 2 joga E. Argumente que o
perfil (o*,5%) = (1,1) é um equilibrio de Nash do novo jogo, em que estratégias mistas
sao permitidas.

(b) Suponha agora que saibamos que no jogo acima (sem o uso de estratégias mistas) jogar
C seja uma melhor resposta para o jogador 1 quando 2 estd jogando E. Suponha,
também, que o jogo acima nao tenha nenhum equilibrio de Nash em estratégias puras.
Isto vai implicar diversas relagoes entre os ganhos dos agentes nas diversas situagoes
possiveis. Por exemplo, como jd sabemos que C' é uma melhor resposta contra E para o
jogador 1, e jd que por hipdtese o jogo nao tem equilibrio de Nash em estratégias puras,
nao pode ser verdade que E seja uma melhor resposta contra C' para o jogador 2. Em
termos dos ganhos da matriz acima isto equivale a dizer que U? (C, D) > U? (C, E).
Usando o mesmo tipo de raciocinio compare agora U' (C,D) com U' (B, D), depois
U? (B, E) com U*(B, D) e, finalmente, U' (C,E) com U' (B, E).

10-4Este jogo foi criado muito antes da existéncia do telefone celular.
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(c) (Esta questio é mais dificil, mas prestando atenc¢ao na dica ela é resolvivel.) Usando o
que vocé aprendeu na letra (b), mostre que existe um valor o* € (0,1) tal que

U (C,E)+ (1 —a"U?*(B,E) = a*U?(C,D) + (1 —a*)U? (B, D).
Similarmente, mostre que existe um valor 5 € (0,1) tal que

UNCE)+(1—pYUC,D)=pUB,E)+ (1—-3U"(B,D).
Dica: Suponha que a,b,c,d,e, f sejam nimeros tais que

a—c=e>0

b—d=f>0.

Observe que

/ e . f e
e+fa+e—|—fd_e+fc+e+fb'

(d) Argumente que (o, 3*) é um equilibrio de Nash do jogo acima quando nds permitimos o
uso de estratégias mistas. Se vocé olhar com aten¢ao vocé notard que a questao inteira
¢ uma demonstragcao passo a passo de que jogos 2x2 sempre tém equilibrios de Nash
em estratégias mistas.
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Capitulo 11

Teoria dos Jogos - Jogos Sequenciais

11.1 Introducao

Até agora, em todas as situacoes estratégicas que estudamos, todos os agentes tomavam as
suas decisoes simultaneamente. No entanto, existem diversas situagoes econémicas importantes
em que os agentes tomam decisoes de forma sequencial. Por exemplo, em uma negociacao,
geralmente um agente faz uma primeira proposta e somente apds ouvir tal proposta o outro
agente diz se aceita ou nao fechar o negécio.

Para que possamos estudar situagoes em que os agentes tomam decisoes em sequéncia nés
precisaremos introduzir o conceito de jogos na forma extensiva. Por simplicidade, ao discutir
jogos na forma extensiva nés olharemos apenas para equilibrios de Nash em estratégias
puras. Ainda, nés nos concentraremos em uma classe particular de jogos chamados jogos de
informacao perfeita.

Embora o conceito de equilibrio de Nash seja perfeitamente aplicdvel a jogos sequenciais,
nos veremos que alguns destes equilibrios nao parecem razodveis, dado que os agentes estao
tomando decisoes em sequéncia. Isto nos motivard a estudar o conceito de equilibrio de Nash
perfeito em subjogo. Nés veremos que tal conceito é um refinamento do conceito original
que incorpora o fato de que agora nés temos agentes tomando decisoes sequenciais.

11.2 Jogos na Forma Extensiva

Lembre-se que o tipico jogo 2x2 podia ser representado pela seguinte matriz:

Jogador 2
E D
Jogador C | U'(C,E),U*(C,E) | UY(C,D),U?(C, D)
|  B|UYBE),U?(B,E) | U(B,D),U?(B,D)

Na representacao acima temos a hipdtese implicita de que os dois jogadores estao escolhendo
as suas estratégias ao mesmo tempo. Mas suponha agora que o jogador 2 seja obrigado a
tomar a sua decisao antes do jogador 1 e que somente apds ver a decisao tomada por 2 é que
1 faca a sua escolha. A forma mais conveniente de se representar tal situacao é através do
que chamamos arvore de decis@ao. A figura 11.1 ilustra a arvore de decisao relativa a situacao

129
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descrita acima. Os pontos pretos na figura sao chamados nés de decisao. Cada n6 de decisao
é associado a um jogador. A interpretacao é que o jogador indicado no né é quem tem que
tomar a decisao naquele ponto. Observe que na figura 11.1, o jogador 2 é quem toma a
primeira decisao. Dependendo desta decisao o jogo se move para um dos outros dois nés,
quando, entao, é a vez do jogador 1 tomar uma decisao. Dependendo das decisoes tomadas
por ambos os jogadores o jogo atinge um dos quatro nds terminais e os jogadores recebem o
ganho correspondente ao né atingido.

c (U E),UCE)
E /§ (UAB.E), TABE))

(U\C.D), UAC.D))

B (U'®.D).UB,D))

Figura 11.1: Jogo na Forma Extensiva

11.2.1 Estratégias

A situacao na figura 11.1, embora sequencial, ainda é estratégica, portanto seria bom se
pudéssemos estuda-la com o ferramental de teoria dos jogos que ja possuimos. De fato, isto
é possivel. A primeira coisa que precisamos é definir um conceito de estratégia. Para nos,
uma estratégia em um jogo em forma extensiva serd uma lista que informa a acao que o
jogador em questao tomaria em cada um de seus nés de decisao. Na verdade, esta serd a
convencao que adotaremos. As opcoes que o agente tem em cada um de seus nés de decisao
serao chamadas de acoes. Uma estratégia para nds serd um plano que diz a acao que o agente
pretende tomar em cada né de decisao. No exemplo da figura 11.1, o jogador 2 s6 tem um né
de decisao, portanto uma estratégia para tal jogador consiste simplesmente em dizer se ele
joga E ou D naquele né. J4 o jogador 1 possui 2 nés de decisao. Chamemos o né na parte
superior de n6 nimero 1 e o na parte de baixo de nimero 2. Uma estratégia para o jogador
1 tem que dizer o que ele faria nestes dois nés. Por exemplo, a estratégia C'B representa a
situacao em que o jogador 1 toma a acao C' no né de decisao ntimero 1 e toma a agao B no
no de decisao nimero 2.

Dada a nossa definicao de estratégia para um jogo na forma extensiva, nés vemos que
no jogo da figura 11.1 o jogador 2 tem apenas duas estratégias, jogar E ou jogar D. J& o
jogador 1 agora tem 4 estratégias, sendo elas jogar CC, C'B, BC' ou BB. Observe que agora,
embora tenhamos comecado com um jogo em forma extensiva, com a definicao do conjunto
de estratégias para ambos os jogadores, nés temos tudo o que é necessdrio para representar
a situacao acima como um jogo igual ao que ndés temos trabalhado até agora. Por exemplo,
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nos podemos representar o jogo acima através do seguinte jogo matricial:

Jogador 2
E D
cC [UY(C,E),U%(C,E) | UN(C,D),U%(C, D)
Jogador CB | U'(C,E),U*(C,E) | U (B,D),U*(B,D)
1 BC|UYB,E),U%(B,E) | U'(C,D),U%(C, D)
BB [UY(B,E),U%(B.E) | U'(B,D),U% (B, D)

E importante que fique claro como o jogo matricial acima foi construido. Observe que a
primeira coluna representa a situagao em que o jogador 2 iniciou o jogo tomando a acao F.
Ou seja, representa a situagao em que estamos na parte de cima da drvore de decisao na figura
11.1. Mas entao, para a determinacao dos ganhos finais dos dois jogadores sé importard a
agao que o jogador 1 estiver tomando no seu né de decisao nimero 1. Os ganhos registrados
na primeira coluna do jogo matricial acima refletem exatamente isto. Ja a segunda coluna
representa a situacao em que o jogador 2 inicia o jogo tomando a decisao D, na drvore de
decisao da figura 11.1. Nés podemos ver que neste caso, para a determinacao dos ganhos
finais do jogo, tudo o que importa é a acao que o jogador 1 toma em seu né de decisao nimero
2. Novamente, os ganhos na segunda coluna do jogo matricial acima refletem exatamente
isto.

Mas se nés podemos representar jogos sequenciais como jogos matriciais iguais aos que
nos jé estamos acostumados a trabalhar, entao, em teoria, nés podemos falar de equilibrios
de Nash de tais jogos. E precisamente isto que discutiremos na préxima secao.

11.3 Equilibrio de Nash de Jogos Sequenciais

Na secao anterior nés introduzimos a no¢ao de jogos sequenciais e vimos como representar tais
jogos na forma extensiva. Posteriormente, nés aprendemos a representar um jogo sequencial
na forma extensiva como um jogo matricial. N6s usaremos isto para definir o nosso primeiro
conceito de solucao para jogos sequenciais.

Lembre-se que para um jogo na forma extensiva, uma estratégia para um determinado
jogador consiste de uma lista que indica a acao tomada por este jogador em todos os seus
nés de decisao. Nos definiremos, entao, um perfil de estratégias como um equilibrio de Nash,
quando este perfil de estratégias for um equilibrio de Nash do jogo matricial induzido pelo
jogo sequencial em questao.

Exemplo 11.1 (Versao sequencial do dilema dos prisioneiros). Considere o seguinte jogo na
forma extensiva, que é uma representacao sequencial do dilema dos prisioneiros:

Na figura 11.2 acima nés temos uma versao do jogo dilema dos prisioneiros em que o
jogador 2 primeiramente escolhe se confessa ou nao confessa e, somente depois de ver a
decisao tomada pelo jogador 2 é que o jogador 1 decide se confessa ou nao. Como nds
fizemos acima, nés podemos escrever a versao matricial para tal jogo. Tal abordagem nos
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L N (10-D

(-1,-10)

(-2-2)

Figura 11.2: Versao sequencial do dilema dos prisioneiros

dé a seguinte representacao em forma matricial:

Jogador 2
C N
cc | =5,-5 | —1,—10
Jogador CN | —5,—5 | —2,-2
1 NC | =10,—1 | —1,-10
NN | =10,—-1| —2,-2

Observe que no jogo acima a estratégia NN é estritamente dominada por CC'. Né6s podemos,

portanto, simplificd-lo para

Jogador 2
C N
CcC | —-5,-5 | —-1,—-10] .ttt
Jogador oy g 5 12,2
1 NC [ =10, -1 | —1,-10

Agora nenhum dos jogadores tem estratégias estritamente dominantes ou estritamentes
dominadas. De qualquer forma, nés podemos tentar encontrar os equilibrios de Nash, em
estratégias puras, do jogo acima. Primeiramente, quando o jogador 1 joga C'C', a melhor
resposta para 2 é jogar C. De fato, quando o jogador 2 joga C', jogar C'C também é uma
melhor resposta para o jogador 1. Portanto, o perfil (CC, (') é um equilibrio de Nash para
o jogo acima. Vejamos agora o que acontece quando o jogador 1 joga C'N. Neste caso a
melhor resposta do jogador 2 é jogar N. Mas jogar C'N nao é uma melhor resposta para
o jogador 1 quando 2 joga N. Nos concluimos que nao existe nenhum equilibrio de Nash
em que 1 jogue C'N. Vejamos se existe algum em que 1 jogue NC'. Neste caso, a melhor
resposta para 2 é jogar C'. Mas quando 2 joga C', jogar NC nao é uma melhor resposta para
o jogador 1. Nos concluimos que o tnico equilibrio de Nash da versao sequencial do dilema
dos prisioneiros acontece quando o jogador 2 confessa no seu inico né de decisao e o jogador
1 confessa em ambos os seus nds de decisao.

-1TLembre-se que quando nés simplificamos um jogo utilizando eliminacdo iterativa de estratégias
estritamente dominadas, o conjunto de perfis de estratégias que sao equilibrios de Nash permanece inalterado.
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Acima, nés vimos que o resultado do dilema dos prisioneiros nao muda muito quando
estudamos sua versao sequencial. Serd que o mesmo acontece com a variacao do dilema dos
prisioneiros que nés chamamos de o Amigo do Juiz?

Exemplo 11.2 (Versao sequencial do Amigo do Juiz). Considere agora o seguinte jogo na

forma extensiva:
C 1 N~ (10-D)

(-1,-10)

N —(0-2)

Figura 11.3: Versao sequencial do Amigo do Juiz

Novamente, vamos construir a matriz correspondente ao jogo acima.

Jogador 2
C N
cCc | =5,=5 | —=1,—10
Jogador CN | —5,-5 0,—2
1 NC [ =10,—1| —1,—10
NN [ —10,-1] 0,-2

Observe que agora a estratégia NC' é estritamente dominada por C'N. Né6s podemos simplificar

0 jogo acima para

Jogador 2
C N
—5,—-5 | —1,-10
Jogi‘dor CN [ =5 -5 | 0,2
NN | —=10,—1| 0,-2

Agora, nenhuma outra estratégia é estritamente dominada. Tentemos, entao, encontrar os
equilibrios de Nash do jogo acima diretamente. Primeiro chequemos se existe algum equilibrio
de Nash em que 1 jogue C'C. Nesta situagao, a melhor resposta para 2 é jogar C. E claro,
como foi o caso anteriormente, quando 2 joga C, jogar C'C' é uma melhor resposta para o
jogador 1. Nés vemos que, como no caso do dilema dos prisioneiros, o perfil (CC, C') também
¢ um equilibrio de Nash para a versao sequencial do jogo do amigo do juiz. Mas serd que este
ainda é o tinico equilibrio? Vejamos o que acontece quando o jogador 1 joga C'N. Neste caso,
a melhor resposta para 2 ¢ N. Quando 2 joga N, C'N é de fato uma melhor resposta para 1,
portanto, o perfil (CN, N) é também um equilibrio de Nash para o jogo acima. Finalmente,
serd que existe algum equilibrio de Nash em que 1 jogue NN?7 Se 1 joga NN, entao a melhor
resposta para 2 é jogar C'. Mas quando 2 joga C', NN nao é uma melhor resposta para 1.
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Nos concluimos que nao existe equilibrio de Nash em que 1 jogue NN. Nés encontramos,
entao, dois equilibrios de Nash para versao sequencial do jogo do amigo do juiz. Os perfis
(CcC,C) e (CN,N).

Até agora a estratégia que temos usado para resolver jogos sequenciais tem sido contruir
um jogo matricial a partir de tal jogo e, posteriormente, computar os equilibrios de Nash do
jogo matricial construido. Embora tal estratégia de fato nos forneca alguma previsao do que
vai acontecer, em um certo sentido ela ignora a natureza sequencial do jogo. Por exemplo,
serd que os dois equilibrios de Nash que nés encontramos no jogo acima realmente fazem
sentido? Na préxima se¢ao nés introduziremos o conceito de equilibrio de Nash perfeito em
subjogos e apresentaremos o método de solucao por indugao retroativa. Nos veremos que
este novo conceito de solucao leva em conta explicitamente a natureza sequencial do jogo e,
as vezes, nos ajuda a diferenciar os equilibrios de Nash que fazem mais sentido em um jogo
sequencial dos que nao fazem tanto sentido assim.

11.4 Equilibrio de Nash Perfeito em Subjogos e Inducao
Retroativa

Voltemos a versao sequencial do jogo do amigo do juiz acima. Vejamos o que nés conseguimos
aprender a respeito dos dois equilibrio de Nash daquele jogo. Comecemos com o equilibrio
(CC,C). Em tal equilibrio 1 esta jogando C' em seus dois nés de decisao. Observe que em
seu segundo né de decisao jogar C' nao seria a melhor acao que 1 poderia tomar, mas como
2 estd jogando C, aquele né de decisao nao é atingido e, portanto, a acao que 1 planejava
tomar naquele n6 nao afeta o seu ganho. Observe que o fato de que o segundo né de decisao
nao é atingido é essencial para que C'C' seja uma melhor resposta contra C. Isto ilustra uma
das propriedades do conceito de equilibrio de Nash em jogos sequenciais. Tal conceito, em
um certo sentido, ignora as decisoes tomadas em nés de decisao que nao sao atingidos. Mas
serd que esta propriedade é desejavel? No jogo em questao, 2 s6 joga C' no comego porque
ele acredita que 1 jogaria C' caso ele jogasse N. Mas serd que esta é uma crenga que faz
sentido? Dois sabe que se ele jogasse N, 1 teria que decidir entre jogar C' e receber um ganho
de —1, ou jogar N e receber um ganho de 0. Por que ele acreditaria que 1 iria preferir jogar
C' e ficar com o ganho de —17

A discussao acima motivou o conceito de equilibrio de Nash perfeito em subjogos. A idéia
de tal conceito é que todos os jogadores tém que tomar decisoes étimas em todos os nés de
decisao, independentemente do fato destes serem atingidos ou nao na solugao do jogo. Para
os jogos simplificados que nés estudaremos aqui, os equilibrio de Nash perfeitos em subjogos
serao exatamente os que podem ser obtidos pelo método da indugao retroativa. Tal método
consiste em irmos resolvendo o jogo do final para o comeco. N6s primeiros comecamos com
os nés de decisao anteriores aos nds terminais e vemos qual a melhor acao que os agentes
podem tomar naqueles nés. Apds aprendermos o que o agentes fariam naqueles nés, nos
elinamos aqueles nés do jogo, substituindo-os pelos ganhos que as agoes 6timas dos jogadores
implicariam naqueles nés. Isto nos dard um novo jogo reduzido, com nés terminais que
acontecem mais cedo do que no jogo original. Nés agora repetimos o mesmo procedimento
para o jogo reduzido, para obter um novo jogo reduzido. Continuamos repetindo tal processo
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até esgotarmos todos os nés de decisao do jogo. Um exemplo serd instrutivo para entendermos
o método.

Exemplo 11.3 (Resolvendo o jogo do amigo do juiz por indugao retroativa). Considere o
jogo na figura 11.3 acima. Os dois nés de decisao antes dos nés terminais sao do jogador 1.
No né mais acima a melhor coisa que 1 teria a fazer seria tomar a acao C'. J4 no né mais
abaixo a melhor coisa que 1 teria a fazer seria tomar a acao N. Tais agoes gerariam um perfil
de ganhos igual a (—5,—5) no primeiro né e (0, —2) no segundo né. Apds registrarmos as
acoes tomadas por 1 nesses dois nés, nds os eliminamos do jogo subsituindo-os pelos ganhos
que encontramos acima. Nos ficamos agora com o seguinte jogo simplificado:

o A55)

(0-2)

Figura 11.4: Jogo do amigo do juiz apés primeiro estdgio de indugao retroativa

No jogo reduzido acima, é claro que a melhor coisa que 2 tem a fazer é jogar N. Isto dard
um perfil de ganhos final igual a (0, —2). Além disto, nés lembramos que a estratégia usada
por 1 foi C'N. Isto é, confessar no primeiro né e nao confessar no segundo. Mas, entao, o
perfil final que obtivemos com indugao retroativa foi (C'N, N) que é exatamente o segundo
equilibrio de Nash para a versao sequencial do amigo do juiz que nés encontramos acima.
Tal fato nao é uma particularidade deste jogo, como nés discutiremos abaixo.

Resolvendo o jogo do amigo do juiz por indugao retroativa, nés acabamos chegando a
um dos equilibrios de Nash que ndés tinhamos encontrado anteriormente. De fato, como a
proposicao abaixo mostra, os perfis de estratégia que nés encontramos por inducao retroativa
sao sempre equilibrios de Nash.

Proposicao 11.1. Todas as solugoes por inducao retroativa de qualquer jogo sequencial sao
sempre equilibrios de Nash do jogo.

A proposicao acima, juntamente com o exemplo que acabamos de estudar, nos mostra que
o método de solucao por indugao retroativa é uma forma de selecionar, dentre os equilibrios
de Nash do jogo, aqueles que fazem mais sentido dada a natureza sequencial da situacao
estratégica em questao. Consideremos mais um exemplo.

Exemplo 11.4 (Ameaca vazia). Considere o jogo na figura 11.5:
Nao é dificil ver que tal jogo tem apenas 2 equilibrios de Nash. O primeiro deles
consiste do perfil (CC, E) e o segundo do perfil (CB, D).!''* Serd que o primeiro destes

11-2Para praticar, vocé pode montar a matriz do jogo e encontrar tais equilibrios, mas com o tempo vocé
deve comegar a ser capaz de olhar para um jogo como este e facilmente identificar os seus equilibrios de
Nash.
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P
E 71 g—(4,6)

(0,-1)

B (2,5)

Figura 11.5: Equilibrio de Nash com ameaca vazia

equilibrios faz sentido? Primeiramente, note que tal equilibrio nao é perfeito em subjogos
ou, equivalentemente, nao seria obtido por inducao retroativa. Observe que no seu segundo
no6 de decisao o agente 1 estd fazendo uma escolha que nao seria 6tima para ele. Portanto,
o que leva o jogador 2 a jogar E em tal equilibrio é a ameaca de que se ele jogar D, entao
o jogador 1 jogard C'. A primeira vista, até que esta nao parece ser uma explicacao muito
ruim. O jogador 1, sabendo que ele poderia obter um ganho maior caso o jogador 2 jogasse
E, ameaga jogar C' se o jogador 2 jogar D. O jogador 2, acreditando nisto, acaba realmente
jogando E. Mas serd que faz sentido o jogador 2 acreditar em tal ameaga? Observe que se
o jogador 2 ignorar a ameaca e jogar [, o jogador 1 nao tem nenhum incentivo para levar a
ameaca adiante. Tal situacao é o que nés chamamos de ameaga vazia.

Em geral, n6s sempre trabalharemos com o conceito de perfeicao em subjogos e, portanto,
consideraremos que equilibrios de Nash baseados em ameacas vazias nao sao aceitdveis. Por
tras disto, estd a idéia de que situacoes em que algum agente de fato leva uma ameaca vazias
as iltimas consequéncias devem ser representadas com ganhos diferentes, em que as ameacas
vazias nao sao mais vazias. Por exemplo, o jogador 1 poderia sentir algum prazer ao se
vingar do jogador 2 e fazé-lo ter um ganho de -1 caso ele jogue D. Mas neste caso o ganho
do jogador 1 em tal situacao deveria refletir isto. Por exemplo, poderiamos dizer que ele
teria um ganho de 3 nesta situagao. Note que com esta modificacao o perfil (CC, E) seria a
solugao do jogo por indugao retroativa.

11.5 Exercicios

Exercicio 11.1 (Batalha dos Sexos Sequencial). Considere a versao sequencial do jogo
Batalha dos Sexos representada pela drvore de decisao abaixo



11.5. EXERCICIOS 137
D ~H B™(0,0)
M D _(0,0)

H §—(1,3)

Figura 11.6: Versao sequencial do jogo Batalha dos Sexos

No jogo acima, Mulher primeiramente escolhe ir & danceteria ou ao bar. Apds ver a
escolha de Mulher, Homem decide se vai a danceteria ou ao bar. Nos nds terminais o ganho
do jogador Mulher vem representado na primeira posicao. Por exemplo, quando Mulher joga
D e Homem toma a acao D no seu nd de decisao superior, Mulher recebe um ganho de 3 e
Homem recebe um ganho de 1.

a) Represente o jogo acima na forma matricial e encontre todos os seus equilibrios de Nas
R teoj ' f tricial tre tod librios de Nash
(em estratégias puras).

(b) Resolva o jogo por inducao retroativa e identifique qual dos equilibrios encontrados na
letra (a) é perfeito em subjogos.

Exercicio 11.2 (Barreira a Entrada). Suponha que a firma Fy seja monopolista em um
mercado que enfrenta a ameaca da entrada de uma nova empresa Fy. Se Fi resolver ficar
de fora do mercado (estratégia F'), entdo Fy recebe um ganho de 1 e Fy recebe um ganho
de 9. Caso Fy resolva entrar no mercado (estratégia FE), entdo Fy tem duas opgées. Ela
pode lutar com Fy para expulsd-la do mercado (estratégia L). Neste caso, ambas as empresas
tém um alto custo e ficam com um ganho de 0. Por outro lado, Fy pode decidir nao lutar
contra Fy (estratégia N ). Neste caso ambas recebem um ganho de 2. Tal situa¢ao pode ser
caracterizada pela sequinte drvore de decisao:

(1,9)

F.-

(0,0)

(2,2)

Figura 11.7: Jogo de entrada no mercado

(a) Resolva o jogo acima por indugdo retroativa.
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(b) Suponha agora que F, jd sabendo da possivel entrada de F; mo mercado, considere a
opcao de investir imediatamente em um aumento de capacidade. Neste caso, ela incorre
um custo de —3 imediatamente. Tal custo se refletird nos ganhos de Fy em todas as
situagoes, menos no caso de uma luta pelo mercado. A idéia é que o aumento prévio
de capacidade dd uma vantagem a Fs na luta pelo mercado que compensa o seu custo.
Esta nova situagao pode ser representada pela sequinte drvore de decisao:

16

(0,0)

(2,2)

Figura 11.8: Possibilidade de investimento prévio em capacidade

Resolva este novo jogo por indugao retroativa.

Exercicio 11.3 (Jogo da Centopéia). Considere o sequinte jogo em que 0s jogadores alternadamente
tém que tomar a decisao de parar ou continuar.

1 c2¢clc?2clg
pl p| P P P P

(1,0)00,2)(3,1)(2,4)(5,3)(4,6)

2 (6,5

Figura 11.9: Jogo da centopéia

Resolva o jogo por indugao retroativa.

Exercicio 11.4 (Divisao de Torta). Suponha que uma torta vd ser dividida entre dois
indwiduos. A divisao ocorrerd da sequinte forma. Primeiro o individio 1 parte a torta
em dois pedacgos. Posteriormente o individuo 2 escolhe o seu pedaco e o pedaco restante
fica para o individuo 1. Usando o conceito de indugao retroativa de forma intuitiva, descreva
todas as solugoes por indugao retroativa do jogo nas trés situagoes abaixo. Quando eu escrevo
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de forma intuitiva isto significa que vocé nao precisa escrever a drvore de decisao do jogo
nem usar matemdtica. Vocé deve explicar a sua solu¢do apenas com palavras.

(a) Suponha primeiro que a torta seja de um tnico sabor e ambos os individuos gostem do
sabor em questao. Descreva todas as solugoes por indugao retroativa do jogo neste caso.

(b) Suponha agora que a torta seja metade de chocolate e metade de baunilha. Suponha
ainda que o indwiduo 1 s6 goste de chocolate e o individuo 2 so goste de baunilha.
Suponha ainda que ao se deparar com dois pedagos com a mesma quantidade de baunilha
o individuo 2 prefira aquele que tem menos quantidade de chocolate. Descreva todas as
solugoes por indugao retroativa do jogo neste caso.

(c) Suponha agora que a torta seja metade de chocolate e metade de baunilha. Suponha
ainda que o individuo 1 goste igualmente dos dois sabores, mas que o individuo 2 s6
goste de baunilha. Suponha ainda que ao se deparar com dois pedagos com a mesma
quantidade de baunilha o individuo 2 prefira aquele que tem menos quantidade de
chocolate. Descreva todas as solugoes por inducao retroativa do jogo meste caso.



